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A ciência surgiu com o despertar da alma humana, mas não surgiu com fins utilitários. 

Foi a ânsia de resolver o mistério do Universo, diante do qual o homem é simples grão de 

areia, que lhe deu o primeiro impulso. Seu verdadeiro desenvolvimento resultou, antes de 

tudo, do esforço em penetrar e compreender o Infinito. E ainda hoje, depois de havei 	MOS 

passado séculos a tentar, em vão, afastar o espesso velório, ainda hoje é a busca do 

Infinito que nos leva para diante. O progresso material dos homens depende das pesquisas 

abstratas ou científicas do presente, e será aos homens de ciência que trabalham para 

7.1 

fins puramente científicos, sem nenhum intuito de aplicação de suas doutrinas, q e a 

humanidade ficará devedora em tempos futuros. 

(Malba Tahan, adaptado.) 
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Resumo 

Esta tese apresenta um estudo do vácuo confinado da eletrodinâmica quântica e calar 

em campo magnético externo, utilizando o método de tempo próprio de Schwingerpara o 

cálculo de ações efetivas, em temperatura zero e em temperatura finita. Foram abor ados 

nesse estudo dois pontos de vista diferentes: em um deles foi analisado o efeito 	um 

campo magnético externo uniforme e constante na energia de Casimir da eletrodin ica 

escalar e, no outro, o efeito da condição de contorno de Dirichlet na lagrangean efe-

tiva da eletrodinâmica escalar. Foi possível mostrar, que um campo magnético uni orme 

e constante inibe fortemente o efeito Casimir da eletrodinâmica escalar, tanto em tem-

peratura zero quanto em temperatura finita. Na abordagem de lagrangeanas ef tivas 

ficou demonstrado que o confinamento provoca uma alteração na constante de p rme-

abilidade magnética do vácuo da eletrodinâmica escalar e que esta é uma consta e de 

permeabilidade diamagnética. As correções térmicas para essa abordagem também ram 

calculadas. 



Abstract 

This thesis presents a study on the confined vacuum of quantum scalar electrody-

namics under the influence of an externai magnetic field using Schwinger's proper-time 

method for computing effective actions in zero temperature and in finite temperature 

case. Two different points of view have been used: in one of them the effect of an externai 

uniform and constant magnetic field on the Casimir energy of quantum electrodynamics 

was computed and, on the other, the effect of the confinement on the effective Lagrangian 

of quantum scalar electrodynamics was computed. It has been possible to show that a 

constant and uniform magnetic field strongly inhibitsthe Casimir effect od scalar electro-

dynamics, both in zero temperature and in finite temperature. On the effective Lagra gian 

scheme it has benn shown that the confinement alters the permeability constant of scalar 

electrodynamics vacuum and that this constant is diamagnetic. The corrections due to 

finite temperature contribution have also benn computed for this case. 
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Capítulo 1 

Introdução 

O efeito Casimir e a lagrangeana de Euler-Heisenberg são duas contribuições im () or-

tantes à longamente debatida questão da existência ou não do vácuo como um es • aço 

totalmente inerte e vazio. Tal questão, de evidente interesse na física, tem mereci o a 

atenção de filósofos e historiadores da ciência e foi tema de reflexão de grandes en-

sadores (cf. [1] para breves histórico e bibliografia). Nas seções deste capítulo será `-i ta 

uma exposição sobre esses dois tópicos e sobre a interessante possibilidade de considera los 

conjuntamente em um único fenômeno. 

Em primeiro lugar, uma visão geral do conteúdo desta tese. Após este capítulo in-

trodutório é feito no capítulo 2 um resumo dos fundamentos teóricos e dos método de 

cálculo no formalismo de Schwinger para obtenção do efeito Casimir e das lagrangenas 1 

li

efetivas. Na primeira seção é apresentado o princípio da ação e o conceito de ação em 

ordenada. Na segunda é apresentada a representação do tempo próprio para a ação o em 

2 
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ordenada. A representação é deduzida no artigo original de Schwinger [2] para o caso 

da eletrodinâmica quântica espinorial. No caso da eletrodinâmica quântica escalar re-

presentação é dada por Schwinger sem demonstração. Como não foi possível encon rar 

tal demonstração na literatura, ela foi apresentada em detalhe nessa segunda seção. Na 

terceira seção o método de Schwinger para calcular a energia de Casimir é mostrado na 

quarta e última seção, é apresentado o método de Schwinger para calcular a lagrang na 

efetiva no caso de campo puramente magnético . No capítulo 3 é apresentado o estude do 

vácuo confinado da EDQ (eletrodinâmica quântica) escalar em campo magnético exte no. 

Esse estudo é precedido pela primeira seção na qual é feito um resumo dos result 

correspondentes para a EDQ espinorial, que serão posteriormente mencionados para c m-

paração com os resultados para a EDQ escalar. Na segunda seção é apresentado o e ito 

Casimir da EDQ escalar em campo magnético externo e, na terceira, a lagrangeana •f - 

tiva da EDQ escalar sob condições de contorno de Dirichlet em dois planos paralelos. No 

capítulo 4 os problemas das duas seções anteriores são tratados em temperatura fini a e 

o quinto e último capítulo é reservado para considerações finais. No apêndice, que s • ria 

interessante ser agora lido, é explicada a notação, nomeclatura e convenções usad na 

tese. 

1.1 O efeito Casimir 

Hendrik Brugt Gerhard Casimir trabalhava nos anos 1940 nos laboratórios de pesq isa 
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da Philips, em Eindhoven, na Holanda, nos quais se realizavam experimentos com us-

pensões de pó de quartzo utilizado na produção industrial. A teoria vigente na época para 

explicar as propriedades de tais suspensões era baseada na energia de interação de van der 

Waals entre átomos neutros, que cai com o inverso da sexta potência da distância entr os 

átomos, mas os resultados experimentais indicavam uma queda mais rápida para gra des 

distâncias. Havia a sugestão de que a teoria correta seria obtida incorporando efeitos de 

retardamento nas forças de interação de van der Waals. Esta teoria foi obtida por Casimir 

e Polder em 1947 e nela a energia de interação entre átomos neutros a grandes distâ ias 

cai com o inverso da sétima potência da distância R entre os átomos. Casimir e Po der 

[3] encontraram a seguinte energia potencial de interação entre dois átomos neutros: 

23  hc  
ALE(R Do) = 471. 

R7
a (A) a(B) 

onde a(A) e a(B) são as polarizabilidades dos dois átomos. Casimir e Polder ficaram 

intrigados com a complexidade dos cálculos que fizeram para obter um resultado 

simples como (1.1). Em suas próprias palavras 1: 

"A forma muito simples da equação ... e a fórmula ... sugerem que deve ser 

possível derivar essas expressões, talvez a menos de fatores numéricos, por 

meio de considerações mais elementares. Isso seria desejável, pois também 

daria um contexto mais físico ao nosso resultado, um resultado por outro lado 

notável, em nossa opinião. Até o momento não fomos capazes de encontrar 

tal argumento simples." [3] 

'Conforme tradução livre em [11 

.1 

tão 
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O argumento simples para obter (1 . 1 ) foi obtido em uma conversa que Casimir teve rom 

Niels Bohr, conforme o seguinte relato feito pelo prório Casimir 2 : 

"No verão ou outono de 1947 (mas não estou absolutamente certo de que não 

tenha sido um pouco antes ou depois), mencionei meus resultados a Niels Bohr, 

durante uma caminhada. "Isto é ótimo," disse ele. "Isto é algo novo." Disse-

lhe que estava intrigado com a forma extremamente simples das expressões 

para a interação a grandes distâncias e ele resmungou algo sobre a energia do 

ponto zero. Isto foi tudo, mas colocou-me em uma nova pista. 

Descobri que calcular as variações da energia do ponto zero leva realmente aos 

mesmos resultados dos cálculos que fiz com Polder.... 

Em 29 de maio de 1948 apresentei meu trabalho Sobre a atração entre duas pla-

cas perfeitamente condutoras à Academia Real Holandesa de Artes e Ciências. 

O trabalho foi publicado no decorrer daquele ano..." [4] 

Casimir mostrou em um colóquio realizado em Paris ("Colloque sur la théorie de l li-

aison chimique", Paris, 12 a 17 de abril de 1948), que o resultado obtido com Po der 

podia ser recalculado recorrendo-se à energia de ponto zero do vácuo do campo el TO-

magnético quântico. No seu trabalho com Polder, além da energia de interação ( .1)  

entre dois átomos neutros, é também calculada a energia de interação entre um áto o e 

uma placa condutora, ambos neutros. Conforme seu próprio relato reproduzido ac 

Casimir apresentou então em 29 de maio de 1948 o cálculo da energia de interação en- 

'Conforme tradução livre em [1] 
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tre duas placas condutoras paralelas e neutras. Esse foi o trabalho seminal [5] do • ual 

nasceu o efeito Casimir como um ramo ativo de investigação na física moderna. Nesse eu 

trabalho aparece a expressão da seguinte energia de atração que hoje leva o seu nom 

e 	.e, 7r2  hc 

	

720 a3 	
.2) 

 

onde e é o lado das placas, supostas quadradas, a é a separação entre elas e a cond ção 

de que a separação é pequena diante das dimensões das placas (a < £) está pressupo ta. 

A força de atração entre as placas é naturalmente dada por —0E/0a, i.e., por: 

7r  2 h c  

F 	
1

m) 
	= O, 013 

V:1/ii  
	dynas/cm2  . = 	

240 a4   

Essa força de atração entre as placas foi verificada experimentalmente pela primeira ez 

por Sparnaay em 1958 [6], sendo que recentemente foi confirmada com grande prec ao 

por Lamoreaux [7] e por Mohideen e Roy [8]. A atração entre as placas neutras é o efeito 

Casimir original e deu origem à definição generalizada de efeito Casimir como se do 

a variação da energia de ponto zero de qualquer campo quântico em consequênci da 

alteração da topologia trivial euclideana do espaço [9]. No caso do efeito original, or  

exemplo, o campo quântico é o eletromagnético e a alteração da topologia consiste em 

passar do espaço 1R 3  originalmente disponível, na ausência das placas, para o es aço 

IR' x [O, a], onde o campo fica confinado pela presença das placas. Uma outra alterção 

notável de topologia que leva ao efeito Casimir consiste em compactificar dimensões em 

círculos. Assim, por exemplo, passamos do espaço R 3  para o espaço 1R 2  x S1, onde Sl 

representa o círculo em que compactificamos um dos R de R 3. Essa compactific ção 

costuma ser usada no caso de férmions para evitar as complexidades que surgem n • sse 

.3) 
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caso com a compactificação em R' x [0, a] [10, 11]. 

O efeito Casimir para outros campos quânticos e outras condições de contorno ou 

topologias espaciais tem sido ativamente investigado e aplicado em diversos assu tos 

[9, 12, 13]. O efeito Casimir é particularmente importante no seu contexto original da 

eletrodinâmica quântica e em pelo menos dois assuntos de interesse atual: no con a-

mento de quarks e gluons, que é uma condição de contorno dada pela natureza, e em 

teorias com dimensões compactificadas, como as teorias do tipo Kaluza-Klein [14]. 

As flutuações do vácuo eletromagnético são afetadas pela presença de corpos dielétr cos 

macroscópicos e se manifestam como uma atração entre esses corpos. Quando há sep ra-

ções não muito pequenas entre os corpos, de modo a exigir que os efeitos de retardam a7 to  

na propagação da interação eletromagnética sejam levados em conta, a atração pode ser 

descrita corretamente pela alteração da energia de ponto zero e se constitui em mais 

exemplo de efeito Casimir. A mesma atração pode, é claro, ser descrita pelo efeito i a te-

grado das interações de van der Walls, como é feito na teoria de Lifshitz [15]. Na verde de, 

como relatado anteriormente, o próprio Casimir descobriu o efeito que leva o seu nom ao 

estudar as forças de van der Walls dispersivas. O efeito Casimir com dielétricos apresa:  

a vantagem de poder ser medido com altíssima precisão. O efeito Casimir original c om 

placas metálicas pode ser confirmado por extrapolação para grandes permissividades das 

medições feitas para dielétricos [16, 17, 18, 19]. 

O efeito Casimir é um dos chamados efeitos do vácuo quântico (para uma introdução 

cf., e.g. [20] e [21]), tais como a emissão espontânea em átomos e núcleos, a atração ou 

repulsão entre objetos neutros, o deslocamento de Lamb, o momento magnético anô alo 
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do elétron ou a polarização do vácuo. Tais efeitos podem ser vistos como decorrentes da 

existência do vácuo quântico e portanto encontram-se no cerne da teoria quântica Idos 

campos. Eles manifestam-se devido à presença no vácuo quântico de corpos ou campos 

ou, como dito anteriormente no caso do efeito Casimir generalizado, devido a desvios que 

o espaço apresenta em relação à topologia trivial euclideana. 

plicidade e pela clareza com que exibem as propriedades de tal vácuo: o já mencionado 

efeito Casimir e as variações das relações constitutivas do vácuo quântico carregado es-

critas na lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg [2, 22, 23, 24, 25], que será discu ido 

agora. 

O campo eletromagnético clássico Fp, em um vácuo clássico é descrito pela lagrangeana 

de Maxwell: 

G(°)  (A) = 	, 	 ( .4) 

onde A é o potencial eletromagnético e Fi,„ = NA, — avilt, é o campo eletromagné c 

Uma tal lagrangeana leva às equações de Maxwell usuais, que são lineares no campo 

eletromagnético. Os efeitos associados a tal lagrangeana e às equações de Maxwell são 

ditos lineares. 

Se por outro lado o campo encontra-se em um meio material, ele polariza e magnetiza 

1.2 A lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg 

Dentre os efeitos do vácuo quântico dois são especialmente importantes pela sua 1In- 
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o meio e a corrente g; que descreve tais alterações acopla com o campo eletromagné co. 

Entretanto, tal corrente característica do meio é microscópica e, enquanto tal, não 

ser incorporada à teoria clássica. Supondo, no entanto, que o termo de acoplamento j,, 

onde Ai, é o potencial eletromagnético, possa ser expresso em termos do campo dás 

por meio de relações constitutivas, embora a lagrangeana 

£(1) (A) = 

seja uma função apenas de variáveis clássicas, ela descreve de modo efetivo os ef 

das propriedades microscópicas do meio sobre o campo clássico. Aqui £(1) é cha 

de lagrangeana efetiva do campo eletromagnético no meio em consideração. É tam 

chamada de lagrangeana efetiva, o que é na verdade mais apropriado, a lagrang 

completa = £(°) +£(1). A lagrangeana efetiva descreve o efeito das cargas microscóp cas 

ao preço de acrescentar à lagrangeana de Maxwell (1.4), que é quadrática em F, tampem 

potências superiores de F. Os termos de £(1)(A) quadráticos em F dão origem às cons-

tantes constitutivas, as constantes de permissividade e permeabilidade, enquanto s ue 

os termos com potências superiores de F descrevem os chamados efeitos não-lineare' da 

teoria. É essencial à idéia de lagrangeana efetiva que as cargas microscópicas permane am 

como tais, i.e. não se tornem cargas livres, como ocorre quando há rompimento de 

dielétrico. 

Se for considerado o vácuo real, observável, surge a questão de saber se ele realm nte 

comporta-se na presença do campo eletromagnético como o vácuo clássico idealizado, 

um vazio total e inerte ou se comporta-se como um meio que reage à presença do ca c p 
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clássico polarizando-se e magnetizando-se. Dito de outro modo, no vácuo real o ca 

eletromagnético exibe única e exclusivamente fenômenos lineares? 

Em escala macroscópica todos os experimentos até a data presente testam a super-

posição linear com 0,1 % de precisão. Em ótica, há uma multidão de fenômenos que 

confirmam a linearidade: os sistemas com fendas mostram padrões de difração, a difração 

por raio X descreve a estrutura de cristais, a luz branca que é refratada por um prisma or-

mando um arco-íris e recombina-se novamente em luz branca e assim por diante [26]. 

escala subatômica, entretanto, o panorama começa a mudar em uma série de situaç es. 

Conforme partículas carregadas aproximam-se umas das outras, o eletromagnetismo p evê 

um crescimento absurdamente alto da energia eletromagnética. Por outro lado prevê a u to-

energias infinitas para as partículas puntiformes. Tais fenômenos levaram a especula ões 

sobre a possibilidade de haver um limite superior para as intensidades dos campos. 

exemplo de teoria com tal limite é a teoria não-linear clássica de Bom e Infeld [27], 

pela lagrangeana: 

£BI(E,B) = Ecr 1  — [i E2 (E2  — B2) — E4 (E B)2] 

1/2 
.6) 

cr 	 cr 

onde Ecr  é um valor crítico em torno e acima do qual fenômenos não-lineares mostra se-

iam significativos; para campos muito mais fracos do que E„, a lagrangeana .CRT( B)  

reduz-se à lagrangeana de Maxwell, após a raiz quadrada em (1.6) ser expandida em 

potências do campo e sendo mantidos apenas termos de segunda ordem. Nas órbitas dos 

elétrons nos átomos há campos elétricos com intensidades da ordem de 109  a 1015  Volts; cm 

e, em núcleos pesados chega-se à ordem de 1019  Volts/cm. Com tais intensidades são 

1 

10 

Po 
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esperados alguns efeitos não-lineares. A lagrangeana de Born-Infeld prevê para o vácuo 

uma permissividade e e uma permeabilidade p não-lineares que podem ser escritas como: 

= 	 -1/2  E i  ± 1 1E2 E2)] 
1/ 	E„ (1.7) 

Não há, porém, evidências de tal tipo de não-linearidade. Saindo da mecânica clássica e 

entrando na quântica, tem-se que o princípio da incerteza permite a criação momentânea 

de um par elétron-pósitron por dois fótons com a subseqüente aniquilação desse par com 

a emissão de dois fótons, corno indicado no diagrama da figura 1.1. 

Figura 1.1: Espalhamento ryry —Y 7-y. 

Esse processo é chamado de espalhamento da luz pela luz. A criação do par elét on-

pósitron torna possível também os chamados espalhamento de Delbrück [28, 29, 30] e o 

espalhamento de partição de fóton, indicados na figura 1.2. 

No espalhamento Delbrück um fóton é espalhado por um campo eletromagnético [ex- 
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Figura 1.2: (a) Espalhamento Delbrück (b) Espalhamento de partição de fóton. 

terno, por exemplo o campo forte de um núcleo. Na repartição de um fóton tem-se que 

um fóton é espalhado em dois pelo campo externo intenso de um núcleo. O valor crítico 

para a ocorrência de tais fenômenos é dado pela mecânica quântica como sendo: 

e2 	¡el 
Ecr = 	 

2 	hc r2 	
0
' 
51 	O, 9 x 1018  Volts/cm, 

o 

(1.8) 

onde e é a carga do elétron, r0  seu raio clássico e o valor do campo na superfície do el tron 

clássico é dado por lei /7-! :z-J1, 8 x 1018  Volts/cm. Um tal valor intenso é a explicação para 

não ser observado em todos os fenômenos conhecidos do eletromagnetismo comporta ento 

não-linear algum. No entanto, como questão de primeiros princípios, fica a possibil dade 

de fenômenos não-lineares no vácuo devido às flutuações quânticas. 

A idéia de que a teoria quântica possibilita fenômenos eletromagnéticos não-linears foi 

itdesenvolvida no começo dos anos 1930 por Euler, Kockel e Heisenberg [22, 23, 24]. E seu 

trabalho seminal de 1936 [24] Euler e Heisenberg usaram a idéia de que o vácuo da EDQ 

comporta-se como um meio sob a ação do campo eletromagnético clássico. Obtiveram para 
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esse meio uma lagrangeana efetiva .C(IPE  para um campo eletromagnético F tentam nte 

variável, i.e. [25]: 

—
h

IV Fl 	
h 

 
mc 	 MC2 

onde m é a massa do elétron. No processo de cálculo, o campo é na verdade conside 

constante e a lagrangeana efetiva obtida, dita de Euler-Heisenberg, é dada por: 

,C(IPE(F) = — 
87r2  o s3  
1 f 00 ds e_isn,2 [( se)2  g  Re cosh(seX) 	2 

1 — —
3 

(se)21 , 
Im cosh(seX) 
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OF 
at , 

  

( .9) 

do 

onde são usados os invariantes: 

1 	 1 n 	 1 

= 

4

F/"Ft,, = —
2

( 4  — 
	

, 	Ç = —
4
F" *FuY=B E 

e a definição: 

(1 10) 

X2  := (B + iE)2 	 (1-11) 

Essa lagrangeana, que resultou dos trabalhos de Euler, Kockel e Heisenberg [22, 23, 24] foi 

recalculada de modo mais simples por Weisskopf [25] (o método de cálculo de Weiss opf 

é reproduzido no manual [31]). Aqui, interessa particularmente o método pelo qua foi 

obtido posteriormente por Schwinger [2], cuja notação foi usada para escrever (110). 

4 
Como foi dito acima, é inerente à idéia de lagrangeana efetiva que as cargas presas do eio 

não se tornem livres e no caso da lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg isso significa 

que não haja criação de pares no vácuo da EDQ. Para um campo elétrico estátic 

deve-se ter [31] 

E 

(1.12) leEl —
h 

 GG  mc2  
mc 
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A lagrangeana (1.10) desempenha este papel de lagrangeana clássica efetiva para ca 

fracos, quando supõe-se que (1.10) pode ser expandida em potências dos campos. O 

14 

OS 

primeiro termo da expansão é dado por: 

rn(F) = 
2a2 (h/mc)3

[(E2  — B2)2 + 7(E B)2] + • • • , 
45 mc2  

( 1.13) 

onde a =e2/47rhc é a constante de estrutura fina. No entanto, a lagrangeana (1.10) 

em geral, uma parte não perturbativa imaginária, que dá a taxa de criação de pares [2]. 

A pequenez dessa taxa no regime de campos fracos, como expresso em (1.9) e (1. 2), 

justifica o uso da parte real de (1.10) para descrever as propriedades dispersivas do v uo  

quântico. Na verdade essa discussão visa apenas dar o contexto desse trabalho, p s o 

interesse aqui está apenas no caso de um campo estático puramente magnético, em ue 

não há qualquer possibilidade de criação de pares mesmo no regime de campo magn' ico 

intenso. Nesse caso particular (1.10) reduz-se a: 

_ 1 
8r2  o s 
r d

3 	
s 2 

[(seB)2  coth(seB) — 1 — —3(seB)2] , 	(1.14) 

onde um dos eixos de coordenadas, por exemplo o 02, foi escolhido na direção do ca 

magnético B, com o sentido que torna o produto eB positivo. 

O vácuo da EDQ é, na verdade, o meio real e inevitável em que estão os ca pos 

eletromagnéticos clássicos, sendo o vácuo clássico apenas uma aproximação macroscópica 

para campos não muito intensos. Consequentemente, a lagrangeana de Euler-Heisen erg 

é de fundamental importância sob dois pontos de vista. Em primeiro lugar, no estud f, do 

eletromagnetismo clássico em sua situação concreta e real, em que o vácuo não é a de-

alização clássica do vazio completo. Em segundo lugar, como o fundamento teórico para 
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a prospecção do vácuo quântico por intermédio de campos eletromagnéticos clássi os. 

A própria validade da idealização do vácuo clássico é explicada pela lagrangean de 

Euler-Heisenberg, que prevê o valor crítico m2/e dos campos eletromagnéticos em t no 

e acima do qual a aproximação de vácuo clássico perderia sua validade. Tal valor, de 

1, 7 x 1018  V/m para o campo elétrico e 4, 4 x 109  T para o campo magnético, é grande 

o bastante para que os campos eletromagnéticos de laboratório possam ser consid ra-

dos como existindo no vácuo clássico. Essa mesma grandeza dos campos críticos em 

dificultado enormemente uma observação experimental direta dos efeitos previstos ela 

lagrangeana de Euler-Heisenberg. Entretanto, trabalhos experimentais recentes indi am 

que a obtenção dos campos críticos em laboratório já não está fora de cogitação. Tra-

balhos experimentais com feixes de elétrons do SLAC em combinação com feixes intensos 

de lasers têm dado sinais de que podemos estar na iminência de obter em laboratório o 

campo elétrico crítico [32, 33]. Também encontram-se em andamento experimentos Para 

medir efeitos de birrefringência induzidos no vácuo por um campo magnético [34, 35, 36]. 

Tal situação experimental torna ainda mais importante o estudo atual de lagrange nas 

efetivas. 

Lagrangeanas efetivas análogas à de Euler-Heisenberg podem ser calculadas para q ais-

quer campos quânticos com flutuações carregadas que acoplem com campos aplicados. De 

especial importância é a lagrangeana efetiva para a EDQ escalar obtida por Weiss opf 

[25] e posteriormente por Schwinger [2], pois a EDQ escalar constitui-se em um 1 bo-

ratório teórico privilegiado para investigar as contrapartidas bosônicas das propried des 

fermiônicas da EDQ usual que, em oposição à escalar, é chamada nesse contexto de es- 
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pinorial. A lagrangeana, efetiva da EDQ escalar será chamada de lagrangeana efetiva de 

riWeisskopf-Schwinger e denotada por 4-)s. A lagrangeana efetiva d,i Weisskopf-Schwi ger 

supõe a condição (1.9) de campo eletromagnético clássico lentamente variável e é dada, 

na notação de Schwinger, por: 

£,Ws(F) 	
167r2 	s3  e  

.=  1 	fcci ds 	 ((se)2
g 

1 —
1

(se)2.71 
[Im cosh(seX)  

onde agora m e e são a massa e a carga do campo escalar carregado. 

ia  O efeito Casimir e a lagrangeana de Euler-Heisenberg são duas contribuições disti tas 

à longamente debatida questão sobre a natureza do vácuo físico. A seguir, será fei a 

discussão de como esses dois efeitos podem ser combinados. 

1.3 O vácuo quântico sob condições de contorno e 

campo externo 

Um campo quântico tem suas flutuações afetadas por condições de contorno e, s for 

carregado, essas mesmas flutuações são afetadas pela presença de um campo exte no. 

Portanto, para um campo quântico carregado impõe-se por si mesma a questão de c mo 

tais flutuações são afetadas pela ação simultânea de condições de contorno e de ca os 

externos. Essa questão pode ser formulada de duas maneiras complementares. Em Uma 

delas pergunta-se que efeito um campo externo tem sobre as flutuações do vácuo já res-

tritas por condições de contorno. Trata-se nesse caso de investigar a influência de UM 



Capítulo 1. Introdução 

campo externo sobre o efeito Casimir. Na outra, pergunta-se que influência condições 

de contorno exercem sobre flutuações do vácuo que já estão sob o efeito de um ca á p 

externo. Nesse caso estarão sendo investigadas as modificações induzidas por condi ões 

de contorno na lagrangeana efetiva do campo carregado. Esses dois pontos de vista, ue 

podem ser formulados em termos tão similares, levam na verdade a fenômenos fís cos 

completamente distintos, embora relacionados. 

Note que a consideração simultânea de campos externos e condições de contorno agi do 

conjuntamente sobre as flutuações do vácuo é um problema que precisa ser estudado or 

razões muito objetivas. Em primeiro lugar porque é possível submeter as flutuaçõe do 

vácuo simultaneamente a esses dois agentes, por exemplo, aplicando um campo magnético 

estático entre as placas metálicas do efeito Casimir original. Se o efeito resultante 

desprezível ainda assim a explicação teórica do modo como ocorre e a previsão exata 

de seu valor são obviamente relevantes. O caráter fundamental dos agentes envolvidos 

no problema, em particular as flutuações de ponto zero, fazem dele uma questão de 

primeiros princípios em teoria quântica dos campos. Uma outra razão para investigar 

tal problema é que ele se impõe em pelo menos duas situações notáveis. No cas de 

quarks e gluons as flutuações de ponto zero não só estão sob influência do confinam to  

como também, inevitavelmente, sob a ação de outros campos. Pode-se considerar, or 

exemplo, as flutuações de ponto zero do campo de um tipo qualquer de quark. Elas e ao 

sob as condições de contorno do confinamento e, sendo carregadas, sob a ação inevit vel 

dos campos eletromagnéticos de todos os quarks presentes. Naturalmente que em lua 

primeira aproximação todos esses outros campos podem ser promediados em um campo 

17 
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externo aplicado. Essa aproximação com o campo médio e com as condições de contorno 

de confinamento fornecem claramente um exemplo do tipo de problema considerado. No 

caso de teorias com dimensões compactificadas, como as teorias do tipo Kaluzalein 

que citamos acima [14], as flutuações em dimensões compactificadas em uma situação ou 

outra podem também estar sob a ação de campos externos. Ressalte-se que em aplicalões 

dessas teorias a modelos cosmológicos devemos considerar a possibilidade dos chamados 

campos cósmicos, de elevadíssimos valores [37]. 

Nos exemplos acima de quarks e gluons confinados ou de dimensões compactificadas, 

condições razoavelmente realísticas levam a formalismos bastante complicados. Par4 in-

vestigar um novo fenômeno é usual considerar primeiramente uma situação que retenha 

as características essenciais dos problemas de interesse mas que de resto seja a mais im-

pies possível. É possível então, entender as propriedades mais fundamentais do fenô 

físico, obter os parâmetros importantes da teoria e as relações entre as ordens de magni-

tude. De posse desses resultados situações mais intrincadas podem ser então enfrentadas 

com mais eficiência, por exemplo as flutuações do vácuo de quarks e gluons. Um moo elo 

razoavelmente realista supõe os quarks e gluons confinados em uma esfera. O cál ulo 

da energia de Casimir com geometria esférica é de tal complexidade que ainda hoje ,era 

controvérsias [13], apesar de ter sido feito em 1968 [38]; o seu autor, Timothy Boy 

classificou como um "longo pesadelo envolvendo a teoria clássica das funções espec. 

Tal cálculo foi precedido por um outro imensamente mais simples feito por Johnson, um 

dos criadores do modelo de sacola MIT [39], que considerou os quarks e gluons confin dos 

entre dois planos paralelos [40], naturalmente com separação da ordem de 1 F, e ob eve 

no 
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que a energia de Casimir deveria contribuir com cerca de 9 % da massa dos hadrons. 

Para obter os resultados mais essenciais da ação conjunta de condições de contor o e 

campo externo sobre as flutuações de ponto zero dos quarks também pode-se consid rar 

uma situação simplificada ao máximo sem perder as características básicas do proble a. 

É possível, por exemplo, considerar um campo de Dirac sob condições de contorno an-

tiperiódicas [10] para evitar as complexidades cinemáticas envolvidas nas condiçõe- de 

f

contorno do modelo de sacola MIT. A condição de antiperiodicidade no intervalo [— , a] 

leva a uma energia de Casimir com ordem de magnitude e dependência em a comparável 

à do caso confinado entre placas com separação a. Também o campo externo foi con-

siderado como sendo puramente magnético, o que no caso de placas metálicas evita o 

aparecimento de cargas e correntes e, no caso geral, evita a criação de pares. Sob1 es-

sas condições obtem-se que as condições, de contorno geram correções à lagrangeana de 

Euler-Heisenberg e, o que é mais interessante, um termo totalmente novo que dá ori em 

a uma constante de permeabilidade paramagnética para o vácuo que depende de a [11]. 

Igualmente importante é a análise do efeito conjunto de condições de contorno e campo 

externo sobre as flutuações de ponto zero dos campos gluônicos. Nesse caso é claro ue 

o campo externo é considerado corno uma média que simula, em primeira aproxima ão, 

a ação conjunta de todos os campos de cores que estão acoplados com as flutua ões 

gluônicas. É possível reter as características essenciais do problema que são de inter sse 

aqui, considerando um campo escalar carregado da EDQ escalar confinado entre ' ois 

planos e sob a ação de um campo magnético externo perpendicular aos planos. O campo 

escalar carregado evita complexidades cinemáticas inerentes a campos vetoriais, e na i  er- 

19 
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dade, proporciona a cinemática mais simples possível para o problema. O acoplam to  

do campo escalar carregado com um campo eletromagnético também é a escolha ais 

simples para o grupo de calibre. Uma vez que o problema em EDQ escalar seja em 

compreendido, pode-se, com mais facilidade, considerar cinemáticas e grupos de calibre 

mais complicados, como os da cromodinâmica quântica. Este estudo é mais um exemplo 

da utilidade da EDQ escalar como laboratório teórico para auxiliar na compreensã de 

fenômenos físicos interessantes, apesar da ausência na natureza de escalares fundame ais 

carregados limitar as aplicações diretas da EDQ escalar a problemas concretos. Fi al-

mente, as condições de contorno sobre planos paralelos, e a escolha de um campo ext no  

puramente magnético e perpendicular aos planos são hipóteses obviamente simplificad ras 

que já foram discutidas anteriormente. Note que as condições de confinamento do ca po 

escalar carregado entre placas são simples de implementar, ao contrário do que acon ece 

no caso do campo de Dirac, e são dadas por condições de Dirichlet usuais. É importante 

ressaltar que o resultado mencionado acima, de que as condições de contorno no caso da 

EDQ espinorial produzem uma constante de permeabilidade paramagnética [11], re ete 

imediatamente ao caso da EDQ escalar, para verificar em que medida se confirma a v ao 

geral de que o vácuo fermiônico deve apresentar propriedades paramagnéticas enqu to  

que o vácuo bosônico deve apresentar propriedades diamagnéticas. 

As considerações anteriores dão o contexto e as motivações do problema investiga- 

i 
do nessa tese: a ação conjunta sobre o vácuo da EDQ escalar de condições de contorno 

confinantes entre dois planos paralelos e de um campo magnético externo perpendicular 

20 

ao planos. Foram tratados aqui os dois pontos de vista complementares: o da influência 



Capítulo 1. Introdução 

do campo magnético sobre o efeito Casimir da EDQ escalar [41] e o do efeito das condi ões 

de contorno sobre a lagrangeana efetiva da EDQ escalar [42]. Foram também calculados 

os efeitos de temperatura finita nos dois problemas anteriores [43, 44]. Na EDQ escala , 

campo magnético externo inibe o efeito Casimir e gera uma constante de permeabilidade 

diamagnética. Esses resultados devem ser contrapostos aos obtidos anteriormente pa a a 

EDQ espinorial, na qual o campo magnético externo acentua o efeito Casimir [45] e era 

uma constante de permeabilidade paramagnética [11]. Um antecedente desse trabalh no 

qual condições de contorno também modificam as relações constitutivas do vácuo da Q 

é o efeito Scharnhorst [46, 47, 48, 49, 50]. Nesse efeito, entretanto, a mudança no ín ice 

de refração do vácuo se deve à condições de contorno impostas ao campo eletromagnético 

e não ao campo carregado do elétron, ou ao campo escalar carregado se for considerado 

o caso de EDQ escalar [50]. Consequentemente, esse é um efeito que se manifesta apenas 

por meio de diagramas com dois laços, enquanto que os efeitos que foram estudados aqui, 

com as condições de contorno nos campos carregados, já se manifestam em diagralnas 

com um laço. 

Em todos esses cálculos, foram utilizados os métodos propostos por Schwinger que 

derivam de seus trabalhos magistrais no formalismo geral da teoria quântica dos campos 

[51] e no problema da polarização do vácuo e invariância de calibre [2]. Nesse formalismo, 

foram obtidos o efeito Casimir e as lagrangeanas efetivas de moda unificado a partir de 

primeiros princípios, especificamente: a partir do princípio da ação de Schwinger e de seu 

conceito de ação bem ordenada, que no casos considerados, com diagramas de um laço, 

identifica-se com a ação efetiva dos formalismos funcionais atualmente em uso [52]. O 

21 
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método de obtenção das lagrangeanas efetivas a partir da representação de tempo pró rio 

da ação bem ordenada é dado no artigo original de Schwinger sobre invariância de cal re 

e polarização do vácuo [2] e já é amplamente conhecido na literatura [53]. Como o aso 

examinado aqui será apenas o mais simples de campo externo puramente magnético, não 

jserá necessário lançar mão de todos os recursos do método. O método de Schwinger ara 

a obtenção da energia de Casimir foi proposto em um trabalho relativamente recente 

e foi posteriormente aplicado em diversas situações [45, 55, 56, 57]. 

54] 
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Formalismo de Schwinger para 

calcular o efeito Casimir e 

lagrangeanas efetivas a um laço 

Neste capítulo é apresentado um resumo do formalismo de Schwinger para o cálculo 

do efeito Casimir e de lagrangeanas efetivas. Do princípio de ação de Schwinger, é apre-

sentado apenas o necessário para que seja possível chegar ao efeito Casimir e à idéia de 

ação efetiva a um laço. É apresentada a dedução da representação de tempo-próprio para 

os casos de EDQ espinorial e escalar, nas linhas expostas no artigo original de Schwinger 

[2]. Finalmente, a EDQ escalar é usada para exemplificar os mencionados métodos de 

cálculo. 

23 
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2.1 Formalismo de ação de Schwinger 

  

Em seus trabalhos magistrais no formalismo geral da teoria quântica de campos i iJ, 

Schwinger propõe-se a derivar toda a dinâmica de um campo quântico de um ú ico 

princípio, o princípio da ação. Para formulá-lo, deve-se lembrar que em teoria quân ca, 

os auto estados simultâneos de um conjunto completo de observáveis comutantes po em 

representar qualquer estado do sistema e que o objetivo da dinâmica da teoria é ca cu-

lar amplitudes de transição entre tais autoestados definidos em dois instantes. Se am 

Ci e. G dois conjuntos completos definidos nos instantes respectivos t1 e t2  e sejam, es-

pectivamente, (1 e G dois conjuntos de autovalores correspondentes a esses conju tos 

completos de operadores. Considere uma variação infinitesimal qualquer da amplitud de 

transição (G, t21(; , t1) provocada por variações de parâmetros tais como o instante in ial 

ou o instante final ou, que é o caso que aqui interessa, fontes externas reais ou virt is. 

O princípio da ação de Schwinger afirma que a variação (5(G, t21(1, t1) da amplitud de 

transição é dada por 

(5(Gt201) = (Gt2 liõW ICiti) 

 

.1 

onde (5W é a variação correspondente do operador de ação W da teoria em considera ão. 

Schwinger usa tal princípio para obter as equações de movimento para os campos as 

relações de comutação entre eles e as correntes noetherianas, em particular os observáveis 

da representação que a teoria fornece para a álgebra de Poincaré. Não interessa aqui sse 

desenvolvimento do formalismo de Schwinger e seus resultados são considerados como da- 
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dos, mesmo porque o interesse aqui se concentra nas teorias da EDQ escalar e espipo ial, 

cujos resultados são bem conhecidos e obtidos também por outros métodos consider dos 

mais elementares do que o de Schwinger. Na verdade, o interessante aqui é um outro r ul-

tado que Schwinger obtém diretamente de seu princípio da ação. Note que o elemento de 

matriz (Gt2 ISWI(lti ) é um número complexo que depende dos parâmetros cujas varia ões 

provocam a variação da amplitude (Gt21(it1). Schwinger usa tal elemento de matriz ara 

introduzir uma função complexa W (em letra caligráfica, para distinguir do operador W) 

cuja variação é dada por: 

(SW := (Gt21614TIlti)  
(Gt21(ti) 

Usando a notação de Schwinger: 

(F) 	(Gt2IFI<Iti)  
(Gt2I(ti) 

na qual F é um operador qualquer da teoria, a equação (2.2) pode ser escrita simplesmente 

COMO 

1 
SYV OW) 	 0.4) 

A função W é definida a menos de funções complexas C cuja variação induzida pela 
1 

variação dos parâmetros é zero: SC = O. Usando (2.2) para eliminar o operador SW do 

princípio de ação (2.1) obtem-se que: 

(<-21 t2 I Cti.) = eiw 
	

( .5) 

Nessa equação, fica evidente que qualquer amplitude de transição é totalmente d er- 

.2 

.3) 

minada pela função W. Schwinger observa que a variação (SW da ação só depende de 
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operadores nos instantes ti  e t2 e que as relações de comutação da teoria podem ser 

zadas para ordenar em (5W os operadores de modo que todos os operadores no instante t1 

fiquem a direita dos operadores no instante t2; com essa ordenação de operadores, (5147  fica 

em uma forma que Schwinger chama de bem ordenada. Se os estados 1Cti) e 1(t2) fo em 

autoestados desses operadores é obtida então de imediato a igualdade (Gt21SWICt 

(514/1;30(Gt21Cti), na qual 6W está bem ordenada e o membro direito nos fornece a ex-

pressão numérica (5W/50, que é uma função dos autovalores citados. Tal função nos fornece 

uma expressão para V12 definida em (2.2) e explica o nome de ação bem ordenada que 

Schwinger já usou para W. 

Passando agora ao caso específico de interessa, é considerada a amplitude de que um 

sistema que se encontrava no estado de vácuo no passado remoto persista no estado de 

vácuo no futuro distante. Representando tais estados assintóticos, respectivamente, •or 

10 t i ) e 10 t2), pode-se então escrever a amplitude de persistência no vácuo, de acordo om 

(2.5), na forma 

(O t210 t1) = e2w. 	 ('.6) 

Se W for puramente real, a probabilidade associada a essa amplitude será igual a 1; n sse 

caso é certo que o sistema persistirá no estado de vácuo. Por outro lado, se houver alg u ma 

parte imaginária em W a probabilidade será menor do que 1, indicando a possibili• ade 

de criação de excitações do campo em consideração. 

Em todos os processos que estarão sendo considerados, com diagramas de Feymann 

com apenas um laço, a função VV identifica-se com a ação efetiva, dos formalismos un- 

2 
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cionais atualmente em uso e, por esse motivo, será chamada doravante de ação efet va. 

Supondo que o vácuo da teoria seja um estado não degenerado, tem-se que em um proa, so 

estacionário: 

t210 ti) = 
e—ieT 	 .7 

onde E é a energia do vácuo e T = t2  — t1. Espera-se, é claro, que E seja dotad de  

significado físico somente depois de apropriadamente renormalizada. Usando (2.7) e (:..6) 

obtem-se que em situações estacionárias, como no efeito Casimir estático, a energi de  

ponto zero pode ser obtida da ação efetiva por intermédio da fórmula [54]: 

= — 34) 
 
T 

202 Representação de tempo próprio da ação efetiva 

Em seu trabalho sobre invariância de calibre e polarização do vácuo [2], Schwi er 

obtém a chamada representação de tempo próprio para a ação efetiva do vácuo da EDQ em 

campo externo. Os dados iniciais do problema são, portanto, as equações de movim to  

e as relações de comutação para o campo de Dirac quantizado IP de massa m e carg e,  

em presença de um campo eletromagnético externo A, i.e.: 

(79"1„ (x) + m)V, = 0 , 	 .9 

onde 

.8 

1-1,(x) := —i0,, — e AI, 	 (2.10) 
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(2(11) 

e 

t), Ofi(y, t)} = S«p .5(x — y) 

Tendo em vista o acoplamento mínimo entre o campo de Dirac e o campo externo A e o 

fato de que este é o parâmetro de variação da ação, tem-se que a variação desta é s ada 

por: 

onde VOU é o termo de acoplamento da ação e j é a corrente do campo de Dirac, 

em forma simetrizada por: 

(2 12) 81/01)  = f dx 	(54,(x) , 

.14(x) = 2kb(x), 7'0(x)] • 

Usando (2.4) obtem-se para a ação efetiva: 

(2 13) 

6V1,(1)  = f dx (jP (x)) S Am(x) , 	 (2 14) 

Para relacionar a corrente com as equações de movimento por meio de uma funçã de 

Green, Schwinger faz a chamada separação de pontos na expresão no membro direit de 

(2.13), i.e., escreve nessa expressão os produtos de (x) e 0(x) como limites apropri dos 

de TCP(x) e 0(x1) em pontos separados x e x'. Deste modo, usando o operador 

ordenação cronológica e a definição de limite simétrico 

lims = 1( lim 	lim ) 
x,—x 	2 2e—m+o x' -->x-O 7  

(2.15) 

é possível escrever a corrente (2.13) na forma: 

,r(x) = 	 T[00(x)1Pa(x1)] . 	 (2 

de 

16) 



Capitulo 2. Formalismo de Schwinger para calcular o efeito Casimir e lagrangeanas efetivas a um laço 

Usando a notação (2.3) tem-se que 

G ,,p(x, xi ) := (i'151)0(x)0,,(x 1)1) 	 (2 17) 

é função de Green do operador de Dirac: 

(-y 9-1,,(x) + m),„Go(x, x') = 8,0 (5(x — x') . 

Usando a notação matricial comum da mecânica quântica, o operador G é definido 

29 

(2 18) 

 

or 1 0  

meio de 

(x «IGIx'O) = (xIG colxi ) = G ar3(x, xi) 

e obtem-se de (2.16) e (2.17) que: 

(j1-L(x)) = ie lims (xl•yai` fi G 0,34') 
—>x 

onde G satisfaz a seguinte equação equivalente a (2.18): 

(2 19) 

(2 20) 

(7911, + m)G = 1 , 	 (2 21) 

11,,(x)5(x — x'). Substituindo o resultado (2.20) para a corrente de Dirac em 

(2.14), obtem-se para a ação efetiva IN(1), o resultado: 

SliV(1)  = Tr(ie -y"G 	, 	 (2 22) 

onde Tr é o traço total, que inclui a soma nos índices espinoriais e nas coordenadas 

espaço-temporais. Da equação (2.21) tem-se que G é o inverso do operador de Dir e 

também pode ser escrito como: 

(2 23) G = (---erig(x) + m)17 
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COM: 

H := —(7P14(x))2  + m2  . 	 (2.+ 4 

A representação integral: 

O — if 
1  

i fow  

para o inverso de um operador O, na qual o regulador e não será escrito a seguir, p de 

ser usada para H definido em (2.24) de modo a obter de (2.23) o resultado: 

2. 5 

 

00 

ds (--y414 (x) + m) 's   

  

G = i 

 

2. 6 

   

     

Substituindo esse resultado em (2.22) e usando a propriedade cíclica do traço, Schwi er 

finalmente obtém, a menos de uma constante aditiva: 

W
(
11 

foo  ds 
Tr e —isH  

= 2 io 8 

A forma da exponencial no integrando dessa equação levou Schwinger a chamar o parâ etro 

s de "tempo próprio" e o operador de Klein-Gordon H de "hamiltoniana de te p 

próprio". A expressão (2.27) é a representação de tempo próprio da ação efetiva 141(1)  da 

EDQ espinorial. 

A fórmula correspondente a (2.27) na EDQ escalar é apresentada por Schwinger em 

demonstração. Sendo exatamente a fórmula a ser utilizada nesse trabalho e não te A do 

encontrado sua demonstração na literatura não será sem utilidade apresentar a seguir a 

sua dedução algo detalhada em paralelo com a dedução feita acima para o caso espinorial. 

Começando com a lagrangeana simetrizada do campo quântico escalar carregado q de 

2  P  7) 
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massa m e carga e, acoplado a um campo eletromagnético externo A: 

L(x) = — —21  {(111,(x)0(x)i  , IP(x)0(x)} — 21  m2{0(x), 0(x)}, 	(2.28) 

onde II(x) tem a forma dada em (2.10), tem-se para ç  a equação de movimento: 

(rpm + m2)0(x) 	 (2.29) 

e as relações de comutaçãodp 

[0(x, t), (II°O)t(y, t)] = 6(x — y) 	 (2.30) 

Uma variação infinitesimal do campo externo induz na lagrangeana (2.28), a variação 

6A,C = ji."(x).5,41 (x), que dá para a ação a variação: 

sw(')  = f dxAx) ,5,41,(x) , (2.31) 

onde tem-se agora a corrente do campo escalar: 

f(x) := [{0(x), II4(x)(/)(x)} + {(1P(x)0(x))t, 0(x)}] . 	 (2.32) 

Note que essa é a corrente noetheriana correspondente à invariância da teoria sob o grupo 

de calibre U(1). Usando (2.4) a ação efetiva torna-se 

õYV(1)  = f dx (e(x)) 

A técnica de separação de pontos aplicada nessa corrente leva agora à expressão: 

jlt(x) 	lims e [IP (x) + 	(x1)]T[01  (x')0(x)] 	 (2:34) 

(2.33) 
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Usando a média de Schwinger (2.3) dos operadores ordenados cronologicamente é ob vida 

	

G (x , x) := (i T[ (fit (x')0(x)]) , 	 (2 5) 

que é função de Green do operador de Klein-Gordon: 

	

[H2(x) + m1G(x, x') = 6(x — x'). 	 (2. 6)  

É obtida então, a seguinte expressão da média de Schwinger da corrente escalar (2.34) em 

termos da função de Green (2.35): 

(iP) = —ie lims [IP(x) + 	(x')]G(x, x'). 	 (2 37) 
x, —>x 

Usando novamente a notação matricial comum da mecânica quântica, o operador de G •en 

G da EDQ escalar é definido por meio de 

(xIGIx') = G(x, x') 

onde G satisfaz a equação: 

(2 38) 

(112 + m2 ) G = 1 . 	 (2 39) 

Em termos desse operador G a corrente (2.37) é dada pela expressão: 

(3") = —ie lims 	+ 	= —2 ie lims (xl1PGIA , 	(2 O 

na qual o operador nv tem a definição costumeira: 

11~ =pl` — eAu , 	 (2,41) 

com (xlppix1)= —iamS(x — x') e (xI4Ix')= AiLõ(x — x'). Note que o resultado (2.40) deve-

se ao fato de que (xillgix1)= 11µ(x)b(x, x1) = II"(x')8(x, x'). A substituição da corante 
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(2.40) em (2.14) fornece uma expressão para 51/V(1)  que, usada em (2.4), leva ao segu nte 

resultado para a variação da ação efetiva: 

SI/V(1)  = — f dx 2 lims (xlielIPG6Am ix') , (2 2 
2-42 

que também podemos escrever como: 

51/11(1)  = —2 trx(iell"G (MIL) , 	 (2 3 

onde trx  é novamente o traço nas coordenadas espaço-temporais. De (2.39) obtemos ara 

o operador G a solução: 

   

    

 

G = —
H 

(2.44) 

   

onde 

H  := (112 ± ,m2) 

 

 

(2.45) 

  

é a hamiltoniana de tempo próprio do campo escalar. Na representação integral (2.25) a 

solução (2.44) toma a forma: 

00 
G = i f ds 

O 

Substituindo essa expressão em (2.43) obtemos: 

 

(2.46) 

 

SI/V(1)  = 	f 
oo 

 ds trx2 ie bAplIP 	. 	 (2.47) 
o 

Levando em conta que 

H = —e(SAIJIP +1111(5,4p) 	 (2148) 

e usando a propriedade cíclica do traço, obtem-se de (2.47) que: 

[ 6v,)(1)=_ 6 _ir Étrxe—isH 
o s 

   

(2 

 

49) 
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e portanto que: 

(2150) 

(2151) 

8 
00 ds v (i) 

fo 
— trxe-isH  

Esse resultado pode ser escrito na forma: 

W(1)  - 	f 
oo 

 ds  Tre- 
2 o s 

isH 

de onde novamente Tr designa o traço total, que inclui também a soma nos dois grau 

liberdade do campo escalar carregado, que na passagem da equação (2.50) para a equação 

(2.51) se resume a trocar 2tr,, por Tr. A expressão (2.51) é a representação de te po 

próprio para a ação efetiva da EDQ escalar. É possível escrever conjuntamente o result do 

(2.27) para o campo de Dirac e o resultado (2.51) para o campo escalar na seguinte fori  a: 

14)(1±)  = ±-
oo i 

f —ds 
Tre-isH(±)  , 

2 o s 
(2.52) 

onde os sinais mais e menos indicam grandezas associadas aos respectivos campos carr ga-

dos de Dirac e escalar (os sinais mais e menos são reminiscentes das respectivas rela ões 

de anticomutação e comutação obedecidas pelos campos). 

2.3 O método de Schwinger para calcular o efeito 

Casimir 

Em resposta a um desafio à sua teoria das fontes [58], de que nela não seria pos vel 

calcular o efeito Casimir, Schwinger publicou uma série de três artigos [54, 59, 60], os 
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quais responde ao desafio exibindo o cálculo cuja possibilidade fora questionada. O mét 

de cálculo pode ser utilizado no formalismo convencional da teoria quântica dos campos, 

sem apelar para a teoria das fontes. A versão apresentada no segundo [54] dos três artigos 

da série é particularmente eficiente e leva rapidamente à energia de Casimir do ca p 

eletromagnético. O método de Schwinger consiste essencialmente em usar a relação ( .8) 

entre energia de ponto zero e ação efetiva juntamente com a representação de te po  

próprio (2.52) para a ação efetiva. Tal método foi posteriormente aplicado a dive as  

outras situações [55, 56, 57] e será também usado no presente trabalho. É interess te  

notar que o efeito Casimir foi o assunto que ocupou o grande mestre de teoria quân ica 

dos campos em suas últimas publicações. 

Como exemplo simples do método de Schwinger, o cálculo da energia de Casimi de 

um campo escalar carregado sem massa será considerado. Formalmente esse cálcu o é 

idêntico ao apresentado por Schwinger para o campo eletromagnético [54], porque ne ses 

cálculos específicos da ação efetiva os dois graus de liberdade do campo escalar carregar o e 

as duas polarizações do campo eletromagnético comportam-se do mesmo modo diante do 

traço da representação de tempo próprio. As condições de contorno são as de Dirichle em 

duas placas planas paralelas separadas por uma distância a. As placas são consideradas 

como sendo quadrados de lado .e e a separação entre elas é pequena, i. e., a 	A se uir 

é feita a suposição de que as placas permaneçam na configuração estática consider da 

por um longo intervalo de tempo T; seguindo Schwinger T será chamado de temp • de 

medição. O formalismo a ser utilizado supõe a idealização descrita pelos limites 

co e T 	oo para ser considerado exato. A fonte externa não age sobre o camp • no 

3 

do 
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espaço entre as placas, de modo que a hamiltoniana de tempo próprio na região e tre 

elas é simplesmente:H =p2 =p2 (p°)2.  Nas próprias placas, a ação confinante da fonte 

é descrita pelas condições de contorno. Considere um sistema de eixos com as pl cas 

perpendiculares ao eixo OZ e localizadas em z = O e z = a. Os autovalores de pz  são 

dados por 7r n/a (n E N ), devido às condições de Dirichlet nas placas, enquanto qu os 

autovalores de px, py  e p°  são números reais quaisquer. Tem-se então: 

36 

= 2 tr. e-is(14-FP+P -P02) 

oo 
2 E  e —is(n7r/a)2  2 —

27r 
 f dpx e-"I's —

27r 
 f dp e—is74 

n=1 	
f dw ei"2  

27r 

2 eT[i(471-  s)3 ]-112  E e—is(.-/a)2. 
nE1N 

Substituindo esse traço na representação de tempo próprio (2.51), obtem-se: 

vv(i) = N/7  .e2T 	d5 i2s  v e—is(nir/a)2  
87r3i2  L0 

s 
 nt1N 

(2 53) 

(2<54) 

onde foi usado o corte so  para regularizar a integral no tempo próprio. De fato, a integral 

(2.54) é divergente no limite so  -+ O e os termos que levam às divergências podem ser 

isolados por meio da fórmula de soma de Poisson, que Schwinger cita no trabalho original 

[61], e é dada por: 

E
00 	 00 

2
" 1 E e-n =  

V T n=—co —oo 

e-n2ir(1/7-) 

  

(2 55)  

  

(2 56)  

  

  

Escolhendo 'T = i7rs/a2  e isolando os termos com n = O obtem-se: 

E
a 	1 	a e —is(Irn/a)2 	 ei(cen)2  / s 

4- 	 
n=1 	 2 7riS 	2 IT"7;S n.ti  
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Usando essa fórmula na ação (2.54) e usando a relação (2.8) entre energia de ponto zpro 

e ação efetiva, tem-se que: 

1 	foo ds t2 	ds 	ae2  foo ds 	z(an)21,. 
E 	ae2 

167r2 	s3 	1671-3/2  iso S5/2 
+ 

871-2  so  s3  n=1 
e 

 
(2.57) 

As duas primeiras integrais levam a infinitos quando o corte s, no tempo próprio é re-

movido. Schwinger elimina essas divergências basicamente por meio do argument 

seguir. A primeira integral é proporcional ao volume entre as placas e descreve 

densidade volumar uniforme de energia do vácuo, densidade que é independente da 1 ca-

lização das placas. Essa é a densidade do vácuo usual (sem condições de contorno) e ve 

ser normalizada como zero. É possível descartar essa densidade subtraindo na equa ao 

(2.57) a primeira integral da energia de ponto zero E no membro esquerdo. A segu da 

integral é proporcional à área .e2  das placas, não depende da separação entre as mesm ,s e 

está associda à auto-energia de cada placa individual. Essa energia deve ser normalizada 

como zero, pois o interesse está apenas na variação de energia produzida ao aproxim as 

duas placas. Também a segunda integral pode ser subtraída da energia de ponto zer E 

no membro esquerdo de (2.57). A energia restante após essas subtrações, que continu rá 

a ser representada por E, é dada por: 

E =  a Too _ds 	ei(an)2/s 
• 

/2 
	

87x2 Lo 83  n-1 

Essa energia pode ser escrita em forma manifestamente real com a utilização do teor 

do contorno de Cauchy para rodar dextrogiramente de 7r/2 o eixo de intregração e 

essa rotação equivale a substituir no integrando s por —is. Schwinger faz essa rota ão 

juntamente com uma outra troca de variável de integração que equivale a substituir no 

37 

(2. 8 
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integrando de (2.58) a variável s pela variável a = a2 /is. Essa substituição leva a: 

E 	1 	
do-o-e-n2a = 	 

	

8r2a3 	J 	
• 

n=1" 1̀ )  

	

Essa integral é convergente no limite so 	O e é dada em termos de uma função 

Euler por F(2)/a4  [62] e (2.59) pode ser escrita como: 

E 	1 	I A  \ 
(2•0 

A 	87r2a3 	5  ) 

onde C é a função zeta de Riemann [62], para a qual tem-se: ((4) = 7r4/90. Portanto: 

	

E 	irz 
(2 r1)  

— 720 a3 " 

A energia E finita obtida nesse resutado é a energia de Casimir do campo escalar carrega do 

entre placas confinantes paralelas com separação a. De acordo com a observação f ita 

acima, é também a energia de Casimir original do campo eletromagnético entre pl, cas 

metálicas separadas de a (1.2). A expressão para a pressão de Casimir é obtida a p tir 

da derivada da energia por unidade de área em relação à distância entre as placas: 

a 
DaA 

7r2 1 

  

2 62) 
240 a4.  

  

2.4 O método de Schwinger para calcular lagrangeanas 

efetivas a um laço 

2 9 

Para calcular a lagrangeana efetiva da EDQ, Schwinger usa a equação (2.14) rara 

a ação efetiva M20-)  do campo de Dirac, na qual aparece o integrando: (jP(x))A. Na 
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situação inerente à idéia de lagrangeana efetiva, em que a amplitude de transição entre o 

vácuo e estados com pares é desprezível, o termo dominante desse integrando descreve o 

acoplamento do campo eletromagnético clássico com o valor esperado no vácuo da corr te  

do campo de Dirac. Esse integrando é exatamente a lagrangeana efetiva 4), que E er-

Heisenberg obtiveram no formalismo dos primórdios da teoria quântica de campos e ue 

no formalismo de Schwinger aparece como: 

W(1)  = f dx 4), 

  

(2!63) 

No caso da EDQ escalar, em que a lagrangeana efetiva será chamada de lagrangeana 

(1) 
efetiva de Weisskopf-Schwinger e representada por £ws, tem-se igualmente que: 

W(1)  = f dx ,CWs  , 	 (2 

onde agora VIM)  é a ação efetiva para o campo escalar carregado. 

A situação de interesse nesse caso é aquela em que o campo externo é puram nte 

magnético e, consequentemente, a interdição de transição entre vácuo e estados 

pares cumpre-se exatamente. Para ilustrar o método de Schwinger de obtenção de la-

grangeanas efetivas ele será utilizado a seguir para obter nessa situação de campo ext no 

puramente magnético a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger. Considera-se m 

campo magnético B constante e uniforme e o eixo 02 é escolhido paralelo ao c po  

Por conveniência, o sentido do eixo foi escolhido de modo que o produto eB da carga 

e do campo escalar pela componente Bz  = B do campo seja positivo. Para calcular a 

t ação efetiva (2.51) nesse caso, não é necessário usar todos os recursos do formalism de 

tempo próprio desenvolvido por Schwinger. É possível perceber claramente que o mét do 

39 

64) 



(2 65) 

(2 66) 

(2 

  

 

69) 
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de cálculo é semelhante ao usado para o efeito Casimir apresentado na seção ante or. 

Começa-se computando o traço que aparece na representação de tempo próprio (2. a 1)  

Agora a hamiltoniana de tempo próprio é dada por 

H =112 + m2 =(p — eA)2 +m2  

na qual o potencial pode ser escrito como Ai, = õ x1  B. Usando coordenadas x, 

é possível escrever: 

a2 	a  
H = —02  + —

at2
+2ieBx + (eB)2x2  + m2. 

ay 

Os autovetores desse operador calculam-se da maneira usual por separação de variáveis 

(cf., e.g., a seção 32 do manual [63]) e levam aos autovalores: 

(267) H' = eB(2n +1) pzt2 0.22 ± 7712 

onde w e p'z  são números reais arbitrários e n =0, 1, 2, ..., tendo cada nível de Landau 

degenerescência eHe2/27r. Tem-se portanto: 

p2 	
isco2e  —ism2  e.ux- —iseB(2nt  +1 	f dplz  e—isP? 

_
T 	 f dw e Tre isH  = 2 2 	e 

27r 	 27r 	 27r 

A soma nos níveis de Landau é dada por: 

• eB.e2 e-iseB(2n+1) 
Lbris

iseB csc(iseB) , 
n=0 • 271-  

e o traço reduz-se a: 

Tre-isH = e3T  cisn't2  
87r2i 82 	iseB csc(iseB) . 

(2.68) 
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Substituindo essa expressão em (2.51) obtem-se para a ação efetiva: 

W(1) 

af2T fc° 
—
ds 

e-"m2iseB csc(iseB). 
16R-2  .0 33  

Uma rotação do eixo de integração de 7r/2 no sentido horário torna essa ação manifesta- 

mente real: 

vv(i) aeT  f 
o 
00 ds  

seB csc(seB) . 
167r2  s   

(2 70) 

Usando então a equação (2.64) obtem-se a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwi 

em forma ainda não renormalizada e dependente do corte s, no tempo próprio: 

1

R-2  .18 
[

0  s3s -
c° 

16 	
d p—S7712 rWs(B) = 	seB csc(seB) . 

ger 

(2'71) 

Para dotar de significado físico esse resultado, as prescrições de renormalização dadas por 

Schwinger [2] são seguidas. Em (2.71) a cossecante é expandida até termos de segunda 

ordem no tempo próprio s e a expressão da lagrangeana assim obtida é adiciona a à 

lagrangeana de Maxwell para a seguinte lagrangeana total ser obtida: 

£(B) =1  jc'- 	
1 	00 ds _sm2 	e2 	00 ds 

e 
 _57„2 

PÓ — 	 + 
-2 	I6R-2  so —836 	967-2  Jso 

00 

167 
1 2 

 8 0  s3
s  d 	

6 
	f 	e-sm2 [seB csc(seB) -1+ -

1
(seB)2] . 	(2.72) 

A primeira integral nessa expressão tende para o limite infinito m4F(-2)/16ir2  se o corte 

) 
so  for eliminado. Tal termo pode ser subtraído de ,Cs (B) e com isso eliminado do membro 

direito de (2.72). O segundo termo em (2.72) é proporcional a B2  com uma constante de 

proporcionalidade que tende, com a remoção do corte, para o limite infinito -e2F(0)/*r2. 
i 

Essa constante de proporcionalidade define uma constante Z3 por meio da relação: 

1 = 	
e2  foo ds _sin2 

96R-2  so s
e 

 
(2 73) 
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Agora, nas palavras de Schwinger, uma "mudança de escala" no ca'!1po e na carga é f 

definindo: 

BR = BZ3 1/2 	eR = eZ31/2. (2. 4) 

Expressando a lagrangeana (2.72), da qual o primeiro termo divergente já foi subtraido, 

em termos de BR e eR a seguinte lagrangeana £R(BR) na qual não aparece diverge cia 

alguma é obtida: 	 ,...‘ 

O resultado final para a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger para a EDQ escalar 	• 	•■ 

4. 
C) ct 

£R (BR)  _ — 1 
B2 + j°9  —ds  e —'2 [seRBR  csc(seRBR) —1+ —61  (seRBR)2] . (2 5) 	1— 

o ° 

tI.J 

O 
2 R 	167r2  so S3 	 :3 ti- 

CD 
Eti Iáj  

Tornando o limite s, -- O e interpretando o campo e a carga nuas como não observáv s e 
< Oo  

i- 
a carga e o campo renormalizados como sendo as grandezas físicas observáveis obte -se 	LU m 

C.) ,..- 
< è.: 3 to  finalmente de (2.75) a lagrangeana efetiva da EDQ escalar. Estando claro que agor só 	w - z 
a -
a. 

há grandezas renormalizadas, o sub-índice R indicador da renormalização será omitid • o 
a. 
O O 

é expresso como: 

(1) 	1 foo £ 	 ds sm2 
ws\

(13) — 
167r2 	

—
s3

e— [seB csc(seB) —1+ 6(seB)2] 

Esse resultado também pode ser expresso em termos de uma função zeta de Pie an, 

conforme mostrado por Dittrich [64]. 

De posse dessa lagrangeana efetiva é possível investigar (em aproximação de um 1..ço)  

as propriedades magnéticas do vácuo da EDQ escalar. A grandeza mais relevante no . 

é a magnetização M do 'acuo, dada por (cf., e.g.: seção 127 de [31]): 

M = 
mo.)  

s  . 
013 

2 6 

2 7 
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Dado que a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger (2.76) não tem termo quadrá ico 

no campo magnético, a magnetização do vácuo da EDQ escalar é um fenômeno não-lin ar. 

A mesma ausência de linearidade é prevista no caso da EDQ espinorial pela lagrange na 

efetiva de Euler-Heisenberg, como pode ser visto em (1.13) ou (1.14). 
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Capítulo 3 

Vácuo da EDQ sob condições de 

contorno em campo magnético 

externo 

Neste capítulo é apresentado o trabalho tema dessa dissertação, que consistiu em es-

tudar a ação conjunta de condições de contorno confinantes e campo externo magnético 

sobre o campo escalar carregado da EDQ escalar. Tal estudo será feito nas duas abor-

dagens que foram chamadas anteriormente de complementares. Em uma foi considerado 

o efeito do campo magnético externo sobre o efeito Casimir do campo escalar carreg do; 

esse estudo é apresentado na seção 2. No outro, foi considerado o efeito que as pl cas 

confinantes do efeito Casimir têm sobre a lagrangeana efetiva do EDQ escalar, chamada 

aqui de lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger; esse tópico é apresentado na s ção 
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3. Uma das motivações desse estudo na EDQ escalar foi um estudo similar anterio na 

EDQ espinorial, cujos resultados estão resumidamente expostos na seção 1, para est em 

disponíveis para comparação no correr do formalismo apresentado nas seções 2 e 3. 

3.1 O vácuo fermiônico sob condições de contorno 

em campo magnético externo 

Conforme a discussão feita na introdução, é importante estudar o efeito conjunto de 

condições de contorno e de campo externo sobre o vácuo fermiônico carregado. Para 

compreender as características essenciais de um efeito é usual estudá-lo inicialment 

uma situação simples, na qual complexidades técnicas são evitadas. No caso em questão, 

a situação mais simples consiste em considerar um campo de Dirac carregado sob o efeito 

conjunto de uma condição de contorno antiperiódica em uma certa direção e de um carlipo 

magnético externo constante e uniforme ao longo dessa mesma direção. A escolha do 

campo de Dirac e de um campo magnético externo constante e uniforme são, obviamente, 

simplificadoras. Quanto à escolha de condição de contorno antiperiódica, vale dizer que 

a condição de contorno de confinamento mais interessante para aplicações realistas de 

extrema complexidade, exceto no caso mais simples de campo de Dirac sem massa e em 

campo externo confinado entre placas paralelas [40]. Condições de contorno perió cas 

e antiperiódicas [10] são, pelo contrário, comparativamente simples de serem imple en-

tadas e, pelo que se sabe dos limites de massa nula, levam a resultados semelhantes aos 
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obtidos com tanta dificuldade no caso de condições de contorno confinantes. As condi 1 ões 

antiperiódicas merecem ser escolhidas porque o formalismo resultante não padece dos 

problemas de causalidade que ocorrem no caso de condições periódicas [10]. Esse p 

lema do campo de Dirac carregado sob o efeito conjunto de condição de contorno e ca po 

magnético externo já foi estudado sob os dois pontos de vista complementares: o d in-

fluência do campo magnético sob o efeito Casimir fermiônico decorrente das condições an-

tiperiódicas [45] e o da influência das condições de contorno antiperiódicas na lagrang na 

efetiva de Euler-Heisenberg [11]. Nessa seção será feito um resumo dos resultados obt dos 

[11, 45] para que possam ser confrontados com eles os resultados obtidos para o probl ma 

bosônico análogo, a ser tratado nas seções seguintes. 

Considere um campo magnético B como de costume na direção do eixo (9Z, om 

sentido que faça positivo o produto da carga e do campo de Dirac pela componente do 

campo ao longo de OZ. A condição de contorno antiperiódica é implementada nos pl, nos 

z = —a a z = a; tais planos são considerados como quadrados de lado € com 	O 

cálculo é feito pelos métodos de Schwinger, explicados no capítulo 2. 

A fórmula de Schwinger para o cálculo de ações efetivas do campo de Dirac (2.2 

dada por: 

W(1)  = f p° ds  Tr 	 ( .1) 
2 so  s 

onde so  é um corte no tempo próprio s, Tr significa o traço total, H é a hamilton lana 

de tempo próprio dada por H = (p — eA)2  — (e12)o-4,,F" + m2, p possui compone a tes 

= —iam, e é a carga da partícula de Dirac, A é o potencial eletromagnético, F é o 

campo eletromagnético, que está sendo contraído com a combinação de matrizes gama 
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a =i[-yi.„ 7,]/2 em é a massa da partícula de Dirac. A condição de contorno 

periódica fornece para p os autovalores ?mia, onde n é um inteiro ímpar. As outras com-

ponentes espaciais de p estão restritas aos níveis de Landau criados pelo campo magne leo 

B. 

Obtém-se para a ação (2.27), reescrita na equação (3.1): 

VV(1)  = 4b(B) T2ae2  - E (a, B) T , 

onde d)E(B) é a lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg e E (a, B) é a energia de Casi mir 

sob a ação do campo externo B. A lagrangeana efetiva pode ser escrita como: 

£(111-)E  (B) = 87
1 
	fp° —

ds"12 
[seB L(seB) - -

3
(seB)21 

f2  o s3  

em termos da função de Langevin: 

L(e) = coth() - 1 

Sendo a lagrangeana 4)E  (B) totalmente independente de a o primeiro termo no me 

direito de (3.2) não contribui para a energia de Casimir, que é dada pelo segundo te 

e pode ser escrita como: 

E (a,  B)
- 	

(am)2 ---, (-1)n-1  

202 	2/1-2a4  1-' 	n2 
nEN 

00 
22 47r2a2  E (-1)n-1 f due-n2--(—)2 /- L(cBa2  Ia) . 

O nE1N 

Os resultados (3.3) e (3.5) são obtidos após as necessárias renormalizações. 

Na ausência de campo externo, a energia de Casimir do campo de Dirac é dada ó elo 

primeiro termo em (3.5): 

e (a, O)
-= 

 (am)2 	( 
	K2(2amn) . 	 .6 

nEN 2a/2 	27r2a4 E 	n2 
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O segundo termo em (3.5) descreve a procurada influência do campo externo na ene 

de Casimir. No caso de maior interesse, em que o campo magnético é forte (B » m/ 

a energia (3.5) pode ser aproximada pela expressão: 

e(a, B) eBm 	(-1)"-1  
2ae2 	27r2a n 
	Kl  (2amn) .

LíaqE 

A pressão de Casimir p associada à energia de Casimir (3.6) na ausência do campo ext 

é dada por: 

3(am)2 	( 1):  [K2(2amn) + (2amn/3) Ki(2amn)] P(a, 0 ,) 	27r2 a 
nEIlV  

4 	riz 

e a pressão de Casimir na presença de um campo magnético forte B, obtida de (3.7), por: 

am 	(--1)T1-1  
p(a, B) = 27r2 a4  eBa2  E 	[Kl  (2amn) + 2amn Ko  (2amn)] 	(3.9) 

nEN 

Os resultados obtidos mostram que o campo magnético aumenta a energia de Casimir 

[45]. 	Agora o problema complementar no qual se procura determinar a influência da 

condição de contorno na lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg. Nesse caso pod -se 

reescrever a ação (2.27) na forma 

1/V(1)  = [C.V.1" )E(B) + r(À)Ec(B, a)] T2ae2  , 

onde aparece novamente a lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg £(1UB) dada or 

(3.3). Agora o interesse se concentra no regime de campos magnéticos fracos, em qu B 

é pequeno comparado com o campo crítico B„ = m2 /e. Nesse regime rn(B) pod ser 

expandida em potências de B2k  /13,27.k, conforme dado pela seguinte expressão: 
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), 

.7)  

no 

.8)  

(3  10) 

,C(  

	

°° ( - ) k 	22k B2k I m4 	B 2k  
1.UB ) = E 	 

871-2  2k(2k — 1)(2k — 2) BIT  
(3.11) 

k=2 
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am 

Figura 3.1: Pressão de Casimir para o campo de Dirac em um campo magnético externo unifo 

constante; a pressão está normalizada pela pressão de Casimir eletromagnética. 
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r(& 	
4 

(a,B) = E 
(-1)n  fc° 

—e 	(an)2 /s [seB L(seB) - 
3  
-1  (seB)21 . 

7r2  o 
ds

3 nEIN 
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onde B2k é o 2k-ésimo número de Bernoulli. O termo £(1PEc(B, a) em (3.10) é dado por: 

rna(B, a) = 
r  ir-1 ro  

- 	e sni.2_(an)2 
[1 + seB L(seB)] . 	(3.12) 

nEIN 47r2  o S3  

,Cnc(B, a) é o termo que surge devido à condição de contorno e será chamada d la-

grangeana efetiva de Euler-Heisenberg-Casimir. Também £(1/1)Ec(B, a) é obtida apó as 

necessárias renormalizações. A lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg-Casimir pod ser 

escrita na seguinte forma: 

411)Ec(B) = 27r2 )4 E 	 
( m)2 	

n2 	 2 	p( am) 
K2(2amn) + 1  [1 	1  ]B2  + ,Cala, B) , (3;13) 

nE1N 

onde 

1 	e2 

p 
	= 1 - 37r2 (am)  

E (-1)"-1K„(2amn) 
nEN 

(3 14) 

(3 15) 

O primeiro termo em (3.13) é a energia de Casimir usual do campo de Dirac, que contr ui 

de modo essencial para a energia total de Casimir (3.5). Sendo independente de B, ela 

é irrelevante na lagrangeana efetiva (3.13) e pode ser simplesmente ignorada. O terc iro 

termo em (3.13), dado por (3.15), fornece correções não lineares à lagrangeana efetiva de 

Euler-Heisenberg, e pode ser expandida no regime de campo magnético fraco de ac 

COM: 

£HE) c(a, B)  = (É3  (-1)k 	
22k1B2k 1 m4 

E ( ir-1(amn)2k-2K2k-2(2amn)] 
B2k 

k=2 2  87r2  2k(2k - 1)(2k - 2) [nEIN 	 Bar 

( .16) 

Tal expansão deve ser comparada com (3.11). O termo mais importante em (3.1 ) é 

  

d Ia 

  

   

o segundo, que é quadrático no campo magnético e portanto nos dá uma constante de 
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permeabilidade (3.14) para o vácuo de Dirac devido à condição de contorno. Esse e o 

linear de magnetização não aparece na lagrangeana de Euler-Heisenberg. Note q e a 

permeabilidade (3.14) reduz-se a 1 quando a condição de contorno é eliminada ( 

oo). Para valores de a fisicamente significativos, i. e. , maiores do que o comprimento de 

Compton do elétron 1/m, a permeabilidade magnética é paramagnética, o que ref rça 

a idéia geralmente aceita de que o vácuo fermiônico deve comportar-se como um s eio 

paramagnético. Por outro lado, para a abaixo de um valor crítico 7,, determinado ela 

expressão (3.14), a permeabilidade torna-se diamagnética. Dado que yes,. é imensam nte 

menor do que 1/m essa mudança intrigante deve ser aceita com reservas. Ainda ass 

interessante notar que ela não contraria uma visão intuitiva do magnetismo, que favo ece 

a idéia de que em um meio intensamente comprimido (a <G 7„) o diamagnetismo e eve 

predomimar. Entretanto, essa mesma visão levaria ao resultado de que em um v uo 

bosônico, que presumivelmente deve comportar-se como um meio diamagnético, 1 ma 

transição análoga para o paramagnetismo não deve ocorrer. Tal hipótese só pode ser 

verificada se for realizado um cálculo no caso bosônico que seja análogo ao fermiônico 

desta seção; isso será feito na seção 3.4. 

302 O efeito Casirnir do campo escalar carregado em 
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Figura 3.2: Permeabilidade magnética do vácuo do campo de Dirac sob coondição de contorno an- 

tiperiódica. 
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Nesta seção, será tratado o problema da influência de um campo magnético externo 

no efeito Casimir do campo escalar carregado da EDQ escalar. Já foi feito um comentário 

sobre a utilidade de estudar a EDQ escalar, por ser útil na investigação dos ca os  

vetoriais fundamentais e proporcionar um modelo simples para investigar questões fun-

damentais. No problema desta seção há mais um exemplo dessa utilidade. Enquanto que 

na seção anterior a condição de contorno para o campo de Dirac foi escolhida como sedo 

a antiperiódica, para evitar complexidades do formalismo espinorial que obscureceriam o 

formalismo, aqui pode-se escolher a condição de contorno mais interessante que descreve 

confinamento entre placas. 

Considere então um campo escalar massivo e carregado, confinado entre duas pl cas 

paralelas de lado .e e separação a (a < .e), sob a influência de um campo magn' ico 

externo uniforme e constante, B, com direção perpendicular às placas. Vale enfatiz as 

características deste sistema que permitirão a simplificação do formalismo que exibi á o 

efeito que se quer investigar. O campo escalar carregado permite ignorar complexidades 

cinemáticas que não são relevantes para uma aproximação inicial a este problema. A 

escolha de um campo magnético puro exclui a possibilidade de criação de pares para 

qualquer intensidade do campo magnético. O confinamento entre as placas paralelas 

infinitas é ,descrito por uma forma simples da condição de contorno de Dirichlet e a 

direção do campo magnético perpendicular às placas foi, obviamente, uma escolha ita 

com o objetivo de simplificar o problema. Sob tais suposições, veremos que o formali mo 

mostrará claramente o efeito físico do campo externo no efeito Casimir bosônico, q e é 

a questão fundamental que desejamos investigar nesta seção. Urna vez que o efeito do 
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campo externo seja compreendido em suas características essenciais, o caminho es ará 

aberto para compreender problemas com geometria e campos externos mais complic dos 

assim como o vácuo de outros campos quânticos. Vale notar que a situação considerada 

é aquela em que as condições de contorno são impostas sobre o campo escalar carregado, 

ficando o campo eletromagnético externo isento de qualquer condição. Desta form' 

influência do campo externo no vácuo carregado aparece em nível de um laço, no qu os 

cálculos desta tese foram feitos. Em contraste, há no efeito Scharnhorst [46, 47, 48, 49, 

o fato de que as condições de contorno num par de placas paralelas são impostas no ca p 

do fóton, mas não no campo carregado dos elétrons e pósitrons. Como resultado, há ma 

mudança na velocidade de propagação de uma onda eletromagnética na região entra as 

placas. O efeito Scharnhorst envolve diagramas de dois laços porque a dependência om 

as condições de contorno (distância entre as placas) nesse caso provém do propagador 

fotônico e mesmo os diagramas contendo apenas um propagador fotônico, já são de ois 

laços. 

A energia de Casimir do campo escalar carregado em um campo magnético const nte 

externo será calculada utilizando o método de Schwinger explicado na seção (2.3). L m-

brando, a fórmula de Schwinger (2.51) para a ação efetiva da EDQ escalar é dada p 

o° Cus 
1/V = — f —Tre-isH  

2 sc, s 

onde a hamiltoniana de tempo próprio é agora dada por: 

H= (p — eA)2  + m2  , 
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e é a carga do campo escalar, m é a sua massa e o potencial A é dado por 

= Bx16.1,2 	 (3.19) 

para representar o campo magnético perpendicular ao plano x1  x2 das placas. O eixt, x3  

ao longo de B é como de costume orientado de forma a deixar eB positivo. A cond ção 

de contorno de Dirichlet, que faz com que o campo seja nulo nas placas, dá pa a a 

componente do momento perpendicular às mesmas os autovalores n7r/a (n E IN ). As 

outras componentes espaciais do momento estão restritas nos níveis de Landau criados 

pelo campo magnético B [63], exatamente como na seção 2.4. O traço na ação efetiva 

(3.17) é dado por: 

£2eB  
Tre-is H  — 2e -ism2 E 	e—zseB(2771+1) E  e—is(m 	dtdco r/a)2  f - 	ei5W2 

n'EN 27r 	 nE]N 	 27r 
(3.20) 

onde o fator 2 deve-se à multiplicidade de carga, a primeira soma é sobre os nívei de 

Landau com o correspondente fator de multiplicidade devido à degenerescência; a seg da 

soma é sobre os autovalores obtidos a partir da condição de contorno de Dirichl t e 

a integral varre o tempo de medida T e o contínuo de autovalores (.4) do operador p°. 

O tempo de medida T é tomado grande o suficiente para que, segundo o princípi da i 

incerteza, a energia de Casimir seja bem definida. Seguindo a prescrição de regularização 

de Schwinger [54], a segunda soma em (3.20) é reescrita com o auxílio da fórmul de 

Poisson, (2.55), na forma: 

1 

55 

E e-is(r7r/a)2  

nC1N 

aa 	1 ei(an)2/8 
-Vi7rs :514 	 2-V -s 2 

  

(3  21) 
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A soma dos níveis de Landau é direta e fornece: 

eB„e 	seB(272.' +1) 	eBe2
csch(iseB). 

27r
' e 
	 47r 

EN 

Utilizando a (3.21) e a (3.22) na (3.20), obtém-se a seguinte expressão para o traço: 

ae2T e-i
:m2  

47r2  is 
[1 + iseBM(iseB)] x 

X 
1 	i(an)2/s 	1 	71.  

[2 
   + 

-Vi7rs nE e 	2a V —is (3  

onde 

= csch — 	 (324) 

A função M desempenha no caso bosônico, o mesmo papel que a função de Lang vin 

(3.4) no caso fermiônico [11, 45]. Ela é uma função bem comportada e vai ajudar a toei ar 

o formalismo mais simples, além de facilitar as comparações relevantes entre os c os 

fermiônico e bosônico. A figura 3.3 mostra os gráficos das funções L e M. 

Substituindo agora a expressão do traço (3.23) na ação efetiva (2.51) temos que: 

	

ds 
— —T de2

167r2  8 
1 	f 

oo 
w 	

0  s3 
cism2 

[1 iseBM(iseB)] + 

Te  1  f -ds c 	

i 
ism2 	'71" 

s 167r2Lo s2  
 [1 + iseBM(iseB) ] + 

	

— T —ae 	—
ds

e_ism2 [ E ei(—)2 /1[1+ iseBM(iseB)] 

	

87r2 	s3 	nEN 

  

(3:25) 

  

   

O primeiro termo dessa expressão é proporcional ao volume entre as placas, pois a inte ral 

que ele multiplica não depende da separação a. Portanto ele representa uma densi de  

uniforme de energia do vácuo que deve ser descartada no cálculo da energia de Casi ir  

Essa integral leva à lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger, após renormaliza ões 
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23)  

(3  



M(x)= csch(x)-1/x 
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.26) 

x 

Figura 3.3: Função fvf (e) = csch(e) - e-1  e Função de Langevin: L(e) = coth(e) - 

apropriadas, mas sua independência da posição das placas a torna irrelevante no pre-

sente contexto. O segundo termo é proporcional à área das placas e pode ser associado 

à auto-energia das placas confinantes, mas não à energia de Casimir. Desse modo f ram 

encontrados nesse sistema dois termos espúrios exatamente como no cálculo da energ a de 

Casimir feito por Schwinger [54] e usando os mesmos argumentos que ele, é possível ub-

trair esses termos para que a ação (3.26) fique reduzida ao seu último termo. Substitu ndo 

essa ação livre de termos espúrios em (2.8) a energia é obtida: 

p o0 

E (a, B) = a.e 	
ds e_ 

2  '2  {E e (an ) 2  / [1 + ise.B.114(iseB)] . 
8w2  J.o  S3  nEIN 

Uma rotação no sentido horário de 7r/2 no eixo de integração s torna tal expressão mani- 

festamente real e convergente e pode-se tomar o limite so 	O. Para seguir mais de perto 



28)  

iro 

29)  

s e 
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o método de Schwinger pode-se também trocar a variável de integração para a2 /a após a 

rotação do eixo de integração. Por fim, a (3.26) é reescrita na seguinte forma: 

S(a, B) = 
a.e2  

E /*INT f: 87r2a4  dane-(am)2/' 2v [1 + (eBa2  o-)M(eBa2  I a)]. 	(3.27) 

Na expressão resultante (3.27), há um termo que independe do campo magnético ext no 

B. Ele fornece o valor da energia de Casimir que existe na ausência desse campo e pode 

ser escrito em termos da função de Bessel modificada K2 (fórmula 3471.9 em [62]) de 

modo que (3.27) pode ser escrita na forma: 

E (a, B) 	(am)2 
E n2 K2(2amn) + 

ae2 	47r2a4 nEN 
00 

do-  o-  e —(am)2/°"—un2 (eBa2  I o-) M (eBa2  o-). 
nE f 87r2a4 	O 

(3  

Quando não há campo magnético externo B, a energia de Casimir é dada pelo prim 

termo do membro direito dessa equação, i.e., por: 

2 	
K2 

E (a, O) 	(am)  E —(2amn), 
ai?2 

	4a 2a4n2 nEN 

que é um resultado já conhecido na literatura [9, 12]; no limite em que m 	O 

resultado se reduz à energia de Casimir (2.61) do campo sem massa, como era d se 

esperar. O interesse primordial está no segundo termo do lado direito da (3.28), • ue 

mede a influência do campo magnético externo na energia de Casimir: 

58 

(3  

AE (a, B) 	1 
£2 	87r2a4  nEN 

00 

da a e-(")2/'-un2  (eB a2  Ia) M(eBa2  I o). 

   

(3 

 

30) 

   

   

Devido ao comportamento simples da função M definida em (3.24) é possível determ'i, ar 

os aspectos principais dessa influência. A função —e M(e) (ver fig(3.4)) cresce monot ni-

camente de zero ao valor assintótico 1 quando e vai de O a oo. 



59 

sem- 

Capitulo 3. Vácuo da EDQ sob condições de contorno em campo magnético externo 

Dessa forma, obtem-se na expressão (3.27) que o campo magnético externo 

1 

1,0 

O , 8 

O , 6 
X 
4-- 0,4 

O , 2 

0,0 
O 2 	4 	6 	8 	10 

Figura 3.4: Função 

i

pre inibe a energia de Casimir do campo escalar e o suprime completamente no 1 mite 

B ---+ oo (o domínio infinito da variável de integração u não impede de tomar tal li ite, 

como será explicado a seguir). Esse é o resultado que responde a pergunta sobre o feito 

Casimir do campo escalar carregado num campo magnético externo uniforme e constánte. 

Este resultado contrasta com o resultado para o efeito Casimir do campo de Dira4 que 

é sempre intensificado pelo campo magnético [45]. É muito interessante que o vácuo 

do campo fermiônico e o do campo escalar carregado apresentem comportamentos tão 

claros e opostos na presença de um campo magnético externo. Não foi possível encontrar 

nesse trabalho uma explicação intuitiva para tais comportamentos mas é possível que eles 

estejam relacionados com o caráter paramagnético do vácuo fermiônico e diamagnético 
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do vácuo bosônico. É importante levar em consideração esse comportamento oposto dos 

vácuos dos campos fermiônico e bosônico na presença de um campo externo, porqu= os 

vácuos de tais campos existem em conjunto na presença de campos externos e po o em 

também estar confinados por condições de contorno. Vale lembrar também que o desloca-

mento na energia de ponto zero causada pelo campo externo, depende da massa do cai p 

tanto no caso bosônico (3.30) como no caso fermiônico [45], e um possível cancelam nto 

de energias de ponto zero dos vácuos desses campos, depende de relações específicas etre 

as suas massas. 

É instrutivo usar a definição: 

mB  = m2  + eB 	 (3 31) 

e escrever a energia de Casimir completa (3.28) como: 

E  (a, B) 	1 	oo 	_3  _sfamj3)2_,2is  2s eBa2  
ds s e 87r2a3 E fo 	1 	— e-25 eBa2 . 

nEIN 

Comparando essa expressão com seu limite quando B O pode-se dizer que o e ito 

do campo magnético externo na energia de Casimir usual é dado no integrando em (3 32) 

pela fração dependente de B e pela constante mB  que aparece na exponencial. Qua do 

B 	O a fração tende a 1 e mB 	m. Para um campo magnético forte, a exponencial 

é o fator dominante no integrando e o efeito do campo magnético na energia de Casimir 

aparece grosseiramente como a substituição de m por mB; certamente a fração dependente 

de B deve ainda afetar a influência precisa do campo magnético na energia de Casimir. 

Uma situação interessante para analisar a energia de Casimir é quando o campo 

magnético externo B é forte. Nesse limite as mudanças no vácuo carregado ocorrem 

60 

(3  32) 
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com mais facilidade [65]. Supondo-se então estar nesse regime é possível substitui no 

integrando de (3.28) a função M() por sua expansão truncada 2e-  - "--1. Note que 

essa substituição só é permissível porque a integral (3.28) tem seu integrando dominado 

por função exponencial em forma de sino, cujo máximo é e-2amn  e ocorre em u = 	/n. 

Nos limites em que am « 1 e am » 1, a condição de campo magnético forte é d da, 

respectivamente por B » ç0/a2  e B » (00/a2)(a/A,), onde 00  é o fluxo fundame tal 

1/e e Ac  é o comprimento de onda Compton 1/m. Então, no regime de campo for , 

segundo termo em (3.28) pode ser expresso também em termos de uma função de Bsel f 

modificada (fórmula 3471,9 em [62]), e a energia de Casimir na presença de um ca po 

externo forte é dada por: 

E  (a, B) 	 1 
2
e

71.
B

2
a
;  vi(am)2  + eBa2  E -n (27/ .\/(am)2  + eBa2). £2 — 

nEN 

(3.33) 

Note que o sinal na raiz já era esperado visto que um sinal negativo implicaria em uma 

parte imaginária nessa expressão, indicando criação de pares, o que não pode acont cer 

quando se trabalha com um campo magnético constante. Pode-se também utilizar a (3 31) 

para reescrever a (3.33) na seguinte forma: 

E (a,  B) 
=eB

(amB 	1 
271_2 a2

) E nKi(2amBn) 
ae2 	 nElN 

  

(3.34) 

que é urna forma muito conveniente de se escrever essa energia para compará-la com a 

energia de Casimir (3.29) na ausência de campo externo. 

No limite de campo magnético externo forte temos a condição eBa2  » am e portanto, 

independentemente do valor de am, tem-se um valor grande para o argumento da fu ção 

de Bessel K1, que nesse caso tem um rápido decaimento exponencial. É possível n sse 
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limite de campo forte escrever a (3.34) na forma ainda mais simplificada (fórmula 846 í 

á 0i 
e (a, O)  

P 
= 

(am)3/2 
e —2" 	(am > 1) 	

LL, 
, 	

; 

	

(3.36) 	cl #... 
af2 	87r3/2a4 	 < 1... 

L̀I  z 
e no caso de am « 1: 	 E

a. 
O O 

cc ci 
e (a, O) _— 
	

7i2 	 O. 

ae2 	720a4  
(am « 1) . 	 (3.37) 	ç 	 

• 

Tomando a razão entre as equações (3.35) e (3.36) é possível comparar a intensidade do 

efeito do campo externo forte na energia de Casimir do campo escalar carregado no limite 

de massas grandes: 

e (a,  B) 
= 2eB9,1 MB  e-2a("4-1-rnB) 	(am >> 1). 	 (3.38) 

	

(a, O) 	m3  

Tomando agora a razão entre as eq.(3.35) e (3.37), é possível ver a influência desse mesmo 

campo externo no efeito Casimir para massas pequenas: 

	

S (a, B) 	180  
71_7/2 eBa5/2  1/2 —2amB 

Ing3 e 	(am « 1). 
E (a, 0) 

Como é possível observar, um campo magnético forte suprime fortemente o efeito Cas" ir  

do campo escalar, tanto para massas grandes como pequenas. 

A outra possibilidade a ser considerada é o limite de massa nula. Nesse limite é 

necessário voltar à (3.27) para obter, a seguinte energia de Casimir na presença de um 
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em [62]): 

£(a,  B)eBmB112  _ 	 2am 13 	 (3.35) 
ae2  = 47r3/2a3/2- 	 L)  I 

liJ 	! 

N 1 
 

Para o caso da energia de Casimir na ausência do campo magnético, (3.29), a discu ao 	2 ti  1 
wi tu ( 

sobre os limites de am torna-se relevante. Para am » 1, a (3.29) pode ser escrita co ^ 	
m O'  
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campo magnético externo: 

ae2 	.00 
E = 87r 	 do-o-e-.2,  [1 	

B 	B  ea2 	2 

	

M(
ea

2a4 

	

	 Cf 	Cf nE1N ° 

Utilizando a expansão para a csch(C) para e arbitrário (fórmula 1217,2 em [62]): 

1 + CM (e) = ecsch(e) = 1 + 2 E  (-1)k 
 

kEN e2  (Irk)2  

em (3.40) obtem-se: 

E(a,  B) 

ae2  

1 	 ao 

8 2 a4 
 nE
E do-cre-n2°.  + 

IN 
10  

do.0_2e—n2 cr E  1 	oo 

47,2a4 	sio  
nEN 	 keN 

(-1) k  eBa2  
(eBa2)2  + (7rlar)2  

Na (3.42), o primeiro termo do membro direito não depende do campo magnético 

fornece o valor da energia de Casimir (2.61) para o caso não massivo na ausência de car  

aplicado. O interesse aqui concentra-se no segundo termo, que dá a influência do carpo 

magnético externo no efeito Casimir não massivo; ele é dado por: 

AS (a,  B) 	 eBa2  foo 
duo-2  e-112' n, 	9 

 .E ( 1)k(irk)2 o (3 43) 
e2 	

4ir2a4 
	 ( %Ia- )2 + a2  . n,kEN 

Essa expressão pode ser escrita em termos de uma série dupla em senos, cosenos e fun ões 

si e ci (fórmula 3354 em [62]): 

Ag (a, B) 	1  	( i)kf  (eBa2)2 {
ci 	 cos 	 eBa2n2 	eBa2n2  

= 	 + 
a/2 	47r2a4 nkEN 	1, (7rk)3 	7rk 	7rk 

eBa2n2 	eBa2n2 	1 eBa2 	eBa2n2  

7rk 	 Irk 
— si 	 sen 	 + n2 (7r 	k)2 sen( 	7rk } 

} 	
(3 44) 

Para o caso em que a massa é nula, 77/2B inz=0 = eB e é possível escrever (3.44) na fo ma 

algo artificial: 

AS  (a, B) 	(amB)4  
a/2 	4ir2a3  E n,kEN 

(-1)k 	 )2  cos  amBn 2  1 [ai  amBn) 

(7rk)2 .1.7rk [ 	7rk 	 7rk 
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si 	 
(aniBn 2  seri ( am,Bni±sen[2(amBn)217rk]} 

7rk ) 	 ) 	(amBn)2  Prk 

que, no entanto, serve para reforçar a interpretação do campo magnético como provedor 

de uma massa efetiva para o campo sem massa. 

Resumindo os resultados obtidos até agora, a equação (3.28) dá a expressão exata irra 

a influência do campo magnético na energia de Casimir. A equação (3.33) particul iza  

o resultado de (3.28) para o regime de campo forte e (3.35) fornece uma expressão ais 

simplificada para esse regime. As aproximações para massas pequenas e grandes ao 

dadas pelas equações (3.38) e (3.39). Essas equações estão prontas para serem utilizadas 

em estimativas de magnitude. A equação (3.45) fornece o valor da energia de Casimir 

para o limite de massa nula. 

A expressão (3.34) fornece a seguinte pressão de Casimir do campo escalar carreg do 

na presença de um campo magnético forte: 

p(a, B) = eB
(amB)  E n  

 
(Kl  (2amBn) (2amBn)Ko(2amBn)) 271-zaz 

	

nEIN 	

(3i6) 

tem a seguinte expressão obtida de (3.29): 

p(a, O) -= 31am242 E ;ti-2 (K2(2amn) 	(2amn)Ki  (2amn)) . 	(3.47) 

nEN 

A figura (3.5) mostra a curva da pressão na presença e na ausência do campo externo 

B. Pelo gráfico fica bastante claro que o campo externo forte inibe fortemente o efeito 

Casimir do campo escalar carregado. Essa figura deve ser comparada com a figura 

(3  

64 

45) 

  

interessante com arar essa ressão com a É intere p 	p 	 pressão na ausência do campo magnético, ue 

.1. 



p(a,0) 

p(a,B) 
0,5°/0 

O , 2 

3
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Figura 3.5: Pressão de Casimir para o campo escalar carregado em campo magnético externo constante 

e uniforme; a pressão foi normalizada pela pressão de Casimir eletromagnética. 
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3.3 A lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger sob 

condições de contorno 

Nesta seção o efeito de condições de contorno sobre as propriedades magnétic 

vácuo quântico do campo escalar carregado será investigado. As propriedades magnét cas 

desse vácuo na ausência de condições de contorno são dadas pela lagrangeana de Weissk pf-

Schwinger para campo externo puramente magnético, .CWs(B). Portanto, o trabalho ..ui 

consistirá em encontrar os termos que se adicionam a 41) (B) devido às condiçõe' de 

contorno. Esse é o problema que é chamado de complementar ao da seção anterior O 

problema análogo para o caso do vácuo quântico do campo de Dirac [11] já foi tratada na 

primeira seção deste capítulo e resultou nas contribuições que se adicionam à lagrange na 

efetiva de Euler-Heisenberg, rn(B), devido a condições de contorno. Nesse caso foi 

encontrado que a condição de contorno gera uma constante de permeabilidade magné 

diferente de 1 para o vácuo fermiônico, que não existe na lagrangeana de Euler-Heisenb rg. 

Além disso foi verificada uma mudança de permeabilidade, de paramagnética para a ia-

magnética, que supostamente não deve ocorrer no caso bosônico, no qual as propriedades 

devem ser puramente diamagnéticas. O campo escalar carregado a ser investigado erá 

apropriado para verificar essas suposições. Além disso, no caso do campo escalar pod se, 

como na seção anterior, usar a condição de contorno de placas confinantes, que é fis ca-

mente mais atraente. Tal condição de contorno pode ser encarada intuitivamente c 

gerando uma pressão das placas sobre o vácuo quântico contido entre elas (que é a reação 
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à pressão de Casimir exercida nas placas). Nesse caso, é natural esperar novos efeito in-

teressantes provenientes das condições de contorno, pois é sabido que a pressão mod.  ca 

as relações constitutivas dos materiais. Em ótica, por exemplo, há um exemplo ilus ra-

tivo desse tipo de modificação no efeito fotoelástico [26], no qual um material apresa'  

a chamada birrefringência de tensão quando submetido a pressão ou tração. 

É visível também aqui a utilidade da EDQ escalar para bem compreender proble as 

originários de outras teorias. 

Considere, então, as flutuações do vácuo do campo escalar de massa m e carg 

confinado entre duas placas paralelas de lado € e separação a (a .e), na presença de um 

campo magnético externo B uniforme e constante, com direção perpendicular às placas. 

O confinamento é descrito pela condição de contorno de Dirichlet que faz os campo se 

anularem nas placas. Como na seção anterior o eixo OZ é escolhido de modo que só 

tenha a componente B nesse eixo e eB seja positivo. 

O ponto de partida é novamente a fórmula de Schwinger (2.51) para a ação efetiv 

.Y1) = 	f cx3 —dsTre-isli  
2 Jsc, 	s  

  

(3.48) 

  

   

na qual tem-se a hamiltoniana de tempo próprio do campo escalar carregado na presença 

de um campo externo, (3.18): 

H= — eA)2  + rn, 

onde o potencial A é dado por Ai, = Bx1(52  para o campo magnético em considera ão. 

O cálculo da ação efetiva é feito exatamente como na seção anterior, mas com a resp 
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(3  4),(p)= 	1 f  cods 
e

_isn,2 
[1+ (iseB)M(iseB)]. 

1671-2  iso  s3  
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final (3.26) agora escrita na forma: 

W = 4s(B)+rWsc(a, B)]Tat2, 

onde o primeiro termo no membro direito dá a esperada lagrangeana efetiva de Weissk 

Schwinger: 

O segundo termo no membro direito de (3.50), oriundo do confinamento entre as pla as, 

será chamado de lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger-Casimir e é dado por: 

1 	00 ds • 2 2 
[ E ez(")  

n E1N 

9 
[1 + iseB.A4(iseB)]. 	(3 

7r 
£(149sc(a, B)  = 8R-2  fso 	

s3  + 
2a isi 

As contribuições dadas pelas equações (3.51) e (3.52) ainda estão não renormalizadas e .ua 

renormalização é necessária antes da remoção do corte .90. Tal renormalização será feit da 

maneira usual [2], como em seções anteriores. Uma expansão de 1+M(iseB) em potên ias 

de s mostra que o primeiro termo em 41) (B) é uma constante que pode ser subtraída 

da lagrangeana; no limite em que so 	O esta constante tende a m4r(-2)/160, o 

é a função gama de Euler. O segundo termo é proporcional à lagrangeana de Maxwe 

,C(°)  (B) = 

com uma constante de proporcionalidade que tende a q2F(0)/487r2  no limite em que s —> 

0. Esta constante será escrita como Z31  — 1 e será absorvida na lagrangeana de Max ell 

por renormalização de B. O campo renormalizado será definido como BR = BZ31/2  e a 

carga renormalizada como eR  = eZ31/2. Após subtrações e conversões para quantid es 

(3  
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51)  

2) 

r 
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renormalizadas, rWs  na (3.51) fica livre de termos espúrios e bem definida no limite em 

que so  .- O enquanto que na lagrangeana de Maxwell (3.53) o campo nu é substituído por 

iBR. A lagrangeana 4,11)sc  na equação (3.52) depende de e e B somente através do pro uto 

eB, que é igual a eRBR. A sua renormalização consiste apenas em substituir eB or 

eRBR  e sua forma funcional em nada é alterada. Essas são as renormalizações necess' ias 

para tornar bem definida a ação (3.50). Estando claro que todas as quantidades e tão 

devidamente renormalizadas, o sub-índice R será de agora em diante omitido. Entã 

lagrangeana efetiva completa é: 

B2 	
+ = 	f dse-"m2  [iseBM(iseB) + 

(iseB)21  

6 2 	167r2 	s3  
1 foa dse_is,,,2 1-  E ei(..)2/s 2sa jris][1+ iseB M(iseB)] . 

871-2  Lo  s3 	LnE1N 

A expressão (3.54) pode ser posta em uma forma manifestamente real e convergente por 

meio de uma rotação do eixo s de integração, de 7r/2 no sentido horário. Com  essa rotação 

a lagrangeana completa (3.54) assume a forma: 

1 	1 
£(a, 

B) 
	

B2 + 
2 	167r2  o 	

=f°° 
3  e

-sin2  [seBM(seB) + (se6B)21 + 
s 

1 f 00 ds e_sm2 [ 	2  e_(a.) 1, ± • 

2a  [1 + (seB)M(seB)], (3 55) 
87r2  o s3 	nEN 

onde o corte so  foi finalmente removido. Há três contribuições distintas na lagrang na 

total dada por (3.55). A primeira é a lagrangeana renormalizada de Maxwell £(°)(B), da 

pelo termo quadrático -B2 /2. A segunda é a lagrangeana renormalizada de Weissk pf-

Schwinger: 
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(3  54) 

1ds 
rWs(B) = 

167r2  o 
 f

3
sr„ 2

[(seB)M(seB) + 
(seB)2

1. 
6 

(3.56) 
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Para B pequeno comparado ao campo crítico B„ = m2 /e esta lagrangeana podei ser 

expandida em potências de B/Bcr  para fornecer: 

00 	22k-i _ i  v-, -m4 	 ( g \ 2k ,.., 
rI VS(B) = kLá 16Ir2  k(2k - 1)(2k - 2) U3c r 

 ) 132k 1 	 (3 57) 

onde B2k é o 2k-ésimo número de Bernoulli. Esta expressão mostra que a contribu'ção 1 

de mais baixa ordem da lagrangeana de Weisskopf-Schwinger à lagrangeana de Max ell 

é um termo em B4. Finalmente, a terceira contribuição à lagrangeana completa (3.5'a) é 

dada pela versão renormalizada da lagrangeana rWsc  definida em (3.52), que pod ser 

escrita como: 

2 

£Wsc(a, B) = 4(-  2c1/)4  E 7112  K2 (2amn) + 
2 [

1 
 it(a

1
m)

]B2  + 4)s c(a, B), (3 
nEIN 

58)  

onde 

1 	e2 	 e2 
	= 1 + 	E Ko(2amn) + 	 
1.2(am) 	127r2 nEN 	 48iram 

e 

CWs' 	
1 	r 

c(a, B) = 87,2  E jo  •- dsie-sm2-(')2/s[seBM(seB) + 
(seB)2 

 + 
6 

00 

nEN 

(se 6B)2  
16r2a 	s5/2  

-NFr fc)° ds [
seBM(seB) 	 (3 60) 

O primeiro termo no membro direito de (3.58) é menos a densidade de energia de Cas ir 

para o campo bosônico massivo [9, 12]. Ele representa uma quantidade observável mas ao 

contribui para a lagrangeana efetiva porque é independente de B. O termo £(1,119s'e( /3) 

em (3.58), que é dado por (3.60), é a correção não linear à magnetização proveniente 
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do confinamento à lagrangeana de Weisskopf-Schwinger £(1,-,)s(B). Para B pequeno c 

parado ao campo crítico B„ = m2/e também essa lagrangeana pode ser expandida 

potências de B/Bcr  (fórmula 3.471,9 em [62]): 

_m4 ( 

(2k)! 

22k-1 _  1)B  
B) = E 	27r2 	 2k 

 L (amn)Zk-2K2k _2(2amn) + 
EN k=2 

r,
(2k — + 	 

4am 	3/21 (./3

B

c,
)2k 

Essa expressão fornece uma correção termo a termo à expansão da lagrangeana efetiv de  

Weisskopf-Schwinger, (3.57) em potências de B2. 

O segundo termo na (3.58), que é quadrático no campo B, fornece uma contribuição à 

lagrangeana efetiva que está totalmente ausente na lagrangeana de Weisskopf-Schwinger 

4,1)s. Essa contribuição ocasiona uma mudança na constante de permeabilidade do vácuo 

devido ao confinamento, que é dada por (3.59). Para ressaltar sua importância considere-

se um regime de camii o fraco onde somente os termos quadráticos em B não são des 

zíveis. Nesta situação, nem a lagrangeana de Weisskopf-Schwinger (3.56), nem as suas 

correções (3.60), fornecem contribuições à lagrangeana efetiva do campo B, visto que a 

ordem mais baixa destas contribuições é B4. A única contribuição que permanece 

quadrática que vem da (3.58), e leva à seguinte lagrangeana efetiva completa (3.53): 

= 1 B2  
2 p(am) .  

 

(3 

 

A permeabilidade p(am) do vácuo confinado do campo escalar carregado (3.59) reduz-se 

a 1 quando o confinamento desaparece (a ----> oo). Das propriedades das funções de Be sel 

[62], é fácil ver que a série em (3.59) decai rapidamente do infinito ao zero quando am 

(3 

re- 
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cresce de zero a infinito; seu efeito então é uma redução na permeabilidade ma 

do vácuo. O termo e2/487ram em (3.59) fornece uma contribuição à permeabil' s ade 

que também decai do infinito ao zero quando am cresce de zero a infinito. Deste odo 

há na expressão para ,u(am) em (3.59) propriedades de uma permeabilidade magn'tica 

diarnagnetica. Na figura 3.6 há um gráfico de p(am), que é instrutivo comparar com 

a figura 3.2. A característica diamagnética de p(am) para valores arbitrários de am 

esclarece a questão da transição entre paramagnetismo e diamagnetismo que ocorre no 

caso fermiônico [11], discutida no final da primeira seção e início desta. 

1,00 

0,98 

0,96 

'310,94 

0,92 
	 _I 

0,0 	0,2 	0,4 	0,6 	0,8 	1,0 
(am) 

Figura 3.6: Permeabilidade magnética do vácuo do campo escalar carregado massivo confinado e 9 tre 

placas paralelas e submetido a um campo magnético externo uniforme e constante. 
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Vácuo confinado da EDQ escalar em 

campo magnético externo em 

temperatura finita 

A importância de se desenvolver uma teoria quântica de campos em tempera ra 

finita (TQCTF) deve-se não apenas ao fato de que a consideração de efeitos térm cos 

dá uma dimensão mais realística aos sistemas físicos em questão, como também por ue 

resultados experimentais têm sido obtidos com precisões cada vez maiores. É interess te  

lembrar que, em última análise, os experimentos reais nunca são feitos no zero absol to, 

sendo necessário, portanto, levar em conta as contribuições térmicas. No entant , 

estudo de TQCTF transcende, e muito, as paredes de um laboratório de física: é poss vel 

afirmar sem dúvida alguma que uma das maiores motivações para este estudo vem os 
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problemas de cosmologia. Qualquer modelo cosmológico razoável prevê que no est gio 

inicial do Universo havia uma grande densidade de matéria e radiação em altas temper tu-

ras. Não há motivo algum pelo qual se deva esperar que as simetrias de tal sistema s am 

exatamente as mesmas observadas no Universo no estágio atual, após ter-se resfriado or 

um período tão longo. Transições de fase certamente ocorreram e é a existência delas que 

constitui-se em grande motivação para o estudo de TQCTF. Uma vez que a escal de 

massa introduzida pelas teorias de grande unificação é inacessível, as diferentes previiões 

cosmológicas, que presumivelmente envolvem efeitos térmicos, estabelecidas por dife en-

tes teorias, podem ser decisivas na escolha da teoria que melhor descreve a Natur za. 

Obviamente, há outras áreas da física onde efeitos térmicos são importantes, como or 

exemplo, em colisões de íons pesados ou astrofísica e todas essas considerações sob e a 

importância de efeitos térmicos em teoria quântica de campos visam dar o contexto onde 

se inserem os cálculos que apresentaremos a seguir. Este capítulo ficará restrito, porém, 

somente à, obtenção das contribuições térmicas aos dois resultados obtidos no capítulo 

anterior, a saber: no efeito Casimir do campo escalar carregado em campo magnético 

externo e na lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger-Casimir para campo puram nte 

magnético. 

Na seção 1 deste capítulo, o efeito conjunto da temperatura e do campo maga' ico 

externo sobre o efeito Casimir será apresentado. Note que efeito Casimir em tempera ra 

finita é um tópico já abordado em diversos trabalhos [12]. O cálculo das lagrangeanas 

efetivas de Euler-Heisenberg e de Weisskopf-Schwinger em temperatura finita, mas sem 

que qualquer condição de contorno, já foi realizado por Dittrich [66]. O trabalho que será 
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apresentado na seção 2 generaliza o resultado obtido por Dittrich para a lagrangeana de 

Weisskopf-Schwinger pela incorporação ao problema de condições de contorno de Dirichlet. 

Como uma aplicação deste resultado serão obtidas as contribuições devido a efeito de 

temperatura finita na expressão da permeabilidade magnética do vácuo bosônico ob ido 

no capítulo anterior. 

Há diversos formalismos para tratar TQCTF, a saber: o formalismo de tempo ima-

ginário, o formalismo de Keldish-Schwinger e o formalismo de dinâmica de termocam os 

(do inglês: thermofield-dynamics) e a escolha de qual formalismo deve ser utilizado de-

pende fortemente do problema a ser tratado. No formalismo de tempo imaginário ou 

formalismo de Matsubara [67, 68], podem ser feitos cálculos perturbativos muito se 

lhantes aos feitos em temperatura zero. Nesse formalismo, que é bastante convem t 

para analisar as propriedades de sistemas em equilíbrio térmico a função de parti ãoé 

obtida a partir da amplitude de persistência no vácuo (O t2 I0 ti). Nessa amplitude é feita 

inicialmente uma rotação de Wick, que consiste em girar no plano complexo o eixo t 

poral no sentido horário de 7r/2. A parte imaginária resultante é então compactificada, em 

um círculo de perímetro fl, sendo fi, por definição, o inverso da temperatura. A amplitude 

desse modo modificada é a função de partição Z. Usando então a relação (2.6) entre 

efetiva e amplitude de persistência no vácuo, obtem-se no caso de temperatura finita 

iW = log Z(0). 
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Usando nessa equação a representação de tempo próprio (2.51) para a ação efetiva a um 
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laço chega-se à fórmula que será utilizada para obter os resultados dessa tese: 

log ZW) = 	=9c1  Tr e-"11  . 
2 so  s 

4.1 O Efeito Casimir do campo escalar carregado em 

campo externo e temperatura finita 

Para calcular o efeito Casimir em temperatura finita o membro direito da equ ao 

(4.2) é desenvolvido utilizando o método de Schwinger, já explicado e usado dive sas 

vezes nesta tese. Em consequência do formalismo do tempo imaginário tem-se agora ue 

os autovalores de p°  na hamiltoniana de tempo próprio (3.18) são discretizados e d os 

pelas freqüências de Matsubara: 2i7rn1 (n E Z). Assim, o traço em (4.2) fica: 

(4.2) 

onde o fator 2 é devido à multiplicidade de carga, a primeira soma é sobre os níveis 

de Landau com o fator de degenerescência correspondente, a segunda soma é sobre os 

autovalores gerados pela condição de confinamento entre as placas e a terceira so a 

sobre as freqüências a ' Matsubara. A soma sobre os níveis de Landau é direta e dáda 

pela equação (3.22) e as outras duas somas podem ser reescritas utilizando-se a fórmula 

de Poisson (2.55). Com isso o traço fica sendo dado por: 

Tr e-isH dr' e-ism2  
	[1 + iseBM(iseB)] 

7
[. 

7
1

1- —f347r2  s2 	 S 
E 

niEN 
ei(ani ) 2/s 1 	1 

x 
2a 

    

     



	

= —ae2 	1 [00 ds e_
sm2  [1 + seBM(seB)]+ F (a, B, 

	

167r2 	s3  

1 ro ds e_ 8m2 - (Pn2 12)2  I s [1 + seBM(seB)] + 

	

2 E 	 162 
is, 83 n2EN 

,{ 	1 	c„0  ds e_87,12 , , + 
16(703/2  fsc. 5/2 	

[1 seB.A4(seB)1+ — .e` 

_2 	
1 	foo ds e_sm2-(on212)21s [1 + st_ B M(seB)] + 

16(703/2  Jsc, 85/2 n2E1N 
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X 	7ris [1 + 2 E eion2)214/ , 
n2eIN 

onde a função M já foi definida em (3.24). Usando essa expressão do traço na equ. ção 

(4.2) e fazendo a habitual rotação do eixo de integração de s para —is, obtem-se: 

log Z (a, B, /3) 
ae2 /3  f 00 

-=  	
ds 

167r2  so 
s3 [1 + seBM(seB)]e-sm2  + 

PP
312 f 

5/  
c° 

+ 16( 

ds  
82 [1 + seBM(seBle-'2  + 

70„ 

20 
+ 

ae 
871-2 E r° c-93 [ 1 + seBM(seB) ] e-87712-(ani )21s + 

niEN 80  S  

ae2,3 
x—% °° ds ,f, 0  ,, [1 + seB M + 	  87r2  

(n2,3/2)2/5 + 

(seB)le-sm2-(n2 012)21s + 

	

n2EN 	° 
2 
- 	 E c° ds  [1 + seBM(seB)]e-sm2-  + 8,71-312 	s 2  n2EINT fso 

ae2  E r° -3 [1 + seB i1/1(seB)]e-  sm2-Rani )2+(n21 6  /2)21/s 
47r2  ni,n2EIN so 

.5 

Substituindo esse resultado na expressão para a energia livre 

F (a, B,13) = 0-1  log Z (a, B, 13) , 

que aqui será chamada de energia livre de Casimir, chega-se a: 
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{:7r
at: 

f ° d83
s 
e_ sm.2 (an1)2/s  [i seBM(seB)]+ 

niEN 

co ae f 
 00 ds _sm2_[(ani)21-(0n2/2)9/8 [1 + seBM(seB)] . (4.7) — 2 E — 

n2=1 "2  s. s 

O termo proporcional ao volume ae2  vem de uma densidade de energia uniforme por 

todo o espaço. Esta densidade não depende da posição das placas e não contribui para 

a energia livre de Casimir. O termo proporcional à área 22  de cada placa isoladam 

é independente da posição das mesmas e também não contribui para a energia livr 

Casimir. Esses dois termos são infinitos quando o corte so  é eliminado e necessita 

renormalização padrão na energia [54], na carga e e campo magnético B [2], exatamente 

como já foi feito no capítulo anterior. Os outros termos na energia livre (4.7) são finitos 

e não têm sua forma funcional afetada por essas renormalizações. Tomando so 	O, 

a seguinte expressão é obtida para a energia livre de Casimir com todas as grand as  

devidamente renormalizadas: 

a22 	I ro 
F(a, B, 0) 

= 	 dse_sm2-(ani)2/8 [1 + seBM(seB)] —  871- Ll I ni EIN 	8° 
S3 

—e
ds ,2_[(ani)2+(fin212a)2lisp.  + seBM(seB)] E  

n2 EN s° s3  

Na equação (4.8), os termos que não dependem do campo magnético podem ser reescr os 

em termos de funções de Bessel (fórmula 3.471,9 em [62]) e a (4.8) torna-se: 

F(a,B, fi) 	(am)2 1 
E —K2(2amn1) + az 	47r2a4 	ni

, 
ni EN 

2(am)4 	K2 (f(2amn1)2  + (finin2)2) 

7T2a4 
 nl   n2EN 	(2amn1)2 + (firrin2 )2  ,  

871r2  	f oo ds 
(an' )2  / seBM(seB» 

niEIN 	S 

1 
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2 E 	ds _sra2_ (
ani)2+(0.212)918  seBM(seB) • —3  e 	 .9 

n2 EIN 3° S- 

É

) 

útil lembrar agora que a função —eM(e) é estritamente positiva para e real posi ivo 

e cresce monotonamente de O a 1 quando e vai de O a oo, como mostra a figura 3. , 

que as funções de Bessel são também estritamente positivas nesse intervalo. Com  sso 

vê-se que o campo magnético externo que aparece na equação (4.8) através da funçã• .A4 

tem o efeito de diminuir a energia livre de Casimir, como fazia no caso de tempera ra 

zero. Esta diminuição do efeito é mais pronunciada no regime de campo forte, que va ser 

considerado agora. As integrais na equação (4.8) são dominadas pela função expone ial 

em forma de sino, cujo máximo é em V712  (/3n2/2a)2/am (obviamente, com fi = t no 

caso da primeira integral). Assim, o regime de campo magnético forte é definido s or 

eBa2  » am ou, se preferirmos, por B >> (00 /a2)(0), onde çb o  é o fluxo fundame o tal 

1/q e 3c é o comprimento de onda Compton 1/m. Nesse regime de campo forte, 1 + e r (e) 

pode ser substituída por 2Ce_e e a equação (4.9) pode ser aproximada por (fórmula 3.4 1,9 

em [62]): 

F (a, B, 13) 	eB
mR E -- 

1  
K1(2n,amB) + 27r2a 	

nEIN 
ni 

2eBms 	Kl  (mBV(2anl)2  + (fin2)2)  
(4 10) 

7r2 
,n2EN 	V(2ani)2  + (fin:.)2  

onde está sendo usado a grandeza mB definida em (3.31). Usando essa expressã• na 

fórmula para a pressão, p(a, B, = 2-2OF (a, B, )3)18a, tem-se que (fórmula 8.472,3 em 

[62]): 

2 	 Kl  (2] 
p(a, B, fl) = —eB 

;B 
 E [Ko(2amBnl) + 	

amBni)  
2amBn, niEN 
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2eB MB  T-2 E E 
[Kl  (mBN/(2ani )2  (,3n2)2) 

niEIIV n2EN 	mB V(2ani )2  + (/1n2)2  

KO (MB V(2a121)2 	(/.3n2)2) 4  
+ 	

(ani )2 

• (4 11) 

0  < 
w 

O °?  

(2ani)2  + (fin2)2  

2(2ani)2 	
(mr,B,, (2ani )2 + (on2)2) 

MB mani)2 	(fin2)213/2 

Nessa expressão o primeiro somatório dá a contribuição do campo magnético for te à 

pressão e o somatório duplo dá o efeito combinado do campo magnético forte e da t 

peratura finita. 

No limite em que /3 	oo, ou seja, T = 0, a (4.11) reduz-se a: 

p(a, B, = 00) = —eB
(

27r2a2
arn,B) 
	 E  

ni {
Kl (2amBnl) + B 	(2amBni)Ko(2amBni.) 

que coincide com a pressão obtida em (3.46). 

4.2 A lagrangeana efetiva da EDQ escalar em campo 

externo e temperatura finita 

Como já foi visto no capítulo anterior, o confinamento provoca uma alteração impor-

tante na lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger e, em particular, na permeabilidade 

do vácuo do campo escalar carregado. Nesta seção serão calculadas as alterações1 na 

lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger devido às contribuições conjuntas do confi-

namento e da temperatura finita. Para isso a ação efetiva em temperatura finita será 

calculada, dada em termos da função de partição por (4.1). Como a função de partição 

, (4 12) 
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já foi calculada na seção anterior, basta substitutir a sua expressão obtida em (4.5) na 

equação (4.1) e reagrupar os termos para conveniência da presente análise. Assim: 

W(1)  
ae2/3 

= £ws(B) + £wsc(a, B) + £(.13, fi) + £wsc(a, B, )3) (4J13) 

onde as contribuições em forma ainda não renormalizadas são dadas por: 

rws  (B) = 
1 [Do dse_ism2 [1 + (iseB)M(iseB)] , 

167r2  .180  83  (4.14) 

£wsc(a, B) 1 	ds e_isin2 r ei(an)2,6 	s 
87r2  Jso  S3 	 2a LnEIN 

x [1 + iseBM(iseB)]. 	 4 5 

£ws(B, /3)
1 	ds 

e z  
-
sm

0  2+n2/2) 218[1+ (iseB)M(iseB)] = 	 c°  8,2 I 7 
n2EN 8° 3  

4 6 

e 

1 	(Is -ism2+on2/2)2 	s rw sc(a, B, 	, 
47r2e 

 
n2EN 80 8

3 
7r + E eicano2 /1 

— i8 niEN 

X [1 + iseBM(iseB)] . 	 (4.i 7 

Antes de remover o corte so  nessas expressões é necessário renormalizá-las. O métod de 

renormalização é exatamente o mesmo usado em seções anteriores e bastará aqui descri; e-

lo brevemente. A primeira contribuição no membro direito de (4.13), dada em (4.14), rem  

duas divergências que são eliminadas por uma simples subtração e pela renormaliz ao 

da carga e do campo magnético. As demais contribuições ficam expressas em tern os 

dessas grandezas renormalizadas e são todas finitas. Na função [1 + iseBM (iseB)] a ue 

aparece nos integrandos de (4.15), (4.16) e (4.17) o termo 1 dá contribuições finitas e as 
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independentes do campo magnético. Essas expressões são na verdade diversas ener ias 

de Casimir que já foram analisadas na seção anterior. Sendo independentes do campo 

magnético são termos irrelevantes na ação efetiva, que serão também subtraídos do 

bro direito de (4.13). Após todas essas renormalizações e subtrações é possível tomar o 

limite so  —> O em todos os termos de (4.13) e, como de costume fazer a rotação do eixo de 

s para —is para que um resultado manifestamente real seja obtido. Esse resultado erá 

adicionado à lagrangeana de Maxwell para que a seguinte lagrangeana efetiva comple a e 

renormalizada seja obtida: 

82 

(4 18) 

4 9 

4,90 

1 
= --

2
2  + 45(B) + £Wsc(a, B) + £Ws(B, fi) + 4)sc(a,B, fi) 

onde 

44(B) = 
16 

1 
	1.°° —

d 
s3 

e
_sm2 

[seBM(seB) + –
6

(seB)2] 
7r2  o 

é a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger, 

foo ds [_sm2_(.021, + -V- 
7rs  seBM(seB) = — E £Vsc(a,B) 8R-2 	 o 3 e 	 2a E1N 

é a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger-Casimir obtida na seção 3.3, 

£() (B /3) = _2  Is, foco dss  _ 7n2_(p.2/2)21.seBM(seB) —3 e ws 87r nz EN 
(4.21) 

lf
é a lagrangeana efetiva que inclui as correções térmicas na lagrangeana efetiva de Weiss pf- 

e —rani)18 0seBM(seB) 
e 	Do 

2  f 	
e_8, oo ds 24 	 + 5.2 /2)2 /s fr--  E £Wsc(a, B, ) = 47r2 

	

	s3 	 2a 	ni =1 nz 

Schwinger [66] e 

(4.2) 
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é a contribuição de int: resse no momento, que inclui as correções térmicas na lagrangeana 

efetiva de Weisskopf-Schwinger-Casimir. Pode-se dizer que (4.20) descreve as contribuições 

que a condição de contorno traz a £Ws(B), (4.21) descreve as contribuições que a tempe-

ratura finita traz a 4,1)s  (B) e (4.22) descreve as contribuições que condição de cantor 

temperatura finita trazem conjuntamente à lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwin er. 

As contribuições da condição de contorno descritas por 4,-)sc(a,,B) em (4.20) podem 

ser dividas na contribuição quadrática em B, que leva à constante de permeabilidade 

(3.59), e na contribuição de ordem superior (3.60); essa última tem a expansão (3.61) no 

regime de campo fraco. De modo análogo pode-se dividir 4)8(B, /3) dada em (4.21) em 

um termo quadrático em B e em uma contribuição de ordem superior: 
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o e 

e2 

r"("B'  )3)  = 127r2 n E, c  Ko(firnn2)B2 	g £(B, 13) 

onde 

, 1, „,„ 
£(1) (B fi)= 	E 	

ds _sm,2 —(f3n2/2)2 /s [seB.A4(seB 	— 	)21 ws ' 	87r 
12 	

Jos 
3 	 6 

nzEiN 

Essa contribuição tem a seguinte expansão no regime de campo fraco: 

2m2 	co (22k-1 i)B2k  

	

rU(B7fl) = (0)2  E E 	 
(2k)! n2E1N k=2 

Finalmente o mesmo será feito com a expressão° (4.22) de £Lc(a, B, /3): 

2 

L,n2EINI 
CWSC(a, B, )3) = 	E Ko  ( V(2amni  )2  + (Omn2)2) + 	

e 	E e-0-2 
4871-arri n2EIN 

Av1),91  c(a, B, fl) 

onde: 

4117)sl e(a, B. 0) = 	Li 
 foo dse  _sm2 _ (0n2  / 2)2 / VíTC 	_ran. \2/, 1 

— 
47r2 

	

2 	
e " 

n2E1N s° s 	 a - 	 niEIN 

(fiMn2)2kK2k-2(firrin2) 
(BBcr )

2k 

(4.23) 

(4 4) 

(4 5) 
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x [seB.A4(seB) + (seB)2] , 

que tem a seguinte expansão no regime de campo fraco (fórmula 3.471,9 em [62]): 

£2c(a, B, 13) = 
m4 	o. (_1)k_1(22k_1_ 1)  
,r2 E 	22k-271-2k 
- niEIN k=2 

(2k)(eB)2k  

X  [(2an1)2 ± (fin2)21k-1 

(2m)2 	
i K2k-2(V(2aM7/02  + (fimn2)2) + 

+   	 '((2k)(eB)2k n2 2k-3/2  fim ) 	x 
1 	v.., 00 (_i)k-i(22k-i. _ 11  

47r3/2a  n2EN2-1  kE=2 	
22k-271-2k 

X K2k-3/2(flinn2) , 

onde aparece a função zeta de Riemann <(2k). Coletando em (3.',38), (4.23) e (4.261 os 

coeficientes de B2  as contribuições à permeabilidade magnética do vácuo do campo esc lar 

carregado são obtidas e dadas por: 

2 

e [
= 

1  + 12,2   E 
Ko(2amni) + E Ko(fimn2) + 

niEIN 	 n2EIN  

E Ko W(2amni)2  + (fimn2)2)1+ 
ni,n2EIN 

e2  
	[1 + E e—I3'2 ]. 

n2EIN 

Essa expressão para a permeabilidade deve-se à influência conjunta do confinamento e da 

temperatura. Levando-se em conta as propriedades da funções de Bessel [62] em (4.29) é 

possível descrever as características mais gerais dessa permeabilidade. No limite de tempe- 

ratura zero (/3 oo) ela reduz-se à permeabilidade (3.59) encontrada no capítulo ante 

Na ausência de confinamento (a -+ oo) (4.29) dá a contribuição térmica à permeabilis de  

magnética. Tomando-se os dois limites anteriores simultaneamente a permeabilidad vai 

a 1, que é seu valor no vácuo trivial. Note que no limite de altas temperaturas (/3 -+ 
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28)  

1 
Ít(am, fim) 

48/ram 
(4 29) 
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, 

constante de permeabilidade vai a zero, que é o mesmo limite que atinge quando a distâ i cia 

entre as placas vai a zero. Note também que o último termo em. (4.29), inversamente 

proporcional a a, pode ser escrito como e2 /487r am[1 — exp(—fim)]. 

No caso de um campo magnético muito fraco, em que as contribuições de ordem o ais 

alta (3.60), (4.24) e (4.27) são totalmente desprezíveis, a lagrangeana efetiva total (x..18) 

reduz-se a 

= 
2 p(am, fim) 
1 B2  

que generaliza (3.62) para temperatura arbitrária. 

30) 



Capitulo 5 

Considerações finais 

Nessa tese foi estudado o efeito conjunto de confinamento entre placas paralel. e  

campo externo magnético, constante e uniforme, sobre o vácuo de um campo escalar ar-

regado, i. e., os efeitos correspondentes a diagramas com um único laço, que esses agentes 

exercem sobre o vácuo da EDQ escalar. Esse efeito conjunto foi estudado sob dois pontos 

de vista complementares. Em um deles foi considerado o efeito do campo magnético sopre 

a energia de Casimir decorrente do vácuo estar confinado entre as placas. No outro foi 

iconsiderado o efeito do confinamento sobre a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwi ger 

para o campo magnético externo, que descreve as propriedades magnéticas do vácuo es-

calar carregado. 

Pouco se conhece sobre o efeito Casimir em campo externo. No entanto, esse tipo de 

estudo é relevante, pois partículas massivas cujo efeito Casimir é desprezível podem?  se 

carregadas, ter esse efeito reforçado por um campo externo. Esse reforço foi verificado no 

86 
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caso do efeito Casimir fermiônico e mostrou-se necessário verificar sua ocorrência ou ão 

no caso bosônico. Esse estudo sobre a influência do campo externo no efeito Casimi do 

campo escalar carregado levou ao resultado de que o campo magnético externo dim nui 

esse efeito Casimir bosônico. A medida que o campo magnético vai aumentando de v or, 

a energia de Casimir vai diminuindo a um modo determinado pela função »1, defi ida 

em (3.24) e com gráfico dado na figura 3.3. Para campo magnético B intenso, a ene gia 

de Casimir cai com a exponencial de ,/eB, como indica a equação (3.35), e no limit de 

campo infinito a energia de Casimir é totalmente suprimida pelo campo externo. Esse 

é, sem dúvida, um fato intrigante, para o qual não foi possível encontrar uma explica  

intuitiva. Compare-se essa influência do campo magnético sobre a energia de Casi  

escalar com a influência do mesmo campo sobre o efeito Casimir do campo de Di 

No caso do campo de Dirac, a energia de Casimir é reforçada pelo campo magnéti 

cresce linearmente com esse campo magnético quando ele é intenso corno mostra a equa,ção 

(3.7). Embora seja natural esperar comportamentos distintos de bósons e férmions diante 

de uma mesma situação, é notável obter essa oposição tão marcante, na qual uma energia, 

a do férmion, é levada ao infinito e a outra, a do bóson, é levada a zero, pelo mesmo limite 

B 	oo. É possível conjecturar que esse resultado seja de relevância em teorias, como as 

supersimétricas, nas quais férmions e bósons aparecem sempre em pares. Em uma situação 

na qual haja condições de contorno, que descrevam confinamento ou compactificaçã de 

dimensões, por exemplo, as energias de Casimir dos parceiros presentes podem e tar 

ajustadas por algum tipo de sintonia fina entre massas e dimensões de compactifica ão. 

Nesse caso, os resultados aqui apresentados, podem determinar as transformações a p tir 

ção 

Ir 

ac. 

o e 
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desse ajuste causadas por um campo externo. Esse é um tipo de problema interess te  

para ser investigado como continuação do presente trabalho. Um resultado interess te  

obtido é que, em diversas expressões para a energia de Casimir, o campo magnético age 

como provedor de uma massa efetiva mB  ,Vm2  + eB para o campo escalar carregado. 

Os resultados da EDQ escalar não podem ser verificados experimentalmente de modo 

direto porque não se conhecem partículas fundamentais que sejam escalares carrega os. 

São resultados úteis para aplicações em teorias mais realistas (e complicadas), com e-

xemplificado no parágrafo anterior. Desse modo, nem o efeito Casimir usual, nem o e ito 

Casimir em campo magnético externo, estudado aqui, têm verificação experimental dir ta. 

Entretanto, há situações em que objetos compostos escalares, como píons em regime de 

baixa energia, ou diquarks [69] em regime de alta energia, podem ser tratados cimo 

fundamentais dentro de certas aproximações. Os resultados apresentados aqui po m, 

em princípio, ser úteis no estudo desses objetos. 

O estudo sobre a influência do confinamento na lagrangeana de Weisskopf-Schwi er 

£W5(B) levou em primeiro lugar às esperadas correções .C(viv?s,c(a, B) à lagrangean. de  

Weisskopf-Schwinger. Tais correções devem-se ao confinamento entre as placas e es-

crevem, como a própria lagrangeana de Weisskopf-Schwinger, fenômenos não line es. 

Expandindo-as em potências do campo magnético só são obtidos termos de ordem quár ica 

para cima. No entanto esse estudo, como o anterior no caso fermiônico, levou a uma va 

contribuição , que determina uma nova constante de permeabilidade magnética p( 

Tal constante de permeabilidade depende do confinamento, por meio da separação 

possui todas as propriedades essenciais que poderiam ser esperadas intuitivament da 
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física da situação. Em primeiro lugar é uma constante de permeabilidade diamagnética 

para qualquer valor de a, como era de se esperar de um vácuo bosônico. Esse resulado ti 

responde à questão motivada pelo anterior estudo no caso fermiônico e é formulada no nal 

da seção 3.1. Em segundo lugar, no limite em que o confinamento desaparece (a 

tem-se que p(am) tende a 1; esse resultado deve, naturalmente, não somente ser es-

perado como exigido. Finalmente, tem-se que a função que governa o diamagneti mo 

.A4 do caso bosônico tem valores pequenos diante da função de Langevin que governa o 

paramagnetismo do caso fermiônico. É notável que os vácuos da EDQ escalar e espin rial 

reproduzam com tal detalhe as propriedades usuais do magnetismo dos meios mater ais. 

Serão exploradas em mais detalhes as permeabilidades desses vácuos em um formalismo 

de temperatura finita. Embora o campo externo tenha sido deliberadamente considerado 

como puramente magnético, para evitar a ocorrência de criação de pares, os cálculos deste 

trabalho, apontam o caminho para considerar o caso de um campo externo elétrico. Nesse 

I
caso seriam obtidas as correções devido ao confinamento para o resultado de Schwinger que 

dá a taxa de criação de pares em campo elétrico externo. Esse é um resultado inexist ' nte 

na literatura e uma maior dedicação a ele será uma das continuações do presente trab ho  

Também foi incorporada temperatura finita aos resultados descritos acima. Foi ob ida 

a energia de Casimir do campo escalar carregado em campo magnético externo e 

peratura finita e a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger com confinamento e tem-

peratura finita. Esse último resultado generaliza, com a inclusão das placas confinales, 

o resultado de Dittrich [66], que por sua vez foi a primeira generalização da lagrangeana 

efetiva de Weisskopf-Schwinger, pela inclusão de temperatura finita. Tais resultados pro- 
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porcionam os dados necessários para que qualquer fenômeno térmico ligado à energi de 

Casimir e à lagrangeana efetiva seja estudado. Um outro objetivo futuro é estuda em 

particular as propriedades termodinâmicas da permeabilidade diamagnética do vácuo da 

EDQ escalar. 
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Apêndice: Convenções 

Foram utilizadas as abreviações EDQ para eletrodinâmica quântica e (no capítulo 4)  

TQCTF para teoria quântica de campos em temperatura finita. 

Como é usual em teoria quântica de campos as funções numéricas são comple as, 

ficando esse fato subentendido. Para os outros conjuntos numéricos foi utilizada a 

bologia padrão: 1I\I = {1, 2, ...} designa o conjunto dos naturais, Z = {O, ±1, ±2, ...} o 

conjunto dos inteiros e IR, o conjunto dos reais. [a, b] é um intervalo real fechado de a 1  b. 

R 2  é o plano real e R 3  é o espaço tridimensional. O círculo é designado por 

Foram utilizadas as unidades naturais, nas quais h = 1, c = 1 e kB  = 1, exceto em 

algumas equações copiadas diretamente de referências originais antigas ou para indicar 

alguns valores numéricos específicos; por exemplo, para o campo elétrico crítico foi escrlt 

m2  m2 c3 
Eer  = 

e 
= 	

e h 
= 1

' 
7 x 1016  Volt/cm 

As equações do campo eletromagnético estão nas unidades de Heaviside-Lorentz(om  

c=1). 

Vetores no espaço tridimensional são denotados por letras em negrito; por exempla: o 
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vetor de posição x e o campo magnético B As componentes são numeradas da maneira 

usual: B = (B1, B2, B3). No caso do vetor de posição foi utilizado indiscriminadam nte 

x = (x1, x2, x3) ou x = (x, y, z). Os quadrivetores e quadritensores são denotados 

letras itálicas; o contexto não permitirá confusão entre o quadrivetor x e a primeira c m- 

ponente de x. Por exemplo o quadrivetor espaço-temporal x, o quadripotencial el4ro- 
! 

magnético A e o campo eletromagnético F. As componentes são numeradas por meici de 

índices em letras gregas que correm de O a 3: AP e Fp, (11,v = O, 1, 2, 3). A métrica uskda 

é dada por g = diag(-1, 1,1, 1), i.e.: 

—Xo = X°  = t 	Xi = X1  , 	X2 = X2 , 	X3 = X3 . 

Foi seguida a notação de Dirac e Schwinger de usar um apóstrofo na letra que repres 

operador para indicar seu autovalor. Assim, H' é autovalor de H, p", é autovalor do opera-

dor p, = —ia I az e assim por diante. Também foram utilizadas outras letras para indicar 

autovalores, por exemplo: w é autovalor de p°. [A, B] e {A, B} designam respectivam te  

o comutador e o anticomutador de dois operadores A e B. 

Muitas quantidades representadas por uma mesma letra foram diferenciadas p las 

grandezas das quais dependem. Por exemplo, a energia de Casimir na ausência de campo 

externo foi representada por E(a) e a energia de Casimir em campo externo B por E(a,); f 

£ws(a, B) é a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger em temperatura zer e 

Cl vs(a, B, /3) é a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger em temperatura 1/ j3. 

Foram utilizados praticamente os mesmos símbolos para designar grandezas associadas 

aos dois campos carregados da EDQ escalar e espinorial, respectivamente o escalar 

o 
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de Dirac. Para esses dois campos foram utilizados m para representar a massa, e para 

representar a carga, H para representar a hamiltoniana de tempo próprio. Em todas as 

fórmulas em que esses símbolos são usados o contexto é sempre claro para não permitir 

qualquer confusão. Há uma única equação em que aparecem simultaneamente o campo 

escalar e o de Dirac: a equação (2.52); nela os sinais ± distinguem as grandezas associadas 

ao campo de Dirac e ao campo escalar, respectivamente. 
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