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Resumo

Esta tese apresenta um estudo do vécuo confinado da eletrodindmica quantica escalar
em campo magnético externo, utilizando o método de tempo préprio de Schwingerpara o
calculo de agdes efetivas, em temperatura zero e em temperatura finita. Foram abordados
nesse estudo dois pontos de vista diferentes: em um deles foi analisado o efeito de um
campo magnético externo uniforme e constante na energia de Casimir da eletrodinamica
escalar e, no outro, o efeito da condi¢do de contorno de Dirichlet na lagrangeana efe-
tiva da eletrodinamica escalar. Foi possivel mostrar, que um campo magnético uniforme
e constante inibe fortemente o efeito Casimir da eletrodinimica escalar, tanto em tem-
peratura zero quanto em temperatura finita. Na abordagem de lagrangeanas efetivas
ficou demonstrado que o confinamento provoca uma alteragao na constante de perme-
abilidade magnética do vacuo da eletrodinamica escalar e que esta é uma constante de

permeabilidade diamagnética. As corregdes térmicas para essa abordagem também foram

calculadas.




Abstract

This thesis presents a study on the confined vacuum of quantum scalar electrody-
namics under the influence of an external magnetic field using Schwinger’s proper-time
method for computing effective actions in zero temperature and in finite temperature
case. Two different points of view have been used: in one of them the effect of an external
uniform and constant magnetic field on the Casimir energy of quantum electrodynamics
was computed and, on the other, the effect of the confinement on the effective Lagrangian
of quantum scalar electrodynamics was computed. It has been possible to show that a
constant and uniform magnetic field strongly inhibitsthe Casimir effect od scalar electro-
dynamics, both in zero temperature and in finite temperature. On the effective Lagrangian
scheme it has benn shown that the confinement alters the permeability constant of scalar
electrodynamics vacuum and that this constant is diamagnetic. The corrections due to

finite temperature contribution have also benn computed for this case.
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Capitulo 1

Introducao

O efeito Casimir e a lagrangeana de Euler-Heisenberg sao duas contribui¢oes impor-
tantes & longamente debatida questdo da existéncia ou nao do vdcuo como um espago
totalmente inerte e vazio. Tal questdo, de evidente interesse na fisica, tem merecido a
atencao de fildsofos e historiadores da ciéncia e foi tema de reflexdo de grandes pen-
sadores (cf. [1] para breves histérico e bibliografia). Nas secoes deste capitulo sera feita
uma exposicao sobre esses dois tpicos e sobre a interessante possibilidade de considerd-los
conjuntamente em um unico fenémeno.

Em primeiro lugar, uma visao geral do conteido desta tese. Apods este capitulo in-
trodutério é feito no capitulo 2 um resumo dos fundamentos tedricos e dos métodos de
calculo no formalismo de Schwinger para obtencao do efeito Casimir e das lagrangeanas
efetivas. Na primeira se¢ao ¢ apresentado o principio da a¢ao e o conceito de agao bem

ordenada. Na segunda ¢ apresentada a representacdo do tempo proprio para a agao bem
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ordenada. A representacdo é deduzida no artigo original de Schwinger [2] para o caso
da eletrodindmica quantica espinorial. No caso da eletrodindmica quantica escalar a re-
presentacdo é dada por Schwinger sem demonstracio. Como nao foi possivel encontrar
tal demonstracao na literatura, ela foi apresentada em detalhe nessa segunda segao. Na
terceira secdo o método de Schwinger para calcular a energia de Casimir é mostrado e na
quarta e tiltima secio, é apresentado o método de Schwinger para calcular a lagrangeana
efetiva no caso de campo puramente magnético . No capitulo 3 é apresentado o estudo do
vécuo confinado da EDQ (eletrodindmica quantica) escalar em campo magnético externo.
Esse estudo é precedido pela primeira se¢io na qual é feito um resumo dos resultados
correspondentes para a EDQ espinorial, que serdo posteriormente mencionados para com-
paracio com os resultados para a EDQ escalar. Na segunda se¢ao ¢ apresentado o efeito
Casimir da EDQ escalar em campo magnético externo e, na terceira, a lagrangeana efe-
tiva da EDQ escalar sob condicoes de contorno de Dirichlet em dois planos paralelos. No
capitulo 4 os problemas das duas segdes anteriores sao tratados em temperatura finita e
0 quinto e dltimo capitulo é reservado para consideragoes finais. No apéndice, que seria
interessante ser agora lido, é explicada a notagdo, nomeclatura e convengoes usadas na

tese.

1.1 O efeito Casimir

Hendrik Brugt Gerhard Casimir trabalhava nos anos 1940 nos laboratorios de pesquisa



Capitulo 1. Introdugaoc

da Philips, em Eindhoven, na Holanda, nos quais se realizavam experimentos com sus-
pensoes de pé de quartzo utilizado na producao industrial. A teoria vigente na época para
explicar as propriedades de tais suspensoes era baseada na energia de interagao de van der
Waals entre d4tomos neutros, que cai com o inverso da sexta poténcia da distancia entre os
atomos, mas os resultados experimentais indicavam uma queda mais rapida para grandes
distancias. Havia a sugestdo de que a teoria correta seria obtida incorporando efeitos de
retardamento nas forcas de interacao de van der Waals. Esta teoria foi obtida por Casimir
e Polder em 1947 e nela a energia de interacao entre dtomos neutros a grandes distancias
cai com o inverso da sétima poténcia da distancia R entre os dtomos. Casimir e Polder

[3] encontraram a seguinte energia potencial de interagao entre dois atomos neutros:

23 hic

= a(A)a(B), (&Y

ALE(R — 00) = —

onde a(A) e a(B) sio as polarizabilidades dos dois dtomos. Casimir e Polder ficaram
intrigados com a complexidade dos cdlculos que fizeram para obter um resultado tao

simples como (1.1). Em suas préprias palavras ':

“A forma muito simples da equacdo ... e a férmula ... sugerem que deve ser
possivel derivar essas expressoes, talvez a menos de fatores numéricos, por
meio de consideracoes mais elementares. Isso seria desejdvel, pois também
daria um contexto mais fisico ao nosso resultado, um resultado por outro lado

notdvel, em nossa opinido. Até o momento nao fomos capazes de encontrar

tal argumento simples.” 3]

'Conforme tradugao livre em [1]
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O argumento simples para obter (1.1) foi obtido em uma conversa que Casimir teve com

Niels Bohr, conforme o seguinte relato feito pelo prério Casimir *:

“No verdo ou outono de 1947 (mas nao estou absolutamente certo de que nao
tenha sido um pouco antes ou depois), mencionel meus resultados a Niels Bohr,

durante uma caminhada. “Isto é 6timo,” disse ele. “Isto ¢ algo novo.” Disse-

S ——. s A s 8t

{
fe O
i .,.
10 o
" . N | &
lhe que estava intrigado com a forma extremamente simples das expressoes {a
1:',."' 0
@ Qo
; = T ; g,
para a interacdo a grandes distincias e ele resmungou algo sobre a energia do {5 ol
| : ,
ponto zero. Isto foi tudo, mas colocou-me em uma nova pista. 12
1o b
. - : 1= &
Descobri que calcular as variagdes da energia do ponto zero leva realmente aos | &
o ©
L
"

mesmos resultados dos cédlculos que fiz com Polder....

L]

C

Em 29 de maio de 1948 apresentei meu trabalho Sobre a atracdo entre duas pla-
cas perfeitamente condutoras & Academia Real Holandesa de Artes e Ciéncias.

O trabalho foi publicado no decorrer daquele ano...” [4]

Casimir mostrou em um coléquio realizado em Paris ( “Collogue sur la théorie de la li-
aison chimique”, Paris, 12 a 17 de abril de 1948), que o resultado obtido com Polder
podia ser recalculado recorrendo-se & energia de ponto zero do vicuo do campo eletro-
magnético quantico. No seu trabalho com Polder, além da energia de interagio (1.1)
entre dois 4tomos neutros, é também calculada a energia de interacao entre um datomo e
uma placa condutora, ambos neutros. Conforme seu préprio relato reproduzido acima,

Casimir apresentou entdo em 29 de maio de 1948 o célculo da energia de interagao en-

2Conforme tradugio livre em [1]
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tre duas placas condutoras paralelas e neutras. Esse foi o trabalho seminal [5] do qual
nasceu o efeito Casimir como um ramo ativo de investigacao na fisica moderna. Nesse seu
trabalho aparece a expressdao da seguinte energia de atracao que hoje leva o seu nome:

__p 72 he

£ B A
72003’

(1.2)

onde ¢ é o lado das placas, supostas quadradas, a é a separacdo entre elas e a condigao
de que a separacao é pequena diante das dimensées das placas (a < £) estd pressuposta.
A forca de atracio entre as placas é naturalmente dada por —9€/0a, t.e., por:

2
T fic

F=—t

= 018 ;dynas/cm?® . (1.3)

d
(a/pm)
Essa forca de atracio entre as placas foi verificada experimentalmente pela primeira vez
por Sparnaay em 1958 [6], sendo que recentemente foi confirmada com grande precisio
por Lamoreaux [7] e por Mohideen e Roy [8]. A atracdo entre as placas neutras ¢ o efeito
Casimir original e deu origem a defini¢io generalizada de efeito Casimir como sendo
a variacdo da energia de ponto zero de qualquer campo quintico em consequéncia da
alteracio da topologia trivial euclideana do espago [9]. No caso do efeito original, por
exemplo, o campo quéantico é o eletromagnético e a alteracao da topologia consiste em
passar do espaco IR3 originalmente disponivel, na auséncia das placas, para o espago
R 2 x [0,a], onde o campo fica confinado pela presenca das placas. Uma outra alteracao
notével de topologia que leva ao efeito Casimir consiste em compactificar dimensoes em
circulos. Assim, por exemplo, passamos do espago R? para o espago R? x S, onde S*
representa o circulo em que compactificamos um dos IR de R3. Essa compactificacao

costuma ser usada no caso de férmions para evitar as complexidades que surgem nesse
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caso com a compactificacio em R? x [0, a] [10, 11].

O efeito Casimir para outros campos quanticos e outras condigoes de contorno ou
topologias espaciais tem sido ativamente investigado e aplicado em diversos assuntos
[9, 12, 13]. O efeito Casimir é particularmente importante no seu contexto original da
eletrodindmica quéantica e em pelo menos dois assuntos de interesse atual: no confina-
mento de quarks e gluons, que é uma condicdo de contorno dada pela natureza, e em
teorias com dimensdes compactificadas, como as teorias do tipo Kaluza-Klein [14].

As flutuagdes do vicuo eletromagnético sao afetadas pela presenca de corpos dielétricos
macroscépicos e se manifestam como uma atragio entre esses corpos. Quando hé separa-
coes nio muito pequenas entre os corpos, de modo a exigir que os eteitos de retardamento
na propagacio da interagdo eletromagnética sejam levados em conta, a atragdo pode ser
descrita corretamente pela alteracao da energia de ponto zero e se constitui em mais um
exemplo de efeito Casimir. A mesma atracdo pode, é claro, ser descrita pelo efeito inte-
grado das interaéées de van der Walls, como é feito na teoria de Lifshitz [15]. Na verdade,
como relatado anteriormente, o proprio Casimir descobriu o efeito que leva o seu nome ao
estudar as forcas de van der Walls dispersivas. O efeito Casimir com dielétricos apresenta
a vantagem de poder ser medido com altissima precisdo. O efeito Casimir original com
placas metdlicas pode ser confirmado por extrapolacdo para grandes permissividades das
medicdes feitas para dielétricos [16, 17, 18, 19].

O efeito Casimir é um dos chamados efeitos do vdcuo quantico (para uma introducao
of., e.g. [20] e [21]), tais como a emissdo espontdnea em dtomos e nicleos, a atragao ou

repulsdo entre objetos neutros, o deslocamento de Lamb, o momento magnético anémalo
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do elétron ou a polarizacio do vacuo. Tais efeitos podem ser vistos como decorrentes da
existéncia do vdcuo quantico e portanto encontram-se no cerne da teoria quantica dos
campos. Eles manifestam-se devido & presenga no vacuo quantico de corpos ou campos
ou, como dito anteriormente no caso do efeito Casimir generalizado, devido a desvios que

o0 espaco apresenta em relagdo & topologia trivial euclideana.

1.2 A lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg

Dentre os efeitos do vacuo quantico dois sdo especialmente importantes pela sua sim-
plicidade e pela clareza com que exibem as propriedades de tal vacuo: o ja mencionado
efeito Casimir e as variacoes das relagoes constitutivas do vécuo quéntico carregado des-
critas na lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg [2, 22, 23, 24, 25], que serd discutido
agora.

O campo eletromagnético cldssico F,, em um vécuo classico é descrito pela lagrangeana

de Maxwell:

1
L£OA4) = — " F (1.4)

onde A é o potencial eletromagnético e F,, = 9,4, — 0,A, é o campo eletromagnético.
Uma tal lagrangeana leva as equagdes de Maxwell usuais, que sdo lineares no campo
eletromagnético. Os efeitos associados a tal lagrangeana e as equagoes de Maxwell sao

ditos lineares.

Se por outro lado ¢ campo encontra-se em um meio material, ele polariza e magnetiza
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0 meio e a corrente j& que descreve tais alteragoes acopla com o campo eletromagnético.
Entretanto, tal corrente caracteristica do meio é microscépica e, enquanto tal, nao pode
ser incorporada a teoria cldssica. Supondo, no entanto, que o termo de acoplamento jjtA,,,
onde A, ¢ o potencial eletromagnético, possa ser expresso em termos do campo classico

por meio de relagoes constitutivas, embora a lagrangeana
LU(A) = jEA, (1.5)

seja uma funcao apenas de varidveis clédssicas, ela descreve de modo efetivo os efeitos
das propriedades microscépicas do meio sobre o campo cldssico. Aqui LY ¢é chamada
de lagrangeana efetiva do campo eletromagnético no meio em consideragao. E também
chamada de lagrangeana efetiva, o que é na verdade mais apropriado, a lagrangeana
completa £ = £+ £0), A lagrangeana efetiva descreve o efeito das cargas microscépicas
ao preco de acrescentar a lagrangeana de Maxwell (1.4), que é quadratica em F', também
poténcias superiores de F. Os termos de £(!)(A) quadraticos em F dao origem as cons-
tantes constitutivas, as constantes de permissividade e permeabilidade, enquanto que
o0s termos com poténcias superiores de F' descrevem os chamados efeitos nao-lineares da
teoria. I essencial & idéia de lagrangeana efetiva que as cargas microscopicas permanegam
como tais, i.e. ndo se tornem cargas livres, como ocorre quando hé rompimento de
dielétrico.

Se for considerado o vacuo real, observavel, surge a questao de saber se ele realmente
comporta-se na presenca do campo eletromagnético como o vécuo cldssico idealizado, u.e.,

um vazio total e inerte ou se comporta-se como um meio que reage a presenca do campo
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classico polarizando-se e magnetizando-se. Dito de outro modo, no vécuo real o campo
eletromagnético exibe tnica e exclusivamente fenémenos lineares?

Em escala macroscopica todos os experimentos até a data presente testam a super-
posicdo linear com 0,1 % de precisdo. Em 6tica, hd uma multidao de fenémenos que
confirmam a linearidade: os sistemas com fendas mostram padroes de difracao, a difracao
por raio X descreve a estrutura de cristais, a luz branca que é refratada por um prisma for-
mando um arco-iris e recombina-se novamente em luz branca e assim por diante [26]. Em
escala subatomica, entretanto, o panorama comeca a mudar em uma série de situagoes.
Conforme particulas carregadas aproximam-se umas das outras, o eletromagnetismo prevée
um crescimento absurdamente alto da energia eletromagnética. Por outro lado prevé auto-
energias infinitas para as particulas puntiformes. Tais fenémenos levaram a especulagoes
sobre a possibilidade de haver um limite superior para as intensidades dos campos. Um
exemplo de teoria com tal limite é a teoria ndo-linear cldssica de Born e Infeld [27], dada

pela lagrangeana:

1 1/2

1
Lpr(E,B)=FE;{1-|1- ﬁ(E2—BQ)—ﬁ(E'BJ2 ; (1.6)

onde E,, é um valor critico em torno e acima do qual fenémenos nao-lineares mostrar-se-
iam significativos; para campos muito mais fracos do que ., a lagrangeana Lp;(E, B)
reduz-se & lagrangeana de Maxwell, apls a raiz quadrada em (1.6) ser expandida em
poténcias do campo e sendo mantidos apenas termos de segunda ordem. Nas dérbitas dos
elétrons nos 4tomos hé campos elétricos com intensidades da ordem de 10° a 10'® Volts/cm

e, em niicleos pesados chega-se & ordem de 10" Volts/cm. Com tais intensidades sao
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esperados alguns efeitos nao-lineares. A lagrangeana de Born-Infeld prevé para o vécuo

uma permissividade € e uma permeabilidade g ndo-lineares que podem ser escritas como:

1 1 —1/2

Nao hé, porém, evidéncias de tal tipo de nao-linearidade. Saindo da mecanica cldssica e
entrando na quantica, tem-se que o principio da incerteza permite a criagao momentanea
de um par elétron-pdsitron por dois fétons com a subseqiiente aniquilagao desse par com

a emissao de dois fétons, como indicado no diagrama da figura 1.1.

A

V

Figura 1.1: Espalhamento yvy — 7.

Esse processo é chamado de espalhamento da luz pela luz. A criacdo do par elétron-
positron torna possivel também os chamados espalhamento de Delbriick [28, 29, 30] e o

espalhamento de particao de féton, indicados na figura 1.2.

No espalhamento Delbriick um féton é espalhado por um campo eletromagnético ex-
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! Y
XAA—>
(a) B C)

Figura 1.2: (a) Espalhamento Delbriick (b) Espalhamento de particao de féton.

Y

terno, por exemplo o campo forte de um nicleo. Na reparticao de um foton tem-se que
um féton é espalhado em dois pelo campo externo intenso de um nicleo. O valor critico

para a ocorréncia de tais fenomenos ¢ dado pela mecanica quantica como sendo:

V457T e? |€| - el 18 s
B = 5 \5e rg & 0,87 r? ~ 0,9 x 10" Volts/cm, (1.8)

onde e é a carga do elétron, ry seu raio cldssico e o valor do campo na superficie do elétron
classico é dado por |e|/r? ~1,8 x 10 Volts/cm. Um tal valor intenso € a explicagao para
nio ser observado em todos os fendmenos conhecidos do eletromagnetismo comportamento
nao-linear algum. No entanto, como questdo de primeiros principios, fica a possibilidade
de fenémenos nao-lineares no vacuo devido as flutuagoes quanticas.

A idéia de que a teoria quéntica possibilita fendmenos eletromagnéticos nao-lineares foi
desenvolvida no comego dos anos 1930 por Euler, Kockel e Heisenberg (22, 23, 24]. Em seu
trabalho seminal de 1936 [24] Euler e Heisenberg usaram a idéia de que o vicuo da EDQ

comporta-se como um meio sob a a¢io do campo eletromagnético cldssico. Obtiveram para
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s . 1 Fogn
esse meio uma lagrangeana efetiva ﬁ(f{)E para um campo eletromagnético F' lentamente
variavel, i.e. [25]:

h h
—|VF| « |F| =
me me

- | K IF, (1.9)

onde m é a massa do elétron. No processo de cédlculo, o campo é na verdade considerado

constante e a lagrangeana efetiva obtida, dita de Euler-Heisenberg, ¢ dada por:

)=~ [ e ) 2],
onde sdo usados os invariantes:
F= iF’“’FM = %(BQ ~E%), = }IF‘“’*F,_W =B-E (1.10)
e a definicao:
X?:.= (B+iE)?. (1.11)

Essa lagrangeana, que resultou dos trabalhos de Euler, Kockel e Heisenberg [22, 23, 24]; foi
recalculada de modo mais simples por Weisskopf [25] (o método de cdlculo de Weisskopf
é reproduzido no manual [31]). Aqui, interessa particularmente o método pelo qual foi
obtido posteriormente por Schwinger [2], cuja notagao foi usada para escrever (1.10).
Como foi dito acima, ¢ inerente & idéia de lagrangeana efetiva que as cargas presas do meio
nio se tornem livres e no caso da lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg isso significa
que ndo haja criagio de pares no vicuo da EDQ. Para um campo elétrico estdtico E
deve-se ter [31]

|eE[% < me’ (1:12)
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A lagrangeana (1.10) desempenha este papel de lagrangeana cléssica efetiva para campos
fracos, quando supoe-se que (1.10) pode ser expandida em poténcias dos campos. O
primeiro termo da expansao é dado por:

2a” (h/me)?

Lot () =
welF) = g e

(E*—B*)?*+7(E-B)*|+---, (1.13)

onde o =e? /4whe é a constante de estrutura fina. No entanto, a lagrangeana (1.10) tem,
em geral, uma parte ndo perturbativa imagindria, que dd a taxa de criacao de pares [2].
A pequenez dessa taxa no regime de campos fracos, como expresso em (1.9) e (1.12),
justifica o uso da parte real de (1.10) para descrever as propriedades dispersivas do vacuo
quantico. Na verdade essa discussdo visa apenas dar o contexto uesse trabalho, pois o
interesse aqui estd apenas no caso de um campo estdtico puramente magnético, em que
nao ha qualquer possibilidade de criagao de pares mesmo no regime de campo magnético

intenso. Nesse caso particular (1.10) reduz-se a:

1 foods i .
Lk (B) = ~52 f T:e_“mz[(seB)Q coth(seB) — 1 — é(seB)z] , (1.14)
meJ0 S 9

onde um dos eixos de coordenadas, por exemplo o OZ, foi escolhidc na diregao do campo
magnético B, com o sentido que torna o produto eB positivo.

O vacuo da EDQ é, na verdade, o meio real e inevitivel em que estao os campos
eletromagnéticos cldssicos, sendo o vécuo classico apenas uma aproximagao macroscopica
para campos nao muito intensos. Consequentemente, a lagrangeana de Euler-Heisenberg
¢ de fundamental importancia sob dois pontos de vista. Em primeiro lugar, no estudo do
eletromagnetismo cldssico em sua situagao concreta e real, em que o vicuo nao € a ide-

alizacio classica do vazio completo. Em segundo lugar, como o fundamento tedrico para

ECA
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a prospeccao do vécuo quéntico por intermédio de campos eletromagnéticos classicos.
A prépria validade da idealizacio do vacuo clissico é explicada pela lagrangeana de
Euler-Heisenberg, que prevé o valor critico m?/e dos campos eletromagnéticos em torno
e acima do qual a aproximacdo de vdcuo cldssico perderia sua validade. Tal valor, de
1,7 x 10'8 V/m para o campo elétrico e 4,4 x 10° T para o campo magnético, é grande
o bastante para que os campos eletromagnéticos de laboratdério possam ser considera-
dos como existindo no vacuo classico. Essa mesma grandeza dos campos criticos tem
dificultado enormemente uma observaciao experimental direta dos efeitos previstos pela
lagrangeana de BEuler-Heisenberg. Entretanto, trabalhos experimentais recentes indicam
que a obtencdo dos campos criticos em laboratério ji nao estd fora de cogitagao. Tra-
balhos experimentais com feixes de elétrons do SLAC em combinagao com feixes intensos
de lasers tém dado sinais de que podemos estar na iminéncia de obter em laboratorio o
campo elétrico critico [32, 33]. Também encontram-se em andamento experimentos para
medir efeitos de birrefringéncia induzidos no vdcuo por um campo magnético [34, 35, 36].
Tal sitnacio experimental torna ainda mais importante o estudo atual de lagrangeanas
efetivas.

Lagrangeanas efetivas andlogas & de Euler-Heisenberg podem ser calculadas para quais-
quer campos quanticos com flutuagdes carregadas que acoplem com campos aplicados. De
especial importancia ¢ a lagrangeana efetiva para a EDQ escalar obtida por Weisskopf
[25] e posteriormente por Schwinger [2], pois a EDQ escalar constitui-se em um labo-
ratério teérico privilegiado para investigar as contrapartidas bosénicas das propriedades

fermiénicas da EDQ usual que, em oposi¢io & escalar, é chamada nesse contexto de es-
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pinorial. A lagrangeana efetiva da EDQ escalar serd chamada de lagrangeana efetiva de
Weisskopf-Schwinger e denotada por [Z%,)S. A lagrangeana efetiva d-© Weisskopf-Schwinger
supde a condicio (1.9) de campo eletromagnético classico lentamente varidvel e ¢ dada,

na notagao de Schwinger, por:

1 rods .2 (se)? G 1
[,(1) ) = / e —ism ] (. 2f
ws(F) 1672 Jo 5*° Im cosh(seX) + 3(58) ’
onde agora m e e sao a massa e a carga do campo escalar carregado.
O efeito Casimir e a lagrangeana de Euler-Heisenberg sdo duas contribuigoes distintas

4 longamente debatida questdo sobre a natureza do vacuo fisico. A seguir, sera feita a

discussio de como esses dois efeitos podem ser combinados.

1.3 O vacuo quantico sob condigoes de contorno e

campo externo

Um campo quantico tem suas flutuacoes afetadas por condigoes de contorno e, se for
carregado, essas mesmas flutuacdes sdo afetadas pela presenca de um campo externo.
Portanto, para um campo quantico carregado impGe-se por si mesma a questao de como
tais flutuacdes sdo afetadas pela agio simultanea de condigbes de contorno e de campos
externos. Essa questdc pode ser formulada de duas maneiras complementares. Em uma
delas pergunta-se que efeito um campo externo tem sobre as flutuagoes do vacuo ja res-

tritas por condicdes de contorno. Trata-se nesse caso de investigar a influéncia de um



Capitulo 1. Introdugdo 17

campo externo sobre o efeito Casimir. Na outra, pergunta-se que influéncia condigoes
de contorno exercem sobre flutuacdes do vacuo que ja estao sob o efeito de um campo
externo. Nesse caso estarao sendo investigadas as modificagoes induzidas por condigoes
de contorno na lagrangeana efetiva do campo carregado. Esses dois pontos de vista, que
podem ser formulados em termos tdo similares, levam na verdade a fenomenos fisicos
completamente distintos, embora relacionados.

Note que a consideracao simultinea de campos externos e condicoes de contorno agindo
conjuntamente sobre as flutuagdes do vdcuo é um problema que precisa ser estudado por
razdes muito objetivas. Em primeiro lugar porque ¢ possivel submeter as flutuagoes do
vacuo simultaneamente a esses dois agentes, por exemplo, aplicando um campo magnético
estatico entre as placas metdlicas do efeito Casimir original. Se o efeito resultante for
desprezivel ainda assim a explicacdo tedrica do modo como ocorre e a previsao exata
de seu valor sio obviamente relevantes. O cardter fundamental dos agentes envolvidos
no problema, em particular as flutuagoes de ponto zero, fazem dele uma questao de
primeiros principios em teoria quédntica dos campos. Uma outra razao para investigar
tal problema é que ele se impGe em pelo menos duas situagoes notaveis. No caso de
quarks e gluons as flutuagoes de ponto zero nao sé estdo sob influéncia do confinamento
como também, inevitavelmente, sob a acdo de outros campos. Pode-se considerar, por
exemplo, as flutuagoes de ponto zero do campo de um tipo qualquer de quark. Elas estiao
sob as condicdes de contorno do confinamento e, sendo carregadas, sob a agio inevitdvel
dos campos eletromagnéticos de todos os quarks presentes. Naturalmente que em uma

primeira aproximagao todos esses outros campos podem ser promediados em um campo
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externo aplicado. Essa aproximagio com o campo médio e com as condi¢oes de contorno
de confinamento fornecem claramente um exemplo do tipo de problema considerado. No
caso de teorias com dimensdes compactificadas, como as teorias do tipo Kaluza-Klein
que citamos acima [14], as flutuagdes em dimensdes compactificadas em uma situagao ou
outra podem também estar sob a agido de campos externos. Ressalte-se que em aplicagoes
dessas teorias a modelos cosmoldgicos devemos considerar a possibilidade dos chamados
campos coésmicos, de elevadissimos valores [37].

Nos exemplos acima de quarks e gluons confinados ou de dimensoes compactificadas,
condicdes razoavelmente realisticas levam a formalismos bastante complicados. Para in-
vestigar um novo fenémeno é usual considerar primeiramente uma situacao que retenha
as caracteristicas essenciais dos problemas de interesse mas que de resto seja a mais sim-
ples possivel. E possivel entdo, entender as propriedades mais fundamentais do fendmeno
fisico, obter os paridmetros importantes da teoria e as relagoes entre as ordens de magni-
tude. De posse desses resultados situagdes mais intrincadas podem ser entao enfrentadas
com mais eficiéncia, por exemplo as flutuagdes do vicuo de quarks e gluons. Um modelo
razoavelmente realista supde os quarks e gluons confinados em uma esfera. O célculo
da energia de Casimir com geometria esférica é de tal complexidade que ainda hoje gera
controvérsias [13], apesar de ter sido feito em 1968 [38]; o seu autor, Timothy Boyer o
classificou como um “longo pesadelo envolvendo a teoria classica das fungoes especiais”.
Tal calculo foi precedido por um outro imensamente mais simples feito por Johnson, um
dos criadores do modelo de sacola MIT [39], que considerou os quarks e gluons confinados

entre dois planos paralelos [40], naturalmente com separagao da ordem de 1 I, e obteve
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que a energia de Casimir deveria contribuir com cerca de 9 % da massa dos hadrons.
Para obter os resultados mais essenciais da agio conjunta de condigoes de contorno e
campo externo sobre as flutuagoes de ponto zero dos quarks também pode-se considerar
uma situacio simplificada ao méximo sem perder as caracteristicas bésicas do problema.
E possivel, por exemplo, considerar um campo de Dirac sob condigoes de contorno an-
tiperiédicas [10] para evitar as complexidades cinemdticas envolvidas nas condigoes de
contorno do modelo de sacola MIT. A condigdo de antiperiodicidade no intervalo [—a, a]
leva a uma energia de Casimir com ordem de magnitude e dependéncia em @ comparavel
4 do caso confinado entre placas com separacdo a. Também o campo externo foi con-
siderado como sendo puramente magnético, o que no caso de placas metdlicas evita o
aparecimento de cargas e correntes e, no caso geral, evita a criagao de pares. Sob es-
sas condicdes obtem-se que as condigdes, de contorno geram correcoes a lagrangeana de
Euler-Heisenberg e, o que é mais interessante, um termo totalmente novo que da origem
a uma constante de permeabilidade paramagnética para o vacuo que depende de a [11].
Igualmente importante é a andlise do efeito conjunto de condigoes de contorno e campo
externo sobre as flutuacoes de ponto zero dos campos gludnicos. Nesse caso ¢ claro que
o campo externo é considerado como uma média que simula, em primeira aproximagcao,
a acdo conjunta de todos os campos de cores que estdao acoplados com as flutuacoes
gludnicas. E possivel reter as caracteristicas essenciais do problema que sao de interesse
aqui, considerando um campo escalar carregado da EDQ escalar confinado entre dois
planos e sob a a¢do de um campo magnético externo perpendicular aos planos. O campo

escalar carregado evita complexidades cinematicas inerentes a campos vetoriais, e na ver-
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dade, proporciona a cinemdtica mais simples possivel para o problema. O acoplamento
do campo escalar carregado com um campo eletromagnético também ¢é a escolha mais
simples para o grupo de calibre. Uma vez que o problema em EDQ escalar seja bem
compreendido, pode-se, com mais facilidade, considerar cinematicas e grupos de calibre
mais complicados, como os da cromodindmica quéntica. Este estudo é mais um exemplo
da utilidade da EDQ escalar como laboratério tedrico para auxiliar na compreensao de
fenémenos fisicos interessantes, apesar da auséncia na natureza de escalares fundamentais
carregados limitar as aplicagoes diretas da EDQ escalar a problemas concretos. Final-
mente, as condi¢oes de contorno sobre planos paralelos, e a escolha de um campo externo
puramente magnético e perpendicular aos planos sdo hipéteses obviamente simplificadoras
que j4 foram discutidas anteriormente. Note que as condi¢oes de confinamento do campo
escalar carregado entre placas sao simples de implementar, ao contrario do que acontece
no caso do campo de Dirac, e sdo dadas por condicdes de Dirichlet usuais. E importante
ressaltar que o resultado mencionado acima, de que as condigdes de contorno no caso da
EDQ espinorial produzem uma constante de permeabilidade paramagnética [11], remete
imediatamente ao caso da EDQ escalar, para verificar em que medida se confirma a visao
geral de que o véacuo fermidnico deve apresentar propriedades paramagnéticas enquanto
que o vicuo bosonico deve apresentar propriedades diamagnéticas.

As consideracdes anteriores dio o contexto e as motivacdes do problema investiga-
do nessa tese: a ac¢do conjunta sobre o viacuo da EDQ escalar de condigoes de contorno
confinantes entre dois planos paralelos e de um campo magnético externo perpendicular

ao planos. Foram tratados aqui os dois pontos de vista complementares: o da influéncia
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do campo magnético sobre o efeito Casimir da EDQ escalar [41] e o do efeito das condigdes
de contorno sobre a lagrangeana efetiva da EDQ escalar [42]. Foram também calculados
os efeitos de temperatura finita nos dois problemas anteriores [43, 44]. Na EDQ escalar, o
campo magnético externo inibe o efeito Casimir e gera uma constante de permeabilidade
diamagnética. Esses resultados devem ser contrapostos aos obtidos anteriormente para a
EDQ espinorial, na qual o campo magnético externo acentua o efeito Casimir [45] e gera
uma constante de permeabilidade paramagnética [11]. Um antecedente desse trabalho no
qual condicoes de contorno também modificam as relacoes constitutivas do vacuo da EDQ
é o efeito Scharnhorst [46, 47, 48, 49, 50]. Nesse efeito, entretanto, a mudanga no indice
de refracio do vicuo se deve a condigdes de contorno impostas ao campo eletromagnético
e néo ao campo carregado do elétron, ou ao campo escalar carregado se for considerado
o caso de EDQ escalar [50]. Consequentemente, esse é um efeito que se manifesta apenas
por meio de diagramas com dois lagos, enquanto que os efeitos que foram estudados aqui,
com as condicoes de contorno nos campos carregados, ja se manifestam em diagramas
com um lago.

Em todos esses calculos, foram utilizados os métodos propostos por Schwinger que
derivam de seus trabalhos magistrais no formalismo geral da teoria quantica dos campos
[51] e no problema da polarizagao do vacuo e invariancia de calibre [2]. Nesse formalismo,
foram obtidos o efeito Casimir e as lagrangeanas efetivas de mod¢ unificado a partir de
primeiros principios, especificamente: a partir do principio da agao de Schwinger e de seu
conceito de acio bem ordenada, que no casos considerados, com diagramas de um lago,

identifica-se com a acdo efetiva dos formalismos funcionais atualmente em uso [52]. O
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método de obtencao das lagrangeanas efetivas a partir da representagao de tempo proprio
da acdo bem ordenada ¢ dado no artigo original de Schwinger sobre invariancia de calibre
e polarizacio do vdcuo [2] e ja é amplamente conhecido na literatura [53]. Como o caso
examinado aqui serd apenas o mais simples de campo externo puramente magnético, nao
serd necessario lancar mao de todos os recursos do método. O método de Schwinger para
a obtencao da energia de Casimir foi proposto em um trabalho relativamente recente [54]

e foi posteriormente aplicado em diversas situagoes [45, 55, 56, 57].




Capitulo 2

Formalismo de Schwinger para
calcular o efeito Casimir e

lagrangeanas efetivas a um lago

Neste capitulo é apresentado um resumo do formalismo de Schwinger para o calculo
do efeito Casimir e de lagrangeanas efetivas. Do principio de agao de Schwinger, € apre-
sentado apenas o necessario para que seja possivel chegar ao efeito Casimir e a idéia de
acao efetiva a um lago. E apresentada a deducdo da representacio de tempo-préprio para
os casos de EDQ espinorial e escalar, nas linhas expostas no artigo original de Schwinger

[2]. Finalmente, a EDQ escalar é usada para exemplificar os mencionados métodos de

calculo.

23
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2.1 Formalismo de acao de Schwinger

Em seus trabalhos magistrais no formalismo geral da teoria quantica de campos [51],
Schwinger propoe-se a derivar toda a dindmica de um campo quantico de um unico
principio, o principio da agdo. Para formuld-lo, deve-se lembrar que em teoria quantica,
os autoestados simultaneos de um conjunto completo de observaveis comutantes podem
representar qualquer estado do sistema e que o objetivo da dindmica da teoria é calcu-
lar amplitudes de transi¢io entre tais autoestados definidos em dois instantes. Sejam
(i e (o dois conjuntos completos definidos nos instantes respectivos ¢; e ¢, e sejam, res-
pectivamente, (] e ¢, dois conjuntos de autovalores correspondentes a esses conjuntos
completos de operadores. Considere uma variagao infinitesimal qualquer da amplitude de
transicao ((4,t.|Cl,t;) provocada por variacoes de parametros tais como o instante inicial
ou o instante final ou, que ¢ o caso que aqui interessa, fontes externas reais ou virtuais.
O principio da acdao de Schwinger afirma que a variacao 0((;,2|(;,t1) da amplitude de

transicao é dada por
3(GatalCitr) = (GatalidWCita) | (2.1)

onde W é a variacio correspondente do operador de agao W da teoria em consideragao.
Schwinger usa tal principio para obter as equagtes de movimento para os campos, as
relacdes de comutagdo entre eles e as correntes noetherianas, em particular os observaveis
da representacio que a teoria fornece para a dlgebra de Poincaré. Nao interessa aqui esse

desenvolvimento do formalismo de Schwinger e seus resultados sao considerados como da-
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dos, mesmo porque o interesse aqui se concentra nas teorias da EDQ escalar e espinorial,
cujos resultados sdo bem conhecidos e obtidos também por outros métodos considerados
mais elementares do que o de Schwinger. Na verdade, o interessante aqui é um outro resul-
tado que Schwinger obtém diretamente de seu principio da acdo. Note que o elemento de
matriz ((5t2|6W|(it;) ¢ um nimero complexo que depende dos parametros cujas variagoes
provocam a variacio da amplitude ((3t2|({t1). Schwinger usa tal elemento de matriz para
introduzir uma funcdo complexa W (em letra caligréfica, para distinguir do operador W)
cuja variacao é dada por:

(Cota| W[ (it1)

oW = .2
(GlalGit) (-2
Usando a notagao de Schwinger:
(G| F'[Cit0)
Fy === 2.3
= Gnicn) | &

na qual I é um operador qualquer da teoria, a equacao (2.2) pode ser escrita simplesmente

como
W = (W) (2.4)
A funcdo W é definida a menos de fungoes complexas C cuja variagao induzida pela

variacio dos parametros é zero: 6C = 0. Usando (2.2) para eliminar o operador éW do

principio de agao (2.1) obtem-se que:
(GhtalCitn) = ™. (2.5)

Nessa equacdo, fica evidente que qualquer amplitude de transigao é totalmente deter-

minada pela funcio W. Schwinger observa que a variagido W da agao s6 depende de
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operadores nos instantes t; e t, e que as relacdes de comutagio da teoria podem ser utili-
zadas para ordenar em §W os operadores de modo que todos os operadores no instante
fiquem a direita dos operadores no instante t3; com essa ordenacao de operadores, 6W fica
em uma forma que Schwinger chama de bem ordenada. Se os estados |({t1) e |(3t2) forem
autoestados desses operadores é obtida entdao de imediato a igualdade ((5to|6W|(1t1) =
W (Chta|(it1), na qual 6W estd bem ordenada e o membro direito nos fornece a ex-
pressao numeérica 6Wp,,, que é uma funcdo dos autovalores citados. Tal fungdo nos fornece
uma. expressao para W definida em (2.2) e explica 0 nome de acao bem ordenada que
Schwinger ja usou para W.

Passando agora ao caso especifico de interessa, é considerada a amplitude de que um
sistema que se encontrava no estado de vdcuo no passado remoto persista no estado de
vécuo no futuro distante. Representando tais estados assintéticos, respectivamente, por
|0 £,) e |0 t5), pode-se entéo escrever a amplitude de persisténcia no vacuo, de acordo com

(2.5), na forma
(0 4,0 ¢,) = ™. (2.6)

Se W for puramente real, a probabilidade associada a essa amplitude serd igual a 1; nesse
caso é certo que o sistema persistird no estado de vécuo. Por outro lado, se houver alguma
parte imaginaria em W a probabilidade serd menor do que 1, indicando a possibilidade
de criacao de excitagdes do campo em consideragao.

Em todos os processos que estardo sendo considerados, com diagramas de Feymann

com apenas um laco, a funcao W identifica-se com a agao efetiva dos formalismos fun-
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cionais atualmente em uso e, por esse motivo, sera chamada doravante de agao efetiva.
Supondo que o vacuo da teoria seja um estado nao degenerado, tem-se que em um processo

estacionario:
(020 t,) = e7%7T (2.7)

onde £ é a energia do vdacuo e T" = t, — t;. Espera-se, é claro, que £ seja dotada de
significado fisico somente depois de apropriadamente renormalizada. Usando (2.7) e (2.6)
obtem-se que em situacoes estacionarias, como no efeito Casimir estatico, a energia de

ponto zero pode ser obtida da agdo efetiva por intermédio da férmula [54]:

2.2 Representacao de tempo préprio da acao efetiva

Em seu trabalho sobre invariancia de calibre ¢ polarizacao do vacuo [2], Schwinger
obtém a chamada representacao de tempo proprio para a agao efetiva do vacuo da EDQ em
campo externo. Os dados iniciais do problema sdo, portanto, as equagoes de movimento
e as relacdes de comutacdo para o campo de Dirac quantizado ¢ de massa m e carga e,

em presenca de um campo eletromagnético externo A, i.e.:
(v u(z) +m)y =0, (2.9)

onde

L (z) r=—il, —ed, (2.10)
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{¥a(x,1),¥5(y, 1)} = dap 6(x — y) - (2.11)

Tendo em vista o acoplamento minimo entre o campo de Dirac e o campo externo A e o
fato de que este é o pardmetro de variacao da ac¢do, tem-se que a variagao desta ¢ dada
por:

sw = /d:r:j“(a:) A, (z) (2:12)
onde W) é o termo de acoplamento da ac¢do e 7 é a corrente do campo de Dirac, dada
em forma simetrizada por:

(@) = 5[B(@), (@) (2113)

Usando (2.4) obtem-se para a agao efetiva:
W) = f dz (5%(2)) 6 A, (z) | (2.14)

Para relacionar a corrente com as equagoes de movimento por meio de uma fung¢ao de
Green, Schwinger faz a chamada separagido de pontos na expresao no membro direito de
(2.13), i.e., escreve nessa expressao os produtos de ¥(x) e ¥(z) como limites apropriados
de () e 1(z') em pontos separados = e z’. Deste modo, usando o operador T de

ordenacao cronoldgica e a definicao de limite simétrico

1
lims = =( lim + lim ), (2:15)

' =z 2 x'5o+0  x'—z—0

é possivel escrever a corrente (2.13) na forma:

j"(z) = —ehg lims Tlihs(2)va(z")] (2:16)
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Usando a notagdo (2.3) tem-se que
Gap(z, ') = (i T[pp(z)ha(z")]) (2.17)
¢ funcao de Green do operador de Dirac:
(Y11, (&) + M) a0 Gop (@, 3') = bap 6(z — 2') (218)

Usando a notacdo matricial comum da mecanica quantica, o operador G é definido por

meio de

(zalG|2' B) = (2|Gaslz) = Gap(z,2") (2:19)
e obtem-se de (2.16) e (2.17) que:
(7#(2)) = e Jims (2]t Gial) (2220)
onde G satisfaz a seguinte equagao equivalente a (2.18):
(v, +m)G =1, (2:21)

z|I1,|z")y= 11,(x)é(z — z’). Substituindo o resultado (2.20) para a corrente de Dirac em
i 7

(2.14), obtem-se para a acio efetiva W), o resultado:
WY = Tr(iey*GSA,) , (2.22)

onde Tr é o traco total, que inclui a soma nos indices espinoriais e nas coordenadas
espaco-temporais. Da equagao (2.21) tem-se que G é o inverso do operador de Dirac e

também pode ser escrito como:

G = (" (z) + m)= (2.23)
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COImn:

H = —(y*T,(z))* + m* . (2.24)

A representacao integral:

1 . Joe :
5w =i, deet, (2:25)

para o inverso de um operador @, na qual o regulador € nao sera escrito a seguir, pode

ser usada para H definido em (2.24) de modo a obter de (2.23) o resultado:
G=i fo ds (—"IL,(z) +m) e | (2.26)

Substituindo esse resultado em (2.22) e usando a propriedade ciclica do trago, Schwinger

finalmente obtém, a menos de uma constante aditiva:
g ‘
W = 3/ & T eisH (2.27)
2Jo s

A forma da exponencial no integrando dessa equacéo levou Schwinger a chamar o parametro
s de “tempo proprio” e o operador de Klein-Gordon H de “hamiltoniana de tempo
proprio”. A expressio (2.27) é a representacao de tempo proprio da agao efetiva W da
EDQ espinorial.

A férmula correspondente a (2.27) na EDQ escalar é apresentada por Schwinger sem
demonstracao. Sendo exatamente a formula a ser utilizada nesse trabalho e nao tendo
encontrado sua demonstraciao na literatura nao serd sem utilidade apresentar a seguir a
sua deducdo algo detalhada em paralelo com a dedugdo feita acima para o caso espinorial.

Comecando com a lagrangeana simetrizada do campo quéntico escalar carregado ¢ de
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massa m ¢ carga e, acoplado a um campo eletromagnético externo -A:
L) = 3 {(T,@)6), @)o(@)} - 3m*{4(0), #(z)} (2:29)
onde II(z) tem a forma dada em (2.10), tem-se para ¢ a equagao de movimento:
(IT?(z) + m*)¢(z) = 0 (2.29)
e as relagoes de comutacaodp
[6(x, 1), (1) (v, )] = d(x —y) - (2.30)

Uma variacdo infinitesimal do campo externo induz na lagrangeana (2.28), a variagao

§AL = j*(x)0A,(z), que da para a agao a variagao:
sW® = f dz j#(z) 6A,(z) , (2.31)
onde tem-se agora a corrente do campo escalar:

(@) = ]9 @), P (a)¢@)} + {I*(@)(a))', #(a)} . (252)

e
2
Note que essa é a corrente noetheriana correspondente a invariancia da teoria sob o grupo

de calibre U(1). Usando (2.4) a acdo efetiva torna-se
oW = [ de (§#(x)) 6A, (). (2:33)
A técnica de separacao de pontos aplicada nessa corrente leva agora a expressao:

j(z) = lims e[1*(x) + I1* ()| T[¢' («')b(2). (2.34)

'z
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Usando a média de Schwinger (2.3) dos operadores ordenados cronologicamente é obtida
G(z,2') = (i T[g"(z)¢(2)]) , (2.35)

que é funcao de Green do operador de Klein-Gordon:
[1%(z) + m?|G(z,2') = é(z — ). (2.36)

E obtida entdo, a seguinte expressio da média de Schwinger da corrente escalar (2.34) em

termos da funcio de Green (2.35):
(i) = —ie lims [[T*(z) + I1**(2")]G(z, 2'). (2.37)

Usando novamente a notacao matricial comum da mecanica quantica, o operador de Green

G da EDQ escalar é definido por meio de
(z|G|z"y = G(z, z") (2.38)

onde G satisfaz a equacao:

(I +m*)G =1. (2.39)
Em termos desse operador G a corrente (2.37) é dada pela expressao:
(#) = —ie lims (z|[[I* + [I*|G|z') = —2ie lims (z|[["G|z’) , (2.40)
' =z ' =
na qual o operador I1" tem a defini¢ao costumeira:
[T* = p* —eA*, (2.41)

com (z|p,|z"y= —id,0(z —2') e (z|A,|z")= A,6(z —2"). Note que o resultado (2.40) deve-

se ao fato de que (z|[1#|z")= I1*(2)d(z,2") = I**(2')d(z,2"). A substituicdo da corrente
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(2.40) em (2.14) fornece uma expressao para SWO que, usada em (2.4), leva ao seguinte

resultado para a variacao da acgao efetiva:
sWO = — [ dz 2 lims (zliell"G §A4,[2") , (2:42)
que também podemos escrever como:
SWW = —2tr, (1elT*G 54, , (2.43)

onde tr, é novamente o traco nas coordenadas espago-temporais. De (2.39) obtemos para

o operador G a solucao:

Q= (2.44)

1
H
onde

H := (I + m?) (2.45)
é a hamiltoniana de tempo proprio do campo escalar. Na representacao integral (2.25) a

solugdo (2.44) toma a forma:
6 = i/@m ds e (2.46)
Substituindo essa expressdo em (2.43) obtemos:
oW = —i [0  dstr2ie SA,ITH el (2:47)

Levando em conta que
0H = —e(0A 1" +T1¥0A,,) (2.48)

e usando a propriedade ciclica do traco, obtem-se de (2.47) que:

swi) =6 [—i /OOO % trxe'”H] (2.49)
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e portanto que:

Wi = 4 / 2 preioH (2.50)
0 S
Esse resultado pode ser escrito na forma:
86 g _
w) = —% 0 —SS—TI'e_”H (2:51)

onde novamente Tr designa o trago total, que inclui também a soma nos dois graus de
liberdade do campo escalar carregado, que na passagem da equagdo (2.50) para a equagao
(2.51) se resume a trocar 2try por Tr. A expressio (2.51) € a representacao de tempo
proprio para a acao efetiva da EDQ escalar. E possivel escrever conjuntamente o resultado

(2.27) para o campo de Dirac e o resultado (2.51) para o campo escalar na seguinte forma:
WO . 4. f % 95 Ty—inH® (2:52)
2Jo s
onde os sinais mais e menos indicam grandezas associadas aos respectivos campos carrega-
dos de Dirac e escalar (os sinais mais e menos sdo reminiscentes das respectivas relagoes
de anticomutacio e comutagao obedecidas pelos campos).

2.3 O método de Schwinger para calcular o efeito

Casimir

Em resposta a um desafio & sua teoria das fontes [58], de que nela nao seria possivel

caleular o efeito Casimir, Schwinger publicou uma série de trés artigos [54, 59, 60], nos
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quais responde ao desatio exibindo o célculo cuja possibilidade fora guestionada. O método
de calculo pode ser utilizado no formalismo convencional da teoria quantica dos campos,
sem apelar para a teoria das fontes. A versao apresentada no segundo [54] dos trés artigos
da série é particularmente eficiente e leva rapidamente & energia de Casimir do campo
eletromagnético. O método de Schwinger consiste essencialmente em usar a relagao (2.8)
entre energia de ponto zero e agao efetiva juntamente com a representacao de tempo
préprio (2.52) para a agdo efetiva. Tal método foi posteriormente aplicado a diversas
outras situacoes [55, 56, 57] e serd também usado no presente trabalho. E interessante
notar que o efeito Casimir foi o assunto que ocupou o grande mestre de teoria quantica
dos campos em suas iltimas publicagoes.

Como exemplo simples do método de Schwinger, o cédlculo da energia de Casimir de
um campo escalar carregado sem massa serd considerado. Formalmente esse célculo €
idéntico ao apresentado por Schwinger para o campo eletromagnético [54], porque nesses
célculos especificos da agilo efetiva os dois graus de liberdade do campo escalar carregado e
as duas polarizacdes do campo eletromagnético comportam-se do mesmo modo diante do
traco da representagio de tempo préprio. As condigoes de contorno sao as de Dirichlet em
duas placas planas paralelas separadas por uma distdncia a. As placas sao consideradas
como sendo quadrados de lado £ e a separagdo entre elas é pequena, i.e., a < £. A seguir
é feita a suposicdo de que as placas permanegam na configuracio estatica considerada
por um longo intervalo de tempo 7'; seguindo Schwinger 7' serd chamado de tempo de
medicdo. O formalismo a ser utilizado supde a idealizacao descrita pelos limites l—

00 e T — oo para ser considerado exato. A fonte externa ndo age sobre o campo no
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espaco entre as placas, de modo que a hamiltoniana de tempo proprio na regiao entre
elas é simplesmente: H =p? =p? — (p°)2. Nas préprias placas, a a¢io confinante da fonte
é descrita pelas condig¢oes de contorno. Considere um sistema de eixos com as placas
perpendiculares ao eixo OZ e localizadas em z = 0 e z = a. Os autovalores de p, sao
dados por mn/a (n € IN), devido as condicdes de Dirichlet nas placas, enquanto que os

autovalores de p., p, e p® sdo niimeros reais quaisquer. Tem-se entao:

I’I\re‘:'sff —_ 2 t‘rx e_?’s{pg +P;.2,'H’E—P02)
o0
= 2£ deJI G_iSP%;[dpy e——isﬁg Z f’_“(nﬂ/a)z £ /dw e”“’
" 4 n=1
_ QEQT[Z.(47YS)3]71/2 Z efis(n‘rr/a)2- (2.53)
nelN

Substituindo esse trago na representacao de tempo préprio (2.51), obtem-se:

\/ZBZT ( 2
—is(nw/a)
e | (2154)

neN

W = _

onde foi usado o corte s, para regularizar a integral no tempo préprio. De fato, a integral
(2.54) é divergente no limite s, — 0 e os termos que levam as divergéncias podem ser
isolados por meio da férmula de soma de Poisson, que Schwinger cita no trabalho original

[61], e é dada por:

[ 0]

Z e—n T _ Z e*ﬂ w(1/7)

n—=—0o0 n——oo

Escolhendo 7 = ims/a? e isolando os termos com n = 0 obtem-se:

8

an)2/s )

o
)
-,
Y
L\:)Ir—«

le's]
Z e*is(ﬂ.'ﬂ./a)Z —
n=1
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Usando essa féormula na acao (2.54) e usando a relagio (2.8) entre energia de ponto zero

e acao efetiva, tem-se que:

1 foods Vi ds a£2 )
£ = al? / “_p f / i(an)?/s. 5
“ 16n2 Ly, 1673/2 Js, 55/2 82 Z (2.57)

g3

As duas primeiras integrais levam a infinitos quando o corte s, no tempo proprio é re-
movido. Schwinger elimina essas divergéncias basicamente por meio do argumento a
seguir. A primeira integral é proporcional ao volume entre as placas e descreve uma
densidade volumar uniforme de energia do véacuo, densidade que é independente da loca-
lizacio das placas. Essa é a densidade do vdcuo usual (sem condigdes de contorno) e deve
ser normalizada como zero. E possivel descartar essa densidade subtraindo na equagdo
(2.57) a primeira integral da energia de ponto zero £ no membro esquerdo. A segunda
integral é proporcional & area £* das placas, nao depende da separagao entre as mesmas e
estd associda & auto-energia de cada placa individual. Essa energia deve ser normalizada
como zero, pois o interesse estd apenas na variacao de energia produzida ao aproximar as
duas placas. Também a segunda integral pode ser subtraida da energia de ponto zero £
no membro esquerdo de (2.57). A energia restante apos essas subtracoes, que continuara

a ser representada por &£, é dada por:

_2 8?]—2/ Z i(an)? s (258)

Essa energia pode ser escrita em forma manifestamente real com a utilizagao do teorema
do contorno de Cauchy para rodar dextrogiramente de 7/2 o eixo de intregragao em s;
essa rotacdo equivale a substituir no integrando s por —is. Schwinger faz essa rotagao

juntamente com uma outra troca de varidvel de integragao que equivale a substituir no
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integrando de (2.58) a variavel s pela varidvel o = a?/is. Essa substitui¢do leva a:

7= gt X_:f dooe™. (2.59)

Essa integral é convergente no limite s, — 0 e é dada em termos de uma funcao I' de
Euler por I'(2)/a* [62] ¢ (2.59) pode ser escrita como:

A (2:60)

A~ 8r%ad
onde ¢ é a funcio zeta de Riemann [62], para a qual tem-se: ((4) = 7*/90. Portanto:

w2 1

g —_

A energia £ finita obtida nesse resutado é a energia de Casimir do campo escalar carregado
entre placas confinantes paralelas com separagdo a. De acordo com a observagao feita
acima, ¢ também a energia de Casimir original do campo eletromagnético entre placas
metdlicas separadas de a (1.2). A expressdo para a pressao de Casimir é obtida a partir

da derivada da energia por unidade de drea em relagdo a distancia entre as placas: |

e i A s i | (2.62)

2.4 O método de Schwinger para calcular lagrangeanas

efetivas a um lacgo

Para calcular a lagrangeana efetiva da EDQ, Schwinger usa a equagao (2.14) para

a acdo efetiva W) do campo de Dirac, na qual aparece o integrando: (j#(z))A,. Na
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situacao inerente & idéia de lagrangeana efetiva, em que a amplitude de transicao entre o
vacuo e estados com pares é desprezivel, o termo dominante desse integrando descreve o
acoplamento do campo eletromagnético cldssico com o valor esperado no vdcuo da corrente
do campo de Dirac. Esse integrando ¢ exatamente a lagrangeana efetiva E%g que Euler-
Heisenberg obtiveram no formalismo dos primérdios da teoria quantica de campos e que

no formalismo de Schwinger aparece como:
Wm:/ML%. (2.63)

No caso da EDQ escalar, em que a lagrangeana efetiva serd chamada de lagrangeana

efetiva de Weisskopf-Schwinger e representada por L',%,)S, tem-se igualmente que:
wm:/M£%, (2.64)

onde agora W) é a acgdo efetiva para o campo escalar carregado.

A situacdo de interesse nesse caso ¢ aquela em que o campo externo ¢ puramente
magnético e, consequentemente, a interdicdo de tramsi¢do entre vacuo e estados com
pares cumpre-se exatamente. Para ilustrar o método de Schwinger de obtengao de la-
grangeanas efetivas ele sera utilizado a seguir para obter nessa situacao de campo externo
puramente magnético a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger. Considera-se um
campo magnético B constante e uniforme e o eixo OZ é escolhido paralelo ao campo.
Por conveniéncia, o sentido do eixo foi escolhido de modo que o produto eB da carga
e do campo escalar pela componente B, = B do campo seja positivo. Para calcular a
acao efetiva (2.51) nesse caso, ndo é necessdrio usar todos os recursos do formalismo de

tempo préprio desenvolvido por Schwinger. E possivel perceber claramente que o método
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de célculo é semelhante ao usado para o efeito Casimir apresentado na segao anterior.
Comega-se computando o trago que aparece na representa¢ao de tempo préprio (2.51).

Agora a hamiltoniana de tempo proprio é dada por
H=T24+m?=(p—eA)?+m? (2.65)

na qual o potencial pode ser escrito como A, = (5ﬁ z! B. Usando coordenadas z, y, z e t

é possivel escrever:

d? ;
H=-V*+ 52 + 2ieB:c% + (eB)*z? + m? (2.66)

Os autovetores desse operador calculam-se da maneira usual por separagao de varidveis

(cf., e.g., a secao 32 do manual [63]) e levam aos autovalores:
H =eB(2n+1) +p? — w? + m?, (2.67)

onde w e p, sdo nimeros reais arbitrarios e n =0, 1, 2, ..., tendo cada nivel de Landau n a

degenerescéncia eB£? /2. Tem-se portanto:

L = BEQ : ! E s / T ) : 3
Tre—ieH — 22 62"1— e~ tseB(2n +1)§[dp; e—zspzzgj duw elsuze—tst' (268)

=0

A soma nos niveis de Landau é dada por:

2
iseB csc(iseB) , (2.69)

i €B£26—1333(271+1) _
2 Tor dmis

e o trago reduz-se a:

EST e —ism?

Tre—isH — s—iseB csc(iseB) .

372 s
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Substituindo essa expressao em (2.51) obtem-se para a acdo efetiva:

~i5m;se B csc(iseB).

wi — _

al*T /00 ds
—e

1672 Jsy 83

Uma rotacao do eixo de integragio de 7/2 no sentido horario torna essa acdo manifesta-

mente real:

al?T /00 ds

wl = 162 Ee*mgseB csc(seB) . (2.70)

50

Usando entdo a equagdo (2.64) obtem-se a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger

em forma ainda néo renormalizada e dependente do corte s, no tempo proprio:

1 o d 2
L',g,;l,)s(B) = / £ e—sm*seB csc(seB) . (2.71)

T 16m2 Sy 83
Para dotar de significado fisico esse resultado, as prescri¢oes de renormalizacao dadas por
Schwinger [2] sdo seguidas. Em (2.71) a cossecante é expandida até termos de segunda
ordem no tempo préprio s e a expressao da lagrangeana assim obtida é adicionada a

lagrangeana de Maxwell para a seguinte lagrangeana total ser obtida:

1 1 yeeds > e’ rods 2
B = —— 2 / __pSsmMT f " ,—sm 2
£LB] 2B ¥ 16 o S5 (967r2 o 5. ) B+
vy [ 95~ (50 B csc(seB) — 1 + =(seB)?] (2172)
1671'2 50 53 6 ' !

A primeira integral nessa expressio tende para o limite infinito m*I'(—2)/167? se o corte
s, for eliminado. Tal termo pode ser subtraido de Eg) (B) e com isso eliminado do membro
direito de (2.72). O segundo termo em (2.72) é proporcional a B® com uma constante de
proporcionalidade que tende, com a remocdo do corte, para o limite infinito —e?['(0) /4872

Essa constante de proporcionalidade define uma constante Z3 por meio da relagao:

et rods 2

i f 28 gmem® | (2473)

9672 Jsg s
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Agora, nas palavras de Schwinger, uma “mudanca de escala” no carmpo e na carga ¢é feita,
definindo:

Br=BZ;'?  ep=ez; (2.74)
Expressando a lagrangeana (2.72), da qual o primeiro termo divergente jd foi subtraido,

em termos de By ¢ c¢x a seguinte lagrangeana Lr(Bpr) na qual ndao aparece divergéncia

alguma é obtida:

1 1 oo ¢ 1
Lr(Br) = —§B§t - / —Se'smz[seRBR csc(sepBr) — 1+ E(SGRBR)Z] . (2:75)

1672 so 83
Tomando o limite s, — 0 e interpretando o campo e a carga nuas como nao observaveis e
a carga e o campo renormalizados como sendo as grandezas fisicas observaveis obtem-se
finalmente de (2.75) a lagrangeana efetiva da EDQ escalar. Estando claro que agora sé
h4 grandezas renormalizadas, o sub-indice R indicador da renormalizacao serd omitido.

O resultado final para a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger para a EDQ) escalar

¢ expresso Como:

1 « ds 2 1
(1) e L oY a—smS _ (s 2 oo~
Liwe(B) = T6n2 /SO 3¢ [seB csc(seB) — 1+ et eB)?] . (2.76)

Esse resultado também pode ser expresso em termos de uma funcao zeta de Rieman,

conforme mostrado por Dittrich [64].
De posse dessa lagrangeana efetiva é possivel investigar (em aproximacao de um lago)

as propriedades magnéticas do vacuo da EDQ escalar. A grandeza mais relevante no caso

é a magnetizacao M do Vacuo, dada por (cf., e.g.: secao 127 de [31]):

oLy
= . 2}
M=~ (2/77)
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Dado que a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger (2.76) nao tem termo quadratico
no campo magnético, a magnetizacao do vacuo da EDQ) escalar é um fenomeno nao-linear.
A mesma auséncia de linearidade é prevista no caso da ED() espinorial pela lagrangeana

efetiva de Buler-Heisenberg, como pode ser visto em (1.13) ou (1.14).



Capitulo 3

Vacuo da EDQ sob condicoes de
contorno em campo magnético

externo

Neste capitulo é apresentado o trabalho tema dessa dissertagao, que consistiu em es-
tudar a acdo conjunta de condicoes de contorno confinantes e campo externo magnético
sobre o campo escalar carregado da EDQ escalar. Tal estudo sera feito nas duas abor-
dagens que foram chamadas anteriormente de complementares. Em uma foi considerado
o efeito do campo magnético externo sobre o efeito Casimir do campo escalar carregado;
esse estudo é apresentado na secio 2. No outro, foi considerado o efeito que as placas
confinantes do efeito Casimir tém sobre a lagrangeana efetiva do EDQ) escalar, chamada

aqui de lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger; esse topico ¢ apresentado na segao

14
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3. Uma das motivagoes desse estudo na EDQ escalar foi um estudo similar anterior na
EDQ espinorial, cujos resultados estdo resumidamente expostos na secao 1, para estarem

disponiveis para comparacao no correr do formalismo apresentado nas segoes 2 e 3.

3.1 O vacuo fermionico sob condicoes de contorno

em campo magnético externo

Conforme a discussao feita na introdugdo, é importante estudar o efeito conjunto de
condicdes de contorno e de campo externo sobre o vdcuo fermionico carregado. Para
compreender as caracteristicas essenciais de um efeito € usual estuda-lo inicialmente em
uma situacdo simples, na qual complexidades técnicas sao evitadas. No caso em questao,
a situacdo mais simples consiste em considerar um campo de Dirac carregado sob o efeito
conjunto de uma condic¢do de contorno antiperiddica em uma certa dire¢do e de um campo
magnético externo constante e uniforme ao longo dessa mesma diregao. A escolha do
campo de Dirac e de um campo magnético externo constante e uniforme sao, obviamente,
simplificadoras. Quanto & escolha de condigdo de contorno antiperiddica, vale dizer que
a condiciio de contorno de confinamento mais interessante para aplicagoes realistas ¢ de
extrema complexidade, exceto no caso mais simples de campo de Dirac sem massa e sem
campo externo confinado entre placas paralelas [40]. Condigées de contorno periddicas
e antiperiédicas [10] sdo, pelo contrério, comparativamente simples de serem implemen-

tadas e, pelo que se sabe dos limites de massa nula, levam a resultados semelhantes aos



Capitulo 3. Vacuo da EDQ sob condigdes de contorno em campo magnético externo 46

obtidos com tanta dificuldade no caso de condig¢ées de contorno confinantes. As condigoes
antiperiddicas merecem ser escolhidas porque o formalismo resultante nao padece dos
problemas de causalidade que ocorrem no caso de condigbes periédicas [10]. Esse prob-
lema do campo de Dirac carregado sob o efeito conjunto de condigao de contorno e campo
magnético externo ja foi estudado sob os dois pontos de vista complementares: o da in-
fluéncia do campo magnético sob o efeito Casimir fermiénico decorrente das condigoes an-
tiperiddicas [45] e o da influéncia das condigoes de contorno antiperiodicas na lagrangeana
efetiva de Euler-Heisenberg [11]. Nessa se¢ao sera feito um resumo dos resultados obtidos
[L1, 45] para que possam ser confrontados com eles os resultados obtidos para o problema
bosénico andlogo, a ser tratado nas secoes seguintes.

Considere um campo magnético B como de costume na direcdo do eixo OZ, com
sentido que faca positivo o produto da carga e do campo de Dirac pela componente B do
campo ao longo de OZ. A condi¢do de contorno antiperiddica é implementada nos planos
z = —a a z = a; tais planos sao considerados como quadrados de lado £ com £ > a. O
calculo é feito pelos métodos de Schwinger, explicados no capitulo 2.

A férmula de Schwinger para o calculo de agoes efetivas do campo de Dirac (2.27) ¢

dada por:

[ ds -
W = 1/ @5 i misH | 31
2 %o s re ( )

onde s, é um corte no tempo préprio s, Tr significa o trago total, I é a hamiltoniana
de tempo préprio dada por H = (p — eA)? — (e/2)o,, F* + m?, p possui componentes
p, = —1i0,, ¢ ¢ a carga da particula de Dirac, A é o potencial eletromagnético, Fléo

campo eletromagnético, que estd sendo contraido com a combinagao de matrizes gama
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O =i[Yu,7]/2 € m é a massa da particula de Dirac. A condigao de contorno anti-
periédica fornece para p os autovalores mn/a, onde n é um inteiro impar. As outras com-
ponentes espaciais de p estao restritas aos niveis de Landau criados pelo campo magnético
B.

Obtém-se para a acao (2.27), reescrita na equagéo (3.1):
w = W (B)T2af® — £(a, B) T, (3.2)

onde E(;})E(B ) é a lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg e £(a, B) é a energia de Casimir

sob a acao do campo externo B. A lagrangeana efetiva pode ser escrita como:

£0.(B) = 871? I %asm [seBL(seB)~—(seB)] (3.3)

em termos da funcao de Langevin:

L(©) = coth(§) — 5. (3.4)

Sendo a lagrangeana ES})E(B) totalmente independente de a o primeiro termo no membro
direito de (3.2) ndo contribui para a energia de Casimir, que ¢ dada pelo segundo termo

e pode ser escrita como:

£(a, B) (am (1)t
= 2
2a/? - 27m2a4 Z n? Hal2armm)

(o0}
— = > (- / doe ™ 7~(@m*/7 [ (¢Ba?/c) . 3.5
o 2 (1 [T e (:Ba*/o).  (35)
Os resultados (3.3) e (3.5) sdo obtidos apds as necessarias renormalizagoes.

Na auséncia de campo externo, a energia de Casimir do campo de Dirac é dada pelo

primeiro termo em (3.5):
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O segundo termo em (3.5) descreve a procurada influéncia do campo externo na energia
de Casimir. No caso de maior interesse, em que o campo magnético é forte (B > m/ea),
a energia (3.5) pode ser aproximada pela expressao:

E(a,B) _eBm
2002 277

> EU" & 2amn) . (3.7)
nclN n

A pressdo de Casimir p associada & energia de Casimir (3.6) na auséncia do campo externo
é dada por:

_ 3(am)*
272 a4

> (_;):1 [K»(2amn) + (2amn/3) Ki(2amn)] (8.8)

nelN

p(a,0) =

e a pressao de Casimir na presenca de um campo magnético forte B, obtida de (3.7), por:

, —1)n!
pla, B) = —27‘:;'2463@2 3 (T)[Kl(Zamn) + 2amn Ko(2amn)] . (3.9)
nelN

Os resultados obtidos mostram que o campo magnético aumenta a energia de Casimir
[45]. Agora o problema complementar no qual se procura determinar a influéncia da
condicdo de contorno na lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg. Nesse caso pode-se

reescrever a acao (2.27) na forma
WO = [£3(B) + Liso(B, a)] T2af? (3:10)

onde aparece novamente a lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg EEL}?E(B) dada por
(3.3). Agora o interesse se concentra no regime de campos magneéticos fracos, em que B
é pequeno comparado com o campo critico B, = m?/e. Nesse regime £4)(B) pode ser
expandida em poténcias de B* /B, conforme dado pela seguinte expressao:

cr ?

lo’s] (_1)k 22k‘32k| m4 B%

(1) _
Lyg(B) = k§2 8n2 2k(2k — 1)(2k — 2) B2

(3.11)
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Figura 3.1: Pressao de Casimir para o campo de Dirac em um campo magnético externo uniforme e

constante; a pressdo estd normalizada pela pressdo de Casimir eletromagnética.
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onde Boy, 6 0 2k-ésimo niimero de Bernoulli. O termo Lyc(B,a) em (3.10) é dado por:

B e
E(HI')EC(B;CL):Z% /0 5 g=sm*~@n)?/s [1 4 seB L(seB)] . (3.12)

3
nelN §

HEC(B a) é o termo que surge devido & condicao de contorno e serd chamada de la-
grangeana efetiva de Euler-Heisenberg-Casimir. Também £4)0(B, a) é obtida apés as
necessarias renormalizacoes. A lagrangeana efetiva de Euler-Heisenberg-Casimir pode ser

escrita na seguinte forma:

£ o(B) = @ s~ CU" g oumn) + [1 S ]BQ +L3(a,B), (313)
wzo(B) = guret 24 2l ulam) ’
onde
S & > (-1 'K, (2amn) (3.14)
(= = = o n), 2L
plam) 3n?
(_l)n > ds —sm?—(an)?/s 1 =
Liho(a, B) = H§N i /O a° (@n)/s [seB L(seB) — 5(338)2] : (3:15)

O primeiro termo em (3.13) é a energia de Casimir usual do campo de Dirac, que contribui
de modo essencial para a energia total de Casimir (3.5). Sendo independente de B, ela
¢ irrelevante na lagrangeana efetiva (3.13) e pode ser simplesmente ignorada. O terceiro
termo em (3.13), dado por (3.15), fornece corre¢oes nao lineares a lagrangeana efetiva de

Euler-Heisenberg, e pode ser expandida no regime de campo magnético fraco de acordo

com:
(=1 22k|B2k| m! { -1 2k—2 B
—1)" ) i —
EHEC AE:Q {72 2[&(2:’& )(2]‘:_2) n%i%( ) (am'n) Ko, Q(Ea,mn) Bgf
(3.16)

Tal expansdo deve ser comparada com (3.11). O termo mais importante em (3.13) é

o segundo, que é quadréitico no campo magnético e portanto nos da uma constante de
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permeabilidade (3.14) para o vacuo de Dirac devido & condi¢ao de contorno. Esse efeito
linear de magnetizacdo nao aparece na lagrangeana de Euler-Heisenberg. Note que a
permeabilidade (3.14) reduz-se a 1 quando a condigdo de contorno ¢ eliminada (a —
o0). Para valores de a fisicamente significativos, ¢.e., maiores do que o comprimento de
Compton do elétron 1/m, a permeabilidade magnética é paramagnética, o que reforca
a idéia geralmente aceita de que o vdcuo fermionico deve comportar-se como um meio
paramagnético. Por outro lado, para a abaixo de um valor critico ., determinado pela
expressao (3.14), a permeabilidade torna-se diamagnética. Dado que 7., ¢ imensamente
menor do que 1/m essa mudanga intrigante deve ser aceita com reservas. Ainda assim é
interessante notar que ela nao contraria uma visao intuitiva do magnetismo, que favorece
a idéia de que em um meio intensamente comprimido (a < 7.) o diamagnetismo deve
predomimar. Entretanto, essa mesma visdo levaria ao resultado de que em um vacuo
bosonico, que presumivelmente deve comportar-se como um meio diamagnético, uma
transicdo andloga para o paramagnetismo nao deve ocorrer. Tal hipotese sé pode ser
verificada se for realizado um calculo no caso bosbnico que seja andlogo ao fermionico

desta se¢do; isso serd teito na secao 3.4.

3.2 O efeito Casimir do campo escalar carregado em

campo magnético externo
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Figura 3.2: Permeabilidade magnética do vdcuo do campo de Dirac sob coondicio de contorno an-

tiperiédica.
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Nesta secao, serd tratado o problema da influéncia de um campo magnético externo
no efeito Casimir do campo escalar carregado da EDQ escalar. J4 foi feito um comentéario
sobre a utilidade de estudar a EDQ escalar, por ser 1util na investigacao dos campos
vetoriais fundamentais e proporcionar um modelo simples para investigar questoes fun-
damentais. No problema desta secao hd mais um exemplo dessa utilidade. Enquanto que
na secio anterior a condigio de contorno para o campo de Dirac foi escolhida como sendo
a antiperiédica, para evitar complexidades do formalismo espinorial que obscureceriam o
formalismo, aqui pode-se escolher a condi¢io de contorno mais interessante que descreve
confinamento entre placas.

Considere entdo um campo escalar massivo e carregado, confinado entre duas placas
paralelas de lado ¢ e separacdo a (a < f), sob a influéncia de um campo magnético
externo uniforme e constante, B, com direcao perpendicular as placas. Vale enfatizar as
caracteristicas deste sistema que permitirdo a simplificagdo do formalismo que exibird o
efeito que se quer investigar. O campo escalar carregado permite ignorar complexidades
cineméticas que nao sao relevantes para uma aproximacdo inicial a este problema. A
escolha de um campo magnético puro exclui a possibilidade de criagao de pares para
qualquer intensidade do campo magnético. O confinamento entre as placas paralelas
infinitas é descrito por uma forma simples da condicdo de contorno de Dirichlet e a
direcio do campo magnético perpendicular as placas foi, obviamente, uma escolha feita
com o objetivo de simplificar o problema. Sob tais suposi¢des, veremos que o formalismo
mostrard claramente o efeito fisico do campo externo no efeito Casimir bosonico, que é

a questdo fundamental que desejamos investigar nesta segdo. Uma vez que o efeito do

|
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campo externo seja compreendido em suas caracteristicas essenciais, o caminho estard
aberto para compreender problemas com geometria e campos externos mais complicados
assim como o vdcuo de outros campos quanticos. Vale notar que a situacao considerada
¢ aquela em que as condigoes de contorno sao impostas sobre o campo escalar carregado,
ficando o campo eletromagnético externo isento de qualquer condicdo. Desta forma, a
influéncia do campo externo no vicuo carregado aparece em nivel de um laco, no qual os
calculos desta tese foram feitos. Em contraste, hd no efeito Scharnhorst [46, 47, 48, 49, 50],
o fato de que as condig¢oes de contorno num par de placas paralelas sao impostas no campo
do féton, mas ndo no campo carregado dos elétrons e pésitrons. Como resultado, ha uma
mudanca na velocidade de propagagdo de uma onda eletromagnética na regiao entre as
placas. O efeito Scharnhorst envolve diagramas de dois lacos porque a dependéncia ¢om
as condicdes de contorno (distincia entre as placas) nesse caso provém do propagador
fotonico e mesmo os diagramas contendo apenas um propagador fotonico, ja sao de dois
lagos.

A energia de Casimir do campo escalar carregado em um campo magnético constante
externo sera calculada utilizando o método de Schwinger explicado na se¢do (2.3). Lem-

brando, a férmula de Schwinger (2.51) para a agéo efetiva da EDQ escalar ¢ dada por:

i [ °ds ;
W R _T —isH 3.17
2 S0 S re ’ ( )
onde a hamiltoniana de tempo préprio é agora dada por:
H=(p—eA)?+m?, (3.18)
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e é a carga do campo escalar, m é a sua massa e o potencial A é dado por
A, = Bz'é; (3.19)

para representar o campo magnético perpendicular ao plano z'z? das placas. O eixo z?
ao longo de B é como de costume orientado de forma a deixar eB positivo. A condigao
de contorno de Dirichlet, que faz com que o campo seja nulo nas placas, d4 para a
componente do momento perpendicular 4s mesmas os autovalores nm/a (n € IN). As
outras componentes espaciais do momento estdo restritas nos niveis de Landau criados
pelo campo magnético B [63], exatamente como na secdo 2.4. O traco na agao efetiva
(3.17) é dado por:

- ; ?eB _, ' ; didw ;g
Tre—i*H _ 9¢ - Z ?e—weB(zn +1) Z G—w(mr/a)2 = ezsw31 (320)
n'clN neIN

onde o fator 2 deve-se a multiplicidade de carga, a primeira soma é sobre os niveis de
Landau com o correspondente fator de multiplicidade devido a degenerescéncia; a segunda
soma ¢ sobre os autovalores obtidos a partir da condi¢ao de contorno de Dirichlet e
a integral varre o tempo de medida T e o continuo de autovalores w do operador p°.
O tempo de medida T é tomado grande o suficiente para que, segundo o principio da
incerteza, a energia de Casimir seja bem definida. Seguindo a prescricao de regularizagao
de Schwinger [54], a segunda soma em (3.20) é reescrita com o auxilio da férmula de

Poisson, (2.55), na forma:

Z p—is(nm/a)? _ “1 Z il

1
oy 3.21
nel VITS neN 2vVims 2 (321
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A soma dos niveis de Landau é direta e fornece:

eBZ B2’ eB#?
—iseB(2n'+1) _ sch(i
> 5, 2 ©s¢ (1seB). (3.22)

! €N
Utilizando a (3.21) e a (3.22) na (3.20), obtém-se a seguinte expressao para o trago:

ng —ism?
Tre—tH — a47r2 e . [1+ iseBM(iseB)] x

1

il " 1 Vi
i(an)?/s _ _] fiate
X - E e — 3823
vaims VTS o 2a —18 ( )

onde
M(€) = csché — €71 (3.:24)

A funcdo M desempenha no caso bosénico, o mesmo papel que a funcao de Langevin
(3.4) no caso fermionico [11, 45]. Ela é uma func¢do bem comportada e vai ajudar a tornar
o formalismo mais simples, além de facilitar as comparacgoes relevantes entre 0s casos
fermionico e bosonico. A figura 3.3 mostra os graficos das fungoes L e M.

Substituindo agora a expressao do trago (3.23) na acio efetiva (2.51) temos que:

W = -Taft— fmﬁf”"”z[lﬂseBM(@seB)H
N 167('2 50 5‘3
1 cods _, 2 T
2 —i8TM x . _
- 4 167r2f50 ¥ —; [} +iseBM(iseB)] + (3.25)

2 oo ; : 2
_ al f @eﬂsmz [Z gilan) /S] [1+iseBM/(iseB)] .

8r? 57 nelN
O primeiro termo dessa expressao ¢ proporcional ao volume entre as placas, pois a integral
que ele multiplica ndo depende da separacdo a. Portanto ele representa uma densidade
uniforme de energia do vicuo que deve ser descartada no célculo da energia de Casimir.

Essa integral leva & lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger, apds renormalizagoes
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Figura 3.3: Fungao M (&) = csch(¢) — €' e Fungdo de Langevin: L(€) = coth(£) — £,
apropriadas, mas sua independéncia da posi¢do das placas a torna irrelevante no pre-
sente contexto. O segundo termo é proporcional a drea das placas e pode ser associado
a auto-energia das placas confinantes, mas nao a energia de Casimir. Desse modo foram
encontrados nesse sistema dois termos espirios exatamente como no cdlculo da energia de
Casimir feito por Schwinger [54] e usando os mesmos argumentos que ele, é possivel sub-
trair esses termos para que a agao (3.26) fique reduzida ao seu 1ltimo termo. Substituindo

essa acao livre de termos espirios em (2.8) a energia é obtida:

al’ 1 ods —ism? i(an)?/s : ;
€la, B) = 8_7?/50 ¢ [Z eian*/ }{1 + iseBM(iseB)] . (3.26)

neEN
Uma rotagdo no sentido horirio de 7/2 no eixo de integragio s torna tal expressio mani-

festamente real e convergente e pode-se tomar o limite s, — 0. Para seguir mais de perto
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o método de Schwinger pode-se também trocar a varidvel de integracao para a?/o apés a
rotacdo do eixo de integragio. Por fim, a (3.26) é reescrita na seguinte forma:

al?

E(a,B) = ey Z/ doge=@™?/7="*7 11 4 (eBa?/o) M (eBd?/0)|. (3.27)

Na expressio resultante (3.27), hd um termo que independe do campo magnético externo
B. Ele fornece o valor da energia de Casimir que existe na auséncia desse campo e pode
ser escrito em termos da fungao de Bessel modificada K, (férmula 3471.9 em [62]) de

modo que (3.27) pode ser escrita na forma:

g(aaB) (G.’- il
ol = T Argd Z —Kg (2amn) +
1
3r2al / do o e @™*/7=0"* (¢ Ba? /o) M(eBa?/o). (3.28)
nelN

Quando nao hé campo magnético externo B, a energia de Casimir é dada pelo primeiro

termo do membro direito dessa equacao, i.e., por:

£(a,0) (am
al?  4r2gt

Z Kg(Zamn) (3.29)

que é um resultado ji conhecido na literatura [9, 12|; no limite em que m — 0 este
resultado se reduz & energia de Casimir (2.61) do campo sem massa, como era de se
esperar. O interesse primordial estd no segundo termo do lado direito da (3.28), que

mede a influéncia do campo magnético externo na energia de Casimir:

Ag(a, B) o0 —(am)zfcr—ﬁ'ng 2 2
e o n%;l /0 — (eBa?/c) M(eBa’/a). (3.30)

Devido ao comportamento simples da fungao M definida em (3.24) é possivel determinar
os aspectos principais dessa influéncia. A fun¢do —& M(€) (ver fig(3.4)) cresce monotoni-

camente de zero ao valor assintético 1 quando £ vai de 0 a oo.
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Dessa forma, obtem-se na expressao (3.27) que o campo magnético externo sem-

- il

] — -XM(x)

Figura 3.4: Fun¢ao —EM(€).

pre inibe a energia de Casimir do campo escalar e o suprime completamente no limite
B — oo (o0 dominio infinito da varidvel de integracao o nao impede de tomar tal limite,
como sera explicado a seguir). Esse é o resultado que responde a pergunta sobre o efeito
Casimir do campo escalar carregado num campo magnético externo uniforme e constante.
Este resultado contrasta com o resultado para o efeito Casimir do campo de Dirac que
é sempre intensificado pelo campo magnético [45]. E muito interessante que o vécuo
do campo fermidnico e o do campo escalar carregado apresentem comportamentos tao
claros e opostos na presenga de um campo magnético externo. Nao foi possivel encontrar
nesse trabalho uma explicacdo intuitiva para tais comportamentos mas ¢ possivel que eles

estejam relacionados com o cardter paramagnético do vacuo fermionico e diamagnético
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do vécuo bosénico. E importante levar em consideracio esse comportamento oposto dos
vacuos dos campos fermiénico e bosbénico na presenca de um campo externo, porque os
vacuos de tais campos existem em conjunto na presenca de campos externos e podem
também estar confinados por condigdes de contorno. Vale lembrar também que o desloca-
mento na energia de ponto zero causada pelo campo externo, depende da massa do campo
tanto no caso bosonico (3.30) como no caso fermiénico [45], e um possivel cancelamento
de energias de ponto zero dos vacuos desses campos, depende de relagoes especificas entre
as suas massas.

E instrutivo usar a definicio:
mp = V m?2 +eB (331)

e escrever a energia de Casimir completa (3.28) como:

& (a, B) 1 & . s stwmgYisdyy 28 eBe?
Bl Z]N/U ds s~3e*(amEB gy (3.32)
ne

Comparando essa expressao com seu limite quando B — 0 pode-se dizer que o efeito
do campo magnético externo na energia de Casimir usual é dado no integrando em (3.32)
pela fracdo dependente de B e pela constante mp que aparece na exponencial. Quando
B — 0 a fracao tende a 1 ¢ mp — m. Para um campo magnético forte, a exponencial
é o fator dominante no integrando e o efeito do campo magnético na energia de Casimir
aparece grosseiramente como a substitui¢ao de m por mpg; certamence a fragao dependente
de B deve ainda afetar a influéncia precisa do campo magnético na energia de Casimir.

Uma situacdo interessante para analisar a energia de Casimir ¢ quando o campo

magnético externo B é forte. Nesse limite as mudancas no vdcuo carregado ocorrem
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com mais facilidade [65]. Supondo-se entdo estar nesse regime é possivel substituir no
integrando de (3.28) a funcao M(£) por sua expansao truncada 2e~% — £-1. Note que
essa substituicdo s6 é permissivel porque a integral (3.28) tem seu integrando dominado
por fungao exponencial em forma de sino, cujo maximo é e~ 24" ¢ ocorre em ¢ = am/n.
Nos limites em que am < 1 e am > 1, a condi¢ao de campo magnético forte é dada,
respectivamente por B > ¢g/a’ e B > (¢p/a®)(a/A.), onde ¢ é o fluxo fundamental
1/e e A, é o comprimento de onda Compton 1/m. Entdo, no regime de campo forte, o
segundo termo em (3.28) pode ser expresso também em termos de uma funcio de Bessel
modificada (férmula 3471,9 em [62]), e a energia de Casimir na presenca de um campo

externo forte é dada por:

E(a,B) (’Ba

y2 ﬂ-2 3

\/(am 2+eBa” . nKl (2n4/(am)? + eBa?). (3.33)

nenN

Note que o sinal na raiz ji era esperado visto que um sinal negativo implicaria em uma
parte imaginaria nessa expressao, indicando criacdo de pares, o que nao pode acontecer
quando se trabalha com um campo magnético constante. Pode-se também utilizar a (3.31)

para reescrever a (3.33) na seguinte forma:

&(a, B) _ _.plams) (amp)

a2 2n2q?

> Ix (2ampgn) (3:34)

nelN B

que é uma forma muito conveniente de se escrever essa energia para compara-la com a
energia de Casimir (3.29) na auséncia de campo externo.

No limite de campo magnético externo forte temos a condigao eBa? > am e portanto,
independentemente do valor de am, tem-se um valor grande para o argumento da funcao

de Bessel K, que nesse caso tem um rapido decaimento exponencial. E possivel nesse
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limite de campo forte escrever a (3.34) na forma ainda mais simplificada (férmula 8446
em [62]):

£(a, B) eBmg'/? _,
a2 " amhght (3}35)

Para o caso da energia de Casimir na auséncia do campo magnético, (3.29), a discussao

sobre os limites de am torna-se relevante. Para am > 1, a (3.29) pode ser escrita como:

£(a,0) _ (am)®/?

= T gaigh e=2om (am > 1), (3.36)
e no caso de am <& 1:
E(a,0) 2
2 - 72048 (am < 1). (3.37)

Tomando a razio entre as equagoes (3.35) e (3.36) é possivel comparar a intensidade do
efeito do campo externo forte na energia de Casimir do campo escalar carregado no limite

de massas grandes:

S(CL, B) mp —2a(m+m
m = QGBGH —771736 (i) (am > 1) (338)

Tomando agora a razao entre as eq.(3.35) e (3.37), é possivel ver a influéncia desse mesmo

campo externo no efeito Casimir para massas pequenas:

1
£0D) 0 opatmifte e (am 1) (8o

Como é possivel observar, um campo magnético forte suprime fortemente o efeito Casimir
do campo escalar, tanto para massas grandes como pequenas.
A outra possibilidade a ser considerada é o limite de massa nula. Nesse limite é

necessario voltar a (3.27) para obter, a seguinte energia de Casimir na presenga de um
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campo magnético externo:

al? o0 2 eBa? eBa?
= a—pr—— d L . i
& 5 n% /0 ooe ll e M( S ) (3.40)

Utilizando a expansdo para a csch(£) para € arbitrario (férmula 1217,2 em [62]):

_ _ 0%
14+ EM(E) = Ecsch(é) =1+ 2 %% §2 Ay (3.41)

m (3.40) obtem-se:

S(G,B) 1 = i
al? - —87r2a4 Z /0 . *
~1)*eBa?
d 2 7n o ( . |
472 a4 Z J[ e k%% (eBa?)? + (wko)? (342)

Na (3.42), o primeiro termo do membro direito ndo depende do campo magnético B e
fornece o valor da energia de Casimir (2.61) para o caso nao massivo na auséncia de campo
aplicado. O interesse aqui concentra-se no segundo termo, que di a influéncia do campo

magnético externo no efeito Casimir nao massivo; ele é dado por:

A€(a,B) 1 keBa 5 —nZo 1
al>  —  4nZat 2, (- (mk)? / Bre (Be2y2 4 o2 (3143)

Essa expressio pode ser escrita em termos de uma série dupla em senos, cosenos e fungoes

si e ¢i (férmula 3354 em [62]):

A€ (a, B) 1 . [ (eBa*)? ,(BBGZRQ) (eBa2n2>
o e’ S e -
al? 4m2at ﬂ.,kZEIN( ) { (mk)? Nk ) 1k ¥
_(eBaznz)Sen(eBazng)}Jr 1 eBa? Sen(eBazng)} (3.44)
— — ) |+= , .
"k Tk n? (rk)? mk

Para o caso em que a massa é nula, m%|,,—0 = eB e é possivel escrever (3.44) na forma

algo artificial:

AE(a, B) (amB)4 Z (—1)’“’{ 1 [ci(amBn))zcos(amBn)ng

al? 47203 7wk

wk
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_ (am}jn) Qsen(amgn)] " sen[2(ampn)? /mk] } ’ (3.45)

s mk (ampn)?/mk

que, no entanto, serve para reforcar a interpretacao do campo magnético como provedor
de uma massa efetiva para o campo sem massa.

Resumindo os resultados obtidos até agora, a equagao (3.28) dd a expressao exata para
a influéncia do campo magnético na energia de Casimir. A equacdo (3.33) particulariza
o resultado de (3.28) para o regime de campo forte e (3.35) fornece uma expressao mais
simplificada para esse regime. As aproximagbes para massas pequenas e grandes sao
dadas pelas equag(”)es- (3.38) e (3.39). Essas equagGes estdo prontas para serem utilizadas
em estimativas de magnitude. A equagdo (3.45) fornece o valor da energia de Casimir

para o limite de massa nula.

A expressao (3.34) fornece a seguinte pressdo de Casimir do campo escalar carregado

na presenca de um campo magnético forte:

amB)

> = (Kl 2ampn) + (2amBn)KU(2amBn)) ; (3.46)

nelN

pla, B) =

27r a’?
E interessante comparar essa pressao com a pressio na auséncia do campo magnético, que
tem a seguinte expressdo obtida de (3.29):

il “gﬁg 5 ;_2 (Kg(Qamn) + ;(Qamn)Kl(Qamn)) | (3.47)

nelN

A figura (3.5) mostra a curva da pressao na presenca e na auséncia do campo externo
B. Pelo grafico fica bastante claro que o campo externo forte inibe fortemente o efeito

Casimir do campo escalar carregado. Essa figura deve ser comparada com a figura 3.1.
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Figura 3.5: Pressdo de Casimir para o campo escalar carregado em campo magnético externo constante

e uniforme; a pressio foi normalizada pela pressdo de Casimir eletromagnética.
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3.3 A lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger sob

condicoes de contorno

Nesta secao o efeito de condicées de contorno sobre as propriedades magnéticas do
vacuo quantico do campo escalar carregado serd investigado. As propriedades magnéticas
desse vacuo na auséncia de condigoes de contorno sao dadas pela lagrangeana de Weisskopf-
Schwinger para campo externo puramente magnético, Eﬂ,)S(B). Portanto, o trabalho aqui
consistird em encontrar os termos que se adicionam a CE%,)_Q(B) devido as condicoes de
contorno. Esse é o problema que é chamado de complementar ac da secao anterior. O
problema andlogo para o caso do vdcuo quéantico do campo de Dirac [11] ja foi tratado na
primeira se¢ao deste capitulo e resultou nas contribuigoes que se adicionam a lagrangeana
efetiva de Euler-Heisenberg, Eg}[(B), devido a condigoes de contorno. Nesse caso foi
encontrado que a condi¢ao de contorno gera uma constante de permeabilidade magnética
diferente de 1 para o vacuo fermionico, que nao existe na lagrangeana de Euler-Heisenberg.
Além disso foi verificada uma mudanca de permeabilidade, de paramagnética para dia-
magnética, que supostamente nao deve ocorrer no caso bosoénico, no qual as propriedades
devem ser puramente diamagnéticas. O campo escalar carregado a ser investigado sera
apropriado para verificar essas suposi¢oes. Além disso, no caso do campo escalar pode-se,
como na secao anterior, usar a condi¢ao de contorno de placas confinantes, que é fisica-
mente mais atraente. Tal condigao de contorno pode ser encarada intuitivamente como

gerando uma pressao das placas sobre o vacuo quintico contido entre elas (que é a reagio
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a pressio de Casimir exercida nas placas). Nesse caso, é natural esperar novos efeitos in-
teressantes provenientes das condigdes de contorno, pois é sabido que a pressdo modifica
as relacbes constitutivas dos materiais. Em dtica, por exemplo, ha um exemplo ilustra-
tivo desse tipo de modificagio no efeito fotoeldstico [26], no qual um material apresenta
a chamada birrefringéncia de tensao quando submetido a pressao ou tracao.

E visivel também aqui a utilidade da EDQ escalar para bem compreender problemas
originarios de outras teorias.

Considere, entdao, as flutuacdes do vacuo do campo escalar de massa m e carga e,
confinado entre duas placas paralelas de lado £ e separacdo a (a < £), na presenca de um
campo magnético externo B uniforme e constante, com direcao perpendicular as placas.
O confinamento é descrito pela condicdo de contorno de Dirichlet que faz os campos se
anularem nas placas. Como na secao anterior o eixo OZ é escolhido de modo que B s6
tenha a componente B nesse eixo e e5 seja positivo.

O ponto de partida é novamente a férmula de Schwinger (2.51) para a agdo efetiva:

7 [ 2ds L
W= — — e

250 8

(3.48)

na qual tem-se a hamiltoniana de tempo préprio do campo escalar carregado na presenca

de um campo externo, (3.18):
H = (p—eA)?+m? (3.49)

onde o potencial A é dado por 4, = B:cléﬁ para o campo magnético em consideragao.

O célculo da acgdo efetiva é feito exatamente como na se¢do antericr, mas com a resposta
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final (3.26) agora escrita na forma:
W = [LWs(B) + L%sc(a, B)Tal?, (3.50)

onde o primeiro termo no membro direito dd a esperada lagrangeana efetiva de Weisskopf-
Schwinger:

1 "0 (s

W (B) = T /SO e *™*[1 + (iseB)M (iseB)]. (3.51)

)
O segundo termo no membro direito de (3.50), oriundo do confinamento entre as placas,
serda chamado de lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger-Casimir e é dado por:
L',wsc(a, B) = 1/ mg,fe—ismz [ b elen)/s 4 i\/—T—] [1+iseBM(iseB)]. (3.52)
8m2Jsy &3 s 2a\ —is
As contribuicoes dadas pelas equagoes (3.51) e (3.52) ainda estao nao renormalizadas e sua
renormalizacao é necessaria antes da remocao do corte sy. Tal renormalizacao sera feita da
maneira usual [2], como em secoes anteriores. Uma expansao de 1+M (iseB) em poténcias
de s mostra que o primeiro termo em [,%,)S(B) ¢ uma constante que pode ser subtraida
da lagrangeana; no limite em que sy — 0 esta constante tende a m*['(—2)/1672, onde I’

é a fungdo gama de Euler. O segundo termo é proporcional a lagrangeana de Maxwell

LO(B) = —%BQ, (3.53)

com uma constante de proporcionalidade que tende a ¢*I'(0)/487% no limite em que sg —
0. Esta constante serd escrita como Z; ! — 1 e serd absorvida na lagrangeana de Maxwell

—1/2
/e

por renormalizacao de B. O campo renormalizado serd definido como Br = BZ; a

: —1/2 . - - .
carga renormalizada como ep = eZ; 2, Apoés subtragoes e conversoes para quantidades
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renormalizadas, E%)S na (3.51) fica livre de termos espirios e bem definida no limite em
que s, — 0 enquanto que na lagrangeana de Maxwell (3.53) o campo nu é substituido por
Bpr. A lagrangeana EWSC na equagao (3.52) depende de e e B somente através do produto
eB, que é igual a egBr. A sua renormaliza¢do consiste apenas em substituir e por
erBgr e sua forma funcional em nada é aIferada. Essas sao as renormalizacoes necesséarias
para tornar bem definida a acfo (3.50). Estando claro que todas as quantidades estao
devidamente renormalizadas, o sub-indice R serd de agora em diante omitido. Entao, a

lagrangeana efetiva completa é:

1., 1 ds _jom (iseb')z}
- = ey ism B b Sl
L 2B T /D 3¢ [zseBM(zse )+ ; +
_ 1 f 45 ism [Z gilam)?/s 4 ][ +iseB M(iseB)]. (3154)
872 Jso g 2a —~45 |

A expressao (3.54) pode ser posta em uma forma manifestamente real e convergente por
meio de uma rotacao do eixo s de integragao, de 77/2 no sentido horario. Com essa rotagao
a lagrangeana completa (3.54) assume a forma:

(seB)?
6
/Doo @e_smz [Z e—(an)g/s L, _2\/7‘; []_ —+ (SeB)M(SGBH, (355)

3
@ nelN

1 1 yoods _,»
L{a,B) = —§B2+16W2f0 e [seBM(seB) +
1

82

|+

onde o corte sy foi finalmente removido. H4 trés contribuicoes distintas na lagrangeana
total dada por (3.55). A primeira é a lagrangeana renormalizada de Maxwell L£O(B), dada
pelo termo quadritico —B?/2. A segunda é a lagrangeana renormalizada de Weisskopt-

Schwinger:

(seB)?

£0.(B) = —— / A8 sm? (30 B) M (seB) + . (3.56)

1672 53

6
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Para B pequeno comparado ao campo critico B, = m?/e esta lagrangeana pode ser

expandida em poténcias de B/B,, para fornecer:

x, —m? o s | B \ 2
) _ m (ﬁ) [ .
ws(B) ,gz 1672 k(2k — 1)(2k — 2) \ B, By , (3.57)

onde By, é 0 2k-ésimo nimero de Bernoulli. Esta expressao mostra que a contribuicao
de mais baixa ordem da lagrangeana de Weisskop{-Schwinger a lagrangeana de Maxwell
é um termo em B*. Finalmente, a terceira contribui¢ao a lagrangeana completa (3.55) é
dada pela versio renormalizada da lagrangeana E%}SC definida em (3.52), que pode ser

escrita como:

L4so(a, B) = (om)” > —K (2amn) + = L [1 B ]Bz + 0! (a,B), (3158)
wscla prpm Sn 2 > e (e 5
onde
= (2amn) + 355 (3.59)
N 15
p(am) 122 5% 48mam
e
d 2 2 2
C%)S'C(a,B) = Z foo 5 g—sm?—(an) /s[seBM(seB) + (seB) 1+
87]'2 nelN 6
VT [ ds seB
16n%a Jo 572 [SeBM(S@B) + % (3.60)

O primeiro termo no membro direito de (3.58) é menos a densidade de energia de Casimir

para o campo bosonico massivo [9, 12]. Ele representa uma quantidade observavel mas nao
i . . 7 s 1)+

contribui para a lagrangeana efetiva porque ¢ independente de B. O termo L:E,V)SC(CL, B)

em (3.58), que é dado por (3.60), é a correcao nao linear & magnetiza¢ao proveniente
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do confinamento & lagrangeana de Weisskopf-Schwinger LwS(B). Para B pequeno com-
parado ao campo critico B, = m?/e também essa lagrangeana pode ser expandida em

poténcias de B/B,, (férmula 3.471,9 em [62]):

(1)1 & —t (27 —1) 2k—2
Liwse(a,B) = Y. on? (2R Bog | > (amn)** " *Ku_s(2amn) +

e %P(% — 3/2)] (lfcr);. (3:61)

Essa expressao fornece uma corregao termo a termo a expansao da lagrangeana efetiva de
Weisskopf-Schwinger, (3.57) em poténcias de B2

O segundo termo na (3.58), que é quadratico no campo B, fornece uma contribuigao a
lagrangeana efetiva que estd totalmente ausente na lagrangeana de Weisskopf-Schwinger
L%}S. Essa contribui¢do ocasiona uma mudanca na constante de permeabilidade do vacuo
devido ao confinamento, que é dada por (3.59). Para ressaltar sua importancia considere-
se um regime de camyj o fraco onde somente os termos quadraticos em B nao sao despre-
ziveis. Nesta situacio, nem a lagrangeana de Weisskopf-Schwinger (3.56), nem as suas
corregoes (3.60), fornecem contribuicées & lagrangeana efetiva do campo B, visto que a

ordem mais baixa destas contribuicoes ¢ B*. A tnica contribui¢cdo que permanece ¢é a

quadrdtica que vem da (3.58), e leva & seguinte lagrangeana efetiva completa (3.53):

1 B2 .
L= 5 ar} (3.62)

A permeabilidade p(am) do vécuo confinado do campo escalar carregado (3.59) reduz-se
a 1 quando o confinamento desaparece (a — 00). Das propriedades das fungoes de Bessel

[62], é fcil ver que a série em (3.59) decai rapidamente do infinito ao zero quando am
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cresce de zero a infinito; seu efeito entdo é uma reducdo na permeabilidade magnética
do vécuo. O termo e?/48wam em (3.59) fornece uma contribuicdo a permeabilidade
que também decai do infinito ao zero quando am cresce de zero a infinito. Deste modo
hd na expressio para p(am) em (3.59) propriedades de uma permeabilidade magnética
diamagnética. Na figura 3.6 hd um gréfico de u(am), que é instrutivo comparar com
a figura 3.2. A caracteristica diamagnética de p(am) para valores arbitrarios de am
esclarece a questdo da transi¢io entre paramagnetismo e diamagnetismo que ocorre no

caso fermidnico [11], discutida no final da primeira secdo e inicio desta.
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Figura 3.6: Permeabilidade magnética do vacuo do campo escalar carregado massivo confinado entre

placas paralelas e submetido a um campo magnético externo uniforme e constante.



Capitulo 4

Vacuo confinado da EDQ escalar em
campo magnético externo em

temperatura finita

A importancia de se desenvolver uma teoria quantica de campos em temperatura
finita (TQCTF) deve-se nao apenas ao fato de que a consideracao de efeitos térmicos
dd uma dimensdo mais realistica aos sistemas fisicos em questao, como também porque
resultados experimentais tém sido obtidos com precisoes cada vez maiores. E interessante
lembrar que, em ultima anélise, os experimentos reais nunca sao feitos no zero absoluto,
sendo necessario, portanto, levar em conta as contribuicoes térmicas. No entanto, o
estudo de TQCTF transcende, e muito, as paredes de um laboratério de fisica: é possivel

afirmar sem divida alguma que uma das maiores motivacoes para este estudo vem dos

73
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problemas de cosmologia. Qualquer modelo cosmolégico razodvel prevé que no estdgio
inicial do Universo havia uma grande densidade de matéria e radiacdo em altas temperatu-
ras. Nao ha motivo algum pelo qual se deva esperar que as simetrias de tal sistema sejam
exatamente as mesmas observadas no Universo no estagio atual, apds ter-se resfriado por
um perfodo tdo longo. Transicoes de fase certamente ocorreram e é a existéncia delas que
constitui-se em grande motivaciao para o estudo de TQCTF. Uma vez que a escala de
massa introduzida pelas teorias de grande unificagao é inacessivel, as diferentes previsoes
cosmolégicas, que presumivelmente envolvem efeitos térmicos, estabelecidas por diferen-
tes teorias, podem ser decisivas na escolha da teoria que melhor descreve a Natureza.
Obviamente, ha outras areas da fisica onde efeitos térmicos sao importantes, como por
exemplo, em colisoes de fons pesados ou astrofisica e todas essas consideragdes sobre a
importancia de efeitos térmicos em teoria quantica de campos visam dar o contexto onde
se inserem os cdlculos que apresentaremos a seguir. Este capitulo ficard restrito, porém,
somente & obtencdo das contribuigdes térmicas aos dois resultades obtidos no capitulo
anterior, a saber: no efeito Casimir do campo escalar carregado em campo magnético
externo e na lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger-Casimir para campo puramente
magnético.

Na secdo 1 deste capitulo, o efeito conjunto da temperatura e do campo magnético
externo sobre o efeito Casimir serd apresentado. Note que efeito Casimir em temperatura
finita é um tépico j4 abordado em diversos trabalhos [12]. O cdlculo das lagrangeanas
efetivas de Euler-Heisenberg e de Weisskopf-Schwinger em temperatura finita, mas sem

que qualquer condigio de contorno, j4 foi realizado por Dittrich [66]. O trabalho que serd
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apresentado na segao 2 generaliza o resultado obtido por Dittrich para a lagrangeana de
Weisskopf-Schwinger pela incorporagao ao problema de condigoes de contorno de Dirichlet.
Como uma aplicacao deste resultado serdo obtidas as contribuicoes devido a efeitos de
temperatura finita na expressao da permeabilidade magnética do vacuo bosénico obtido
no capitulo anterior.

H4 diversos formalismos para tratar TQCTYF, a saber: o formalismo de tempo ima-
gindrio, o formalismo de Keldish-Schwinger e o formalismo de dinamica de termocampos
(do inglés: thermofield-dynamics) e a escolha de qual formalismo deve ser utilizado de-
pende fortemente do problema a ser tratado. No formalismo de tempo imagindrio, ou
formalismo de Matsubara [67, 68], podem ser feitos cdlculos perturbativos muito seme-
lhantes aos feitos em temperatura zero. Nesse formalismo, que ¢ bastante conveniente
para analisar as propriedades de sistemas em equilibrio térmico a fung¢ao de partigaoé
obtida a partir da amplitude de persisténcia no vicuo (0;|0¢;). Nessa amplitude ¢ feita
inicialmente uma rotacao de Wick, que consiste em girar no plano complexo o eixo tem-
poral no sentido horario de 7/2. A parte imagindria resultante ¢ entdo compactificada em
um circulo de perimetro 3, sendo 3, por defini¢do, o inverso da temperatura. A amplitude
desse modo modificada é a funcio de particdo Z. Usando entdo a relacdo (2.6) entre acao

efetiva e amplitude de persisténcia no vacuo, obtem-se no caso de temperatura finita:
W = log Z(3). (4.1)

Usando nessa equacdo a representacio de tempo préprio (2.51) para a agao efetiva a um
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lago chega-se a férmula que serd utilizada para obter os resultados dessa tese:

1 food :
log Z(p3) = 5[ S (4.2)

s S

4.1 O Efeito Casimir do campo escalar carregado em

campo externo e temperatura finita

Para calcular o efeito Casimir em temperatura finita o membro direito da equacao
(4.2) é desenvolvido utilizando o método de Schwinger, ja explicado e usado diversas
vezes nesta tese. Bm consequéncia do formalismo do tempo imagindrio tem-se agora que
os autovalores de p° na hamiltoniana de tempo préprio (3.18) sdo discretizados e dados

pelas freqiiéncias de Matsubara: 2i7n/ (n € Z). Assim, o traco em (4.2) fica:

2
Tre—'ié‘sze—ist Z BBE ef’iSEB(QTI-'-FI) Z e—i.s(ﬂ'n}_/a,)2 Z H—is(?ﬂ"ﬂz/ﬁ)z’ (43)

n' €N 2 n1€N na€l
onde o fator 2 é devido & multiplicidade de carga, a primeira soma é sobre os niveis
de Landau com o fator de degenerescéncia correspondente, a segunda soma ¢ sobre os
autovalores gerados pela condi¢do de confinamento entre as placas e a terceira soma é
sobre as freqiiéncias o+ Matsubara. A soma sobre os niveis de Landau é direta e dada
pela equagao (3.22) e as outras duas somas podem ser reescritas utilizando-se a férmula

de Poisson (2.55). Com isso o trago fica sendo dado por:

1 : 2 1 1
1+ :seBM/(iseB {; eilan)/s _ = = |y
[ (iseB)]| -— n%\r T— "%

al? ‘?rfz}sm2

TTefisH . *16
47?2 g2
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x 1/i_[1+2 3 e“ﬁm)z/“], (4.4)
S naelN

onde a fungdo M ja foi definida em (3.24). Usando essa expressao do traco na equagao

(4.2) e fazendo a habitual rotagdo do eixo de integracao de s para —is, obtem-se:

EQ
log Z(a, B,3) = (11671“62 W [1+3&BM(5€B)] —em? |

2 - .
+ pe / ds [1+4 seBM(seB)le™*™ +

16(m)3/2 sy 572
£2 o0

5 = B f —3[1 + seBM(seB)|e~*™ ~(en)*/s 4
872 noely %0 g3

2
4 al® 3 Z / d5[1+seBM(seB)] —sm?—(n25/2)? /s 4

82 na€lN 750 53
e o Z f [1 + seBM(seB)le —em®=(naffDP (s
871'3/2 ekt 55/2
2
+ e 2 f [1+ seBM(seB)le™ ~llen) +(naf/2)/s
42 3
1,n2€N
(4.5)
Substituindo esse resultado na expressao para a energia livre
F(a,B,8) = —f"log Z(a, B, ) , (4.6)

que aqui serda chamada de energia livre de Casimir, chega-se a:

1 d
Pla, B, 8) = —aé’z{mﬁz fs si =1 + seBM(seB)]+

1 ds 2
g Bnz/2)*/s
— ] e >/[1+seBM(seB)1}

ngEN

el L [T 9 o1y seBM(seB))+
AT /So F72° se se

dS - 2
- 2y e 3/2/0 e n—(fne/2) /S[1+.9LBM(SBB)]}+

ne €IN
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,82 % (s 2 2
— Z {B—/ —se_sm —(am1) /S[l + seBM(seB)|+

n1 €N 82 s?
_(J? o) dl 5 ’
. Z ;rz/ _q;e_sm —[(an1)3+(ﬁﬂ2/2)2]/5[1 + SBBM(SBB)]} . (4.7)
na=1 S

O termo proporcional ao volume af? vem de uma densidade de energia uniforme por
todo o espaco. Esta densidade nao depende da posicao das placas e nao contribui para
a energia livre de Casimir. O termo proporcional & area ¢? de cada placa isoladamente
é independente da posi¢ao das mesmas e também nao contribui para a energia livre de
Casimir. Esses dois termos sao infinitos quando o corte sy € eliminado e necessitam da
renormalizac¢do padrdo na energia [54], na carga e e campo magnético B [2], exatamente
como ja foi feito no capitulo anterior. Os outros termos na energia livre (4.7) sao finitos
e nao tém sua forma funcional afetada por essas renormalizagoes. Tomando s, = 0,
a seguinte expressao ¢ obtida para a energia livre de Casimir com todas as grandezas

devidamente renormalizadas:

F(a,B,8) = 87r2 2 {/ ce @ /(1 4 seBM(seB)]-
ni€N o
_'y Zl_\/ o—sm?=[(an1)?+(Bnz/2a)’ ]/5[1+5€BM(S€B)]}- (4.8)
na€N 50

Na equagao (4.8), os termos que nao dependem do campo magnético podem ser reescritos

em termos de fungoes de Bessel (férmula 3.471,9 em [62]) e a (4.8) torna-se:

2
Fend) - Ll s Lrcamm +
ey Ko (YRamn)?+ ()
wlat  mex  (2amm)? + (Bmn,)?
B iz o {/O" d_:e—smi’—(a.m)yssegj\/[(seB)+
81 em Uso 8
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+ 2> foo —36‘5’"2[("'”1}2”5”2/2)2]/"383./\4(seB)}. (4.9)

E ttil lembrar agora que a funcdo —EM(€) é estritamente positiva para £ real positivo
e cresce monotonamente de 0 a 1 quando £ vai de 0 a oo, como wmostra a figura 3.4, e
que as fungoes de Bessel sdo também estritamente positivas nesse intervalo. Com isso
vé-se que o campo magnético externo que aparece na equacgao (4.8) através da func¢ao M
tem o efeito de diminuir a energia livre de Casimir, como fazia no caso de temperatura
zero. Esta diminuigdo do efeito é mais pronunciada no regime de campo forte, que val ser

considerado agora. As integrais na equacao (4.8) sdo dominadas pcla fung¢ao exponencial

em forma de sino, cujo maximo é em \/n? + (Bny/2a)?/am (obviamente, com = 0 no
caso da primeira integral). Assim, o regime de campo magnético forte é definido por
eBa? >> am ou, se preferirmos, por B >> (¢o/a*)(a/X), onde ¢y é o fluxo fundamental
1/q e X é o comprimento de onda Compton 1/m. Nesse regime de campo forte, 1+EM(E)
pode ser substituida por 2£e~¢ e a equacao (4.9) pode ser aproximada por (férmula 3.471,9

em [62]):

F(a, B, j3) eB I
= " = _27r2amB RGZN —n—lKl (2niamp) +

2eBmp Z K; (mB \ﬂ2fm1)2 + (ﬁng)g)

2

m ni,naEN ’\/(20,?1]_)2 + (ﬁn"')z

onde estd sendo usado a grandeza mp definida em (3.31). Usando essa expressao na

H (4'10)

férmula para a pressio, p(a, B, 8) = £ "?0F (a, B, #)/0a, tem-se que (férmula 8.472,3 em

[62]):

i K (2
p(a,B, ﬁ) - _GB@ Z Ko(?ﬂ?ﬂgﬂ,l)+_l_(w,’n—3nl)

2ampn,
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11 €N naelN

B Kl(mB\/(Qanl)z + (3n2)?)
“f 268 Z Z |: mB\/(Qanl)Z + (an)Z -+
ZKu(mB\/(Qanl)z + (Bny)?)
+  4(am) (2an1)? + (Bny)?

, K (mpy/(2am1)? + (Bn2)?)
2(2(1711) mB[(Qanl)Q-F(ﬁnZ)Q]S/Z ]

Nessa expressao o primeiro somatério d4d a contribuicdo do campo magnético forte a

pressdo e o somatério duplo di o efeito combinado do campo magnético forte e da tem-

peratura finita.
No limite em que 3 — oo, ou seja, T =0, a (4.11) reduz-se a

it B, B ol = BT 3

2 2q2

que coincide com a pressdo obtida em (3.46).

4.2 A lagrangeana efetiva da EDQ escalar em campo

externo e temperatura finita

Como j4 foi visto no capitulo anterior, o confinamento provoca uma alteragao impor-

tante na lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger e, em particular, na permeabilidade

do vicuo do campo escalar carregado. Nesta secdo serdao calculadas as alteragoes na

lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger devido as contribuigdes conjuntas do confi-
namento ¢ da temperatura finita. Para isso a acfo efetiva em temperatura finita serd

calculada, dada em termos da funcdo de particido por (4.1). Como a fungio de particao

(4.11)

{Kl (2ampni) + (2amBn1)Kg(2amBn1)} , (4.12)
n1 €N Ty
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ja foi calculada na secao anterior, basta substitutir a sua expressio obtida em (4.5) na

equacgao (4.1) e reagrupar os termos para conveniéncia da presente analise. Assim:

w)
_Za€2ﬁ a

EWS(B) =t Ewgc(a, B) + JC(B, )6) + JCWSC(CL, B, ,6) s (413)

onde as contribui¢des em forma ainda nido renormalizadas sao dadas por:

_ 1 s ism? )
Lws(B) = T [50 3¢ [1+ (iseB)M(iseB)], (4.14)
1 ©ds —ism? i(an)?/s S n
JCV[/SC'(CL,B) = —8?/50 Ee [%6( )/—F% —_LS‘}X
T
x [l 4 iseBM/(iseB)]. (4.15)
d 2
Lws(B,B) =55 & / S gmism?+ilBna/2)/3[1 4 (1seB)M (iseB)] (4.16)
na€N
e
S dS 2
E‘WSC(G':B: /8) - / Azsm +i(Ana2/2)2 /s . N Z i{ani)?/s
47r2 ngm 20, \I =15 N
x [l +iseBM(iseB)] . (4.17)

Antes de remover o corte s, nessas expressoes ¢ necessario renormaliza-las. O método de
renormalizacdo é exatamente o mesmo usado em segoes anteriores e bastard aqui descreve-
lo brevemente. A primeira contribuigdo no membro direito de (4.13}, dada em (4.14), tem
duas divergéncias que sdo eliminadas por uma simples subtragao e pela renormalizacao
da carga e do campo magnético. As demais contribuicoes ficam expressas em termos
dessas grandezas renormalizadas e sdo todas finitas. Na funcao [1 + iseBM(iseB)] que

aparece nos integrandos de (4.15), (4.16) e (4.17) o termo 1 da contribui¢des finitas mas
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independentes do campo magnético. Essas expressoes sao na verdade diversas energias
de Casimir que ja foram analisadas na secao anterior. Sendo independentes do campo
magnético sdo termos irrelevantes na acao efetiva, que serao também subtraidos do mem-
bro direito de (4.13). Apés todas essas renormalizagoes e subtracoes é possivel tomar o
limite s, — 0 em todos os termos de (4.13) e, como de costume fazer a rotagao do eixo de
s para —is para que um resultado manifestamente real seja obtido. Esse resultado serd
adicionado & lagrangeana de Maxwell para que a seguinte lagrangeana efetiva completa e

renormalizada seja obtida:

1]
L= =3B + Lys(B) + Livscla, B) + Ls(B, ) + Livsc(a, B, B) (4.18)
onde
(1) _ 1 E —~sm? 1 2\ 2
£36(B) = == f e~ [seBM(seB) + 5 (seB)’] (4.19)

¢ a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger,

o0 2 T
hea B = ¥ [ S[ﬂm )/ 4 \é? seBM(seB) (4.20)

wsc
ni €N

¢ a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger-Casimir obtida na se¢ao 3.3,

LY (B, B) 8 =5 2 /oo 45 o—sm—(pna/2)? /*se BM(seB) (4.21)
m

na€EIN

é a lagrangeana efetiva que inclui as correcoes térmicas na lagrangeana efetiva de Weisskopf-

Schwinger [66] e

ﬁ

—(flm) /s seBM(SeB)

3
8 ny=1

dS —sm —(Bn2
EHIS'C(Q:B)/B) = _m' Z /S (5 /2) / { 20.'.

(4.22)
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é a contribuicdo de inr resse no momento, que inclui as corre¢oes térmicas na lagrangeana
efetiva de Weisskopf-Schwinger-Casimir. Pode-se dizer que (4.20) descreve as contribuigoes
que a condicdo de contorno traz a Ly(B), (4.21) descreve as contribuicdes que a tempe-
ratura finita traz a LW S(B) e (4.22) descreve as contribuigoes que condigao de contorno e
temperatura finita trazem conjuntamente a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger.

As contribui¢des da condicao de contorno descritas por Ewsc(“- B) em (4.20) podem
ser dividas na contribuicdo quadrética em B, que leva a constante de permeabilidade
(3.59), e na contribuicao de ordem superior (3.60); essa tltima tem a expansado (3.61) no
regime de campo fraco. De modo andlogo pode-se dividir £Y)(B, 8) dada em (4.21) em

um termo quadréatico em B e em uma contribuicdo de ordem superior:

2

£(B,B) = 192 S Ko(fmng) B + LYs(B, B) (4.23)
na €N
onde
£0uB,B) == 3 f o 0na/2°1s [se B M(seB) + 1(seB)2] (a2
Trz naEN 6

Essa contribuicao tem a seguinte expansao no regime de campo fraco:

P

)8) no €N k=2

2216 1. . I)ng
(2%)!

(Bmng)?* Koo (Bming) ( ; )%. (4.95)

cr

l)r(B }8

Finalmente o mesmo serd feito com a expresssao (4.22) de E%,Vsc(a B, ):

2
— € —fBmn: 2
Ewsc(aa B,g) = - Ll,nzzew KU(\/(Qamnl)z + (Bmng)?) + FT— 'n,;ﬂ\f e 2| B+
+ £5%c(a, B, B) (4.26)

onde:

1 —sm2—(8n 2/s VTT —(an s
ﬁ%))éc(a,B:ﬁ) e BN Z[ sm®—(fnz/2)%/ — + Z ( 1)/]

2
47]- na €N ni €N
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X [SBBM(SBB) + %(seB)Q] ; (4.27)

que tem a seguinte expansiao no regime de campo fraco (férmula 3.471,9 em [62]):

le oo 1 k—1 22k—1 =1 .
C%}S’C(a,B.ﬁ) = ™ % kX_:z ( )sz(_zﬂ.‘zk )4(2}‘3)(63)& X
2an,)? + (Bng)?1%1
X [( lggm)gﬁ 2) ] ng_g(\/(Qamnl)2 + (Bmna)?) +
1 00 (—1)k-1(22-1 1) . o { B2 2k—3/2
¥ Am3/2q nEzE:N g;; Pk R <[2k]iely (%) ><
X Krgk,;;/g(ﬁmng) s (4.28)

onde aparece a funcdo zeta de Riemann ((2k). Coletando em (3.28), (4.23) e (4.26) os
coeficientes de B? as contribui¢oes & permeabilidade magnética do vacuo do campo escalar

carregado sdo obtidas e dadas por:

1 e?
— =1 Kn(2a K /
p(am, Bm) T 1o L% o(2amm) *ng o Bmny) +
& Z KD(\/(Qﬂmﬂl)z 4 (ﬁan)Z)] e
ny,m2EN
e? 5
: L 49
* 487Tam[ +n2§>}8 ] (4.29)

Essa expressio para a permeabilidade deve-se a influéncia conjunta do confinamento e da
temperatura. Levando-se em conta as propriedades da fungdes de Bessel [62] em (4.29) é
possivel descrever as caracteristicas mais gerais dessa permeabilidad~. No limite de tempe-
ratura zero (3 — oo) ela reduz-se a permeabilidade (3.59) encontrada no capitulo anterior.
Na auséncia de confinamento (@ — oco) (4.29) dé a contribuicao térmica & permeabilidade
magnética. Tomando-se os dois limites anteriores simultaneamente a permeabilidade vai

a 1, que é seu valor no vicuo trivial. Note que no limite de altas temperaturas (3 — 0) a
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constante de permeabilidade vai a zero, que é o mesmo limite que atinge quando a distancia
entre as placas vai a zero. Note também que o tltimo termo em (4.29), inversamente
proporcional a a, pode ser escrito como e* /48w am[l — exp(—Fm)).

No caso de um campo magnético muito fraco, em que as contribuicoes de ordem mais
alta (3.60), (4.24) e (4.27) sao totalmente despreziveis, a lagrangeana efetiva total (4.18)

reduz-se a

1 B

que generaliza (3.62) para temperatura arbitraria.



Capitulo 5

Consideracoes finais

Nessa tese foi estudado o efeito conjunto de confinamento entre placas paralelas e
campo externo magnético, constante e uniforme, sobre o vidcuo de um campo escalar car-
regado, i.e., os efeitos correspondentes a diagramas com um tunico lago, que esses agentes
exercem sobre o vacuo da EDQ escalar. Esse efeito conjunto foi estudado sob dois pontos
de vista complementares. Em um deles foi considerado o efeito do campo magnético sobre
a energia de Casimir decorrente do vacuo estar confinado entre as placas. No outro foi
considerado o efeito do confinamento sobre a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger
para o campo magnético externo, que descreve as propriedades magnéticas do vacuo es-
calar carregado.

Pouco se conhece sobre o efeito Casimir em campo externo. No entanto, esse tipo de
estudo é relevante, pois particulas massivas cujo efeito Casimir é desprezivel podem, se

carregadas, ter esse efeito reforcado por um campo externo. Esse reforco foi verificado no

86



Capitulo 5. Considera¢des finais 87

caso do efeito Casimir fermidénico e mostrou-se necessario verificar sua ocorréncia ou nao
no caso bosonico. Esse estudo sobre a influéncia do campo externo no efeito Casimir do
campo escalar carregado levou ao resultado de que o campo magnético externo diminui
esse efeito Casimir bosonico. A medida que o campo magnético val aumentando de valor,
a energia de Casimir vai diminuindo a um modo determinado pela fungao M, definida
em (3.24) e com grifico dado na figura 3.3. Para campo magnético B intenso, a energia
de Casimir cai com a exponencial de v/eB, como indica a equacio (3.35), e no limite de
campo infinito a energia de Casimir é totalmente suprimida pelo campo externo. Esse
é, sem duvida, um fato intrigante, para o qual nao foi possivel encontrar uma explicacao
intuitiva. Compare-se essa influéncia do campo magnético sobre a energia de Casimir
escalar com a influéncia do mesmo campo sobre o efeito Casimir do campo de Dirac.
No caso do campo de Dirac, a energia de Casimir ¢ refor¢ada pelo campo magnético e
cresce linearmente com esse campo magnético quando ele é intenso como mostra a equagiao
(3.7). Embora seja natural esperar comportamentos distintos de bésons e férmions diante
de uma mesma situacgao, é notavel obter essa oposicao tao marcante, na qual uma energia,
a do férmion, é levada ao infinito e a outra, a do bdson, é levada a zero, pelo mesmo limite
B— 0. E possivel conjecturar que esse resultado seja de relevancia em teorias, como as
supersimétricas, nas quais férmions e bésons aparecem sempre em pares. Em uma situagao
na qual haja condi¢oes de contorno, que descrevam confinamento ou compactificagao de
dimensoes, por exemplo, as energias de Casimir dos parceiros presentes podem estar
ajustadas por algum tipo de sintonia fina entre massas e dimensoes de compactificagao.

Nesse caso, os resultados aqui apresentados, podem determinar as transformagoes a partir
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desse ajuste causadas por um campo externo. Esse é um tipo de problema interessante
para ser investigado como continuagao do presente trabalho. Um resultado interessante
obtido é que, em diversas expressoes para a energia de Casimir, o campo magnético age
como provedor de uma massa efetiva mp =vm? + eB para o campo escalar carregado.

Os resultados da EDQ escalar nao podem ser verificados experimentalmente de modo
direto porque nao se conhecem particulas fundamentais que sejam escalares carregados.
Sao resultados titeis para aplicagdes em teorias mais realistas (e complicadas), como e-
xemplificado no paragrafo anterior. Desse modo, nem o efeito Casimir usual, nem o efeito
Casimir em campo magnético externo, estudado aqui, tém verificagao experimental direta.
Entretanto, ha situagoes em que objetos compostos escalares, como pions em regime de
baixa energia, ou diquarks [69] em regime de alta energia, podem ser tratados como
fundamentais dentro de certas aproximagoes. Os resultados apresentados aqui podem,
em principio, ser uteis no estudo desses objetos.

O estudo sobre a influéncia do confinamento na lagrangeana de Weisskopf-Schwinger
£4)o(B) levou em primeiro lugar as esperadas correcdes L£3do(a, B) A lagrangeana de
Weisskopf-Schwinger. Tais corregoes devem-se ao confinamento entre as placas e des-
crevem, como a propria lagrangeana de Weisskopf-Schwinger, fendmenos nao lineares.
BExpandindo-as em poténcias do campo magnético s6 sao obtidos termos de ordem qudrtica
para cima. No entanto esse estudo, como o anterior no caso fermionico, levou a uma nova
contribuicao , que determina uma nova constante de permeabilidade magnética p(am).
Tal constante de permeabilidade depende do confinamento, por meio da separagao a, e

possui todas as propriedades essenciais que poderiam ser esperadas intuitivamente da
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fisica da situacio. Em primeiro lugar é uma constante de permeabilidade diamagnética
para qualquer valor de a, como era de se esperar de um véacuo bosonico. Esse resultado
responde & questiio motivada pelo anterior estudo no caso fermidnico e é formulada no final
da secdo 3.1. Em segundo lugar, no limite em que o confinamento desaparece (a — 00),
tem-se que p(am) tende a 1; esse resultado deve, naturalmente, nao somente ser es-
perado como exigido. Finalmente, tem-se que a funcdo que governa o diamagnetismo
M do caso bosénico tem valores pequenos diante da fungao de Langevin que governa o
paramagnetismo do caso fermidnico. E notdvel que os vicuos da EDQ escalar e espinorial
reproduzam com tal detalhe as propriedades usuais do magnetismo dos meios materiais.
Serdo exploradas em mais detalhes as permeabilidades desses vacuos em um formalismo
de temperatura finita. Embora o campo externo tenha sido deliberadamente considerado
como puramente magnético, para evitar a ocorréncia de criacdo de pares, os cdlculos deste
trabalho, apontam o caminho para considerar o caso de um campo externo elétrico. Nesse
caso seriam obtidas as correcoes devido ao confinamento para o resultado de Schwinger que
d4 a taxa de criacdo de pares em campo elétrico externo. Esse é um resultado inexistente
na literatura e uma maior dedicagao a cle serd uma das continuagoes do presente trabalho.

Também foi incorporada temperatura finita aos resultados descritos acima. Foi obtida
a energia de Casimir do campo escalar carregado em campo magnético externo e tem-
peratura finita e a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger com confinamento e tem-
peratura finita. Esse tltimo resultado generaliza, com a inclusdo das placas confinantes,
o resultado de Dittrich [66], que por sua vez foi a primeira generalizacao da lagrangeana

efetiva de Weisskopf-Schwinger, pela inclusao de temperatura finita. Tais resultados pro-
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porcionam os dados necessarios para que qualquer fenomeno térmico ligado a energia de

Casimir e a lagranpgeana efetiva seja estudado. Um outro objetivo futuro é estudar em
g

particular as propriedades termodindmicas da permeabilidade diamagnética do vacuo da

EDQ escalar.



Apéndice: Convencoes

Foram utilizadas as abreviagdes ED(Q) para eletrodindmica quantica e (no capitulo 4)
TQCTF para teoria quantica de campos em temperatura finita.

Como é usual em teoria quantica de campos as fung¢Ges numéricas sdo complexas,
ficando esse fato subentendido. Para os outros conjuntos numeéricos foi utilizada a sim-
bologia padrdao: N = {1,2,...} designa o conjunto dos naturais, Z = {0,+1,+2,...} o
conjunto dos inteiros e R o conjunto dos reais. [a,b] é um intervalo real fechado de a a b.
IR2 é o plano real e R® é o espago tridimensional. O circulo é designado por S?.

Foram utilizadas as unidades naturais, nas quais A = 1, ¢ = 1 e kg = 1, exceto em
algumas equagoes copiadas diretamente de referéncias originais antigas ou para indicar

alguns valores numeéricos especificos; por exemplo, para o campo elétrico critico foi escrito:

C
E,=—= =1,7 x 10'® Volt
. - olt/em

As equagdes do campo eletromagnético estdo nas unidades de Heaviside-Lorentz (com
¢=1}.

Vetores no espago tridimensional sao denotados por letras em negrito; por exemplo: o
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vetor de posicdo x e o campo magnético B. As componentes sdo numeradas da maneira
usual: B = (By, By, B3). No caso do vetor de posi¢io foi utilizado indiscriminadamente
x = (z1,29,73) ou X = (z,y,2). Os quadrivetores e quadritensores sdo denotados por
letras itdlicas; o contexto nao permitira confusao entre o quadrivetor z e a primeira com-
ponente de x. Por exemplo o quadrivetor espago-temporal x, o quadripotencial eletro-
magnético A e o campo eletromagnético F'. As componentes sao numeradas por meio de
indices em letras gregas que correm de 0 a 3: A* e Fj,, (p,v =0,1,2,3). A métrica usada

é dada por g = diag(—1,1,1,1), i.e.:
—xU:xO:t, T =T 5 B =B 5 Ty — &

Foi seguida a notacao de Dirac e Schwinger de usar um apdstrofo na letra que representa
operador para indicar seu autovalor. Assim, H' é autovalor de H, p, é autovalor do opera-
dor p, = —id/0z e assim por diante. Também foram utilizadas outras letras para indicar
autovalores, por exemplo: w é autovalor de p°. [A, B] e {A, B} designam respectivamente
o comutador e o anticomutador de dois operadores A e B.

Muitas quantidades representadas por uma mesma letra foram diferenciadas pelas
grandezas das quais dependem. Por exemplo, a energia de Casimir na auséncia de campo
externo foi representada por £(a) e a energia de Casimir em campo externo B por £(a, B);
Lws(a, B) é a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger em temperatura zero e
Lws(a, B, 3) é a lagrangeana efetiva de Weisskopf-Schwinger em temperatura 1/8.

Foram utilizados praticamente os mesmos simbolos para designar grandezas associadas

aos dois campos carregados da EDQ escalar e espinorial, respectivamente o escalar e o
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de Dirac. Para esses dois campos foram utilizados m para representar a massa, e para
representar a carga, H para representar a hamiltoniana de tempo préprio. Em todas as
formulas em que esses simbolos sdo usados o contexto é sempre claro para ndo permitir
qualquer confusdo. H4 uma tnica equagdo em que aparecem simultaneamente o campo
escalar e o de Dirac: a equagio (2.52); nela os sinais -+ distinguem as grandezas associadas

ao campo de Dirac e ao campo escalar, respectivamente.
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