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Resumo

Discutimos propriedades do vacuo quantico que de algum modo estéo rela-
cionadas ao efeito Casimir. Na introducao fizemos uma rapida revisdo da
histéria do conceito de vécuo, destacando somente 0s pontos que julgamos
importantes, com o tnico objetivo de apreciar a evolugdo deste conceito e
imaginar que futuro podemos esperar para esta idéia. O primeiro capitulo é
dedicado ao estudo das forcas de van der Waals dispersivas. Calculamos a
forca entre duas moléculas, no regime nao-retardado, com polarizabilidades
elétrica e magnética. Esta forca so era conhecida no regime retardado. O se-
gundo capitulo é dedicado ao estudo do efeito Casimir a temperatura nao-nula.

Calculamos a forca de Casimir para placas de Boyer ¢ a energia de Casimir

para uma caixa retangular e mostramos como é possivel definir uma simetria

de temperatura nestes sistemas. Comecamos o terceiro capitulo discutindo
acoes efetivas e determinamos a lagrangiana de Euler-Heisenberg usando o
método da funcéo zeta generalizada. Em seguida analisamos o efeito Scharn-
horst para as placas de Boyer e mostramos que a velocidade da luz na direcao
perpendicular as placas é menor do que c. Por 1iltimo, consideramos o efeito
Scharnhorst no contexto da eletrodindmica escalar.
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Abstract

In this work we discuss properties of the quantum vacuum that are somehow relat-
ed to the Casimir effect. In the Introduction we present a brief overview of the vacuum
concept, stressing only those points that we deem important having in mind the evolution
of the concept only and imagining its future. The first chapter is devoted to the study
of the van der Waals dispersion forces. We evaluate the force between two molecules one
of them electrically polarizable and the other one magnetically polarizable in the non-
retarded regime. The explicit form of this force was known only in the retarded regime.
The second chapter is devoted to the analysis of the Casimir effect at finite tempera-
ture. We evaluate the Casimir free energy and Casimir pressure at finite temperature
for two infinite parallel plates, one of them perfectly conducting and the other perfectly
permeable. This arrangement is also known as Boyer’s plates and is the simplest example
where we can find a repulsive Casimir force. We show also how it is possible to consider
temperature inversion symmetry in this case. We show also how it is possible to consider
temperature inversion symmetry in this case. We also evaluate the free energy associated
with perfectly conducting rectangular box and show that we can extend the concept of
temperature inversion symmetry for this case. The third and last chapter we focus our
attention on effective actions and derive the Euler-Heisenberg lagrangian density through
genaralized zeta function methods. Next we discuss the Scharnhorst effect for Boyer’s

and the Scharnhorst effect for scalar quantum electrodynamics. In the latter case

plates
plates. In the Conclusion

we consider light propagation between conducting and Boyer’s
we sketch some of the directions that the present work may lead us into.
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Introducao

O conceito de vécuo apresenta desde sua origem, na antiguidade, acepcoes diferentes, ora
mais abrangentes ora menos, e algumas até mesmo conflitantes. Nao havia nos primordios
do pensamento filoséfico grego uma clara distincdo entre os conceitos de vacuo e de espago.
De fato. essas palavras eram sinénimas e nao era incomum representd-las com o mesmo
vocabulo 70 kevov (td kevov). Além disso, o conceito de vdcuo também estd, desde a
sua origem, associada & idéia de vazio, do nada, da nio-existéncia. Por exemplo, para
Parménides (século VI - século V a.C., de Eléa no sul da Ttélia) o vdcuo € a nao-existéncia
e a nio-existéncia ndo existe. Para Demdcrito (século V a.C. de Abdera no norte da
Grécia) o vécuo era uma coisa tao real quanto os 4tomos e sinonimo de espago no sentido
de espago livre. Contudo, foi Zenao, discipulo de Parménides, quem pela primeira vez
distinguiu claramente os dois conceitos vacuo-espaco, introduzindo a nogao de localizacao
no espaco. Tal ponto de vista foi também defendido por Epicuro (341-270 a.C., de Samos
no norte da Grécia) e Lucrécio (98-55 a.C. ) para quem o mundo era feito de corpos fisicos
e do vdcuo no qual esses corpos estavam localizados e através do qual eles se movem. Por
outro lado, Aristoteles (384-322 a.C.), ao contrario de Demécrito, negou a existéncia do
espago porque os conceitos de movimento e velocidade sdo incompativeis. Aristoteles
ponderou que, no vécuo, qualquer objeto deveria se mover com velocidade infinita. Isto
sendo um absurdo ele concluiu que o vicuo nao existe.

Essa origem comum fez com que esses dois conceitos mantivessem uma estreita relacao
em alguns sistemas filoséficos, mas nao impediu que eles se diferenciassem em outras
correntes filoséficas (1, 2].

O nascimento da fisica newtoniana introduziu novos elementos & questdao do vacuo. O
ponto crucial é a existéncia de um sistema de referéncia absoluto, o espaco absoluto, em
relacio ao qual o movimento de uma particula livre é uniforme. F: fundamental, portanto,
que o espaco absoluto possa ser concebido como um vazio cuja existéncia € independente
da matéria. Por outro lado, Newton néo foi capaz de identificar o espago absoluto, visto

sistema de referéncia em movimento uniforme em relacdo ao espaco

que para qualquer
Entretanto, Newton pode afirmar que

absoluto as leis de Newton sdo igualmente validas.
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alguns movimentos eram certamente movimentos em relacio ao espaco absoluto. O balde
girante de Newton, o péndulo de Foucault sio manifestacdes experimentais da aceleragao
em relacdo ao espago absoluto, roborando o conceito de espago absoluto. A velocidade
absoluta, entretanto, ndo pode ser medida por meio de qualquer experimento mecAnico;
ela nio tem carater absoluto porque todos os sistemas inerciais sdo equivalentes. Podemos
entdo afirmar que movimentos uniformes em relagdo ao espago absoluto nao podem ser
detectados, mas movimentos nao-uniformes sio certamente movimentos em relagdo ao
espaco absoluto.
Ao lado das concepgdes newtonianas surgiram outras concepgoes que também evoluiram,

gerando polémica ainda no ambito da mecanica cléssica. Trata-se das idéias do bispo de

Berkeley (1685-1753) que substituiu o relativismo newtoniano: -todo movimento uniforme

& relativo- por um novo relativismo: -todo movimento é relativo-. O fisico e filésofo E.

Mach (1838-1916) desenvolveu esse relativismo e propds uma interpretagao da inércia
presenca da matéria existente no Universo. Conseqiientemente

dos corpos baseada na
Mach, ndo pode ser vazio, pois um Universo sem massa nao

o espaco, na concepgao de
produziria inércia.

A fisica moderna, fisica relativistica e fisica quéntica, alterou radicalmente a descrigao
newtoniana do espaco e do tempo absolutos. A teoria especial da relatividade teve a
tarefa de detonar a concepgdo que vinha se formando e ganhando forca sobre a possi-

bilidade de detectar o espago absoluto por meio dos fenomenos eletromagnéticos. Em

particular, supunha-se que deveria existir um éter miraculoso dotado de propriedades

fisicas fantésticas que serviria de melo para a propagacao da luz. Dessa forma, ao negar
a existéncia do éter que serviria como referencial absoluto, a teoria da relatividade nao
trouxe mudancas importantes para essa questdo, ela substituiu o espago e tempo abso-
lutos por uma espago-tempo absoluto sem conspurcar 0 relativismo newtoniano, ou seja,
estendeu o principio da relatividade para abranger também a teoria eletromagnética. Em
um certo sentido, conspirativo. a teoria da relatividade resgatou a dificuldade newtoniana:

a impossibilidade de se detectar o espago absoluto.

A teoria geral da relatividade ou teoria da gravitacdo de Einstein trouxe uma idéia re-
voluciondria: o espago-tempo atuante. A matéria determina a dinamica do espago-tempo
e vice-versa. Embora as conseqiiéncias dessa interdependéncia sejam controvertidas, ve-
mes possibilidades para os conceitos de espago e vacuo. A

mos que essa idéia abre enor
omo o principio da relativi-

equivaléncia entre todos os sistemas de referéncia formulado c
hiana de que a origem da massa inercial seria uma conseqiiéncia
da em direcdo ao relativismo de Berkeley. Entretanto.

de espaco-tempo na teoria da gravitagao permaneceu

dade geral e a idéia mac
da gravitacao pareciam uma guina
isto nao se confirmou e o conceito

obscuro e impreciso.
A teoria especial da relatividade isoladamente é como vimos conservadora no que diz

respeito ao cardter absoluto do espaco-tempo, mas quando fundida & teoria quantica.
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produzindo a teoria quantica de campos, leva a uma nova revolugdo no conceito de vacuo,
reforcando seu papel dinamico. O vécuo tornou-se uma entidade cujas propriedades fisicas
podem ser modificadas e que podem influenciar as propriedades dos corpos fisicos. A
teoria quantica de campos mais efetivamente que qualquer outra teoria dotou o vacuo de

uma estrutura dinamica. Focalizaremos nossa atencio na eletrodinamica quantica, isto €,

a teoria quantica da interacdo da matéria com o campo eletromagnético. Considerando
somente o campo eletromagnético livre quantizado, conceituamos um estado quantico
arbitrario como um estado que possui n quanta, ou seja, fétons. Os postulados da teoria,
contudo, prevém que o estado de mais baixa energia é um estado nao-nulo sem fétons.
Este estado, que denominamos de vécuo, ndo ¢ meramente um artificio matematico para

dar consisténcia & teoria e pode se manifestar de forma surpreendente em varios fenomenos

observaveis, alguns inclusive macroscopicos.
A atividade do vécuo vem do fato que, mesmo nao havendo quanta reais os campos

nio podem se anular devido A niao-comutatividade dos operadores que descrevem a teorla,
no caso da eletrodinamica quantica os operadores de campo elétrico e campo magnético
dao origem a flutuacdes cujas médias sdo nulas, mas que quando acoplados as particulas

reais podem produzir as mais diversas correlagdes. Essas flutuagées do vacuo, além de

adquirirem uma importancia tao grande na teoria, ainda permitem interpreté-lo como um

mar de particulas virtuais de modo que o vdcuo passa a ser Visto como um meio material
dotado de vérias propriedades interessantes, de intensa atividade e que pode responder
aos estimulos externos também das mais variadas maneiras, algumas ja comprovadas e
outras ainda no dominio de hip6teses ousadas.

O deslocamento Lamb [3], o deslocamento dos niveis de energia do dtomo devido &
interacao dos elétrons com o campo de radiacdo de ponto zero do vécuo, ¢ um fendmeno
que pode ser interpretado como um ofeito das flutuacgdes do vdcuo [4]. Em um atomo
de hidrogénio, por exemplo, o deslocamento Lamb pode ser medido com grande precisao

experimental e também pode ser calculado com grande niimero de casas decimais, 0 que

permite eficazmente comparar a teoria com a experiéncia.

A origem da massa inercial também pode estar 1.0 vécuo [5]. Esta idéia ao mesmo
tempo interessante e especulativa decorre do fato que as flutuacoes de ponto zero dos
campos elétrico e magnético podem interagir com as particulas carregadas que constituem
a matéria. Quando um corpo move-se com velocidade constante em relagao a um sistema
inercial de referéncia as forcas que atuam nele se anulam o que equivale a afirmar a lei
da inércia, mas quando o corpo € submetido a uma aceleracao essas mesmas flutuacoes
geram uma resisténcia cuja medida é sua massa. E claro que quanto maior for o nimero de
particulas do corpo maior serd a sua interagdo com 0 VAcUo, isto €, maior serd sua inércia.
Nesta interpretacao, o vacuo teria 1m papel especial e seria visto como um sistema de
referéncia absoluto. Mais interessante ainda é pensar na interacdo gravitacional como um
ofeito residual no vécuo. Segundo A. Sakharov, que foi o primeiro a propor esta idéia [6],



um efeito induzido pelas variagoes da energia

de ponto zero devido & presenca da matéria. Isto é possivel gracas ao fato de que o campo
do vécuo provoca em uma particula nele imersa uma espécie de movimento cadtico onde
a particula é empurrada de um lado para outro a talante das ondinas do mar virtual.
Entretanto, o vdcuo nao é indiferente & presenca da particula e se amolda de modo a
permitir que ambos, particula e flutuacées coexistam harmoniosamente. Uma segunda
particula, portanto, estara imersa em um vécuo distorcido pela presenca da primeira cujos
efeitos se descrevem por meio de uma interagao gravitacional, permitindo deste modo que
a gravitacdo seja entendida como uma espécie de forga de Casimir de longo alcance. Neste
sentido, a concepcao de um védcuo quantico produziria uma teoria da gravitagao ab initio

a gravidade poderia ser compreendida como

unificada.
A diversidade de efeitos que o vicuo da eletrodinamica quéntica apresenta e a com-

plexidade inevitdvel da teoria nos obrigou a limitar nossos esforgos a apenas alguns temas
relacionados ao vdcuo ou mais precisamente ao efeito Casimir. Dessa forma, estaremos
interessados nesta tese nas trés questoes seguintes: forcas de van der Waals, o efeito
Casimir a temperatura nao-nula e o efeito Scharnhorst. Além disso, consideramos so-
mente a eletrodinimica quantica e o conceito de vécuo que ela introduz, ou seja, nada
falamos sobre outras teorias ou interpretacoes como a eletrodinanmica estocastica, ou a

teoria das fontes de Schwinger ou a reacdo do campo de radiacao.
O primeiro capitulo é dedicado as forcas de van der Waals dispersivas. Atomos ou
moléculas sido polarizdveis eletricamente e magneticamente e, em conseqiiéncia, se atraem

mutuamente com uma forca de natureza quantica. Sao as chamadas forgas dispersivas
que podem ser calculadas em dois regimes extremos: nao-retardado e retardado. Em
1930 London [7], obteve a forca de van der Waals para pequenas distancias e Casimir e
Polder [8] calcularam-na para grandes distancias. O proximo passo foi considerar tambem
a polarizabilidade magnética das moléculas. Feinberg e Sucher [9], [10] foram os primeiros
a obter a forca entre tais particulas. Contudo eles analisaram somente o caso retardado.
Esse mesmo problema foi estudado mais tarde por Boyer [11] que confirmou o resultado
anterior. A interacdo entre uma molécula polarizdvel eletricamente e outra polérizavel
magneticamente nao tinha sido determinada no regime nao-retardado. Podemos resumir
o primeiro capitulo da seguinte forma: usamos um modelo simples de dipolos flutuantes e
mostramos que a nio-aditividade das for¢as de van der Waals dispersivas entres moléculas
polarizéveis eletricamente pode ser facilmente obtida [12], em seguida usamos O mesmo
modelo para obter um resultado novo que envolve uma molécula polarizdvel eletricamente
e outra polarizdvel magneticamente no regime nao-retardado [13] e por 1iltimo obtivemos
resultados gerais, usando a eletrodinamica quantica [14] que confirmaram o resultado
obtido antes.

No segundo capitulo estudamos o efeito Casimir
mente deduzimos o efeito Casimir padrao com placas metali

[15] a temperatura nao-nula. Inicial-
cas perfeitamente condutoras



a temperatura zero, o efeito Casimir entre uma placa metélica perfeitamente condutora e
outra infinitamente permeavel e o efeito Casimir em uma caixa retangular. Embora sejam
resultados conhecidos vale a pena chamar atencao para o fato de que o célculo da energia
de Casimir para a caixa foi obtido pela primeira vez com a técnica de regularizacao da
funcdo zeta. Na segunda parte deste capitulo estudamos o efeito da temperatura nao-nula.
Nos ultimos anos a influéncia da temperatura na energia de Casimir vem ganhando mais
importancia devido & possibilidade de verificacdo experimental. As medidas recentes ja
adquiriram grau suficiente de precisao para exigir da teoria um refinamento dos mode-
los. As correcdes térmicas para o efeito Casimir padrio foram determinadas por Brown
e MacLay [16] que também mostraram que existe uma interessante simetria de inversao
de temperatura para estes sistemas. No nosso trabalho calculamos, pela primeira vez na
literatura as correcdes para o efeito Casimir com as placas de Boyer [17] e para a caixa
retangular de paredes perfeitamente condutoras [18], destacando como esta simetria pode
ser estendida para outros sistemas.

No tiltimo capitulo discutimos, inicialmente as acoes efetivas da eletrodinamca quantica
e obtivemnos, usando o método da fungéo zeta, a lagrangiana de Euler-Heisenberg [19] [20]
para baixas energias. Também obtivemos a lagrangiana para a eletrodinamica escalar.
Mas nosso interesse neste capitulo estd no efeito Scharnhorst [21], que consiste em uma
variacao da velocidade da luz na regiao entre as placas. Originalmente Scharnhorst obteve
este efeito para a regido confinada entre placas de Casimir e chegou a conclusao que a
velocidade da luz na direcdo perpendicular as placas é maior do que ¢ enquanto que per-
manece inalterada na direcdo paralela as placas. No nosso trabalho consideramos este
efeito para a eletrodindmica spinorial na regido entre placas de Boyer e mostramos que
4 velocidade da luz na direcdao perpendicular as placas agora diminui [22, 23]. Também
mostramos que estes efeitos ocorrem com a eletrodinamica escalar [24].

Para finalizar. chamemos a atencao para o fato de que o vécuo na fisica moderna foi
dotado de propriedades fisicas que podem ser estudadas e que sao fundamentais para a
compreensao de vérios pontos importantes que sempre intrigaram a mente dos fisicos e dos
filésofos desde a antiguidade. Talvez venhamos a considerar, no futuro, que o vacuo e suas
particulas virtuais constituam a verdadeira realidade e as particulas que hoje chamamos
de reais sejam efémeras e merecam O nome de virtuais. E Assim serfamos levados a

abandonar a maxima aristotélica: Natura abhorret vacuum.
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Capitulo 1

Forcas de van der Waals

1.1 Introducgao

o gés ideal pode ser deduzida de um conjunto de hipoteses
razoavelmente simples e intuitivas sobre suas particulas microcoscépicas constituintes.
Para um mol de gés ideal essa equagao se escreve na forma PV = RT , onde P é a
pressao do gds, V' é o volume ocupado, T é a temperatura e R é a constante universal
dos gases. Destacamos, nesse modelo, a suposi¢do que as particulas sao desprovidas de
estrutura interna e ndo interagem entre si, a nao ser durante as ocasionais e breves colisoes
elasticas. Entretanto, em 1873, J. D. van der Waals [25] estabeleceu empiricamente wma
equacao de estado para os gases reais. Para um mol de gés esta equagao se escreve na
forma (P + %) (V —b) = RT. As constantes a ¢ b, denominadas de constantes de van
der Waals, podem ser determinadas experimentalmente e evidenciam a insuficiéncia do
modelo do gas ideal. Van der Waals interpretou a diminuicdo do volume V' como wma
exclusio de volume causada pelo tamanho finito de cada atomo ou molécula do gés real. A
constante a reflete a existéncia de uma forca atrativa entre os atomos ou moléculas do gas.
Esse efeito pode ser entendido da seguinte maneira: quando uma particula se move entre
as demais ela sofre a acdo de forcas atrativas em todas as direcdes e o resultado liquido
dessas forcas é nulo. Todavia. quando uma molécula se aproxima de uma parede ela sofre
a acio de outras moléculas que estao todas de um mesmo lado. Em consegiiéncia da forca
resultante aplicada na molécula incidente na parede ser diferente de zero e orientada para
o interior do gds, ha uma reducao da pressao em relagao ao gas ideal cujas particulas nao
perderiam energia cinética durante o processo de aproximagao a parede.

Nosso interesse estd precisamente nessas forcas intermoleculares de origem elétrica
que, devido ao seu longo alcance, nao podem ser associadas & superposigao dos orbitais
eletrénicos. B natural conjecturar, em virtude da carga total da molécnla ser nula, que
essa interacao tenha origem nos dipolos ou quadrupolos elétricos que porventura essas

A equagao de estado d
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moléculas tenham. Vejamos as possibilidades que se apresentam. A primeira ocorre
quando as moléculas do gds tém efetivamente dipolos permanentes, i.e., 580 moléculas
polares. Nesse caso a for¢a entre os dipolos depende de sua orientacao relativa, podendo
ser atrativa ou repulsiva. Entretanto, as orientacoes que produzem forgas atrativas sao
estatisticamente privilegiadas e, desse modo, a forca média sobre cada molécula, deno-
minada de forca de orientagdo, € atrativa. Para este caso Keason [26] obteve o potencial
V(r) = —pips/ 3kTr8, onde p; e pp sdo os médulos dos dipolos permanentes das moléculas,
Lk é a constante de Boltzmann, 7' é a temperatura e r é a distancia entre as moléculas, A
va e, como se confirma na férmula acima, diminui
3 medida que a temperatura aumenta. Esse comportamento das forgas de orientagao as
inviabiliza como justificativa geral para os coeficientes de van der Waals, visto que estes
nio se anulam em altas temperaturas. A segunda possibilidade surge quando a primeira
molécula possui dipolo ou quadrupolo permanente € a segunda molécula, apesar de nao
ter dipolo permanente adquire 1m dipolo induzido, gerando numa forca atrativa entre as
moléculas independente da temperatura, mas cOm a mesma dependéncia na distancia r
das forgas de orientagao [27]. Essas forcas, chamadas de forgas de indugao também nao
servem como justificativa geral para os coeficientes de van der Waals porque dependem da
existéncia de moléculas com dipolos permanentes. A terceira possibilidade é a forca de
van der Waals que surge mesmo em atomos (moléculas) com alto grau de simetria e sem
nenhum momento de multipolo como por exemplo os que constituem os gases nobres. Essa
possibilidade sutilima s6 foi aventada com o advento da teoria quantica. Em 1930, London
(7] calculou, usando a teoria de perturbacdo na mecénica quantica ndo-relativistica até
segunda ordem, o potencial de interagdo para esse caso. O resultado obtido foi:

4 2 32
Vir) = ,EEZ |(0EU |P_|n§ 2)| , (11)

ninz

dependéncia com a temperatura é intuiti

nina

o aos dois 4tomos (moléculas), [n, ng) representam
ergia com autoenergias En n,. Observemos que esse
O resultado final obtido por Eisenschitz e
— —6,47¢/rS. Porquanto essas forcas
t4 relacionada ao indice de refracao e a

onde p é o operador de dipolo associad
os autoestados ndo-perturbados de en
potencial é atrativo, visto que Eos & Brnge
London [28] para o dtomo de hidrogénio & V(r)
dependem da polarizabilidade que, por sua vez, €S
dispersao da luz elas sdo chamadas de forcas de van der Waals dispersivas.

Neste capitulo estamos interessados na forca dispersiva, em primeiro lugar, porque a
alculada a partir desta forca, levando em conta a sua nao-

damento na propagacdo da interacao eletromagnética;
bter um resultado novo para o caso de

pressdo de Casimir pode ser ¢
aditividade e os efeitos do retar
em segundo lugar, porque mais adiante vamos o
Atomos (moléculas) com polarizabilidade magnética nao-nula.
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1.2 TForcas dispersivas nao-retardadas

As forcas dispersivas de van der Waals podem ser consideradas em dois regimes ex-
tremos: retardado e ndo-retardado. No primeiro caso, a distancia entre as moléculas
(dtomos ) é demasiadamente grande, fazendo com que 0s campos aplicados nas moléculas
sofram as conseqiiéncias da finitude da velocidade de propagacao da interagao; no segun-
do caso, a distancia intermolecular é relativamente pequena € os campos aplicados nas
moléculas, por ndo sofrerem os efeitos da propagacao, sao calculados como se fossem

Os efeitos causados pelo retardamento devem alterar o comportamento de
ersiva, fazendo com que haja uma mudanca na Jei da forca quando transitamos
a mudanca de comportamento na forca de van der Waals
foi sugerida, pela primeira vez, por Verwey e Overbeek [29] a partir de dados experimen-
tais envolvendo a atracao entre aglomerados macroscopicos em suspensées coloidais. Eles
também sugeriram que o enfraquecimento da forca seria causado pelo retardamento e
propuseram que a lei de forca deveria ser do tipo F o 1/ r8. Essa evidéncia experimental,
o enfraquecimento das forcas de van der Waals em uma escala atémica, é uma exclusivi-
dade das forcas dispersivas. A forca determinada por London vale no regime de curtas
distancias e a forca para grandes distancias foi determinada teoricamente por Casimir e
Polder [8] que de fato confirmaram as conjecturas de Vervey e Overbeek. A verificagao
experimental direta da mudanca na lei de poténcia 1/r7 — 1/r® foi feita somente em
1968/69 [?] [30]

Nesta secio discutiremos um modelo simples para a forca de van der Waals disper-
siva nio-retardada, proposto por London e também desenvolvido no livro de Miloni [4].
Inicialmente vamos discutir que tipo de restrigao devemos considerar para que tenhamos
esse caso. Para desprezarmos os efeitos do retardamento é necesserdario que o tempo que
a luz gasta para percorrer toda a distancia que separa os dois atomos, r/c. seja muito
menor que o tempo caracteristico da transicio dominante do elétron T' = 27 /w,, onde

= (E; — B,) /A = (mc*/h) o é a fregiiéncia dominante. Aqui o representa a constante
de estrutura fina cujo valor é 1/137. A condigao de nao-retardamento T << r/c se escreve
como << 137a,, onde a, = hc/amc?® é o raio de Bohr.

Esse modelo, proposto para atomos que inclusive ndo possuem dipolos permanentes,
consiste em simular o dipolo flutuante por meio do movimento harmonico simples de
um elétron com freqiiéncia angular igual a freqiiéncia dominante do atomo. levando em
conta. é claro, somente o campo de dipolo produzido por esta carga em movimento.
Para entendermos o modelo de London notemos, inicialmente, que a condicdo de nao-
retardamento permite imaginar que 08 osciladores executem oscilagoes répidas, mantendo
suas direcoes praticamente constantes em cada oscilagdo; deste modo calculamos a energia
de interacdo entre os dipolos supondo direcoes fixas e em seguida fazemos a média em
todas as direoes espaciais. Para simular o dipolo oscilante do dtomo (molécula) , vamos

estdticos.
forca disp
de uma regido para outra. Ess
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considerar o movimento de um elétron em relacao a sua posicdo de equilibrio. Denotando
por z;(t) o deslocamento do elétron do 4tomo (molécula) i a partir de sua posicdo de
equilibrio e supondo que |z; (t)] << r, podemos considerar que o campo elétrico gerado
pelo 4dtomo (molécula) ¢ em um ponto qualquer do espago € o campo do dipolo oscilante
p; (t) = ex; (t) r; , onde fi; € O vetor unitério na direcdo fixa, embora arbitrdria, do
dipolo 7. O campo de um dipolo oscilante () no ponto P é dado por [31]:

B(7 1) =p(t—-) {[3@.,&):?—;1] (;1-5 - %) p XT‘” Xf'}, (1.2)

onde k =w/cet éo vetor unitdrio na direcdo do vetor r que une o dipolo ao ponto P.
Desde que estamos interessados apenas no caso nao-retardado, vamos reter na equacao
(1.2) somente o termo dominante proporcional a 1/73. Além disso, vamos ignorar também

o efeito do retardamento, de modo que:

E(r,t) = b (0 BEA)E A (13)

Embora estejamos considerando somente dois dipolos, notemos que a analise a seguir
vale para um niimero arbitrério de dipolos. O movimento do primeiro elétron é determina-
do pelo campo elétrico produzido nesse dipolo pelo segundo dipolo oscilante. Além disso,
observemos que somente a componente da forca na direcdo fixa do movimento é relevante.
Obtemos entdo as componentes das forcas aplicadas nos elétrons 1 e 2 respectivamente:

eBo(ri,t)-f = ;63‘102 (t) 3 (F.) (F.40) — iy -] (1.4)

x € %, . i %
EEl(rmf)-I‘-z = r—gpl (t) {3 (r-P’q) (I'-Iiz) B #1-!—"21 ) (1.5)

onde r = |r; —ra| ¢ a distancia entre os dois dtomos.
Obtemos as equacdes de movimento para as cargas oscilantes simplesmente aplicando

as leis de Newton e fazendo as projegoes das forgas e das aceleracoes de cada elétron nas
direcoes fixas dos movimentos f; € fg

C'lil (t) -+ wgazl (t) = Klga?g (t) 5 (1.6)

B () + wizs () = K231 (),
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onde os termos que contém os quadrados das freqiiéncias nas equacoes acima correspondem
mantém o elétron ligado ao 4tomo e introduzimos ainda a

Ko = e (32-) ; (1.8)

com o fator espacial de orientagdo @12 definido por

Q12 = [3 (i'-ﬁl) (f'-ﬁa) - ﬂ‘l-ﬂ’?] )

as forcas restauradoras que
grandeza K12, definida por:

(1.9)

onde m & a massa e e é a carga do elétron. O sistema de equacoes (1.6) e (1.7)descreve
mento de dois osciladores acoplados e pode ser resolvido com a introducao das

0 movi
coordenadas normais,
ne(t) = z(t) +z2(2), (1.10)
n_(t) = z(t) —z2(t). (1.11)
As equacdes de movimento para essas varidveis normais se desacoplam e sdo escritas na
forma:
hy+wing = 0 (1.12)
i_+win. = 0 (1.13)

onde as freqiiéncias normais sdo dadas por:

Wy = \/wg—rK12
K K2 K3 5K4 K5
12 12 12 12 O ( 12)-| (114)

! 2 _ —
WollT o2 Bt 16wf 1285 w10

te sistema de osciladores é imediata.

2 . &
desde que supusemos Kja << W, A quantizacgao des
ndentes de freqiiéncias w4 e w_. A

visto que ele é formado por dois osciladores indepe
energia do estado fundamental é entdo dada por:

h
E = 3(w++w_)
- 2 4 6
Ky E&JFO(K”)} (1.15)

T Bwd 128wt w2

= fiu, {1

e identificando o potencial U (r) com os

Substituindo a equacdo (1.8) na equagao (1.15)
cia de Kp/w? obtemos:

termos dependentes de r de ordem mais baixa em potén

1 1 \? Q% hw.a?
L{(r):E—Qx 5}1“)0:_(4%6(;,) —1-8—?”6—"—‘ (1.16)
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onde na equacdo anterior identificamos e?/mw? com a polarizabilidade estatica a do
atomo. Dessa forma, vemos que a energia de intera¢ao de van der Waals entre dois atomos
neutros, porém, polarizéveis corresponde ao deslocamento da energia de ponto zero cau-
sada pela interacdo coulombiana entre os atomos. Esse potencial determina uma forca
atrativa proporcional a 1/r7 entre dois 4tomos eletricamente polarizdveis . A presenca
da constante /i revela a natureza quantica dessa forca. Esse resultado para o potencial de
interagdo torna-se mais expressivo se fizermos algumas identificagées para permitir uma
comparacdo com o resultado de London. Se Q?, for substituido pelo fator quantico de
orientagio espacial e w, for interpretado como a freqiiéncia da transicao dominante, entao

a equacdo (1.16) coincidird com o resultado de London.

1.3 A nao-aditividade das forgas de van der Waals
dispersivas
E usual considerar que a energia de interacao de um sistema de N particulas pode

ser calculada a partir da energia dos pares, ou seja E = S E;j, onde E é a energia
total e Ej; é a energia do par de particulas 2j. A aditividade das energias aos pares
implica também na aditividade aos pares das forcas que atuam sobre cada particula. A
forca de van der van de Waals ndo satisfaz essa propriedade, isto é, a introdugao de
uma terceira particula em um sistema que contém duas particulas faz com que a energia
total do sistema tenha a contribuicdo das trés particulas em conjunto. Referir-nos-emos
a esta propriedade como a nao-aditividade. Ela é geralmente discutida de um modo

relativamente complicado. Pode-se encontrar uma discussao detalhada dessa propriedade
no livro de Langbein[32]. Também é possivel estudar as propriedades da nao-aditividade a
partir do campo eletromagnético do vdcuo quantizado [4]. Para discutir a nao-aditividade
das forcas de van der Waals, Milonni calculou a energia de interacao do dipolo induzido
oscilante p com o campo eletromagnético livre quantizado. A energia média de um
oscilador, digamos o ¢ — ésimo dipolo, é dada por (&) = —3 (pi - E(r,t)). Os termos de
terceira ordem sio contribuicdes de trés corpos, associadas ao tripleto . j, | e representam
os termos dominantes da nao-aditividade das forcas de van der Waals. Estes termos tém

a forma
3

o'
(&) X =7 (1.17)
riiTal 5
onde a é a polarizabilidade estatica dos atomos considerados idénticos.
Nesta secdo, vamos generalizar o modelo desenvolvido no inicio da se¢do anterior

para deduzir de um modo bem mais simples o resultado escrito acima (1.17)(12, 33]
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Por simplicidade, vamos considerar apenas trés atomos (moléculas) e calcular,como
antes, a energia do estado fundamental. A parte dependente das distancias r;; = |r; — 1]
representard o potencial de interagao. Além da energia oriunda das contribuigoes dos
pares surgird um termo associado a triade de particulas. A introducdo de um terceiro
dipolo faz com que tenhamos mais uma equacdo e, em cada equagdo, mais um campo
elétrico aplicado. As equagdes de movimento dos elétrons agora serao:

-$.1 (t) + wgn (t) = Klzmz (t) A= K13.123 (t)
i‘g (t) + wﬁzz (t) = Km.'l?l (t) =+ K23;173 (t)
1.1:,3 (t) + wﬁm;; (t) = K13$1 (t) -+ K23$2 (t) 5 (118)

onde os coeficentes simétricos K;; definem constantes de acoplamento entre os treés os-
ciladores carregados e sao dados por:

(:L)ij 82
Ki L= — 1, X
. 47 EOT':—}j m (1 lg)

7

onde Qi; = [3 (Fj-2:) (Fij-f25) — f1;-f1;] . As equagdes(1.18) formam um sistema de equacoes
acopladas e podem ser desacopladas com as coordenadas normais. Entretanto, para quan-
tizarmos esse sistema, precisamos determinar somente as freqiiéncias dos modos normais
de vibragao. Com este fito, vamos substituir em (1.18) z; (t) = Ciexp (iwt), 7 =1,2,3.
Representando o sistema na forma matricial obtemos

wg - w2 —"Klg -K13 01 0
—-Km ng — w2 —Kgg CQ = 0 . (1.20)
—K13 —K23 (.u‘?) — u)2 Cg 0

Para que o sistema tenha solugoes nio-triviais é necessario que o determinante do
sistema seja nulo. Definindo. por conveniéncia, 8 = w? — w? obtemos a seguinte equagao
algébrica:

B — (K3 + Ko + Ki3) B+ 2K12K13K23 = 0. (L.21)

Analogamente ao caso de dois 4tomos, apGs o desacoplamento, a energia do estado
fundamental dos dipolos flutuantes ¢ dada por:

h
&E= 7)‘ (L&)l + wy + Ll)g) s (122)

&

onde as autofreqiiéncias w, w; € w3 S0 as raizes positivas da equagao de autovalores. Em
termos das raizes (3, 3, e 33 da equagao (1.21) essa energia pode ser rescrita na forma:

mo B %| 162 % 33 %
f=r— [(1—:;%) T(l—;ﬁ-) +<1_D'_g ; (1.23)

o
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Note que o termo entre colchetes na equagéo (1.23) é uma funcio simétrica das raizes
By, B, e By da equagdo (1.2 1) e, de acordo com o teorema das funcdes simétricas da teoria

das equacoes algébricas [34], pode ser rescrita em termos sé dos coeficientes da equagao

(1.21). Com esse intuito, consideremos a funcao
S=\/1—$1+V1—$2+\/1—-I3, (124)

onde ¢, , z, € 3 sdo as raizes da equacao do terceiro grau z° +a,2% +asz +az = 0. Da
teoria das equacdes algébricas sabemos que essas raizes satisfazem as seguintes identidades

[34]:
i) + Z9 + 3 = —a1 1.25)
T Ty +T T3 +T2Zz = G2 (1.26)
T{Zy T3 = —0a3. (1.27)

Elevando (1.24) ao quadrado e usando a propriedade dada pela equagdo (1.25) obtemos,
ap0s reagupar os termos:

I
5(52—3_01) = v(l—fl)\ﬁ—$2)+m—$1)ﬁ—$3)+ VA —z2) V(1 —13).
(1.28)
Elevando entdo a 1ltima equagao ao quadrado, usando as duas tltimas propriedades dadas

pelas equagdes (1.26), (1.27) e reagrupando os termos, obtemos:

T 1 5.0
_2_ (Z (52—3—(1,1)2—-3—'2(11*—032) =+/14+a; +aztas & (129)

as suas quatro raizes dependem somente dos

coeficientes conhecidos de uma equacao do terceiro grau. Facamos entao duas obsevacoes:
a primeira € que a equagao (1.29) pode ser resolvida exatamente por meio de radicais e a
segunda é que somente Nos interessa uma das raizes; as outras trés raizes sao estranhas
e foram introduzidas durante a deducdo da equagao acima. Quando os coeficientes ay, as
e a3 sio nulos a equagdo (1.29) se reduz & 3 i (5% — 3)2 — 3) —= § cujas raizes sdo 3 e
_1, sendo esta ultima uma raiz de multiplicidade igual a 3. Nesse ponto, vamos lembrar

que néo precisamos da solugao completa da equacio(1.29) , mas somente da solucao para
pequenos valores de 1, T2 € I3, de modo que podemos escrever S = 3+ u com p sendo

a \inica raiz simples. portanto proxima a zero, da equagao abaixo:

1 /1 ;
—(— ((3+u)2—3—a1)2ﬂ3—2a1—a2) — VI+ta +a+as(3+p) (1.30)

A equagdo acima é do quarto grau €

2\4

i
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Para determinarmos a solucdo aproximada da equacdo (1.30) que nos interessa, note-
mos que é necessério reter todos os termos até a terceira ordem em relacdo as raizes zy, Zo
e z3 e que de acordo com as propriedades (1.25) os coeficientes a1, az € @3 S0 respec-
tivamente de primeira, segunda e terceira ordems em relacdo is mesmas raizes i,z €

I3 .

1 1 3 1 3 1
S=3+ 5(11 + Zag + -'1—6'123 — gaf — Ealag + Ea‘;’ (131)

Comparando as equagdes (1.23) e (1.24) podemos fazer as identificacoes:

£

g = gy (1.32)
2

ay = 01

1

az = _ZJ—‘* (K122 + Kgs + KES)
2

az = ;gK12K13K23

obtemos,
Fiw, 1 3
£ == {3 ~ i (K% + K33 + Kis) — @Klgffngga] , (1.33)
de modo que a energia de interagao é dada por:
3
U(riars,ms) = €— §hwo
9 ; j y
- hwo a i i3 Q3
et = 5 T % %

8 ATre, 779 ris rds
ﬁ( o )SszQfana . (1.34)
2 \ 4me, sty

Os trés primeiros termos do lado direito da equacéo (1.34) representam as contribuigoes

aditivas dos pares de osciladores. O 1iltimo termo do lado direito é uma contribuicao
de trés corpos & interagdo e por isso elimina a exclusividade da aditividade dos pares.
O modelo dos dipolos flutuantes pode ser estendido facilmente para um sistema com
N dipolos. Nesse caso devemos esperar que contribuicdes de N-corpos também estejam
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a. De fato, procedendo analogamente a0 caso N=3
(1.18), um sistema de N equagdes em que 0s
segundos membros de cada equacado contém N — 1 termos. Determinado como antes as
freqiiéncias normais, poderemos mostrar que a energia do estado fundamental dependerda
de uma funcao S andloga a que fol definida pela equacéo (1.24), contendo N radicais. No
caso geral, nao é imediato determinar a funcéo S em termos dos coeficientes da equagao
de autovalores e em seguida resolvé-la. Entretanto, podemos nos beneficiar do fato de
que as raizes da equagao de autovalores sdo pequenas e, antes de mais nada, expandir os

presentes na energia total do sistem
obteremos, em vez do sistema de equagoes

radicais em série de poténcias.

S=N- Y n-i A - (1.35)

Esses somatorios sao as fungoes simétricas fundamentais e podem ser calculadas com a

ajuda das férmulas de Newton[34]. Agora é facil perceber que teremos contribuigoes de
N-corpos & energia do estado fundamental. Em geral, para um sistema de N particulas, a
interacao pode ser descrita como a superposi¢do de pares mais a superposicdo das triades
e dipolos, etc. Para complementar notemos que as contribuigoes de ordem N sao da forma

(a/4m€or3)N :

1.4 Forcas nao-retardadas entre dtomos com polari-
zabilidades elétrica e magnética

Vimos nas secoes anteriores que as forgas de van der Waals dispersivas nao-retardadas
entre atomos (moléculas) eletricamente polarizaveis podem ser estudadas no Ambito da
mecanica quintica nao-relativistica ou mesmo em uma abordagem semi-classica por meio
de dipolos flutuantes. Tais forcas se caracterizam por uma dependéncia do tipo 1/ r’, onde
r é a distancia entre os dois dtomos. Os efeitos do retardamento, entretanto, tornam-se im-
portantes para distancias entre 4tomos ainda no dominio molecular, podendo manifestar-
se em uma escala macroscépica. Como ja foi mencionado, a influéncia do retardamento

nas forcas dispersivas foi obtida pela primeira vez em 1948 por Casimir e Polder [8]. Ba-

sicamente eles mostraram que a forca atrativa entre 0s Atomos passa a ser proporcional
deve ser calculada com a forca re-

a 1/r8. A forca dispersiva entre corpos macroscopicos
tardada (para uma discussao detalhada veja por exemplo Langbein(32]. Para o caso de
dois corpos rarefeitos, a forca entre estes pode ser determinada por uma integracao direta
da forca entre os pares de atomos. Para corpos densos, no entanto, devemos considerar
o efeito da nao-aditividade. Apesar dos coeficientes numéricos dependerem desses efeitos

[\]
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a integracéo dos pares fornece a dependéncia correta com a geometria [35]. Por exemplo,
a forca retardada por unidade de area entre duas regides semi-infinitas preenchidas com
materiais polarizaveis com faces paralelas e separadas por uma distancia d € proporcional
a 1/d*, consideremos ou nao a nao-aditividade das forcas dispersivas. Os efeitos do retar-
damento e da nio-aditividade sdo automaticamente levados em conta quando a energia
de interacao é calculada com o método da energia do ponto zero, introduzido em 1948 por
Casimir [15]. Efetivamente, a forca de Casimir padrao entre corpos macroscopicos nada
mais é que a resultante das forcas de van der Waals retardadas quando a nao-aditividade
é levada em conta.

A interacio retardada entre atomos (moléculas) com polarizabilidades elétrica e magnética
simultaneamente foi investigada inicialmente por Feinberg e Sucher [9] [10]. Eles consi-
deraram relages de dispersao e determinaram a energia de interagao para esse par de
4tomos. Denotando por «; e [3; as polarizabilidades estaticas elétrica e magnética do

4tomo 7. a energia de interacao U (r) é dada por:
he
U (r) = [~23 (anes + Buf) + T (aafa + 0B0)] g (1.36)

Este resultado foi deduzido também por Boyer em 1974 [36], usando o método da energia
do ponto zero. A interagdo entre 4tomos com as duas polarizabilidades s6 é conhecida,
portanto, para grandes distancias, isto &, no regime em que o efeito do retardamento é im-
portante. Vamos estudar a energia de interacdo entre dois 4tomos com polarizabilidades
de natureza diferente (elétrica e magnética) para distancias pequenas, na mesma regiao
valida para a interagao dipolo-dipolo elétricos, equagao (1.16). Nesta secdo, vamos deter-

minar a forca de van der Waals dispersiva nao-retardada entre um dtomo eletricamente
4vel, usando o modelo semi-cléssico dos dipolos

polarizével e um magneticamente polariz
letrodinamica quéantica para tultima

flutnantes. Deixamos o estudo mais rigoroso com a €

secao deste capitulo.
No método dos dipolos flutuantes, j4 discutido na secao 1.3, simulamos o dtomo po-

larizavel eletricamente por uma carga elétrica e de massa 1. que oscila ao longo de nma
direcdo fixa. porém arbitraria. definida pelo vetor unitdrio u., de modo que o dtomo é
descrito pelo dipolo elétrico p (t) = ez, (t) G, onde . representa a posi¢ao da carga ao
longo do eixo a partir de sua posicdo de equilibrio. O dtomo polarizével magneticamente
ser4 representado por uma carga magnética g de massa 1y, oscilando em uma direcao fixa,
mas também arbitraria, definida pelo vetor unitdrio {i,. Assim, esse atomo sera repre-
sentado por um dipolo magnético m (t) = gZg (t) @1,. Cada dipolo gera campos elétricos
e magnéticos em todo o espago € também cada dipolo sofre a agao do campo elétrico ou
magnético gerado pelo outro.

Os campos elétrico e magnético gerados por um dipolo elétrico oscilante em um ponto




do espaco sio dados por [31]:

B = BeE)HE-pE)S+BEE) DE-bEl 5 (13D
L E)DE B0 o
L  — 5
B(r,t) = -C?p(t)-}-—c—z? (ir)] &%, (1.38)

onde r é o vetor posicao do ponto de observagao em relacdo ao dipolo, 7 = [r| e t* =t—r/c
é o tempo retardado. Os campos gerados por um dipolo magnético oscilante podem ser
obtidos por meio das substitui¢oes p — m, E— B ¢ B— —E [31]. A forcade
Lorentz que age sobre o dipolo elétrico em um dado instante é dada por:

F, (re,t) = €E, (re,t) + Zve (£) X By (re,t).- (1.39)
Do mesmo modo a forca de Lorentz sobre o dipolo magnético é dada por
e
F, (rg,t) = €Be (rg,t) — Ve (£) x Ee (rg, ) (1.40)

Agora projetamos as forgas Fe e F, nas direcoes fixas determinadas por 4. e ,. Lem-
bremos ainda que o movimento oscilatorio é caracterizado por forgas restauradoras que
geram freqiiéncias naturais we € Wy NOS dipolos elétrico e magnético respectivamente.
Desprezando os efeitos do retardamento obtemos as seguintes equagoes de movimento:

o (0) + Wt (8) = By (reyt) - B+ Ve () X By (1 0) -8 (L41)
i (£) + w2y () = = Be (£, ) Gy + Iy, (6) x Berg,8) Gy (142)
g g

Retendo somente os termos dominantes nos campos elétrico e magnético para pequenas

distancias, podemos reescrever as equagoes acima na forma:

Ze (t) + wize(t) = F (r) &g (t) (1.43)
Iy (t) + ngy (t) = H(r) e (1), (1.44)

onde F (r) = eg/ (mecr?) (lig X Feg) - Qe € H(r) = eg/mgcr® (e X Fog) - Q. A equagoes
(1.43) e (1.44) formam um sistema acoplado de equagoes diferenciais. As freqiiéncias
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normais para esse sistema podem ser determinadas do modo usual, procurando-se as
solugdes da forma z; () = C; exp (—iwt) , onde C; é uma constante complexa com i = e, g.

Obtemos a seguinte equagdo algébrica:
0 — [W2+wi—F(r)H(r)] 2+ wiw? =0, (1.45)

onde Q = w?. As raizes ; e §) da equagdo acima satisfazem as relacoes:

O+ =w+ wg —F(r)H(r) (1.46)
e
Qlﬂg = wgwg. (1.47)

Por conveniéncia vamos introduzir a quantidade auxiliar
S = (w1 +wz)’ — (we +wy)", (1.48)

onde w, e wsy sdo as rafzes reais e positivas da equacdo (1.45) do quarto grau em w.
Usando as propriedades (1.46) e (?7) obtemos:

S=—F(r)H(r) (1.49)

e da equacao (1.48) obtemos,

Wiy +we = (we + wg) \/1 -+ (150)

(we +“"9)2.

Agora, quantizando o sistema de osciladores desacoplados, podemos determinar a energia
do estado fundamental, supondo também que [S| << (we + W)

2
he?q* S

h R
EO — ‘ ~ - e b l'
5 (wy + wa) 5 (we + wyg) + (0 T wg) mamyc® 14 (1.51)
ﬁ 1) UJeUJg Lerg' aﬁQgg
2(”e+”9)+4( &2 )<we+w9> e

onde reescrevemos o tltimo termo da equacao acima, que representa a energia potencial
da interacdo, em termos das polarizabilidades elétrica a = e/ (mew?) e magnética B =
g/ (mgw?) . A quantidade @2, = (lig X £eg) .0 € O fator de orientacdo cuja média deve
ser convenientemente calculada. A forga entre dois atomos (moléculas) polarizdveis, um
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eletricamente e o outro magneticamente, é repulsiva e varia com a quinta poténcia do
inverso da distancia

(1.52)

Fogs

wewg) ( Weldy ) aBQZ,

c? We + Wg 5

F(r)=fi(

O resultado acima destoa dos resultados familiares que envolvem o efeito do retardamen-
to no comportamento das forcas entre dtomos ou entre itomos e uma parede. Em geral
o exponente da lei de poténcia que caracteriza tais forcas aumenta uma unidade, e.g.,
London determinou que a forca entre moléculas polarizaveis eletricamente € proporcional
a 1/r7 para pequenas distancias e Casimir e Polder, para as mesmas moléculas e grandes
distincias determinaram uma forca proporcional a 1/r®. Para as moléculas que estamos
discutindo aqui a situacdo é bem diferente: a variagao no exponente é igual a 3, reve-
lando uma transicio bem mais acentuada e que pode ser entendida no modelo a partir
da observacdo que o campo elétrico (magnético) criado pelo dipolo oscilante magnético
(elétrico) nao contém a parte estdtica. Nosso resultado exige, para ser mais contundente,

um cédlculo baseado na eletrodinamica quantica.

1.5 A eletrodinamica quantica e o calculo completo
da forca de van der Waals

Como vimos anteriormente, 4tomos (moléculas) eletricamente polarizaveis geram uma
forca de van der Waals dispersiva. Essa forca, para pequenas distancias nao ¢ influenciada
pelo retardamento da propagacio e pode ser estudada com a mecanica quantica nao-
relativistica ou mesmo com um modelo semicldssico, como foi feito na se¢ao anterior.
Para grandes distancias, entretanto, o retardamento torna-se importante. Todos esses
aspectos, incluindo a transigao que ocorre na lei de forca, sao devidamente justificados
quando considerados sob o ponto de vista da eletrodinamica quantica.

Nesta secdo queremos estudar a forca dispersiva de van der Waals entre um 4tomo
(molécula) polarizdvel eletricamente e outro polarizdvel magneticamente na regiao de pe-
quenas distancias, sob o ponto de vista da eletrodinaAmica quantica, bem como determinar
o comportamento dessa forca na regido de transicao. No nosso trabalho [14] fizemos o
caleulo considerando uma molécula polarizavel eletricamente e outra polarizavel magneti-
camente. Este procedimento nos levou rapidamente & forca que era importante determi-
nar. por ser o \nico caso que ainda nao havia sido investigado, entre as duas moléculas
em questdo. No entanto, na secdo seguinte adotaremos um ponto de vista mais geral
e consideraremos atomos (moléculas) que simultaneamente sejam polarizdveis eletrica e
magneticamente. E claro que no final do célculo destacaremos nosso resultado para este

caso de forca de van der Waals.
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1.6 A forca de van der Waals no caso geral

Consideremos um conjunto de 4tomos (moléculas) com polaribilidades elétrica e magnética
dependentes da freqiiéncia angular w respectivamente iguais a a; (w) e B3, (w), localiza-
dos nos pontos r;, onde j = 1,...,N. Os atomos (moléculas) sdo neutros e nao possuem
momento de dipolo (ou quadrupolo) elétrico ou magneético permanentes. O campo eletro-
magnético quantizado, mesmo na auséncia de quaisquer particulas, ou seja, no vacuo,
nao é nulo. Nesta situagao, no entanto, o campo do vécuo é tediosamente indolente.
A presenca de particulas polarizaveis, porém, muda radicalmente esse quadro: elas dis-
torcem o vacuo. Como veremos a seguir, sao as correlages (0] Eoex (r4,t) Eoxa (r5,t) 0) e
(0] Eoka (v 4, ) Boka (rp,t) [0) ndo-nulas entre os operadores de campo elétrico e magnético
em pontos diferentes do vacuo distorcido que geram as forcas dispersivas de van der Waals.
Essas distor¢oes surgem como uma resposta aos dipolos elétricos e magnéticos induzidos
nas particulas pelo préprio campo. Para calcularmos o valor esperado no vacuo da energia
de uma dessas particulas é necessdrio decompor 0s campos elétrico e magnético em série
de Fourier, visto que as polarizabilidades dependem da freqgiiéncia w = |k| c. Faremos essa
decomposicio no calibre de Coulomb definido por V.A =0, escolhendo também, devido
4 auséncia de cargas, ¢ = 0 para o potencial escalar. Nesse calibre, usando o sistema
gaussiano de unidades, os campos elétrico e magnético sdo escritos na forma

: 10A
E=—_— (153)
e
B=VxA, (1.54)

onde A(r.t) é o potencial vetorial que satisfaz a equacdo da onda

1 62A
VQA = g-gt—z' =L (155)

As solucdes reais monocromaticas de vetor de onda k e freqiiéncia w = |k|c sao dadas

por:

Ay (r, 1) = a(0)e ™ Ay (r) + a* (0)e™* A (r) (156)

onde a funcio Ay (r) satisfaz a equagao de Helmholtz

V2Ay (r) + K2Ay (r) = 0. (L.57)
O campo elétrico quantizado do vacuo tem a forma:
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E(l’.‘, t) =1 Z (27rﬁwk,\)1/2 Qe (0) e‘i‘”k'*tAk,\ (I‘) +c.h (158)
kA

e 0 magnético:

omhc?\ :
B(I‘, t) = LZ ( ) &k,)- (0) ngk‘“v X Ak‘,\ (T‘) + c.h. (159)

W
KA kA

onde Ay, (r) sdo as fungdes modais, o indice ) = 1, 2 representa a polarizagao e c.h. sig-

nifica o conjugado complexo do primeiro termo. Além disso, as fun¢oes modais satisfazem
A seguinte relacdo de ortornomalidade:

/Afcx (r) - A (r) &k = 8536 (1.60)

Uma situacdo simples, mas que serd importante mais adiante, € o caso do vécuo sem
particulas cuja solugéo A’} é dada por:

(0) 1

=77

onde V é o volume de quantizacdo e ey é o vetor unitério de polarizagao.

O operador ag (0) e seu conjugado hermitiano &:ﬁi (0) tém os seguintes valores espe-

rados no vacuo

k.r (161)

1
ek’le 3

(a5 (0) ag (0)) = <a}3 (0)éy (0)> =0, (1.62)

<a,g (0)a} (0)> B (1.63)

onde o indice 3 simboliza os indices k e A.
A energia de um desses dtomos é dada por:

Z (Pigor - Bra(ris t)) — %Z (m; g - Bra(rist)) 5 (1.64)

kA kA

o | =

(&) = -



onde

pia = o (we)E(rit), (1.65)
e
min = B (wi) Bia(ris 1), (1.66)

sdo os momentos de dipolos elétrico e magnético, respectivamente, induzidos no ponto r;.
Substituindo os momentos de dipolos em (1.64), obtemos

() =5 > (@ @) Bl o)) - =3 (8w) Buar 1)) (1.67)

k,\ KA
Posto que os valores esperados dos operadores de campo elétrico e magnético sejam nu-
los. os valores esperados dos seus quadrados nao se anulam e conseqiientemente o valor
esperado da energia também ¢ diferente de zero. Substituindo as expansoes dadas pelas
equacdes (1.58) e (1.59) dos campos e usando as propriedades dadas pelas equagdes (1.62)

e (1.63) obtemos

@) = —5 3 @rha) o () 1A () (1.68)
kA

_%Z (zﬂﬁcz) B (we) |V X Asa (r)l?.
PsY

Wi

As modificacoes devido & presenca dos atomos podem ser obtidas a partir do principio
de superposigio. O campo que induz dipolos nos atomos contém. além do campo do
vécuo, os campos elétricos e magnéticos gerados por esses mesmos dipolos. Substituindo
os campos (1.58) e (1.59) nas equagoes (1.65) e (1.66) acima obtemos os dipolos elétrico

e magnético induzidos no dtomo j :

p; = 1 Z (Qﬂ'hka)l/z [a (u)k)\) &'k,\ (0) e)ikatAk,\ (l‘j) + Ch] (169)
kA
e

; orhe?\ /2 . ; i

m;=t Z ( 5 ) [ﬁ (ka) (0575 % (0) e’”"‘"“\_/’ X A (I‘j) + Ch,] (1(0)
Y kA
O j-ésimo dipolo elétrico oscilante gera campos da forma(37)
p(t =)
E(r,t)=Vx VX (1.71)
r — 1]
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(=)
) t)=-— : .
B(rt)= VX | =55 (1.72)
Analogamente, j-ésimo o dipolo magnético oscilante gera campos da forma
. - (t . |r—rz-|)
E(r,t) =-V X (1.73)
c Ir — 1
e
m (t — ——-’-—'r_cr'l)
B(r,t) =V xVx 1.74
r — ;] - K
Tendo em vista a equacao (1.53), o campo elétrico total no ponto r é dado por
iy (2mhwne) 2 diea (0) e * Ay (r) + c.h
KA
= iy (2rhw) " & (0) e= @t AL (r) + c.h
kA
15} @k e (0) e AR (r) + b
kA
2 hcg 1/2 .
+iy ( = ) [@m (0) et AL (r) + c.h.] , (L75)
o - K

onde Agx (r) é o campo total, Agg\) (r) é o campo produzido pelos dipolos elétricos e

AL’;‘) (r) é o campo produzido pelo dipolos magnéticos. Ao usarmos o principio da super-
posi¢ao levamos em conta uma propriedade muito importante: na auséncia de particulas
as funcoes modais do campo do vdcuo devem se reduzir & forma dada pela equagéo (1.61).
Calculando os campos dos dipolos com a ajuda das equacoes (1.71) e (1.73) e substituindo
na equacao (1.75), podemos mostrar que as funcgdes modais devem satisfazer as seguintes
equagoes
2kri;

Ao () = AQ () + T () Vi x Ve x 2T
i .

+8 (wex) Vi X (

Vi x A (l‘j)e"’"ij) - (176)

rij

30



Esta equacdo pode ser resolvida iterativamente. Na ordem de aproximacdo mais baixa
simplesmente considerando Ay =~ Al(:& obtemos a energia em primeira ordem:

&) = 32 @rhu)a )[4l oIl

2
52 (zm ) B () [V x AL @) (L77)
k,A

Wi A

Nesta ordem de aproximacio a energia calculada ndo contém termos que dependam da
distancia entre os 4tomos e, portanto, nao produzem uma interacao entre eles. Entretan-
to, esses termos tém conseqiiéncias fisicas importantes: eles implicam em uma corregao
dos niveis atémicos do dtomo causado pelo vacuo. Este efeito, quando relacionado ao
campo elétrico do vécuo, é conhecido como deslocamento de Lamb. Entretanto, é impor-
tamte chamar atencao para o correspondente efeito relacionado ao campo magnético do
vécuo, ou seja, o deslocamento Lamb magnético.

Para calcularmos a energia em uma ordem superior, precisamos determinar as fungoes
modais de ordem um. Para isso, vamos substituir no segundo membro da equacao (1.76)

a fungdo Ay (r) por seu valor no vicuo dado pela equagao (1.61).

A (r;)e
A.l({l,’)\ (I‘i) = AE)A (I‘i) = Z {Q (Ldk‘)\) Vi X VI' X ok I‘;

i

. (o) i ikrij
+8 (wia) Vi x (v’ X Ararj)e )} (1.78)

ik‘r‘ij

I',_'j

Agora vamos calcular a energia da i — ésima particula em segunda ordem

2 2
i (szf ) B () |V x AL (r)
k,A
(1.79)

5 1
(&) = = Z 2mhwya (W) ‘ASL (r:)
T kA

observando em primeiro lugar que sé estamos interessados na parte que depende de
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ry=|r; — r;| . Substituindo a equacdo (1.78) na equagao acima obtemos:

@ © A (x5) 7
(&) = ReZQWﬁwka(wk)A Za u)k)\ '\7' xV X -
kA J#i Tij
Vi x AP (r;) ek
+6(wk’A) V1 % ( J k,A( J) )]
Tij
(0) ikri;
27Tﬁc 0 (r ) Tij
_RezZ( - ) wk)kfo& (r;) [;a wra) Vi x Vi x V; x __._._I__i.__
V; x A (x;) e
+B (wk,;\)vi X V'j X ( Z k;\( J) ) 2
5]
termos de ordem igual ou superior (1.80)

a trés nas polarizabilidades

ou, usando as equagdes de Maxwell podemos mostrar que os rotacionais triplos das fungoes
modais podem ser simplificados. Fazendo isto obtemos:

2 AL () e
(Et->( ) — —ReZQﬂ'ﬁwka (W) Ag"’& (r;) Za(wk|A) Vox Y, x AT
KA jiti Tij
v X A.{O) (rj)elk?"tg
+8 (wr,a) Vi X
I‘,‘j
A(O) eikrij
—Rei y  2mhwif3 (we) k x AP ()" {Z a (wia) Vi x —2—— )
kA G T'ij
1 v A (I‘ ) zkrij
k2ﬁ(wk,\) V; X Vi X ( kr’f. ! . (1.81)
if

Substituindo as expressdes para A\ (r;), na equagio acima obtemos:
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27 Fuw ; ik.r; ,tkrij

kA 4 oy ri;
ez’k.rj e'ikrij
‘+‘3/3 (UJA:,A) Vi X (-——r-—k X ek,\)}
zJ
o Re Z Z Me—ik'rik % @ Z - (w ) v " e—ik‘rieikrij
V e | 2 kA) Vi o e
oA J#
‘i B_ik-ri elk?"l}

K2 (W) Vi X Vi X Tk X exx || - (1.82)

Para fazer o desenvolvimento dos rotacionais na equagao (1.82) vamos introduzir a iden-
tidade vetorial abaixo que pode ser facilmente demonstrada:

T 2F (r i
V x {aFai )f-xé.| _ 8;;5 ) [(2.8)% — 8] + OF (r) f%é_%f(é.f‘), (1.83)

onde 7 é o vetor unitario radial e € e um vetor unitario arbitrario que consideraremos
como os vetores unitarios éyy. Entdo podemos escrever:

ék,\ VI x V,— X (F (T’ij)ék,\) =
O%F (r43) /e & 1 OF (ri;) o
—*%TJ [(rij-ek)\)2 =1 ] — T—U_Ej [1 + (ri-j.ek,\)z] . (1.84)

Substituindo as férmulas escritas acima em (1.82) obtemos:
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Tij

2mhuw ﬁ J—— 8 (et
_Re’LZZ k tk.rij a; (wk’)\)a—n; ( Ty )kxem r;; X eg)
i#i kA
i 62 eiknj R R 5
kzﬁ (wk,x) {6?32 ( e ) [(Bk x &) —1 ]

1 9 ikry;
AT_i_;a'f'ij (erij ) [1 + (f‘uk X Eka\)Q} }j| - (185)

Vamos usar mais algumas identidades para fazer a soma sobre as polarizacoes:

Z (f"ij-ek/\)Q = Z (Fi5.k x ex) =1— (fij.lz)z,

A A

ZekA [r%J k X ekA)] = -2 (I‘lj )

Substituindo na equagio (1.85) temos que:

(E)D = _Reyz%hwk (2 (wi) o (L}J;)Jrﬁi (@) B5 (@K)) iter,

(-6 & ()2 () b9

—QRGZZ?,QWMIC o (Wea) B (wk;)-lrat (i) B; (i) ———
j# k

[2 (£:;.k) a—f; (e:;)] . (1.86)
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Expandindo as derivadas e rearrumando os termos, obtemos:

(5,;)(2) _ 271'5 2T pe Z Zkﬁwk a; (wi) o (wi) + B; (wi) 5]_ (wk)) e ikTij ik

j#Fi k

(1 " (fij'ﬁ)z) (k:"u) i ((*’ﬂf‘iy‘)2 - (k?‘lej)?’) (3 (fij'f{)z - 1)

—2Re Z Z ik3wp (Oéi (Wi,n) /3j (wk,;\) + o (“)k,)\) ﬁj (wk.)\)) p—ikerij ikt

Jj#i k

[(f‘ij.f{) (E;_J . ﬁ)] . (1.87)

Devemos lembrar que faremos o volume V' tender a infinito e que nesse limite 0 so-
matério em k pode ser escrito na forma ), = (V/ 87°) [ dkk*dQ. Assim sendo, obtemos:

(E{>(2) = ‘——V:—grg Rez_/o dk %dﬂkkf’wk (Cﬂi (wk) o (wk) + :Bi (L«Jk) ij (wk)) E_Zk'rﬂe krs

(1 (£ k)z) (kij) i ((krij)? - (k:;j)?') (3 (ks 'f{)g - 1)

-2 Re?,Z/ddekk W (O:,, (-U'kA (wk ,\) + (wk A) ﬁ (wk )\)) e
j#i

[(fij.fc) (E::_J - (k;)g)] . (1.88)

Efetuando as integragoes angulares, obtemos

—ik.r;; e

B0 = - [t im0 48,10 (2)

wr;
— (e (w) B; (w) + e (w) B (w ) H ( CJ)} (1.89)
onde definimos as fungoes
sen2z 2cos2z bHsen2z 6Gcos2z  Jsenlr
Cl@)=——0F+—( "~ (1.90)
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sen2xr 2cos2x sen2z
Hiz)= + — :

2 3 xt

(1.91)

Vamos por conveniéncia expressar nossos resultados em termos da variavel adimen-
sional = = wr/c:

B = —% ;/ﬂm dzz® [(ai (Ef—) o (%) + B; (%) 6! (C—;-)) G (z)
N ) B

Nessa forma ji podemos antecipar que a dependéncia em 7 do potencial no caso
retardado é 1/77, pois nesse regime, devido & interferéncia destrutiva dos comprimentos
de onda pequenos, ou seja das altas freqiiéncias, s6 as freqiiéncias pequenas contribuem.
Entdo podemos considerar z = 0 nas polarizabilidades, fazendo com que o integrando nao
dependa mais de 7.

A energia dada pela equagdo (1.92) representa potencial de interacdo para moléculas
na situacio mais geral, a saber aquela em que ambas possuem polarizabilidades elétrica
e magnética. Vamos, agora, separar os limites retardado e nao-retardado desse potencial.
Para isso é necessario considerar um modelo que identifique as fungoes «(w) e B (w).
Usaremos a férmula de Kramers-Heisenberg para o nivel n da polarizabilidade elétrica

[38]

2 < Wrn |dmnl”
o (W) = 3= ij o (1.93)
e para a polarizabilidade magnética uma expressao andloga
B (@) = = Y Gmn lmn | (1.94)
" 3h wi,, —w?

m

onde pmn € My, representam os elementos de matriz dos operadores de momentos de
dipolos elétrico e magnético do dtomo entre os estados de energia m e n. As polarizabili-
dades apresentam pdélos no eixo real, trazendo conseqiientemente divergéncias para a inte-
gragao. Notemos, entretanto, que se considerarmos as larguras de linha devemos deslocar
os polos para baixo. Dessa forma, vemos que as integrais sdo de fato bem definidas. Para
obtermos uma expressao mais facil de ser analisada vamos girar o caminho de integracao
para o eixo imagindrio. Usaremos as identidades abaixo:
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28G (x) = ((z* + 2ia® — 5% — 6iz + 3) ™) (1.95)
H (z) = 9 ((a* +2iz® —2?) *), (1.96)

onde o simbolo S significa que devemos tomar a parte imagindria, para rescrever a equagao
(1.92) em uma forma mais conveniente para os calculos. Deste modo obtemos:

voy = -3 [T (D) e (D) 4 ()2 (D)
(z* + 2iz® — 52° — 6iz + 3) €™

(0 (2)3(Z) + (B, (5) 2w -] G

(=

Fazendo a rotacdo para o eixo imagindrio, onde escolhemos o caminho de integracao
no primeiro quadrante, obtemos:

Ve = o [ azf(er (F)e (F)+08 () 2 ()
(:z:‘1 + 223 4 522 + 6z + 3) e
o () (2) et (2 (D) 200

onde as funcdes aff (w) e A7 (w) sao dadas por:

! 3R L«Jm2 n -+ wZ )
ﬁR( ) = /3 ( ) — = E ————I |2 (]. 100)
n w n \WW 3 ) 2 2

Para distancias grandes, caso em que os efeitos do retardamento ndo podem ser des-
prezados, observamos que as fungoes al (w) e 6? (w) permanecem com seus valores
praticamente iguais a ot (0) e ﬁf (0) respectivamente. Notemos que quando a varidvel
r aumenta. fazendo com que essas funcoes se afastem de seus valores proximos a origem
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a exponencial dada pela equagao (1.98) torna-se muito pequena. O limite retardado pode
ser determinado facilmente considerando que nesse caso as polarizabilidades podem ser

calculadas em w = 0. Obtemos:

Vir) = —% [(af(O)a?(O)wf(O)ﬁf(O)) f " dp (2 + 22° + 507 4 6z + B)
LRl g
(@R B0 +aR©F0) [ do (@t + 2 +27) e—ﬂ (1.101)
0

As integrais na equagdo acima podem ser facilmente calculadas . A primeira vale 23/4 e
a segunda 7/4. Substituindo esses resultados na equagao (1.101) obtemos:

V() =~ 3" [23 (aR (0) af (0) + B (0) A2 (0)) —T (o' (0) 5 (0) +af* (0) 7 (0))]
(1.102)

que coincide com o resultado de Feinberg e Sucher e Boyer[9], [10] e [39].

A obtencao do limite ndo-retardado requer uma pequena consideragao, visto que tere-
mos contribui¢des de ordens diferentes em r. Por isso vamos separar os termos que contém
polarizabilidades do mesmo tipo dos termos que contém polarizabilidades de tipos difer-

entes, escrevendo:

|Baren]”

he 2 Y £ Wﬂ-m|drnl.n:2 Wmn
VI(T) = _F<§E) ;A dﬂ?{(;w%n-}_(g)QZwQ _|_(_CE)2

r m mn r
2 2
Wmn |mmn| Wmn Immn|
+Z wi,, + w? Z w2, + w?
m mn m mn

(z* + 22° + 52° + 63 + 3) €] (L.103)

he . 2 © Wi mn |d:'.mn|2 Wjimn 1mj,mn‘2
VH (i‘) = —— = (375) JZ#Z/O dzx (; wﬁm-}- (g)z Zn: o (2)2

=
r!
r mn r

2
@ Z Wi mn Idi,mn|2 Z Wjimn |mj,mn|
2 _|_ UJ2 LU'2 + LU"2
m m

f""‘z','nm'z jmn

(2% +22° + 2%) ™™ (L.104)
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No limite ndo-retardado s6 os termos de menor ordem em z contribuem para a integral,

ou seja, os termos proporcionais a exp(—2z) em (1.103) e a 2? exp(—22?) em (1.104), ou
seja:

i = 35 () B[ (St n bl

Ve 'Emﬂ+( )
2
Wi mn ,IIL, mnl wj mmn |mj mnl —2z
3 ) 1 3 3 1.1
RO N e N

Wz mn ldz mnl Wi mn Im mn|
Valr) = (35) Z/ dm( zngmnwLJ(g)Q

g7 zmn =+ ( r ) r
Wi mn Imfa mnl Wimn _‘]mﬂl 2 _9gp
: : e . 1.106
+; tmn+w2 Z jmn+w2 & ( )

Como o potencial de interacao é uma soma de contribuictes de pares e também uma soma
nas freqiiéncias € significativo calcularmos o potencial para somente um par de moléculas
e para uma dada freqiiéncia de transi¢ao. Temos entao:

he [ 2\° 5 2/00 1 1
Vil = —— (=) e[z |d dz . (L1107
1= (3ﬁ) rldlenl®l f (w3 +(2)") («3+(2)") T

Fazendo a integracdo e simplificando a expressao resultante obtemos:

he F N2 s 1
£ e f 2 d
vi(r) ré (35) "] 2cwiwy (w1 + wa)
_ S wiwponon (1.108)
76 2 (W) + ws)’ )

onde «a; e oy sao as polarizabilidades estaticas definidas por

172 .

39



e representamos as freqiiéncias wy,, das moléculas por w; e ws. Para duas moléculas
idénticas e supondo que existe uma transicio dominante de freqiiéncia w obtemos o po-
tencial determinado por London:

3hwao?

Vi(r)=— . !

7(r) 16 (1.109)
O segundo termo V;; para o caso nao-retardado pode ser escrito na como:
B 72yt g " 1

Vi =—— (= o e — .

()= 2 (35) ol wn s (L.110)
b wiwiof

v SR o o o i I |

11 (1) 3 (ay © ) (1.111)
onde a polarizabilidade magnética é definida por:
1 /2 2

Bi = - (3&) |y | (1.112)

O potencial acima descreve a intera¢ao entre duas moléculas polarizaveis uma elet-
ricamente e outra magneticamente. Reproduzimos com a eletrodindmica quantica a de-
pendéncia em 1/r* obtida com o modelo semicldssico dos dipolo flutuantes. A despeito
da baixa intensidade da forca obtida, acreditamos que seja possivel sua verificacio exper-
imental. Além disso, notamos dois aspectos que podem ser relevantes nessa questdo. O
primeiro é a transi¢do mais marcante do regime nao-retardado para o regime retardado:
Na mesma escala em que a forga entre moléculas polarizaveis eletricamente cai por um fa-
tor 1/r na lei de poténcia a forga entre moléculas de tipos diferentes cai por um fator 1 /72
mas alcancando a mesma intensidade da primeira. O segundo aspecto é a dependéncia

com o cubo da frequiéncia.
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Capitulo 2

O efeito Casimir

As teorias quanticas de campo descrevem as propriedades das particulas elementares
por meio de estados especiais. As particulas sdo entendidas como os quanta do cam-
po e todas as grandezas fisicamente relevantes, como por exemplo a secio de choque de
espalhamneto, a taxa de producao de particulas, podem ser calculadas a partir dos oper-
adores de campo e das equacées dinamicas vélidas para esse campo. Ao mesmo tempo,
nos defrontamos com a idéia de um estado nao-trivial onde ndo hd nenhum guantum
do campo, isto é, um estado sem particulas reais. Tal estado é o vdcuo. N&o seria ab-
surdo esperar que esse estado fosse irrelevante para a interpretacio dos resultados da
teoria. O desenvolvimento da fisica, entretanto, mostrou exatamente o contrario e as
propriedades do vacuo quintico passaram a ser estudadas com uma perspectiva mais
realista. Somente quando o campo estd definido em todo o espaco de Minkowski sem
nenhuma particula real presente ou qualquer outra perturbagio é que podemos ignorar
os efeitos macroscépicos de sua existéncia. Nesse caso o vdcuo é estdvel e a amplitude de
persisténcia no vacuo é exatamente igual a um. E claro que isto significa considerar que a
energia do vdcuo nessa situacdo é zero. Diagramaticamente, isto equivale a desconsiderar
todas as bolhas de vacuo, ou seja, os diagramas onde nao hé linhas externas de modo que
esses processos virtuais nao tém nenhum efeito. Essa trangiiilidade desaparece quando
campos externos sao acoplados aos campos quanticos, ou quando hd uma distorcao do
espago de Minkowski, ou ainda quando hé fronteiras materiais que impéem condicoes
de contorno aos campos quantizados etc. Usaremos o indice superior A para especificar
que uma determinada grandeza foi definida ou calculada nessas condicdes. Nesse caso a
amplitude de persisténcia do vacuo deixa de ser igual a um. Representando o estado de
vacuo por |0), podemos definir a amplitude de persisténcia no vdcuo ou a amplitude de
transicdo vacuo-vacuo da seguinte maneira: consideremos o estado inicial, em t = —co
como sendo o estado |0) entdo a probabilidade do sistema permanecer no estado funda-
mental em ¢t = +00 é (0, = 4-00| 0, = —o0)* = (0,| 0_)*. Duas possibilidades podem
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ocorrer: (i) o médulo dessa amplitude é igual a um, neste caso o sistema permanece no
vécuo, mas a fase dessa amplitude reflete o fato de que sua energia é diferente de zero, (i)
o médulo da amplitude é menor do que um. Nesse caso hd uma probabilidade nao-nula
de ocorrer uma transi¢do do estado de vdcuo para um estado contendo particulas reais.
Podemos definir o funcional W [A] por meio da relacio [40]:

(04] 0_)% = ™14l (2.1)

Alguns autores referem-se a esse funcional como a acgéo efetiva, entretanto, entendemos
que esta denominagdo ndo é apropriada pois confunde-se com uma outra definicio de
acao efetiva que serd considerada no capitulo 3 dessa tese. Adotaremos aqui o nome acio
do vécuo na presenca de condigbes externas ou simplesmente acdo do vdcuo para esse
funcional.

Neste capitulo estamos interessados apenas no efeito Casimir, por isso, vamos conside-
rar que os acoplamentos externos se restrigem somente a condigoes de contorno impostas
pela presenca de corpos materiais ao campo eletromagnético. Escreveremos a amplitude
de permanéncia no vacuo na forma:

(04| 0_)¢ = Wl (2.2)

onde na notagdo acima o indice ¢ enfatiza o fato de que nao hi, neste caso, campo
externo aplicado, mas somente condicoes de contorno. Em geral podemos representar
essa amplitude por meio de uma integral funcional [40]

(04 0_)¢ =Wl = /ﬂ D [¢]exp {—% /L', (gb. qb) d%} (2.3)

onde L ¢ a densidade de lagrangiana do campo eletromagnético e F, representa o espaco
das funcgoes que satisfazem as condicoes de contorno. Em geral, as condicoes de contorno
exigem um tratamento baseado na prépria densidade de lagrangiana do campo. Mas
para simplificar a discussdo consideraremos condicoes de contorno que permitem fazer
uma equivaléncia com o campo escalar sem massa. Mais adiante, quando estudarmos a
caixa retangular, veremos que é imediato tratar o caso mais geral. A integral funcional
que aparece na equacdo (2.3) pode ser convenientemente calculada no espago euclidiano,
fazendo uma rotacao para o eixo imaginario. Obtemos entao:

Wl _ 0 _i et 4 :
i = [ Do |~ [6(-On et (2.4
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onde definimos o operador g = 82 + V? ou, tomando o logaritmo,

Wi = In 3 D¢ e~ Jdrdxs(-Og)e (2.5)

_ —% In det (~Og | F,) (2.6)

a energia do vacuo confinado é entdo dada por:
1w
2 Ty

1
= —In det (—Og | F), (2.7)
Tg

E[d]

onde Tk, o tempo euclidiano, deve ser considerado no limite de tempo infinito no final
dos célculos.

A integragao funcional nos leva, para o caso de um campo escalar sem massa, rapi-
damente ao cdlculo do determinante do operador —[Jg. Na préxima secio veremos como
este determinante € calculado com o método da funcéo zeta. Albuquerque [41], levando
em conta a regularizacao que obrigatoriamente é feita nos dois casos, demonstrou que
esse método é equivalente ao método da soma de modos usado por Casimir em 1948,

A seguir vamos calcular o efeito Casimir para os trés casos mencionados acima e que

serao importante para nos.

2.1 O efeito Casimir a temperatura zero

O efeito Casimir se manifesta quando condi¢des de contorno confinam parte do campo
eletromagnético em uma regiso do espaco. E natural supor que os fenémenos fisicos que
ocorrem nessa regiao nao sejam capazes de gerar particulas reais e por isso correspon-
dam ao caso em que a amplitude de permanéncia no vdcuo tem médulo um e equivale,
portanto, a dizer que W [A] é real.

O efeito Casimir serd analisado nesta e na préxima secio para o campo eletromagnético,
por isso vamos apresentar as equagoes do campo e discutir em termos gerais o processo
de construcao do espago de fungdes, essencial para o cilculo da integracao funcional. O
campo eletromagnético em uma regido do espago, finita ou infinita, onde nio h4 cargas
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livres deve satisfazer as equacoes de Maxwell:

VE = 0 (2.8)
VB = 0 (2.9)
10B
E+-2" = 0 :
VxE+o— (2.10)
10E
VXB—EE = 0, (2.11)

onde estamos usando o sistema gaussiano de unidades.
E mais conveniente introduzirmos o potencial vetor A por meio da relagao

B=VxA (2.12)
e o potencial escalar ¢ definido por
10A
E=——-V¢. ;
o0 ¢ (2.13)

Substituindo os campos elétrico e magnético na equagio (2.10) e desenvolvendo os termos
obtemos

1 8*°A 1_0¢
J==1 2 Y L s I
V(V.A) - V*A + 2 5 -+ cvat 0 (2.14)
Esta equagdo adquire uma forma extremante simples se adotarmos o calibre de Coulomb
definido por V.A = 0. Além disto, podemos também fazer ¢ = 0, o que é sempre possivel

na auséncia cargas. Obtemos, apds a substituicao dessas condicoes em (2.14), a equagio

VA - =— =0, (2.15)

de modo que os campos elétrico e magnético estardao bem determinados pelas equacées
(2.12) e (2.13) se o potencial vetor, satisfazendo & equagdo (2.15), for determinado.
Separando as varidveis r e t , podemos procurar solugées de (2.15) na forma

A(r,t)=a(t)A,(r). (2.16)
Substituindo em 2.15 podemos mostrar que A, satisfaz a equacao de Helmholtz:
VA, (r) + kE*A,(r) =0 (2.17)
e a(t) satisfaz
a (t) +wa(t) =0 (2.18)
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com k=uw/c
A solucao geral para os campos elétrico e magnético é portanto

E@ﬂsz%h@MAﬂ+J@Amﬂ, (2.19)
B(r,t) = Y a(t)VxA,(r)+a"(t)VxAj(r) (2.20)

onde usamos o principio da superposicao e somamos o complexo conjugado para obtermos
solugoes reais.

As condicoes de contorno impostas ao campo eletromagnético quando corpos mate-
riais estdo presentes afetam a parte espacial da solugdo, isto é, sdo transmitidas para
a fungdo A, (r). Destarte, a solucdo dada pelas equages (2.19) e (2.20) sé sera efe-
tivamente geral se as condi¢oes de contorno forem também homogéneas, permitindo a
superposicao de solugdes. Casimir, em seu trabalho pioneiro de 1948 [15], considerou o
campo eletromagnético confinado por placas metélicas neutras e paralelas e separadas
por uma distancia d. Esse foi o ponto de partida para intimeros outros trabalhos sobre
esse efeito. Nessa tese vamos destacar o trabalho de Boyer [39] que considerou o campo
eletromagnético confinado entre uma placa perfeitamente condutora e uma outra infini-
tamente permedavel e Lukozs [42] que considerou o campo eletromagnético confinado em
uma caixa retangular. Em todos estes problemas devemos, em primeiro lugar especificar
as condigoes de contorno que devem ser impostas ao campo eletromagnético na presenca
de placas perfeitamente condutoras ou infinitamente permedveis.

2.1.1 O efeito Casimir com placas metdlicas

Consideremos placas metélicas infinitas e perfeitamente condutoras separadas por uma
distancia d. O campo eletromagnético deve satisfazer a condig¢des de contorno sobre as
placas perfeitamente condutoras, a saber:

E x n =0 (2.21)

nas placas

B 1|, pacas = 0- (2.22)
Lembrando que o potencial escalar ¢ foi igualado a zero e o potencial vetor para uma
componente monocromatica foi escrito na forma (2.16) e usando equagéo (2.13) podemos

determinar as condigoes de contorno para o vetor A,.

A, x| =0 (2.23)

nas placas
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V x A, n| = 0. (2.24)

Escolhendo eixos cartesianos tais que o eixo OZ seja perpendicular as duas placas com
uma em z = 0 e a outra em z = d, a condi¢ao de contorno (2.23) ¢ reescrita na seguinte
forma: as componentes tangenciais do campo A, se anulam em z =0 e z = d. A segunda
condicdo de contorno nao precisa ser considerada explicitamente porque ela é automatica-
mente satisfeita . Isto permite substituir o campo eletromagnético por um campo escalar
sem massa que satisfaz as seguintes condi¢des de contorno: ¢(0) = ¢(d) = 0. Final-
mente fazemos a passagem para o espago-tempo euclidiano onde deveremos determinar

nas placas

as autofungoes do operador —Jg = —82 — V* que satisfazem &s seguintes condicdes de
contorno:
CE:)(T,SE, y,O) = ¢(T:$ay9 d) = {): (225)
A energia do vacuo eletromagnético confinado € dada entao pela equacao (2.7):
1
E(d)=2 lim —In det(—0Og | F,), (2.26)
Tg—oo TR

onde introduzimos o fator dois para levar em conta os dois estados de polarizacao do
campo eletromagnético.

Assim, no espago-tempo euclidiano temos de calcular um determinante de um opera-
dor eliptico. H4 vérios métodos para se calcular o determinante de operadores diferenci-
ais. Uma excelente introducdo pode ser encontrada em Leite [43] e uma discussao mais
abrangente em Elizalde et al [44]. Aqui, vamos escolher o chamado método da funcéo
zeta generalizada introduzido na fisica por [45] e largamente utilizado em teoria quantica
de campos [46, 47]. Para uma discussio interessante interessante sobre a regularizacio
analitica veja [48].

O método da fungao zeta generalizada consiste dos seguintes trés passos: primeiro
calculamos os autovalores do operador £ correspondentes as autofunc¢oes que satisfazem
as condigoes de contorno apropriadas e escrevemos ((s; O) = 7r (O)°, segundo fazemos
a continuacdo analitica de ((s; ) a uma fungdo meromdrfica a todo o plano complexo s
e finalmente calculamos o determinante det( | F3) = exp(—9¢(s = 0;D)/ds), ou

I¢

Indet(O | Fy) = —5;(8 = {}: 17}, (2.27)

E finalmente podemos escrever a energia do vdcuo, explicitando o operador que nos in-
teressa, em uma forma que exprime toda a forga do método de regularizacao da funcao

zeta:

18
= — —_— = t—_ ~ 2
E (d) ZTBLHOO T 9 (s =0;-0g) (2.28)
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Nao é dificil obter os autovalores do operador —Jz com as condi¢des de contorno
dadas pela equagao (2.25):

2 2

{k2+k2+k2+ | korkr ko €R; n=1,2,. } (2.29)

A fungao zeta associada a este operador e com os autovalores dados em (2.29) é entéo:

2. [ dk,dk,dk 272770
£(s;,—0g) = TELQE /ng [kf+kf+k§+%} (2.30)
— TEL2 = 2 2 271‘2 -
- TS [ [ ]

onde L? é a drea das placas e a integral tripla foi reduzida a uma integral simples apds
a introducéo de coordenadas esféricas definidas por K? = k2 + k? + k2 que permite a
integracao imediata da parte angular. Em seguida, usando a representacio integral da
funcao beta de Euler:

L u—l
/ dx z* ! (1:2 4 ag)
0
C(z)0(y)

valida para Re (u + ‘%) <1 e Re p>0 elembrando que B (z,y) = Faty) obtemos:

¢ (S; —DE) _ TE,‘L2 (d)S 2s F( )F (S ) 23 _ 3) i n;_g (232)

1 u+2u 2B (2 1—1/—5-), (2°31)

472 I(s) =
B TeL? /m\3-2sT (s — g—)
= 32 (E) —F(E)—"CR (25 —3), (2.33)
onde substituimos I' () = 1,/ e identificamos a funcio zeta de Riemann. Lembrando
que proximo a origem podemos escrever I' (s) = 1/s é fécil mostrar que 3 4 9% =
G (0) .de modo que:
o€ TeL? ;m\3 3
= (s=0:— Wl ] -
83 (S 0! DE) 87!'.'3/2 (d) ( 2) CR( 3)
2,2

720 43’
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onde substituimos os valores da func¢ao gama e da funcio zeta I ( —%) = g\/:r_r e ((=3)=

1
120°
Das equagdes (2.28) e (2.34) , concluimos que a energia de Casimir por unidade de

area é dada por:

E(d) w2 1

L2~ 72043

(2.35)

Restaurando as constantes universais 2 e ¢, concluimos também que a pressdo de
Casimir é dada por:

L2 ad\ 1z ) 240 &*

F (d) 0 (E(d) m2hc 1

( ) = e (2.36)
A presenca da constante de Planck neste resultado revela sua natureza quantica. Um
outro aspecto marcante é auséncia da constante de estrutura fina, mas isto nio significa
que o efeito Casimir existiria mesmo que o campo eletrénico ndo existisse ou se, mesmo
existindo esse campo, estivéssemos em uma era onde o acoplamento fosse nulo. N&o nos
esquegamos que sem o acoplamento com a matéria ndo poderiamos considerar as condicoes
de contorno (2.21) e (2.22) ou qualquer outra. A constante de acoplamento, entretanto,
se manifesta quando calculamos as correcdes radiativas ao efeito Casimir. Além disso, a
forca é atrativa. Poderiamos afirmar, agodadamente, que este comportamento da forca é
uma conseqiiéncia da distribuicdo dos modos nas regices fora e entre as placas. Os modos
entre as placas sdo discretos enquanto que fora das placas os modos formam um continuo;
assim ha mais modos fora do que entre as placas, fazendo com que surja uma pressao para
dentro. Apesar de ser uma explica¢io verossimil e bastante intuitiva veremos que ela nao
é correta. Hushwater [49] mostrou que o cardter atrativo ou repulsivo estd associado &
redistribuicdo dos modos entre as placas.

Encerraremos esta sec¢do, discutindo a pressao de Casimir dada pela equagao (2.36)
do ponto de vista da sua verificacdo experimental. Antes de mais nada substituamos
os valores das constantes fundamentais & e ¢ por seus respectivos valores numéricos e
expressemos a distancia d em unidades de pum. Obtemos a seguinte expressdo para a

pressao de Casimir:

m*he 1 0,013 dina
240 d¢ at cm?’

Po = (2.37)
Esta forca ¢ muito pequena, mas pode ser medida experimentalmente. Sparnaay [50] em
1958 fez as primeiras medi¢des desta forca e concluiu que a previsao tedrica de Casimir
nao estava em desacordo com seus resultados experimentais. As experiéncias diretas com
condutores sdo dificieis de serem realizadas em laboratério e somente em 1997 Lamoreaux
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[51] realizou a segunda experiéncia com condutores; Mohideen e Roy [52, 53] fizeram mais
experiéncias com condutores e conseguiram melhorar ainda mais a precisio das medidas
sobre a for¢a de Casimir. Novas experiéncias estdo sendo realizadas e j4 é possivel verificar
diversos efeitos que interferem na forga de Casimir.

2.1.2 O efeito Casimir com placas de Boyer

Nesta secgdo vamos considerar o campo eletromagnético confinado entre uma placa
perfeitamente condutora (¢ — o) e outra infinitamente permeével (1 — oc). Boyer estu-
dou este sistema pela primeira vez e determinou a energia por unidade de drea usando o
formalismo da eletrodinamica estocdstica [39]. Por este motivo chamaremos este sistema
de placas de Boyer. Apresentaremos a solu¢do desse problema seguindo o método de
regularizacao da funcao zeta usado por M V Cougo-Pinto et al [22]. O ponto de partida
para as placas de Boyer ¢ idéntico ao da sec¢do anterior, isto é , vamos analisar a ampli-
tude de transicao vacuo-vacuo. Para a placa condutora usamos as condicdes de contorno
(2.21) e (2.22). A diferenca importante nesse caso estd nas condigdes de contorno que
serao impostas ao campo eletromagnético na placa infinitamente permedvel. A compo-
nente tangencial a placa do campo magnético B e a componente perpendicular & placa
do campo elétrico devem se anular [31]:

B x n| =) (2.38)

na placa

na placa

Com as condigdes de contorno especificadas acima, ainda é possivel tratar o campo
eletromagnético como se fosse um campo escalar ¢, satisfazendo & equacdo da onda e as
seguintes condi¢oes de contorno, mas multiplicando o resultado final por dois para levar

em conta as duas polarizagoes:

d
¢(r.2,4,00=0 e 5-¢(r,2,5,0) =0, (2.40)
onde consideramos a placa perfeitamente condutora em z = 0 e a placa infinitamente

permeavel em z = d. Os autovalores do operador —Jp associados ao nosso problema de

contorno sao portanto:
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2
1 2
{k§+k$+k§+ (n+§) % | ko, k1 k2 € R, n=0,1,2,...}, (2.41)

e a fungao zeta é entdo dada por:

dkodk,dk Ix%2]
= _ 2 l 2 2 2
6(57 _DE) = TEL E / [ kl + k‘2 + (n + "2‘) EEJ

_ Tgl? °° 5
= = f K dK{
n=impar

¥ d2 } N (2.42)

onde L? é a drea das placas, K? = k2 +k} + k2 e a integracio na parte angular j4 foi feita.
Usando a representacao integral da fungéo beta de Euler, equagdo (2.31), obtemos:

R R LS I U

n=impar

Para expressar a soma do lado direito da equagéo acima em termos da funcéo zeta de
Riemman, vamos somar e subtrair a soma correspondente aos termos pares

> ;11— = Z - (2.44)

n=impar 1 n“par

= (1——)43()

Substituindo a equacao (2.44) na equacdo (2.43) e usando o fato que I' (3) = 1y/7,
obtemos

TELQ m\3-2sT" (3 = 'g‘) 23
C (S, —DE) = 873/2 (ﬁ) W 1~ ﬁ gR (23 = 3) . (245)
Aplicando o mesmo artificio que foi usado na seccao anterior obtemos:
BC TEL2 T3 3
e(s=0:-05) = 225 (30) T (=5 ) (-T)¢a(-3) (2.46)

7 TgL?n?
8 720 d3
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A energia por unidade de drea é simplesmente dada pela equagao (2.28):

Ed) 771
L2 ~ 872043 i)
Derivando e recuperando as constantes fundamentais /2 e ¢ obtemos a pressao de

Casimir:

Fd) _ 9 (E@) _Tr*hcl
L2 ad( L2 )_ 8 240 a4’ <

A pressao de Casimir para as placas de Boyer é, ao invés da pressdo atrativa nas
placas de Casimir, repulsiva. Esse resultado torna-se mais interessante se lembrarmos que
ele elimina a possibilidade da explicacdo simples e intuitiva, dada anteriormente, para o
carater atrativo da forga entre as placas de Casimir baseada na contagem dos modos na
regiao entre as placas e a regiao fora das placas. :

Podemos ainda interpretar o resultado da equagao (2.47) a luz do célculo direto da
energia de ponto zero. A energia de Casimir para as placas de Boyer Eg (d) /L? pode ser
obtida a partir da energia de Casimir para as placas de Casimir E¢ (d) /L. A energia
do véacuo confinado entre placas de Boyer é dada por:

EN =) % (2.49)

k,o
com c.C.

As freqiiéncias wy determinadas pelas condi¢des de contorno (2.40) também aparecem nas
freqiiéncias determinadas pelas condigbes (2.25) se a distancia entre as placas for igual
a 2d, as freqiiéncias adicionais correspondem as freqiiéncias associadas as condi¢oes de
contorno (2.25) com a distancia igual a d. Podemos entao escrever

k,o ko k,o D
com c.ce.N com c.c.D com c.c.

onde o indice k£ no primeiro somatoério é determinado pelas condigoes de contorno im-
postas ao campo e o representa as polarizacoes do campo. Para calcularmos a energia de
Casimir é necessdario subtrair a energia que o vacuo teria nessas regioes sem as condi¢oes
de contorno. Notemos que a subtragao destas energias nos dois membros da equacao
(2.50) nao interfere em sua validade. E assim poderiamos ter antecipado o resultado
dado pela equagao (2.47). De fato, levando em conta somente o fator numérico temos
—1/2% — (—1) = 7/8 que reproduz inclusive o sinal correto. Portanto hd uma equiva-
léncia entre placas de Boyer e dois conjuntos de placas de Casimir. Essa equivaléncia sera
verificada mais adiante neste capitulo e também no préximo.
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2.1.3 A energia de Casimir para uma caixa retangular

Estudaremos agora o campo eletromagnético confinado em uma caixa perfeitamente
condutora de lados a, b e ¢ . Lukosz [42] resolveu este problema para o caso em que as faces
da caixa sao formadas por condutores perfeitos, a partir da soma de modos. Ruggiero et al
[54] determinaram a energia de Casimir de uma caixa com faces perfeitamente condutoras ,
regularizando a soma de modos por meio da fungdo zeta. Ferreira [55] determinou a energia
de Casimir para a caixa retangular com algumas faces condutoras e outras infinitamente
permeaveis. Os resultados obtidos sdo bem conhecidos, mas o cdlculo do determinante
com a técnica de regularizagio por meio da fungéo zeta que nés utilizamos é original.

Neste caso ja ndo podemos usar a equivaléncia entre o campo eletromagnético e
um campo escalar. O vetor potencial que satisfaz as condigées de contorno dadas pelas
equacoes (2.21) e (2.22) nos lados da caixa é dado por

g\ 1/2
A (7)) = (V) cos (kyz) sin (kyy) sin (k. z) a,

/
A, () = (%)1 2sin(k29:)cos(kyy)sin (k22) ay
1/2
Al F] = (—18;) sin (k) sin (kyy) cos (k. 2) a, (2.51)

onde az, a,, e a, sdo os cossenos diretores da dire¢io do vetor de onda k , satisfazendo
acondicdo a2+a’+a2 =1, V = abcéovolume da caixae

I mm nw
kI:E’ };y:_b : kx:—c— l,mne€ {0,1,2,,..}. (2.52)
As autofreqiiéncias associadas sao
I\ ? mm\ 2 nmy 2
2
= I 22 — 2.5
Wimn (a)+(b)+(c) (§:53)

Podemos verificar diretamente que a fun¢do vetorial dada por (2.51) é a solucio das
equagoes de campo que satifaz as condigoes (2.21) e (2.22). Para [,m,n # 0 h4 dois
estados possiveis de polarizagdo e para [ = 0 ou m = 0 ou n = 0 hd somente um
estado de polarizagao. Estas restrigoes sdo conseqiiéncias da condicao de transversalidade
impostas aos modos normais. Agora podemos determinar o espectro do operador euclidi-
ano —0g/F,.,0onde o simbolo F. representa o conjunto de funcées que satisfazem as
condicoes de contorno.

i+ (2) + (3 + (2 259

52



onde k, € R . A funcio zeta generalizada é entdo dada por:

conm = 3 [l B e ()3 ()] )
W [ dk{2fj }g+ (=)' (%j }
B gl )
32 [~ an, {2 3 [k3+(%)2+(1—”)1_5}’ (2.55)

2
=0 lin=1
m,n=1

Usando a representagdo da funcao beta de Euler (2.31), obtemos

¢(s,—0g) = E 2F(%)F(S_%) i : 1
i O [ RGP R R

S S [ R ORI

T JTEHT(-3) « 1

= — >, (2.56)
Jr2»;rr <\ I‘(s m;I {(%)24_ (%)2]9~E

ou introduzindo as fungoes de Epstein multidimensionais homogéneas que sao definidas
por

oo

En (z;a1,0a9,...,ay) = Z (alnf -+ agng + ...+ aNn?V)fz 5 (2.57)

n1,m2,.nNy=1

para Rez > N/2 e aj,as,...,any > 0, podemos reescrever a funcao zeta dada pela equacao
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(2.56) na forma

_ Tp T (s—3) 1111 111
o) = s E s pm (s p g a) B (s )|

111 111
Ey (s o ;:3) + Eo (8 5 b—gﬂc_z):l (2.58)

As fungoes de Epstein homogéneas podem ser escritas em termos das fungdes de Epstein
ampliadas que sdo definidas por

oof

Ay (z;a1,a9, ...,ay) = Z (a1n3 + aan3 + ... + anyny) (2.59)

n1,n2,..nN=—00

também para Rez > N/2 e a,as,...,ay > 0. A linha no somatério da equacio acima
significa que a combinagdo n; = 0,ny = 0,...,ny = 0 nao contribui para o somatério.
As fungoes de Epstein ampliadas podem ser facilmente expressas em termos das funcées
de Epstein. Para N = 3 temos explicitamente
Az (z;a1,a9,a3) = 2°E3(z;01,00,a3) + 2°E (201, 09) + 2° B (2; 04, a3)
+22E; (2; a, a3) + 2B (2;a1) + 2E1 (25 a2) + 2E; (z; as) (2.60)

Entao podemos escrever a equagio (2.58) como:

Tg T'(3)T(s—12 1111 11
O ()P(E;) )HAB(S‘?;’;T;)*251(3—5;9”

11 11
—2F, (S 3 b—g) — 2k, (S — o C—z)} : (2.61)

Agora vamos usar uma férmula de reflexdo para as funcdes de Epstein ampliadas [44].
Notemos que a aplicacdo destas férmulas equivale a fazer a continuagdo analitica das

funcoes de Epstein.

—F42sp (N _ N
Ay (z;a1, a9, ...,ayN) = T (2 S) Ay (— — z;aq,as, ...,aN) . (2.62)

/@iazanT (s) 2

Entao, a equacdo (2.61) pode ser reescrita na forma:

Te T(3) [ _s42 2 12 2
C(S) = 2372s F(S) [W At F(2—S)GbCA3(2—S;a1b’c)

—a" 2t (1 — 5) 2, (1-s;a%)
—rm 2t (1 — 5) 2bE; (1—s;0%)
—m T (1 — 5) 268y (1—5¢%)] (2.63)

o4



A energia de Casimir é portanto:

1 |abe 1 (1 1 1
W=—|— g = | = o4 = e . .
16 | =2 Z - (la2 1+ 1mb? +nc2)‘ 3 (a = b + C)J (2 64)

lmn=—

O resultado acima é a energia total de Casimir que coincide com o resultado obtido
por Lukosz [42]. Podemos recuperar a enegia e a pressao para as placas de Casimir se
fizermos duas dimensoes da caixa, por exemplo b e ¢ tenderem para infinito. Nesse caso
o 1ltimo termo tende para zero e o tnico termo que tem limite finito no somatdrio é
obtido com m = n = 0. Também notamos que é possivel haver uma mudanca de sinal se
variarmos os lados a, b e ¢. Quando a caixa é simétrica, ou seja, para um cubo, a pressao
de Casimir é repulsiva, e nesse sentido tem um comportamento andlogo ao da esfera [56].
E intrigante pensarmos como as forgas de van der Waals podem gerar nesses casos tais

forcas repulsivas.

2.2 O efeito Casimir a temperatura nao-nula

Sabemos que em uma teoria quantica de campo hé inevitalmente particulas virtuais
que sdo criadas e em seguida aniquiladas em um processo infinddvel. Essas particulas
constituem o mar de particulas virtuais que apesar de nao ser diretamente observavel pode
interagir com particulas reais e deixar suas impressoes digitais no mundo macroscépico.
Uma destas manifestacoes é o efeito Casimir[15] e que pode ser interpretado, em termos
gerais, como o resultado das distor¢des no mar de particulas virtuais (vdcuo) [57]. Neste
capitulo estamos interessados nas distorcoes causadas por fronteiras quando a temperatura
é diferente de zero. As intempéries causadas pelo aumento da temperatura fazem com que
o mar de particulas virtuais, antes intdctil, crie vagas de particulas reais que interferem de
uma maneira nao-trivial nas manifestacoes do vacuo. As experiéncias atuais sobre o efeito
Casimir permitem medidas com tal grau de precisdo que é imprescindivel obter diversas
corregdes tais como: rugosidades , penetrabilidade no metal, temperatura nao-nula [58,
[59] [16], [60] para termos concordéncia com os dados experimentais.

2.2.1 A energia livre

Em uma teoria de campo a temperatura finita devemos considerar os modos do campo,
que correspondem as particulas virtuais do mar e as particulas reais termalizadas. Para
tratarmos tal sitema usaremos o formalismo de tempo imaginario [61, 62], bastante conve-
niente para sistemas em equilibrio térmico. Pode-se usar também o formalismo de tempo
real de Keldish-Schwinger [63, 62] ou o formalismo denominado de dinamica dos campos
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térmicos [64, 65]. Mas, para nossos propésitos o formalismo de tempo imagindrio € o mais
simples e o mais direto. A fungdo de parti¢do Z para uma teoria bosonica é dada por

[61):
B =N /pe L [D¢)] exp ( /O ’ dr / d%ﬁ) , (2.65)

onde £ é a densidade de langrangiana da teoria, N é uma constante de normalizacao
infinita, mas sem conseqiiéncias fisicas, e periédico significa que a integral funcional deve
ser calculada no dominio das fungdes que satisfazem a condicgao de periodicidade no tempo
imagindrio:

%(2,7,2,0) = ¢ (2,9, 2 0), (2.66)

onde 3 =T !, o inverso da temperatura, é o comprimento periédico no eixo do tempo
euclidiano. A energia livre de Helmholtz F(3) relaciona-se a funcao de particao por
meio da relacio F(3) = —f 'In Z(F). Além da condi¢do de contorno periédica dada
pela equacio (2.66) devemos considerar condigoes de contorno que sao determinadas pela
geometria, pela natureza dos campos fisicos e pelas propriedades das fronteiras inseridas
no vécuo. Para as placas de Boyer podemos, em conseqiiéncia de sua geometria plana,
representar o campo eletromagnético por um campo escalar com condigoes de contorno
que espelham as condi¢des de contorno impostas ao campo eletromagnético. Escolhendo,
como antes, coordenadas cartesianas de modo que o eixo OZ seja perpendicular as placas,
com a placa perfeitamente condutora em z = 0 e a perfeitamente permeével em 2z = d,
as condicoes de contorno para as oscilagoes do campo eletromagnético sao dadas pelas
equagdes (2.21) e (2.22) para z = 0 e (2.38) e (2.39) para z = d. Neste caso podemos
utilizar a equivaléncia entre o campo eletromagnético e um campo escalar ¢ com condigoes
de contorno convenientes, multiplicando o resultado final por dois para levar em conta as
duas polarizacdes do campo. As condi¢ées de contorno formuladas acima para o campo

escalar se escrevem coImo:

=d
drmga=0=0, OTBE=d_g, (2.67)
0z
onde 7 é o tempo euclidiano. Assim escrevemos In Z(3) na forma:
1
nZ(B)= (—3) In det(—0g | Fa), (2.68)

onde g = 8%/67% + V2 e o simbolo F;, representa as fungoes que satisfazem &s condigoes
(2.67). O célculo do determinante que aparece na energia livre pode ser feito usando-se
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mais uma vez o método da funcdo zeta generalizada. Combinando a equagéo (2.27) com
a definicido de energia livre obtemos:

F(8) = g% (s :ag; %), (2.69)

Os autovalores do operador —0g cujas autofuncdes satisfazem (2.66) e (2.67) sdo:

1 2 o 42 2 &
{k§+k3—i—(n+§) %+—%2£} ; (2.70)

onde k;,k, € R,n € {0,1,2,3,..} e m € {0,£1,£2,...} . A funcdo zeta generalizada ¢
entao dada por:

2 47rm

¢ (s, —0gp) = L Z Z/dkdk {k2+k2+(2n+1) R J ,  (2.7)

m=—oc n=>0

onde L? é a drea das placas. Rearrumando os termos no iltimo somatério, trocando
as varidveis continuas para coordenadas polares e integrando a parte angular, podemos
reescrever a ultima equagao como:

o= £[5 fas (o) S fon e Y

n=1 m=1
2.72)

onde k? = k2 + k2 e a linha no somatério nos indica que o indice ndo somatério toma
somenrte valores 1mpares Usando a seguinte representacdo da funcao beta de Euler,

férmula 3.251.2 [66]:

oo _ 1
pt (o8 L 2Vl _ O (E 1— _lj) p+20—2
/0 de z (:1: —|~a) 5 5 v 5 a ,

onde:
I'(z)C'(y)

B(z,y)= Tz ty)

que é valida para R(v + p/2) < 1 e p > 0, obtemos:

¢(s,—0g) = i’;_&% |:( )2 QSZHQ LN imio: (40[2 22) S] :

(2.73)
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O somatério simples no lado direito da equagdo acima pode ser ligado diretamente a
fungao zeta de Riemann (5 por meio de:

oo!
» oat = (1-22%)(5(25-2). (2.74)
n=1
A soma dupla na equagéo (2.73) pode ser expressa em termos de funcgoes de Epstein que
sao definidas por [67, 68, 69]:
1
B .
v (zaa aN) Z Z Z  (anf +an® + .. + anni + M?2)?’ (2.75)

ni=lng=1 nN

onde ai,as, ...,ay e M? >0 . Escrevendo que:

] 1-s
XX AamA\"T X /n? am?\'T & [((2n) 4m?
¥ (%) - X 7)) Xl F) |

(2.76)

a equacdo (2.73) toma a forma:

2 . 2—-2s
¢(s,—0g) = f—ﬂ%ﬁ—g (2%) (1 —2%7%) x (x (25— 2)

1 4 1 4
+= 2E2 (S = 1; E, F) == 2E~2 (S = 1; ﬁ, ?> . (2.77)

As funcoées de Epstein podem ser continuadas analiticamente a todo o plano complexo
(veja por exemplo [69]). Para N =2 e M? = 0 a continuagdo analitica é dada por

a 1 [7#T(2—1/2) 1
- I 92) 4 =, [ (-
B> (z;a1,a0) z Cr(22) + Nm o x B | z 2,a1
272 a mF—1/2 2mrm
7 X s K122 (f-—-—\/amz) .
F(z)a§/2+l/4 n;; (a1n2)(z 7Y Va2

onde K, (z) é uma fungio de Macdonald que é definida em todo o plano complexo. Fazendo
as substituicoes apropropriadas para z, a; € as e usando o fato que a derivada da funcao
G (s) /T (s) em s = 0 é simplesmente G (0) se a funcéo G for analitica na origem, obtemos:
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" 7 2372  J2 00 -3/2
{(s=0,-05) = —5x ;dis ‘[ Z ( ) (2.78)

—3/2 Brnm B 2f8mnm
x [£2tia :ad) el

A energia livre de Helmholtz por unidade de drea é dada por:

F 7 =t V2 = (md\ [, Brnm 20mnm

B o fogn W ] ~3/2 _

28" 7208 xﬂg;l(n) [2 K3/2( 2d ) Km( 2d )}
2.79)

O primeiro termo da equacao (2.79 )representa a energia de Casimir regularizada a
temperatura nula obtida por Boyer(cite:Boyer74). Observe que este termo é -7/8 da
energia de Casimir com condi¢ées de Dirichlet a temperatura nula. O segundo termo na
equacdo (2.79) contém a contribuicio dos efeitos térmicos e pode ser modificada em uma

forma mais conveniente.
As funcoes de Macdonald K, (z) de indice semi-inteiro sdo dadas por(c.f., férmula

8.468 em [66]:
_z (n+k)!
Kny12(2) = \/ exp 2 kl Rl @) (2.80)

Definindo a varidvel adimensional { = d/n3 = Td/n e usando da equacéo (2.80) podemos
escrever a equacao (2.79) na forma

F 7 . 1
50 = X s — =T ©) 281)

onde f (£)é uma funcao adimensional definida pela soma dupla:

0= [(mtam) e - (mr )] am

n,m=

A soma em n pode ser reduzida a uma série geométrica e pode ser facilmente calculada

[2¢ /n + coth (n/2€)]
45 Z n?sinh (n/2§) (2:83)
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A equagéo anterior contém toda a informacao termodindmica sobre as excitagoes bosonicas
confinadas entres as duas placas. Da equagao (2.83) podemos obter facilmente o regime
de baixa temperatura da energia livre. E suficiente fazer

coth(-) = 1, s'mh(%)zlexp(n/%), (2.84)

26 2

e manter somente o termo correspondente a n =1 :

Fle<<1)~ (14 g¢) explge)

O limite de baixa temperatura é portanto:

F(B) 7 m? 1 1 —mB3/2d
77 =3 % T20@8 wﬁ3+2dﬁ2 e ; (2.85)

No limite de baixa temperatura a energia livre de Helmholtz para o conjunto de placas
de Casimir é dada por, ver e.g. Brown e Maclay[16]:

FB) _ £ X G — @) &= (71’;3 + déa) g (2.86)

2~ 8 T7208® 2n8°
A auséncia do termo proporcional a 1 /63 no caso das placas de Boyer é um aspecto
curioso. A razdo para isto ficard mais clara quando discutirmos a simetria de inversao de
temperatura. O limite de altas temperaturas também pode ser obtido facilmente.

2.2.2 A pressao

A funcao adimensional f (£) que aparece na composigdo da energia livre foi definida pela
soma dupla (2.82). Cada uma dessas somas pode se reescrita na forma:

Z (—ng—kﬁ) g~ — aBQZ/ dw w In 1—8—‘3“’),
nm=1 n=1

onde a, b, e ¢ sdo constantes que satisfazem as seguintes condi¢es a = bcer=1/Bc. A
energia livre pode ser escrita na forma

£) = _,322/ dww In (1—e) +622f dww In(1—e), (2.87)
n=1 ¥ K1 n=1 " Tk2
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onde k1 = 7/2d e kg = w/d. O primeiro termo na equacio (2.87) corresponde as correcoes
térmicas para duas placas infinitas , paralelas, perfeitamente condutoras e separadas por
uma distancia 2d. O segundo termo corresponde as correc¢oes térmicas do mesmo arranjo,
mas com as placas separadas por uma distancia d. Desse modo, podemos verificar que
as corregoes térmicas as placas de Boyer que estamos considerando é a diferenca entre os
dois conjuntos de placas de Casimir considerados acima. Lembrando que o termo corres-
pondente & temperatura nula pode ser obtido com o mesmo procedimento, concluimos
que essa equivaléncia continua sendo valida mesmo a temperatura nao-nula.

A pressdo nas placas é dada por menos a derivada da energia livre em relagdo a
distancia d entre as placas e pode, portanto, ser separada em uma contribuicao de tem-
peratura zero e corregoes térmicas, ou seja,

7 1 df (¢) Loy

Pia = 35000 T gt g

A contribuicao térmica € entao :

o0
Prirmico = ?Tzﬁ4§3 [ Zn2 In(1—e %) — ;nQ In(1—e™%)]. (2.89)

Agora vamos usar uma das vdrias versdes da férmula de Poisson. A versdo que nos
interessa em particular é [70]:

iG( ) = + Zf dz G (z)cos (2riz) . (2.90)
n=1 [=—00

Usando a identidade (2.90) na equagéo (2.89) e acrescentando o termo correspondente &
contribui¢do de temperatura zero, obtemos:

- w2 1 321 =\ coth (47%m¢)
AT 3271-464 B e = m?
| coth 271' m{f)
375 O fz 7

Este resultado vale para qualquer temperatura. Note que o termo associado a tem-
peratura zero estd aparentemente ausente no resultado final. Isto acontece porque apds a
aplicacao da férmula de soma de Poisson, obtemos além do termo de Stefan-Boltzmann
e dos dois somatdrios, um termo com sinal oposto ao do termo de temperatura zero que
se cancelam exatamente. Um cancelamento similar também ocorre no caso de férmions
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sem massa confinados a temperatura finita e no limite de alta temperatura para o efeito
Casimir usual. Entretanto pode-se mostrar sem dificuldade que, tomando a temperatura
igual a zero, podemos reproduzir o termo de temperatura nula. O limite de alta tem-
peratura pode ser facilmente obtido da equagdo (2.91). Aproximando convenientemente a
cotangente hiperbdlica nas somas e calculando as derivadas parciais segundas e mantendo
somente os termos dominantes obtemos:

7 3¢ (3) | G dnd ~ 8m3d?
Pliq—45ﬁ4+16d3ﬂ+2ﬂd3ﬁe X 1+7+ 52 ) (2.92)

Uma simples integragao da equacao (2.91) nos d4 uma outra reprensentacao da energia
livre de Helmholtz, a saber:

F(38) m2d 1
2 - 7 T 323
I 456% " 32133

9 1 X coth ( 47r m&) 1 coth (2m°mé)
B I

1
& 8m3g° 35 £ 4

onde a constante de integracdo é determinada exigindo-se que no limite de altissima
temperatura obtenhamos o termo de Stefan-Boltzmann. Note que também podemos
determinar essa constante de integracao analisando o limite de baixa temperatura. O
limite de alta temperatura da equagao (2.91) é dado por:

F(B) .y md 3 ¢(3) 1 1 —4md/B
ATy T (47”12,6 * d62> ¢ ' (-93)

A menos de sinais e fatores importantes, esses resultados sao semelhantes aqueles obtidos
para o caso atrativo nesse mesmo limite. Brown e Maclay [16] obtiveram a seguinte
expressao para a energia livre por unidade de drea no caso de placas infinitas, paralelas e

condutoras:

F(p) — md ¢(3) 1 L —4wd/f
L2~ 453% 8md?8 (471—0!2[3 * dﬁﬂ) © ' (394

Em ambos os casos o termo dominante no limite de altissima temperatura é o termo de

Stefan-Boltzmann.

2.2.3 A simetria de inversao de temperatura

A simetria de inversao de temperatura é uma simetria que ocorre com a energia livre
associada ao efeito Casimir a temperatura finita e depende da natureza das condigoes de
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contorno impostas as oscilagbes quanticas do campo nas placas. De fato, Ravndal e Tollef-
ssen [71] mostraram que a simetria de inversao de temperatura para um campo escalar
sem massa depende de condigoes simétricas e que para um campo fermidnico sem massa
depende de condicoes de contorno anti-simétricas. Um aspecto importante da simetria
de inversdo de temperatura é a possibilidade de relacionar o termo de Stefan-Boltzmann,
correspondente a temperatura muito alta, com a energia de Casimir, correspondente a
temperatura zero. A simertria de inversdo de temperatura apareceu pela primeira vez
no trabalho de Brown e Maclay [16] durante seu calculo do efeito Casimir padrio a tem-
peratura finita. Brown e Maclay foram capazes de mostrar que a energia livre pode ser
escrita como a soma de trés termos: uma contribui¢cdo a temperatura zero, i.e., a energia
de Casimir a temperatura zero, uma contribuicao de Stefan-Boltzmann proporcional a
quarta poténcia da temperatura e uma contribuicdo nao-trivial. Este termo nao-trivial é

dado por:

Z Z (27T§
nao—trivia 2.95
s e dn? n=1 m=1 + (27nf) ] ( )

onde £ é uma varidvel adimensional definida por{ = d/m8 = Td/m . Esta funcéo tem a

seguinte propriedade:
(2m€)* f (1/4m€) = £ (£). (2.96)

que é a formulacdo matematica da propriedade de inversao de temperatura. As trés
contribuicdes podem ser fundidas em uma tinica soma dupla que se lé:

f= IGWQ Z Z (2né) (2.97)

n=—00 m=—00 27”75) ]

onde nessa soma dupla devemos excluir o termo correspondente a n = m = 0. Se fizermos
n = 0 e somarmos em m com m # 0 obtemos o termo de Stefan-Boltzmann —m8¢t /45.
Por outro lado, se fizermos m = 0 e somarmos em n com n 7 0 obtemos o termo de
Casimir a temperatura zero —m2/720. Como foi demosntrado por Ravndal e Tollefessen, a
equacio (2.97) obedece a mesma simetria sobre a inversdo de temperatura que a original
obtida por Brown e Maclay. Foi mostrado, também, por Gundersen e Ravndal que a
energia livre redefinida associada a um campo fermi6nico sem massa a temperatura finita
submetido as condi¢oes de contorno do MIT satisfaz & relagao(2.96) e por isso exibem a
mesma simetria de inversio de temperatura. Tadaki e Takagi [72] calcularam a energia
livre para um campo escalar sem massa satisfazendo condi¢oes de contorno de Neumann
ou Dirichlet em ambas as placas e encontraram a mesma simetria. Entretanto, se o campo
escalar obedece condigoes mistas perde-se a simetria. No caso de um campo escalar sem
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massa a temperatura finita submetido a condi¢bes periddicas pode-se mostrar que a fungao
de particdo e, conseqiientemente a energia livre, podem ser escritas em uma forma simples
de modo que a simetria de inversdo de temperatura torna-se evidente [73].

No caso repulsivo que estamos tratando temos condigoes de contorno nao-simétricas
e esperariamos que essa simetria nao se manifestasse. No entanto, vamos mostrar que é
possivel estabelecer uma versao mais geral da simetria de inversdo de temperatura que
permite fazer a conexdo entre os limites de baixa e alta temperatura [17]. Mostraremos
ainda que a equivaléncia entre as placas de Boyer e dois conjuntos de placas de Casimir
justifica intuitivamente essa conexao.

Nosso ponto de partida é a equagao que define a fun¢do adimensional f (£) e a identi-

dade:
= (-=1)™  #*[1/7b+ coth (nb)]
Z (m2+b2)2 202 sinh(wb) '

m=—0o0

(2.98)

onde faremos b = n/27¢. Usando a identidade acima podemos reescrever a equagao (2.83)
na forma:

2mwE
e = -2 Z{ 2vr£m))] ]
_ memd)t |1 = (=™

B 167r4g3 Z Z |i 2} 16m4¢° m;w mt )

m=—00 n=—00 271'6 )]

onde no somatério duplo o termo correspondente a m = n = 0 e o termo correspondente
a m = 0 no somatério simples devem ser excluidos. Substituindo a expressao acima na
equacio (2.81) poderemos escrever a energia livre por unidade de area na forma:

F ™ (2mg)"
A 167r2d3 Z Z [ 27r{-:m)] } (2.100)

m=—0Cc N=—00

8 53

Agora fazendo a soma em m =par e m =impar, podemos separar a energia livre por
unidade de area em duas partes

F_h_B (2.101)

L2 Lz L
onde I} e F5 sao dadas por:

3 (47€)
V7 12871'2d3 Z Z { 47r§m)]2} -

=—00 N=—00
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E: (27€)
L_2= 167r2d3 Z Z { o } (31103)

et | [0 + (27€m)?]”

E possivel entao verificar diretamente que as enegias livres F) e F), satisfazem as seguintes
relagoes:

) Fs (g ) = F1 © (2.104)
e
(2r€)* Fy (4;25) =F5(§). (2.105)

A equacgao (2.101) pode ser interpretada da seguinte maneira: Em primeiro lugar no-
tamos que F;/L? e F;/L? podem ser interpretadas como as energias livres por unidade de
drea associadas a dois conjuntos de placas paralelas infinitas e condutoras uma separada
por uma distancia 2d e o outro separada por uma distancia d. Deste modo podemos
dizer que as simetrias dadas pelas equagoes (2.104) e (2.105) sdo induzidas por esta cor-
respondéncia, conciliando também o resultado de Ravndal e Tollefsen [71] com o nosso,
no sentido que as placas de Casimir exigem condigoes de contorno simétricas.

Observe que usando a identidade:

= 1 ™ 1
Z (b’;’TQ) ﬁ coth (’ﬂ'b) Qb STk (Trb) (2.106)

[=—00

podemos escrever F; e F5 como somas simples:

F T = [463 n & 1

L = eoth— 42—~ 2.1

2~ 6P & { n® O 3z ¥ 2 Sn? (na0) (2.407)
e

F2 = [4° n 25 1

e PR Jo COth — f o g 2.108

L? 16d° < { e C 2¢ T n? sinh® (n/2§)] ( )

Como primeira aplicacido vamos relacionar o termo de Srtefan-Boltzmann, que é domi-
nante no limite de altissima temperatura e a energia de Casimir a temperatura nula. Para
cada conjunto de placas de Casimir e no limite de altissima temperatura podemos escrever
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F1 (OO) 2

Iy md (2.109)
e
F2 (OO) 1
T = _456"#265' (2.110)

e usando as equacgtes de simetria (2.104) e (2.105) podemos escrever

F1 (O) - ?T‘2

2 4% 90d3 (24111)
e
Fy (0) 2
2 B x990 (2112)
Usando entdo a equagdo (2.101) obtemos
) 7 o
L2 872043 (2313)

que € exatamente a energia de Casimir a temperatura zero associada ao nosso original

conjunto de placas.

Como segunda aplicacao de simetria de inversdo de temperatura vamos agora estab-
elecer a relacdo entre as regides de alta temperatura e baixa temperatura. Na regiao de
alta temperatura as energias livres de Helmholtz F; e F, correspondentes a cada um dos
conjuntos de placas de Casimir formadas por placas paralelas e condutoras separadas por

distancias 2d e d , sao

F 2m8¢t ¢ (3)¢ ¢ 22 ek
I @ 328 \16d 2 )© (2-414)

F  m¢ ((3)¢ ( 3 W252> 1% (2.115)

12~ 45d3 843 @ e

onde usamos os resultados obtidos por Brown e Maclay para o efeito Casimir padrao na
regiao de alta temperatura. Note que, de acordo com a equacgao (2.101), se subtrairmos
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a equagdo (2.114) da equagdo (2.115) obterfamos a energia livre de Helmholtz correspon-
dente ao nosso conjunto de placas de Boyer. Usando as equacées (2.104) e (2.105) obtemos

F__ m (@ (W253+”252)e—1f26 (2:116)

L? 575043 2d3 B3 23
e
Fy LR G L S . S S WP
2 0@ 2 \ @& T ) WR17)
Finalmente, usando a equagao (2.101), obtemos
F 7 71—2 7T253 25 _1/25
2~ 37208 ( & P ) | ]

que € a aproximacao de baixa temperatura para a enegia livre parar as placas de Boyer.

2.2.4 A caixa retangular a temperatura finita

A energia livre de Helmholtz para o campo de Maxwell dentro de uma caixa de paredes
perfeitamnte condutoras pode ser calculada com a técnica da funcio zeta generalizada [74].
A funcéo zeta global para este problema é:

PO MDY [(2@ ) wfm}, (2.119)
p=—co l,mn=1

onde as autofregiiéncias wj,, associadas aos modos normais permitidos no interior de
uma caixa retangular de paredes perfeitamente condutoras de dimensdes a, b, e ¢ sdo

dadas por:

9 Im\? mmy 2 nmwy\ 2
= () (2 (@)
a b c
ondel,m.n € {1,2,...} . Paral,m,n # 0 ha duas polarizacdes independentes e para [ = ()

oum = ( oun = 0 hd somente um estado de polarizagio possivel. As autofreqiiéncias para
as quais dois entre os trés inteiros [, m,n sido simultaneamente nulos nao sao permitidas.
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A funcio zeta generalizada para este problema é entio:
ey = % 3 3 () 20 )+ [2Y
Bl & a b c 3
m'.rr)? L (271’1))2 -
g
H a ¢ B
49 235: i (T)2+(”_“)2+ 2mp\*| (2.120
r e b c B8 20
O setor de temperatura zero pode ser separado fazendo-se p = 0

2s
e o (111 4N 111
2 (;) ((s) = 2°E4 (Sagaﬁygia_g —2°FE3 S ma

+
-
il~]e
M2
=
0
o T
SN’

[ S+
_|...,
P
> |

1 4 1 1
3 , 2 .
1 1 4 1 1
3 2 ’
2 (55530 ) + 28 (57
1 1 4 1 1
+23E3 (S; R F) e 22E2 (3; R C_2) . (2.121)

Para regularizar essas somas é conveniente escrevé-las em termos das funcées zeta ampli-
adas, definidas na equacao (2.59). Obtemos eantéo:

2s
T 1 11 4 1 4
2(3) <o = a(ompag)-a(mm)
1 4 1 4 4
‘—AQ (S; 6_2,?) = AQ (S; C—Q,F) +4E1 (S; 'E) ’ (2122)

Finalmente, podemos regularizar a equagdo acima, usando a férmula de reflexao (2.62) a
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todos os termos com excecdo do dltimo que ja estd regularizado:

((s) = pabeS T (2 S)A4 (2 —g;0%, 0%, gj) st S)A2 (1 — s;a%, ﬁ—z)

~ 8r2  TI'(s) ' 4 gn2  T'(s) 4
u2bBT (1 — s) o B pPeBI(1-s) 2 B
% T e (1"”2’?)‘ s T (1‘3"32’?)
2s
+(§) Cp (25) (2:123)

onde (g (22) é a fungéo zeta de Riemman e usamos o fato que E(2;a) = a™* ((22).
Notemos que todos os termos do lado direito da equagao (2.123) se anulam quando s = 0,
com excecao do tltimo, tendem a zero. Isto significa que ¢ (0) é diferente de zero pois
que Cp (0) = —(1/2) In(27) e desse modo dando origem a um termo dependente de escala.
A energia livre de Helmholtz para o campo eletromagnético confinado em uma caixa

retangular é entdo dada por:

F(abcf) = 41‘;’:; : 1 .
I,m,n,p=—00 (a 12 + b2m? + c2n? + 9{—2)
g - 1 " b 1
167 e (a212 + ,6_?2)2 16m o~ (52m2 2 ﬁ_i}ﬁ)z
c < 1

b > - +1n(Bu). (2.124)
167 S ——— (C2ﬂ2 + .B_EE)

A presenca de um termo de escala é um residuo do processo de renormalizagao imple-
mentado pelo método da fungdo zeta generalizada. Este termo, embora nao crie dificul-
dades para o célculo da pressdo de Casimir por ndo depender das dimensoes da caixa, pode
ser eliminado se levarmos em conta que no limite de altissima temperatura a densidade de
energia livre deve ser exatamente igual ao termo de Stefan-Boltzmann. Assim a escolha
correta para o fator de escala é p = 1/3. Finalmente podemos escrever a expressao da
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energia livre

F(abcfB) = — l‘gf_z 1 _
L;m,n,p=—00 (a212 + 0?m?2 + ¢*n? + é—ff)
... e 1 Lb s 1
16m (a2l2 + %ﬁ)z 16m =~ (b2m2 N %&2)2
¢ 1

(2.125)

e .
167 w;oo (cznz 5 EEPE)Q

Vale apenas observar que esta expressdo para a energia livre de Helmholtz reproduz cor-
retamente todos os limites anteriormente estudados, a caixa a temperatura zero, placas
de Casimir a temperatura nula e temperatura ndo-nula e o limite de altas temperaturas.

2.2.5 A inversao de temperatura

A determinacao da simetria de inversao de temperatura para o sistema que estamos
estudando é mais complicada do que no caso estudado anteriormente porque além do
parametro /3 associado ao inverso da temperatura temos trés parametros espaciais, a, b, ¢
associados aos trés lados da caixa retangular. A simetria de inversao de temperatura
aparece claramente quando hd somente um pardmetro espacial e, além disso, as condigoes
de contorno impostas & dimensdo espacial associada sao simétricas em relagao as condigoes
de contorno impostas & dimensdo da temperatura. Isto ocorre para condig¢oes de Dirich-
let ou Neumann quando somente um pardmetro espacial estd envolvido. Estendendo a
idéia de simetria de inversdo de temperatura, vamos mostrar que o sistema que estamos
investigando possui esta simetria [18].

Inicialmente notemos que o denominador do primeiro termos da equagao (2.125) pode
ser reescrito como a2l + b*m? + ¢*n? = k?*(a%q® + b’r? + ¢*t?) onde {q,7,t} é uma
seqiiéncia de trés inteiros primos entre si e k é o fator comun de {/,m,n} . Para a seqiiéncia
{q,r.t} definimos um comprimento caracteristico dggr¢; por df, ., = a’q” +b*r? +c*t>.
Também definimos a varidvel adimensional &, .,y = 2d(g,3/3. Os demais termos da
equacio (2.125) podem ser tratados de uma forma mais simples. Por exemplo, para o
segundo termo definimos £, = 2a/3. Podemos somar os termos da equacao (2.125) fazen-
do o seguinte reordenamento: Y7, ._ . = D (e} S e - A energia livre dada pela
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equacgdo (2.125) pode entdo ser escrita na forma

F(a,b,c) Elas
::tbcc - ﬁzzz e

{grt} k.p=—00 {Qf‘t} (k g{q,rt} +p )

L v &
+ T6mwatto [’p;m (12€2 + p?)

1 > &
+ e
16mab?c mp;_m (m2§§ + p?)

",

! i (——52—— (2.126)

+167mb02 s 1253 - pg)

O limite de temperatura zero da equagao (2.126) pode ser obtido facilmente notando
que quando # — 0 os parametros adimensionais g, ¢, €as § € € tendem a zero e
conseqiientemente somente os termos correspondetes a p = 0 poderao contribuir. Em
seguida voltamos ao conjunto inicial de indices para obtermos o resultado de Lukosz.

Agora podemos analisar a inversdo de temperatura. Com esse objetivo, vamos definir

as seguintes funcoes:

abe < §lars)
Figraty (Eggrsy) = _Wk 3 e q:; el (2.127)
yP=—00 Ty

Fa(€,) (2.128)

= i &
a 167 e (12‘52 + PZ) .

e expressoes similares para Fy, (§,) e F.(£,) . Em termos dessas funcoes a densidade de
energia pode ser escrita na forma

_ Z F{qrst} g{q rt]) % Fy (60.) & by (gb) =l Fe (66) ) (2129)

e aV % cV

onde V' = abc é o volume da caixa. Podemos finalmente verificar que as fungoes F4rs) (5 { q.r,t})
tém as seguintes propriedades:

1
g{q,r,t}

Elarty Flarst) ( ) = Fepay (Eigrn) (2.130)
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£F, (éi) —F(). sy

As equagdes (2.130) e (2.131) mais as duas similares para Fy (§,) F. (&) descrevem a
simetria de inversdo de temperatura para nosso sistema, ou seja, todos os termos podem
ser invertidos por meio dessas férmulas.

No limite de alta temperatura esperamos que o termo dominante seja o termo de
Stefan-Boltzmann 72/ (45ﬂ4) . As nossas transformacgdes geram a partir de um tinico ter-
mo de Stefan-Boltzmann uma infinidade de termos a temperatura zero que entao devem
ser somados para se obter a densidade de energia a temperatura zero e, inversamente,
cada termo a temperatura zero gera um tunico termo de Stefan-Boltzmann. Nessa for-
ma, relacionada a densidade de energia, podemos aplicar a transformagao de inversdo de
temperatura aos sistemas anteriormente estudados. A forma especifica da transformagao
depende do sistema em consideragdo, mas o procedimento ¢ o mesmo. Para a caixa re-
tangular obtemos Flg.e (0) = —72/720 e F,(0) = F3(0) = F.(0) = 7/48. Usando as
equagoes (2.130) e (2.131) obtemos

g%q,r,t}F{qmt} (00) = _%20 (2.132)
e
£2Fa (00) = &5 Fy (00) = £ F (00) = m/48. (2.133)
Levando estes resultados na equagdo (2.129)
F(a,b,c,ﬁ—»D)z—a—l)cw—j+—i§(a+b+c), (2.134)
450 128

que esté de acordo com a relagdo aos termos dominantes na aproximacao de alta temper-

atura.
E conveniente reescrever a eqquacao (2.125) ou sua forma equivalente (2.129), desta-

cando os termos correspondentes a temperatura zero e Stefan-Boltzmann das correcoes
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nao-triviais de temperatura. Fazendo isto obtemos:

FH ﬂ.z+ﬂ_ 1+1+l
V. 458 128° \ab ac  bc

1 i : + T . 4 1 L 1
o0

1 2 1 1 .
4m? -
4qr2 {%} :,él (k;2d2 + ﬁ2)2 whe t; 40212 + 3%p?

{q.rt}
T 212 . a2 9" 2.1
+ﬂ'ac l; 45212 + ﬁ2p2 + i ”JZ=1 4c212 + 62}')2 (2.135)

As duas ultimas linhas da equagdo (2.135) representam as corregoes nao-triviais depen-
dentes da temperatura. O primeiro termo na terceira linha é equivalente a um conjunto
de placas condutoras onde cada par é caracterizado pela distancia dy, .. Assim podemos
usar os resultados ja conhecidos na literatura [16] para placas de Casimir.
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Capitulo 3

Acoes efetivas da eletrodinamica
quantica e o efeito Scharnhorst

A teoria quantica de campos foi desenvolvida a partir do processo de quantizagao
canonica que postula as relagées de comutagdo em tempos iguais. Entretanto, o uso da
integracao funcional na teoria quantica de campos tornou-se uma ferramenta importante
na analise de algumas questoes tedricas fundamentais e até mesmo imprescindivel em
numerosas outras. Neste capitulo vamos discutir, usando o formalismo da integracao fun-
cional, os conceitos de funcional gerador e de acao efetiva. No nosso caso, destacamos que
a acdo efetiva incorpora com simplicidade as simetrias e os vinculos impostos ao proble-
ma. Em seguida aplicaremos esses resultados para estudar a eletrodinamica quantica em
uma escala de energia baixa, obtendo a agdo efetiva de Euler-Heisenberg[19], que serd
calculada por meio da funcio zeta generalizada. Finalmente aplicaremos esses resultados
para estudar o efeito Scharnhorst [75] no vécuo confinado entre uma placa perfeitamente

condutora e outra infinitamente permedveal.

3.1 A acao efetiva

O formalismo funcional é um procedimento muito direto para a construcao da teoria

quantica de campos. Os valores esperados no vicuo do produto temporalmente ordenado

dos operadores de campo (0|T (¢ (z1) @ (z2)...¢ (x,))|0), ou como sdo conhecidos, as
funcdes de Green de n pontos Gy, (z1,Z2,...,Zn), sdo obtidos nesse formalismo a partir
do assim chamado funcional gerador por meio de derivadas funcionais. Definimos, em

74



primeiro lugar, o funcional Z [J]
201 =N [ Diglexs(; [ da (£ (0,08)+J6), (3.1)

onde N é uma constante de normalizacdo. Além disso, notemos que pode-se manter a
generalidade da nossa andlise simplesmente supondo que ¢ seja um campo de N com-
ponentes. No caso em que a teoria é construida no espaco de Minkowski, sem quaisquer
vinculos ou condicdes externas, essa constante de normalizagio é determinada pela con-
dicio Z[0] = 1 e corresponde & eliminagdo das bolhas de vécuo (diagramas sem linhas
externas) na anélise dos fendmenos fisicos. Entretanto, na presenca de campos externos,
vinculos sobre os campos quantizados ou qualquer outra distorgao em relacao ao espago-
tempo de Minkowski as bolhas de vécuo podem se acoplar a essas condi¢oes externas,
fazendo com que o funcional gerador nao satisfaga mais & condigdo Z[0] = 1. A constante
de normalizacio, porém, permanece a mesma, idéntica a que foi determinada na auséncia
de campos externos.

Pode-se interpretar convenientemente o funcional Z [J] como a amplitude de transigao
vécuo-vécuo (0 ]0)Y na presenca de uma fonte externa J . Levando em conta a condigao
de normalizacao e omitindo na notagdo possiveis campos externos, podemos escrever

[ Dllexp(; [ dx (£(9,9) +9)

zZ[J] = . . (3.2)
I Dllexp(; [ dz (£ (9,9))
Entao, por meio da derivacdo funcional, podemos escrever a seguinte relagao:
A" & Z|(J]
Gn ('rlax?a-"umn) - (;) 5J($1)5J($n) j:o‘ (33)

E claro que o fato de calcularmos as fun¢ées de Green, fazendo J = 0 significa que
a fonte J é um mero artificio matemético e deve ser eliminada em todos os resultados
fisicamente relevantes. As funcoes de Green definidas em (3.3) contém todos os gréficos
da teoria os quais podem ser classificados em conexos e desconexos. Os primeiros tém
todas as suas partes conectadas por propagadores enquanto que os desconexos podem
ser separados em subdiagramas que nao estdo conectados entre si por propagadores. Os
graficos desconexos, portanto, podem ser obtidos a partir dos graficos conexos e por
isso torna-se importante obter estes grificos exclusivamente, ou seja, queremos definir
um funcional que gere somente os grificos conexos. Usando o método funcional é facil

introduzir tal gerador por meio da relacao.

Z[] = e (—%W [J]) . (3.4)
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De fato, se tomarmos a derivada funcional de W [J] em relagao a J de ambos os termos
da equacdo (3.4) e em seguida fizermos J = 0, obteremos no primeiro membro as funcoes
de Green e no segundo combinacges de fungbes de Green conexas. Os graficos cone-
xo0s, por sua vez, ainda podem ser simplicados, se considerarmos os graficos que podem
ser conectados a graficos mais simples por meio de um propagador. Tais graficos mais
simples sdo denominados de graficos irredutiveis a uma particula e tém a propriedade de
permanecer atados mesmo apds a supressao de uma linha interna de propagador. Esses
gréficos irredutiveis a uma particula, portanto, sao pegas mais fundamentais da teoria,
j4 que qualquer grafico conexo é formado pela jungao de subdiagramas irredutiveis a
uma particula por meio de propagadores internos. Além disso, se soubermos tratar os
infinitos presentes nos graficos irredutiveis a uma particula, entao estarao tratados todos
os infinitos da teoria. E possivel obter um funcional gerador para os grificos irredutiveis
a uma particula. Para isso vamos definir uma nova varidvel ¢, (z) por:

SW [J]
Invertendo a relacéo (3.5) obtemos J = J (z, ¢,) e podemos, entdo, procurar o funcional
que nio dependa de J(z). A transformagio de Legendre usada em termodinamica e

mecénica analitica para eliminar uma varidvel substituindo-a por outra que dependa de
uma relacio andloga a (3.5) pode também ser executada aqui com igual sucesso:

(3.5)

Plgd =Wl - [ do I (@) . (). (3.6)
Notemos que a derivada funcional desse novo funcional satisfaz a condicao
o [¢,]
C = O
oJ ’

o que comprova o fato do novo funcional, denominado de agao efetiva, ndo depender de
J. Pode-se mostrar que as derivadas funcionais de I' [¢,] em rel¢ao a ¢,

5" [&,]
6 (1) -6, (z0)’ (3.7)

sao as funcoes de Green irredutiveis a uma particula com as linhas externas amputadas,
ou seja, I' [¢,] é o funcional gerador das funcdes de vértice [76][77).

3.2 Expansao em lacos

O formalismo funcional para campos livres e sem auto-interagao pode ser aplicado
sem maiores problemas porque as integrais funcionais obtidas sdo, geralmente, gaussianas.
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Para campos que interagem, entretanto, a situagdo nao é tao simples. Podemos usar o
formalismo funcional para estabelecer dois métodos de aproximagao que sao extremamente
liteis para essas teorias mais gerais. Vamos separar na lagrangiana da teoria a parte
correspondente & teoria livre £, (¢, 3¢) e a parte que descreve a interacao V (¢). Temos
entao:

N / Dlg]exp(+ f 4z (Lo (6,06) + gV (6) + J@), (3.8)

onde introduzimos a constante de acoplamento g para que o processo de aproximacao
possa ser bem caracterizado. O funcional gerador dado na equagdo (3.8) pode ser escrito
em uma forma bastante conveniente em funcdo do funcional gerador Z, [J] da teoria livre
se considerarmos a seguinte identidade:

i )eXp [ﬁ/d" z' (L, —I—J¢)} =%¢3( ) exp [h/d4 w' (L D+J¢>)J (3.9)

Usando esta identidade e supondo que o potencial V (¢) possa ser desenvolvido em série
de Taylor, obtemos:

ZJ] = exp( ﬁ/dxgv(ﬁw‘s ))N’/D expﬁ/d$(£0(¢,8q5)+J¢)
_ N/’D[gb]exp (——/d:c v (nwa( )))zo ], (3.10)

A presenca das duas constantes g e & na equagdo (3.10) sugere dois tipos de aproxi-
macédo: a primeira consiste em supor que a constante de acoplamento é pequena e desse
modo geramos uma série de poténcias em g; a segunda consiste em considerar que a
constante de Planck é pequena e geramos, dessa vez, uma série de poténcia em 7. Intuiti-
vamente as motivacGes para essas aproximagoes sdo evidentes: a expansdo em g significa
que & medida que a interacio aumenta mais termos na série perturbativa devem ser con-
siderados e a expansio em /i estd associada as corre¢bes quanticas incorporadas a teoria
cldssica completa.

Nosso interesse estd justamente na expansdao em 7 que é também denominada de
expansao em lacos. A agdo na equacao (3.1) depende de z e J () e é dada por:

16,7 @) = [ diele+hd (@) ] @], (3.11)

onde L é a densidade de Langragiana da teoria que, por conveniéncia, suporemos ser a
correspondente a um campo escalar real da forma

2
L= 10,0046 — 26 +9V (9), (3.12)
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onde introduzimos a constante de acoplamento g. A solugdo cldssica ¢, (z) satisfaz &
equagao de Euler-Lagrange:

65, 9]
69 (z)

onde S, é a ac¢o classica. Definiremos a fungdo ¢, (z) exigindo que ela anule a derivada
funcional em relacao a ¢ (z) da a¢do dada pela equagao (3.11), ou seja:

68 (¢, J]

6¢ (x)

E claro que quando a fonte J (z) tende a zero a funcdo ¢, (z) tende para a funcio o, () .
A série em lacos pode ser obtida se expandirmos os funcionais em torno dessa solucao ¢,.
Comecemos pela acao dada pela equacao (3.11) cuja expansio é dada por.

=0, (3.13)

%o

(3.14)

¢

Sl¢,J] = S[qﬁl,J]Jrfatas[crﬁ(a:)—fﬁl(wﬂ;5%@5
+% / dzdy (¢ (z) — ¢1 ()] [# (y) — &1 (¥)] ‘g};(f)?w o
2
= S+ [ @dipE ol |Grrmm|, BO -+ 619

onde usamos a equacgao (3.14). Fazendo a derivada funcional da acao dada pela equagao
(3.11) é facil obter:

5’8
6¢ (x) b0 (y)

Substituindo a equacgao (3.16) na equagao (3.15) obtemos entao:

= [O+V" (9)] 8z~ p). ($-16)

Sl J] = Slen] - ,1) / do[6(2) — 4,@)] [B+V (6| (6@ =6, @) +.. . (3.17)

A acdo, em primeira aproximagao, tem uma forma gaussiana e a integral funcional em
(3.4) pode ser feita facilmente. Obtemos:

exp (%W) - exp{i—iS[aﬁl,J]} focbexp{—%/dm[qa(w)qbl(x)]
[O+V" ()] 16 @) - 01N} (3.18)
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Agora redefinimos a varidvel de integragio de modo que [¢ (z) — ¢, ()] seja tranforma-
do em #2 ¢ e para calcularmos a integral que aparece no expoente passamos para 0 espaco

euclidiano exp (W) = exp {15 [¢,, J]} {det [O+ V'’ "(¢1)]} 7. Usando a férmula geral
det A=exp(TrnA),

vem que:

W] = Sigi] +1 [ dod ()61 (o) + 5

Trln [IZI +V" (4 )J (3.19)
O campo cléssico ¢, definido em (3.5) pode ser calculado a partir de (3.19), lembrando a
definicdo de S e considerando que em primeira aproximacéo ¢,é ¢, + O (i?).

Agora podemos determinar a aproximacao da agao efetiva a um laco usando a definicao
(3.6) e a condigdo (3.20) e desprezando os termos de ordem O (h?)

Llgd =Sl + 2 Trin [O+V" (4,)]

Se restringirmos nossos célculos a um lago, ou seja considerando somente termos da
ordem de A, podemos verificar que nesse limite teremos:

W (7] =T[g]. (3.21)

Além disso, é interessante observar que embora o campo ¢, seja um campo cldssico, sua
origem ¢ fundamentalmente quantica. De fato esse campo se anula no limite % — 0 e por
esse motivo, nao pode ser interpretado como uma corre¢ao ao campo da teoria cldssica.

As teorias quanticas de campo sdo intratdveis quando consideradas na sua forma
mais geral, mesmo os problemas aparentemente mais simples tornam-se extremamente
complexos se forem abordados com a teoria completa. Na secao anterior apresentamos o
formalismo geral da agao efetiva que pode ser aplicado para um campo multicomponente
qualquer, inclusive com componentes fermionicas, e permite, sem considerar nenhum tipo
de aproximagao, reinterpretar a teoria completa em termos de diagramas em &rvore.
Entretanto, os fenémenos fisicos ocorrem em escalas caracteristicas de energia que sao em
geral tao acentuadamente separadas que geram fendmenos qualitativamente diferentes em
cada uma dessa escalas. A prépria teoria completa adquire, em cada escala de energia,

79



uma forma especifica e restrita capaz de descrever corretamente somente os fenomenos
naquela faixa de energia. A teoria restrita e a teoria completa, entretanto, podem ser
consideradas como teorias exatas que produzem os mesmos resultados na escala de ener-
gia apropriada, uma estd para a outra assim como a mecanica newtoniana esti para a
mecénica relativistica, visto que ambas geram os mesmos resultados quando aplicadas
no dominio de baixas velocidades. Tais teorias, denominadas de teorias efetivas, sao
construidas a partir da teoria completa ou podem ser formuladas independentemente
como teorias fenomenolégicas. Nesse secdo vamos inicialmente deduzir a acao efetiva a
um laco de Euler-Heisenberg da teoria restrita correspondente & eletrodinamica quantica
em baixas energias. Em seguida vamos estudar o efeito Scharnhorst com as condigoes
de contorno de Boyer. Também estuderemos esse efeito no contexto da eletrodinamica

quantica escalar.

3.3 A lagrangiana de Euler-Heisenberg

A eletrodinamica quéntica é a teoria completa de fétons e elétrons. Queremos, no
entanto, construir uma teoria restrita para os fétons em baixa energia, isto €, vamos
considerar fétons no estado inicial, mas com momento transferido muito menor que a
massa do elétron. Neste caso os elétrons nunca aparecem e portanto nao ha porque
manté-los na formulacdo da teoria restrita. O campo eletromagnético € descrito por um
tensor antissimétrico F),, e a lagrangiana de Maxwell para o campo eletromagnético é:

1

T FuwF™. (3.22)

Ly =
A lagrangiana para uma teoria restrita deve respeitar as simetrias que sao exigidas por
principios gerais, tais como as transformagoes de Poincaré e as tranformagoes de calibre.
Além disso, fazendo uma anélise dimensional podemos determinar a forma da lagrangiana
efetiva para campos fracos

1 7] 1 v Iy -
Ly = —7FuP™ + — [a(FWF“ 2 +b (F,,,,,F“ ) ] , (3.23)

onde m. é a massa do elétron e Frv = g2 By 6 o dual de F),,, considerando somente as
correcoes de ordem mais baixa. As constantes a e b podem ser determinadas em um caso
particular, por exemplo, um campo magnético constante. A presenca desses termos na
lagrangiana dé origem a nao-linearidades nas equagoes de movimento do campo. Teorias
classicas nio-lineares do eletromagnetismo foram construidas para resolver problemas es-
pecificos, como por exemplo a teoria de Born-Infeld [78], que foi proposta para eliminar
as autoenergias infinitas. Tais teorias se caracterizam pela arbitrariedade da escolha dos
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termos nao-lineares e pela correspondente auséncia de motivagoes experimentais. En-
tretanto, as correcoes geradas pela natureza quantica do vdcuo tém suporte tedrico e
experimental. Nessas condi¢oes as propriedades eletromagnéticas do espaco podem ser
descritas por polarizabilidades elétrica e magnética do véacuo que sao dependentes dos
campos e acarretam por exemplo na refracao da luz em um campo elétrico ou no espal-
hamento da luz pela luz. Estas constantes foram obtidas pioneiramente por Euler e Kockel
em 1935 [79] e Heisenberg e Euler [19]. Weisskoff [80] em 1936 calculou a lagrangiana
de BEuler-Heisenberg e Schwinger [20] em 1951 publicou um trabalho completo sobre a
lagrangiana de Euler-Heisenberg, intoduzindo a idéia de lagrangiana efetiva. Nesta secao
vamos determinar a forma completa da lagrangiana de Euler-Heisenberg. Utilizaremos,
contudo, o método da funcéo zeta generalizada. Para isso voltemos ao funcional gerador

de todas as funcées de Green da teoria completa:
Z[§,7,m] = C/'D [A]D [¢] D[] expifd% [£(z)+ju A"+ +m0],  (3.24)

onde A* representa o campo eletromagnético, 1) e 1 representam os campos fermi6nicos e
C é uma constante de normalizacdo. A densidade de lagrangiana £ () da teoria completa

¢ dada por:
1 e .
Liz)= _ZFWF“" + U(i0 — m + eA)VY, (3.25)
onde & e A representam os produtos escalares de J, e A, com as matrizes ¥*.
Considerar fétons de baixa energia significa dizer que ndo devemos considerar as

funcdes de Green com linhas externas de elétrons. Para isto e suficiente fazer 7 =n = 0.
O funcional gerador é entao dado por:

Zljl=cC / D [A]D [§] D [¢] expi f 2 [L(2) + A, (3.26)

Podemos separar, no funcional acima, as integragoes nos campos fermionicos, obtendo

Zj] = C’fD[A] exp (i/d% jﬁl“)/ D [?TD] D [¢] expz'/d%ﬁ (z), (227)

Agora vamos definir a agao S5 € a lagrangiana Lreq (z) da teoria restrita por meio da

equacao abaixo

exp %Srest = €Xp % /d433£rest (33) = / D ['J)} D hb] exPifd4$£ (z), (328)

A teoria com lagrangiana L., (z) pode ser entendida como uma teoria cléssica, sendo
desse modo uma eletrodinamica nao-linear gerada pelas correcoes do vécuo fermionico.

81



Tais corregdes incluem todos os lagos fermi6nicos simples. O funcional gerador dado pela
equacdo (3.27) é entdo entendido como um método para a quantizacao dessa teoria do
campo eletromagnético nao-linear, gerando qualquer funcao de Green da teoria original
desde que esta possua apenas linhas externas (em qualquer ordem de lago). Agora é
preciso definir o funcional gerador das fungdes de Green conexas W [j] por meio de,

exp (—iW [j]) = Z [4]- (3.29)

A acdo efetiva correspondente & essa teoria é a grandeza que precisa ser determinada

porque é ela que vai especificar a energia do vécuo. Para isso definimos o campo @, =
§W (5] /67 (=) e fazemos a transformada de Legendre:

Do) =Wl - [ dz ()¢t (&), (3.30)
A primeira aproximagio da agao efetiva coincide com W [7] -

3.3.1 A funcio zeta e o calculo da acao restrita de Euvler-Heisenberg

O funcional permite obter as correcdes & agdo cldssica a partir do célculo do determinante

do operador de Dirac. A técnica da funcao zeta para o calculo desses determinantes, in-
troduzida por Hawking, abriu novas perspectivas na investigacgio de agoes efetivas. Nesse
sentido, destaca-se o trabalho pioneiro de Blau et al [81]Jonde eles obtiveram uma forma
analitica da acdo efetiva de um campo eletromagnético uniforme para um nimero ar-
bitrrio de dimensdes do espaco-tempo e para férmions com e sem massa. Nesta secao
seguimos o trabalho de Soldati e Sorbo [82] para o célculo da acao efetiva.

Substituindo a lagrangiana (3.25) da eletrodinidmica quantica na equagao (3.28) e
separando nas integrais os termos que nao dependem dos campos fermionicos obtemos:

exp [iSrest ()] = expi[d”;rLM/ D [¢] D [¢] expi/d“:ﬁ@(ié —m+ed)¥ (3.31)

A integracio funcional pode ser feita eficientemente no espago euclidiano. Com esse
objetivo fazemos uma rotacao de Wick, transformando convenientemente os campos e
somente no final do calculo voltamos para o espaco-tempo de Minkowski. A integracao
nos campos fermiénicos, por sua vez, define o determinante do operador de Dirac. Temos

entao:

expiSZ, (z) = expi / d*z L, / D [¢] D [¢]expi / d*z0(i0 —m+eA)¥  (3.32)
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onde,

LE (E,B)=—Ly(E —iE,B — B), (3.33)

Ly (E,B)=—L% (E— —iE,B — B), (3.34)

definem as transformacdes da lagrangiana e dos campos. Tomando os logaritmos dos dois
membros da equagdo (3.32) obtemos:

SE . (z) = SE — log det(D [A*] + im), (3.35)

rest

onde a acdo euclidiana de Maxwell e o operador euclidiano de Dirac sao dados respecti-
vamente por:

1
SE = / d‘l:a:ZFWF“” (3.36)

rest —

D[A¥] =, (8, — ieAy) (3.37)

e m é a massa do elétron. Uma propriedade importante do operador de Dirac que serd
usada para simplificar o célculo do derteminante é:

‘ (ﬁ + zm) ‘2 = det (f)TD + mz) , (3.38)

de modo que a acdo efetiva pode ser escrita na forma:

10

Srent () =S — 55, ¢ (s; DD [4¥] + m2) (3.39)

5=0
O operador de Dirac D'D = (8, — z'eALL)'2 — eF, %, /2 onde ¥y, =1 [’y”,%] /2 é um

operador eliptico e o seu determinante pode ser calculado por meio da fungao zeta, co-
mo foi definido acima. Entretanto, o espectro desse operador sé pode ser determinado
explicitamente para o caso de campos constantes. Nessa situacao podemos escolher um
referencial onde os campos elétrico e magnético sdo paralelos de modo que Fos = E e
Fy, = B e as demais componentes independentes sao nulas. Nesse caso os autovalores do

operador de Dirac D'D sao dados por [82]:

—=2|eE|ng + 2|eB|ng onde ng,ng=0,1,2,.. (3.40)

A'n'E B
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onde todos os estados sdo degenerados . A fungéo zeta é dada entao por

e2EB = 2|eE|ng +2|eB|ng + m2\ ~’° m2\ ¢
g(s)z__g{(lz (l Ins +2leBlns ) *(F)

2
dm ngng=1l H
2. (2|eE|ng +m2*\ ° 2. [(2|eB|ng +m?*\~°
12} (UeElmatm) " 57 (HEFR ),
neg=1 np=1

onde o fator e2EBQ/4n? foi introduzido para levar em conta a degenerescéncia dos au-
tovalores do operador de Dirac, 2 é o volume de normalizagdo e p é um fator de escala
com dimensdo de massa cuja finalidade é fazer com que a fungio zeta seja adimensional.
Como estamos calculando a acdo efetiva para baixas energias comparadas com a massa do
elétron escolheremos no final do célculo, se necessdrio, p = Me. Definindo os parametros
@ = EIS.TEl, b = ﬂ%ﬂ e ¢ = T—;,podemos escrever a equacao acima em uma forma mais

simples:
ab — - _
¢ (8) = Tom2 Qp,ll [4 Z (a,'n,E + onp + C) 4= (C) °
ng,ng=1
o o] (s o}
+2 Y (ang+e)+2 ) (np+c)”°|. (3.41)
ng=1 ng=1

Da definicdo da funcdo gama de Euler temos que:

AP = —— sle= Mgy, 42
I'(s) _/0 voe ) G2

Escolhendo convenientemente a constante A podemos aplicar a identidade acima em cada

somatério da equagao (3.41). Em seguida, colocamos em evidéncia a exponencial e™® e
a funcgdo ' (s) e teremos
ab 1 o =
3) = Qut duu® g™ |4 g lansPingli ¢ |
¢(s) 1672 ”I’(s)_/[; ! Z
ngng=1
o0 o0
+ 2 Z e MEYdy + 2 Z e_b“B”du] ; (3.43)
nE=1 TLB:].

Os somatérios que restam sio séries geométricas que podem ser calculadas facilmente.
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Escrevemos a funcao zeta na forma:

ab 1 o TR e
= Qut duu®"le ™ |4 1
¢l = 16 " T5) [0 nee { A—em(l-e)
po g o (3.44
1—e 9 1— e A4)
e simplificando os termos entre os colchetes obtemos:
ab I (14 ™) (1+e*)
— 0 4 d s—1 _—cu )
C(s) = Tgm'th r(s)fo e [(1 ey (1= | ($45)
que pode ser transformada facilmente em:
ab ol e . au bu
C(s) = T Qu T(s) /0 duu’ e coth_—z- coth r (3.46)

Agora vamos voltar aos campos elétrico e magnético eliminando os parametros a e
b de acordo com as egs. (??) e usando a eq. (3.39) temos finalmente a lagrangiana da

teoria restrita,

2 00 iy, E B
Lyes = € EB/ duu~le #Z"coth le—'ucoth E,—Iu. (3.47)
0

) 112 112

Estamos interessados agora em obter uma expressao vélida para campos fracos. Para isso
vamos fazer o desenvolvimento da funcdo cotangente em série,

bl i 2" Bak k-1 (3.48)
othz = — : !
( y = (2k)!

onde By representam os nimeros de Bernoulli. O desenvolvimento do produto das cotan-
gentes que aparece no integrando de (3.47) até segunda ordem em u é entao dado por:

|eE]| leB] 1 @ E B
oth —ucoth—u = — 2B | =+ =
coth P u coth 7 u BB + 252 B + I3
2Be? E®  4B2e? 2B4e? B3\ ,
— EB — (34
(3”4 B+ A + 34 E u (3.49)
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Substituindo a expressdo acima em (3.47) e simplificando obtemos a lagrangiana restrita
na forma

82 e =1 —%%u 1 }!1'4 E2 2
Ly = —8_71'_2 duu e » -6—2;-}-252( +B)
2.8462 4B 23462 9
haicoic B E232 —_B')*
+( 3t pt 3t ’
_ 2# 2 0 2
= S + 3B + 3E
2 406 2, 2 2 2 g g

O primeiro termo da integral, embora seja divergente, é independente dos campos e por
isso pode ser ignorado; os termos quadraticos nos campos, também divergentes, depen-
dem dos campos, porém podemos incorpord-los & lagrangiana livre, efetuando, assim, o
processo de renormalizagio da teoria. Os termos seguintes, de ordem quatro nos campos
vao produzir uma contribuigao ﬁnitazz‘i lagrangiana de Maxwell. Esses termos estao mul-

tiplicados pela integral fooodll ue W cujo valor, como se pode verificar facilmente, é
p*/m*. A lagrangiana de Euler-Heisenberg ¢ entao:
s 1
L=-—(E? —
8T L5+ 5 ) + 8 245 *
Notamos que o resultado final ndo depende do fator de escala p. Finalmente podemos
escrever a lagrangiana efetiva no espago-tempo de Minkowski, usando a equagao (3.3B),

(B*—5E°B*+ E*). (3.51)

__1_ 2 2 = 4 22 4
L_SW(E B)+82454(B +5E°B* + EY). (3.52)

Os invariantes do campo Z = E2 - B? ¢ 7 = E - B podem ser escritos em termos de I e
B na forma:
T —=FE?— B? (3.53)

J = EB. (3.54)

Resolvendo o sistema de equacoes acima podemos esxpressar a lagrangiana efetiva em
termos dos invariantes do campo

i/ 2

B = It IZ+4‘7 (3.55)
o, 2

B — I+"I22+4‘7. (3.56)
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Substituindo em (3.52) vem que:

[T T e (72 +77%) (3.57)
8 82 45m? '

A lagrangiana de Euler-Heisenberg é uma correcao a lagrangiana de Maxwell. E
interessante observar que o campo de Maxwell pode ser visto como um campo classico
porque os fétons sdo bésons enquanto que o campo de Dirac nao esta associado a um
campo cldssico porque os elétrons séo férmions. Entretanto, podemos interpretar o campo
dado pela equacéo (3.57) como um campo cléssico e a correcao de Euler-Heisenberg como
uma manifestacdo cléssica do campo quantizado de Dirac. O campo fermioénico nao tem
limite cldssico quando considerado isoladamente, no entanto, ele pode se manifestar como
um campo cléssico desde que esteja camuflado nas corregoes do limite classico de um
campo bosénico. Desse modo, quando uma onda eletromagnética se propaga, arrasta
um pulso de elétrons virtuais no vacuo. Podemos imaginar que o acoplamento entre os
dois pulsos determine, em uma teoria mais geral, inclusive a velocidade de propagacao
da luz no vécuo. Além disso, a lagrangiana de Euler -Heisenberg prevé um efeito nao-
perturbativo que produz pares reais de elétron-pésitron na presenca de um campo elétrico.
Tal producdo, no entanto, sé é significativa quando o campo elétrico é muito intenso.

3.3.2 A lagrangiana restrita para a eletrodindmica escalar

A lagrangiana restrita para a eletrodindmica escalar pode ser obtida facilmente se
usarmos a funcéo zeta. Em primeiro lugar notemos que o espectro de autovalores do

operador é dado por:

A= (2np+ 1)eE + (2ng + 1) eB +m?. (3.58)

A funcio zeta é entdo dada por:

: e*EB = e+ 1)eE + (2ng +1)eB+m?\ "’
() =550 M <( p+1) (#25 ) ) : (3.59)
nE,nB:O

onde o fator e2EBQ /47 corresponde & degenerescéncia dos niveis de energia. Definindo
os parimetros a = eE/p?, b= eB/p*, ¢ = m?/p?, simplificaremos como antes as manipu-
lacoes algébricas. e poderemos escrever a fungao zeta na forma:

2EB . — -
(s) = 8%2 Q@ S [@re+Da+@rp+1)b+d . (3.60)
nE,T?.BZO
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Usando a identidade (3.42) podemos escrever:

2 o0 oad
C (3) _ 69.7ET‘;BQF :S) / duus—le—l:'u Z e—[(2n5+1)a+(2n5+1)b]_ (3.61)
= 0

ng,ng=0

A soma dupla na equacio acima é uma série geométrica em cada indice e pode ser somada
facilmente. Substituindo, em seguida, os parametros a, b e ¢ obtemos

e?EB 1 ® L eql E B

¢(s) = _EWTQP(S) ./0 duu ic w2 " csch (Eu) csch (FU) (3.62)

A lagrangiana restrita finalmente pode ser obtida se aplicarmos a equagao (3.39)

*EB ™ _mt E B

L= _6167r'2 i duu~'e” »¥" csch (%z-u) csch (2—211) \ (3.63)

O desenvolvimento da funcio csc h (z) que aparece na equagao acima € dado por:

1 =2%By 5k

csch (z) = e ; oR)! £, (3.64)

onde Bsy sdo os nimeros de Bernoulli. Expandindo o produto das cossecantes até segunda
ordem em u obtemos, analogamente ao caso da eletrodindmica spinorial, termos de ordem
1/u? que sao divergentes mas nao dependem do campo, termos de ordem 1/u que sao
proporcionais & lagrangiana livre e podem ser renormalizados e o termo de ordem u que
d4 uma contribuicdo finita que é a lagrangiana restrita da teoria:

64 1 oo il 7B4 734
= — — d W ——F*— B*+ BZE®’B?). .
L 167r2,u4/0 u ue » ( 1 B + B; (3.65)
Efetuando a integral, substituindo os mimeros de Bernoulli B, = 1/6 e By = —1 /30 e

voltando aos campos no espaco de Minkowski obtemos a lagrangiana da eletrodinamica es-
calar com sua primeira corre¢io nao-trivial. Em seguida usaremos as eqs. (3.55,3.56)para
expressar os campos E e B em fun¢ao de seus invariantes.

4
E e 1 1 4 4 2 p2
= _—— B )
£ Ly 1672 360 mA [7E +7B* + 10F ] (3.66)
1 il et 7
S - 2 2 )
8 B 1672 90m? (4I +J ) (§67)

Embora a interacdo entre férmions carregados de spin 1 /2 com eles mesmos e com
campos eletromagnéticos seja descrita muito bem pela eletrodindmica quéntica spinorial
ainda assim é titil estudar teorias diferentes que envolvam particulas carregadas. Tais
teorias ficticias servem de laboratério tedrico para testarmos os principios gerais da fisica
em modelos mais simples ou mesmo sohiveis.
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3.4 O efeito Scharnhorst

A eletrodindmica quantica no espago-tempo livre sem condigoes de contorno ou campo
externos aplicados permite todos os modos do campo. Nesta situacao redefinimos a energia
do vécuo e a fazemos nula. A eletrodinamica quantica em cavidades se caracteriza pelo
fato de que as condicdes de contorno restrigem as freqiiéncias permitidas para as vibragoes
do campo quantizado. E razodvel, portanto, que a densidade de energia associado ao
vécuo nessas condicdes ndo seja mais zero. As conseqiiéncias fisicas desse desvio de
energia podem ser surpreendentes. Por exemplo, a taxa de emissdao espontanea de um
4tomo pode ser afetada por esse desvio e tornar-se dependente da posicao, os niveis de
energia do dtomo sdo modificados, 0 momento anémalo do elétron, etc.

A propagacéio da luz também é influenciada por essa densidade de energia nao-nula do
vécuo. Scharnhorst estudou esse efeito na regiao entre placas de Casimir e mostrou que
a velocidade da luz aumenta nessa regiao; é o chamado efeito Scharnhorst. Nesta se¢ao
vamos estudar esse efeito em uma regido limitada por placas de Boyer e consideraremos
ainda esse efeito no contexto da eletrodindmica escalar tanto para placas de Casimir

quanto para de Boyer.

3.5 O véacuo eletromagnético entre placas de Boyer

Vamos considerar novamente as placas de Boyer ja discutidas no capitulo
anterior formadas por um plano perfeitamente condutor (¢ — co) e outro infinitamente
permeével (g — o0). Escolhemos, como no capitulo 2, eixos cartesianos de tal modo
que o eixo OZ seja perpendicular as duas superficies. E consideramos, também como
antes, a placa perfeitamente condutoraem z =0 e a placa infinitamente permedvel
em z = L. As condicdes de contorno impostas as oscilagoes do campo eletromagnético

confinado no vacuo em z = 0 sao:
13
Al 50,8 =0 Ay(z,y,0,t) =0, ggAz(I, 1, 0, 8) =0, (3.68)
Por outro lado, em z = L temos que:

0 0
P yLyt) =0 . Ayl )Lat =0, Alz,y,L,t) =0 .
2 a@ul=0 ALY (2,9, L.1) (3.69)
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Pode-se mostrar que o campo do féton é dado nessas coordenadas por:
1 i’k
awn = () % { o® (R,n) & x fsin Kn+ %) ”ﬂ

- 1
@ (& *z_(ﬂ.ﬁ_) : Nmz| L& 1\ mz it
+a'* (k,n) {n " sin || n+ 5) T zw cos [ [n+ = )T e

+Conjugado hermitiano, (3.70)

onde Kk = (Kg, ky) € p € 0 vetor posi¢do no plano XY. As freqiiéncias normais sao dadas

=4[k + n+1 2W—2 371
€k = K 2 LQ' (‘ )

Os coeficientes de Fourier a, sdo operadores que agem sobre o espago de estados do féton
e satisfazem as relagoes de comutagao

[a® (x,0) 0¥ (,1)| = Erxbomeb (5 = ). (3.72)

por:

E conveniente escrever o potencial vetorial na forma geral:

A(r,t) = Z aq (0) Ag (1) €7 + c.h., (3.73)

o

onde A, (r) denota as fungdes modais do campo. Essas funcoes para cada estado de
polarizacdo obedece as equagdes de Helmholtz e devem satisfazer as condigoes de contorno
especificadas acima. Em nosso caso as fungoes modais sdo dadas por:

1 1 .
A (r) =L (-75) N [(n + —) E] eRPR X 7, (3.74)

= n \L/ Yw 2) L
e
1 /myz 1 inm 1\ 7z K 1\ 7z :
(2) — =i = il =Y il Ted —iK.0
A,m(r)—ﬂ_(L) W[nstm Kn—l—z) L] 2= cos [(n+2) LHe :

(3.75)

Podemos calcular as expressoes para os modos do campo elétrico E (r,t) para cada uma
das polarizagoes

i sy 1 1\ wz] _;
o il B < - —ikp A A .
o (T) = = (L) 7 sin [(n + 2) T } e PR X Z; (3.76)



e
1 1 . 1 .
Efil (r) = % (%) ’ T {fi Z—nism [(n+ 5) ETLE] — iiu—'jc'os {(n—i— 1) TLZH e P

Notando que a, [0) = 0 e (0| a}, = 0, podemos expressar os correlatores (E; (r,t) Ej (r,t)),
na forma geral:

(Ei(r,t) Bj (r,t)),= Y _ Eia(r) Ej, (r) (3.78)

Substituimos os campos elétricos dados pelas equagoes (3.76) e (3.77) na equagao (3.78),
escrevemnos as componentes dos vetores na forma &; = cos¢ 6;; +58in¢ b;y, z; = 6;, e
(R x 2); = cos¢ b;; — sin¢ by, onde ¢ é o dngulo azimutal no plano zy e calculamos as
integrais angulares. Deste modo obtemos:

(E; (r,t) Ej (r,t)), = %%6—5’- isen2 [(n—l— %) EE] -/000 dk kw (K, n)

27?1*1'26'1‘J ; 1\ wz] [ i
tRIT 2 2 K”*E) T e e

0
27 | — 1\ mz| [ _3
—I—;E% ;COS [(n + 2) 7 } /0 de kw™ (k,n) , (3.79)
onde 6”- = O O + Oy Ozy © 6J‘ = 6;,0;,. As manipulagdes sao formais no sentido que

as somas e as integrais sao dlvergentes As integrais divergentes podem ser regularizadas
com a ajuda da seguinte representagio da funcao beta de Euler:

/ de 2* ' (z* +a%)"" =B (%, § i = %) attv-2,
0

onde:
['(z)T(y)
I'(z+y)

Em primeiro lugar escrevemos as freqiiéncias normais nos integrando de (3.79) como
poténcias de uma varidvel complexa —s . Em seguida, fazemos as extensoes analiticas e

calculamos as integrais no limite s — 0 . O resultado é entao
3
Y eos { m41) =
n+ 5 cos [(2n + 7 ]

(E; (r,t) B, (r, 1)), = (%)4 3% (=6 + 8),,¢ (—3, %) + 65
(3.80)

B(z,y) =

(o o]

n=>0
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A funcéo zeta de Hurwitz ¢ (—p, q) , se p for um nimero nao-negativo e q um nurmero
real, é dada por [44]:
_ Bp—H (Q)

¢(—p,q) = .

onde B,y (g) é um polinémio de Bernoulli. Em particular
Bi(g) = q* —2¢° + ¢ — 1/30. (3.81)

Segue-se entdo que ¢ (—3,1/2) = —(7/8) x (1/120). Levando este resultado em (3.80)
obtemos

(E; (r,t) B; (r,8)), = (%)4% K—g) (=8'+ &%), (li_o) +5ijG(g)} (3.82)

e procedendo da mesma forma podemos calcular o correlator

(B; (r,t) B, (r, 1)), = (%)4 3% [(—g) (—6"+ 64, (%) _ 62-3-G(£)} . (383)

onde definimos £ = 7z/L e a funcdo G (§)

G(€) = i (n + %)3008 [(27& +1) ILE] ; (3.84)
n=0

Esta soma pode ser facilmente regularizada se a escrevermos na forma:

1 1 d3 © oo |
_ - = = i(2n+1)E —i(2n+1)¢
Glf]l=—g Xz ¥ e (T?:Oe ) e ) (3.85)

n=0

Agora podemos girar convenientemente cada termo na equagdo acima e calcular a série
geométrica convergente. Desfazendo a rotacao obtemos:

1 ad 1
0© = 5% (mt)
1, cos®(§) 5 cos(§)
-8 (386114 €3 g 2 sen? (5)) ' (386)

As equagoes (3.82) e (3.83) com a funcio G (§) dada pela equagao (3.86) sao os resul-
tados finais regularizados. Um célculo direto ou o uso da simetria de inversao temporal

permite mostrar que os correlatores da forma (F; (r,?) B; (r,t)), sao nulos.
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Mais uma vez, a correspondéncia entre placas de Casimir e dois conjuntos de placas
de Boyer. Agora vamos calcular os correlatores dos campos para as placas de Boyer a
partir dos correlatores dos campos nas placas de Casimir que sdo dados por [83]:

(E; (r,t) B (r,t))o-—-(%)4327r (=6"+ &), ( 1;0)+6,3F( ) , (3.87)
w22 [, o gl 1 Tz |
(Bi(r,t)Bj(r,t))o=(f) = |(-6'+ &4), (120) 5,-,-F(f) , (3.88)
onde a fungdo F (&) é dada por
1 & (1
F (€)= ~3 X Eg (:‘2— cotf) . (3:89)

Em primeiro lugar, notemos que as grandezas L (E; (r,t) E; (r, t)), e L(B;i(r,t) B; (r,t)),
podem ser subtraidas da seguinte forma:

L(E: (r,t) B (r, )2, = 2L (B; (v, ) B; (r,8)) 55, — L{E: (£,8) B (r,0))5,  (3:90)

L (B (r,t) B; (r, £))2 = 2L (B; (r,1) B; (r,8)) 0, — L(Bi (r,) B; (r, )5, (3:91)
onde o indice superior C' e B referem-se & placas de Casimir e Boyer respectivamente. Os

indices inferiores 2L e L significam que a distancia entre as placas é 2L e L. Usando a
eq(3.87) podemos escrever:

. . o N I - T 9

L (E; (r,t) E; (r,t)); == T {( —0"+ 6 ) (120) + 64 F (L )} ; (3.92)

O fator —7/8 surge imediatamente da subtragao 1 /2% — 1 e a funcao G (§) ¢ dada por:
=5 (5)-F©. (3.93)

Desenvolvendo esses resultados obtemos facilmente as equagdes (3.86) e (3.82) . O corre-
lator para o campo magnético pode ser calculado analogamente, fornecendo o resultado

da equagéao (3.88)
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3.6 O efeito Casimir repulsivo e os limites de uma
tnica placa

Verificaremos que os correlatores obtidos acima reproduzem alguns resultados conheci-
dos. Comecemos pela energia de Casimir. A densidade de energia entre as duas placas é

dada por:
1
= — (E?+B?) .
p 87T( +B?%), (3.94)

Usando as equacdes (3.82) e (3.83) obtemos os correlatores em fungao da posigao:

(B, = (%)4 3% KS ><7120) + 36(5)1 (§-95)

(B%), = (%)43% Ks ><7120) - 3G (é)] ‘ (F%)

Somando estas duas equacdes os termos dependentes da distancia cancelam-se e substi-
tuindo na equacao (3.94) obtemos:
T w2

Po= g X ?ﬁ—oﬁ, (397)

que é precisamente a energia de Casimir para o caso das placas de Boyer e resulta em

uma forca repulsiva entre as placas, como pode se verificar facilmente.
Também é conveniente analisar o comportamento dos correlatores na presenca de uma

tinica placa fazendo (L — oo). Para isto primeiro expandimos G (§) préximo a § = 0
(2 < L). O resultado é:

3

E‘I.

Por outro lado, se expandirmos em torno de { =7 (z =~ L) obtemos

oo
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Estas aproximacoes mostram que G (§) é uma funcéo rapidamente divergente préximo
a cada espelho. Com estes resultados é f4cil obter o comportamento de (E?), e (B?),
préximo as placas. Préximo a placa perfeitamente condutora em z = ( obtemos:

3
<E2>o ~ +H’ (398)
e
3
B, ~ -2 899

A divergéncia ~ 1/z* estd em acordo com o previsto por Deutsch e Candelas, para a
funcdo de Green. Notemos ainda que o valor finito para a energia de Casimir depende
de um delicado cancelamento desses infinitos e esta particularidade s6 deve ocorrer para
algumas geometrias. Em geral, h4 divergéncias do tipo 1/R* onde R é o raio de curvatura
local. Por outro lado, préximo ao espelho permedvel em z = L obtemos:

3

2\ o -
(B~ I (3:100)

3

m. (3-101)

(B, ~+
As equacdes (3.98) e (3.99) estdo de acordo com os resultados obtidos para uma unica

placa condutora. As equagdes (3.100) e (3.101) s@o resultados novos. Investigaremos
agora uma propriedade mais intrigante do vdcuo: sua anisotropia.

3.7 O efeito Scharnhorst

A velocidade da luz na teoria especial da relatividade é uma constante universal c. Tal
universalidade est4 associada ao fato de considerarmos a propagacao da luz no vacuo cuja
natureza inerte e imutdvel, propria da fisica cldssica, nao teria como intervir nos processos
que influenciam a velocidade da luz. Por outro lado, sabemos que é possivel construir a
teoria especial da relatividade sem mencionar a propagagao da luz, destazendo a identifi-
cacdo entre a constante universal da teoria especial da relatividade e a velocidade da luz.
A propagacao da luz em meios materiais, contudo, adquire propriedades dependentes do
meio tais como: a birrefrigéncia , a anisotropia, a dispersao, etc. Esses fenémenos sao de-
scritos por meio do indice de refragio n (w) do meio. E ainda mais, passamos a ter varias
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velocidades que respondem a questées diferentes. Por exemplo, citemos a velocidade de
fase, a velocidade de grupo, a velocidade da frente de onda dadas respectivamente por:

c

Ufase — po (w)) (3102)
B c . dn (w)

v, = o ()" ng (w) =n(w) + T (3.103)

vpr = (Cc;o) (3.104)

Na eletrodinamica quantica, como em todas teorias de campo, o vdcuo tem uma es-
trutura que pode reagir aos estimulos externos. O vdcuo passa a ser um meio material
com uma densidade de energia, polarizavel, ndo-uniforme, com todas as propriedades de
um meio dispersivo. Assim, a propagacao da luz passa a depender dessas propriedades e a
velocidade da luz perde o seu significado absoluto, universal. A eletrodinamica quantica,
por sua vez, permite calcular o indice de refracdo do vdcuo nessas condigbes. A bir-
refrigéncia do vacuo foi estudada por Adler [84] que mostrou como um campo magnético
externo pode criar propriedades que dependem da polarizagdo do féton. A presenca de
campos gravitacionais também podem alterar a velocidade da luz.

A anisotropia do vacuo ndo-confinado da eletrodinamica quantica quando exposto a
campos eletromagnéticos externos foi dicutido em 1952 por Toll [85] e mais recentemente
em [86], [87] [88], [89]. Nosso objetivo aqui é rediscutir a anisotropia do vacuo quando
a energia de Casimir associada é positiva e comparar nossos resultados com o efeito
Scharnhorst original.

Foi mostrado por Scharnhorst hd algum tempo atrds que o vécuo confinado entre
duas placas perfeitamente condutoras paralelas também ¢ anisotrépico. Em condicoes
convenientes um sinal luminoso pode propagar-se na diregao perpendicular as placas com
uma velocidade ¢/, > c¢. Nenhuma alteracdo na velocidade é prevista se a luz se propaga
em uma direcao paralela & superficie do espelho, ou seja CII = c. A predigao de Scharnhorst
foi obtida pela analise do efeito Casimir a partir da abordagem da teoria quéntica de
campos com condicoes de contorno feita por Bordag, Robaschik e Wieczorek [90]. O
propagador do féton com condigdes de contorno obtido na referéncia [90] é o propagador
nsual mais as correcdes que dependem explicitamente das condigbes de contorno. O
objetivo de Scharnhorst foi entdo calcular as corregdes proporcionais a um laco as equagoes
da eletrodinamica cldssica induzidas pelas condig¢oes de contorno as flutuagoes do campo
quantizado de fétons. Isto equivale a determinar as corregoes radiativas quadraticas nos
campos eletromagnéticos & acdo de Euler-Heisenberg. Tais corregoes levam em conta a
contribuicéo de diagramas a dois lagos fermi6nicos ao tensor de polarizagao do féton com
o propagador interno do féton modificado de modo a satisfazer as condigGes de contorno
de Dirichilet nas placas. Nenhuma condi¢do de contorno é imposta ao campo fermionico.
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Os coeficientes dos termos quadréticos aos campos na acgdo efetiva podem ser facilmente
identificados e definem os tensores permitividade e permeabilidade do vdcuo. O resultado

final de Scharnhorst é:

11 iy
=1+ = rl (3.105)
25 x 452 (ma)

onde ¢, é a velocidade da luz na direcdo perpendicular as placas. Expressando a em
metros podemos verificar que a variacdo relativa é extremamente pequena sendo dada

por:

Ac
— ~ 1,6 x 1075074, (3.106)
c
Mais tarde o mesmo resultado foi rededuzido por Barton [91] de um modo muito mais
simples. O ponto de partida de Barton é a adi¢éo a densidade de lagrangiana do campo
eletromagnético de um termo de correcao representado pela lagrangiana efetiva de Euler-
Heisenberg, de modo que a densidade de lagrangiana total é:

L = £O4W (3.107)
= él; (E*-B?) +g¢ [(E2 ~B})’+7(E- B)"’] (3.108)

onde g = a?/23.32.7%m*. A densidade de lagrangiana representada por (3.107) descreve
campos lentamente varidveis para os quais vale a condicdo w < m. Aqui w e m sao
respectivamente a freqiiéncia angular do campo e a massa do elétron. Podemos usar a
Lagrangiana de Euler-Heisenberg para levar em conta de um modo classico os efeitos do
vacuo fermiénico. Pode-se mostrar que nestas circunstancias ainda podemos usar formal-
mente as equacoes de Maxwell se propriedades elétricas e magnéticas forem atribuidas ao
vécuo. Estas propriedades sio representadas por uma polarizacao P e uma magnetizagao
M do vacuo dadas por:

oLt 5
=-§E—34Q(E2’B )E+ 14¢ (E - B) B, (3.109)
e
oLw
M =25 = —4g (E* - B*) B 4 14¢ (E.B) E. (3.110)

Agora dividimos os campos em duas partes, uma descrevendo os campos quantizados
e a outra descrevendo o campo cldssico, ou seja, escrevemos:

BB, 4 1, (3.111)
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B — B, + B, (3.112)

e substituimos nas equacoes (3.109) e (3.109). Este procedimento € suficiente para acoplar
0s campos externos aos campos quantizados por meio de acao intermedidria de um lago fer-
mionico. Mantendo os termos lineares nos campos cldssicos somente obtemos as seguinte
expressoes para a permissividade elétrica e a suscetibilidade magnética do vdcuo:

X = 49 [(E* — B?), 6, + 2(E:E;),] + 149 (BiB;),, (3.113)
e
X = 4g [~ (E? — B?)_ & +2(BB;),] + 149 (E:E;),. (3.114)
Os tensores permissividade do vacuo sao:
€ = bi5 + 47rx1(-? = 6;; + A€ij, (3.115)
e
Bij = 01+ 41rxf-}”) = 0i5 + Apy;. (3.116)

Os valores esperados em (3.113) e (3.114) podem ser facilmente calculados com ajuda dos
correlatores dados em (3.82) e (3.83). Fazendo isto obtemos os resultados:

Aeij=g (%)4139 (__g) (—6"+ 5L)ij (11710) +9&,G(5)1 (3.117)

aNA16 [ 7 I 11

Podemos também obter os limites de Aeg;; e Ap,; para um tinico espelho. Fazendo as
aproximacoes para a funcdo G (£) nos limites £ — 0 e { — 7 temos proximo a placa
condutora:

iy
AEij = Alu’ij = ].ng', (3.119)

e préximo & placa perfeitamente permedvel em z = L:

GoIf (3.120)
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Agora estamos interessados no indice de refracio n = /ep e na sua variagao de
primeira ordem:

An = = (Ae+ Ap), (3.121)

(RN

para direces de propagacdo definidas por eixos cartesianos. Vamos considerar em primeiro
lugar uma onda plana propagando-se na dire¢do OX com o campo elétrico vibrando na
direcio OZ. Entdo Ae = Aegz e Ap = Apgy, e de 3.121 podemos facilmente verificar
que An = 3 (Aesg + Aptgp) = 0. Obtemos o mesmo resultado em todos os casos em que
a propagacao for paralela & placa. Em conseqiiéncia a velocidade da luz permanece
invaridvel para a propagacdo paralela as placas. Agora consideramos a propagacéo da
luz na direcdo perpendicular a placa, ao longo do eixo OZ. Considere a onda polarizada
na direcio OX, por exemplo. Entdo Ae = Ae;; e Ap = Ap,y, e das equagdes (3.117)
(3.118) e (3.121) obtemos agora:

1

. ol T (3.122
T TR (mL) B x 3t x 5 122)

que é o resultado obtido por Scharnorst e reobtido por Barton multiplicado pelo fator —g.
A velocidade da luz nessa dire¢ao é entao :

7 o 1172
vy l—==

1 ;
S (mL) B x 3 x 52 (123)

A velocidade média da luz em todas as direcoes e polarizagoes para as placas de Boyer
também satisfaz a férmula de Latorre et al. [92], que para o caso da eletrodinamica

quantica espinorial é

(v} = 4—];1_— v (6) dQ
1 7 of 1172 5
= = (l_g(mL)423X34X52COS H)Z'rr sen @ dé
2
... (3.124)

T 135ma %

onde 6 na tltima equagio é o angulo entre a dire¢do de propagacio da onda e o eixo OZ
e a densidade de energia do vdcuo g, é dada pela equagao (3.97). Pode-se mostrar que
esta formula pode ser obtida no limite fraco do formalismo geral devido a Gies e Dittrich

em sua analise do vdcuo nao-trivial [93].
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3.8 O efeito Scharnhorst na eletrodinamica quantica
escalar

A eletrodinamica quéntica spinorial, por exemplo, pode ser comparada com eletrodina-
mica quantica escalar, como faremos a seguir ao analisar o efeito Scharnhorst nesse contex-
to. A Lagrangiana restrita para a eletrodinamica quantica escalar, andloga a lagrangiana
de Euler-Heisenberg é [20]:

L =g, g (E? - BY) + (E- B)’|, (3.125)
com g, = o?/(5 x 32 x 25 x 2 x m% ) e onde m, é a massa do hipotético béson carregado
associado & eletrodindmica quéntica escalar a um lago . Como antes a polarizagao e
a magnetizacdo sio definidas por (?7) e também, como antes, fazemos as substituigoes
E — E,+E.e B — B,+ B, e mantemos somente os termos lineares nos campos classicos
para obter as corregoes Ae;; e Ap,; aos tensores dielétrico e permitividade do vicuo da
eletrodindmica quéantica escalar. Os resultados sao:

Ae;; = 28mg, (E* — B2>O 8:; + 56mg, (B:E;), + 8mgo (BiB;), (3.126)

Ap,; = —28rg, (B2 — B)_ &y; + 5679, (B:B;), + 890 (E:Ej), - (3.127)

Agora podemos usar estes resultados para analisar a velocidade da luz no vdcuo confinado
da eletrodinimica quéntica escalar. Como o efeito Scharnohrst estd sendo estudado na
eletrodinimica quantica escalar pela primeira vez, consideraremos placas de Casimir e
placas de Boyer.

Placas de Casimir. Consideremos o sistema ja descrito no capitulo 2 e que conven-
cionamos chamar de placas de Casimir. As expressoes para os correlatores do campo para
estas placas séo dadas pelas equagdes (3.87) e (3.88). Substituimos nas equagoes (3.128)
e (3.129) e apds algumas manipulagoes obtemos:

Ae;; = 1_3690 (%)41?? [(_5" + 5l)£j (Ilg) 4 276, F (g)] : (3.128)
e
Appy; = ?QO (%)4 [(_5=+ 5 (%) — 276, F (5)] (3.129)

Com estes resultados podemos calcular a corre¢do de ordem um ao indice de refragao
An e, consegilentemente, a correcdo a velocidade da luz entre as placas de Casimir na
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eletrodindmica quantica escalar. Analogamente ao caso da eletrodinamica quantica spino-
rial, mostramos que a velocidade da luz permanece inalterada na direcao paralela as placas
e na direcdo perpendicular s placas torna-se maior que c, sofrendo um acréscimo dado

por

16 T\ 4
= —Ap—=dig (&) =D .

E interessante comparar este resultado com o efeito andlogo que ocorre com a eletrodina-
mica quéntica spinorial. Supondo que as particulas bosénicas e fermionicas tenham a mes-
ma carga, podemos ver que a razao entre os desvios a teoria escalar e a teoria spinorial

Al ‘
LU —gx (ﬁ) (3.131)

Ay My

Placas de Boyer. Agora vamos repetir este resultado para o par de placas de Boyer.
Os correlatores que nés precisamos sao dados por (3.82) e (3.83) Substituindo em (3.128)

e (3.129) obtemos:

e

Acij = go (%)4? (—g) (=6"+ &%), (1—15) + 2751,-0((5)] (3.132)
e
Aptij = o (%)4 ? (—g) (=6 + 6%),, (%5) + 276G (5)} (3.133)

A velocidade da luz entre as placas de Boyer na direcao perpendicular as placas é modi-
ficada por:
7 16 s
= —An=——X —¢, | — 0 3.1
A v An R (L4)< (3.134)
Os resultados dados pelas equacoes (3.130) e (3.134) podem ser unificados se fizermos
uma média sobre todas as direcoes de propagacao. Para placas de Casimir obtemos

16 4
v(8)=1- 9 (%) cos? () (3.135)
onde 6 é o angulo entre a direcdo de propagagao e o eixo OZ. Em seguida determinamos

a média sobre todas as direcoes. O resultado é
2

1 8a? T
— — = ]_
o= / ol * B5ma (7201,4)
_ 8a?
135m3

Po (3.136)
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A equagdo (3.136) é versdo para a eletrodinamica escalar da férmula unificada de
Latorre et al e corresponde ao limite de campo fraco de um procedimento mais geral,
baseado na acdo efetiva, desenvolvido por Dittrich e Gies. A variacao na velocidade da
luz em todos estes casos é extremamente pequena. Substituindo os valores numéricos
para as constantes que aparecem nas equagdes e considerando que a distancia entre as
placas é 1um (3.124) e (3.136), podemos verificar que as corre¢bes sao da ordem de
10~36. A verificacdo experimental desse efeito estd, portanto, fora de questdo, a menos
que possamos calcular o {ndice de refragéo para freqiiéncias altas [94]. O cédlculo em ordem
mais alta nio melhora nossa situacio e sé o cdlculo ndo-pertubartivo permite a solugao
completa do problema. A violagdo da causalidade também depende do conhecimento do
comportamento das corregoes em altas fregiiéncias. De quaigiier modo, esta questao é
controvertida e ha na literatura diversas solugdes para o problema.
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Conclusoes

Os fatos da fisica, quer téoricos quer experimentais, podem ser vistos sob diferentes pon-
tos de vista. Alguns sdo mais convicentes e outros, mais desejaveis. Algumas idéias vao e
voltam cada vez mais enriquecidas com o desenvolvimento global do conhecimento. En-
tretanto, alguns conceitos se tornam tao importantes que passam a ser considerados como
uma espécie de pedra fundamental na construgdo da teoria fisica. Um desses coneeitos
é o vacuo, ao menos nesta dissertacao o consideramos assim. Esta ultima ascensdo do
conceito de vdcuo subsume a teoria quantica de campos e por isto suas propriedades
puderam ser inquiridas, pela primeira vez na histéria da fisica, a partir de uma teoria. E
claro que hé outras interpretacoes que podem substituir o conceito de vdcuo, mas nada
falamos sobre estas alternativas apesar de serem igualmente interessantes.

O vicuo que se origina da teoria quantica de campos é dotado de uma estrutura
fisicamente muito rica. O nosso trabalho foi desenvolvido com a presuncao de contribuir,
mesmo que de forma comedida, & compreensdo de suas propriedades mais fundamentais.
Nos limitamos, por forca da complexidade, aos trés seguintes temas: as forcas de van der
Waals, o efeito Casimir a temperatura nao-nula e o efeito Scharnorst.

As forcas de van der Waals, estudadas no primeiro capitulo, constituem um tema de
pesquisa muito ativo. A ac¢do do vacuo na estrutura de cada dtomo ou molécula causa
efeitos variados os quais exigem modelos cada vez mais sofisticados para reproduzirem os
resultados experimentais com a mesma precisdo. A forga de van der Waals dispersiva é um
destes efeitos e foi calculada, por London, para moléculas polarizdveis eletricamente e para
pequenas distancias. Mais tarde, Casimir e Polder calcularam a forga entre tais moléculas
para grandes distancias, levando em conta o retardamento da interacdo. Para moléculas
que tém as duas polarizacoes, magnética e elétrica, também ja se conhecia a forga de
interacio para grandes distancias. A forga entre uma molécula polarizdvel eletricamente
e outra magneticamete para pequenas distancias, entretanto, nao havia sido determinada.
Acreditamos que tenhamos preenchido esta lacuna que havia na literatura a respeito da
forca de van der Waals. Nosso resultado é surpreendente porque introduz uma lei de
poténcia inesperada para esta forca, a saber F' oc 1/r%. Esperamos dar continuidade a
esta linha de pesquisa visto que muitas questées ja foram colocadas. Em particularar
estamos interessados em investigar a interacdo entre uma molécula e uma parede em

103



condicdes que ainda nédo foram consideradas na literatura. Também jd iniciamos, nessa
mesma linha de pesquisa, o estudo do efeito da temperatura sobre as forgas de van der
Waals. Embora néo seja nosso interesse imediato, temos também planos para trabalhar
com um grupo experimental com o objetivo de analisar a transi¢ao mais abrupta que
ocorre com a forca de van der Waals entre moléculas de natureza distinta.

No segundo capitulo, estudamos o efeito Casimir propriamente dito. Este tema des-
pertou muito interesse porque efetivamente revelou a fisica muitos outros fenémenos e
questoes fundamentais. Nao seria exagero dizer que o efeito Casimir é o tema que unifica
todas as linhas de pesquisa dentro do nosso grupo. Nossas esfor¢os, entretanto, se conce-
traram no estudo da influéncia da temperatura ao efeito Casimir. Embora nosso trabalho
tenha tido uma motivacdo tedrica, sabemos que héd a necessidade de se determinar as
correcoes térmicas a este efeito porque as medidas experimentais ja sao suficientes para
detecta-las. Dois sistemas foram estudados em detalhes: as placas de Boyer, formadas por
uma placa perfeitamente condutora e outra infinitamente permeével e a caixa retangular
de paredes condutoras. Para o primeiro sistema calculamos a pressdo de Casimir com
as correcoes térmicas e demonstramos que esse sistema é equivalente a dois conjuntos de
placas de Casimir e para o segundo determinamos a energia de Casimir. Conseguimos
estender a idéia de inversdo de temperatura a esses dois sistemas, eludindo as afirmagoes
que sugeriam a necessidade de condigoes simétricas para que tal simetria existisse. Esta
linha de pesquisa é promissora e ji temos alguns projetos em andamento que dependem
do célculo de corregdes térmicas.

O terceiro tema da tese refere-se & variacdo da velocidade da luz em uma regiao onde
a densidade de energia do vécuo é diferente de zero, o assim chamado efeito Scharnorst.
Originalmente Scharnorst demonstrou que a velocidade da luz entre placas de Casimir
na direcdo perpendicular as placas é maior do que c. A densidade de energia entre as
placas de Casimir é negativa e Barton especulou que o sinal da variagdo da velocidade
da luz poderia depender da densidade de energia do vécuo. Nossos trabalhos, citados
nesse capitulo, mostraram que esta conjectura estd correta e calculamos a variacdo da
velocidade da luz entre placas de Boyer. Complementamos a discussao com o calculo do
efeito Scharnorst usando a eletrodinamica escalar e calculamos as variagoes da velocidade
da luz na direcao perpendicular as placas, considerando placas de Casimir e placas de
Boyer. Esse campo de pesquisa é bastante cativante, pois estas variacoes na velocidade
da luz tém implicacoes tedricas profundas. Mas questoes como a quebra de causalidade
devida & velocidade superluminal estdo longe de serem resolvidadas e certamente teremos
que compreender muito mais a respeito do vécuo submetido a condigdes externas e da
propagacao da luz nestes meios antes de obtermos respostas, ainda que limitadas, a estes

problemas.
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