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Resumo

Efeito Casimir e Polarizacao do Vacuo
do Campo de Dirac

Leonardo Bernardino de Carvalho

Orientador: Marcus Venicius Cougo Pinto

Resumo da tese de Doutorado apresentada ao Programa de Pés-graduacao do Instituto
de Fisica da Universidade Federal do Rio de Janeiro — UFRJ, como parte dos requisitos

necessarios a obtencao do titulo de Doutor em Ciéncias (Fisica).

Neste trabalho estudamos efeitos de vacuo do campo de Dirac, mais especifi-
camente, o efeito Casimir e os efeitos de polarizacao do vacuo por campo eletro-
magnético externo. O efeito Casimir considerado é com condi¢ao de contorno
MIT imposta em dois planos paralelos e sob a influéncia de um campo magnético
externo perpendicular aos planos. Mostramos que o campo externo amplifica o
efeito Casimir, mas nao ao ponto de trazé-lo para valores experimentalmente ob-
servaveis. O primeiro efeito de polarizagao que consideramos é o da magnetizagao
do vacuo de Dirac, tal como descrita pela lagrangiana efetivade Euler-Heisenberg,
mas agora sob a condicao de contorno MIT citada anteriormente. Obtivemos as
modificagoes induzidas nas propriedades nao-lineares descritas pela lagrangiana de
Euler-Heisenberg e, além disso, uma nova contribuicao ausente nessa lagrangiana.
Tal contribuicao é dada por uma constante de permeabilidade que depende da sepa-
ragao entre os planos da condicao de contorno e que assume valores observaveis

para separacoes da ordem de micrometros ou nanémetros. Finalmente obtemos a

v



estatistica de criacao de pares sob acao de um campo elétrico aplicado, resultado
que apresentamos também com o campo de Dirac sujeito a condicao de contorno

antiperiodica ao longo de uma dimensao espacial.

Palavras-chave: criacao de pares, lagrangiana efetiva, energia de Casimir, perme-

abilidade magnética

Rio de Janeiro
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Abstract

Casimir Effect and Vacuum Polarization
of the Dirac Field

Leonardo Bernardino de Carvalho

Advisor: Marcus Venicius Cougo Pinto

Abstract da tese de Doutorado apresentada ao Programa de Pés-graduacao do Instituto
de Fisica da Universidade Federal do Rio de Janeiro — UFRJ, como parte dos requesitos

necessarios a obtencao do titulo de Doutor em Ciéncias (Fisica).

In this work we study the vacuum effects of the Dirac field, more specifically,
the Casimir effect and the vacuum polarization effects due to external electromag-
netic field. We consider the Casimir effect with MIT boundary condition imposed
on two parallel planes and under the influence of an external magnetic field perpen-
dicular to the planes. We show that the external field amplify the Casimir effect,
but not enough to bring it to observable experimentally values. The first effect
of polarization that we consider is the Dirac vacuum magnetization, as described
by the Euler-Heisenberg Effective Lagrangian, but now under the MIT boundary
condition mentioned above. We obtain the modifications induced on the non-linear
properties described by the Euler-Heisenberg Lagrangian and, furthermore, a new
contribution absent in this Lagrangian. This contribution is given by a perme-
ability constant which depends on the separation between the boundary condition
planes and assumes observable values for separations of the order of micrometers OR

nanometers. Finally, we obtain the statistics of the pair creation under the action
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of an applied electric field, result that we also present with a Dirac field subjected

to antiperiodic boundary condition along a spatial dimension.

Key-words: pair creation, effective Lagrangian, Casimir energy, magnetic perme-

ability

Rio de Janeiro
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Capitulo 1

Introducao

A idéia classica de vacuo é de uma regiao do espaco completamente vazia. Nela
nao ha qualquer matéria ou radiagao, é completamente inativa, nao age sobre corpo
algum, e completamente inerte, nao reage a nenhuma agao. Esse vazio completo nao
apresenta nenhuma caracteristica fisica, e suas tnicas propriedades sao geométricas
— homogeneidade, isotropia e dimensionalidade. Desde a antiguidade, os pensadores
se dividiram quanto a existéncia ou nao do vacuo classico. Dentro da Fisica, ora se
favorecia a existéncia desse vacuo, como n o arcabouc¢o mecanicista newtoniano, ora
se recusava, como no eletromagnetismo de Maxwell, em que se postula a existéncia
de uma matérial sutil, o éter, preenchendo todo o espaco. Com o surgimento da
relatividade restrita, a idéia de éter foi abandonada da fisica e substituida pelo vacuo
classico. Finalmente, com o surgimento da mecéanica quantica, mais especificamente,
da teoria quantica de campos, o vacuo classico foi relegado a mera aproximacao do
vacuo real, que chamamos vacuo quantico.

Em teoria quantica de campos, matéria e radiagao sao considerados como ex-
citacoes do campo que, em estados assintoticos, sao identificadas como as particulas

do campo. Em uma regiao em que nao ha matéria ou radiacao o campo encontra-se



em seu estado fundamental, que chamamos vacuo do campo. Postula-se que a ener-
gia, o momento linear e demais observaveis desse campo sao nulas nesse estado, o que
nao ¢ contrariado por qualquer observagao. No entanto, pelo préprio principio da
incerteza, o valor nulo desses observaveis é um valor médio, em torno do qual ocor-
rem flutuacoes incessantes. Sendo reais tais flutuacoes, elas podem sofrer influéncias
externas, por exemplo, de corpos macroscépicos ou de campos aplicados, e reagir a
tais influéncias de maneira, a principio, observavel. Essa idéia deu origem em teo-
ria quantica de campos a explicacoes de diversos fendmenos por meio da influéncia
das flutuagoes do vacuo. Sao o que chamamos efeitos do vacuo quantico. Nesta
tese, estamos interessados em dois desses efeitos, o efeito Casimir e a polarizacao do
VACUO.

O efeito Casimir, previsto por H. B. G. Casimir em 1948 [1], consiste na atragao
de duas placas metalicas neutras no vacuo; as placas sao consideradas planas, para-
lelas e separadas por uma distancia pequena comparada com suas dimensoes. A
forca de atragao é inversamente proporcional a quarta poténcia da separacao e sua
grandeza é de cerca de 13 milésimos de dina por centimetro quadrado de placa a
uma separacao de 1 micrometro. Em uma publicacao de 1958 [2] Sparnaay anunciou
que os resultados de seu experimento nao estavam em contradi¢ao com a expressao
da forca atrativa prevista por Casimir, embora nao tivessem precisao para confirmar
a previsao de Casimir. Isso foi feito em um experimento de alta precisao realizado
por Lamoreaux e publicado em 1997 [3].

Embora a atracao entre corpos neutros ja fosse explicada na época, por meio de
forgas de van der Walls entre as moléculas neutras dos corpos [4], Casimir explicou e
calculou a forca de atragao sem mencionar os dtomos das placas condutoras neutras,
usando apenas a condicao de contorno que elas impoem ao vacuo quantico do campo
eletromagnético. Com isso, a atragao entre as placas condutoras ¢é atribuida a reacao

das flutuacoes do vacuo eletromagnético a presencga dessas placas. Naturalmente,



as descricoes de interagoes como forcas exercidas diretamente entre as particulas,
ou como forgas propagadas pelos campos entre elas, sao equivalentes nas situacoes
estaticas, como a do efeito Casimir original. Contudo, as generalizacoes do efeito
Casimir indicam, como nas demais partes da fisica moderna, que as explicagoes em
termos de campos sao mais fundamentais.

O resultado de Casimir se baseia na modificacao que as placas condutoras provo-
cam no espectro de freqiiéncias de oscilacao do campo entre as placas. Essas,
sendo de material condutor (supostamente perfeito), impedem a passagem do campo
eletromagnético e também de suas flutuagdes. Com isso, as flutuagoes de vacuo fi-
cam confinadas entre as placas e somente podem oscilar com nimeros de onda que
respeitem esse confinamento. Na verdade, eles sao dados por multiplos inteiros de
um certo numero de onda fundamental que depende da separacao entre as placas;
as frequiencias de oscilagao permitidas sao determinadas por esses nimeros de ondas
por meio da relacao de dispersao do campo eletromagnético. No trabalho de Casimir
fica claro que a forca de atracao pode ser atribuida a uma pressao das flutuacoes
do véacuo eletromagnético causada, no formalismo, pela imposicao da condi¢ao de
contorno. Com isso, o vacuo eletromagnético passa a ser visto como se fosse um
fluido que, uma vez confinado pelas placas condutoras, passa a ter uma pressao
(negativa) que causa a atragao entre as placas. Pelo que vimos, para o célculo dessa
pressao basta considerar a influéncia que as condi¢oes de contorno, que simulam a
interagdo entre o campo confinado e as placas (matéria), tém sobre os modos nor-
mais do campo. Desse modo, somos levados a idéia de que o vacuo quantico de
outros campos sob condi¢oes de contorno devem apresentar uma pressao similar.
Surge entao, naturalmente, a questao do efeito Casimir do campo eletronico.

Ao tratar a questao do efeito Casimir do campo eletronico, somos confronta-
dos por trés dificuldades. Em primeiro lugar, devemos discutir que tipo de ma-

terial é opaco as flutuagoes do campo eletronico. Em coeréncia com a teoria do



efeito Casimir do campo eletromagnético, podemos supor que placas isolantes, isto
é, dielétricas, devem ser opacas aos elétrons e as flutuacoes do campo eletronico.
E claro que devemos recorrer a experimentos para confirmar ou rejeitar uma tal
hipotese. Supondo que dispomos de dielétricos apropriados, sabemos que a pre-
senca das placas deve ser descrita teoricamente pelo anulamento dos observaveis do
campo eletronico na regiao que elas ocupam. Tais observaveis sao, necessariamente,
bilineares no campo eletronico e basta garantir que seja nula a componente normal
da corrente eletronica em cada ponto das superficies das placas. No entanto, essa
condicao de contorno precisa ser traduzida em termos das variaveis dinamicas da
teoria, isto é, dos campos de Dirac do elétron e do poésitron. Nesse ponto surge
a segunda dificuldade: a proposta natural de supor nulo o campo de Dirac nas
superficies das placas é inaceitavel. Uma vez que o campo de Dirac satifaz uma
equagao diferencial de primeira ordem, ao impor que seja nulo nas superficies de
duas placas, segue-se que a unica solucao possivel da equacao é a identicamente
nula. Essa dificuldade foi resolvida em 1974, com o aparecimento do modelo de
sacola MIT [5, 6, 7]. Nesse modelo foi proposta uma condigdo de contorno para o
campo de Dirac sobre uma superficie qualquer, a qual garante o valor nulo para a
componente normal da corrente de Dirac nessa superficie. Essa condicao sobre o
campo de Dirac e a conseqiiente condigao sobre a corrente sao chamadas condig¢oes
de contorno MIT. Note-se que no modelo de sacola MIT as condi¢oes de contorno
sao impostas ao campo de Dirac dos quarks, e nao ao do elétron, que motivou
nossa presente discussao. Aplicando a condicao de contorno MIT ao elétron surge
a terceira dificuldade, os niimeros de onda permitidos ao campo eletronico entre as
placas sao dados como raizes de uma equacao transcendental. Esse problema pode
ser resolvido por teoremas de variaveis complexas como, por exemplo, a integral de
Cauchy [8], mas esta longe de ser trivial em formalismos complicados como é o caso

das teorias quanticas de campos. As dificuldades de cédlculo do efeito Casimir para o



campo de Dirac foram suplantadas e a forca atrativa entre as placas pode ser obtida
no caso de massa nula em 1975 [9] e no caso massivo em 1976 [10] e em 1980 [11].
Uma caracteristica essencial dos resultados encontrados é que a forca de Casimir é
exponencialmente inibida pela massa do campo de Dirac em consideragao. No caso
de massa nula, a expressdo da forga é exatamente igual a 7/4 da expressao da forga
no caso eletromagnético. Mas nesse caso temos os quarks leves, aos quais o confina-
mento impede qualquer acesso direto, e os neutrinos, que nao podem ser confinados
por nenhum tipo de placa. No caso massivo, temos o elétron, ao qual temos acesso
direto mas cuja forca de Casimir é praticamente nula, devido ao valor da massa
do elétron, nas separages entre placas experimentalmente acessiveis (micrometros
e nandmetros). Esses fatos mantém o efeito Casimir do campo de Dirac fora das
possibilidades de verificagao experimental direta, restando apenas as possiveis con-
firmacoes indiretas provenientes do comportamento de campos de quarks confinados
no interior de hadrons.

O campo de Dirac, ao contrario do eletromagnético, possui carga elétrica, de
modo que suas flutuacoes de vacuo, os pares virtuais de elétrons e pdsitrons, apre-
sentam as caracteristicas de dipolos e espiras de correntes microscépicas. Pode-se
pensar que agentes externos também podem afetar essas flutuagoes, que reagiriam
com efeitos observaveis. Essa idéia, ja presente na teoria do mar de Dirac [12], leva a
fenomenos de polarizacao do vacuo de Dirac, descritos por meio de lagrangianas efe-
tivas de um campo eletromagnético classico no vacuo de Dirac, propostas em 1935
e 1936 por Heisenberg, Euler e Kockel [13, 14, 15]. Um outro fenomeno notével
do vacuo de Dirac é a criacao de pares pela agao de um campo elétrico aplicado,
chamado mecanismo de Schwinger [16]. Como tais fenémenos exigem campos apli-
cados muito intensos para serem observados, apenas neste ano [17] foram divulgados
experimentos que descrevem propriedades éticas do vacuo de Dirac descritas pelas

lagrangianas efetivas. J4 o mecanismo de Schwinger ainda aguarda uma verificagao



experimental direta.

Nessa breve discusao mostramos que o campo de Dirac apresenta efeitos de
vacuo interessantes, como o efeito Casimir e os efeitos de polarizacao descritos por
lagrangianas efetivas. Também mencionamos as dificuldades inerentes aos calculos
com o campo de Dirac. Por esses motivos esses efeitos de vacuo do campo de
Dirac merecem célculos cuidadosos e detalhados, que tentamos fazer nesta tese. No
proximo capitulo apresentamos uma breve introducao ao efeito Casimir do campo
eletromagnético e do campo de Dirac; revemos em mais detalhes e com calculos
pertinentes as idéias esbogadas sobre esses assuntos nesta introdugao. Nos capitulos
seguintes, o terceiro, o quarto e o quinto, estudamos o efeito conjunto sobre o vacuo
de Dirac das duas influéncias mencionadas nesta introducao, a de condigoes de
contorno e campos externos aplicados [18, 19]. No terceiro capitulo consideramos
como um campo magnético aplicado afeta a energia de Casimir do campo de Dirac
sob condicao de contorno MIT e obtemos resultados de acordo com os anteriormente
obtidos por Elizalde, Santos e Tort [20, 21]. No quarto capitulo, comegamos por
uma revisao do formalismo que descreve os fenomenos de polarizacao do vacuo,
novamente estendendo as idéias ja mencionadas nesta introducao. Depois tratamos
o problema dual ao do capitulo anterior, qual seja, de como condigoes de contorno
MIT afetam a lagrangiana efetiva de um campo magnético aplicado ao vacuo de
Dirac [22]. Nesse estudo, obtemos um resultado novo e interessante, uma constante
de permeabilidade magnética para o vacuo de Dirac confinado entre placas paralelas;
o valor da constante é acessivel a medigoes para separacao entre as placas da ordem
de micrometros ou nanometros. No quinto capitulo fazemos um estudo detalhado
da estatistica de criacao de pares no vacuo de Dirac sob a acao de um campo elétrico
aplicado. Os resultados do mesmo estudo sao recalculados com o campo de Dirac
sujeito a condicao de contorno antiperiédica ao longo de uma dimensao espacial.

O sexto e ultimo capitulo é reservado as conclusoes e perspectivas. Em anexo aos



capitulos, seguem-se seis apéndices nos quais explicitamos detalhes de calculos cuja

auséncia no texto principal julgamos nao afetar sua clareza.



Capitulo 2

Energia de Casimir

2.1 Introducao ao efeito Casimir

Em sua forma mais simples e intuitiva, o conceito de vacuo refere-se apenas a
um espaco completamente vazio. Mesmo em teorias como a Mecanica Classica e
o eletromagnetismo de Maxwell, esse conceito permanece vélido, ja que o vacuo é
descrito como o espaco livre de matéria e radiacao. Ha apenas uma extensao do
conceito no sentido de que, assim como um meio material é o substrato para a
propagacao de ondas mecanicas, o vacuo ¢ agora um meio no qual as ondas eletro-
magnéticas se propagam. Ainda assim o vacuo é um meio inerte e incapaz de
responder a qualquer estimulo externo. Ja na Eletrodinamica Quéantica, que de-
screve a interacao de fétons, elétrons e pdsitrons, o vacuo é definido como o estado
quantico de mais baixa energia, estado este que flutua continuamente por meio da
criacao e aniquilacao de particulas virtuais. Essas particulas vivem numa escala de
espaco e tempo muito pequena compativel com o principio de incerteza de Heisen-
berg e, durante suas efémeras existéncias, podem interagir entre si. Por exemplo,

elétrons e poésitrons virtuais podem absorver e emitir fétons virtuais, fétons virtu-



ais podem se aniquilar em pares elétron-pésitron virtuais e pares elétron-pdsitron
virtuais podem se aniquilar em fétons virtuais. Essas flutuagoes de ponto zero en-
riquecem o vacuo quantico tornando-o um meio ativo e complexo bem distinto do

vazio completo descrito pela Mecanica Cléssica.
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Figura 2.1: Interagdes bésicas entre particulas virtuais, onde os segmentos retilineos representam

elétrons ou pdsitrons virtuais e os segmentos ondulados representam fotons virtuais.

Essa riqueza de propriedades do vacuo quantico nao se limita a eletrodinamica
quantica. Todas as teorias quanticas relativisticas tém os seus respectivos vacuos
quanticos com propriedades nao-triviais e, em principio, observaveis.

Além de interagir entre si, as particulas virtuais podem sofrer a acao de agentes
externos como, por exemplo, campos eletromagnéticos e corpos macroscopicos. Esta-
remos interessados nas situagoes em que a presenca e a influéncia dos corpos macros-
copicos ¢é descrita por condigoes de contorno, de modo que, por abuso de linguagem,
estaremos nos referindo a influéncia das condi¢oes de contorno no vacuo e a reagao
do vacuo as condicoes de contorno. Além disso, em muitos casos nao é claro que
corpos e agentes externos poderiam, na realidade, impor as condicoes de contorno
consideradas em um dado problema tedrico.

As particulas virtuais que sofrem a acao de agentes externos também podem
responder a esses agentes. Assim, o vacuo descrito pela Eletrodinamica Quantica

comporta-se como um meio material capaz de se polarizar e magnetizar e até mesmo



de se desestabilizar, decaindo em pares de particulas reais carregadas. Dessa forma,
0 vacuo quantico pode apresentar propriedades lineares de permissividade elétrica
e permeabilidade magnética [23, 24, 25, 26, 27, 18, 28|, além de propriedades nao
lineares [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 17] (para uma revisao sobre
propriedades lineares e nao lineares que afetam a velocidade de propagacao da luz
em um meio, veja [41] e referéncias af contidas). Podemos atribuir ao viacuo quantico
a existéncia de varios fenomenos fisicos importantes como a emissao espontanea dos
atomos, o momento magnético anémalo do elétron, o deslocamento Lamb [42, 43,
44, 45, 46|, as forcas de van der Waals dispersivas [4] e, o objeto de nosso maior
interesse, o efeito Casimir (para uma discussao conjunta sobre desses tépicos ver,
por exemplo, a referéncia [47]).

Para entendermos o efeito Casimir, consideremos o sistema formado por duas
placas neutras, constituidas de material perfeitamente condutor e localizadas numa
regiao onde previamente foi feito vacuo. Consideremos ainda que as placas estejam
paralelas e separadas por uma distancia a muito menor que suas dimensoes, conforme

mostra a figura 2.2. Nao esperamos medir forcas sobre as placas ja que nao hé

Q

Figura 2.2: Placas paralelas e perfeitamente condutoras.

interacao eletrostatica entre elas e, além disso, o vacuo classico é um meio incapaz
de exercer forcas de pressao. Contudo, ao considerarmos a natureza quantica do
vacuo, esse fato pode mudar. De fato, a simples presenca das placas pode afetar

as flutuagoes de ponto zero do vacuo do campo eletromagnético e, dessa forma,
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podemos esperar uma reacao desse vacuo as placas. Baseado nisso, em 1948 Casimir
previu que, ao contrario do esperado classicamente, tais placas sofreriam uma forca
de atragao [1]. Esse é entdo um fendémeno intrinsecamente quantico e denomina-se,
em homenagem ao seu descobridor, efeito Casimir.

O calculo dessa forca, denominada forca de Casimir, pode ser feito utilizando
o conceito de energia de ponto zero do campo eletromagnético. FEsta grandeza
representa a energia do estado de vacuo desse campo, a qual inclui as flutuacoes
de ponto zero provenientes apenas de fétons virtuais. Essa energia é uma quanti-
dade infinita e, na auséncia de campos externos e condigoes de contorno, constitui-
se apenas de um termo espurio, o qual pode ser eliminado redefinindo-se a es-
cala de energia. Isso nao ocorre na presenca das placas condutoras. De fato, as
condicoes de contorno impostas pelas placas afetam a energia do vacuo do campo
eletromagnético fazendo com que ela adquira uma dependéncia com a distancia
a entre as placas. Assim as energias de duas configuragoes distintas, a = ay e
a = as, serao diferentes, de forma que a energia de ponto zero nao pode ser sim-
plesmente descartada por redefinicao da escala de energia. Usando-se o conceito
de regularizagao, pode-se mostrar que, apesar das energias das duas configuragoes
serem infinitas, a diferenca entre elas é uma quantidade finita. Essa variacao de
energia esta obviamente associada ao trabalho de uma forga ao deslocarmos as pla-
cas entre as duas configuragoes. Essa forca é, por definicao, a forga de Casimir e é

dada por
m2he A

Fele) =510 e

(2.1)

onde A é a area das placas e a é a distancia entre elas. O sinal negativo expressa
o fato de que a forga entre as placas é atrativa. Algumas observacoes podem ser
feitas a respeito dessa expressdo: primeiramente, F(a) é proporcional a constante
de Planck h e a velocidade da luz ¢, indicando que a forca de Casimir é um efeito

quantico e relativistico. Além disso, essa expressao nao depende de outras constantes
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da Eletrodinamica Quantica como a carga e a massa do elétron. Isso ocorre pois
o calculo da forca desconsidera a existéncia do campo fermionico, considerando
apenas a influéncia de condigoes de contorno sobre o campo eletromagnético livre.
No entanto, as condigoes de contorno utilizadas nesse calculo sao as de um condutor
ideal, o que é uma simplificacao muito forte para simular a interacao entre o campo
eletromagnético e placas condutoras reais. Dessa forma, se utilizdssemos um modelo
mais realista para descrever as placas, como um modelo de plasma de elétrons,
por exemplo, obteriamos uma dependéncia da forca de Casimir com as constantes
constitutivas do material das placas e com a massa e a carga do elétron (a expressao
(2.1) reproduziria apenas um caso limite da expressao real quando, por exemplo,
toméssemos a condutividade das placas como infinita).

A novidade introduzida pelo efeito Casimir nao era o fato de dois corpos neutros
sofrerem atracdo. De fato, em 1930, London [4] explicou por meio da Mecénica
Quantica as forgas de van der Waals dispersivas (ndo-retardadas), isto é, a forga de
atracao entre duas moléculas neutras, porém polarizaveis. O trabalho de Casimir
foi inovador porque explicou a forca entre corpos neutros a partir das flutuagoes
quanticas do estado de vacuo do campo eletromagnético no qual estao imersos,
e nao a partir das flutuacoes quanticas dipolares das cargas dos proprios corpos
neutros. Como sabemos por analogia com o caso classico, as duas visoes do fendbmeno
sao equivalentes nas situacoes estaticas, mas em situagoes gerais a explicagao em
termos do campo é mais abrangente do que em termos de cargas interagentes. Como
conseqiiéncia da nova visao do fenomeno, Casimir empregou uma técnica totalmente
nova para o calculo da interagao entre corpos neutros, na qual, por meio de técnicas
de regularizacao e renormalizacao, foi possivel extrair uma quantidade finita, a forca,
de outra infinita, a energia de ponto zero do campo eletromagnético.

Para se ter uma idéia quantitativa, se A for dada em cm? e a em pm, a forca em
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dina (= 107® N) sera dada por

A/cm?
(a/pm)*’

isto ¢, para placas de lem? de 4rea distantes de 1um, a forca de atracdo entre as

|Fo(a)|/dyn = 0,013 (2.2)

placas é de 0,013dyn, o que equivale a aproximadamente o peso de um mosquito
macho. Por exigir distancias tao pequenas, sua verificagao experimental nao é trivial.
O primeiro experimento realizado com o intuito de medir a for¢a de Casimir foi feito
por M.J. Sparnaay em 1958 [2]. Contudo, devido a pouca precisao experimental, esse
experimento nao foi capaz de comprovar o efeito Casimir. O experimento apenas
comprovou a existéncia de uma forga e que os resultados nao eram incompativeis com
o resultado tedrico de Casimir, equacao (2.1). Muitos outros experimentos foram
realizados posteriormente [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 3, 57, 58, 59, 60, 61, 62,
63, 64], contudo exigiram férmulas tedricas que considerassem efeitos de curvatura e
rugosidade das placas, condutividade finita dos metais e efeitos de temperatura. Os
resultados mais precisos, com acordo de cerca de 1%, exigiram técnicas modernas
como microscopia de for¢a atomica.

Em teoria, o efeito Casimir nao estd restrito somente ao campo eletromagnético.
O efeito pode ocorrer para qualquer campo quantico relativistico, como o campo
escalar e o fermionico, sob condigoes de contorno [9, 10, 11]. Por exemplo, o modelo
de sacola MIT [9, 5, 6, 7, 65|, desenvolvido nos anos 70, simulava o confinamento
de quarks em hadrons por meio de um campo fermionico sujeito a condicoes de
contorno confinantes em uma esfera com o tamanho do hadron. Esse modelo previa
que a energia de Casimir, isto é, a energia associada ao confinamento, correspon-
dia a aproximadamente 9% da massa do hadron. Apesar da generalizagao do efeito
Casimir para outros campos, apenas o caso eletromagnético possui verificacao exper-
imental direta. Uma revisao abrangente sobre o efeito Casimir pode ser encontrada
em [47, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73].

De forma geral qualquer sistema fisico encontra-se circundado por superficies
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metalicas, dielétricas, permeaveis e outras. Dessa forma é de se esperar que o efeito
Casimir tenha relevancia em varios sistemas. De fato, apesar de ter se originado
em Eletrodinamica Quantica, o efeito Casimir tem aplicagdo em diversas outras
areas. Em matéria condensada, na interacao entre fronteiras muito préximas, pro-
priedades de filmes finos, célculos de tensao superficial e calor latente. Em cosmolo-
gia, desempenha papel fundamental em modelos inflacionarios do universo. Em
fisica matematica, proporcionou o desenvolvimento de técnicas de regularizacao e
renormalizacao, como por exemplo, o método da funcao zeta. Em teoria quantica
de campos, o efeito Casimir é usado na explicacao da compactificagao espontanea
de dimensoes espaciais extras em modelos de Kaluza-Klein e no deslocamento es-
pectral de niveis atomicos em cavidades de alta qualidade. Em nanotecnologia, ja
se menciona a necessidade de leva-lo em conta nos projetos de nanodispositivos

eletromecanicos. A referéncia [68] contém maiores detalhes sobre essas aplicagoes.

2.2 Energia de ponto zero eletromagnética

Para entendermos o efeito Casimir devemos primeiramente definir alguns con-
ceitos como o estado de vacuo quantico e a energia de ponto zero do campo eletro-
magnético, os quais sao derivados da quantizagao desse campo. Consideremos entao
as equagoes de Maxwell na auséncia de matéria, isto é, na auséncia de cargas e

correntes (¢ = 1),
V-EFt)=0 , VxB(Ft)—

B t) = 0. (2.3)

Nesse caso os campos elétrico e magnético podem ser derivados a partir de um tnico
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campo, o potencial vetor fi(f’, t),
5 Jd 5 5 - 5
E(7)t) = — EA(T, t) , B(7,t) =V x A(T,t), (2.4)
que satisfaca a equacao de onda no calibre de Coulomb,
0? ) - 5
<@—V>A( t)=0 ) V-A(rt)=0. (2.5)

A quantizacao do campo eletromagnético [74] é feita considerando-se que o potencial
vetor é um operador hermitiano sobre o espaco de estados, E(F, )t = ff(F, t), que

satisfaz as relagoes canonicas de comutacao a tempos iguais

[A(F, B A, t)j} ~0,
. 0 o 0 1 -
A —A | =i6,.0(F—7"1 —— 1. (26
A A0y = itatr- i (L 2e)
A solugao geral das equagoes (2.5) pode ser dada como uma expansao em solugdes
estacionarias,
S 1 ,
A7) = 3 —m= i Xl " 4] () ), (2.7)

\_/

onde os modos normais y,(7) devem satisfazer as equagoes

(VP4 W@ =0 , VXA =

~—
e}

~—~
b
0]

~—

e devem formar uma base ortonormal de fungoes,

JEEE GG R (2.9)

Para que o potencial vetor (2.7) obedeca as regras de quantizacao (2.6), é necessério

que o conjunto dos modos normais possua completeza,

22 (i Xl = 8387 = 7y 20 ( L ) (2.10)

Ox; Ox; \ Aw|r — 7|
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e que os coeficientes a, sejam operadores de campo que satisfagcam as relagoes de
comutacao

~

(G, =0, [an, @l = Gl (2.11)

Nessas expressoes n representa o conjunto de ntimeros quanticos discretos ou conti-
nuos que caracterizam cada modo normal do campo eletromagnético. Assim a
notagao Z pode representar um produto de somatérios e de integrais e a notagao
O/ podensigniﬁcar um produto de deltas de Kronecker e de Dirac.

A hamiltoniana do campo eletromagnético, definida a partir dos campos elétrico

e magnético como

= = 1\2 5 = 1\2
F[:/d?),r, E(T7t> ;B(T7t> , (212)

pode ser reescrita em funcao dos operadores de campo,
g1 o ol
H = 5 > wp(ala, + apal) . (2.13)

Usando as relagoes de comutagao (2.11) e a propriedade 6, ,, = d¢ 0, podemos escrever

a expressao acima na forma
H =Y w,ila, + Eol, (2.14)

onde
1
E(] = 5 anéo,o . (215)

No caso no qual o conjunto de nimeros quanticos é discreto, temos que dpg =1 e

portanto podemos escrever !

1
Ey==) wn. (2.16)
25
O vacuo do campo eletromagnético quantizado é definido como o estado quantico

de mais baixa energia, isto é, o autoestado da hamiltoniana (2.14) de mais baixo

No caso de espectro continuo a igualdade §p o = 1 nao é vélida j& que temos o aparecimento

de deltas de Dirac de argumento nulo. Portanto a expressio (2.16) nao é vélida em geral.
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autovalor, |0). Esse estado deve ser normalizado, (0|0) = 1, e possuir a propriedade
an|0) = 0. A expressao (2.14) mostra entdo que FEy é a energia do estado de
véacuo, H|0) = Ey|0). A partir do estado fundamental podemos obter estados exci-
tados utilizando os operadores a . Esses estados sio da forma af|0) , al,al |0)/v/2!,
,,a tal |O>/\/_ , e possuem energias w,, + Ey , wy, + wn + By, Wy + wpr + Wy +
Eyq, ... Essas excitagoes do campo eletromagnético correspondem a 1 féton no modo
n, 2 fétons nos modos n e n’, 3 fétons nos modos n, n’ e n”, ..., respectivamente. As-
sim, vemos da equacao (2.16) que a energia de ponto zero do campo eletromagnético

¢é dada pela soma em todos os modos da metade das frequéncias w,, de cada modo.

2.3 Energia de Casimir eletromagnética

Queremos analisar a energia de ponto zero do campo eletromagnético confinado
entre duas placas paralelas distantes de a entre si e determinar a diferenca de energias
de duas configuragoes distintas, a = a; e a = ay. Conforme a equagao (2.16), a
energia de ponto zero do campo eletromagnético é formalmente obtida somando-
se, sobre todos os modos, metade das freqiiéncias de cada modo. Contudo, vemos
que essa expressao nao é bem definida ja que o somatdério é fortemente divergente.
Isso ocorre porque somamos sobre um numero infinito de modos e o espectro de
energia ¢é positivo e ilimitado. Assim, para que possamos manipular tal expressao e
extrair alguma quantidade fisica, é necessario regularizar o somatorio. O processo
de regularizacao de uma expressao divergente consiste em torna-la artificialmente
finita porém dependente de um parametro regularizador € que, em um certo limite
(muitas vezes, no limite ¢ — 0), coincida com a expressao divergente original. Ha
varios esquemas de regularizagao, por exemplo, o método do corte e o método da
fungao Zeta. Utilizaremos aqui a regularizacao da energia de ponto zero da regiao

entre as placas inserindo no somatério um fator de corte exponencial com parametro
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regularizador positivo e,
1 _
Eo(eia) = 5 S wnla)e ™ “rl®), (2.17)

onde n representa apenas os modos internos as placas e w,(a) as freqiiéncias desses
modos. Ocorre porém que, quando alteramos a posicao das placas, alteramos nao
s a energia dos modos internos como também a dos modos externos. Para quan-
tificarmos a contribuicao dos modos externos, tornaremos o universo artificialmente
finito introduzindo uma terceira placa paralela as demais a uma distancia ¢ >> a,
conforme mostra a figura 2.3. Por simplicidade, supomos que apenas a placa do

meio Ppossa se mover.

Figura 2.3: Modelo para o universo, constituido de duas placas paralelas e infinitas, separadas

por uma distdncia a, e uma terceira placa a uma distancia ¢ >> a.

Entao, a energia de ponto zero associada aos modos externos serd dada simplesmente

por Ey(e; ¢ — a), de modo que a energia regularizada do universo sera
Ule, l;a) = Ey(e;a) + Eo(e; £ —a) . (2.18)
Geralmente, podemos sempre desenvolver a expressao (2.17) e decompo-la na forma

Eo(e;a) = aAF(e) + AG(e) + AH (€;a), (2.19)
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onde A é a drea das placas e H(¢;a) é uma fungao que se anula quando separamos
infinitamente as placas,

H(ea) .00, (2.20)

a—00

e que se mantém finita ao retirarmos o parametro regularizador,
H(e;a) —y H(0;a). (2.21)

As fungoes F'(€) e G(e) divergem ao retirarmos o parametro regularizador, o que é
consistente com o que ocorre com a energia de ponto zero. Na verdade a decom-
posigao (2.19) é possivel qualquer que seja a regularizagao da energia de ponto zero,
porém as fungoes F'(e), G(e) e H(e;a) dependem explicitamente do tipo de corte

adotado. A energia regularizada do universo serd entao dada por
Ue, l;a) = LAF (¢) +2AG(€) + AH (¢;a) + AH (6,0 — a) . (2.22)

A diferenca de energia do universo na configuracao a = as e na configuracao a = a,

¢é obtida entao retirando os parametros de regularizacao, € — 0 e £ — o0,

lim lim (U(e, 5 a9) — Ul(e, l;a1)) = AH(0;a2) — AH(0;a4) . (2.23)

e—0 00
Isso mostra que, apesar de ambas as configuracoes terem energias infinitas, a diferenca
entre elas é finita. Cabe também ressaltar que a fun¢ao H(0; a) nao depende do tipo
de regularizagao adotado. A equagao (2.23) introduz entdo uma quantidade fisica
que mede a energia de uma dada configuracao das placas, a qual denominaremos
energia de Casimir,

Ec(a) == AH(0;a) . (2.24)

Assim, para a obtencao da energia de Casimir do campo eletromagnético confinado
entre duas placas devemos, primeiramente, desenvolver a energia de ponto zero regu-
larizada e decompoé-la na forma (2.19). Em seguida devemos eliminar os termos
proporcionais a area das placas, AG(e), e ao volume da regiao entre elas, aAF'(e).

Por fim devemos retirar a regularizagao, fazendo ¢ = 0.
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Podemos entender porque os termos de area e de volume nao contribuem para
a diferenga de energias das configuragoes. O termo de volume aAF(e) possui den-
sidade de energia independente da distancia entre as placas, F'(¢), o que indica que
esse termo nao é afetado pelas condi¢oes de contorno. Ele representa a parcela da
energia do vacuo desconfinado correspondente a regiao entre as placas e portanto
nao corresponde a qualquer contribuicao da condicao de contorno a energia de ponto
zero. Ja o termo de drea, AG(e), este independe da distancia entre as placas, de
forma que permanece inalterado mesmo se afastarmos infinitamente as placas. Esse
termo parece entao estar armazenado nas placas, correspondendo a uma auto-energia
delas, e sera eliminado na diferenca de quaisquer duas configuragoes.

Obviamente a variacao de energia das duas configuragoes esta associada ao tra-

balho de uma forca,
Eco(as) — Eo(ay) = — / da Fe(a) (2.25)

a qual denominamos forca de Casimir. Essa forca serd entao dada por

Fe(a) = —%EC(@) ; (2.26)

e fisicamente correspondera a uma forca de interacao efetiva entre as placas. Na
verdade, ela corresponde a uma forca de pressao exercida pelo vacuo quantico em

resposta as condi¢oes de contorno imposta pelas placas.

2.4 Calculo da energia de Casimir eletromagnética

Fronteiras perfeitamente condutoras geram condig¢oes de contorno sobre o campo
eletromagnético, de forma que, na superficie condutora S, o campo elétrico deve estar

orientado na direcao da normal da superficie, 77, enquanto que o campo magnético
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deve estar orientado em uma direcao paralela,
ix E(Ft)s=0 e i -B(Ft)s=0. (2.27)

No caso em questao, as fronteiras condutoras constituem-se de placas paralelas,
cada uma de area A, e distantes de a entre si, as quais localizaremos nos planos
z = 0 e z = a. Por simplicidade supomos as placas quadradas e, como ja dito,
a pequenas separacoes (a < v/A), para evitar efeitos de borda. Entdo, de acordo
com as expressoes acima, o campo eletromagnético deve satisfazer as condigoes de

contorno

{sz(r,t)\Z:():O, . {zxf(r, Mo =0, (228)

t
2 B(Ft)|sm0 = 0, 2. B(F,t)]s=e = 0.
Estas condigoes de contorno sobre os campos elétrico e magnético serao satisfeitas

se o potencial vetor satisfizer as condigoes
2% [i’(ﬁ )=o=0 2 x [i’(ﬁ t)]:=a =0, (2.29)
as quais se refletirao sobre os modos normais do campo eletromagnético,
EXNa(Mz0=0 ,  ZXXu(f)|s=a = 0. (2.30)

O conjunto dos modos normais desse caso, isto é, as solugdes das equagoes (2.8) que
sao normalizadas conforme a equagao (2.9) é completo, conforme a equagao (2.10).

Os modos se dividem nos modos transverso elétrico,

N sxk (2 etk p
itk z,p) = 7 \/;sen(qlz) 5 (2.31)

e transverso magnético,

- 2 1 . i etk p
¥ (ks 2, p) = \/j = [2 k| cos(qz) — iq; —= sen z] . 2.32
P2 =7 s [ Fleostar) —in o a)| 5= 232

Nessas expressoes p = xZ + yy representa a componente paralela as placas do ve-

tor posi¢ao. O nimero quantico k= ki + k,y representa a componente paralela
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as placas do vetor de onda do campo eletromagnético e possui espectro continuo.
Quanto ao numero quantico q;, este representa a projecao perpendicular as placas
do vetor de onda do campo. Esse nimero quantico é afetado pelas condicoes de
contorno, de forma que seu espectro fica discretizado, ¢, = Iw/a, onde | = 1,2,3, ...

para os modos TE e [ = 0,1,2,... para os modos TM. wl(E) sao as freqiiéncias de

wi(k) =\ + k2. (2.33)

De posse dessas freqiiéncias e do conjunto completo de niimeros quanticos que carac-

cada modo e sao dadas por

terizam cada modo do campo eletromagnético, podemos determinar a energia de
ponto zero do sistema. Conforme a equagao (2.15), devemos somar sobre todo o
espectro discreto de ntimeros quanticos e integrar sobre todo o espectro continuo
metade das freqiiéncias de cada modo. Assim devemos somar sobre s =TE,TM,
sobre [ e integrar em E,

Z 3 [ @iy (2.34)

s 1=(0)
A notagao [ = (0) indica que o termo [ = 0 deve ser multiplicado pelo fator 1/2 a
fim de corrigir, para esse termo, a degenerescéncia incorreta devida a soma em s.
J& a notacao 0 (6), esta representa a funcao delta de Dirac de k avaliada em k = 0,
5(0) = 6(k)| i_o- Este fator corresponde a contribuicao do espectro continuo a dg o da
equacio (2.15). A expansao de Fourier dessa delta de Dirac, 6(k) = (27)72 [ d®p iF 7,
mostra que 0(0) é proporcional & drea das placas A = [ d2p, isto é, §(0) = A/(2m)2.

Assim a energia de ponto zero do campo eletromagnético pode ser reescrita na forma
A’k °° Ja2 1 k2
Eo(e;a) = A/ (2m)% 2 \/Ql + R e VG TR (2.35)
i

onde ¢ = Im/a. Note que, conforme a equacao (2.17), inserimos um fator de corte

exponencial regularizador. Integrando a parte angular de k e fazendo a mudanca de
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varidvel de integracao u = \/q¢? + k|2, obteremos

A & oo _
Eo(e;a) = o Z/ duu®e” Y
1=(0)
A 9?2 oo Ao (1 &
_ a9 due W - 22 (= —€qr ) 2.
27 O€? l:Z(O)‘/QL e 27?862<el:z:(0)6 ) (2.36)

O somatorio em [ é facilmente calculado como o somatério de uma série geométrica,

s 1
—€0 — Zcot h( ) 2.37
z(: e co g 5 ( )

l

Assim, a energia de ponto zero regularizada toma a forma

A 0* 1
E()(E CL) 4—@ [— Otgh<2a>‘| (238)
Usando a expansao
tgh l+f—:'7—3+(9( %) (2.39)
cotghx = T x°), .

é facil decompor a energia de ponto zero conforme a equagao (2.19),

3aA 1 w2 A

Ey(e;a) = —Tad g T O(€). (2.40)

Eliminando entao o termo de volume (o de drea é nulo nesse caso) e retirando o

parametro regularizador teremos a energia de Casimir desse problema,

72 A

De acordo entao com a equagao (2.26), a for¢a de Casimir serd dada por

72 A

FC(CL) = — %E .

(2.42)

Com uma simples analise dimensional é facil inserir nessa equacao as constantes h

e ¢, que normalmente usamos em unidades naturais, e assim obtermos a equagao

(2.1).
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2.5 Energia de ponto zero fermionica

A dinamica da matéria, ou mais precisamente a dinamica de elétrons e pdsitrons,
é descrita pelo campo fermionico @E(F, t). A evolucao do campo de matéria livre, isto
é, do campo fermionico sem interacao eletromagnética, é regida pela equacao de
Dirac (h=c=1) [75],

D7 1) = Mo (1), (2.43)

onde Hp é o operador de Dirac,
Hp = —iV - @+ mf3, (2.44)

sendo m a massa do elétron. @ e 3 sao as matrizes de Dirac,

(0 6) (1 0)
a= , B = ; (2.45)
g 0 0 -1

sendo 1 e 0 as matrizes identidade e nula 2 x 2, respectivamente, e ¢, a matriz de

spin de Pauli,

10 0 0 5 i—if
0 1 0 0 Erif —

O campo fermionico quantizado é um operador sobre o espago de estados que satisfaz

as relagbes canonicas de anticomutagao a tempos iguais [74],

{d(ﬁ t>a7 1;(7?/7 t)ﬁ} =0 ) {d(ﬁ t>a7 1;(7?/7 t)g} = a,ﬁé(F_ F,)i ) (247>

onde os indices « e (3 denotam as componentes espinoriais (matriciais) de ¥ (7, t).
Sendo o operador de Dirac independente do tempo, o campo fermionico pode ser

expandido em solugoes estacionarias,

(1) = 3 [ () e d] Wi () ] (248)

onde as fungoes de onda UE(7) devem entao ser autofungoes do operador de Dirac,
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e devem satisfazer as mesmas condicoes de contorno impostas sobre o campo. Essas

fungoes de onda devem também ser devidamente normalizadas,
/ &7 U (7)1 (7) = 6,06 | (2.50)
e devem formar um conjunto completo,

;EZ‘I’Z(F)‘I’Z(F’)T = o(F =)L, (2.51)

onde 1 é a matriz identidade 4 x 4. Nessas expressoes n representa o conjunto de
nimeros quanticos que caracterizam cada modo normal do campo.
As relagoes de anticomutagao (2.47) implicam que ¢, e d, sao operadores de

campo, os quais devem satisfazer as relagoes de anticomutacao,
{enél } =60l Ady,dl} = 6,01, (2.52)

enquanto as demais relagoes sao identicamente nulas. O vacuo do campo fermionico

¢é definido como o estado normalizado que é aniquilado pelos operadores ¢, e ain,
&G0y=0 ,  doy=0 .,  (0]0)=1. (2.53)

Fisicamente os operadores de campo & e df representam respectivamente operadores
de criagao de um elétron e de um poésitron no modo n.
A hamiltoniana de Dirac é uma constante de movimento definida a partir do

campo fermionico como
=ty far{|aon Lo o] - | Lo ol e (2.54)
= — r T0)os W\ 0)a| — | 50T 0) 0, O 0)a| ¢ :
4= ot ot ¢
e pode ser reescrita a partir dos operadores de campo como
H =Y w,(élé, +did,) + El, (2.55)

onde

Ey==) w,. (2.56)
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A equagao (2.55) indica entdo que w, representa a energia do modo n e que Ey é a

energia de ponto zero, isto é, a energia do estado de vacuo,
H|0) = Ey|0). (2.57)

A equagao (2.56) mostra que a energia de ponto zero é dada, a menos de um sinal,
pela soma em todos os modos das energias de cada modo. Portanto, para o calculo
da energia de ponto zero é necessario determinar o espectro de energia e o conjunto

completo de niimeros quanticos sobre o qual a soma é feita.

2.6 Campo fermionico sob condicao MIT

Consideremos o confinamento do campo fermionico numa regiao limitada por
uma superficie S implementado via condi¢ao de contorno. Ingenuamente, poderia
parecer natural propor o anulamento do campo na superficie, 1&(7?, t)|s = 0, isto
é, que ele estivesse sob uma condicao de contorno de Dirichlet. Contudo, sendo a
equacao de Dirac de primeira ordem nas derivadas espaciais, isso implicaria no anula-
mento do campo em todo o espago, de forma que essa condigao deve ser descartada.
De fato, a condicao de contorno que descreve o confinamento deve garantir que
nao haja fluxo do campo através da superficie S. Assim, ela deve implicar nao no

anulamento do campo, mas sim no da corrente de Dirac,

(7, 1) = S[(F )], V(7 1) 5] das (2.58)

<.
DO —

ou seja, ﬁj(ﬁ t)|s = 0, onde 7 é a normal externa & superficie, conforme a figura 2.4.
Nesse sentido, a condi¢ao de contorno proposta que melhor simula o confinamento
¢ a do modelo de sacola MIT [9, 5, 6, 7, 65] ja que, de fato, essa condi¢ao garante o
anulamento da corrente e nao do campo. A condicao MIT impoe que em fronteiras
impenetraveis o campo de Dirac obedeca a equacao

~

(143 - 7) (7, )]s = 0, (2.59)
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onde 7 é a normal externa da regiao e 1 e 7 sao as matrizes

(1 0) (0 J—)
0 1 -5 0

Figura 2.4: Regiao de confinamento do campo fermionico: regiao limitada pela superficie S, onde

71 é a normal externa da regiao.

A imposicao de condigoes de contorno sobre um campo se reflete sobre suas
fungdes de onda, de forma que a condigao MIT (2.59) devera ser imposta sobre as

autofuncgoes do operador de Dirac,
(14471 - 7) UE(7)|s = 0. (2.61)

Nesse trabalho queremos analisar o campo de Dirac confinado entre duas placas
paralelas distantes de a entre si. Dessa forma tomaremos as placas em z = 0 e em
z = a, conforme ilustrado na figura 2.5. Na primeira fronteira, z = 0 (7 = —2), a
equagao (2.61) nos dara

(1 = i7:) W5 (7)] om0 = 0, (2.62)

enquanto que na segunda, z = a (7 = 2),
(14 i7) U5 (7)== 0., (2.63)

Queremos estudar o problema do campo fermionico confinado entre duas placas
paralelas distantes de a entre si, isto é, queremos analisar o espectro de energia e

o conjunto completo de niimeros quanticos que caracterizam cada modo normal do
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Figura 2.5: Regiao de confinamento do campo fermiénico, entre os planos z =0 e z = a.

campo confinado. Para isso devemos entao diagonalizar o operador de Dirac (2.44),
isto é, encontrar seus autovalores e autofuncoes sob as condigoes de contorno MIT
(2.62) e (2.63). Conforme o Apéndice A, as autofungoes de freqiiéncia positiva tém

a forma

Ui (pkiz,p) = M(
ns(pi, k)

ms(—p, k) ((w(pz,/?) + )

- (

ns(ph k)

enquanto que as de freqiiéncia negativa tém a forma

. I —(p2 + k) - Gus(k . ZEﬁ
V(g Ko ) = ms(pz,kz ( (1 ) ) (j) Jipiz €
ns(p, k) \ (Wipr, k) + m)us(k)
k

e (_(_pléﬂg)'&us( N ipz P
(

-

w(pr, ) +m)u, (F)

—

s (pla k)
Nessas expressoes, os numeros quanticos p;, [ = 1,2, 3, ..., indicam a [-ésima solugao

positiva em ordem crescente da equacao transcedental
masen pja + pjacospa =0, (2.66)

e os biespinores us(k) com s = £ possuem a forma

we () = — (IEI) u(E):L(ik‘) (2.67)
VARl ks T VRE R ) |
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- -,

onde ky = k, +ik,. Além disso, as fungoes w(p, E), ms(pi, k) e ng(py, k) sdo dadas,

wp, k) = Vp2 + k2 +m2, (2.68)

ms(p, k) = w(p, k) + m+ ip, + s |k, (2.69)

respectivamente, por

ns(p1, E) =2a [ (w(pi, E) + m)2 ‘I’pl2 + E2] ms(pr, E) ms(—pi, E)

senpia ; x e ; i k
a Tmelpla[(w(pl,k)+m)2—p12+k2—125pl\k\]m§(plak)
j

-

- SeI;p—la P (w(py, K) +m)? = pf + B + 25 pr [K] ) m?(—pi, E) . (2.70)
1

Apo6s tudo isso, vemos que as funcoes de onda sao caracterizadas por uma série de
ndmeros quanticos, os quais relacionaremos a autovalores de operadores hermitianos.
Assim o autovalor p; é explicitado pelo quadrado da componente z do operador

momento,
2

P } }
- w%(ﬁla ki 2, 0) = pi i(oi, k3 2, p) - (2.71)

As condigoes de contorno afetam esse niimero quantico de forma que seu espectro é
dado por (2.66). Vemos que os valores de p; sdo raizes de uma equagao transcedental
e nao podem ser explicitados. Contudo, pode-se mostrar que todas sao reais e

possuem multiplicidade unitéria. As raizes de (2.66) também sao raizes de
tg pa = —pia/ma, (2.72)

o que facilita a visualizacao grafica delas, conforme a figura 2.6. A funcao (2.66) é
impar em p; de forma que, sendo p; uma raiz, —p; serd também uma raiz. Assim
nao é necessario estender o grafico anterior para a visualizacao das raizes negativas,

pois estas serao as simétricas das positivas. Contudo a antissimetria da funcao de
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tg(pa)

Ra R2 A
: | i pa
| i
-pa/ma
Figura 2.6: Grafico da equagao transcedental 2.72.
onda nesse indice,
\IIZ(_phka Zup_j = _\Il;(plvka Z7ﬁ>7 (273)

implica que autovalores negativos geram funcoes de onda linearmente dependentes
das de autovalor positivo e que a funcao de onda com autovalor nulo é identica-
mente nula. Dessa forma podemos caracterizar os estados quanticos apenas pelos
autovalores positivos.

O autovalor k & explicitado pela componente do operador momento paralela as

placas,
—iV, W(p1, ki 2, 5) = k W(pi, k3 2, ) (2.74)
onde
- 0 0
=G . 2.
v, x@x+y8y (2.75)

Quanto ao indice € = =, este é explicitado pelo operador de Dirac representando

o sinal de seu autovalor,

30



Temos, também, um operador nao trivial que explicita o indice s = £1,

—it x V- S W (p, ks 2, ) = e 5 k| W1, i 2, 5) (2.77)

Y= 70 2.78
—(0 —5)' (2.78)

Sendo essas fungoes de onda autofuncgoes de operadores hermitianos com auto-

onde

valores distintos, podemos afirmar que sao ortogonais entre si. Entao, pelo fato de

serem normalizadas, podemos garantir que formam uma base ortonormal de fungoes,
/ dz/d2p U (pr s 2, ) (o B3 2, ) = Oewr B G 6K — K'Y, (2.79)
0

Pode-se também mostrar que essas funcoes de onda formam uma base completa,
> — — —

SN [ R Foz Wi R 2 Y =0~ ) 8- 1. (2.80)

e=+ s=+ |[=1

Apos tudo isso, concluimos que o espectro de energia depende dos numeros
quanticos p; e /Z, enquanto que s é um indice de degenerescéncia. Como vemos
na equagao (2.48), o indice ¢ = + nao caracteriza os modos do campo, ele ape-
nas diferencia estados de freqiiéncia positiva, associados a elétrons, e de freqiiéncia
negativa, associados a positrons.

Notemos que o calculo das autofungoes para o caso de um campo fermionico nao-
massivo é quase tao trabalhoso quanto o do campo massivo. A tnica simplificacao
aparece no fato de que o nimero quantico p; tem agora solucao explicita em funcao

de [, ja que a equagao (2.66) se reduz a, simplesmente, p;a cos pja = 0. Pelos mesmos

motivos do caso massivo, s6 nos interessam as raizes positivas,

INT

pl:<l—§>g . 1=1,2,3,... (2.81)

Assim, as autofuncoes do caso nao-massivo sao facilmente obtidas a partir das do

caso massivo tomando m = 0.
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2.7 Calculo da energia de Casimir fermiénica

Conforme a equagao (2.48), o campo fermiénico sob condi¢ao de contorno MIT
pode ser expresso em funcao das solugoes estacionarias,
D) = 305 [Pk (0alB) W (o iz, ) e 00 Y

s==+ [=1

-,

+dug(— BY U5 (pr, Ks 2, ) 9P Ry (2.82)

onde U< (p, k; z, ) sdo dadas em (2.64) e (2.65) e w(p, k) = \/ p? + k2 +m2. Os

operadores de campo obedecem as relacoes de anticomutacao

{es1(F), g0 (kY = 60 010 6(k — k1,
{doy(k), dg y (k)Y = 63 010 6(k — k)1, (2.83)

enquanto as demais relagoes sao identicamente nulas. A hamiltoniana de Dirac,

obtida a partir do campo conforme a equagao (2.54), é entao dada por

A~

i-yy / Pk w(p, k) (o) (k) + doy(b)T doy(F)) + Eo(a)1,  (2.84)
s=+ [=1

onde

Ey(a) = — ;é/d% w(py, k) 6(0) (2.85)

¢ a energia de ponto zero. A notacao §(0) indica a funcdo 6(k) avaliada em k = 0,
a qual é proporcional & area das placas A = [ d?p, §(0) = [ d?p/(27)%. A energia de

ponto zero serd entao dada por

d’k & = _ 2 72 2
Eo(e;a):—zA/(%)Q; BB em2e VP TRAMT o (2.86)

onde inserimos um corte exponencial a fim de evitar divergéncias ultravioleta. Como
ja observamos no caso de campo massivo, o nimero quantico p; nao pode ser explici-

tado em fungao de [ e, assim, o somatério em [ nao pode ser computado diretamente.
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Ja no caso nao-massivo esse problema nao ocorre, o que torna o calculo mais sim-
ples. Na préxima secao calcularemos a energia de Casimir para o caso de um campo
fermionico nao-massivo confinado entre duas placas e, na secao seguinte, faremos o

calculo para o caso de massa nao-nula.

2.7.1 Campo fermidénico nao-massivo

No caso nao-massivo a energia de ponto zero do campo fermionico (2.86) torna-se

St Re VTR s (2.87)
=1

&k
m)

Eo(€;a) = — 2A/ B

2

onde p; é dado na equacdo (2.81). Integrando a parte angular de k e fazendo a

mudanca de varidvel de integracao g = +/pi + |E |2, obteremos

Eo(ea) = —éz Tdgqte 4
= e
AP> & o AP (1
_ 40 doe—€0 — _ 29 (1 P (288
7T862; D € 7T8€2<e;e ) (2.88)

O ntmero quantico p; é agora dado explicitamente em fungao de [, e o somatério
em [ é facilmente calculado como o somatério de uma série geométrica,

> 1 em

> em Pl = —cossech<—> : (2.89)
= 2 2a

Assim, a energia de ponto zero regularizada toma a forma

A 0?1 em
En(e: -~ |Z h( — . 2.
o(€;a) o D7 Lcossec (2a)] (2.90)
Usando a expansao
_ Lo T, 5
cossech r = e + T +O(2”), (2.91)

é facil decompor a energia de ponto zero conforme a equagao (2.19),

2
JGedl TT AL o, (2.92)

Eoleia) === G~ im0w
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Eliminando entao o termo de volume (o de drea é nulo nesse caso) e retirando o
parametro regularizador, teremos a energia de Casimir desse problema,

72 A

Ec(a) = — 17200 (2.93)

o que coincide com o resultado encontrado em [9]. Vemos que a energia de Casimir
para o caso de um campo fermionico nao-massivo difere da do campo eletromagnético
(2.16) apenas pelo fator 7/4, de forma que as for¢as de Casimir diferirdo também

por esse fator.

2.7.2 Campo fermidénico massivo

A energia de ponto zero para o caso do campo fermionico massivo confinado

entre duas placas paralelas distantes de a é dada, conforme a equagao (2.86), por
d’k & = _ I
Eo(Aia) = — 2A/WZW? + Rz e WmIVPE R m® g gy
) =1

onde trocamos o parametro regularizador € para A = me. Integrando a parte angular

de k e fazendo a mudanca de varigvel de integracio u = m~" (|k|2 +m?)"/2, teremos

3A oo o N2 /002 2
= / duuwd \/pi/m?>+u?e AVpifm? + (2.95)
! =1

Eo()\§ a) = - T

O somatério na equagao (2.95) pode ser obtido de um outro mais simples,

io:\/1912/777J2+u2«e_)\‘/plZ/7nz+u2 Z—iie_)wplz/m2+u2- (2.96)
=1

2% e

Ainda assim o somatério em [ no lado direito da equagao (2.96) nao é simples
pois, como visto, p; nao é dado explicitamente em funcao de [. Para calcular tal
somatoério, devemos entao recorrer ao teorema do argumento do calculo de variaveis
complexas [8]: dada uma funcao ¢(z), analitica no interior de um contorno fechado

C' e sobre C, e uma funcao x(z) que, exceto por um nimero finito de pélos no interior
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de C, é analitica no interior e sobre C, sendo z; seus zeros com multiplicidade m/(z;)

e w seus polos com multiplicidade m(wy;), entao

d
27?@?{ dz ¢(z —lnX Zm 2)p Zm wy) (2.97)

onde as somas incluem apenas os zeros e os polos internos ao contorno C. Apli-
caremos o teorema para determinar o somatério do lado direito da equagao (2.96).

Identificaremos ent@o z; como p;/m onde p; sdo as raizes da func¢ao de (2.66)
f(pa) = masen pa + pa cos pa . (2.98)

Essa fungao nao possui pélos, o que elimina o tltimo termo de (2.97) e, além disso
todas as suas raizes sao reais e possuem multiplicidade unitéria, m(z;) = 1, simpli-
ficando ainda mais o teorema. Como o contorno é fechado, teremos em principio
de trabalhar com um nimero finito de raizes, N. Assim, com um contorno C' que

contenha as raizes do eixo real positivo p;, [ = 1,2,..., N, o teorema fornece

z:g—)q/plz/m2 + u?

=1
]{ d= e—)\\/z2 +u2 d

=5 In(masen (maz) + maz cos(maz) ) . (2.99)
i

A escolha do contorno C' e o célculo da integral de linha dessa tltima equagao sao

feitos no Apéndice B e obtemos, no limite N — oo,

ioze—)\\/plz/m2 +u? _ e~ AU
=1

2

1 00
+% /J dysen (A\/y? — u?) dijly In(senh (may) + y cosh(may) ). (2.100)
Derivando essa expressao em relacao a A e usando a identidade

d 1 d -1 _
@ In(senh (may) + y cosh(may) ) = ma + 1 In <1 + _z e 2may> ,
(2.101)
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obtemos

e ) )\U
_ 2 2 2 e

Z D2Jm? + e M/ pi/m? +u —

=1

ma [
e du Ju? — u2 cos(n/u? — u2
- /u y\/y? — u? cos(A\/y? — u?)
——/ y+1 y? —u2cos()\\/y —u?)
Lo d —1 c—2ma
—;/u dy \/y? — u? cos(A\/y? — u?) d—yln (1 + — y—l—l y) .(2.102)

Substituindo essa expressdo na equagao (2.95) e realizando a mudanga de ordem de

integragao
/oodu/oody:/oody/ydu, (2.103)
1 u 1 1
teremos
miaA [oo
Ey(Na) = —; / dy I(A;y)
s 1
m3A 9% fe” A\ miA I(\y)
L (‘W( X\ >+ w2 /1 v
m3A oo d y—1 _9
dyI(ny) 1+ 2 may) 2.104
+ 7Tg/l y(,y)dyn(+y+1e . (2.104)
onde

[ o 0 v ucos(M\Wy? — u?
Ixy) = / duu\[y? —u? cos(\/y? —u?) = av/ du \/(y byl :
0? u=y o2
— - [02 — 02 _ - 2 _
= 5% ()\ sen (Ay/y? — u?) ) o ()\ sen (A\/y 1)) . (2.105)

u=1
E facil entao ver que

10:9) = 307~ 1), (2.106)
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Eliminando entao os termos de drea e de volume na equacao (2.104) e retirando o

parametro regularizador teremos, apds uma integracao por partes,

BA oo -1 _
Ec(a):—m2 /1 dyy\/y2—1ln(1+yﬁe 2may>, (2.107)

n Y

o que coincide com o resultado obtido em [10, 11, 20]. A forga de Casimir, isto é, a

forga de interacao entre as placas sera entao dada por

omiA oo 2(p — )aZ -1
d m / da:( vz = DV (2.108)
1

Feola) = — —FEc(a) = — ,
o(a) o Feta) m? x—1) + (x4 1)e2mazr

onde o sinal negativo indica uma atracao entre as placas. A pressao de Casimir ao

qual cada placa estard sujeita serd entao

2m?t oo 22 (z—1)Va2 -1

x :
w2 N (z — 1) 4 (z + 1)e2mar

_ Fc(a)

pola) = —— = (2.109)

A fim de recuperar o limite nao-massivo facamos a mudanca de variavel de
integragdo x = 2may na equagao (2.107),

A 00 r—2ma _
Ec(a):—m , da:z\/x2—(2ma)21n<1+7e 55) (2.110)

ma T+ 2ma
Tomando m = 0 nessa expressao e usando a identidade

/oodm21n(1+e—x):7—7T4 (2.111)
0 360’ '

recuperamos a energia de Casimir para um campo fermionico nao-massivo, equagao
(2.93). E interessante notar que o limite de pequenas distancias também reproduz

esse resultado,

2
Ee(a) o — © o 5 (2.112)
uma vez que a energia de Casimir (2.107) é fungao do parametro ma. Este parametro
representa a distancia entre as placas em unidades do comprimento de onda Comp-
ton do elétron, X = 1/m = 3,86 x 107*m. Entdo, se quisermos determinar o valor

dessa expressao para uma distancia da ordem de pm ou mesmo de nm, teremos
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ma ~ 10% e 103, respectivamente. Contudo, para ma >> 1, a energia de Casimir

(2.107) tem por forma assintética

. Im3A e—2ma

o que nos diz que a energia de Casimir é demasiadamente pequena a essas distancias.
Obviamente tanto a forca quanto a pressao de Casimir sao despreziveis na escala
de nm, ou seja, mesmo em nanocavidades nao é possivel observar o efeito Casimir
fermionico. Vemos entao que as flutuagoes de ponto zero de um campo massivo
tornam-se relevantes apenas quando as dimensoes de confinamento do campo sao
da ordem do comprimento de onda Compton desse campo, a ~ 1/m.

Assim, vemos que, no caso de um campo fermionico nao-massivo, as diferencas
entre esse campo e um campo eletromagnético nao afetam a energia de Casimir, uma
vez que elas diferem apenas por um fator 7/4. Este fator, que é aproximadamente
2, talvez possa ser entendido pelo fato de que o campo fermionico possui quatro
graus de liberdade, associados a elétrons e pésitrons e ao spin +1/2, frente aos dois
graus de liberdade do campo eletromagnético, associados as polarizagoes dos fotons.
No caso de um campo fermionico massivo, a energia de Casimir desses dois campos
difere fortemente, ja que a presenca da massa suprime o efeito Casimir do campo
fermionico para distancias de confinamento maiores que o comprimento de onda

Compton do elétron.
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Capitulo 3

Influéncia de campo externo na

energia de Casimir

3.1 Introducao

Na secao 2.7.1 determinamos a energia de Casimir para o caso de um campo
fermionico sem massa confinado entre duas placas paralelas. De fato existem na
natureza particulas fermiénicas de massa nula (ou pelo menos muitissimo menor
que a do elétron), os neutrinos, contudo nao existe material que possa confinar es-
sas particulas. Dessa forma esse calculo é muito pouco realista. Na secao 2.7.2
calculamos entao a energia de Casimir para o caso do campo fermionico massivo
porém, como visto, essa grandeza é demasiadamente pequena na escala de ym ou
nm frente ao caso de um campo nao-massivo, devido ao fator exponencial 6—2ma’
onde m é a massa do elétron. Essa atenuagao provocada pela massa é tao forte que
impossibilita qualquer verificagao experimental nessa escala. Isso nao ocorre numa

escala menor ou da ordem do comprimento de onda Compton do campo, o que pode

ser interessante na analise do confinamento de quarks em hadrons ou mésons. De
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fato, a dimensao de um hédron é da ordem de fm (= 107'°m), o que é menor que
o comprimento de onda Compton dos quarks. Poderiamos, entao, extrapolar nos-
sos resultados para estimar a energia de Casimir devida ao confinamento de quarks
em hadrons ou mésons, tendo em mente a diferenca entre o campo fermionico para
elétrons e para quarks (além de possuir carga elétrica, o campo dos quarks possui
carga de cor responsavel pelas interagoes fortes) e a diferenca de geometrias (um
hédron ou um méson deve apresentar geometria esférica). Dessa forma vemos que,
se ainda estivermos interessados em analisar o efeito Casimir no caso de placas par-
alelas, é entao necessario acrescentar algum ingrediente externo a fim de amplificar
a energia de Casimir.

Campos quanticos carregados nao sao afetados somente por condigoes de con-
torno, eles podem também interagir com campos eletromagnéticos externos. De
fato, um campo externo afeta tanto a dinamica das excitagoes do campo quantico,
as particulas reais, como suas flutuagoes de ponto zero, particulas virtuais. Dessa
forma, a acao de um campo eletromagnético pode também ressaltar efeitos de ponto
zero em um campo carregado. Nesse sentido um campo eletromagnético poderia ser
o ingrediente necessario para amplificar a energia de Casimir.

Neste capitulo estudaremos o efeito de um campo magnético uniforme no proble-
ma do capitulo 2, ou seja, determinaremos a energia de Casimir de um campo
fermionico massivo confinado entre duas placas e sujeito a acao do campo magnético.
A influéncia de um campo magnético sobre o efeito Casimir ja havia sido estudada
no caso do campo escalar carregado [76, 77| e no caso do campo de Dirac submetido
a condicao de contorno antiperiédica [18]. Nosso interesse é tratar o caso do campo
de Dirac sob condi¢ao de contorno MIT (na presenca do campo magnético). Esse
problema foi resolvido anteriormente por Elizalde, Santos e Tort [21] e aqui chegare-
mos aos mesmos resultados por diferente método. Por simplicidade, adotaremos o

campo magnético ortogonal as placas. Assim devemos obter o espectro de autoval-
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ores do operador de Dirac sujeito ao campo externo e condigoes de contorno, efetuar
a soma de modos e extrair a energia de Casimir. Contudo na primeira se¢ao anal-
isaremos um problema mais simples, o de um campo fermionico desconfinado sob
a acao do campo magnético, ja que esse problema elucida todas as caracteristicas
préprias do campo fermionico na presenca do campo externo. Contudo, a presenca
apenas de campo externo nao define energia de Casimir ja que, em nao havendo
fronteira, nao é possivel definir uma tensao. Assim, embora nao utilizemos direta-
mente os resultados dessa secao no calculo da energia de Casimir, a primeira se¢ao
¢ um preambulo para a segunda onde obteremos o espectro sob condicao de con-
torno e campo magnético. Além disso os resultados da primeira se¢ao serao tuteis ao
terceiro capitulo. Na terceira secao, por fim, calcularemos a energia de Casimir do

problema.

3.2 Espectro de energia do campo fermionico sob
campo magnético externo

Queremos agora estudar o problema do campo fermionico sob a acao de um
campo magnético uniforme. Tomaremos o campo magnético na direcao z, B = BZ.
O acoplamento com um campo magnético externo é feito substituindo-se o operador

momento —iV pelo operador

— —

Il = —iV + eA(7), (3.1)

onde —e é a carga do elétron e ff(r_‘) é potencial vetor do campo magnético,

V x A(#) = B. Escolheremos o calibre

Bxr7

A(F) = 5 (3.2)

Assim a equagao de Dirac é ainda da forma (2.43), porém agora o operador de Dirac
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¢é dado por
Hp=1II-a+mg3. (3.3)

Utilizando a forma explicita das matrizes @ e 3 de Dirac, equagao (2.45), podemos

ml I-&
Hp=| _ ) (3.4)
II- —mil

reescrevé-lo como

Com a forma explicita de &, equagao (2.46), teremos

} m, I
i = , (3.5)
I, -II

onde os operadores 11 e II, sao dados por
M, =(2+dg)-0 , I,=21II. (3.6)
A expressao (3.1) indica que Il ¢ um operador hermitiano, I = f[, de forma que
I, =11 . (3.7)

Utilizando o sistema de coordenadas cilindricas

- g ¢ 0 0
= pp 2 V=p—+-—+2— 3.8
r=pp+zz Post 2as T es (3.8)
onde
p=CoSp T+ seny Y , = —senp T +cospy, (3.9)
podemos reescrever o potencial vetor como
. B
Alp, ) = Sp . (3.10)

Assim, usando que (& £49) - p=eTt P e (& £i)) = i et P, obtemos

0
L= —i—. 11
. I i (3.11)

Definindo as varidveis complexas

B .
Sy = \/%peizw, (3.12)
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, S_ 0
II_ = —V 2€B(7 -+ E) . (313)

podemos reescrever H:t Ccomo
. Sy 0

I, = Z\/QQB(— . —) ,
2 Js_

A propriedade (3.7) mostra que os operadores entre parénteses sao conjugados her-

0 (3.14)

P 5t

mitianos, isto é,
0 =
a' = — —
2 Os_

Com essa forma fica facil entao mostrar que esses operadores satisfazem a relagao
(3.15)

de comutacao
[a,a']=1.

Devido a simplicidade da equagao (3.15) torna-se conveniente expressar 0s oper-
(3.16)

adores II em termos dos operadores a e af,
I[I_=—-iv2eBa.

I, =iv2eBa' |

Introduziremos agora um operador que se demonstrara tutil no calculo das auto-
(3.17)

fungoes do problema, o operador de Landau
— —iV — eA(F).

[1]y

De forma anéloga, suas componentes 4+, — e z serao dadas por
== —i—, 3.18
o (3.18)

—iV2eBb =_=iV2eBb
)
(3.19)

==
onde
b:%—i—&% : bT:%_ﬁ'
Nao é dificil mostrar que
[a,b] = [a,b'] = [a',b] = [a!, 0] =0, (3.20)

Y

1 —
b, 51 = 1
10s operadores a e af, bem como outros sem o circunflexo, sdo operadores diferenciais; o
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indicando que a e b formam uma algebra de dois osciladores harmonicos desacopla-

dos. Essa &lgebra nos diz que podemos achar autofuncoes simultaneas de a'a e
b,

a'a Cbn,q(s-i-a s_)=mn ¢n,q(s+a s-),

b b¢"Q(S+> ) _Q¢nq(8+>s )’ (321)

onde os autovalores sao inteiros nao negativos, n,q = 0,1,2,... Temos também

equagoes de abaixamento e levantamento,

@ Gg(S155-) = VN Pn1,4(54,5-)
0" 1 g(51,5-) = VN dnglse,s-),
b dng(s4,5-) = V/Q Png-1(s4,5-)
b G g-1(54+5-) = /T P54, 5-) . (3.22)

A autofungdo ¢ (s, s—) deve entdao obedecer as equagoes

a ¢00(5+> _)=0,

b §Z5070(S+, S_) =0. (323)

Usando a forma explicita de a e b, (3.14) e (3.19), obteremos essa autofungao a

menos de um fator de normalizagao,
Go0(54,5-) = Ne 5+5-/2, (3.24)
Normalizaremos essa autofuncao por meio da equagao

[e%) 2
/ dpp/ de |poo(p, p)> =1, (3.25)
0 0

o que nos fornece N = /eB/2w. As demais autofungdes sao entdo obtidas por

levantamento,
(b1 (a)"
Val v/nl
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A forma explicita dessas autofungoes sera entao

N / ! an qs s )6—S+8_/2 ’nzq’

Prq(S+,S— (3.27)

N,/ q”Lq”ss) —545-/2 ,n<gq,

onde Lf(x) sao os polinomios associados de Laguerre,

p , + ! atk
=St 525

Usando as definigoes das varidveis sy, equagao (3.12), essas autofungoes podem entao

ser reescritas em funcgao de p e ¢,

e e ei(n - Q)Qp
Cbmq(pa 90) = TB Sn,q (\/?P) 7 , (3.29)

sendo

Snq(s) = (3.30)

2n! _g2
isq_"Lq_"(sz)e s°/2 n<q.
q! !

As autofuncoes ¢, ,(p, ¢) formam uma base ortonormal de fungoes,

o) 2m
/0 dpp 0 dp Gnq(p, 0)* O g (P P) = O Oqq (3.31)

e possuem completeza,

S Gualp D)bmales &) = 20 =M 55— . (3.32)

n=0 q=0 p

Com essa base de fungoes, podemos procurar as autofuncoes do operador de Dirac.

Definindo, entao, paran =1,2,3,... a matriz 2 x 2
(bn—l,q(pv @) 0
Unq(p; ) = ( ) (3.33)
0 Dng(p: )
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e usando as equagoes (3.5), (3.16) e (3.22), pode-se mostrar a propriedade
I tng(p, ) €% = tng(p, ) (D2 + hn) - 7 €'P2 (3.34)

onde k, = v2eBn. Proponhamos entao a seguinte forma para os autoestados do

operador de Dirac:

Unq(psp)AY
U o(pips 0, 2) = ( ) e'P=. (3.35)
un,f](pv @)B

Usando as equagoes (3.4) e (3.34), teremos que (3.35) serd autoestado de Hp,

7_{D \Dn,q(p; P, P, Z) =w \Dn,q(p; p>§0>z) 5 (336)

se A e B satisfizerem a equacao

( ml (p2+kngj)-6) (A) (A)
=w : (3.37)
(P + ko) - & —m1 B B

Analisemos apenas as solugoes de autovalor positivo pois as de autovalor negativo

serao semelhantes. A equagao (3.37) serd satisfeita se

{ A= (wp(p) +m)C

e w = wy(p), 3.38
B = (pz+k,3) - C ) (338)

onde wy(p) = /P +k2+m? e C' é um biespinor arbitrdrio. Substituindo esse

resultado na equagao (3.35) e impondo a normalizacao

/ dz / Ep Wt (p;p,, )L (15 p,0,2) = 6(p—p'), (3.39)

temos que o biespinor C' deve satisfazer a equacao 4w, (p)(w,(p) + m)CTC = 1.

Escolhendo C proporcional ao biespinores

1 (1
Xs:%<s> , s==, (340)
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teremos finalmente os autoestados do operador de Dirac com autovalor positivo para
n=123,...,

Un.g(p, ) (wWn(p) +M)xs \ WP?
‘PZ,q,s(p;p,%Z)an(p)( ol Pen () )X> g

, 3.41
Un.g(py ©)(PZ + knG) - Oxs ) V2T ( )
onde
1
Nalp) = : (3.42)
P @) @np) + m)

As autofuncgoes de autovalor negativo comn = 1,2, 3, ... podem ser obtidas de forma

semelhante e serao da forma

U= (pip, o, 2) = Na(p) (‘unvq(p, @)z + ka9) - Exs) cipz 1o
n,q,s \I7r M5 n umq(Pa @)(wn(p) —I—m)Xs \/%

Devemos lembrar que a definigao (3.33) nao pode ser feita para n = 0 devido a

presenca da fungao ¢,_14(p, ¢), o que significa que a solucdo (3.41) ndo aceita esse

valor para n. Para esse caso podemos notar que

. . . 0
I1- & ¢oq(p, ) EeP? =po. goglp, ) £’ onde &= (1) . (3.44)

Assim, proporemos para autoestado de Hp com n = 0

( ctoq(p, ) € ) vz (3.45)
dboq(psp) €

onde ¢ e d sao numeros complexos. Seguindo o procedimento anterior, vemos que

Vo q(p; p, ¢, 2)

os autoestados de autovalor positivo com n = 0 sao dados por

Go.q(p; ) (wo(p) + m)E\ ¢iPz
\Ila—q 0,0, 2) = No - 3.46
(D50, 2) (p) (  d0s(p. ) pE ) Nor- (3.46)

e as de autovalor negativo, por

Poq(psp)p & elhz
Vo . (p5 0,0, 2) = No —. 3.47
b #2) = Nolp) <¢0,q<p, o) (wo(p) + m)ﬁ) Vo (347
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Como no capitulo anterior, as fungoes de onda podem ser caracterizadas por uma

série de nimeros quanticos. Assim o autovalor p é explicitado pela componente z

do operador momento,
- i@‘lfi,q,s(p; z,0,0) =p Yy, (D; 2, p,0) (3.48)
e assume qualquer valor real, —oo < p < o0.
Temos o indice n = 0,1, 2, ..., o qual estd associado a equagao
(3.49)

(21 +2eBS.) WS, (p; 2, p, ) = 2eBn VS, (p;2,p, 0),

onde ﬁp =21 éa componente perpendicular ao campo magnético do operador
I1, dado na equagao (3.1), e S, é a componente z da matriz de spin

. 1({c O
S==: .
2\o0 &

(3.50)

Quanto ao indice € = =+, este é explicitado pelo operador de Dirac representando

o sinal de seu autovalor,
Hp W o (032, 0, 0) = € \[p? + 2eBn +m2 W (p;2,p. ). (3.51)
Semelhantemente temos uma equagao que explicita o indice ¢ =0,1,2,...,
(3.52)

nas(D3 20, 0) =2eBq ¥y, (p;2,0,90),

[1lL

o}

p
— 2=, é a componente perpendicular ao campo magnético do operador

de Landau =, dado na equagio (3.17).
Temos também um operador nao trivial que explicita o indice s = £1,

(p; 2, p,p) = €5 V2eBn Yy, | (p;2,p,0),

0 nao é possivel definir o

(3.53)

N — — €
—iz x IL- 2 W,

onde ¥ é dado em (2.78). Contudo para o caso n
autovalor s e, ao invés de dois (s = £1), associa-se apenas um autoestado.
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Um outro niimero quantico bem definido é a componente z do momento angular

total, porém esse pode ser expresso em funcao dos indices n e q,

0 E E
(_Z%ﬂ + SZ) U gs(D2,0,0) = (n—q = 1/2) U5 (932, p. ) - (3.54)

Cabe também ressaltar que as fungoes de onda formam uma base ortonormal de

funcoes,

/dz/d2p \1157/7(173(29; Zy Ps ¢)T\Iff;,7q,7s,(p/; 2,0,¢) = cer O Ogq G5, 6(p — p'), (3.55)

que possui completeza,

oo/ o0
S YN [dp s, e )V i)

e==+ n=0¢=0 s==

_ L;p/)a(g) —o)5(z — 1. (3.56)

Deve-se notar que o somatério em s deixa de existir para n = 0, o que fica indicado
) £
pela presenca de (’) no somatério em n.

Apo6s tudo isso, concluimos que o espectro de energia depende apenas dos niimeros
quanticos n e p, de forma que ¢ e s medem apenas degenerescéncias. Para cada ener-
gia com n > 0 os dois valores de s geram uma degenerescéncia 2, porém para n = 0
temos apenas um estado associado, de forma que ai a degenerescéncia é unitaria. J&

a degenerescéncia em ¢ € infinita, devido ao fato de ser ilimitado,
o
Y 1=00. (3.57)
q=0

Tentemos entdao contornar tal problema. De acordo com o Apéndice C, pode-se

deduzir a equacao
el

= (3.58)

Z (bn,q(p, 30)*¢n,q(p7 @)
q=0

€

Usando essa propriedade e a forma explicita das fungoes W, . (p; p, ¢, z) pode-se

n,q,s p7 p’ S07 z n,q,s p7 p’ S07 z (2 )2 * *

q=0
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Por outro lado, usando a equacao (3.31) e a forma explicita das fungoes Vs, . (p; p, ¢, 2),

podemos deduzir a identidade

1

/d2p \Ilnqs Dz, PP ) \Il;,q,s(p; <5 Py @) = % . (36())

Integrando a equagao (3.59) em p e ¢ e usando a equacao (3.60), teremos

& eBA

REE

(3.61)

onde A = [d?p é a 4rea de um plano ortogonal ao campo magnético da regiao sob
a acao desse campo. Isso mostra que, apesar da degenerescéncia em ¢ ser infinita,
essa degenerescéncia por unidade de area é finita.

Mostramos entao, nesta secao, que todos os estados quanticos do problema encon-
tram-se caracterizados por autovalores de operadores hermitianos, ou seja, as fungoes
de onda do problema ficam especificadas por uma série de niimeros quanticos que
determinam nao s6 os autovalores do operador de Dirac como também suas de-

generesceéncias.

3.3 Espectro de energia do campo fermionico sob
condicao de contorno MIT e campo magnético

externo

Queremos agora estudar o problema do campo fermionico confinado entre duas
placas paralelas distantes de a entre si e sob a acao de um campo magnético uni-
forme ortogonal a elas. Tomaremos entao o campo magnético na direcao z, B= Bz,
e as placas em z = 0 e z = a. O cédlculo das autofungoes do operador de Dirac que
satisfazem as condigoes de contorno (2.62) e (2.63) e que se encontram devidamente
normalizadas é bem semelhante ao feito na se¢ao 3.2 e, portanto, serd omitido aqui.

Verificamos que a unica modificagdo no espectro de nimeros quanticos ocorre no
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autovalor da componente z do operador momento. Como ocorria na presenga exclu-
siva de confinamento (segao 2.6), as fungoes de onda sao autofungoes do quadrado

desse operador,
62 € 2 €
- 022\Iln7q7s(pl;z7p7 gp) :pl qln,q,s(pl;’z?p? gp) I (362>

e o autovalor p; possui seu espectro discretizado conforme a equagao (2.66),
masen pja + pjacospa = 0. (3.63)
Novamente, a fungao de onda é antissimétrica nesse autovalor,

\I];qs( pl§Z>P>S0) \I];qs(pl;zapv ()0)7 (364)

implicando que autovalores negativos geram funcoes de onda linearmente depen-
dentes das de autovalor positivo e que a funcao de onda com autovalor nulo é iden-
ticamente nula. Essa modificagdo no niimero quantico p; obviamente se reflete nos

autovalores do operador de Dirac,

Hp \Il;qs(pl; Z5 Py SO) =€ \/pl + 2eBn + m? \Ilfzqs(pl; Z5 P, SO) ) (365)

onde € = +. Os demais nimeros quanticos, n =0,1,2,...,¢=0,1,2,... e s = £1,
permanecem inalterados, sendo explicitados em equacgoes de autovalor idénticas as
da secao 3.2.

Novamente as fungoes de onda formam uma base ortonormal de funcoes,

/ dz/ Pp s, (52,0, 0) W o (D15 2,0, 9) = et O O S G550, (3.66)

e possuem completeza,

[o el e clNe ]

ZZZZZ n,q,s pl7p7()07 )We,qs(ph 7()0 Z)

e=% n=0[=1 q=0s=

_ L;p)a(g) — )5z — 1. (3.67)
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A notagao (’) no somatério em n indica que o somatério em s deixa de existir para
n=0.
Para o caso n = 1,2, 3, ... temos que as autofuncoes do operador de Dirac com

autovalor positivo sao dadas por

N ugL P, ) wn(pr) + m)Xs ]
\If:,q,s<pl;p,go,z>:w< (p 2)n(p) + )5\ 0

ns(plv kn@) u%(p, 90) (plé + kng) ’ 5Xs
— 0 ud (p, o) (wn(pr) +m)Xs :
e i) ( M) 40 i e
ns(pr, kad) \ i (p @) (=pi2 + knd) - G
e as de autovalor negativo sao dadas por

Uy (s pop, ) = ) (21, k) ( Pz

s (P, ki) \ ul(p,0)(wn(pr) +m)xs
my(—pi, kn) ( —ull(p, ) (—pi + kn) - 5xs) i
AN e

, (3.69)
ul (p, ) (wn(pr) +m)xs

Un (plv kn:&)

onde wy,(p;) = \/pl2 +2eBn + m? e k, = v2eBn. A matriz ul(p, ¢) e o biespinor x;
sao dados em (3.33) e (3.40) e os fatores de normalizacao m(p;, k,9) € ns(pr, kng)
sao dados em (2.69) e (2.70). Para o caso n = 0, as fungdes de onda de autovalor

positivo sao dadas por

Wi (g, 2) = my(p,0) (¢07q(0>80)(w0(29l)+m)§> i

n(pr, 0) — Goq(ps ) P §
e (—p,0) (%,qm @) (wo(pr) + m)é ) iz (370)
n (pr, 0) Boqlpr ) p1 & '

e as de autovalor negativo, por

my (pl, O) ( (bO,Q(pa ()0) Y2/ 5 ) eiplz
Ty (pl7 O) ¢07q(p> gp) (wo(Pl) + m)g

m(—pi, 0) ( — oq(p ) i €

\Ija,q(pla Py P Z) =

) eTIPIE (3.71)
n4(pi,0) \ do,q(p, ©)(wolpr) +m)E

onde ¢ é dado em (3.44) e as fungoes ¢, 4(p, ) sdo dadas por (3.29).
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Apo6s tudo isso concluimos que o espectro de energia depende apenas dos indices
n e [, de forma que g e s medem apenas degenerescéncias. Para cada energia com
n > 0 os dois valores de s geram uma degenerescéncia 2, porém para n = 0 temos
apenas um estado associado, de forma que ai a degenerescéncia é unitaria. Para o
célculo da degenerescéncia em ¢, utilizamos a equagao (3.58) e a forma explicita das

fungoes de onda acima, obtendo com isso

eB

2;) /0 dz Wy, (pis py 0, 2)105, (0 i, 2) = o (3.72)
q:

Integrando a expressao acima em p e @ e usando a equacao de normalizacao (3.66),

teremos novamente

1= cBA (3.73)
2
q=0

onde A = [d?p é a 4rea das placas. Entdo, novamente, a degenescéncia em ¢ é

infinita, mas essa degenescéncia por unidade de area das placas é finita.

3.4 Energia de Casimir sob campo magnético

Como visto na figura (2.6), a condigao de contorno MIT nos diz que o menor
valor que o autovalor p; pode assumir é p; = p; > 7/2a. Vemos entdo da equagao
(3.65) que o espectro do autovalor do operador de Dirac na presenca do campo
magnético uniforme é discreto e a diferenca entre o menor autovalor positivo e o
maior autovalor negativo é 21/p? + m2. Essa diferenca tem o mesmo valor da lacuna
que ocorre na auséncia do campo magnético. Vemos entao uma clara distin¢ao en-
tre funcoes de onda de freqiiéncia positiva e de freqiiéncia negativa, de forma que,
mesmo na presenca do campo magnético, podemos associar estados de freqiiéncia

positiva a elétrons e os de freqiiéncia negativa a positrons. Assim, a expansao do
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campo fermionico em solugoes estaciondrias deve ser feita conforme (2.48),

oo/ oo oo

U(z,p, o) ZZZZ

n=0 [=1 g=0 s=
X(émq,s,l \Il:L—,q,s(pl;pa ¥, Z) 6_an(pl) + dJr[Lq,s, \I]nq, (pl7p7 ¥, % ) an(pl)t)v

(3.74)

onde V¢ . .(pi; p, , 2) sdo dadas em (3.68) e (3.69) e wy(pr) \/pl +2eBn + m?. Os

n,q,5

operadores de campo obedecem as relacoes de anticomutacao

~ ~F . 2
{CWLSJ? Cn’,q’7s’7l’} - 5%”’ 5474’ 53,3’ 5l,l’1

{Czn,q,s,lu CZIL/,qu/,l/} = 5n,n’ 5q,q’ 63,3’ 5[,1’1 ) (375>

enquanto as demais relagoes sao identicamente nulas.
Mesmo na presencga de campo externo a hamiltoniana de Dirac é ainda definida

por (2.54), portanto serd expressa conforme (2.55),

[o el e clENe ]

H ZZZ Z Wn, pl ,qslcnq78,l+dnqsld ,qsl) +E0(CL B)l (376>

n=0 =1 q=0 s=

onde Ey(a, B) é a energia de ponto zero,

Eo( = — Z Z ZZ wn(pr) - (3.77)

A notagao n = (0) indica que o termo n = 0 deve ser multiplicado por um fator
1/2, a fim de compensar a degenerescéncia incorreta dada pelo somatério em s pois,
como visto anteriormente, esse termo possui degenerescéncia unitaria nesse indice.
Nesta secao determinaremos a energia de Casimir para o problema do campo
fermionico confinado entre duas placas paralelas distantes de a entre si e sujeitas a
um campo magnético ortogonal a elas. Usando a equagao (3.73), a energia de ponto

zero fica reescrita como

o0 o0 _ 2 5
Ey(\;a,B) = -2 Z \/p12+263n+m2e (A/m) \/pl +2eBn+m ’

n=(0) =1

(3.78)
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onde usou-se um corte exponencial a fim de evitar divergéncia para grandes freqiiéncias.

Essa expressao pode entao ser reescrita numa forma mais conveniente,

m3bA

Eo(\:a, B) Z Z\/p2/m2+2bn—|—1e A\/Plz/”@z”b”“, (3.79)

onde b = eB/m? é o campo magnético em unidades do campo critico B, = m?/e. O
somatério em [ nessa expressao pode ser efetuado utilizando a equagao (2.102) com

u = 1/2bn + 1. Substituindo esse resultado na equagao (3.79) e fazendo a mudanca
de varidvel de integracdo x = y/y? — 2bn — 1, teremos

4baA 0 00 22 cos \x

\; B, a) 3.80
Eol Z \/:c2 +2bn +1 ( )
3bA > _ 3pA oo 2 A
z Vabn 1 Te—AV2n +1 T2 / dz TeosAT
72 Jo 22 +2n+ 1+ Va2 +2n+1

m3 °° VEZ X +1— ST
o4 / dz cos)\:cd In{1+ v A2ntl 16—2ma 2 +2n+ 1)
m? 2 4+2m+1+1

n=(0)

Eliminando os termos de volume e de area, retirando o parametro regularizador e

realizando uma integracao por partes, teremos a energia de Casimir,

Ec(a, B)

_ 3bA °° / dr I \/x2+2bn+1—16_2ma,/x2+21m_|_1 '
vx2+2bn+1+1

n=(0)

(3.81)

Esse é o nosso resultado final para a energia de Casimir na presenga de campo
magnético externo e coincide com o resultado obtido anteriormente por Elizalde,
Santos e Tort [21].

Podemos estudar o comportamento da expressao (3.81) no caso de campo fraco,
B << B, e analisar se um pequeno campo é capaz de amplificar a energia de

Casimir. Para isso devemos expandir a equacao (3.81) em série de poténcias em
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B, ou equivalentemente em b, o que pode ser feito por meio da férmula de Euler-

MacLaurin [78]

Y At Y S I

n=(0) k=1 £=0

onde B,, sdo os nimeros de Bernoulli. A integral da equagao (3.82) pode ser calculada
por meio da mudanca de variavel de integracao y = V2 + 2bz + 1, resultando em

um termo independente de b,

3bA/ dz/ dx In 1+\/m_16—2ma 2+ 2bz + 1
2 Va2 £ 2bz+1+1

m3A oo y—1 _9
=— dyyyy? —1In 1+ =——e <MW :
g /1 Yy Yy n( +y+1€ (3.83)

Como vemos, esse termo corresponde a energia de Casimir na auséncia de campo

magnético, equacao (2.107). Quanto aos demais termos da equacdo (3.82), cada
derivada do argumento do somatério em (3.81) contribui com uma poténcia em b, de
forma que o k-ésimo termo da série de derivadas da equagao (3.82) serd proporcional
a b* (note a presenca do fator b multiplicando o somatério da expressio (3.81)).
Essa expansao mostra que a energia de Casimir (3.81) se constitui de uma série de
poténcias em b%, ou equivalentemente em B2. Em primeira ordem em B2, a energia

de Casimir toma a forma

m3 _
Ec(a, B) A/ dyy\/Jy? — 1 1n< —2may>

6232A Y Yy — 1 _2
_ — 2  Inl1 may B4 . 84
+127r2m/1 W= 1n ( T +O(BY).  (3.84)

A diferenca de sinal entre os dois primeiros termos mostra que, no limite de campo
fraco, o campo magnético reduz a intensidade da energia de Casimir, ou seja, um
campo magnético fraco nao é capaz de intensificar a energia de Casimir. Analisemos
entao o limite de campo forte, B >> B, = m*/e (b >> 1), o que corresponde a

campos muito maiores que os alcancados atualmente, B, ~ 10°T. Pode-se mostrar
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que, nesse limite, a energia de Casimir (3.81) toma a forma

meBA [® Y y—1 _9
Ec(a,B) .pjmie — 277T2/1 Ay g I (1 g 72 ) (385)

Seguindo nossa motivagao original, queremos verificar se a presenca do campo
magnético pode tornar a energia de Casimir mensurdvel na escala de ym ou nm.
Dessa forma devemos analisar o comportamento da expressao acima para grandes
distancias, ma >> 1. Infelizmente a expressdo (3.81) ainda nos fornece um fator

exponencial nesse limite?,

Ec(a,B) o2 meBA e~ 2ma (3.86)
cla 2, — .

’ Pl 32732 (ma)3/?’
mostrando que, para um campo magnético muito intenso, a energia de Casimir sera
intensificada mas permanecera nao mensuravel a essas escalas.

Analisemos entao o limite de campo magnético intenso e de pequenas distancias.

Nesse limite a energia de Casimir toma a forma

BA
Ec(&, B) . ‘

e Ba (887
mostrando que, se o campo magnético for suficientemente intenso (e Ba? > 7n%/60 =
1), a energia de Casimir serd intensificada. No entanto o limite de pequenas distancias
nao é fisico, uma vez que nao é possivel aproximar placas a uma distancia menor
que o comprimento de onda Compton do elétron (a prépria rugosidade das placas é
muito maior que essas distancias).

Dessa forma verificamos que, para campo magnético suficientemente intenso, a

energia de Casimir pode ser amplificada mas, ao contrario do que desejavamos, nao

é possivel torna-la mensuravel.

2Embora essa expressao tenha sido obtida tomando-se sucessivamente os limites eB/m? >> 1

e ma >> 1, ela é valida no limite ma >> 1 para qualquer valor do campo magnético.
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Capitulo 4

Lagrangiana efetiva de

Euler-Heisenberg

4.1 Introducao

Os vécuos dos campos quanticos possuem estrutura e, por isso, influenciam a
prépria dinamica desses campos. Por exemplo, por ser carregado, o vacuo fermionico
sofre acao do campo eletromagnético e, por processos virtuais de criacao e aniquilacao
de pares elétron-pésitron, cria, de forma semelhante a de um meio material, efeitos
de polarizacao e magnetizagao. Estes efeitos, por sua vez, geram novos campos
eletromagnéticos que se superpoem ao campo original e, dessa forma, o campo
eletromagnético tem sua dinamica afetada pelo vacuo fermionico. Alguns processos
previstos pela Eletrodinamica Quantica sao exemplos desse efeito, como o espal-
hamento féton-féton, o espalhamento Delbriick [29, 30, 31, 32] e a divisdo de um
féton [33]. O espalhamento féton-féton, como o préprio nome sugere, consiste no
espalhamento de dois fétons, com troca de energia e modificagao de suas direcoes
de propagacao, o qual é de dificil observacao por ser um processo de quarta ordem

na expansao perturbativa. O espalhamento Delbriick consiste no espalhamento de

o8



um féton nas proximidades de um ntcleo pesado, devido ao campo eletrostatico
muito intenso desse nicleo. A divisao de um féton ocorre também para fétons que
atingem a proximidade de um ntcleo pesado e, como o nome sugere, consiste na
conversao do féton original em dois novos fétons. Esses processos nao podem ser
explicados pela Eletrodinamica Classica uma vez que claramente violam o principio
de superposigdo do campo eletromagnético. A figura (4.1) ilustra esses processos,
onde podemos visualizar como a presenga de elétrons e pdsitrons virtuais afetam
a dinamica do campo eletromagnético. As setas marcadas com o simbolo ® sao
utilizadas para representar campos cléssicos, no caso o campo eletrostatico gerado

pelo ntcleo pesado.

> N >
-~ el el
r A ) M W A
> N AN NN
> > >

@ (b) (c)

Figura 4.1: Processos nao-cléssicos devidos as flutuagoes do vécuo fermionico: (a) espalhamento

féton-féton; (b) espalhamento Delbriick e (¢) divisdo de um féton.

O vécuo quantico pode também apresentar outros efeitos interessantes, como os
fenémenos de birrefringéncia [34, 35, 36, 37, 38] e dicroismo [39, 40, 17], se sujeito
a campos suficientemente intensos. Esses fenomenos ocorrem em meios que apre-
sentam anisotropia em suas propriedades constitutivas, de forma que a propagagao
da luz no meio depende das direcoes de propagacao e polarizacao. Em um meio
que apresenta birrefringéncia, um feixe de luz apresenta diferentes velocidades de
propagacao de acordo com o seu estado de polarizacao, caracterizando indices de
refracao distintos para cada direcao de polarizacao. Ja em um meio que apresenta

dicroismo, o feixe apresenta diferentes coeficientes de absor¢ao para cada direcao
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de polarizagao. No caso do vacuo, esses efeitos podem ocorrer se aplicarmos, ao
vacuo, um campo elétrico ou magnético suficientemente intenso e, simultaneamente,
fizermos propagar um feixe de luz. Esses fenomenos se devem ao fato de que, no-
vamente, o principio da superposicao de campos eletromagnéticos é violado. A
interagao campo eletromagnético-vacuo fermionico causa uma interagao efetiva en-
tre os campos eletromagnéticos intensos e do feixe luminoso, gerando um termo de
interferéncia entre eles. Essa interferéncia se traduz, entao, em coeficientes consti-
tutivos efetivos para o vacuo, que dependem do campo forte aplicado e que afetam
0 campo propagante.

Porém nao apenas campos externos afetam as flutuacoes de ponto zero, a im-
posicao de confinamento a um campo também afeta suas flutuagoes quanticas. De
fato, como vimos nos capitulos anteriores, o confinamento do vacuo dos campos
eletromagnético e fermionico produzem tensoes nas fronteiras que aprisionam esses
campos, que é precisamente o efeito Casimir. Mas este nao é o unico efeito gerado
no confinamento, ja que, ao limitarmos as flutuagoes de ponto zero, podemos pro-
nunciar no vacuo efeitos similares ao de um meio material. Por exemplo, ao limitar
o campo eletromagnético entre duas placas metalicas estando o campo fermionico
livre, temos o aparecimento de permissividade elétrica e permeabilidade magnética
anisotropicas que contribuem para uma birrefringéncia do vacuo. Esse é um pro-
cesso a dois lagos e é conhecido como efeito Scharnhorst [23, 24, 25] (no caso em
que uma placa é perfeitamente condutora e a outra é infinitamente permeéavel, veja
as referéncias [26, 27]). Este efeito novamente se deve a interferéncia de campos
eletromagnéticos: um campo de luz propagante na regiao entre as placas interage,
via flutuagdes do vacuo fermionico, com o campo eletromagnético confinado nessa
regiao, de forma que a onda propagante experimenta, efetivamente, constantes cons-
titutivas modificadas. Por outro lado, se mantivermos o campo de Maxwell livre e

o de matéria confinado, afetaremos também essas constantes constitutivas. No en-
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tanto, a interagao entre o campo confinado e o campo propagante, nesse caso, é
direta, de forma que o efeito ocorrerd a um lago. Trabalhos nesse sentido foram
rea-lizados em eletrodinamica escalar e espinorial [18, 28], no entanto, no segundo
caso, as condicoes de contorno que limitavam esse campo eram periddicas ou an-
tiperiddicas.

Vemos, dessa forma, que o vacuo do campo fermionico toma papel fundamen-
tal em diversos processos que envolvem campos eletromagnéticos, na medida em
que nao é possivel descrevé-los somente por meio da lagrangiana de Maxwell. Isso
porque, mesmo estando o campo fermionico em seu estado mais simples, sua in-
teragao com o campo eletromagnético nao pode ser desprezada. No entanto, por
envolver apenas férmions virtuais, esses processos nao envolvem estados assintoticos
de particulas massivas, ou seja, os estados inicial e final do sistema envolvem ape-
nas o campo eletromagnético. Seria entao interessante resolver parcialmente as
equagoes de movimento da Eletrodinamica Quantica e eliminar os graus de liberdade
do campo fermionico, fornecendo, assim, uma teoria efetiva somente para o campo
eletromagnético. Esta teoria seria entao capaz de descrever todos os complicados
processos do campo eletromagnético que envolvem o vacuo do campo de matéria,
sem, no entanto, exigir a manipulacao dos graus de liberdade deste iltimo campo.
Trabalhos nesse sentido foram inicialmente desenvolvidos por Heisenberg [13], Eu-
ler [14, 15], Weisskopf [79] e Schwinger [16], onde as flutuagoes quanticas do vécuo
do campo massivo foram resumidas na forma de uma lagrangiana efetiva a ser adi-
cionada a de Maxwell. Notemos que essa lagrangiana considera apenas as flutuagoes
de ponto zero do vacuo fermionico, desprezando as flutuacoes quanticas do proprio
campo eletromagnético (o campo eletromagnético é tratado apenas como um campo
externo). Dessa forma, ela corresponde a expansao a um lago da lagrangiana com-
pleta, que considera também essas flutuagoes do campo eletromagnético. Estaremos

tratando sempre de lagrangianas efetivas a um lago. De posse da lagrangiana efetiva,
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Barton [24] rederivou os resultados obtidos por Scharnhorst [23] de uma forma bem
mais simples, uma vez que, enquanto Scharnhorst necessitou resolver equacoes para
o campo de matéria, Barton se utilizou apenas do campo eletromagnético descrito
pela lagrangiana efetiva a um lago.

Existem varios métodos para a determinacao dessa quantidade. Por exemplo, a
técnica empregada por Weisskopf [79] na obtengao da lagrangiana efetiva utilizava
o método de soma de modos porém, mais recentemente, Schwinger [16] adotou o
elegante método de tempo préprio enquanto que Dittrich e Reuter [80] se utilizaram
extensivamente do método da funcao Zeta. Neste capitulo seguiremos a técnica de
Weisskopf de soma de modos na obtencao das lagrangianas efetivas.

O calculo da lagrangiana efetiva do campo eletromagnético deve considerar,
em principio, campos eletromagnéticos com dependéncias espacial e temporal ar-
bitrarias, porém o calculo dessa lagrangiana para campos arbitrarios é por demais
complexo. Contudo, pelo principio de incerteza, os pares elétron-positron virtuais re-
sponsaveis pela dinamica do vacuo fermionico vivem em intervalos de espaco-tempo
muito curtos (At ~ i/mc?* e Ax ~ Fi/mec, onde m é a massa do elétron), de forma
que podemos considerar que o campo de Maxwell varia lentamente na escala dessas
particulas (desde que a freqiiéncia do campo nao seja muito grande, w << mc?/h,
e que seu comprimento de onda nao seja muito pequeno, A >> h/mc). O resul-
tado pioneiro desse cédlculo foi a lagrangiana efetiva de Euler-Heisenberg onde, para
efeitos de calculo, os campos elétrico e magnético foram tomados como uniformes.

Neste capitulo desejamos investigar a influéncia do confinamento do vacuo fer-
mionico na lagrangiana efetiva de Euler-Heisenberg, impondo agora nao uma con-
digdo de contorno antiperiédica, como feito na referéncia [28], mas uma condic¢ao
de contorno mais realista para esse problema, a do modelo de sacola MIT. Por
simplicidade de célculo, desconsideraremos a acao do campo elétrico e limitare-

mos o campo de Dirac entre duas placas paralelas entre si e ortogonais ao campo
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magnético. Embora essa lagrangiana efetiva descreva também processos nao lin-
eares do campo eletromagnético, dos resultados obtidos, nos reteremos apenas nas
propriedades lineares do vacuo devido ao confinamento do campo fermionico. As-
sim, apesar de obtermos a lagrangiana para qualquer valor do campo magnético,
analisaremos apenas o limite de campo fraco, donde extrairemos a componente da
permeabilidade magnética do vdcuo perpendicular as placas (f,,). Como veremos,
como conseqiiéncia desse tratamento mais realista, seremos agraciados com um au-
mento significativo da permeabilidade magnética em relagao ao caso de condicao de

contorno antiperiédica.

4.2 Lagrangiana efetiva

Sob a acao de um campo eletromagnético externo, a evoluc¢ao do campo fermionico

é regida pela equacao de Dirac (2.43), onde o operador de Dirac é dado por
Hp = (—iV + eA(F, 1)) - @ +mf3 — ep(7, 1)1, (4.1)

sendo —e a carga do elétron e m sua massa. 1 é a matriz identidade 4 x 4, & e 3
sdo as matrizes de Dirac (2.45) e (7, t) e A(F,t) sio os potenciais correspondentes

ao campo eletromagnético externo,

E@O:—ﬁﬂﬁﬂ—%ﬁﬁﬂ , B(Ft) =V x A(7,1). (4.2)

De modo geral a hamiltoniana de Dirac (2.54) pode ser dependente do tempo.

O operador de evolugao temporal que evolui o campo do instante tq ao instante ¢,

U(t,to) "0 (7, to) Ut  to) = U(7 1), (4.3)

deve obedecer a equagao de Schrodinger,

d S
iUt 1) = H() Ut to) (4.4)
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e deve ser normalizado, U (to, to) = 1.

A lagrangiana efetiva é um termo que deve ser adicionado a lagrangiana de
Maxwell a fim de incorporar a dinamica do campo eletromagnético os efeitos das
flutuagoes de vacuo do campo fermionico. Essa quantidade pode ser definida por
meio da amplitude de persisténcia vacuo-vacuo, isto é, a amplitude de probabilidade
de observar o sistema no estado de vacuo |0) no instante ¢, se é certo que ele se

encontrava nesse estado no instante t,

(01T (£, 0)[0) = exp (z /: dt’Leff(t’)> | (4.5)

Em principio, esse calculo deve ser feito para campo eletromagnético arbitrario,
contudo, como mencionado anteriormente, faremos o calculo da lagrangiana para o
caso de campo elétrico nulo, E(F, t) = 0, e campo magnético uniforme, E(F’, t) =
B. Escolhendo, entao, o calibre (3.2), temos que a hamiltoniana desse problema é
independente do tempo e é dada na equacao (3.76). Entao o operador de evolugao

temporal sera simplesmente
U(t,to) = e H({t = t0) | (4.6)
Sabemos da equacao (2.57) que o estado de véacuo é autoestado da hamiltoniana,

HI|0) = Eo|0) . (4.7)

Entao, das equagoes (4.5), (4.6) e (4.7), temos que a lagrangiana efetiva serd, a

menos de um sinal, igual a energia de ponto zero,
Lg=—Ep. (4.8)

Entao, de acordo com (2.56), teremos que a lagrangiana efetiva serd dada pela soma

de modos

Leff = Z Wnp - (49)
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Notemos que, apesar de tanto a energia de Casimir como a lagrangiana efetiva
serem obtidas a partir da energia de ponto zero, existe uma clara distingao entre
essas duas quantidades. De fato, a energia de Casimir é a resposta do vacuo (no
caso o vacuo fermionico) a condigoes de contorno enquanto que a lagrangiana efetiva
é a resposta do vacuo fermionico a campos eletromagnéticos. Entao nao é possivel
definir energia de Casimir na presenca exclusiva de campo eletromagnético, assim
como nao é possivel definir lagrangiana efetiva na presenca exclusiva de condicao de
contorno. Mesmo no caso no qual os dois efeitos estao presentes essas quantidades
sao distinguiveis pelo seus significados e sao efetivamente diferentes apds distintos
processos de renormalizacao.

Como mencionamos, desejamos determinar a influéncia de condi¢oes de contorno
confinantes na lagrangiana efetiva de Euler-Heisenberg. Na préxima secao, no en-
tanto, resolveremos o problema mais simples onde as condigoes de contorno nao
estao presentes, isto é, determinaremos a lagrangiana efetiva de Euler-Heisenberg
devida somente a um campo magnético uniforme. Na secao seguinte procederemos,

entao, ao calculo da lagrangiana efetiva sob as condi¢oes de contorno confinantes.

4.3 Lagrangiana efetiva a campo elétrico nulo

O campo de Dirac sob a acao de um campo magnético uniforme é dado por

[e el Ao e}

b(z,p,0,1) ZZZ/dp (4.10)

n=0 q=0 s=+

X (enas(D) U g pi poipe2) e PG (Cp) Ty (i pop, ) n (P

onde V¢ _ .(p; p, , z) s@o as solugdes estaciondrias dadas em (3.41) e (3.44) e w,(p) =

n,q,S

Vp? + 2eBn + m?. Os operadores de campo obedecem as relagoes de anticomutacao

{én,q,s(p>7 én’,q’,s’ (p/)T} = 5n,n’ 6q,q’ 63,3’ 5(]9 - p/)i )

{dngs (D), dur. (D)1} = G Oy 8 80 — )1, (4.11)
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enquanto as demais relacoes sao nulas. Mesmo sob campo externo, a hamiltoniana
de Dirac é definida conforme a equagao (2.54), de modo que pode ser reexpressa a

partir dos operadores de campo como

oo/ oo

=325 3 [ dpns) (ongo0) g alp) + o) drga(—) + Bl B
n=0q=0s
(4.12)

onde Fy(B) é a energia de ponto zero,

z z > [ dpen(p)6(0). (4.13)

A notagao n = (0) indica que o termo n = 0 deve ser multiplicado por um fator 1/2 e
9(0) indica a fungao §(p) em p = 0, a qual é proporcional ao comprimento, na dire¢ao
do campo magnético, da regiao do espaco sob a acao desse campo ¢ = [ dz, isto é,
3(0) = [dz/(2m). Como visto em (4.8), a lagrangiana efetiva é menos a energia de

ponto zero, Leg(B) = —Ey(B). Usando (3.61), teremos

X eBA,
La(iB) =2 Y = ¢

n=(0)

/ VP2 +2eBn +m?e —(A/m) \/p2+263n+m2’

(4.14)

onde inserimos um fator de corte regularizador. Podemos definir entao a densidade
lagrangiana média dividindo a expressao acima pelo volume do espaco sob a agao

do campo magnético, ESI){(A; B) = Leg(X\; B)/tA. Teremos entao

3 00 . 5
Lin(%B) = —b /dp\/pz/m2+2bn+1e MNP /m? + 2bn + 1
m3b oo —)\\/p2/m2+26n+1
- o Z m/dpe (4.15)

onde b = eB/m? é o campo magnético em unidades do campo critico B., = m?/e.

Usando as identidades

o0 s — T _
/0 dss" te ® ﬁ/s:2<;> K (2y/B7) e Kiplr)=,/5-¢" ", (4.16)

2z
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podemos escrever

AP m2 2+ A /°° ds —s(p®/m® +2bn+1) = 2N/ds (447
0

- oxl/? $3/2

Substituindo essa expressao na equacao (4.15) e usando as identidades

iy 1 2/ 2
> e—52bn _ 3 cotgh (bs) e /dp e~SP /M — g, (4.18)
n=(0)

chegamos na expressao para a lagrangiana efetiva nao renormalizada,

mib oo ds A\ e )2

Para realizarmos os processos de renormalizacao, devemos usar a expansao

1
cotgh(z) = , + % +O(z?). (4.20)

A expressao (4.19) pode entao ser expandida em poténcias do campo magnético,

LY B) = fo(N) + (N) B+ O(BY), (4.21)
onde
_om* peeds NN\ e \2/4s . mbE(N) K3(N)
=g |G (1)t TN =T (B - ) e
e
2 Ood >\2 o 2
A = = 5 [T (1= ) TS - () - AK() - (4.28)

Como mencionado na introdugao deste capitulo, a lagrangiana efetiva £(E1})I()\; B)
deve ser adicionada & lagrangiana de Maxwell, £ (B) = — B%/2, porém a expansdo
(4.21) contém um termo que independe do campo magnético, fo(A). Este termo
nao contribui para a dinamica do campo magnético e serd, portanto, descartado.
Quanto ao termo f;(\)B?, este constitui uma contribuigao quadratica em B que

nao pode ser subtraida. Essa contribuicao quadratica deve entao ser renormalizada
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multiplicativamente, de forma que a lagrangiana total, constituida pela soma da
lagrangiana de Maxwell com a lagrangiana efetiva de Euler-Heisenberg, reproduza,
no limite de campo fraco, a lagrangiana de Maxwell com o campo renormalizado
B,

B2

Ty +fi(A\)B? =

B2

. (4.24)

O processo de renormalizacao deve garantir, no entanto, que o produto carga-campo

permaneca inalterado,

e,B, =eB. (4.25)

Assim o campo e carga renormalizados, B, e e,., relacionam-se com o campo e carga

nus, B e e, por meio de fatores multiplicativos,
B, = Zs(\)7V*B e, = Zs(\)Ye, (4.26)

onde
220 = (12100 5% (1= glv/2)) (.27

Tendo sido o primeiro termo eliminado por subtracao e o segundo absorvido na
renormalizacao, eliminamos todas as contribuigoes da lagrangiana desconfinada que
divergem ao retirarmos o parametro regularizador A. A lagrangiana efetiva torna-se
entao

m* [ ds

(1) —s (bs)?
Lyy(B) = 2 € [bs cotgh(bs) — 1 — 5|

onde suprimimos o indice r das quantidades renormalizadas. Essa expressao ¢ a ja

(4.28)

conhecida lagrangiana de Euler-Heisenberg no limite de campo elétrico nulo [15].

Para obtermos o limite de campo fraco, eB/m?* << 1, devemos expandir essa
expressao em poténcias do campo magnético, donde vemos que, em mais baixa
ordem, a lagrangiana efetiva contribui com um termo em B*,

1 e
£Y(B) = o2 Bl OB, (4.29)
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De fato, a lagrangiana efetiva nao poderia apresentar termos independentes do
campo magnético ou dependentes de B2, suprimidos nos processos de renormal-
izacao devido a auséncia de propriedades constitutivas no vacuo totalmente livre de
influéncias externas.

Para termos uma idéia do quanto a lagrangiana efetiva corrige a lagrangiana de
Maxwell, podemos analisar a razao entre essas duas quantidades, Eg}{(B) /(B?/2).
No limite de campo fraco, a razao entre o primeiro termo da equacao (4.29) e a la-
grangiana de Maxwell se demonstra uma quantidade muito pequena, indicando que,
como esperado, a lagrangiana efetiva de Euler-Heisenberg corrige fracamente a de
Maxwell nesse limite. Investiguemos entao o limite de campo forte, eB/m? >>
1. Conforme a referéncia [80], a lagrangiana efetiva tem, nesse limite, a forma

assintotica

OBy, [m( 632) 1500, (4.30)

eB/m*=00 94 x2 m 2
onde ('(2) é a derivada da fungao Zeta de Riemann, avaliada no ponto z = 2,
e v é a constante de Euler (y = 0,577). Mesmo nesse limite a razao entre as
lagrangianas se demonstra uma quantidade pequena (para que a razao atingisse
a unidade o campo magnético deveria assumir um valor absurdamente grande,
B = (m?/e) exp(1272/e?) ~ 10°B,,, onde B, =~ 10°T para o elétron). Desse
modo vemos que, em qualquer limite, as flutuagoes do vacuo fermionico represen-

tam sempre corregoes pequenas a dinamica do campo eletromagnético.

4.4 Lagrangiana efetiva para o campo de Dirac
confinado

Nessa secao determinaremos a lagrangiana efetiva no caso em que o campo de
Dirac encontra-se confinado entre duas placas paralelas distantes de a entre si [22].

Por simplicidade adotaremos o limite de campo elétrico nulo e campo magnético
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uniforme e ortogonal as placas. Como visto na secao 3.4, Ey(a, B) teve que ser
regularizada pois continha divergéencias ultravioleta. Dessa forma redefiniremos a

lagrangiana efetiva como a energia de ponto zero regularizada (3.78),
Leg(\; B,a) = —Eg(\; a, B). (4.31)

Assim, usando a equacdo (3.80), a densidade lagrangiana média LM ()\; B,a) =

Leg(N\; B,a)/aA serd dada por

m*b 0° & COS \T
LD\ B.a /
( ow 2 h U

m3b 0 i —AV20n 1 1 m3b 9? i / COS AT
7T2a 8)\ 7r2a N2 :E2 +2bn+ 1+ Va2 +2n+1

3 o] \/ﬁ—l B \/—
——b / d:cxcos)\xiln<1+ 2?4 2bn + 2ma z2+26n—|—1>'

T2a V2 +2bn+1+ 1
(4.32)

Podemos escrever as equagoes

1 93—|—2bn+1)
e f S

1
2 4+2m+1+Va2+2n+1

se substituirmos z = 22 + 2bn + 1 nas identidades

= /OOO ds erfc(y/s) 6—s(x2 +20n) , (4.33)

/ —sz
VZz f 51/2

I —s(z—1
v i /0 ds erfe(y/5) e 5(F = 1) (4.34)

onde erfc(x) é a funcao erro complementar,

erfe(x / dée S . (4.35)

70



Munidos das equagoes (4.33) e da equagao (4.17) com p = 0, podemos reescrever a

equagao (4.32) como

LN B, a) = Liy(X; B) + L&u(X; B, a) (4.36)
onde
4 2
W)y py_ D dS( A_) —s5— \?/4s
LohNB) = — 25 / S(1-5)e cotgh(bs) (4.37)
e

3 . 2 5
L8Oy Boa) = - [ (1= 5 )e NS — ante( ) eotgh(vs)
S

8m3/2a Jo 2s

mb $ d VT 11 opaViZ 1o i1
—— / d:)sxcos)\x ln 1+ a”ram+ e—2mavx? +2bn +1 ’
Vo2 4+ 2m+1+1

(4.38)
sendo b = eB/m?. Vemos da equacdo (4.19) que o termo (4.37) é exatamente a
lagrangiana efetiva de Fuler-Heisenberg nao renormalizada na auséncia de condicao
de contorno. Assim, apds os processos de renormalizagao realizados na se¢ao an-
terior, esse termo tomard a forma dada na equagao (4.28). O termo [’(C?llsz()‘; B, a)
representa entao a contribuicdo do confinamento a lagrangiana efetiva de Euler-
Heisenberg. Sendo assim denotaremos este termo por termo de Casimir-Euler-
Heisenberg, o que fica indicado pelas letras CEH. Para renormaliza-lo, devemos
expandi-lo em poténcias do campo magnético, o que é feito usando a expansao da
fungao cotgh(z), equacdo (4.20), e a férmula de Euler-MacLaurin (3.82). Com isso

temos a expansao
Lopn(Xi B.a) = go(Xa) + g1(N,a) B* + O(BY), (4.:39)

onde

golha) = I ;,fo (1 - A—2> —N /48,75 _ erfe(/5))

8m3/2a Jo 2s

3 00 -1
mTa/ dzx xvz? — 1cos(AVx? — 1) 111(1 + $_€—2ma9:> (4.40)
1

z+1
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e’ > ds NN \2/ds, —s
g(Xa) = 247r3/2ma/0 s1/2 <1 a 2_5)6 / (7" — erfe(vs))

2

0 VaZ —1 1
e / dx(cos()\ x 1 ) Asen (\WaZ — 1)) %m(l i i_e—Qmax> .
1

C 1272ma T2 — +1
(4.41)

Novamente devemos subtrair o termo independente de B, go(A,a), contudo o

termo g1(A, a), por depender do parametro a, nao pode ser renormalizado. De fato,
um processo de renormalizagao envolvendo esse termo acarretaria numa dependéncia
da carga elétrica renormalizada com a distancia entre as placas, fato claramente nao
fisico. Eliminado entdao o termo divergente em A = 0, o restante torna-se, nesse
limite,

md e ds g
£8) (B, a) = 87r3/2a/o 57 (e — 2erfc(v/s))|bs cotgh(bs) — 1]

3b OO / de In (1+ \/1'2+2bn+].—]_ —Qmaw/x2+2bn+ )
Va2 +2bn +1 +1

—mTZ /100 dr 2vr? — 1 1n<1 + %e—2max> . (4.42)
Essa é a expressao final para a correcao a lagrangiana efetiva de Euler-Heisenberg
devida ao confinamento do vacuo fermionico. A lagrangiana de Euler-Heisenberg
sob confinamento é entao dada pela soma desse termo com a lagrangiana na auséncia

de confinamento,

LYB,a) =LY (B)+ £l (B, a), (4.43)

e a lagrangiana completa, que descreve a dinamica do campo magnético afetado pelo
confinamento do vacuo fermionico, é dada simplesmente pela soma dessa tltima ex-
pressdo com a lagrangiana de Maxwell, —B?/2 + LM (B, a). Embora a lagrangiana

completa contemple todas as poténcias do campo magnético, permitindo descrever
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efeitos nao lineares nesse campo, estamos particularmente interessados nas pro-
priedades lineares que essa quantidade nos fornece, pois essas estao completamente
ausentes na lagrangiana de Euler-Heisenberg e, assim, constituem-se no principal re-
sultado decorrente das condigoes de contorno. Dessa forma estudaremos, na proxima

secao, o comportamento da lagrangiana completa no limite de campo fraco.

4.5 Permeabilidade magnética do vacuo confinado

Para analisar a lagrangiana E(Clj)g (B, a) no regime de campo fraco, (eB << m?),
devemos novamente utilizar a expansao da funcdo cotgh(z), equagao (4.20), e a

férmula de Euler MacLaurin, equagao (3.82), que nos fornecem

1 B?
£ (Bia)=(1-— — | = +0O(B* 4.44
CEH( 70') M(a) 9 + ( )> ( )
onde
joro2e 1 1 (1+x_1 _27”‘“”) (4.45)
=1- _ r——-——1In S . (4.
p(a) 1272 ma ~ 672 ma J1 (22 —1)3/2 x+1

No entanto, enquanto que a lagrangiana desconfinada Eg}{(B) apresenta, em or-
dem mais baixa no campo magnético, uma dependéncia em B*, equacao (4.29), a
contribuigao E(Clj)g (B, a) possui um termo quadratico no campo magnético, que se
constitui de uma contribuicao linear na dinamica do campo magnético devida ao
confinamento do vacuo fermionico. Dessa forma a lagrangiana completa comporta-
se, no limite de campo fraco, como
B2

2p(a)

Essa forma de densidade lagrangiana é a mesma daquela de um meio com per-

B2
-5 +LU(B.a) = -

+O(BY). (4.46)

meabilidade magnética ;(a), mostrando que a permeabilidade magnética do véacuo

confinado é distinta da permeabilidade y = 1 do vacuo desconfinado. Isso mostra
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que o vacuo quantico funciona como um meio material, no que diz respeito a pro-
priedades constitutivas. No caso considerado, exibindo uma constante de perme-
abilidade magnética em resposta ao confinamento. E importante lembrar que, como
adotamos o campo magnético ortogonal as placas confinantes, essa permeabilidade
mede apenas a componente ji,,(a) do tensor de permeabilidade do vacuo (para obter
outras componentes desse tensor devemos adotar outras configuragées do campo em
relagdo as placas). A figura 4.2 mostra o comportamento dessa constante consti-
tutiva como funcao da distancia a entre as placas em unidades do comprimento

de onda Compton do elétron, ma. Vemos, claramente, que essa permeabilidade é

a| w@-1 | | |
ol ]
a ]
%% 20 40 60 80 100

ma

Figura 4.2: Permeabilidade magnética do vdcuo fermidénico confinado como fungio da distancia

entre as placas confinantes em unidades do comprimento de onda Compton do elétron, ma.

maior que a do vacuo desconfinado, mostrando que o vacuo fermionico comporta-se
como um meio paramagnético sob processos de confinamento. O comportamento
paramagnético deve-se, obviamente, ao carater espinorial do campo fermionico. Essa
mesma figura mostra um crescimento significativo da permeabilidade para distancias
muito menores que o comprimento de onda Compton do elétron. De fato, para

distancias muito pequenas, ma << 1, essa quantidade tem por forma assintética

1 2 =
B R (”6 ) , (4.47)
p(a) 672 2ma
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mostrando que, se possivel alcancar distancias suficientemente pequenas, podemos
crescer essa quantidade indefinidamente. Obviamente, nao é possivel alcancar fisi-
camente tais distancias, uma vez que a rugosidade das placas é muito maior que
o comprimento de onda Compton do elétron. Poderiamos tentar, entao, extrapo-
lar nossos resultados para estimar a permeabilidade magnética devida ao confina-
mento de quarks em hadrons, ja que a dimensao de um hédron, da ordem de fm
(= 107"%m), é menor que o comprimento de onda Compton dos quarks. Embora
a condicao de contorno seja apropriada, o campo fermionico para elétrons é muito
distinto do campo fermionico para quarks que, além de possuir carga elétrica, possui
carga de cor responsavel pelas interacgoes fortes. Fora isso, a geometria plana nao é
adequada para simular tal confinamento, uma vez que, intuitivamente, um hadron
deve apresentar geometria esférica. No entanto, essas consideragoes simplificam o
formalismo, permitindo que nos concentremos nos efeitos fisicos relevantes. Uma
vez que as caracteristicas basicas do sistema sao entendidas, podemos considerar as
complicacoes do problema mais realista. Entao, tomando para a o valor do raio do
hadron, a ~ 1fm, temos p(a) — 1 ~ 1073, o que daria, para um campo aplicado de
20T, um momento magnético da ordem de 107! magnetons nucleares. Mesmo para
campos tao intensos, o momento magnético esta abaixo da precisao experimental a-
tual, da ordem de 10~? magnetons nucleares. E um efeito muito pequeno comparado
com a magnetizacao permanente dos barions, mas pode se mostrar significativo para
mésons, que possuem magnetizacao permanente nula.

Um comportamento interessante ocorre se reduzirmos continuamente a dimensao
de confinamento, uma vez que a equacao (4.47) demonstra uma transicao de fase
da permeabilidade do vacuo confinado, quando este passa a ter um comportamento
diamagnético, conforme a figura 4.3. Tal transicao ja aparecera no caso de condigao
de contorno antiperiédica [18]. No entanto essa transi¢do ocorre numa escala de

PN . ~ ;. , _ _ 6712 /62
distancia ndo-fisica, correspondente ao pélo de Landau, mae, = (me™/2m)e 57 /¢ ~
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10729 de modo que nao procuraremos extrair qualquer significado fisico desse limite.

4000 |- H(3)

2000 -

-2000 - e

-4000 - _

0 1 2 3
al/a

cr

Figura 4.3: Permeabilidade magnética do vacuo fermionico confinado como fungao da distancia

de confinamento a em unidades da distancia critica ac;.

Podemos verificar também da figura 4.2 que, quando a distancia entre as placas
aumenta, a permeabilidade magnética tem seu valor reduzido, tendendo a unidade
quando separamos infinitamente as placas. De fato, para grandes distancias,

ma >> 1, a permeabilidade magnética tem por forma assintética

1 T—2 €2
— 1- —_— 4.48
1272 ma ( )

Essa expressao indica um comportamento tipo poténcia para a variacao da perme-
abilidade devida & condigoes de contorno MIT, u(a)—1 ~ (ma)~!, o qual demonstra
um decaimento muito mais lento do que aquele devido a condi¢oes de contorno an-
tiperiddicas. De fato, temos que, neste ultimo caso, o decaimento é exponencial,
p(a) —1 ~ e=?ma [18]. Fato semelhante ocorre com o campo escalar confinado [28],
onde o confinamento desse campo por condigoes tipo Dirichlet gera uma perme-

1

abilidade com decaimento (ma)~', enquanto que o confinamento por condigdes de

contorno periddicas ou antiperidédicas gera uma permeabilidade com decaimento
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6—2ma.

A figura 4.4 mostra o comportamento da permeabilidade magnética para distancias

de nm até décimo de um, onde a forma assintética (4.48) é bem estabelecida. Para

n(a)-1

107} 3

10° .

1

1 10 100
a(nm)

Figura 4.4: Permeabilidade magnética do vdcuo fermidénico confinado como fungio da distancia

a entre as placas confinantes, para distancias de nm até décimo de pm.

separagoes da ordem de nm temos p(a) —1 ~ 1077, enquanto que para separacoes de
pm, temos p(a)—1 ~ 1072, Esses valores sao compardveis com aqueles do hidrogénio
ou nitrogénio a pressdao atmosférica e temperatura ambiente, Ay ~ 107, Dessa
forma uma verificacao experimental desse efeito nao parece inalcangavel. Poder-se-
ia medir, por exemplo, a mudanca na velocidade da luz em nanocavidades, quando
esta se propaga perpendicularmente as placas. No entanto, isso exigiria, além da per-

meabilidade magnética, o calculo da permissividade elétrica do vacuo confinado.
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Capitulo 5

Criacao de pares pela acao de um

campo elétrico sobre o vacuo

5.1 Introducao

Como vimos nos capitulos anteriores, a Eletrodinamica Quantica descreve o
vacuo como um meio nada trivial, que possui estrutura e que demonstra pro-
priedades fisicas surpreendentes. Talvez uma das propriedades mais impressionantes
ja previstas seja a possibilidade de formacao de pares elétron-pédsitron pela acao de
um campo elétrico sobre o vacuo quantico, fenomeno discutido primeiramente por
Schwinger [16]. De fato, a formagao de matéria a partir do vacuo pela simples pre-
senca de um campo elétrico constitui, por si s6, um fenéomeno fisico notavel. Dessa
forma, nao é estranho o fato de o fenémeno da criacao de pares ser tao amplamente
mencionado na literatura [81, 82, 83, 84, 80, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94,
95, 96, 97].

Para entendermos a criacao de pares devemos considerar o que ocorre quando

aplicamos um campo elétrico intenso a um meio dielétrico como, por exemplo, o

78



ar. No caso no qual o campo é forte o suficiente para romper a rigidez dielétrica do
meio, os constituintes normalmente estaveis do meio, os atomos, tornam-se instaveis
e decaem em pares elétron-cation. Entao, considerando que o vacuo do campo
fermionico é constituido de pares elétro-positron virtuais, os quais surgem e se
aniquilam continuamente, podemos compreender o mecanismo da formagao de pares:
um campo elétrico suficientemente intenso pode tornar os pares elétron-positron vir-
tuais instaveis, fazendo-os decair em pares elétron-pdsitron reais. Podemos estimar
a intensidade do campo elétrico necesséario para a ocorréncia do fenéomeno da criagao
de pares: pelo principio de incerteza, elétrons e pésitrons virtuais podem, apds serem
criados, se distanciar, antes de se aniquilarem, até uma distancia da ordem do com-
primento de onda Compton do elétron, Az ~ h/me, adquirindo uma diferenga de
potencial eEAx ~ eEh/mc na presenga de um campo elétrico externo. Para que
haja a criacao de um par elétron-positron real, o par virtual deve adquirir energia
suficiente para se tornar um par real, de forma que essa diferenca de potencial deve
ser da ordem da energia de repouso do par eEAx ~ 2mc?. Dessa forma devemos ter
um campo elétrico com intensidade da ordem de E ~ m?c®/he ~ 10"V /m. Esse

processo € ilustrado na figura 5.1. Em outras palavras, na presenca de um campo

et et
E = E
e e
|E| << m?c®/he |E| ~ m2c® ke

Figura 5.1: Criagdao de um par elétron pésitron real a partir de um par virtual devido & agdo de

um campo elétrico suficientemente intenso.

elétrico muito intenso o estado de vacuo do campo que nao contém particulas reais

pode se tornar instavel, ou seja, torna-se energeticamente favoravel que o vacuo
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decaia em estados que contém particulas reais. Nesse caso, o vacuo deixa de ser um
meio isolante e passa a se comportar como um meio condutor.

No entanto, apesar de tao amplamente discutida na literatura, a criagao de
pares é constatada e analisada praticamente sob um tinico enfoque, a probabilidade
do vacuo persistir no vacuo. Calcula-se essa probabilidade e conclui-se, caso ela
seja menor do que 1, que haverd obrigatoriamente uma criacao de particulas. Nessa
abordagem muita informagao é perdida como, por exemplo: (a) as distribuigdes
espaciais dessas particulas, caracterizadas pelas densidades e fluxos de elétrons e
de positrons; (b) suas distribui¢oes de momento; (c) a estatistica da criacao de
pares, fornecendo a probabilidade de criagao de um ntimero n qualquer de pares, o
estado que descreve o sistema e os estados nos quais o sistema colapsa apds uma
medida do ntimero de pares e (d) as fungoes de estado desse sistema. Portanto, seria
interessante um estudo mais detalhado do fenomeno. Sendo assim, reservaremos este
capitulo para esse estudo do fenomeno da criagao de pares sob seus diversos aspectos,
procurando responder a cada uma das questoes acima. Contudo, para que possamos
estudar a criagao de pares, necessitamos primeiramente determinar uma quantidade

fundamental do sistema, o campo fermionico sujeito a um campo elétrico prescrito.

5.2 Campo fermionico na presenca de um campo
elétrico uniforme

Queremos, nesta secao, determinar o campo fermionico na presenca de um
campo elétrico externo e uniforme. Para isso iremos primeiramente determinar as
autofuncgoes do operador de Dirac e posteriormente obter o campo fermionico, por
meio da expansao na base dessas autofuncoes.

Como vimos na secao 4.2, a interacao do campo fermionico com um campo

eletromagnético externo se faz, no operador de Dirac, por meio de acoplamentos com
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os potenciais eletromagnéticos, conforme a equagao (4.1). No caso de um campo

elétrico uniforme, se utilizarmos o calibre (7,t) = —E - 7 e A(7,t) = 0, teremos
Hp=—iV-a@+mB+ekE-71. (5.1)

Como, nesse calibre, o operador de Dirac independe do tempo, o campo fermionico
pode ser expandido em solucoes estacionérias por meio dos autoestados desse opera-
dor. Adotando que o campo elétrico esteja na direcao z, E = EZ, teremos que, nas
diregoes transversas, o campo fermionico nao sofrera agao alguma. Assim podemos
propor que os autoestados sejam constituidos de ondas planas nas direcoes = e ¥,
etk - ﬁ, onde j= x4+ yij e k = ko@ + ky,y. Denominando ¥ (w, k; 2, p) o autoestado

de autovalor w, estes serao determinados a partir da equacao
Hp \P(w,g; 2, p) :w\D(w,E; 2, p) - (5.2)

Utilizando a expansao de Fourier de ¥(w, k2, p) na variavel z,

L ez ik p

w, F2,0) = [dpB(w,p, F) = .
<w7 7Z7m p (CU?p? ) \/% 27T (5 3)
teremos que sua transformada \Tf(w, D, E) obedecera a equagao
. o\~ . - .
<paz—|—k‘-o7+mﬁ+ieEa—p ﬂ)llf(w,p, k) =wV(w,p, k). (5.4)
A equagao acima pode ser simplificada por meio das transformagoes
N . . , e—iwp/eE
U(w,p, k) =S(k k) ——, 5.5
(w,p, k) = S(k) x(p, k) V2reE (5.5)

onde a matriz S(k) é dada por
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Essa matriz foi escolhida de forma a ser unitéria, S(k)~* = S(k)!, diagonalizar a

matriz o, e simplificar a matriz k - @ + m(3,

SkEa.Sk) =8 ., SE)(k-a+mB)Sk)=—-VE2+m2y°,  (5.8)

. (01 -,
7—(1 0)- (5.9)

, esta foi feita com a finalidade de eliminar o autovalor

onde

J& a transformacao e—iwp/eE

w da equagao (5.4), que agora toma a forma

0 . = .
(w aa n)x<p, B =B+ m2 v, B (5.10)

A eliminacao de w indica que nao ha qualquer relacao de dispersao entre esse auto-
valor e os demais nimeros quanticos, como k por exemplo. Podemos apenas afirmar
que w é real devido ao fato de ser o autovalor de um operador hermitiano, Hp. Dessa
forma, devemos supor que o espectro desse nimero quantico é real e sem lacuna, ou

seja, w pode assumir qualquer valor de —oo a +00.

-,

Pode-se mostrar da equagao (5.10) que a norma de x(p, k) independe de p, isto

& (o, B B =0, G.11)
P

de forma que podemos fixa-la como a identidade,
X0, F)'x(p k) = 1. (5.12)

E possivel entao mostrar que o autoestado \I/(w,/Z; z,p) é normalizado de forma

consistente com o espectro continuo dos nimeros quanticos w e k,

/dz/d2p U(w, k2, )W, s 2, 5) = 6w — w3k — K). (5.13)

Dividindo a equagao (5.10) por veE e definindo as varidveis

P k2 + m?
n= @ ) V= T ) (514)
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teremos a equagao

(nﬂ ; ia%ll>x(p, B) = vy (0. B (5.15)

-,

A fim de resolver a equagao acima repartiremos o quadriespinor x(p, k) em biespinores,

o B = (usf(m V)) | (5.16)

usg(n,v)

onde f(n,v) e g(n,v) sdo fungdes e u, sao os biespinores

= ! = ! 5.17
o)l e

A equagao (5.15) transforma-se entdao no sistema acoplado de equagoes

(n+i5 )1m0) =vatny).
( —n+ ia%)g(n, v)=vfnv), (5.18)

e a equagao de normalizagao (5.12) transforma-se em

[f(n, )+ |g(n.v)]* = 1. (5.19)

Para solucionar esse sistema podemos iterar as equagoes de forma a obter uma tnica
equagao diferencial de segunda ordem para uma das fungoes, por exemplo f(n,v).
Para cada uma das solucoes dessa equacgao de segunda ordem podemos determinar a
outra fungao a partir de uma das equagoes do sistema, por exemplo, a fungao g(n, v)

pode ser obtida da primeira equagao de (5.18). A normalizacio dessas fungoes é

IPara efetuar todos esses célculos, devemos utilizar algumas propriedades da série confluente:

d d
TiFi(ae) = SiFat et kz) L (F(act i2) = e L Fi(a,c2) e

1Fi(a,¢;2) = 1Fy(c —a,¢; —2) €.
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facilmente obtida utilizando-se a equagao (5.19) em 1 = 0. Assim podemos ter como

solucao os pares de fungoes

. 1 )

.f-i-(na V) = 1F1< - Z7_;_7’772> 6”] /2

4 72
1 iv? 3 2

gr(n,v) = —ivmF, §+%,§;i7}2>€ v /2, (5.20)

e
1 4?3 '
f—(ﬂa )__ZVU1F1<§ G 2)6”7 /2
.9 1 . 9
g-(n,v) = 1F1(% 5;’”]2>6 n’/2. (5.21)

onde 1F(a,c; z) é a série confluente

I(c) & T'(a+n) 2" az @+1Z2

Com isso determinamos a forma completa das autofungoes U,  (w, E; z, p). Elas sao
da forma
o—iwp/eE ipz ik p

VoreE 2m 27

-

\Ifes(wkzﬁ) S(k /dpxesp,k)

(5.23)

onde S(k) é dado na equacao (5.6) e

Nes (0. F) = (“ Jetw ) ) , (5.24)
s ge(n, )

com 7 e v sendo dados na equagao (5.14).
Resumindo as principais propriedades de VU,  (w, E; z,p), estas sao autofungoes

do operador de Dirac com autovalor w,
Hp VU, (w, E; 2,p) =wV¥s(w, lg; 2, 0), (5.25)
e formam uma base ortonormal de fungoes,
/dz/d2p U (w, k2, 0) W o (W K 2, 7) = Beabspd(w—w)o(k—K),  (5.26)
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que possui completeza,
> /dw/dzk\lfes W k2, U (w, ks 2, 5 = 8(2 — 2)0(F— 7)1, (5.27)
e=+ s=%

Queremos determinar o campo fermionico, o qual obedece a equacao de Dirac,

Q. r
Za%ﬂ(%ﬂ, t) =Hpve(z,pt). (5.28)

E entdo conveniente expandir o campo fermiénico nas autofungoes V. s(w, lg; z,p),
e(z, P t) ZZ/dw/d%aeswk\Ifes( kiz p)e " : : (5.29)
e=+ s=%
o que é possivel pelo fato dessas fungoes formarem uma base completa.

A quantizacao do campo fermionico se faz por meio das relacoes de anticomutacao

{dp(z, 7.0 bu(Z, 7, 1)} = dap0(z — 2)o(F — 7)1, (5.30)

-,

o que se reflete nos operadores de campo a. s(w, k),
(e o(w, k), e o (W, KN = 6 6, w8(w — )S(k — K1 (5.31)
Portanto, conseguimos determinar o campo fermionico, devidamente quantizado,
na presenca de um campo elétrico uniforme externo. No entanto, diferentemente do
caso livre, esse campo apresentou espectro continuo e sem lacuna, o que impede
a distin¢ao nitida entre elétrons e pésitrons. Entao, parece forcoso convencionar
elétrons como sendo os modos com energia positiva, w > 0, e pdsitrons como os
de energia negativa, w < 0. De fato, o valor zero de energia depende da escolha
do zero do potencial e, no caso de um campo elétrico uniforme, essa escolha é
arbitraria (podemos escolher o zero do potencial em z = z, bastando, para isso,
utilizar o potencial eE(z — 2p) ao invés de eFz). Dessa forma vemos que o zero
de energia é arbitrario, tornando néo fisico distinguir elétrons e pdsitrons (os quais
nao sdo arbitrarios) pelo sinal da energia. Assim nao é evidente o significado dos

operadores a.s(w, k) em termos de particulas e antiparticulas, ou melhor, como
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esses operadores relacionam-se com os operadores de elétrons ¢ e de pésitrons d. De
qualquer modo, nao devemos esperar que as amplitudes operatoriais das ondas de
freqiiéncia positiva e negativa tenham a mesma interpretacao com e sem o campo
eletrico aplicado. Notemos, também, que a interpretacao dessas amplitudes nao é
necessaria para prosseguirmos em nosso formalismo.

Para que possamos relacionar os operadores na presenca do campo elétrico com
os operadores sem o campo elétrico, utilizaremos o artificio habitual, qual seja,
considerar que nao haja campo elétrico até o instante t = 0, quando entao é ligado,
isto ¢, E(t) = O(t)E2, onde O(t) é a funcio de Heaviside. O campo de Dirac
associado a esse campo externo deve, entao, obedecer a seguinte equacgao de Dirac

i%z&(z, pit) = (—iV - @ +mB+ O(t)eEz 1) (2, 7,t). (5.32)

Assim, antes do campo elétrico ser ligado, temos um campo fermionico livre,

~

(2, pyt) = do(z,pit) , t<0, (5.33)

e um campo fermionico na presenca de um campo eletrostatico apds este ser ligado,
U(z,p,t) = vp(z,pt) , >0, (5.34)

ou seja,

b(z,5,1) = O(=t) o (2, ,t) + Ot) Pu(z, 1) . (5.35)

O campo livre pode ser decomposto na forma

Doz, 5, t) = U (2, 5, t) + Uy (2, 5 1) (5.36)

onde Q%r (z, g, t) representa a componente de freqiiéncias positivas, associada a elétrons,
W)=Y [d [ deap ofpgzpe PO (57
r==+

enquanto que ¥ (z, g,t) representa a componente de freqiiéncias negativas, associa-

da a positrons,
Wiean =% [dp [ d(—p.-0) & (b2 ) PD (5.38)
r=+
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Quanto as funcoes de onda do campo livre, ®*(p, ¢ 2, p), estas podem ser conve-
nientemente escritas na forma

oDz (G p
Vor 27
onde w(p, ) = VP2 + 72+ m?2 representa a energia das particulas livres e S(k) é

dado na equacao (5.6). Os espinores ¢=(p, §) devem obedecer & equacao

(pB =G> +m*°) ¢y (p, Q) = tw(p,7) ¢, (p,q) (5.40)

e devem ser devidamente normalizados. Desse modo escolhemos convenientemente

5 (p, ¢ 2, p) = S(Q) &, (p, ) (5.39)

a forma desses espinores como

1 (w(p, @) + p) ur
o (p,q) = 5.41
0 V20(p, (@ (P, @) +p) (—\/cf2+m2ur) 40
‘ 1 V72 +m?u,
o, (p,q) = . 5.42
0 V20(p, (@ (P, @) +p) ((w@,@ +p) u) (>42)

Ja os operadores ¢,.(p,q) e czr(p,(j), estes devem obedecer as relacoes de antico-
mutacao

{e:(p, @), ew (P, @)} = Srwd(p —1)5(7— @)1,

{dv(p. @), dv (P, 7)} = 6,008(p — p)6(7— )1,

{&(p.@).d (0. 7)} =0, (5.43)
e sao os operadores de aniquilacao de um elétron e de um pésitron de momento
pZ + ¢, respectivamente.

Na Eletrodinamica Quantica, elétrons e pdsitrons consistem de excitagoes do

campo de Dirac, definidas apenas no caso em que o campo encontra-se livre de
interagoes com o campo eletromagnético. Da mesma forma o estado de vacuo, isto

é, o estado que nao contém elétrons e poésitrons, é definido apenas no caso de campo

livre, onde deve obedecer as equagoes
&0y =0, d:(p.0)=0 . (0/0)=1. (5.44)
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O fato de o campo elétrico ser acionado em t = 0 permite-nos entao obter um campo
fermionico livre para t < 0, onde podemos definir o estado de vacuo do campo,
assim como os operadores de criacao e aniquilacao de elétrons e de pésitrons. Além
disso, sendo a equacao de Dirac de primeira ordem na derivada temporal, podemos
garantir, apesar da descontinuidade da hamiltoniana, a continuidade do campo em
t=0,

lim (2, 7,t) = lim ¢(z, §,t). (5.45)

t—0+ t—0—
Isso nos permite relacionar o campo fermionico imediatamente apds o acionamento

do campo elétrico com o campo fermionico imediatamente antes do acionamento,

wE(vaz()) :wO(Zvﬁvo)‘ (546>

A equagao (5.46) permite-nos entao relacionar os operadores de campo. Por exem-
plo, realizando o produto escalar com as autofungoes livres ®=(p, ¢’ z, ) em ambos

os lados dessa equacao, obteremos

G @) = XX [do [ @@ (D Vesw, B sl ),

e=+ s=%

d.(—p, -t = ZZ/dw/d2 “ DIV (w, B)) aes(w, k), (5.47)

e=%4 s==+

onde a notacio (®=(p, 7)| V. ,(w, k)) indica o produto escalar entre fungdes de onda,
(@ (p. Ve, ) = [dz [ dp @Fp. g2 p) Vel Fiz). (5.48)
Da mesma forma podemos obter a relagao
tol®) = X [ [ @0l (@l DI 0) &0, )
+ (Tes(w. B)| @7 (0. ) dr(—p. ~D)' . (5.49)

se realizarmos o produto escalar com a fungao V. ,(w, k; z, p). Essa ultima equagao

mostra que os operadores de campo na presenca do campo elétrico externo, a. s(w, k),
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nao representam operadores de elétrons ou pdsitrons separadamente, mas constituem-
se de uma combinagao de operadores de aniquilagao de elétrons, ¢,.(p, q), e criacao
de pésitrons, d,(—p, —¢)!. B importante notar que as relacoes (5.47) e (5.49) sao

consistentes com as relagoes de anticomutagao (5.31) e (5.43).

5.3 Dinamica da criacao de pares

Para que possamos obter o comportamento de grandezas no tempo, necessita-
mos do operador de evolucao temporal. Esse, por sua vez, é definido por meio da
hamiltoniana do campo fermionico, que a qualquer tempo é dada por
ke 2 1 4 ~ = o a ~ - . a N - t h —
H(t):/d’z/dpiz w(’z?pvt)avza (Z7p7t)a - Zaw(zapvt)avqb(zvpﬂf)a .

a=1
(5.50)
E possivel entao, com algum célculo, mostrar que a hamiltoniana é constante no

tempo exceto em t = 0,

A

H(t) =0O(—t)Hy + O(t) Hp, (5.51)
onde Hy é a hamiltoniana do campo fermionico livre,

Hy = a/dp/d% (P @) (& (p, D'er(p, @) + dp(p, @) de(p, D) + £, (5.52)

sendo &, a energia de ponto zero,

— v 2
b= [ dp [ Pawip. ). (5.53)

e Hp é a hamiltoniana do campo fermionico na presenca do campo elétrico externo,
A 1
Ar=-% % / dw / &k wlal, a.). (5.54)
2 e=+ s==%
O operador de evolucao temporal U (t) relaciona-se com a hamiltoniana do sistema

por meio da equacao de Schrodinger,

d o
iU () = HOU (). (5.55)
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e sera normalizado tal que U (0) = 1. E facil mostrar que esse operador tem a forma

U(t) = O(—t) e tHol 4 g(p) e~ Hpt (5.56)
de maneira que, para t > 0, teremos U(t) — ¢~ HEl Usando entdo a equacao de
evolugao do operador a. s(w, E),

ety (0 K)e HEL — 4 (0 B)e WL (5.57)

e as relagoes (5.47) e (5.49), obtemos a equagao de evolugao do operador ¢, (p, q),

(it o () o o~ it

=2 % [ [ @@ . 0ITes (o B e
<X [ [ [ (Ve BT e 7)
+ <\De,s(w> E)@;(p', Cj’)) Cir’(_p,a _(j/)T ] . (558)

Os produtos escalares presentes na equacao acima tém a forma

(q)f(p, @|W678(w7 E» = 57’,8 5(]:”: - CD
X¢ﬂ:( p 61*2+m?)T ( p §2+m2)e—iwp/€E (5.59)
JeE NV eE )X\ eE omeE '

onde ¢*(n,v) sao dadas por

5+(nv) 1 (\/W + n)
777 v = )
V2V F (VP F P 4 ) —v
- 1 v
o) = ). oo
VIV F V(P2 +0) \VIP T 72 +1)
e Xe(n,v) é dada por
fe(n,v)
Xe(n,v) = ( : (5.61)
9¢(n,v)
Usando entao a forma do produto escalar (5.59) e a identidade
e cmWw(p =P+ eBt)/eE _ d(p—p +ekEt), (5.62)
2rel
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podemos reescrever (5.58) na forma

it e (o gy e Bt~ ATH(p gty e (p + cE, )

+ AT (p,q.t)d,(—p — eEt,—q)T, (5.63)

onde definimos

—

(. G q2+m?)T (p §2+m2)
A Z¢ (\/ eE X\ Ve )

p+ekbt /_’2+m2> X(p+eEt /_'Q—I—m?)
e . (.64
% X( vVeFE el ¢ vVeE ek ( )

Analogamente podemos obter a equacao de evolugao para o operador czr(—p, -7,

FHEL g, (—p, gt e B = A gy (p + eBL )
+ A (p, ¢ t)d.(—p —eEt,—Q)T . (5.65)
De posse dessas expressoes somos capazes de obter a dinamica de todas as grandezas
de nosso interesse. A primeira grandeza relevante é o valor esperado no vicuo da

densidade de elétrons, n.(z, g,t). Para definir esta quantidade, devemos primeira-

mente considerar o operador ntimero de elétrons, definido por

N, = /dz/d2p2w+ 5,0)1, ¢ (2, 7.0)a (5.66)

O operador densidade de elétrons sera entao definido pelo argumento da integral

acima e, portanto, a quantidade desejada sera dada por

ne(z, pyt) = (0|U(¢) Zw* 7,0)l g (2, 7,0).U (#)]0) . (5.67)

A integracao dessa quantidade no espaco fornecerd, obviamente, o valor esperado
no vacuo do nimero de elétrons. A expressao acima pode ser compreendida tanto
no quadro de Heisenberg, onde somente o operador encontra-se evoluido, quanto
no quadro de Schrodinger, onde somente o estado sofre evolugao. Outra grandeza

relevante é o valor esperado no vacuo da densidade de corrente de elétrons,

Je(z, . t) = (0|U (1) Z Z L0)], 0 (2,5,0)5 Gas U(1)]0) . (5.68)
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A taxa de criacao de elétrons por unidade de volume, w,(z, p,t), é definida como o

termo fonte na equacao de continuidade para elétrons,
—ne(Z,ﬁ,t)+V'je(Z,ﬁ,t>. (569>

Temos ainda a distribuigao espectral de elétrons no espago de momentos, A.(p, q,t).
A fim de definir tal quantidade, devemos notar que o operador niimero de elétrons

(5.66) pode ser escrito na forma

Ne = /dp/d2q Z:t ér(p>®Tér(p>(j)' (570)

A distribuicao espectral sera entao definida por

Ac(p.@.t) = 01U 32 &(p, @)'er (p, PU1)]0). (5.71)

r==+
de forma que a integracao dessa quantidade no espaco de momentos fornecerd o
valor esperado no vacuo do ntimero de elétrons.
Essas grandezas podem também ser definidas para pésitrons. O valor esperado

no vacuo da densidade de pdsitrons sera dado por

my(z: 1) = (OIU () 3 o (2.1 )a i (. A DLT(D)10) (5.72)

enquanto que o valor esperado da corrente de pdsitrons, por
. . 4 4 .
Jp(z,08) = (O[O D2 3" 4y (2, t)a U (2, 7, 1) s s U(2)]0) - (5.73)
a=1 =1

A taxa de criacao de pésitrons por unidade de volume sera analogamente definida

por
. 0 S S
wy(z, pit) = Enp(z, p,t)+ Vg2, p,t), (5.74)
e a distribuicao espectral, por
Ap(p, @, t) = (0|0 (t) Z (0, @)'d, (p, DU(1)]0) . (5.75)



Para t < 0, ou seja, na auséncia de campo elétrico, o cdlculo dessas quantidades é
obtido por meio do operador de evolucao U (t) = e_iHot, e dessa forma todas as
grandezas acima sao nulas. Contudo, na presenca de campo elétrico, t > 0, essas
grandezas assumem valores nao nulos. Para obteé-las devemos utilizar o operador
—iHpt

de evolucio U(t) = e as equagoes (5.63) e (5.65). Por exemplo, utilizando

(5.37) podemos reescrever (5.67) como
ne(apt) =3 [dp [ @0 Y [dp [ 2 @F .32 5 050 T2, 0)
r—+ =+
<0 et e, . @) () P 0) L £ 0, (5.76)
O célculo do valor esperado nessa equacao € feito inserindo a identidade e_iﬁ Eteiﬁ Bt =

1 e substituindo as expressoes (5.63),
(ol et ¢ (p, e (v, q') e o)
= AT (p. @) AT, 1)
x (0| dy(—p — eEt, —q) dw(—p' — eEt,—7")"|0), (5.77)
o qual é simplificado devido a relagao

(0] d(—=p — eEt, —q) dp(—p' — eBt, =7\ |0) = 6,0 0(p — ) 6(G— ). (5.78)

Substituindo esses resultados em (5.76) e usando a identidade

1
(27m)3

F(p, ¢ 2, )10} (0, T 2, p) = (5.79)

obtemos que o valor esperado no vacuo da densidade de elétrons devido ao campo

elétrico é uma quantidade uniforme, isto é, independente da posicao,
ne(z, p,t) =n(t), (5.80)

onde

n(t) = 5 [ dp [ P |a* (p. 70 (581)
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Esse fato se deve, obviamente, a homogeneidade do campo elétrico aplicado.
O calculo do valor esperado da densidade de pdsitrons é feito de forma andloga

e fornece
— 1 — —
ml.50) = [ d [ BalAH(=p, g 0). (5.82)
Fazendo as mudancas de variavel de integracdo p — —p e ¢ — —q e usando a

identidade (E.5) do Apéndice E, teremos que o valor da densidade de pédsitrons serd

idéntico ao da de elétrons,
ny(z7.8) = (). (5.83)
O calculo de je(z, p,t) é bem semelhante ao célculo de n.(z, p,t), porém devemos

utilizar a identidade

1 pitq
2m)*w(p,q)

As equagoes (5.64) e w(p, q) = VP2 + ¢* + m? garantem que |[AT(p, 7, t)|> e w(p, 7)

dependem apenas de ¢?. Assim, além de uniforme, fe(z, p,t) tem componente nao

]
N>

5 (p, G 2, p) A0 (p, G 2, p) = (5.84)

nula apenas na direcao do campo elétrico,

je(zap_: t) = _](t)27 (585)
onde?
‘ 1 j% L
10 =g [ dp [ o o= 1A a0 (5.86)

A corrente de pésitrons é semelhante a de elétrons, porém oposta,

jp(z> ﬁa t) = ](t)2> (587)

devido a acao oposta do campo elétrico sobre elétrons e pdsitrons. Esses resultados
permitem-nos concluir que os valores esperados das taxas de criagao de elétrons e

de positrons na presenca do campo elétrico, além de uniformes, sao idénticos,

we(z, g, t) = wy(z, p, t) = w(t), (5.88)

2A escolha do sinal “—"foi feita para que a grandeza j(t) fosse positiva.
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onde

w(t) = %n(t) : (5.89)

Esse fato mostra que elétrons e pésitrons sao criados aos pares de forma a garantir

a conservagao da carga elétrica e, dessa forma, w(t) representa a taxa de criagdo

desses pares. Por fim temos que as distribuigoes espectrais sao dadas por

— V — —
Ae(p> q, t) = 4—71_3 AJ’_ (p> q, t)|2 (590)
e

onde V = [dz [d*p é o volume da regiao sob a acao do campo elétrico. Como ve-
mos, a distribui¢ao de pésitrons pode ser obtida da de elétrons por meio da relagao
Ay(p,q,t) = Ac(—p,—q,t), o que novamente reflete o efeito contrario do campo
elétrico sobre essas particulas. Devido a essa propriedade, é necessario analisar ape-
nas a distribuicao de elétrons. Esta distribuicao é dada, a menos do fator V/4n3,
2,

pela fungao |AT~(p, ¢, t)|?, de forma que podemos dizer que essa fungao representa

a distribuigao espectral. A forma genérica de |AT~(p, ¢, t)|* como funcao da compo-
nente do momento paralela ao campo, p, para momento transverso ¢ e tempo fixos,
é ilustrada na figura 5.2.

Nota-se um degrau em torno de p = 0, isto é, uma variacao abrupta dessa funcao
desde valores muito pequenos em p > 0 até um patamar em p < 0, o qual se estende
sobre todo o intervalo —eFEt < p < 0. Pode-se mostrar que essa funcao é par em
relacdo ao ponto p = —eFEt/2, o que significa que sua forma em pontos a esquerda
do eixo p = —eFt/2 é o reflexo de sua forma a direita. Com isso o comportamento
da fungao em torno do ponto p = —eFEt é simétrico ao do ponto p = 0, o que se
comprova graficamente.

A figura (5.3) ilustra a mesma fungao, porém para dois instantes distintos.

Observa-se que o degrau em torno do ponto p = —eF't desloca-se para a esquerda

quando ¢t aumenta, obviamente, contudo o degrau em torno do ponto p = 0 e a
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W AT (p. G D)

_\eEt 0| p/VeE

Figura 5.2: Distribuicao espectral de elétrons na presenca de um campo elétrico, |A+T~(p, 7,1)|?,
como fungao da componente do momento paralela ao campo p/veE, para momento transverso ¢

e tempo fixos.

AT (p, ¢; 1)]? m 0,1

-
——

<=

<

1
-

—50 —925 0| p/VeE

Figura 5.3: Distribuigao espectral de elétrons na presenga de um campo elétrico, |AT~(p, 7, t)|?,

como fungao da componente do momento paralela ao campo p/veFE, nos instantes veEt = 25 e

50, quando /(72 4+ m?)/eE = 1.

altura do patamar permanecem inalterados. Isso mostra apenas um alargamento do

patamar com o tempo sem alteracao das demais caracteristicas da distribuicao.

A expressao da distribuicio para t = oo, |AT(p, 7, 00)|?, pode ser obtida da

96



equacao (D.9) do Apéndice D3. Conforme esperado pela analise do gréifico anterior,
a distribuicao nesse regime apresenta apenas um degrau em torno de p = 0 com
um patamar que se estende de p < 0 até p = —oo. Dessa forma restringiremos
seu grafico, ilustrado na figura 5.4, apenas a regiao nao trivial correspondente ao

transiente do degrau.

|AT(p, ¢ o0) |

0| p/VeE

Figura 5.4: Distribuicao espectral de elétrons na presenca de um campo elétrico, |AT~(p, ¢, t)|?,

como fungdo da componente do momento paralela ao campo p/veE, quando t = oo e

V(T2 +m?)/eE = 1.

A altura do patamar é definida como a fungiao |AT~(p, ¢, o0)|* avaliada em p =

—00, resultando em (Apéndice D)
2 2
|A* (=00, 7, 00)|2 = e~ T(@" + M) /eE (5.92)

Interessante notar que, a todo instante, a distribuicao |AT(p,q,t)|*> possui um
valor nao nulo na regiao p > 0, o que significa que sempre é possivel encontrar

elétrons movendo-se a favor do campo elétrico. Esse fato se torna notavel quando

3Para isso devemos utilizar a forma assintética da série confluente presente nas funcoes fy (1, )

e g+(n,v),

1F1((L,C; Z) \z\j}oo ?((Zg L3¢ 7 + % (—z)*aj

sendo que, nesse caso, apenas o segundo termo contribui.

97



investigamos a distribuicao em instantes proximos a t = 0 j4 que, nesse regime,

observa-se um pico simétrico em torno de p = 0, como mostra a figura 5.5.

AT (p, G 1)

0 p/VeE

Figura 5.5: Distribuigao espectral de elétrons na presenga de um campo elétrico, |AT~(p, 7, t)|?,

como funcdo da componente do momento paralela ao campo p/veE, quando t — 0 e

V(T2 +m?)/eE = 1.

Isso mostra que, assim que o campo elétrico é ligado, elétrons propagantes contra
e a favor do campo sao criados em quantidades aproximadamente iguais. Esse é um
resultado contra-intuitivo, a menos que lancemos mao da idéia de que os pares cria-
dos provenham de pares virtuais que ja possuem seus momentos lineares flutuantes
independentes do campo elétrico aplicado; se todo momento linear dos pares criados
tivesse origem no campo aplicado, seria paradoxal obter elétrons propagantes a favor
do campo ou positrons contra.

De forma geral, o comportamento da distribuicao espectral de elétrons no ins-
tante t pode entao ser entendido da seguinte forma: elétrons sao criados continu-
amente do instante ' = 0 até o instante ¢’ = ¢t com momento aproximadamente
nulo, e ganham o impulso —eE(t — t')Z pela agdo do campo elétrico. Essa continua
criacao de elétrons, responsavel pela formacao de um pico em torno de p = 0, e esse
continuo impulso fornecido pelo campo elétrico, responsavel pelo deslocamento desse

pico para a esquerda de eE(t —t'), geram uma superposigao de picos que formam o
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patamar. Assim o degrau em p = 0 corresponde a elétrons criados em t' = t, e que
portanto nao sofreram impulso, enquanto que o degrau em p = —eE't corresponde
a elétrons criados em t' = 0, que sofreram o impulso —eF't.

Como vimos na equagao (5.81), a densidade de elétrons n(t) é obtida pela in-
tegracao da distribuicao espectral (47%)~Y A+~ (p,q,t)|*> no espago de momentos.
Desse modo, n(t) depende de (473)~1|A*~(p, ,t)|*> apenas de forma global, isto é,
detalhes locais da distribuigao espectral como pequenas oscilagoes nao contribuirao
significativamente para a densidade de elétrons. Em contrapartida, como pode ser
visto na figura (5.2), o comportamento global da distribuigao no limite ¢ — oo in-

(7> +m?)/eE

dica um patamar, de altura e™ , que se estende sobre toda a regiao

—eFt < p <0 e um valor nulo fora dessa regiao,
-9 2
A (.G 1) = 0(p)Op + Bty e T Fm)/eE (5.93)
Esta equacao tem significado mais preciso quando sob o sinal de integral,

—2 2
/ dp |A (p, T, 0)|? o eBt e ™A~ +m7)[eE (5.94)

t—o0

ou mais genericamente,

[ (A (.G 0P) = eBep(e (@ Fm)/eE), (5.95)

t—o0

onde F(x) é qualquer funcao que se anula quando seu argumento é nulo, F'(0) = 0.
Assim, usando a expressao (5.94) na equagao (5.81), obtemos que a forma assintética

da densidade de elétrons é dada por

n(t) — 2 [ g @ e (5.96)

t—o0 471'3
a qual é facilmente reduzida em

n(t) = t CEV —mm?/eE (5.97)

t—o0 471'3 e




A taxa de criacao de elétrons, dada pela derivada temporal da densidade de elétrons,

equagao (5.89), tem entdo a forma assintdtica

w(o0) = (fo T [eE (5.98)

a qual coincide com o resultado obtido na referéncia [92]. Podemos fazer algumas
observagoes a respeito dessa expressao: primeiramente vemos que, devido ao fator
exponencial, a taxa de criagao s6 possui valor aprecidavel para campo elétrico com
intensidade da ordem do campo critico E., = m?/e (h = ¢ = 1), assumindo rapida-
mente valores despreziveis para campos menos intensos. Como vimos no inicio do
capitulo, esse valor para o campo critico ¢ justamente aquele estimado de acordo
com o principio de incerteza. Além disso, essa expressao indica claramente que a
taxa de criagao de pares é um resultado nao perturbativo, isto é, nao é possivel
obter, para essa expressao, uma expansao em série de poténcias do campo elétrico.
Dessa forma seu calculo exige sempre métodos nao perturbativos.

Por exemplo, pode-se utilizar o modelo do mar de Dirac da Mecanica Quantica
Relativistica, o qual se constituiu no primeiro modelo para o vacuo do campo
fermioni-co. Na Mecanica Quantica Relativistica, o operador de Dirac Hp (dado na
equagao (4.1)) era interpretado como a hamiltoniana do campo fermionico, de forma
que seus autoestados de autovalores negativos eram interpretados como modos de
elétrons de energias negativas. Como esses elétrons nao sao observaveis, Dirac pos-
tulou que todos esses modos de energia negativa estariam populados com elétrons,
formando um “mar de elétrons” que constituiriam o vacuo nessa teoria. A partir do
espectro de energia de elétrons livres, +/p2 + m?2, onde p é o momento do elétron
e m a sua massa, concluia-se que existia uma lacuna de energia 2m entre os elétrons
do mar e os elétrons reais (de energia positiva). Assim, se fosse fornecida uma en-
ergia maior ou igual a 2m a um elétron do mar, este poderia se tornar um elétron
real, deixando um buraco no mar, que seria interpretado como um pésitron. Assim,

ao fornecer ao vacuo uma energia maior que a massa de repouso de um par elétron-
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positron, poderiamos ter a formacao de um par real dessas particulas. A taxa de
criacao de pares devida a aplicacao de um campo elétrico muito intenso sobre o

vacuo poderia entao ser entendida da seguinte forma: sob a acao do campo elétrico,

elétrons do mar adquirem energia w = —\/p(z)2 +¢2%2+m? + eEz, a qual pode as-
sumir qualquer valor real, —oo < w < 0o. Com isso, esses elétrons podem tunelar a
regiao de lacuna e alcancar estados de energia positiva, tornando-se elétrons reais e
deixando um buraco no mar, de forma a gerar um par elétron-pésitron. Esse calculo
é feito por Holstein [92], tanto resolvendo a equagao relativistica de Dirac como por
meio do método de aproximagao semiclassica WKB, resultando exatamente na taxa
de criagao de pares (5.98).

A primeira vista esse resultado nao coincide com os da literatura, que garantem

que a taxa de criagao de pares tem por forma assintotica

2
e—nam/eE. (5.99)

Ocorre que a taxa de criacao de pares amplamente calculada na literatura nao cor-
responde, conforme (5.69), ao nimero de pares elétron-pdsitron criados por unidade
de volume e tempo, mas relaciona-se a probabilidade do véacuo persistir no vacuo

na presenca do campo elétrico, conforme a equacao
—iHpgt !

0l = HEL 0Y2 = exp [— v dt’wo(t’)] , (5.100)
0

onde V' é o volume da regiao sob a acao do campo elétrico. Com isso, ambas as
taxas possuem definigoes distintas e, dessa forma, w(t) nao precisa coincidir com
o resultado (5.99). A fim de esclarecer essa diferenca, faremos, na préxima segao,
um estudo detalhado da estatistica da criagao de pares com o intuito de reproduzir
ambos os resultados.

Note que a amplitude (O|e_iﬁEt|O>
caso, (O|e_iﬁEt|O> = exp(z'V/Otdt' Leg(t'), de forma que a taxa de criagao de

permite definir a lagrangiana efetiva nesse

pares wy(t) seria definida por meio da parte imaginaria da lagrangiana, wg(t) =
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—21Im Lg(t). No entanto, iremos realizar apenas o célculo da probabilidade de per-
sisténcia do vécuo, | <0\e_iH 0)[2, sem contudo determinar a fase dessa quantidade,
(O|e_iHEt\O>/|(O|e_iHEt\O>\. Com isso nao iremos determinar a parte real da la-
grangiana efetiva, responsével pela dinamica do campo elétrico afetada pelo vacuo
fermionico, mas determinaremos apenas a parte imaginaria, que consiste da taxa de
criacao de pares.

Para concluir nossos resultados vimos que, na presenca de um campo elétrico
uniforme aplicado ao vacuo do campo fermionico, temos a criagao de elétrons e
positrons aos pares. Obtivemos expressoes para varias grandezas que caracterizam
o sistema, como as densidades de elétrons e pdsitrons, suas correntes, taxas de criagao
e distribuicao espectral, todas em funcao da distribuicao |A*~(p, ¢, t)|?>. Uma andlise
cuidadosa dessa quantidade possibilitou uma compreensao da dinamica do sistema

como também permitiu a obtencao da forma estacionaria da taxa de criagao de

pares.

5.4 Estatistica da criacao de pares

Nesta secao estudaremos a estatistica da criagao de pares, isto é, determinare-
mos as probabilidades de serem criados n = 0,1,2,... pares elétron-pdsitron pela
presenca de um campo elétrico aplicado ao vacuo. De posse dessa estatistica de-
terminaremos tanto o niimero médio de pares criados, donde extrairemos a taxa de
criagdo w(t) definida por (5.69), como a probabilidade de nenhum par ser criado,
donde extrairemos a taxa wy(t) definida por (5.100). Mostraremos entao que essas
taxas reproduzem os resultados (5.98) e (5.99), de forma que constituem quantidades
distintas e, portanto, nao contraditérias.

Para estudarmos a estatistica da criacao de pares, analisaremos o estado do
sistema no quadro de Schrodinger, o qual contém toda a informacao pertinente ao

sistema. Conforme o Apéndice E, esse estado, dado pela evolucao do estado de
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vacuo na presenca do campo elétrico, pode ser reescrito na forma
e~ it )y — (o)e—iHEt)) S0 gy (5.101)
onde S () é o operador de criacio de um par elétron-pésitron

B = 2/dp/d2q Aj_ p’q’? e (p, @) do(—p, ) (5.102)

T A .
Desenvolvendo a exponencial eS ®)" em série de poténcias, podemos reescrever a

equagao (5.101) na forma

e~ Hut)0) = (o= o) 3 0SSO0 (), (5.109)

onde definimos os estados normalizados

U

OV
V{01868 (1)tn[0)

E fécil verificar que os estados |¢,(t)) sdo autoestados dos operadores niimero de

[Un(t)) = (5.104)

elétrons e de podsitrons com autovalor n, de forma que eles correspondem ao es-
tado do sistema apds uma medida do ntimero de elétrons ou de pdsitrons. Sendo
entao autoestados normalizados de operadores hermitianos com autovalores distin-

tos, podemos garantir que os estados |¢,,(t)) formam uma base ortonormal,

(U (O)|1n(t)) = S - (5.105)

As equagoes (5.103) e (5.120) mostram entao que, na evolu¢do do vécuo na pre-
senca de um campo elétrico, podemos ter a criacao de n = 0,1, 2, ... pares elétron-
positrons. A probabilidade de medirmos n pares é entao obtida do produto escalar

entre os estados do sistema antes e depois da medida,
Po(t) = ()]~ HE|0) 2 (5.106)

a qual, utilizando a equagao (5.103), toma a forma

1

nl2

Po(t) = =5 [(0le = H = 0)[2 (0[S (1) S 1)1 [0) (5.107)
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Para o cédlculo das probabilidades utilizaremos a expressao
A ~ 1 00 2n
(0PSO emS M0y = 3 T (018 (1)"5(8)"[0) (5.108)
n=0 n.
a qual é obtida desenvolvendo as exponenciais em série de poténcias e utilizando a
defini¢ao e ortonormalidade dos estados |1, (t)). Multiplicando entao ambos os lados
dessa equacao pelo fator |(O|e_iHEt\O>\2 e utilizando a equagao (5.107), obtemos a

funcao geradora das probabilidades
G G4\t
Z 2P, (1) = |(0le~ et |0) 2 025 (DS (D)) (5.109)

No Apéndice F deduzimos a equagao

09O 0 10) = exp [V [ap [ g (102 2@ EOE
T (5.110)

porém, para o calculo da funcao geradora, necessitamos ainda determinar a proba-

bilidade do vécuo persistir no vacuo, |<0|e_iHEt|O>|2. Para o célculo deste fator,

utilizaremos a equacao

_ih S(1) G(p)t
[(0]e = Hit |0y 2 0SB S(®) j0) = 1 (5.111)
a qual é obtida da equagao (5.101) usando o fato de que o estado e_iHEt|O> é

normalizado. Com isso a probabilidade de persisténcia vacuo-vacuo é obtida subs-

tituindo na equagao acima a expressao (5.110) com z = 1,

—iH V L
O HE ) —exp |5 [ap [@qm (1= a7 @anP)|. G2
Substituindo as expressoes (5.110) e (5.112) na equagao (5.109), obtemos a funcao
geradora das probabilidades P,(t),

S €M P (1) = exp {4 3/dp/d2q m( e —1)|A+-(p,q*,t)|2>}. (5.113)

n=0

As probabilidades sao, portanto, dadas pelos coeficientes da expansao da expressao

acima em série de poténcias em &,

Pu(t) = %%exp [%/dp/dzq In (1 . 1)\A+_(p,cf,t)|2)] L:o‘ (5.114)
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Por exemplo, a probabilidade de nao medirmos qualquer par é obviamente dada
pela probabilidade de persisténcia vécuo-vacuo (5.112), Py(t) = \<O\e_iHEt\O>\2,

enquanto que a probabilidade de medirmos um par é dada por

Pi(t) = Py(t) /dp/d2 3P (5.115)
4’ 1—\A+ P, q;1)]?

A forma explicita das probabilidades torna-se mais complicada conforme n aumenta.
Contudo, a expressao (5.113), como é préprio de fungoes geradoras, permite-nos
obter resultados interessantes independentemente dessa forma explicita. Por exem-
plo, tomando £ = 1 nessa expressao verificamos que a soma das probabilidades é a

unidade,
Z P,(t)=1. (5.116)
n=0

Por outro lado, se derivarmos a expressao (5.113) em relacao a £ e tomarmos £ = 1,

obteremos o niimero médio de pares formados,
> nP,(t)=n(t)V, (5.117)
onde n(t) é a densidade de pares que, consistentemente, reproduz a equacao (5.81),
1
t:—/d /d2 AT (p, g, t)]?. 5.118
n(t) =1 [ dp | Tq|A(p,G1)] (5.118)

E interessante notar que a equacao (5.107) permite-nos obter os fatores de nor-

malizagao dos estados |1, (1)),

1 1 | Py(t)
5 5.119
Vos@rsmo) N A e
de forma que os estados |1, (t)) podem ser reescritos na forma
| (t)) = Folt) S( ) 0). (5.120)

P(1)
Dessa forma, conseguimos analisar a estatistica da criacao de pares, determinando

tanto as probabilidades de formagao de n pares, equagao (5.114), quanto o estado
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do sistema apés a medida dos n pares, equagoes (5.120) e (5.119). Por outro lado,

utilizando a equagao (5.107), podemos reescrever a equagao (5.103) na forma

e~ Hpt|g) = (Ol 0 S Pa(t) [ea()) (5.121)
[(0fe=¢H Bt |0y 10

Portanto, obtivemos o estado do sistema a menos do fator de fase,
(0= 0}/ (0l ¥ 0)).

Agora, podemos determinar as taxas de criagdo de pares w(t) e wp(t). A taxa
w(t), definida por (5.69), corresponde ao numero de pares elétron-pdsitron criados
por unidade de volume e tempo e, portanto, relaciona-se a densidade de pares n(t)
por meio da equacao (5.89). Ja a taxa da literatura, wy(t), esta é obtida ao ree-
screvermos a probabilidade de persisténcia vacuo-vacuo (5.112) na forma (5.100),

donde identificamos
¢ / / 1 2 4 — 2
[ a wo(t):——/dp/dqln<1—|A (p, 3. 1)| ) (5.122)
0 473

t
A forma assintética de / dt' wo(t") pode entao ser obtida da equagao (5.95), o que
0

resulta em
t -2 2
/ dt' wo(t') 2. — eEt /qu ln( e~ m(@ +m >/€E>. (5.123)
0

Com isso ¢é facil verificar que a taxa wy(t) tem a forma assintética

/d2q In <1 _ (@ +m )/eE) (5.124)

wo(00) = 47T3

a qual, apods integragao, resulta em

wo(00 Z e [el (5.125)

Esse é o celebrado resultado de Schwinger [16] para a taxa de criacdo de pares em
campo elétrico aplicado. Obté-lo assim é uma indicacao da consisténcia do nosso

formalismo e de seu acordo com os formalismos existentes.
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E interessante notar que, no regime t — 00, podemos determinar exatamente
a funcao geradora das probabilidades de criagao de pares. De fato, utilizando a

equagao (5.95), podemos converter a expressao (5.113) em
> E 2 2
S EPL(t) T exp [w% [ #qm (1 L(E— e @ +m )/eEﬂ . (5.126)
n=0 T

Resolvendo a integral em ¢ obtemos a forma assintética da funcao geradora,

473 n?

S EP(t) 2 exp {w (CE)” $~ Ly EZ V" —nm? eE} L (5.127)

n=1
E importante analisar o regime de campo fraco, F << m2/6, uma vez que o0 campo

critico Ee, = m?/e possui um valor demasiadamente alto (F. ~ 10 V/m). Nesse

caso teremos e_ﬂm2/ ek - 1, de forma que a expressao anterior pode ser simpli-
ficada,
S P (1) o o€~ DVt (5.128)
onde -
w = ﬁfﬁz T [eE (5.129)

Nesse regime nao hé distingao entre as taxas de criagao de pares w(t) e wo(t) (ambas
sao dadas por (5.129)), e as probabilidades de criagdo de n pares, obtidas da equagao

(5.128), obedecem a uma distribuigao de Poisson com o ntiimero médio de pares wV't,

Pty = WV vt (5.130)

¢
e pl

A figura 5.6 mostra o comportamento dessa distribui¢cao no tempo.

Em t = 0, quando o campo elétrico é ligado, nao temos a criagao de nenhum
par, de forma que P,(0) = 1. A medida que t aumenta, temos uma probabilidade
nao nula de criar pares, de forma que a probabilidade de nenhum par ser criado,
Py(t), diminui no tempo. J4 a probabilidade de criarmos apenas um par, Pj(t),
esta é nula em t = 0 e cresce inicialmente no tempo. Conforme ¢ aumenta, temos a
probabilidade de serem criados mais de um par, de forma que P;(t) passa a decrescer

no tempo.
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Figura 5.6: Probabilidades de criacdo de n = 0, 1,2, 3 pares elétron-pésitron, P, (t), como funcao

do nimero médio de pares wV't.

5.5 Funcoes de estado

Como vimos nas se¢oes anteriores, na presenca de um campo elétrico, o vacuo
evolui para um estado no qual podemos medir n = 0,1, 2, ... pares elétron-pésitron,
equagao (5.121). De posse desse estado, foi possivel determinar diversas grandezas
que permitem analisar o sistema. Para isso utilizamos o formalismo canonico que
exige que lidemos com operadores e suas relacoes de comutacao-anticomutagao. No
entanto, a manipulacao de operadores pode, em determinados casos, ser dificil e
trabalhosa. Seria entao interessante obter meios de evitar essa manipulagao algébrica
e extrair, na forma de funcoes, toda a informacao 1util do sistema. Dessa forma
iremos, nesta se¢ao, obter as quantidades que permitem uma descricao do sistema
na forma de funcoes: as funcoes de estado* do sistema.

A definicao dessas quantidades é feita a partir dos estados de n pares livres,
P1s @15 P @ T 5 P G Tl P G )

1 1 7 C T 7 - ~ —
= ﬁ drﬁl(p;w qn/)TCrn(pna qn)T R dT,ll (p’l’ qll)TCT’l (pl’ CJ1)T|O> , (5131)

4Adotamos a nomenclatura “funcoes de estado”ao invés de “funcdes de onda” para distinguir as

primeiras das autofuncoes do operador de Dirac, como as que foram determinadas na secao 5.2.
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uma vez que as fungoes de estado de n pares elétron-pésitron sao dadas pelo produto

escalar entre os estados acima e o estado do sistema,

n

rl,ri,,,,,rn,r,’n (pla q_i7 p?[? @[/7 e 7p7l7 (j;lﬂ p;w q_;7,,7 t)
= (P, QoD G P s P G e Y 0) (5132
IS n)inr’'n
Substituindo a expressao (5.121) nessa equagao e utilizando o fato de que apenas o

estado [, (t)) com n' = n pares contribui no produto escalar, temos que a fungao

de estado pode ser reescrita na forma

n

T e Th, (p17Q17p1,q17...;pn,q*n;p;“q*n/;t)

Oe—ZHEtO . .
_ 0 —7 ) VIO U oo (01 @D 550 @3 P @i 1) 5 (5:133)
(0l HEt|0))|

onde

n

2o . . oo 7.
r17r’17___7rn7r;1(p17q17p17q17"'7pn7qn7pn7qn7t)

= (P, @ TGP @ T 3P G T D G T [0 (1)) - (5.134)
E possivel mostrar que as fungoes auxiliares 1™ sao normalizadas para a unidade,
[iv [ Ea [ai [ @ [ap. [ @0 [ [0 5 PP
=t/ =
XIS vt e (P @5 DL @ - ;zan,q*n;z%qn;7f)l2 =1, (5.135)

de forma que, usando a equagao (5.133), as fungoes de estado dos sistema serao

normalizadas para as probabilidades P,(t),

[ o [ Ea [t [ & [ [ @0, [ ol [0, 50 PSP
rn=%r/=
X8 ot (DU GG P @55 Py G s G5 )] =Pn(t). (5.136)

O fato de as fungoes de estado nao serem normalizadas para a identidade reflete o fato
de que nao ha uma conservacao do niimero de pares no sistema: a norma das fungoes

de estado podem variar na medida em que pares forem criados ou aniquilados.
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Podemos vislumbrar a forma explicita da funcao de estado de n = 0 pares,
¢(t) = (0le ™ Hrl 0y, (5.137)

a de n =1 par,

AT (p, ¢: )

G qst) = — (o)~ HEt gy ST 5 s NsG+qY), (5138
oot T 50) = = 0 o) 2P ED 5 sty i), (5139

e a de n = 2 pares,

¢r21,r’1;r2,r’2 (ph q’lvp/lv Jll;p27 Jva;v @/7 t)
. —ZI:IEt A—i_—(plaq_)l;t) A+_(p2>(j2;t)
— (0] 0) d L
A~ (p1,¢i;t) A= (pa, G2; t)
X[ 071,07 0(p1 +P1)O(G1 + @) 670,00 (P2 + 13)0(G2 + G) (5.139)

- 57‘2,7"16(])2 + pll)(s((j? + q_'ll) 67‘1,7"26(291 + pé)d((ji + q_)2,) ] :

Pela simples observacao dessas fungoes, podemos obter informagao sobre o sistema:
por exemplo, as fungoes delta de Dirac na expressao (5.138) indicam claramente
que o elétron e o pdsitron do par possuem momentos opostos; a expressao (5.139)
indica uma clara antissimetria na permutagao de elétrons, (p1,q,7r1) < (P2, @2, 72),
ou de pésitrons, (p, ¢/, 1) < (Ph, @5, r5), consistente com o fato de serem particulas
idénticas e fermionicas. Por outro lado, se quisermos informacao sobre a distribuicao
de momentos de n pares incluindo todas as correlagoes entre particulas, isto é, a
distribuicao de probabilidades de n pares no espaco de momento, basta tomar o

moédulo quadrado da respectiva funcao de estado.

5.6 Condicoes de contorno na criacao de pares

Como ja mencionado, o processo de criacao de pares elétron-positron pela agao
de um campo elétrico pode ser entendido como uma desestabilizacao de pares vir-

tuais de particulas causada pelo campo externo, fazendo com que os pares virtuais
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decaiam em pares reais. Em contrapartida, vimos que condi¢oes de contorno im-
postas sobre o campo fermionico afetam suas flutuagoes de ponto zero, na medida
em que restringem a dinamica de pares virtuais de particulas. Entao é natural supor
que, se confinarmos o campo fermionico e, simultaneamente, aplicarmos um campo
elétrico externo, as condigoes de contorno irao afetar o processo de criagao de pares.
Em particular, seria interessante amplificar o efeito de criagao de pares.

Nesta secao, queremos estudar a influéncia de condigoes de contorno, impostas
sobre campo fermionico, no processo da criacao de pares. Desejamos considerar
um campo fermionico confinado entre duas placas paralelas e sujeito a um campo
elétrico uniforme paralelo a essas placas. Neste sentido, a condi¢ao de contorno mais
realista para simular o confinamento seria a do modelo de sacola MIT, no entanto,
nessa primeira abordagem do problema, adotaremos uma condi¢cao mais simples: a
de antiperiodicidade do campo fermionico na regiao entre placas. Considerando que

as placas se localizem nos planos y = 0 e y = a, esta condicao é expressa por
U(x,a,z,t) = —Y(x,0,2,1). (5.140)

Quanto ao campo elétrico, este sera ligado no instante ¢t = 0, assumindo um valor
constante na direcao z parat > 0, E=Ez A condicao de contorno, por outro lado,
deverd estar presente a todo o instante, de forma que teremos um campo fermionico
somente sob condicao de contorno para t < 0 e sob condi¢ao de contorno e campo
externo para t > 0. Como a condi¢ao de contorno ocorre em uma direcao ortogonal
a do campo elétrico, ela afeta somente a componente de momento da direcao vy,
que passa a ter espectro discreto: g, = (2n + 1)7/a, onde n = 0,+1,£2,... Neste
sentido, os calculos na presenca da condicao de contorno sao muito semelhantes
aos calculos na sua auséncia, desde que facamos as adaptacoes necessarias para a

passagem de espectro continuo para espectro discreto. Assim, integrais na varidvel

111



qy sao substituidas por somatdérios no indice n,

/dqy () — =X Z F((2n+ 1) /a). (5.141)
Com essas adaptacoes, podemos obter as diversas grandezas relacionadas a criagao
de pares na presenca de condi¢ao de contorno. Iremos analisar apenas uma tnica
grandeza, o valor assintético da taxa de criagao de pares definida pela equagao (5.69).

Entao, aplicando a substitui¢do acima na equagao (5.96), obteremos a densidade de

elétrons sob condicao de contorno,

_, ekt 2r & 2,2
n(a:) oo 73 3/ WD € Tld; + (2n + 170 /a® w7 /eE (5149

n=—o0
donde, diferenciando no tempo, podemos extrair a taxa de criacao de pares sob
condigao de contorno,
w(a, 00) = / qu—W i —Tla2+ (2n+1)*n%/a® + m®] JeE (5.143)
n=—oo
Efetuando as integrais e somatorios, obtemos a forma final da taxa de criacao de
pares no caso de um campo fermionico sob condigao de contorno antiperiddica,

3/2
(6E> 6—7Tm2/€E9 ( —47T3/€ECL2)’ (5144)

w(a,o0) = 52

onde 65(0, z) é a fungao de Jacobi,

02(0,2) = S LHUDT (5.145)

Se afastarmos infinitamente as placas, a — 0o, devemos obter o limite sem condicao

de contorno. Isso pode ser comprovado por meio da equagao [98]

R —zy
mlirgl+\/;92(0,e ) =1, (5.146)

que mostra que, nesse limite, recuperamos a expressao (5.129),

2 2
(ZE?? e fel (5.147)
s

w(oo,00) =
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Dessa forma, podemos ver que as condi¢oes de contorno impostas sobre o campo

fermionico corrigem a taxa de criacao de pares pelo fator

w(a, o0) 2 —47° JeEa®
= 05(0, , 5.148
w(oo, OO) /_GECL 2( € ) ( )

o qual depende apenas do parametro veFa. A figura 5.7 mostra esse fator como

funcao da distancia entre as placas. Podemos entao verificar que essa quantidade
é sempre menor que a unidade, aproximando-se de 1 quando retiramos a condigao
de contorno. Assim, diferentemente do que gostariamos, o confinamento do campo

apenas atenua a criacao de pares.

1,0 w(a,oco)
078_w(oo,oo)
0,6l
0,47
0,2}

5 4 6 8 10 12
elia

Figura 5.7: Razao entre os valores assintéticos no tempo das taxas de criagdo de pares com e

sem condigao de contorno como func¢ao da distancia a entre as placas.

E interessante notar que a taxa de criagao sob condigao de contorno antiperiddica,
equagao (5.144), é uniforme na regiao entre placas, isto é, independe de z. Isto ocorre
porque a condicao de contorno antiperidédica nao quebra a simetria de translacao do
espaco e, dessa forma, todas as grandezas desse sistema deverao ser uniformes no

espaco. De fato, pode-se mostrar que um campo fermionico que satisfaz a condigao
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de contorno (5.140) satisfaz também a equagao

v(x,y+a,z,t)=—U(x,y,2,t), (5.149)
de forma que o campo apresenta antiperiodicidade em quaisquer dois planos perpen-
diculares a direcao y e distantes de a entre si. Essa simetria de translagao significa
que a condicao de contorno antiperiddica nao estabelece fronteiras fisicas nos planos
y = 0ey = a, isto é, nao simula verdadeiramente a presenca de placas nesses planos,

mas representa uma compactificacao da dimensao y.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Estudamos, neste trabalho, diversos fenémenos apresentados pelo vacuo do
campo fermionico como resposta a estimulos externos. De fato, devido as suas
flutuacoes de ponto zero, o vacuo fermionico apresenta uma estrutura capaz de res-
ponder a campos externos e condi¢oes de contorno. Nesse sentido exploramos o efeito
Casimir fermionico, que mede a resposta do campo fermionico ao confinamento, a
lagrangiana efetiva de Euler-Heisenberg, que resume os efeitos do vacuo fermionico
na dinamica do campo eletromagnético, e o fenomeno da criacao de pares elétron-
positron, que representa uma instabilidade do vacuo fermionico frente a campos
eletromagnéticos muito intensos.

No capitulo 2 fazemos uma revisao sucinta sobre o efeito Casimir, que corres-
ponde a uma tensao em fronteiras ocasionada pelo confinamento de um campo em
uma regiao do espaco. Introduzimos primeiramente o efeito Casimir do campo
eletromagnético e, posteriormente, discutimos o efeito Casimir do campo fermionico.
Estudamos apenas o caso de geometria plana, isto é, o confinamento do campo
fermionico entre duas placas paralelas, simulado pelas condi¢oes de contorno MIT, e
determinamos a energia de Casimir por meio do método de soma de modos. Anali-

samos entao como as diferencas entre esses dois campos se refletem na energia de
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Casimir. Vimos que a maior diferenca reside no fato de que, ao contrario do campo
eletromagnético, o campo fermionico possui massa. Nesse sentido verificamos que
a presenca da massa suprime o efeito Casimir fermionico para distancias de confi-
namento maiores que o comprimento de onda Compton do elétron. Constituindo-
se apenas de uma revisao do efeito Casimir fermionico, nao apresentamos, nesse
capitulo, nenhum resultado novo.

No capitulo 3, estudamos a influéncia de um campo eletromagnético externo na
energia de Casimir fermionica com o intuito de verificar se a acao do campo externo
é capaz de intensificar o efeito Casimir. Para isso consideramos novamente o campo
fermionico confinado entre duas placas paralelas, via condi¢cao de contorno MIT,
porém agora, sob a acao de um campo magnético uniforme e ortogonal as placas.
Calculamos entao, a partir do método de soma de modos, a energia de Casimir
desse problema e mostramos que o campo magnético é capaz de amplificar o efeito
Casimir, mas nao a ponto de torné-lo mensuravel. A expressao que obtivemos para
a energia de Casimir sob campo eletromagnético esta de acordo com o resultado
anteriormente obtido Elizalde, Santos e Tort [21]. Poderiamos, como uma extensao
desse trabalho, estudar o efeito de um campo magnético paralelo ou obliquo as
placas, ou mesmo a acao de um campo elétrico sobre as placas.

Ja no capitulo 4, estudamos a influéncia de condigoes de contorno na lagrangiana
efetiva de Euler-Heisenberg. Consideramos o mesmo sistema do capitulo anterior
e, para a determinacao da lagrangiana, utilizamos também o método de soma de
modos. No entanto, mesmo que os cédlculos dessa quantidade tenham muita seme-
lhanca com os realizados no capitulo anterior, a lagrangiana efetiva apresenta uma
expressao distinta da energia de Casimir, uma vez que sao quantidades distintas
e, por isso, exi-gem processos de renormalizacao diferentes. A expressao final para
essa lagrangiana efetiva também constitui um importante resultado nosso, uma vez

que ela pode ser utilizada para descrever processos lineares e nao-lineares no campo
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magnético. No entanto, concentramo-nos apenas nos resultados lineares, dos quais
extraimos a permeabilidade magnética (p,,) do vacuo confinado entre duas placas
paralelas. Esse é um resultado interessante que apresenta um valor consideravel-
mente maior, na escala de nm e um, do que aquele para condicoes de contorno an-
tiperiddicas [27]. Extensoes desse trabalho seriam as mesmas propostas no capitulo
anterior, mas ao invés de determinarmos a energia de Casimir, determinariamos
as demais componentes do tensor de permeabilidade magnética e também as com-
ponentes do tensor de permissividade elétrica. Um outro seguimento interessante
desse trabalho seria calcular a lagrangiana efetiva, que obtivemos pelo método da
soma de modos, usando outros métodos de calculo, como por exemplo o método de
Schwinger, o método da funcao zeta ou o método da regularizagao analitica proposto
por Elizalde, Santos e Tort para o calculo do efeito Casimir [20, 21].

Por fim, estudamos, no capitulo 5, o fenomeno da criacao de pares elétron-
positron, a partir do vacuo fermionico, pela presenca de um campo elétrico sufi-
cientemente intenso. Diferentemente do exposto na literatura, abordamos o tema
sob varios aspectos, determinando diversas grandezas que caracterizam esse sis-
tema. Nesse capitulo apresentamos entao diversos resultados novos: determinamos
(a) as densidades de elétrons e de pésitrons originados a partir do vacuo, as quais se
demonstraram grandezas homogéneas no espaco, devido a uniformidade do campo
elétrico aplicado; (b) as correntes de elétrons e de pdsitrons, as quais se demons-
traram homogéneas, paralelas ao campo elétrico, porém opostas entre si, devido
a agdo contraria do campo; (c) as taxas de criacdo de elétrons e de pdsitrons, as
quais, além de homogéneas, apresentaram o mesmo valor, devido a conservagao
da carga; (d) as distribuigoes espectrais de elétrons e de pdsitrons, cujo compor-
tamento foi cuidadosamente analisado, e que se apresentaram simétricas, devido a
agao contraria do campo; (e) as probabilidades de criacdo de n pares, as quais, em

determinado regime, se aproximavam de uma distribuigdo poissoniana; (f) a taxa de
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criacao de pares relacionada a probabilidade do vacuo persistir como vécuo, a qual
coincidiu, consistentemente, com os resultados da literatura; (g) os estados no qual
o sistema colapsa ap6s uma medida do ntimero de elétrons ou de pésitrons; (h) o
estado em que o vacuo se encontra durante a interagao com o campo elétrico e, por
fim, (i) as fungdes de estado que descrevem os n pares elétron-pésitron formados,
que demonstram que elétrons e positrons sao criados com momentos opostos, car-
regam a antissimetria devida a particulas fermionicas idénticas e que contém todas
as correlagoes de momento entre as particulas formadas. Finalmente, analisamos a
influéncia de condicao de contorno na criacao de pares, estudando de que forma uma
condigao de contorno antiperiddica no campo elétrico se reflete na taxa de criagao de
pares. Concluimos que, nesse caso, a condi¢ao de contorno reduz a taxa de criagao.
Como extensoes desse trabalho, poderiamos estudar a influéncia de uma condicao
de contorno confinante, como a do modelo de sacola MIT, sobre a taxa de criagao de
pares. Além disso, mesmo na auséncia de condi¢ao de contorno, seria interessante
obter a parte real da lagrangiana efetiva de Euler-Heisenberg para campo elétrico
uniforme e magnético nulo, a qual deriva da fase da amplitude de persisténcia do
vacuo, e verificar que, no limite assintético, essa quantidade reproduz os resultados
da literatura. Seria também interessante determinar, na presenca ou nao de condigao
de contorno, fungoes de correlacao do campo de matéria, isto é, o valor esperado no
vacuo do produto de grandezas avaliadas em pontos distintos do espaco de posicao

ou de momento.
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Apeéendice A

Autofuncoes do campo fermionico

confinado

Queremos estudar o problema do campo fermionico confinado entre duas placas
paralelas distantes de a entre si, isto é, queremos analisar o espectro de energia e
o conjunto completo de niimeros quanticos que caracterizam cada modo normal do
campo confinado. Para isso devemos entao diagonalizar o operador de Dirac (2.44),
isto é, encontrar seus autovalores e autofuncoes sob as condigoes de contorno MIT

(2.62) e (2.63). A tentativa mais simples para essas autofungoes sao ondas planas,
T(pi7) =E@)e? " (A1)

Para que (A.1) seja solugdo de (2.49), vemos que £(p) deve satisfazer a equagao
espinorial

(7 @ +mp) (D) = wi(p). (A.2)

O espinor £(p) é uma matriz 4 x 1 ou um quadriespinor, que pode ser repartido em

duas matrizes 2 x 1 ou biespinores, ¢(p) e x(p),

W@>
X®) )
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Com a forma explicita das matrizes de Dirac, equagao (2.45), obtemos a equagao de

autovalores e autovetores

(ml ﬁ-ﬁ)<¢(ﬁ)):w<s@(ﬁ))' (Ad)
p-d —ml ) \x(P) x(p)

O autovalor w é obtido entao da equacao secular

det((w_m)l e ):o, (A.5)

—

—p-d  (w+m)l

que se reduz a

(W —m?—p?)*=0. (A.6)

Assim os autovalores sao simétricos e duplamente degenerados,
w=tw(p), (A.7)

w(p) =\/D?+m?2. (A.8)

Retornando (A.7) em (A.4) teremos a equagao de autovetores

((iw(ﬁ)—mﬂ S )(wi@)zu "

—p-g (£w(p) +m)1 ) \ x+(p)

A matriz vetorial de Pauli possui a propriedade
i-Gb-G=d-bl+iaxb-q. (A.10)
Fazendo @ = b = 7 em (A.10), teremos
(7-0)° =p"1. (A.11)

Multiplicando a equagao biespinorial superior de (A.9) por p’- ¢ e utilizando (A.11),

obteremos a equacao inferior de (A.9), mostrando que sao linearmente dependentes.
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Assim, para as solugoes de autovalor positivo, w = 4w(p), utilizaremos apenas a
inferior,

7802 (5) = (@) + m)x+ (7). (A.12)

Esta equacao tem por solucao geral

pr(0) = (W@)+m)Cy(p),
X+(p) = P04 (p), (A.13)

onde C';(p) é um biespinor arbitrario. Substituindo (A.13) em (A.3) e o resultado

em (A.1), ficaremos com

w(p) +m)CyL(p .
W"'(ﬁ;f*’):(( (? j ) +<7)62P'T. (A.14)
P 3CL(p)
As solugoes de autovalor negativo, w = —w(p), sdo obtidas semelhantemente,
—p-aC_(p N
U (pi7) = ( ) ) P (A.15)
(w(p) +m)C_(p)

Assim (A.14) e (A.15) sao autofungdes do operador de Dirac com autovalores w =
+w(p) e w = —w(pP), respectivamente, porém nao obedecem a nenhuma condigao
de contorno especifica. Queremos impor as condigoes de contorno (2.62) e (2.63).
Facamos uma andlise para as solugoes de autovalor positivo pois as de autovalor
negativo serao semelhantes. Tentemos impor (2.62) e (2.63) em (A.14). Com (2.62)
e (2.60) em (A.14), teremos

( L _Z'g.a—) ((w(ﬁ)+m)0+(ﬁ)) 20— (A.16)
izd 1 - 7CL(P) = |
Com (2.63) e (2.60) em (A.14) teremos
( 1 ié-&’) ((w(ﬁ)—i—m)CJr(p)) N (A.17)
a1 550 (7) S |
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Eliminando os fatores de fase em (A.16) e (A.17) e somando-as obtemos

((W(ﬁ) +m>0+<ﬁ>)
7-3C ()

0 que nos gera a solugao trivial ndo desejada W' (p;7) = 0. Tentemos entdao uma

=0, (A.18)

superposigao de duas solugoes da forma (A.14), ou seja, de mesmo autovalor w =
+w(p), porém uma com momento linear p'= pz + k e outra com p=—pz+ E, sendo
ka componente do momento paralela as placas, k= k2 + k,y. Repartindo também
o vetor posi¢ao em componentes perpendicular e paralela as placas, ¥ = zZ + g, com

p = T + yy, teremos

- (w(pa E) +m)A(p> E) ) k
U (p, k2, p) = n N Caa
(p.k:2.7) ( (02 + k) - FA(p, k) )
((w(p, k) +m)B(p, k‘)) dpz k-0 (A1)
(—pé—i—E) -0 B(p, ]Z) | |

w(p, k) = \p2 + k2 +m?2. (A.20)

Vamos impor a condi¢ao (2.62) em (A.19),

( 1 —ié-&) ((w(p,E)+m)A(p>E))eiE.p"
iz - (pz2+k)-dA(p. k)

-, -,

)(W@%%HMB@,)

+

onde

}—lQl

A propriedade (A.10) fornece
(2-8)2=1 e 2-Gk-G=iixk-&. (A.22)

Semelhante ao ocorrido em (A.9), uma multiplica¢do por Z-¢ mostra que as equagoes
superior e inferior de (A.21) s@o linearmente dependentes. Assim utilizando somente

a superior, encontramos

-

M(—p,kK)A(p, k) + M(p, k)B(p,k) =0, (A.23)
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onde

M(p, k) = (w(p, k) +m+ip)l+ 2 x k-&. (A.24)
Como M (p, E) e M(—p, /Z) comutam, a solugao geral de (A.23) é dada por

Alp k) = M(p,k)o(p, k)
B(p,/g) = _M(_p>E)¢(p>E)> (A25)

onde ¢(p, k) é um biespinor arbitrario. A substituicio de (A.25) em (A.19) fornece

-

( (w(p, k) +m)M(p, k)o(p, k)

U (p, k2, p) =

onde inserimos o fator (27)~! por conveniéncia. Impondo agora a condigao (2.63)

m (A.26), obteremos

( 1 m&’) ((w(p,g)+m)M(p,E)¢(paE))ez'pa
1 (

—iz-7 pzZ+k)-dM(p, k)p(p, k)

B ( 1 m&’) ((( P k) +m)M(—p, k)o(p,
—i2-d 1 (—=p2 4+ k) - GM(—p, k)o(p,

Novamente as equagoes superior e inferior de (A.27) sdo linearmente dependentes.

l

)
)

N‘l@

) eI — 0 (A.27)

A superior nos dara

-

M (p, )M (p, K)$(p, K)e'P? — M(~p, =K)M(—p, E)p(p, K)e =P = 0.  (A.28)

—

Utilizando-se a propriedade (A.10) com @ = b = 2 x k, obteremos

(txk-3)?=(xk)1=Fk21. (A.29)

—~
N>

Com isso (A.28) se reescreve como

{[(@(p, k) + m+ip)> — 2] — [(w(p, k) +m —ip)® — B ] e~ P} g(p, k) =
(A.30)

123



A solucao ¢(p, E) = 0 gera apenas a solugdo trivial T (p, k; z,p) = 0 e portanto
deve ser descartada. Substituindo (A.20) em (A.30), ficamos com

(m + ip)eP? — (m — ip)e PL =0, (A.31)

ou ainda msen pa + pcospa = 0. As solugbes dessa equacao formam um espectro

discreto de forma que ela fica melhor escrita como
masen p;a + pacospa =0, (A.32)

onde p;, [l =1,2,3,..., indica a [-ésima raiz positiva em ordem crescente.
Voltemos agora ao problema de Dirac e resolvamos o ultimo passo, a normal-

izagao da funcao de onda. Queremos impor que
/d2p / dz Ut (py, K 2, Y0 (o K 2, ) = 6(F— 7). (A.33)
0

Substituindo (A.26) em (A.33), usando a identidade

/d2 (eihﬁ)*eik’.ﬁ_é(lg_E/) "™
p or o ’

e a propriedade MT(p, E) = M(—pi, E), teremos apds uma série de cédlculos que o

-

biespinor ¢(p;, k) deve satisfazer a equagao

&' (pu, K)N (p, k) p(pi, k) = 1, (A.35)

onde definimos

N(p, k) == 2a[(w(p, k) +m)? + p? + k2] M(py, k) M(—py, k)

- %ema{[(wmﬁwmﬂ—p%+1¥211—z2p,2><E~&}M2<pl,12>
l

— ZEPIR il ((py, B) )2 — R+ K2 1+ i2pE x kG Y M2 (—p1, ).
Y2
(A.36)
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A fim de resolver (A.35) procuremos os autovalores e autovetores de N (p;, k). Obser-
vando (A.24) e (A.36) vemos que o dnico operador distinto da identidade presente

em N(p,k) é 2 x k- &, de forma que os autovetores desse iltimo operador serao

—

também autovetores do primeiro. Definindo as componentes ky = (& £ ig) - k,
podemos escrever
- 0 —ik_
Zxk-d= . (A.37)
1k 0

Resolvendo a equagao de autovalores e autovetores para (A.37), teremos
txk-Gus(k)=s|klus(k) , s==%I1, (A.38)

onde u4(k) sdo os autovetores

H- (" I (239
u = —= y u_ = —= o y .

i V2IE| \ ik, V2IE\ IR

0s quais sao ortonormalizados,

ul (F) ug (k) = 8,y . (A.40)

Os autovalores de N (p;, k) seriio entdo obtidos via (A.38), ou seja, trocando-se 2 x k-&

por seu autovalor s |k|. Assim
N (pr, k) us(k) = ng(pr, k) us(k) (A.41)

onde definimos

—, -, —,

ns(pr, k) = 2a [ (w(p, k) + m)? + p? + k] my(pr, k) ms(—pi, k)

senpa ;
SEnP ipra

n [(w(pl,g)+m)2—p12+E2—i28pl|E|]m§(pl,E)

— SR I (o )+ m)? i+ R 4 2 R T (i ) (A2
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ms(py, k) sdo os autovalores de M (py, k),

-, -,

M (pr, k) us(k) = ma(pr, k) us (k) (A.43)

ou seja,

ms(p, k) = w(p, k) + m+ ip, + s |k| . (A.44)

Usando (A.40) e (A.41) concluimos que

(L 5 s
S ORI LG N S (A.45)
ns(pla k) \V Tbs (pla k)
de forma que para s’ = s temos solugdes para (A.35),
" J(k
oy = By (A.46)
ns(pi, k)

Substituindo (A.46) em (A.26) e usando (A.43), teremos as fungoes

-, -,

- A w(p, k) +m)u, . ik-p
\D:(pl,k§2>m = ms(pi, k) (( (P, k) ) ;))) elplze

na(p, k) \ (02 + k) - Fug( 2m
ma(—p. k) (<w<pz’ £+ m)m(f)) T
ns(p, k) \ (=pi2 + k) - Gus(k) 2
Analogamente podemos determinar as solugoes de autovalor negativo. Elas serao
da forma
C D [ —E k) Guk)\ . ik
\I]s_(plak;z>m = M ( ( l 5 ) (_))) 6Zpl367
ng(p, k) \ (w(pe, k) +m)us(k) o
oK) [ —(=pE+ k) - Gug(k o
- Lpllf)( ( plzf o (j) —ipz ¢ (A.48)
ns(pr, k) \ (W(pi, k) +m)us(k) T
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Apeéendice B

Calculo da integral de contorno

(2.99)

Na secao 2.7.2 nos deparamos com o problema de somar sobre o nimero quantico
1, 0 qual nao possui forma analitica. Dessa forma foi necessario recorrer ao teorema
do argumento que transformava o somatoério sobre p; em uma integral no plano
complexo,

N /222 \/
Ze_)\ prjm? ot _ L% dz e~ AV +u2dilnf(maz), (B.1)
C z

e 2mi
onde

f(maz) = masen (maz) + (maz) cos(maz) . (B.2)

Vérias consideracoes devem ser feitas a respeito da integral acima: primeiramente
devemos estender analiticamente a fungao real v/z? + u? sobre o plano complexo,
a fim de obter a funcao complexa /22 + u2, presente no lado direito da equacao
(B.1). Faremos isso adotando v/22 + u? como a composta da extensao /z com
22 + 1%, Para /2 adotaremos a linha de ramificacio como o eixo real negativo de
seu argumento. Quanto ao ramo da fungao plurivoca /z, por se tratar de uma

extensao analitica, somos obrigados a escolher aquele que tenha a mesma imagem
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da funcao real y/x para pontos do eixo real positivo. Dessa forma a extensao fica
totalmente determinada por

NP C ha Re(z) # —||. (B.3)

V2, /|2l + Re(z)

Na forma cartesiana a equagao (B.3) escreve-se como

;:2;_;Ldﬂ4wﬂ+x+w/ (B.4)
V2 VP FP 4 |

onde nota-se sua indefinicao em y = 0 e x < 0, como esperado pela ramificagdo. No

caso da extensao v/z2 4+ u?, por ser uma fungdo composta, suas ramificacoes serao

definidas quando o argumento da funcao raiz, 2% + «2, for um ntimero real negativo,

{IZO’ ou {sz, (B.5)

y>u, y < -—u.

Y
(7

Interessante também notar que, devido a equacao (B.3), a extensao /z obedece

Sy

a desigualdade

|z] + Re(z)

Re(vz) = > 0. (B.6)

A equagao (B.6) vale para todo o dominio de 1/, isto é, em todo o plano complexo

excluindo a ramificacdo. Assim a desigualdade também valera na composta,
Re(vz2+u?) > 0. (B.7)

Na expressao (B.1) ha o aparecimento da fungao e~ AV2 +u? - goy médulo serd

dado por

|€—)\\/ 22 4 u2| _ e—)\Re(v 22 + u2) . (B.S)
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Das equagoes (B.7) e (B.8), temos
S22 42
e WETE o (B.9)

Novamente isso ocorrera para todos os pontos do plano complexo excluindo as rami-
ficagoes (B.5). Isso nos traz certo conforto na integracdo de (B.1), deixando-nos a

preocupagao apenas com a funcao

i n maz :maM
~In f(maz) Fimas) (B.10)

Vamos escolher o contorno C' que evite as ramificacoes e os zeros indesejados, no
caso p; com | = 0,—1,—2,... Restringiremos assim C' ao semiplano Re(z) > 0. A
fim de conter a primeira raiz, p;, que devido a (A1.56) encontra-se no intervalo
m/2a < p; < w/a, C' deve cortar o eixo real positivo em z = § onde 0 < § < 7/2a.
Para englobar N raizes, C' deve novamente cortar o eixo real entre py e pyi1.
Como queremos muitas raizes, trabalharemos no regime N — oo de forma que,
usando (A1.57), teremos py = (N — 1/2)7/a e pyy1 = (N +1/2)7/a.

Cortar muito préximo a uma das raizes significa integrar muito préximo a um
polo da funcao (A4.17). A fim de evitarmos isso, faremos a intersegdo de C' com o
eixo real ocorrer exatamente em N7 /a, o que é aproximadamente a média das raizes
PN € DN+, Visto (A4.19). Proponhamos entao para C' a forma dada na figura B.1.

Com isso (A4.3) escrever-se-a como
Z e TAVPLME Uy Ly (1) + (1V), (B.11)

onde

() = QLM_/A_A dyi e WO+ W) +u? 1(21nf(ma(5+zy))
ma /N”/m“ —)\\/ (z —iA)2 4+ 2 ['(ma(z — iA))
2 f(ma(x —iA))’
B ~ M\ (N7/ma + iy)? + u2 ['(N7 + imay)
() = 2m/ dyi e \/ f(N7 +imay) ’

_ mha 0 —)\ (x + 1A)? + 2 f'(ma(z +iA))
(IV) /. T V Atz +13).

(1) =

(B.12)

21
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>
A

u "/5 ‘\/Nﬂ/ma
f’irl/Qa z

>
Y

Figura B.1: Contorno C.

Analisemos
f'(maz)  —mazsen (maz) + (ma + 1) cos(maz) (B.13)
f(maz) masen (maz) + maz cos(maz) ’ '
nas integrais (II) e (IV). Substituindo-se z = x + iA nessa expressao, usando as
identidades
sen (r £iy) = senxcoshy +icoszsenhy,
cos(x +iy) = coszcoshy Fisenzsenhy, (B.14)

e dividindo-se numerador e denominador por ma(z £ iA) cosh(maA), teremos

f'(ma(x £1A))

f(ma(x £iA))

ma + 1 cos(max) F isen (max) tgh (mal)

— sen (max) F i cos(max) tgh (maA)

ma x +1A
sen (maz) & ¢ cos(max) teh (mad) + cos(max) F isen (mazx) tgh (mal)

x +iA
(B.15)

No limite A — oo teremos

f'(ma(x £ 1A)) ( ( 1 ))

N 1+ ————— B.16
f(ma(x £iA)) T mavaz: + A2))’ ( )
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de forma que nesse caso a fungao (A4.17) tem comportamento assintético constante.
Analisemos agora o comportamento da funcao 22 + u?. Para| z |>> ue Re(z) >0

podemos expandi-la como

VET = z+(’)<q—2). (B.17)

| 2|
Para as integrais (II) e (IV) temos que (A — o0) | z£4A |>> u e portanto, usando
(A4.25), ficamos com

: . u?

e por conseqiiéncia

_)\ :l:AQ 2 - _ )\u2
M EAR U _ _FidA, (ol ). (B.19)

(A4.24) aliado a (A4.27) permite-nos escrever

ma i A R ol i)
4

2mi fma(z £iA))
__ma A [N —)\x< <1/ma+Au2>)
F5 ¢ /6 dx e 1+0 N . (B.20)

Com (A4.28) em (II) e (IV) de (A4.20) chegamos a conclusao que

ma Nm/ma — _y.. 1/ma + Au?
Podemos fazer A = (M + 1/2)w\ onde M é um inteiro tal que M — oo, de forma
que cos(AA) = 0 e assim nos livramos da contribuigao (II) 4+ (IV). Vamos proceder

agora ao célculo de (III). Usando (A4.21), (A4.22) e o fato de que sen (Nw) = 0,

temos, dividindo numerador e denominador por (N7 +imay) cosh(may), e tomando

N —
f' (N7 + imay) _ i tgh(may) + (ma + 1)/ (N7 + imay)
f(N7 + imay) 1+ i tgh(may) ma/(Nm + imay)
— i tgh(may) (1 4 o( ! >) . (B.22)
VI m2at i
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(A4.25) nos fornece que

2

mau
N )2 +ut =N ' (9( ) , B.23
\/( w/ma +iy)? +u w/ma + iy + NaCEETr ( )

de forma que

e_)‘\/(NW/ma +iy)®* +u® _ —ANm/ma, —i\y (1 n (’)( Amau? )) |
VN2 + m2a%y?
(B.24)

(III) de (A4.20), (A4.32) e (A4.34) permitem-nos escrever, no limite A — oo

__ima__A\Nn/ma [ —i\ 1
(1) === e / /_OO dy e " tgh(may) (1 + (9<\/N27T2 n m2a2y2>) '
(B.25)

—ANT/ma

Pode-se mostrar que a integral em y é finita de forma que a exponencial e
deve anular, no limite N — oo, a contribuicao (III).

De (A4.31) e (A4.36) concluimos que (A4.20) reduz-se, nos limites A — oo e

N — o0, a
X /2 2 2 1 —\./ 7212 2 d ]
=1 21 dy
(B.26)
Ou seja, resumimos C' ao contorno aberto
Y
Ur 1o
T
_ui *
Figura B.2: Contorno simplificado.
Para o célculo de (A4.37) podemos expandir
d . d .
o In f(ma(d + iy)) = o In f(imay) + O(dma) . (B.27)
Y Y
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Definindo a fung¢ao

g(may) := —if(imay) = masenh (may) + may cosh(may) , (B.28)
podemos escrever
d d
& In f(imay) = & In g(may) . (B.29)

Queremos agora analisar o comportamento, no limite 6 — 0, de

VO +iy)? +u = \Ju2 — y? + 82 + i20y. (B.30)

Vemos que o radicando tem parte imaginaria da ordem de ¢ e portanto muito menor

que a parte real. Via (A4.7) teremos nesse limite

\/§+(’)(%> , x>0,

Jrrwe el s>l (B3
z's(y)\/|:)5|+(9<\/|yi|> , <0,
T

onde s(y) é a fungao sinal de y. Com (A4.41) em (A4.42) ficamos com
Vu? —y?2+0(9) ,—u<y<u,
(0 +iy)? +u? = (B.32)

is(Y)Vy? —ur+0() ,y>uouy < —u.
Dividindo a integral de (A4.37) nas trés regioes de (A4.43)

/dy:/ dy+/ dy+/_ dy (B.33)
e adotando (A4.38) e (A4.40), teremos, quando § — 0,

f:e_k\/p?/m2 ot _ %e_)‘u + (1) + (id) + (i41) , (B.34)

=1

onde

u _ 2 4,2
() =— —P [ dye V" yd%lng(may),

2mi J—u
Lo Ny — w2 d
(11) = 57 /. dye a0 In g(may) ,
1 —u ] 2 _q2d
(i) = - 5~ /_ dy cTAWVY —u gy ma(may). (B.35)
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P significa o valor principal em y = 0 e o primeiro termo provém do semiresiduo
nesse polo.
De (A4.39) vemos que g(may) é uma funcdo impar, g(—may) = —g(may), logo

sua derivada serd fungao par, ¢’'(—may) = ¢'(may). Dessa forma a fungao do inte-

grando
g'(may)
— Ing(may) = ma B.36
dy (may) g(may) (B36)
serd, de acordo com (A4.46) e (A.47), impar,
g'(—may) g'(may) d
— In g(may =ma ——= = —ma = — —lIng(may). (B.37
dy (may) y——y g(—=may) g(may) dy (may). (B.37)

Os integrandos em (i), (ii) e (iii) de (A4.45) serdo entdao fungbes impar em y.
Juntando isso ao fato de que os limites em (i) sdo simétricos, este termo torna-se
nulo, () = 0.

A mudanga de varidvel de integragao em (iii), y — —y, juntamente com sua
paridade, fornece-nos

AP /mE e 1 l/oo [
e =—3e +7r s dysen (A\/y? —u )dy In g(may) . (B.38)

=1
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Apéndice C
Deducao da equagao (3.58)

Neste apéndice queremos deduzir a equagao (3.58). Para isso substituiremos

(3.14) na primeira equagao de (3.22) e faremos a permutacao de indices n — ¢,

_ 0
(% + E) ¢q,n(8+7 S—) = \/a ¢q—1,n(3+, S—) . (Cl)

Por outro lado, se substituirmos (3.19) na terceira equacao de (3.22) e fizermos a

troca de indice ¢ — ¢ + 1, teremos

S_ 0
(? - E) ¢nq Sy,S5-— \/Q+ ¢nq+1 Sy,5-). (CQ)

Multiplicando (C.1) por ¢, 4(s+,s-), (C.2) por ¢, n(s+,s-), e subtraindo os resul-

tados, obteremos

G Oun(52.52) Gna(52:520) = VA Gym1a(54,5-) dnglsss)

- \/C]‘l‘ ¢qn S, 8 ¢nq+1(s+,8_). (C?))

Somando no indice ¢ = 0,1, 2, ... e utilizando a propriedade

¢q,n(s+a S—) = Cbn,q(s-i-a S—)* ) (04)

teremos

08+ Z¢nq S4, 8- ¢nq(3+7 —)
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_Z\/_¢q 1n S+7 )¢nq(3+,5’_)
B Z V4 +1 ¢qn S48 (bn q+1(8+, 8_) . (C5)

Realizando a troca de indice ¢ — ¢ — 1 no tltimo somatdério, é facil verificar que os

somatoérios do ladodireito sao idénticos e portanto se cancelam,
a Z¢nq S+,5- ¢TLQ(S+>S ) =0. (CG)
S+ 4

Analogamente podemos obter a equacao

88_ Zgbnq Sty 85— ¢nq(3+>5 ) =0. (07)

As equagoes (C.6) e (C.7) mostram que o somatério nao depende de s, e s_, portanto
pode ser avaliado em s, = s_ = 0,

Z (bn ,q S+, — (bn q(3+7 —) = Z (bn,q(ou O>* ¢n,q(07 0) . (CS)

q=0

Se utilizarmos o valor da funcdo ¢, ,(s, s-) nesse ponto,

n eB
Dn,q(0,0) = (=1)"0nq D (C.9)
sera facil concluir a identidade (3.58),
eB
Z Cbnq 54,5-)" ¢n q(s—i-a s_) = or (C.10)
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Apeéendice D

Altura do patamar da distribuicao

espectral

Queremos obter a expressao para a altura do patamar da distribuigao espectral.

Para isso utilizaremos a expressao

AT (p,q;t) = 2 ot (n, ) X, V)x(n+ 1, 0) 0" (n+1,v), (D.1)

obtida da equagao (5.64), onde

p q* +m?
— , V= 5 T:\/E_Et D2
n== ") (D.2)

Tomando o médulo quadrado dessa expressao e usando a identidade (¢'x)* = xT¢

e a propriedade
1 N0, — VO,

+ + =24 222 ¢ D.
onde
1 0 1 0 0 1
1= . 0, = e , (D.4)
0 1 0 -1 1 0
obteremos
1 no, — V0.
A+_ 7_:t 2 = € ) T<]—+M) e )
AT (p, q,1)] 4Ezie,:ix(n 2) N (n,v)



(n+ 7)o, —vo,
CEE

X xe(n+T, 1/)*(1 — )XE(H—I-T, v). (D.5)

Essa expressao pode ser reescrita na forma

N0, — VO,

Vi ) Pl)

(n+7)o, —vo,

. 1
ACEanP = u[Dm(1+

x D+ ) (1- )o@+ 7). (D0)
(7 407
e Fenv) f-(n.v)
L(nv) fo(nv
Dw»o:( ). (D7)
9+(n,v)  g-(n,v)
Usando o fato de que D(n, ) é uma matriz unitéria,
D(n,v)'D(n,v) = D(n,v)D(n,v)' =1, (D.8)
é facil concluir que
. 1
AT (p, g 1) = 12— u(J ) +7v))], (D.9)
onde
J(n,v) = D) == D, v). (D.10)

/772 + 1/2
Para determinarmos a altura do patamar, devemos primeiramente tomar o limite
2

t — oo na expressao (D.9), obtendo a distribuigao |A*(p, ¢, 00)|?, e posteriormente

tomar o limite p — —o0, que nos conduzird a expressao
1
[AT7 (=00, g, 00)[” = 7[2 = tr(J (=00, v) (00, ¥) )]. (D.11)

Devemos entao obter, primeiramente, a forma assintética das fungoes presentes na
equacao (D.7) quando n — +oo. Isso é feito por meio da forma assintética da série
confluente,

1Fi(a, e 2) 2 L)

|z| =00 m (_z>_a7 (D12>
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que nos fornece

Fr(nv) e AW) i /2 4% /21n n| ’
G (1,v) ;T £ B(v)e /2= /2In 0]
fo(1,v) 2 F B) /24 @ 2]
g-(1,v) , 7 A(w)* e~ /2= @2 In]n]. (D.13)
onde
A(v) Vot B(v) = e~/ Vave ™ /F (D.14)

T T(1/2+w2/4) 20 (1 —iv2/4)
Nao ¢ dificil obter, entdo, a forma assintética de J(n,v),

([ AWP = [BWI?)  —24()"B(v)” )

(D.15)
—2A(v)B(v) F(AW)? = 1BW)P)

J(£o0,v) = (

, vemos que a altura do patamar

depende apenas dos parametros |A(v)|* e de |B(v)[?,

2 _ 1+ (1AW = [BW)P)? — AW B()
> .

Substituindo essa expressao na equagao (D.11

)
(

|AT™ (—00, §, 00)| (D.16)

Esses parametros podem ser facilmente determinados com o uso das as identidades

Y T

(1 —iy)|* = [(1/2 +iy)|* = D.17
Pa- P = 2P = (o)
resultando em
2 2
1 /2 1 —e—TV/2
AP =5 B = —F (D.18)
2 2
Com isso torna-se facil verificar a expressao
2
AT (~00,q,00)P =T, (D.19)
que, com a substitui¢ao da expressao (D.2), torna-se
2 2
IA+ (—o00, §,00)|? = e~ TG~ +m7) /el (D.20)
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Apeéendice E
Evolucao do estado de vacuo

Queremos, neste apéndice, deduzir a equagao (5.101). Para isso devemos utilizar

a equacao
(e fte,(p, et e qyle™ Y = 5, .6(p — p)o(7— )1, (E1)

obtida pela insergao de exponenciais na primeira equacao de (5.43). Entao, substi-

tuindo a equacao (5.63) e sua hermiteana conjugada nessa tltima expressao, obtemos
AT (p, @) + AT (p, @ ) = 1. (E2)

De forma anéloga, inserindo exponenciais na segunda e terceira equagoes de (5.43)

e usando as equagoes (5.63) e (5.65), teremos

AT, @) + AT (p, ¢ ) =1 (E.3)

A ) AT (P, ¢ 1) + AT (p, ¢, 1) AT (p, 40 ) = 0. (E.4)

As equagoes (E.2), (E.3) e (E.4) permitem-nos entao obter as equagoes
AT (. @O = AT (p, @O, (E.5)
AT @@ + 1A (¢ ) =1 (E.6)
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AT (p, @ ) AT (p, @ t) + A (p. . t)" A (p, ¢, t) = 0. (E.7)

Com isso, combinando o hermitiano das equagoes (5.63) e (5.65) e usando as equagoes

(E.7) e (E.6), obtemos a expressao

A (0,06 0. D) + A (. T 0 (—p =) ) e = d(—p— eBt—).

(E.8)
Multiplicando essa expressao por |0) a direita e por et 5 esquerda, temos
A+ -
b,q,1) .
(e~ + 2P E D, 1)~ H 0y = 0. (5:9)
(1, qt) "

Por outro lado, combinando as equagoes (5.63) e (5.65), obtemos

(A0 00— 570 (=) )M

— (AR anAT (.2 — AT (DA q:w)ar(p, D, (E10)

donde podemos deduzir a equagao

. AT (p,q.1) ; N\ —iHt
(0 q) — ———=5d-(—p, —q )6 0)=0. E.11
(&0, ~ R sy o~ ) (B11)
Se entao definirmos o operador
0= X [do [Pa it LN (B2
r==+
poderemos reescrever os operadores entre parénteses das equagoes (E.9) e (E.11) na
forma
. AT (p,q,t) » G4\t G\t
Cr(pv @ - #Ch(_pu _q_>T = eS(t) C?‘(pv @6 S(t) ) (E 13)
A~ (p.q.1)
; AT (p. 4t S(t)f (t)
d(—p, =) + e, )T =e —q)e E.14
( 7) A (.00 (p, ) ( 7) (E.14)
Substituindo essas expressoes nas devidas equacoes e multiplicando-as por ) (t)T,
teremos
_ SNt i F
er(py e 5 =) — 0, (E.15)
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. I Y 2
d,(—p, —q)e ) =it |gy _ (E.16)
- S —iH L
Essas expressoes mostram que o estado e S)'e—iH t|0> ¢é aniquilado pelos oper-
adores ¢.(p, §) e czr(—p, —q), de forma que esse estado deve ser proporcional ao estado

de vacuo,

o\t i
e=0 O =i Ht 0y — N(1)[0) . (E.17)
Para determinacao do fator de proporcionalidade devemos utilizar o fato de que o
superoperador S (t)! aniquila o estado de vécuo a esquerda,

oSt =o, (E.18)

o que nos permite deduzir a equacao

N

_ T
©0le=5®" = (0. (E.19)
Entao, se multiplicarmos a equagao (E.17) por (0|, obteremos

N(t) = (ol |0y (F.20)

A

o . - T
Substituindo esse resultado na equagao (E.17) e multiplicando-a por S(t) , obter-

emos

e~y — (o1~ i1y S gy (E.21)
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Apeéndice F
Deducao da equagao (5.110)

Queremos, neste apéndice, demonstrar a equagao (5.110) do texto. Para isso
G G\t
devemos primeiramente derivar o termo <0|e$S (t) xS (t) |0),

D 0jerSOerS 00y = 0} 3(1)e"S 0oy

A

+ (0[S M g(pytexS®) o) (F.1)

Desenvolveremos apenas o primeiro termo do lado direito da expressao acima, ja
que o segundo termo é o seu complexo conjugado. Assim, substituindo o hermitiano

conjugado do operador (5.102) nesse primeiro termo, obtemos
Ig(t) S S 2 + paqat)
(011§ (t)e” E/dp/d A= g
R G(+)F
% (0?5, (—p, —q>cT<p,q>e$5<t> 0). (F2)

Para desenvolver esse termo, devemos inserir identidades da forma

(2S(t)—2S(t) _ j

Y

(015 Od, (~p, -6 (o, D™ Do)
_ <O|€x§(t)eg;5*(t)f(e—xé(t)* d.(—p, — @exé(t)*)

~

(e e (. DO 0y (7.3)
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O célculo dos termos entre parénteses é andlogo aquele utilizado nas equagoes (5.63)

e (5.65), resultando em

QAT ot AT (p,q,t) -
=S (0, eSO = 6, ) + 2 DB Gt

A A A—=(p,3,t) "
6_x5(t>Tczr(—p, _@eIS(t)T = d.(—p,—q) — x% (0.t (F4)

Ao substituirmos essas expressoes na equacao anterior, devemos utilizar a equacao

d,(—=p, =@)d,(=p, —7)"|0) = 6(0)3(0)[0) , (F.5)

onde §(0) e §(0) representam funcoes delta de Dirac de argumento nulo, §(0) =
5(p)]p=0, 6(0) = (9| 7=g- A representacdo em integral de Fourier da fungao delta
fornece as expressoes 4(0) = (2r)~" [ dz, 6(0) = (27)~2 [ d2p, de forma que podemos
escrever 6(0)6(0) = V/(27)3, onde V = [dz [ d®p é o volume do espaco sob a acio

do campo elétrico. Com isso a expressao (F.3) adquire a forma

01”5 O d, (—p, e (p, D™D 0)
_ Vv xN‘(p,q,) 2S(t) St
P A (g0 &

2 (AT (TN 2S(t) 5 7 zS(t)f
(3 gy ) 00 e (—p. )"0y ()

Tomando o complexo conjugado dessa equacao, teremos

01" e, (p, )1 d, (—p, —)1e™S D o)
_ v xN (p,q,t)* zS(t) 2S(t)!
G A, g0 0

o[ AT (P @ )N 2S(E) 5 . zS(t)f
(3= ye) 0 i p e o) (£7)

As duas ultimas equagbes permitem-nos escrever

(012 O d (—=p, — e (o, e V) 0)
_ vV AT 1 a5(1) 28 (t)!
e A .00, A a P 0 58
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donde podemos deduzir a equagao

<O|6x§(t)g(t)6x§(t>T|O>
AT (p.g.t)|?

qr

A==(p,q,t)

< (0[S (e 5W'0)

Como o lado direito dessa equagao é real, podemos concluir

~ A ~

(01”5 M 5(e)1erS 1)) = (015D 31175 M o)

(F.10)

Utilizando os dois tltimos resultados na equagao (F.1), nos deparamos com a equagao

diferencial
0
— <0‘6$5() S(t)f 10)

A (p, Gt
s

A~ (p,q,t)
< (0[50 S0 o)

a qual tem como solugao a expressao

<0‘6$S(t) e:l:'g(t)T ‘O>

4 2 2 ?
:exp[m/dp/dqln(lex )]

Utilizando entdo a equagao (E.6), obtemos a equagao (5.110) do texto.

At (p,q.t)
—(p,q,1)
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