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RESUMO

BAIAO, Mauro Ferreira. Andlise dinAmica de um sistema de satélites vin-
culados na vizinhanca dos pontos colineares. 2010. Dissertagdo (Mestrado em
Astronomia) - Observatério do Valongo, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, 2010

Este trabalho analisa a evolucao dinamica de satélites formados por duas massas
ligadas por um cabo, conhecidos na literatura internacional como Tethered Satellites. A
partir de uma abordagem lagrangiana as equagoes de movimento sao deduzidas para o caso
plano na vizinhanca dos pontos colineares, em particular para o L, do problema restrito
dos trés corpos. E realizada uma andlise da influéncia de parametros como: comprimento
do cabo, razao de massas e condicoes iniciais com o proposito de se estudar as alteragoes
orbitais dos satélites. Os pontos de equilibrio do sistema sao analiticamente estudados,
bem como um estudo da estabilidade destes pontos afim de se obter solucoes periédicas nas
suas vizinhancas através do Método de Continuacdo Numérica. As aplicagoes numéricas
se concentram nos sistemas Terra-Lua e Sol-Terra, apesar do carater geral das equagoes

obtidas.






ABSTRACT

BAIAO, Mauro Ferreira. Dynamic analysis of a satellite system linked in neighbor-
hood of the Lagrangian points. 2010. Master Thesis in Astronomy - Observatory Valongo,

Federal University of Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2010

This paper analyzes the dynamic evolution of satellites formed by two masses con-
nected by a cable, known as Tethered Satellites. A from a model and a Lagrangian
approach the equations of motion are deducted for the neighborhood plan in case of
collinear points, particularly for the L2 the restricted problem of three bodies. Is an
analysis of the influence of parameters as cable length, mass ratio and initial conditions
with the purpose of to study the alterations of the satellites. The equilibrium points of
the system are analytically determined, as well and made a study of stability in order to
obtain periodic solutions in their neighborhoods through the method of analytic continu-
ation. The numerical applications focus on Earth-Moon and Sun-Earth systens, although
the character equations are valid for any other system which can be approximated by the

restricted three body problem.
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Capitulo 1

Apresentacao

1.1 Introducao

Satélites vinculados ou como denominados neste trabalho - sistemas vinculados -
sao constituidos por duas ou mais massas conectadas por um cabo, haste ou corrente.
Sao conhecidos na literatura técnica internacional como Tethered Satellites.

A dinamica do sistema vinculado pode ser descrita pelo movimento do seu centro de
massa e a rotacao do sistema em relagao a este ponto, de tal modo a considerar a atitude
do satélite. Existem diversos estudos sobre a dinamica dos sistemas vinculados em érbitas
baixas na vizinhanca da Terra.

Rajan e Anderson [17], usando o teorema de Noether obtiveram integrais primeiras
para o movimento de um satélite vinculado considerando-o em 6érbita circular na vizi-
nhanca da Terra, afim de investigar a estabilidade do sistema segundo o método de Lya-
punov. Em seu modelo, a massa e a elasticidade do cabo bem como a forma oblata da
Terra nao foram considerados.

Breakwell e Gearhart [1] desenvolveram um modelo a fim de incluir a oblaticidade
da Terra e com isso obter mais precisao para descrever a trajetoria dos satélites vinculados
em oOrbitas baixas.

Lorenzini [11] foi provavelmente o primeiro a estudar a dinamica de um satélite
vinculado formado por trés massas em ambientes com baixa gravidade. Em seu trabalho
procurou estabilizar o satélite através da aplicagao de um modelo que levasse em conta
um sistema de mola-amortecedor.

Os principais trabalhos ja desenvolvidos para satélites vinculados sao em sua grande

24
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maioria para aplicacoes na vizinhanca da Terra. O interesse em usar os pontos la-
grangianos do problema restrito de trés corpos (PR3C), pricipalmente nos sistemas Sol-
Terra e Terra-Lua, estimula o estudo do comportamento destes satélites nas proximidades
destes pontos. Para essa andlise é necessario nao mais considerar a massa do satélite como
pontual, da forma como classicamente é tratada no PR3C.

Um grande numero de estudos da dinamica e controle de sistemas vinculados é
observado a partir do artigo pioneiro de Colombo [5], que considerou a possibilidade
de conseguir realizar a estabilidade posicional de um satélite artificial na vizinhanca dos
pontos colineares do sistema Terra-Lua. Ele concluiu que uma possivel forma de conseguir
tal estabilidade seria usar sistemas vinculados e que isso seria obtido através da alteragao
do comprimento do cabo que uniria as duas massas formadoras do satélite.

Farquhar [7] estudou uma forma de obter a estabilidade posicional de um sistema
vinculado com duas massas na vizinhancga dos pontos colineares do sistema Terra-Lua.
Em sua anélise, ele considerou a variagao do comprimento do cabo mantendo-o paralelo
a linha definida pelos pontos colineares. Com isso nao considerou a rotacao do sistema,
porém, ainda assim, conclui que esse método poderia ser usado para implementar uma
forma eficiente de controle.

Robinson [18] obteve as equagdes de movimento para um satélite considerado nao
pontual no PR3C, considerando os corpos primarios em orbita circular. Ele considerou o
satélite dotado de uma estrutura simples formada por duas massas pontuais unidas por
uma haste ideal e rigida, ou seja, um satélite em forma de haltere. Em seu trabalho ele
derivou as condigoes de estabilidade do seu modelo nos pontos de equilibrio triangulares
do PR3C circular em uma modelagem newtoniana.

Recentemente, Misra [12] analisou as configuracoes de equilibrio de satélites vincu-
lados orbitando a vizinhanca dos pontos lagrangianos e sua estabilizacao, utilizando um
sistema de controle adequado para o comprimento do cabo que une as massas.

O crescente interesse pelos satélites vinculados pode ser visto através do empenho
das ageéncias espaciais internacionais em desenvolver missoes com a finalidade de estudar
o comportamento de tais sistemas, principalmente em Orbitas baixas na vizinhanca da
Terra, onde se concentram a maior parte dos trabalhos dessa area.

A Agéncia Espacial Americana (NASA) levou a frente duas missoes espaciais na

década de 90 com esse propésito. A missao STS 46 foi lancada em 1992 onde um dos
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objetivos principais era implementar um cabo de 20 km, usando o préprio 6nibus espacial
Atlantis como uma das massas do sistema vinculado. O conjunto recebeu o nome de
Tethered Satellite System 1 (T'SS1) e apresentou problemas quando o cabo alcangou 260
metros de comprimento. Apesar disto, a missao concluiu que com um adequado controle
os sistemas vinculados poderiam ser operados.

Uma segunda missao, a STS 75, foi colocada em pratica em 1996 com o objetivo
principal de implementar um novo sistema vinculado, desta vez usando o 6nibus espacial
Columbia como uma das massas. O novo sistema recebeu o nome de Tethered Satellite
System Reflight (TSS1R) e permitiu que o cabo alcangasse 19 km de comprimento. Apés
duas semanas em Orbita baixa o cabo acabou rompendo-se.

A marinha americana, através do E.U. Naval Research Laboratory desenvolveu uma
bem sucedida missao denominada TIPS (Tether Physics and Survivability) que manteve
um sistema vinculado com duas massas, denominadas Norton e Ralph, em érbita alta
(1100 km) pelo periodo de 10 anos, entre 1996 e 2006. Este longo prazo forneceu uma
enorme quantidade de dados estatisticos sobre a atitude e o comportamento geral dos
satélites vinculados, inclusive sobre a resisténcia do cabo. Este conjunto pode ser visto
diversas vezes por observadores em solo.

A Agéncia Espacial Europeia (ESA) langou recentemente, em 2007, a missao Young
Engineer‘s Satellites - 2 (YES-2) também com o propésito de estudar o comportamento de
um sistema vinculado de duas massas nas proximidades da Terra. Esta missao estabeleceu
um novo recorde por conseguir implementar um cabo com 32 km de comprimento e coletou
inimeras informacoes sobre esses sistemas.

Em abril de 2007, o 6nibus espacial ucraniano Dnepr rocket transportou um sistema
com trés pequenos satélites interligados por um cabo. O projeto recebeu o nome de MAST
(Multi-Application Survivable Tether) e recebeu apoio governamental e privado. Nesse
experimento um dos satélites enviou uma analise do comportamento do cabo em relacao
a erosao pelo oxigénio atomico e a luz UV, bem como a influéncia de micrometeoritos e
detritos orbitais na vida 1til do conjunto.

Varias aplicacoes podem ser desenvolvidas para o uso desses tipos de satélites nao
sO na vizinhanca da Terra como também em pontos mais distantes, como por exemplo
a exploragao do sistema Jupiter-lIo e a colocacao de satélites nos pontos colineares dos

sistemas Sol-Terra e Terra-Lua.
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A anélise do comportamento orbital dos satélites vinculados nas vizinhancas dos
pontos colineares determinados por outros dois corpos massivos, permite investigar e
obter possiveis solugoes periddicas ou quasi-periddicas como uma extensao do PR3C.

A busca de tais solu¢ées no problema restrito dos trés corpos permitiu, através
dos trabalhos de Poincaré (1892), Moulton (1920), Stroengren (1922) e Birkhoff (1927),
a obtencao sistemdtica de familias de drbitas periddicas nas proximidades dos pontos
colineares.

A principal diferenca em relagao ao problema que se apresenta esta na consideracao
do comprimento do cabo que une as massas dos satélites, fazendo com que a abordagem
nao considere todo o satélite como uma tinica massa pontual, ainda que em sua totalidade

tal massa possa ser negligenciada em relagao aos corpos primarios.

1.2 Objetivos

Como ja informado, muitos trabalhos sao realizados levando em consideracao o
comportamento dinamico dos sistemas vinculados em 6rbitas préximas a Terra. O inte-
resse deste trabalho é estudar como um sistema formado por duas massas conectadas por
um cabo se comporta nas vizinhancas dos pontos colineares de um sistema formado por
dois corpos massivos.

A partir de uma abordagem lagrangiana as equagoes de movimento sao obtidas tanto
para sistemas com comprimento fixo, como também para sistemas onde o comprimento do
cabo que une as massas é variavel. Um modelo mateméatico com trés graus de liberdade é
desenvolvido a fim de descrever o comportamento do sistema no caso plano, levando em
consideracao a rotagao do satélite em torno do seu centro de massa.

A resolugao numérica das equacoes de movimento permite compreender como o sis-
tema dinamico evolui no tempo e como o comprimento do cabo influencia nessa evolugao,
fazendo com que o sistema em questao se diferencie do PR3C.

A existéncia de um comprimento nao nulo muda a posicao dos pontos de equilibrio
para o sistema dinamico que descreve os satélites, e assim os pontos colineares classicos
- L1, Ly e Ly - nao sao mais solugoes de equilibrio como ocorre no PR3C. Esses novos
pontos sao determinados sendo entao possivel utiliza-los como condigoes iniciais para a

obten¢ao de uma maior estabilidade do sistema, mediante variacao no comprimento do
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cabo.

Através da linearizacao do sistema dinamico que descreve o modelo, é possivel dis-
cutir a estabilidade dos pontos de equilibrio e obter condi¢oes iniciais adequadas para a
obtencao de drbitas periddicas lineares em torno dos mesmos. Tais orbitas podem ser
usadas como condigoes iniciais para a geracao de orbitas periddicas nao-lineares, através
do método de continucao numérica baseado no método de continuagao analitica devido a
Poincaré, obtendo dessa forma uma descricao detalhada da trajetéria dos satélites vincu-
lados.

Os capitulos deste trabalho foram divididos com o objetivo de tornar o mais claro
possivel o tratamento do problema em questao, estando o conteudo distribuido em quatro
capitulos principais e trés apéndices onde algumas dedugoes matematicas sao mostradas.

A obtenc¢ao da modelagem analitica do sistema é obtida no Capitulo 2, iniciando com
uma descricao pormenorizada do modelo adotado. As equagoes de movimento sao obtidas
através do formalismo lagrangiano e como tal usam as energias cinética e potencial, que
sao derivadas formal e analiticamente nos apéndices A e B. Nesta parte do texto é feita
uma reducao do problema vinculado ao PR3C, quando o comprimento do cabo é nulo,
o que fornece a possibilidade de obtermos as equagoes basicas do PR3C a partir das
equacoes completas que descrevem o sistema vinculado. Também neste capitulo é feita
uma discussao detalhada sobre os pontos de equlibrio do sistema, bem como é estabelecida
a sua existéncia como funcao de condigoes gerais.

A implementagao numérica é desenvolvida no Capitulo 3, onde sdo obtidas algumas
solucoes das equagoes de movimento deduzidas anteriormente. Neste ponto foi usado
diversos algoritmos escritos em linguagem CT1 e em particular as equacoes diferenciais
foram resolvidas através da implementagao de um algoritmo de Runge-Kutta de ordem 7
com passo varidvel - rk78. Ainda neste capitulo os pontos de equilibrio sdo encontrados
numericamente para diversos comprimentos do cabo que une as massas dos satélites.
Virias simulagoes foram realizadas para os sistemas Sol-Terra e Terra-Lua, onde algumas
sao mostradas com o objetivo de melhor entender o comportamento do sistema como
funcao do angulo de inclinacao e do comprimento do cabo.

As orbitas periddicas sao determinadas no Capitulo 4 a partir das equagoes de movi-
mento e do estudo linear. Tais érbitas sao obtidas pelo método de continuagao numérica

através da implementagao de um algoritmo do tipo corretor-preditor. Neste capitulo
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encontra-se uma discussao detalhada a respeito da linearizacao do sistema dinamico e
também da evolugao nao-linear.

No Capitulo 5 é feita uma anélise geral dos resultados obtidos nesta dissertacgao,
além de diversas sugestoes de aplicagoes para o modelo descrito. Também sao enumeradas

algumas possibilidades de ampliacao do referido trabalho, a fim de relaxar algumas das

restricoes impostas.



Capitulo 2

Modelagem Analitica

2.1 Introducao

Com o propésito de se obter as equagoes de movimento do sistema vinculado na
vizinhancga dos pontos colineares L; e Ly, optamos pelo formalismo lagrangiano e mode-
lamos as energias cinética e potencial com a finalidade de se chegar a lagrangiana do
sistema.

O movimento é analisado no espago de configuracao formado pelas coordenadas
generalizadas, que sao definidas a partir das restri¢oes do sistema vinculado tomando por
base as leis basicas da dinamica.

O nosso sistema vinculado é formado por duas massas que representam as duas
partes do satélite, onde o cabo implementa um vinculo holéonomo. A escolha do for-
malismo lagrangiano se justifica pela reducao da quantidade de coordenadas necessarias
para descrever o sistema, quando comparado com a abordagem newtoniana. Este se-
gundo método foi o adotado por Farquhar [7] ao derivar as equagbes de movimento de seu
modelo.

O formalismo de Euler-Lagrange nos permite escrever que:

d (0L oL
i (5i) 560 .

onde L é a funcao lagrangiana do sistema e g representa as coordenadas generalizadas.

30



CAPITULO 2. MODELAGEM ANALITICA 31

2.2 Descricao do modelo

Consideramos o movimento do sistema vinculado sendo devido exclusivamente ao
campo gravitacional de outros dois corpos denominados corpos primarios.

As massas envolvidas sao de tal forma que os corpos primarios sao muito mais
massivos que os corpos que formam o sistema vinculado. Assim, o movimento dos corpos
primarios pode ser considerado kepleriano, ou seja, nao sofre influéncia das massas do
sistema vinculado.

Tal suposicao é plenamente justificada, pois os corpos primérios possuem massas
planetarias enquanto que os corpos que formam o sistema vinculado possuem massas
artificiais, varias ordens de grandeza menores.

A suposicao sobre as massas envolvidas nos permite tratar o problema como o PR3C
onde um terceiro corpo, agora representando todo o sistema vinculado, tem seu movimento
determinado pela acao dos outros dois corpos massivos, porém, esses nao sao influenciados
pelo corpo menor.

Para descrever o movimento dos corpos primarios admitiremos um problema classico
de dois corpos nao-perturbado com excentricidade nula, o que faz com que os dois cor-
pos dominantes descrevam orbitas circulares em torno do centro de massa do sistema.
Chamaremos de plano primdrio o plano definido por tais orbitas.

A distancia entre os corpos primarios é considerada como sendo muito maior que o
comprimento do cabo que une os dois corpos menores que formam o sistema vinculado.
Tal aproximacao é valida em virtude dos corpos primérios envolverem distancias como
planeta-planeta ou planeta-satélite e a distancia entre as massas menores ser varias ordens
de grandeza menor.

As massas dos corpos primarios serao consideradas pontuais, tal qual as massas
do sistema vinculado, em virtude das distancias envolvidas serem compativeis com tal
aproximacao.

O cabo ¢ considerado como um cabo ideal e rigido, ou seja, desprovido de massa
e nao sao consideradas torgoes e/ou deformagoes de qualquer natureza. Consideraremos
que em nenhum instante a tensao sobre o cabo seja nula ou negativa e que também em
nenhum instante a tensao sobre ele seja suficiente para deforma-lo ou rompe-lo.

Neste modelo, o movimento do sistema vinculado esta limitado ao plano primario

definido pela érbita dos corpos primarios, ou seja, estaremos analisando o movimento pla-
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nar. Afim de satisfazer esta consideracao, as condicoes iniciais do problema, como posicao
e velocidade iniciais, sao tomadas de tal modo a serem compativeis com tal suposicao,
fazendo com que o movimento do sistema vinculado também fique limitado ao caso plano.

Em resumo, as restri¢coes que permitem descrever o modelo sao:
1. massas pontuais;
2. massas primarias muito maiores que as massas dos satélites;
3. movimento dos corpos primarios como sendo circular e nao-perturbado;
4. movimento do sistema vinculado limitado ao plano da érbita dos corpos primaérios;

5. comprimento do cabo que une os satélites muito menor que a distancia dos corpos

primarios e

6. cabo ideal e rigido, ou seja, sem torgoes e/ou deformagdes.

2.3 Descricao do sistema

Sejam M; e M, as massas dos dois corpos primarios e D a distancia entre eles.
Mediante as restrigoes ja estabelecidas a distancia D sera constante ao longo do movi-
mento, visto que ambos descrevem érbitas circulares ao redor do centro de massa, aqui
representado por O.

Adotando o referencial sinddico que é mantido sobre o centro de massa e girante
com 0s corpos primarios, teremos as posicoes dos corpos primarios fixas neste referencial.
Definindo D; e D, respectivamente, como as posigoes de M; e M, e usando uma notacao

como Murray e Dermott [14], podemos escrever que:

|D1| = pD | Do = (1 — p)D (2.2)
onde
M2 Ml
— 1l—pyy=—— 2.3
s Vo v S VYA (2.3)

representam a razao entre as massas dos corpos primarios e a massa total do sistema.
Por se tratar de um referencial girante, o referencial sinddico é nao-inercial e sua
velocidade de rotacao, definida como n, é calculada a partir da Lei da Gravitacao Univer-

sal. No caso em que a érbita é considerada circular, a velocidade de rotagao é constante
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D

uD (1-u)D

Figura 2.1: Corpos primarios

ao longo do tempo conforme Szebehely [23] e é dada por:

| G(My + My)
n=A\ (2.4)

onde (G representa a constante de gravitacao universal. Esta é na verdade a 3° lei de
Kepler.

A equacao 2.4 representa também a velocidade de rotagao de ambos os corpos
primérios em relagao a um referencial inercial fixo ao centro de massa do sistema.

Em relacgao ao referencial sinddico os corpos priméarios permanecerao fixos e somente
os satélites que formam o sistema vinculado terao movimento. As massas destes satélites
sao definidas como my e my, € 0 comprimento do cabo que os une sera representado por
[.

Para descrever o movimento do sistema vinculado, consideramos como sendo deter-
minantes a posicao do centro de massa dos satélites, C'M, e a inclinacao do cabo que os
une em relagao a reta que passa pelos corpos primarios.

Mediante a restricao do movimento planar, o centro de massa do sistema vinculado
pode ser descrito a partir de somente duas coordenadas espaciais (X,Y’) e a inclinagao a
partir de um tnico angulo (f) medido em rela¢ao ao eixo que une os corpos primarios no
sentido trigonométrico. Desta forma (X, Y, 0) sdo as trés coordenadas generalizadas que
constituem um ponto do espaco de configuragao tridimensional que descreve a evolucao

do sistema no tempo.



CAPITULO 2. MODELAGEM ANALITICA 34

A
i
41 n e
» A |
¥ L >
M, O J X M,

Figura 2.2: Sistema de coordenadas sinddico - XOY

O uso destas coordenadas generalizadas permite descrever o sistema com o minimo
de trés graus de liberdade no referencial adotado, tornando a abordagem mais simples por
ja considerar os vinculos holonomos do sistema, ou seja, o fato do movimento ser planar,
as massas serem pontuais e estarem ligadas por um cabo rigido e ideal.

Os vetores posicao do centro de massa dos satélites em relacao as massas priméarias

e em relagao ao centro de massa dos corpos dominantes sao dados por:
R=Xi+Yj
Ri=(X+D)i+Yj
Ry= (X —Dy)i+Yj (2.5)

onde i e j sao os vetores unitarios nas diregoes X e Y do referencial sinddico com D; e

Dy dados pelas equagoes 2.2.

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\

Figura 2.3: Vetores posicao do CM dos satélites
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A fim de melhor descrever o movimento dos satélites vinculados na vizinhanca dos
pontos colineares dos corpos primarios, adotamos uma translacao da origem do referencial
sinédico do centro de massa dos corpos primarios para o ponto lagrangiano L, do PR3C,
definindo o referencial xLoy.

Sejam (X, Yp) as coordenadas de L no referencial XOY e (z,y) as coordenadas do
centro de massa dos satélites no referencial xLoy. Desta forma podemos usar as relacoes
X =Xp+zeY =Yy+y que permitem fazer a translagao dos referenciais. Substituindo-
as nas equacoes 2.5 podemos escrever os vetores posicao em relacao ao referencial sinddico

com origem em Ly, como:

R=(Xo+a)i+(Yo+y)j
El =(Xo+z+ D1);+ (Yo + y)j

Ry = (Xo+ 2z — Dz);jL (Yo + y)j (2.6)

Para o sistema vinculado m, ms e cabo, temos as distancias ao centro de massa d;
e dy dadas por:
di = (ol dy = B4l (2.7)

onde

ma mo

b= (2.8)

my + Mo

By =

my + Mo

representam a razao entre as massas dos satélites e a massa total do sistema vinculado.

As coordenadas das massas dos satélites sao calculadas a partir da posicao do centro

de massa pelas equacoes a seguir:

1 =x — dycosb Ty =1x + dycost

y1 =y —dycost Yo =y + dy cos (2.9)

O vetor unitario t na direcao do cabo que liga m; e mo pode ser escrito com suas

projecoes nas direcoes do referencial sinédico XOY, como:

t'= cos 0i + senfj (2.10)

onde 6 representa o angulo de inclinacao do cabo em relacao ao eixo OX.
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direcdo // x

Figura 2.4: Distancias relativas de m; e mso
2.4 A lagrangiana do sistema

A funcao lagrangiana é obtida a partir da relagao

L(q,q) =T(q,9) — V(q) (2.11)

onde (q, ) sao as coordenadas generalizadas e suas derivadas temporais, 7 (¢, ¢) representa
a energia cinética e V(q) a energia potencial de todo o sistema. Assim nosso interesse se

concentra em obter ambas as grandezas sob o referencial sinddico xLoyy.

2.4.1 Energia cinética

No referencial sinédico, seja com origem no centro de massa, seja com origem
em Lg, 0s corpos primarios nao possuem movimento e portanto a energia cinética de
ambos é nula. J4 os satélites com massas m; e my e conectados pelo cabo, por estarem
sujeitos ao campo gravitacional dos corpos primérios, possuem movimentos proprios nesses
referenciais fazendo com que a energia cinética assuma um valor nao nulo. Assim, temos

1 -

1 D
T = §m1(Vl Vi) + §m2(V2 - Va) (2.12)

onde V; e V5 sao as velocidades, respectivamente, de m; e my em relacao ao referen-
cial sinédico XOY. Estas velocidades nao se alteram quando a origem do referencial é
transladada para Lo, uma vez que este ponto é fixo em relagao ao centro de massa dos

corpos primarios, ou seja, a velocidade relativa entre Ly e O é nula.
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m,

Figura 2.5: Vetores posicao de my e mo no referencial XOY
Observando a figura 2.5 e através de somas vetoriais podemos escrever que
7 =R—dyt 7y = R+ dyt (2.13)

onde 7] e T representam, respectivamente, os vetores posicao das massas m; e msy em
relacao ao referencial sinédico XOY.
Para se obter as velocidades V; e V5 usadas na equacao 2.12, devemos encontrar as

derivadas temporais das equagoes 2.13, de tal forma que

d

d =
- — dot 2.14
" (R + daf) (2.14)

R — dyt Vy = —
(R~ i) V2=

Vi
Pelo fato do referencial usado ser nao-inercial com velocidade de rotacao n dada

pela equagao 2.4 e considerando que o sistema vinculado pode girar com velocidade 9, o}

vetor unitério ¢ ird variar sua inclinacdo no tempo com velocidade & 7, tal que
& = (n+0)k (2.15)

onde k é o vetor unitério na direcao perpendicular ao plano da érbita. Com isso estao
sendo computadas as forgas de inércia oriundas da nao-inercialidade do referencial ado-
tado, ao obtermos as derivadas temporais conforme as equagoes 2.14.
A energia cinética do sistema é obtida apods sucessivas deducoes algébricas conforme
demonstrado no apéndice A e representada por:
T = %(m1 + mg){:f:2 + 9 — 2ni(Y, +y) + 2ny(X, + )+

‘ . (2.16)
P2((X, + )2+ (Yo + 9)?] + Bial(n + 02 + ]}



CAPITULO 2. MODELAGEM ANALITICA 38

2.4.2 Energia potencial

Considerando o sistema vinculado e os corpos primérios, a energia potencial sera
dada por

V—_ GM1m1 . GM2m1 . GM1m2 . GM2m2 _ GM1M2 _ Gm1m2 (2 17)
|ﬁ1 — dlﬂ |ﬁ2 — dlﬂ |é1 + dQﬂ |é2 + d2ﬂ D — L '

(K)

A quantidade K representa a energia potencial existente entre os corpos primarios
separados pela distancia D e a energia potencial entre os dois satélites separados pela
distancia [. Sendo D constante no referencial adotado, temos que a energia associada ao
par de massas M; e M, serda também constante e portanto nao influencia nas equacoes de
movimento, visto que a sua variacao é nula. A energia potencial devido ao par m e mo

apesar de nao ser constante, pois [ pode variar com o tempo, possui valor muito menor

M;m;
|Ri—d;t]’

no sistema Terra-Lua obtemos uma razao de 1076 : 1 e no sistema Sol-Terra 10719 : 1.

que os outros termos, em virtude de ™™ < i,7 € {1,2}. Para esta desigualdade
Sendo assim, consideramos apenas os quatro primeiros termos da equacao 2.17.

No apéndice B, a equagao 2.17 foi desenvolvida através de uma expansao em séries
de poténcia usando polinémios de Legendre. Utilizando termos até a quarta ordem (com
isso estamos desprezando valores da ordem de 1072°) obtemos a seguinte expressao para

a energia potencial:

G M,
Ry

V= —(m1 -+ mz){ 1 + %5162 (RLI) [3(2_[1 . sz — 1]+

1 l

551@(52 — 51) <R_1) [5(; -53 — 3(it, {)]_,_

1 [

—&@u—wmm<—)[%wyat@mm¢y+a

8 Ry *

G M,
Ry

42 l23*£)21
b gt () Bl 7 - 1+

1 l

55152(/32 — Bh) (R_z) [5(ifs - £)* — 3(ify - T)]+

l

4
55152(1 — 3B152) (R_) [35(ty - )* — 30(iy - £)? + 3]
2

}

(2.18)

Os vetores 17 e 1y sa0 os unitarios das diregoes que unem os corpos priméarios e o

centro de massa do satélite vinculado, conforme representado na figura 2.6.
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2.4.3 Forma da lagrangiana

A lagrangiana do sistema ¢é dada pela substituicao das equagoes 2.16 e 2.18 na

equacao 2.11, e com isso obtemos uma representacao do modelo.

1
L= 5(mi+ mz){yb2 +97 = 2na(Yy +y) + 2ng(X, + 2)+

n?[(X, + )2 4+ (Yo + )2 + B1Bo[(n + 0)212 + 12 }+

I+ %5152 (L

1

GM
(my + mQ){ i 1

5818282 — B1)

)
1 ( l

2 1
1 A% S R4 L o
551/32(1 — 36152) R_1) [35(ay - 1)* — 30(id, - £)? + 3] | +
2
Gé\;[Q 1+ %5152 (é) [3(idy - £)? — 1]+

(= ) () B 1 =3 Dl

4
éﬁlﬁZ(l — 30102) (RL) [35(ily - 1)* — 30(idy - £)? + 3]
2

}

(2.19)

Observando a figura 2.6 podemos calcular os valores de i, -t e 13-t na vizinhanga
dos pontos colineares L; e Ly, de tal forma a mantermos nestas regices y; ~ v, ~ 107% e

assim temos que:

iy -t = cos (71 — 0) = cos vy cos O + seny; send ~ cosl

i@y - T = cos (72 — 0) = cos vz cos O + senyasend ~ cos b
= T/
> U, 2= "L&B ........
U, LY /ET'/'/ h
- 7 L2 ]
M, 7 M, 72 ‘\\ L, P4

Figura 2.6: Vetores unitarios u; e us no referencial XOY
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Onde se conclui que iy -t ~ 1y -t ~ cosé.

Usando a condicao de que o referencial adotado para descrever o movimento do
sistema vinculado esta centrado em um dos pontos colineares do PR3C, em particular Lo,
podemos tomar que Y, = 0. Esta condicao pode ser usada nas equacoes 2.6 e 2.19.

Tomando as simplificagdes acima e usando as equagoes 2.6 na equagao 2.19 chegamos
a uma equagao para a lagrangiana em funcao das coordenadas generalizadas do sistema,

0 que nos permite obter as equagoes de movimento de forma analitica.

1
L£=5(m+ mg){fc2 + 9% = 2ndy + 2ny(Xo + ) +n? |(Xo + )2 + 2|+

B1Ba [(n +60)%% + Z2] }+

1 1 Bifal?(3cos? 0 — 1)
(Xo+ Dy +2)2+ 32> 2[(Xo+ Dy + )2+
1/6152(52 — B1)B(5cos® 6 — 3cos )
2 [(Xo + Dy + )% + y2)?
1 31 B2(1 — 331 2)1*(35 cos™ @ — 30 cos? 6 + 3)
8 [(Xo 4 Dy +2)% + 32
M, [ 1 1 Bifal?(3cos® 6 — 1)
[(Xo— Dot 2)2+927  2[(Xo— Dy+1)2 4322
1 B1Ba2(Ba — B1)1%(5 cos® @ — 3 cosb)

G(m1 + mg){Ml

2 [(Xo — D2+ 2)? + y?]2
1/8152(1 — 3B182)14(35 cos* 6 — 30 cos? 6 + 3) (2.20)
8 [(Xo — Do + )2 + 32 ‘

2.4.4 Constante do movimento

Podemos verificar na equacgao 2.20 que a lagrangiana nao depende explicitamente

do tempo. Portanto, uma integral primeira E pode ser obtida através de:

oY
E = Zqza_q - L (2.21)
i=1 !

onde 0s g; € 0s ¢; sao, respectivamente, as coordenadas e as velocidades gene-ralizadas
do sistema e n o nimero de graus de liberdade.

Para o nosso modelo a equagao 2.21 torna-se:
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or oL .or
FE=0— ) — — — 2.9292
Y95 TV 09 F (2.22)

A fim de simplificarmos a notacao sejam 3; e Xy duas grandezas adimensionais

definidas como:

3
R —) (5cos® § — 3 cos 0)+

1

2
Yp=1+ %BlﬁQ <L> (3cos®0 —1) + %5152(52 - Bh)

l

2
Yo=1+ %5152 (—> (3cos®0 —1) + %5152(52 - Bh)

4
%/3152(1 — 3010P2) (L) (35cos* @ — 30 cos® 0 + 3)
% (

3
—) (5cos® § — 3 cos 0)+

2

4
éﬁlﬁg(l — 3012) (L) (35cos* @ — 30 cos? 6 + 3)

(2.23)

Substituindo as equacoes 2.23 na equagao 2.20, a lagrangiana assume a seguinte

forma:

,I"Q ;2 2

L :(m1+m2){—+y— —m‘cy+ny'(X0+:c)+%[(Xo+x)2+y2}+

2 2
} (2.24)

Com as equagoes 2.22 e 2.24 e apds algumas operagoes algébricas obtemos a ex-

B1Ba
2

M, M,
iy 42y
R, 1+RQ 2

[(n +60)%% + ZQ] +G

—2F
pressao para uma constante do movimento £* = ——— dada por:
(m1 + mz)
E* =20 — (i + %) — b2 | (7 — )% = 2 (2.25)
2 GM GM.
onde Q = = [(Xo +2)? +¢?| + 1%, + 2%,
2 Ry Ry

Assim a equacao 2.25 define uma integral primeira para o movimento do modelo em
questao, sendo equivalente a constante do movimento de Jacobi (C;) do PR3C e que por

simplicidade manteremos esta nomenclatura.
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2.5 Equacoes de movimento

Para a obtencao das equagoes de movimento substituimos a equacao 2.20 na equagao
de Euler-Lagrange (equagao 2.1). Assim teremos um sistema com trés equagoes diferen-
ciais ordinarias de segunda ordem nas varidveis x, y e #, que sao respectivamente, a
abscissa e a ordenada do centro de massa do sistema vinculado e sua inclinacao, tomados
em relagao ao referencial sinédico centrado no ponto Ly. O conjunto destas trés EDO(s)
forma um sistema onde a solucao é um ponto do espaco de fase e sua evolucao no tempo
descreve o comportamento do satélite vinculado, cujas variaveis sao (x,:t,y,y,Q,é). O

calculo analitico, conforme demonstrado no apéndice C, nos fornece o sistema abaixo.

GMI GM2

i =+2ny+n*(Xo + ) — FAQ’Q(XO + D1+ ) — FAQG(XO — Dy +xz) (2.26)
1 2
M M.
ij = —2ni + n’y — G 31Al1’9y — G 32Al2’0y (2.27)
6=—2(0/1)(# +n) — ¢ Lobd ¢ 2QL’ (2.28)

Ry R3

Os coeficientes A’ e Q0 com i € {1,2} estdo definidos abaixo e sio funcoes do

comprimento e da inclinagao do cabo - [ e 6.

2 3
AY =11+ gﬂlﬁg (}%) (3cos® — 1) + 281 B2(B2 — B1) (RL> (5cos® § — 3) cos O+
1 1
5 Y . )
gﬁlﬂz(l — 312) (E) (35cos™ 0 — 30 cos” 0 + 3)
14 3 [\, s N e
A7 =1+ 55152 (ﬁ) (3cos” 0 — 1) + 251 82(B2 — fr) (ﬁ) (5cos” 0 — 3) cos O+
2 2
5 Y . )
gﬁlﬁg(l — 3012) (E) (35cos™ 0 — 30 cos” 0 + 3)
0 = gsenQQ - ;(52 — /) (}%) (1 — 5cos® §)senf—
5 1\’ )
5(1 — 361P2) <R—1) (3 — 7 cos” 0) cos Osend
QL = ;sen% — g(ﬁg — 51) (}%) (1 — 5cos? ) senf—
5 1\’ )
5(1 — 361P2) <R—2) (3 — 7 cos” 0) cos Osend (2.29)

A fim de tornar as equagoes de movimento adimensionais, redefinimos as variaveis



CAPITULO 2. MODELAGEM ANALITICA 43

em funcao de duas constantes do movimento, que sao a distancia entre os corpos primarios

(D) e a velocidade de rotagao do referencial sinédico (n) determinada pela equagao 2.4.

LT . ~ . X

T=75 y:% le T=nt XOZEO

. R . R . D . D,

Ry =— Ry = — Dy = — Dy = — D=1 2.30
1 D 2 D 1 D 2 D ( )

Desta forma chegamos a um sistema com trés equagoes diferenciais ordinarias de

segunda ordem afim de descrever o movimento do satélite vinculado adimensionalmente.

Al,e Al,a
}3 - ?3 ) (2.31)
Ry Ry

1) y (2.32)

. . L —p Lo
" o__ /- )
7 =42y ( 2 AV +

1

Z?//:_21/\:/_<]‘ /’LAZQ
R}

@+ 1) - 1R3“Q” }’; QL (2.33)
1

1) (Xo+ &) — (1—u)(

o = 2

A constante do movimento E* obtida pela equagao 2.25 calculada adimensional-
mente com as equagoes 2.30 assume a forma da constante do movimento de Jacobi (C})

dada pela equacgao a seguir:

Oy =20 — (&2 +§2) — Bifs [(é’2 )R- Z’Q] (2.34)
X £\ 2 ~9 .
ondeQ:(O;x)ij——l—lA 'fLEZ
2 2 Ry R,

2.5.1 Reducao ao PR3C

. I : 1,0 1,6

Observando as equagoes 2.31, 2.32 e 2.33 com as definicoes dos coeficientes A;” e €2

com i € {1,2}, podemos verificar que suas expressoes estao ordenadas em poténcias cres-
[ l , . .

centes dos valores de — e R respectivamente as razoes entre o comprimento do cabo e

1 2
as distancias do centro de massa do sistema vinculado aos corpos primarios M; e Ms.
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Podemos escrever que:

» I\ ! 1 \2 1\3 7 \4
A = C C — C — C! — C —
1 01+ C11 (R1) + Ca1 (R1> + C31 (Rl) + Cy1 (Rl)

AY = Cya+C l 1+C l 2+O ! 3+C Ly (2.35)
9 = 0,2 1,2 R 2,2 R 3,2 R 4,2 R .

onde os coeficientes C; ; com ¢ € {1,2,3,4} e j € {1,2} sao obtidos das equacoes
2.29.

No caso especifico em que [ = 0, ou seja, sendo nulo o comprimento do cabo que une
os satélites, o modelo se reduz ao PR3C visto que todas as outras restrigoes estabelecidas
anteriormente permanecem validas e sao idénticas as do problema classico.

Neste caso, a coordenada 6 torna-se nao definida e a equacao 2.33 e os coeficientes
Qll’a e Qll’g dados pelas equagoes 2.29 tornam-se inexistentes, ficando o problema restrito
a apenas dois graus de liberdade, que sao = e y. Estes valores representam a posicao do
centro de massa dos satétiles em relacao ao referencial sinédico adotado com origem em
L,, agora representados como uma Unica massa pontual.

Fazendo [ = 0 nas equacoes 2.35 obtemos os valores dos coeficientes A?’O e Ag’o que

sao entao reduzidos aos termos de ordem zero, conforme abaixo:

A(l)’o = 0071 =1 e Ag’o = 00’2 =1 (236)

Usando estes valores nas equacgoes 2.31 e 2.32 obtemos as equagoes de movimento
para o PR3C a partir do caso limite do nosso modelo de sistema vinculado com compri-

mento nulo. Estas equagoes tornam-se:

1— A 1 1
4 — +2@’_( Agﬂ + ’fg — 1) (Xo+2) —p(l - M)( = A3> (2.37)
R RS Ry R
1 —
. _%,_< SO 1)@ (2.38)
RY R}

As equacoes 2.37 e 2.38 podem ser transladas do referencial sinédico xLsy para o
referencial sinédico com origem no centro de massa dos corpos primérios, XOY', através

das transformacoes X = Xp+x e Y = y e assim passam a ter a forma exata das equacoes
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de movimento do PR3C, conforme obtidas por Murray and Dermott [14], com varidveis

adimensionais. Tais equacoes sao escritas a seguir.

R . 1— . 1 1
X" =42Y'— - a + lf 1) X —pul=—p)| —=——= (2.39)
3 3 3 3
Ry Rs R{ Ry
N ~ 1— ~
v — —2X’—< RN 1)Y (2.40)
R R

Com isso é possivel obtermos as equagoes de movimento do PR3C a partir da mode-
lagem aqui proposta como caso limite em que o comprimento do cabo torna-se nulo.
Convém observar, que na referéncia [12] esta redu¢ao nao levou ao PR3C, o que nos
motivou a desviar daquele autor e desenvolver uma modelagem independente.

Ainda podemos verificar que tomando [ = 0 nas equacoes 2.23 e com a translagao
do referncial Loy para o referencial XOY, temos que 31 =3y =1¢ Xo+ 4 ¢ 2. Com
isso a equagao 2.34 se reduz a constante do movimento de Jacobi do PR3C, como esta é

obtida por Murray and Dermott [14]:

C;=2Q0— (2% +79?) (2.41)

2.6 Pontos de equilibrio

Os coeficientes das equagoes de movimento 2.31, 2.32 e 2.33 dependem do compri-

T . , . : 1,0 1,6 ,
mento e da inclinagao do sistema vinculado devido aos coeficientes A" e €27 com ¢ €

{1,2}.

Denominamos sistema vinculado fixo (SVF) aquele onde o comprimento permanece

contante, sendo [ = 0. Quando temos | # 0 definimos um sistema vinculado varidvel

(SVV).

Para cada [ temos um conjunto de equagoes diferenciais parametrizadas pelo com-
primento, de tal forma que para cada valor do comprimento do cabo que une os satélites
teremos um ponto de equilibrio diferente. Denominamos L} este ponto de equilibrio, que
apesar de nao coincidir com o Ly do PR3C, estd em sua vizinhanca. Notamos que a

modelagem é facilmente adaptavel para a vizinhanca de L; e L3 do PR3C.
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Para obtermos os pontos de equilibrio temos que impor o seguinte conjunto de

restricoes nas equacoes 2.31, 2.32 e 2.33:
=0 7 =0 0 =0 =0 7" =0 0" =0 (2.42)

Estas restrigoes determinam que a velocidade e a aceleracao sao nulas estabelecendo
a situacao de equilibrio. Assim os pontos de equilibrio sao obtidos mediante a solucao das

seguintes equacoes algébricas:

|l N I ) 5 ALY ALY
( AT A _1)(X0+i')+,u(1—u)( L ?)—0 (2.43)

R} R3 R} R}

]_ _
( HALY o AL 1>g =0 (2.44)
R R;
I 1—
o0 +1) - —Lakt — Lkt —g (2.45)
Ry R3

De acordo com a modelagem adotada, os valores p (relativo aos corpos primarios),
B1, Po e [ (relativos ao sistema vinculado) e &, g e 6 (coordenadas generalizadas na forma
adimensional) devem ser tais a satifazer as equagoes 2.43, 2.44 e 2.45, fazendo com que a

existéncia e os valores dos pontos de equilibrio dependam destes parametros.

Estamos supondo pelas restricoes do modelo que u, (1 e 82 sao necessariamente
fixos, nao variando ao longo do tempo em nosso sistema. Em particular, ; nao pode
ser escolhido, pois depende exclusivamente dos corpos primérios usados. Lembramos que
[1 e Bo dependem das massas dos satélites. Isto nos leva a procurar pontos de equilibrio
no caso geral, visto que nao nos interessam pontos de equilibrio que dependam de valores

particulares de u, £ e fs.

No caso de termos um sistema vinculado fixo o valor de [ é constante e o primeiro
termo da equagao 2.45 torna-se nulo. Tal consideracao é usada para se obter os pontos
de equilibrio do sistema vinculado desprezando-se a taxa de variagao do comprimento do
cabo que une as massas m; e mo, ainda que o ponto de equilibrio seja obtido para diversos
valores do comprimento [ tomado como parametro. Usando as equagoes 2.29, a equagao

2.45 torna-se:
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5 1\’ )
5(1 — 35152) <—) (3 —Tcos™0) COSQ:|—|—

Ry
lfg [SCOSH — g(ﬁg - B1) (é) (1 —5cos6)—
5 1\? )
—(1 —3p1052) (—) (3 — 7cos”0) cos 0] senf) =0 (2.46)
2 Ry

Analisando a equacao 2.46 verificamos que a condicao senf = 0 (0 = kn, k € Z)
a torna valida para quaisquer valores de u, (1, (2, [, e . Esta condigao implica em
0 =0 ou # = 7, ao levarmos em conta o dominio de # na modelagem adotada.

No caso particular em que 5, = 3, 0 segundo termo dentro dos colchetes da equagao

2.46 torna-se nulo e a condigao cosf = 0 (0 = (2k + 1)%, k € Z) a torna valida para

) L 7r 3T L.
quaisquer valores de u, [, £ e y. Neste caso temos § = — ou § = — para o dominio

2 2
adotado de 6.

Por outro lado, quando senfl # 0 e cosf # 0, a equagao 2.46 nao é valida para
quaisquer valores de u, By, B2, [, £ e 3. Sendo assim nao consideramos a existéncia de
pontos de equilibrio para 6 # ]%T (k € Z), pois ndo nos interessam casos particulares.

Assim consideramos apenas a possibilidade de existéncia dos pontos de equilibrio no

caso geral, ou seja, quaisquer valores de u, (1, 2 e [, resumidas a seguir:

e § =0 ou # = m, para quaisquer valores de 3, e 5. No caso em que [, = [3s, isto é

my1 = Mo, 0s dois casos tornam-se indistinguiveis e

™ T , . ~ .
o 0 = 5 Ou 0= ~» para o caso especifico em que 5, = f5. Nesta situagao os dois

casos sao sempre indistinguiveis.

A equagao 2.44 possui uma solucao geral para y = 0, fazendo com que ela se torne
satisfeita para quaisquer valores de u, By, B2, [, T € 6.
Considerando a possibilidade de se obter pontos de equilibrio onde 3 # 0, ou seja,

fora da reta que une os corpos primarios, temos que:

1 _
ALY L EAY 12 (2.47)
Ry R
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A exemplo da andlise da equacao 2.46, a equagao 2.47 também nao é valida para
quaisquer valores de u, B, B2, I, £ ef. Com isso consideramos apenas a possibilidade de
pontos de equilibrio onde a condicao y = 0 é vélida.

A analise das equacoes 2.44 e 2.45 mostra que as condicbes necessarias para a

existéncia de pontos de equilibrio do sistema vinculado, independentes dos valores de

t, B, B2 el sdo:
e y =0, com § =0 ouf =m, para quaisquer valores de 31 e (3,
. T
° y:O,comH:Oouﬁz§,nocasoemque51:ﬁ2

A solugao da equagao 2.43 deve satisfazer as condigbes acima estabelecidas, e com
7r
isso fornecer o valor de Z, que juntamente com gy =0 (0§ =0, § = 7 ou 0 = 5) determinam

os pontos de equilibrio do sistema.

Ya Ya
m,=m,
m'| m2
° : ) > >
I—2 Xeq X Xeq L2 X
m,

Figura 2.7: Configuracoes de equilibrio

Os modulos dos vetores posicao obtidos pelas equagoes 2.2, 2.6 e 2.30, para os casos

emque § =0, § =7mouf= g com ¢y = 0, tornam-se:

Ri=Xo+2&+pu Ry=Xo+d&+p—1 (2.48)

Primeiramente vamos considerar o caso em que 6 = 0. Nesta situacao os coeficientes

All’0 e Aé’e dados pelas equagoes 2.29 tornam-se:
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1\’ 1\? Y
AP =1+365, <R_1) + 451 62(82 — B1) (E) + 561 82(1 — 361 52) (E)
1?2 A% AN
A12,0 =1+ 3615 <R_2) +45152(82 — B1) (E) + 5581 82(1 — 3612) (E) (2.49)

Para o caso em que 6 = 7 os mesmos coeficientes sao dados por:

4

2 3
AT =14 3615 (é) —48182(B2 — B1) (RL1> + 581 82(1 — 351 52) (Ril)

2 3 4
Alz’7r =14 30615 (RL2> — 451 82(B2 — 1) (é) + 561 52(1 — 351 52) <é) (2.50)

Comparando as equacgoes 2.49 e 2.50 verificamos que:

e para (31 = [J os terceiros termos das equacoes 2.49 e 2.50 tornam-se nulos e os

pontos de equilibrio para § = 0 e # = 7 tornam-se indistinguiveis e

e para (31 # [y os terceiros termos das equagoes 2.49 e 2.50 tornam-se simétricos e
os pontos de equilibrio para § = 0 e § = 7 equivalem a uma troca de 3; por (s,
ou seja, podemos obter os pontos de equilibrio para ambas as situagoes através de
uma permutacao entre as massas dos satélites. Diante disto, trataremos estas duas

situacoes de equilibrio como equivalentes.

T
Considerando o caso em que 6 = 5 obtemos um outro ponto de equilibrio do sistema

vinculado sempre que $; = (5. Nesta situagao os coeficientes All’e e Aé’e sao dados por:

2
All’ = §5 52( 1) + 5152(1_3ﬁ152)< )

z
Ry
z
Ry

ME]

[\

>
N~
Ol
||
w

— 55152 ( 2)2 + 5152(1 — 3615 < ) (2.51)

N}

Substituindo a equacao 2.48 na equacgao 2.43, temos:

1 —p AL L M
% ~ 1 > ~
(Xo + &+ p)? (Xo+2+p—1)2

AY =X, + i (2.52)
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A solucao da equagao 2.52 nos informa a coordenada & = Z., do ponto de equilibrio
do sistema vinculado (L} ou L}) dado por (Zeq,0,0), (Zeq, 0,7) € (Zeq, 0, g), sendo este
ultimo ponto exclusivo para (51 = (5.

No caso limite em que [ = 0, ou seja, o comprimento do cabo é nulo, temos o
problema reduzido ao PR3C. Nesta situaciio os coeficientes ALY e ALY sdo unitérios e a

equagao (2.52) se reduz a:

e = Xo+i (2.53)
(Xo+2+p)? (Xo+a+p—1)2

Lembramos que X, é a coordenada adimensional do ponto lagrangiano L; ou L, do
PR3C e como tal é a solugdo de um polindémio do quinto grau (a quintica de Euler), con-
forme Murray and Dermott [14]. Esta equagao reescrita utilizando a convengao adotada

em nosso modelo toma a seguinte forma:

L —p n Iz
(Xo+p)?  (Xo+p—1)

= X, (2.54)

Observando as equacoes 2.53 e 2.54, verificamos que 2 = 0 é uma solugao da equagao
2.53, tornando o ponto de equilibrio do nosso modelo coincidente com um dos pontos
lagrangianos do PR3C, quando o sistema vinculado for reduzido a um comprimento de
cabo nulo. Esta conclusao também pode ser obtida observando que tomando como origem

um dos pontos lagrangianos, a coordenada dele préprio sera nula no referencial adotado.



Capitulo 3

Aplicacoes numéricas

3.1 Pontos de equilibrio

Conforme estabelecido anteriormente o sistema vinculado fixo possui pontos de
equilibrio que dependem fundamentalmente do seu comprimento e de sua inclinacao.
Estes pontos de equilibrio sao obtidos através das solugoes da equacao 2.52 que fornecem a
coordenada z, juntamente com gy =0 e § =0 ou =7 (V3,02 € R) ou 6 = g (61 = Ba).

Para resolver numericamente a equacao 2.52 e obtermos os pontos de equilibrio
para comprimentos e inclinagoes especificos, usamos o método de Newton-Raphson para
encontrar zeros de uma funcao algébrica.

A partir da equagao 2.52 podemos escrever uma fungao F' cuja expressao é dada

por:

. 1—
Fli)=Xo+i———F AW — a AL (3.1)

o valor encontrado converge para o zero da funcao F'. O valor da derivada de F' no

ponto Z, ou seja, F'(Z), tem a seguinte expressao:

51
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(l—p) OAY 20—
(Xo+2+p)? 9 (Xg+&+ p)?
Iz 0Ny’ 2p L6

—— > 0 + 3A2’ (3.2)
(Xo+2+p—1)2 Ox (Xo+2+p—1)

F(#) = 1— ALY

. .. . 1.0 10 ~ . . ~
As derivadas parciais dos coeficientes A" e A3 sao obtidas a partir das equagoes

2.6 e 2.43, resultando nas equacoes a seguir:

agje = _6];?2[2 (3cos?f — 1) +6(By — B1)(5cos? § — 3) COS@(RLl)

+g(1 — 3B162)(35cos” § — 30 cos? 6 + 3) (Ri1>2 88121 (3.3)
82&3%’9 = _6§§2l2 (3cos®0 — 1) +6(8y — B1)(5cos®f — 3) COSQ(RLZ)

+g(1 — 3152) (35 cos® § — 30 cos” 6 + 3) (R%)Q 88}22 (3.4)

or R or Ry

onde temos:

Usamos um cédigo escrito em linguagem C*' para implementar o método acima

descrito e aplica-lo no sistema Terra-Lua e Sol-Terra.

3.1.1 Sistema Terra-Lua

Usando os dados da tabela D.2 do apéncice D no caso especifico do sistema Terra-
Lua, obtemos os pontos de equilibrio para massas adimensionais dos satélites iguais (5 =
f2) com comprimentos [ compreendidos no intervalo de 0 km a 6000 km (Al = 10km), para
as inclinagoes de 0 e g, conforme discutido no capitulo 2. Observamos que como estamos
considerando (7 = s, as situacoes de equilibrio para # = 0 e 6 = 7 sao equivalentes. Os
valores encontrados estao plotados no gréafico da figura 3.1.

Da anélise do grafico podemos observar que:

e no caso de comprimento nulo, o ponto de equilibrio coincide com o Ly do PR3C,

conforme previsto em nossa modelagem;
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100

inclinagdo: O rad =
inclinagéo: pi/2 rad

80

60

40

20

Distancia em km em relagéo ao L2

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Comprimento em km

Figura 3.1: Pontos de equilibrio para o sistema Terra-Lua (massas: 1 e 1)

e a localizacao do ponto de equilibrio é diferente para § = 0 ou 0 = g Para a in-
clinacao nula, o ponto de equilibrio se afasta do Ly no sentido positivo do referencial
adotado, sempre que o comprimento do cabo aumenta. O inverso é observado no
caso de inclinagao perpendicular do sistema vinculado, fazendo com que o ponto de

equilibrio se aproxime dos corpos primarios.

No caso em que as massas adimensionais dos satélites sao diferentes (5, # f2), como
ja visto, as configuragoes de equilibrio sao conseguidas para § = 0 ou § = 7. As simulagoes
para este caso foram obtidas com o comprimento do cabo que une o sistema vinculado
entre 0 km e 6000 km, com Al = 10 km. Os graficos das figuras 3.2 e 3.3 reproduzem duas
situacoes em que 31 = 955 e B1 = 990,, respectivamente. Ressaltamos que o caso em que
0 = 7 pode ser obtido tomando-se # = 0 com uma permutacao das massas dos satélites
[1 e [Ba, tornando a obtencao desses pontos de equilibrio semelhante para ambos os casos.
Com isso os mesmos resultados poderiam ser obtidos fazendo-se 5y = 961 e B2 = 9903, e
os pontos de equilibrio seriam invertidos em relacao a 8 = 0 e § = m, conforme descrito
na pagina 49.

A andlise dos graficos das figuras 3.2 e 3.3 nos permite observar que a medida que
a razao de massas dos satélites cresce o ponto de equilibrio varia cada vez menos em

relacao ao Ly. Tal situagao é explicada pelo fato do sistema vinculado tender a um inico
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corpo quando a massa de um dos satélites se torna muito menor que a do outro. E o
caso, por exemplo, de um pequeno satélite acoplado por um cabo a um veiculo espacial,
conforme ocorreu nas missoes 7551 e TSSIR da NASA. Lembramos, porém, que estes

foram lancados na vizinhanga da Terra.

45 . =

inclinagdo: Orad ——
40 inclinagédo: pirad —
35
30 -
25
20
15

10 1

Distancia em km em relacdo ao L2

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Comprimento em km

Figura 3.2: Pontos de equilibrio para o sistema Terra-Lua (massas: 1 e 9)

inclinagédo: O rad ——
45 ¢ inclinagdo: pirad — /|

Distancia em km em relagdo ao L2

-0.5 ‘
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Comprimento em km

Figura 3.3: Pontos de equilibrio para o sistema Terra-Lua (massas: 1 e 99)

Na revisao bibliografica nao encontramos uma analise tao detalhada quanto a nossa

em relacao aos equilibrios.
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3.1.2 Sistema Sol-Terra

Neste caso é possivel observarmos um comportamento semelhante ao descrito no
sistema Terra-Lua. O grafico da figura 3.4 nos informa a posi¢ao do ponto de equilibrio em
relagao ao Ly do PR3C, para comprimentos do cabo entre 0 km e 10000 km (com Al = 10
km), massas adimensionais dos satélites 1 = (s e inclinagoes de 0 e g Comprimentos de
cabos maiores sao necessarios pelo fato do sistema Sol-Terra ter dimensoes maiores que o

sistema Terra-Lua.

12

inclinagdo: O rad =
inclinagéo: pi/2 rad

10

Distancia em km em relagdo ao L2

-2

-4

6 - ! : ]
0 2000 4000 6000 8000 10000
Comprimento em km

Figura 3.4: Pontos de equilibrio para o sistema Sol-Terra (massas: 1 e 1)

Em virtude das diferengas dos corpos primarios nos dois casos, observamos que
a variacao do ponto de equilibrio em relacao ao Ly no sistema Sol-Terra é menor que
no sistema Terra-Lua, para um mesmo comprimento e/ou inclinagdo do cabo. Sendo
assim, para se conseguir a mesma distancia entre o ponto de equilibrio e o Ly do PR3C
é necessario um comprimento de cabo consideravelmente maior quando os satélites estao
no sistema Sol-Terra, do que se o mesmo estivesse no sistema Terra-Lua.

As figuras 3.5 e 3.6 reproduzem a localizacao dos pontos de equilibrio nos casos em
que [1 = 905 e 1 = 99055, respectivamente, para as situagoes em que § =0 e 0 = 7.

A tabela 3.1 nos informa a distancia dos pontos de equilibrio dos satélites em relagao
ao Ly do PR3C para o caso da aplicacao no Terra-Lua e no Sol-Terra, considerando as
massas dos satélites iguais (f; = [2) a fim de que a variacdo do comprimento do cabo

enfatize o efeito dos satélites vinculados.
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E possivel observarmos que mesmo para comprimentos de cabos relativamente ele-
vados, a variagao do ponto de equilibrio no sistema Sol-Terra é bem pequena quando

comparada com o sistema Terra-Lua.
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Figura 3.5: Pontos de equilibrio para o sistema Sol-Terra (massas: 1 e 9)
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Figura 3.6: Pontos de equilibrio para o sistema Sol-Terra (massas: 1 e 99)
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comprimento (km) | Terra-Lua (km) | Sol-Terra (km)
0 5 0 5

0 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
200 0.689 | -0.344 | 0.028 | -0.014
1000 2.758 | -1.379 | 0.112 | -0.056
1500 6.205 | -3.104 | 0.251 | -0.126
2000 11.029 | -5.519 | 0.447 | -0.223
2500 17.229 | -8.624 | 0.698 | -0.349
3000 24.802 | -12.421 | 1.006 | -0.503
3500 33.745 | -16.909 | 1.369 | -0.684
4000 44.055 | -22.090 | 1.788 | -0.894
4500 55.729 | -27.965 | 2.262 | -1.131
2000 68.763 | -34.534 | 2.793 | -1.396
5500 83.152 | -41.799 | 3.379 | -1.689
6000 98.891 | -49.762 | 4.022 | -2.011

Tabela 3.1: Distancia da coordenada x., do ponto de equilibrio ao L, para massas dos

satélites iguais (Terra-Lua e Sol-Terra)
3.2 Exploracao da vizinhanca do equilibrio

A fim de resolver numericamente as equacoes de movimento obtidas para o SVF (l =
0), inicialmente aplicamos ao sistema Terra-Lua tomando condigoes iniciais na vizinhanga
do Lo deste sistema. Convém lembrar que neste ponto esta a origem do nosso sistema de
coordenadas. Os resultados também sao obtidos para o sistema Sol-Terra, em particular
pelo crescente interesse deste ultimo por parte das agéncias espaciais.

As equagoes de movimento sao integradas ao longo do tempo, sempre considerando
as restricoes do modelo, e assim obtemos orbitas na vizinhanca do Ls.

As solucoes numéricas sao obtidas por um cédigo escrito em C'*1 utilizando o al-
goritmo numérico de Runge-Kutta de ordem 7 com passo variavel através do controle de
erro dado pela ordem 8 (rk78). Verificamos que a constante do movimento de Jacobi do

modelo é preservada até a ordem 107%° ao longo das integracoes.
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3.2.1 Sistema Terra-Lua

Como j4 estabelecido anteriormente, a descricao do movimento do sistema vinculado
depende fundamentalmente dos corpos priméarios e da regiao em que o sistema ira se
mover. Como veremos no capitulo 4, na vizinhanca de Lo do PR3C o sistema ¢ instavel.
Na literatura esta instabilidade é controlada estabelecendo-se uma lei de controle para
[(t), conforme encontramos em Misra [12]. Podemos adiantar que nossos resultados sem

uso de uma lei de controle sao compativeis com a do referido autor.

massa da Terra | M; = 5.974 - 10** kg
massa da Lua M, = 7.348 - 10?% kg
distancia Terra-Lua | D = 3.891 - 10® m

Tabela 3.2: Parametros do sistema Terra-Lua

Tomamos por base o sistema Terra-Lua com os parametros numéricos descritos na
tabela 3.2, extraidos de Peldez [15]. Em seguida calculamos os valores necessarios para a

definicao dos parametros que sao usados nas equagoes 2.31, 2.32 e 2.33.

movimento médio | n = 2.617-107% s7!
massa reduzida p=1215-1072

distancia Terra-O | Dy = 4.727 - 10° m
distancia Lua-O | Dy = 3.843-10% m
distancia Lo-O | Xo = 4.496 - 10* m

Tabela 3.3: Parametros obtidos do sistema Terra-Lua

e O movimento médio (n) é calculado a partir da equagao 2.4, onde ressaltamos a
consideracao sobre o movimento dos corpos primarios ser tomado como circular,

fazendo com que este valor seja constante.

e Os valores de Dy e Dy sao obtidos a partir das equacgoes 2.2 e a coordenada do centro
de massa do sistema como um todo é adotada como sendo coincidente com a coor-
denada do centro de massa dos corpos priméarios, em virtude de suas massas serem
vérias ordens de grandeza superiores as massas dos satélites. A massa reduzida ()

é obtida da equagao 2.3.
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Figura 3.7: Parametros para cada sistema

e A localizacao da coordenada do Xy do Lo do sistema Terra-Lua em relacao ao cen-
tro de massa é calculada a partir da equagao 2.54 através do método de Newton-

Raphson.

e Com relacao aos satélites, os parametros do SVF que os definem sao as massas
reduzidas (31 e 52) e o comprimento do cabo (I). As simulagoes foram obtidas para
diversos valores dos parametros cujos limites sao dados na tabela 3.4. E relevante
observarmos que em todas os calculos o comprimento do cabo foi muito menor que

a distancia entre os corpos primérios (I < D).

Considerando o sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem formado pelas
equacoes de movimento, necessitamos definir condicoes iniciais a fim de obtermos uma
solugdo. Estas condigoes iniciais sao dadas pela posigdo (o, o) e velocidade (fo,ﬁo)
iniciais do centro de massa do sistema vinculado, bem como a inclinacao do cabo que une

os satélites (Ay) e sua taxa de variacao temporal (6y).

inferior | superior

Br:0B| 1:1 1:9
[(km) 100 6000

Tabela 3.4: Limites dos parametros usados na integracao

A posicao inicial (g, go) do centro de massa dos satélites deve estar na vizinhanga
do L, devido as aproximagoes tomadas no desenvolvimento do modelo (vide figura 2.6).

Comparamos as simulagoes tomando como posicao inicial os seguintes casos:

e 0 ponto lagrangiano Ly do PR3C, representado por (0,0), pois Z72 =0

e 0 ponto de equilibrio do sistema, representado por (Ze,, 0)
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A inclinagao inicial do satélite (6p) foi fixada em trés valores - 0,1 e 7 - para ser
possivel compararmos a evolu¢ao dinamica do sistema em condigoes de equilibrio (6 = 0
ou 6y = %) e de uma situacao de nao-equilibrio (6 = 1).

A velocidade de translacao inicial é tomada como nula (ai"o = gy = 0) para que o
satélite permaneca o maior tempo possivel na vizinhanca considerada. Com relacao a

taxa de variagao temporal da inclinagao (90), analisamos trés hipdteses que sao:
e 0y = 0 dia™?, inicialmente parado
e 0y =1 dia"", inicialmente lento
e 0y = 100 dia~?, inicialmente rapido

A tabela 3.5 representa o conjunto de condigoes iniciais usado nas simulagoes e para
efeito de comparacao o tempo de integracao foi fixado em 8 dias. Este valor é compativel

com o usado por Misra [12].

condiggo | 1 | 2| 3 |4 |5 |6 | 7|8 |9 |10/11]|12]|13]|14]| 15
Bo | Beg | Zeg | Teq | Feq | Feq | Zeg | O O O[O0 0 |0]0] O
Jo ojloloflojo]o|olo|Oo|olo|loO]|O|O]|oO
&0 ojoloflojo]o|olo|Oo|olo|loO]O|O]|oO
o ojoloflojo]o|olo|o|olo|loO]O|O]|oO
0 olo|o x|z z]lo|lo|lo|1|1|1|z|z|T*
by 0 | 1]100[ 0| 1 [100[0]1]|10]|0]|1]|10]|0]1]100

Tabela 3.5: Condigoes iniciais para a integracao das equagoes do SVF (Terra-Lua)

Convém ressaltar que no caso em que ¢, = 1, embora possamos ter £y = Z., com
a coordenada Z., sendo a coordenada dos equilibrios para 6y = 0 ou = 7, nao temos
representada uma situacao inicial de equilibrio.

As condicoes 4, 5 e 6 somente sao de equilibrio quando 31 = [, e portanto sé
apresentaremos estas simulacoes neste caso.

Exceto no caso em que analisamos o efeito da alteragao da razao de massas dos
satélites, usaremos massas iguais (/1 = (2) em todas as outras simulagbes. Assim,

ressaltamos que as situacoes de equilibrio para = 0 e § = 7 sao equivalentes.
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Para uma melhor compreensao da influéncia de cada um dos parametros envolvidos
na orbita dos satélites, dividimos a andlise de tal forma a variar um parametro por vez,

mantendo os outros constantes.

1. variacao da posigao inicial

Uma situagao importante a ser analisada é aquela em que a condicao inicial
representa o préprio ponto de equilibrio no espaco de fase. No nosso modelo significa
partir de (Ze4,0,0) ou (Zeg, 0, %) além de To = (o = éo = 0 como condigoes iniciais.
Os graficos da figura 3.8 reproduzem estes resultados para um satélite com cabo de
comprimento 1500 km, com razao de massas 1 : 1 usando a condi¢ao 1 da tabela
3.5 com um tempo de integracao de 8 dias. Para este caso temos z., = 6.205 km,
obtido da tabela 3.1. Observa-se que o SVF permanece no equilibrio e mesmo com

uma simulacao de 1000 dias o equilibrio se mantém.

800 1 T
coordx — velocidade total ——

coord x1 = velocidade eixox
600 coord y1 = velocidade eixoy =

coordy ——
coord x2 =
coord y2 =

400 05

200

km
o

m/s
o

-200

-400 05

-600

-800 ‘ ‘ ‘ -

dia dia

rad
o

rad/dia
o

Figura 3.8: Evolugao do SVF inicialmente no equilibrio com 6y = 0 (Terra-Lua)
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As coordenadas (z1,y1) e (x9,y2) representam as posi¢oes de cada uma das

massas dos satélites e foram obtidas através das equagoes 2.9.

Os gréficos da figura 3.9 representam uma simulagao do mesmo satélite com
a condicao 7 da tabela 3.5 e com o mesmo tempo de integragao. Como podemos ob-
servar, com relacao ao comportamento das variaveis translacionais o sistema evolui
de forma muito diferente quando colocado inicialmente no ponto de equilibrio ou
em um outro ponto qualquer, como por exemplo o Ly do PR3C, conforme realizado

nesta simulacao.

800

velocidade total =

€00 = velocidade eixo x —
600 coord y1

velocidade eixo y

coordy —
400 coordx2 =
coordy?2 ——

_/

200

km

-200
-400

-600

-800 \

-1000 ‘ ' ‘ ‘ ‘ 15
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
dia dia
T T T T [ T |
05 05
o g
g0 3 0
g
05 -05
4 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
dia dia

Figura 3.9: Evolucao do SVF inicialmente no Ly do PR3C com 6y = 0 (Terra-Lua)
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Observamos ainda que, para a mesma condicao 7, o sistema permanece com
inclinagao nula, fazendo com que seu movimento seja descrito como na figura 3.10.
Podemos adiantar que este resultado estda de acordo com a linearizacao do sistema
feita no capitulo 4 que estabele autovalores imaginarios puros para o equilibrio em

0 = 0, tornando o sistema estavel com relacao a variavel 6.

Figura 3.10: Sentido do movimento para 6y =0 e 0o =0

Aqui convém estabelecer uma comparacao importante com Misra [12]. Ex-
pandimos com polinomios de Legendre apenas os denominadores da equagao 2.17
que representa o potencial e usamos duas ordens a mais que o referido autor. As
poténcias de R% e RLQ que aparecem na equacgao 2.18 nao foram expandidas, tal como
feitos por ele. Ao compararmos as simulagbes numéricas com este autor notamos
que seus pontos de equilibrio nao fornecem a estabilidade mostrada nos graficos da

figura 3.8.

Usando a condicao 4 da tabela 3.5 para o mesmo satélite, ou seja, partindo do
equilibrio para 6y = 7, obtemos resultados que mostram variagoes na taxa temporal
da inclinacao (9 # 0), fazendo com que o SVF nao se mantenha em equilibrio.
Este fato também sera visto com mais detalhes no capitulo 4, onde mostraremos
que neste caso os autovalores para as variaveis 6 e 0 sio reais, tornando o sistema
instavel. Os resultados para esta simulagao estao mostrados nos graficos da figura
3.11 e foram obtidos com a coordenada do ponto de equlibrio retirado da tabela 3.1
sendo x., = —3.104 km. O tempo de integragao foi aumentado para 24 dias a fim
de melhor visualizarmos o afastamento da situacao de equilibrio. Ainda assim, seria
necessario um tempo maior (da ordem de 100 dias) para que pudéssemos verificar

afastamento nas demais coordenadas.
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Evolugao do SVF inicialmente no equilibrio com 6y = 7 (Terra-Lua)

Como podemos observar, os valores mostrados nos gréaficos da velocidade

translacional e da velocidade de rotagao sao muito préximos de zero, e o que ressalta-

mos € a tendéncia a instabilidade para esta situacao de equilibrio.

2. variagao da inclinagao inicial

Tomando como posigao inicial do centro de massa do satélite o ponto (Z.4, 0),

podemos ainda variar a inclinagao inicial 6.

Como ja estabelecido, este ponto somente representa uma situagao de equilibrio

nos casos em que 0y = 0 ou fp = 7. Esta andlise pode ser verificada pela observagao

dos graficos da figura 3.12, onde um satélite com cabo de comprimento 2000 km e

razao de massas dos satélites 1 : 1, inicialmente em repouso translacional e rota-

cional, foi colocado sob o ponto (Z.,,0) correspondente a este comprimento para a
situac@o de equilibrio em que 6y = 0 (x., = 11.029 km), vide tabela 3.1, porém com

0y = 1, ou seja, fora do equilibrio.
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Figura 3.12: Evolugao do SVF inicialmente com 6y = 1 e g = Zeg(9—0) (Terra-Lua)

Observa-se que o sistema torna-se instavel com relacao as coordenadas espa-
ciais e a velocidade de translagao, apesar de manter uma periodicidade nas variaveis
6 ed. O tempo de integracao desta simulacio foi aumentado para 14 dias com o
objetivo de identificar o comportamento da inclinagao e da velocidade rotacional do

sistema.

Como esperado, ao mantermos as mesmas condigoes anteriores com 6y = 0,
verificamos que o sistema se mantém em equilibrio, fazendo com que o satélite
permaneca em repouso nao apenas translacional como também rotacional. Esses
resultados foram mostrados nos graficos da figura 3.9 para um cabo com compri-

mento de 1500 km, porém estes sao validos para qualquer comprimento mantidas
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as restricoes do modelo.

Podemos complementar a anélise da influéncia do movimento do satélite com
relacao a variacao da inclinacao inicial usando as condigoes 7, 10 e 13 da tabela 3.5,
com um comprimento de 1000 km e razao de massas 1 : 1. Ressaltamos que para
estas condicoes iniciais tomamos 6y = 0. Os graficos das figuras 3.14, 3.15 e 3.16

reproduzem os resultados obtidos. O tempo de integracao foi de 16 dias.

A evolucao das coordenadas espaciais e da velocidade translacional do centro
de massa é devida ao afastamento da posicao inicial (Zg = 21, = 0) com relagdo ao
ponto de equilibrio do sistema. Neste caso, ou seja, para um comprimento [ = 1000
km e razao de massas 1 : 1 temos para 0y = 0 (v, = 2.758 km), Oy = § (¢ =

—1.379 km) e 6y = 1 ( Az.,), todos obtidos a partir da tabela 3.1.

Quando comparamos as condicoes 7 e 13 da tabela 3.5, ainda que inicialmente
o sistema esteja fora do equilibrio, os graficos das figuras 3.14 e 3.16 nos mostram

que:

e para fp = 0 a evolugao é mais rapida que para 6y = 7, pois a posicao inicial

(Zo = 0) estd mais distante do ponto de equilibrio para a inclinagao nula.

e as coordenadas espaciais evoluem de forma oposta, ou seja, para #, = 0 a
coordenada Z diminui e § aumenta enquanto que para 6y = 7 a coordenada
Z aumenta e y diminui. Esta diferenga estda no fato dos pontos de equilibrio
estarem em lados opostos em relacao ao Ly do PR3C, conforme explicado no
capitulo anterior. Quando iniciamos com 6y = 0, a posicao inicial (2o = Z19 =
0) estd entre os corpos primarios e o ponto de equilibrio do SVF e desta forma
o movimento serd de aproximagao aos corpos primarios, visto que o potencial
gravitacional supera o potencial centrifugo. Com 6y = 7 a posigao inicial esta
além do ponto de equilibrio e portanto o movimento se dard no sentido de
afastamento dos corpos primarios, visto que o potencial centrifugo supera o

gravitacional. A figura 3.13 (fora de escala) descreve o comportamento destes

satélites.

e observando os gréaficos da figura 3.16 verificamos que o satélite se afasta do
Lo do PR3C com valores nao nulos para 9, ainda que muito proximos de zero.

Conforme ja adiantamos, isto ocorre devido a instabilidade do equilibrio em 6 =
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5 e serd visto no préximo capitulo através da linearizacao do sistema. O fato
destes valores serem muito préximos de zero e o tempo usado na simulacgao ser
de 16 dias, impede que seja medida alguma variacao na inclinagao do satélite,
fazendo com que para efeitos praticos tenhamos uma situacao em que o satélite

continue praticamente perpendicular em relacao ao eixo x.

Figura 3.13: Sentido do movimento para &y = 0 (6p = 0 ou 6y = 7)
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Figura 3.14: Evolucao do SVF inicialmente com 6y = 0 e 25 = 0 (Terra-Lua)
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Figura 3.15: Evolucao do SVF inicialmente com 6y = 1 e &g = 0 (Terra-Lua)
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Aqui cabe ressaltar a diferenca existente para 0y = 0 e 6y = 7.

70

Usamos o

mesmo satélite, ou seja, comprimento [ = 1000 km e razao de massas 1 : 1, porém

com uma velocidade rotacional inicial 6, = 0.001 dia*. O tempo de integracao foi

aumentado para 30 dias.

Como podemos observar nos graficos da figura 3.17, quando iniciamos em

0y = 0 o SVF evolui de forma a oscilar em torno desta situacao de equilibrio para

a variavel 6 e consequentemente para a variavel 6. Porém, iniciando em 6,

ol

observamos um comportamento instavel para 6 e 6. Este fato ocorre pois ao

considerarmos 6y = 0.001 dia™! estamos partindo de uma condicao inicial fora do

equilibrio, ainda que préxima, tanto para 6y = 0 como para 6y = 7.

Desta forma podemos observar com mais clareza que o comportamento instavel

do equilibrio em 6y = 7, que aparece em uma ordem de grandeza muito pequena

(1071%) no quarto gréfico da figura 3.16, de fato caracteriza uma instabilidade, ao

contrario do que ocorre em f#y = 0.
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Figura 3.17: Comparacio do SVF para 6 e  inicialmente com 0y = 0 ¢ 6, = 7 (Terra-Lua)
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Ao analisarmos o movimento em que 6y = 1 verificamos que inicialmente
o satélite gira com 6 < 0 e isto faz com que sua inclinagao se torne nula (t =
3.6545 dia, r = —1.2728 km e § = —0.4805 dia™!). Podemos observar nos graficos
da figura 3.15 que 6 tem um comportamento periédico, indicando um comporta-
mento mais estavel para a rotacao do que para a translacao, como veremos no

capitulo 4.

3. variacao das massas reduzidas dos satélites

Os graficos da figura 3.18 mostram a evolucao dinamica das coordenadas do
centro de massa, além da inclinacao e da taxa temporal da inclinacao do cabo que
une os satélites, para as razoes de massas 1 : 1 e 1 : 9. Em ambos os casos foi fixado
um comprimento de 1000 km com a condicao inicial 11 da tabela 3.5, ou seja, fora

da condigao inicial de equilibrio. O tempo de integragao foi fixado em 8 dias.

Podemos observar que para a razao de massas 1 : 1 as coordenadas do centro
de massa dos satélites evoluem mais rapidamente no tempo que para a razao de
massas 1 : 9. Isto ocorre como consequéncia do fato que quando a massa de um
dos satélites torna-se maior que a do outro, o ponto de equilibrio do sistema tende
ao Ly do PR3C, conforme visto na pagina 54. Sendo assim, ao considerarmos o Lo
como posigao inicial (Zo = 0), no caso da razao de massas 1:9 (x., = 1.067 km)
estamos mais proximos do ponto de equilibrio, o que fornece maior estabilidade ao

sistema, do que no caso em que a razao de massas é 1 : 1 (2., = 2.758 km).

O comportamento da variavel 6 é dado pela equacao 2.33, sendo entao pouco
dependente das massas reduzidas dos satélites. Isto pode ser visto examinando-se as
equacoes 2.29 onde verificamos que as massas reduzidas (5, e (3, estao relacionadas a
termos de ordem superiores das razoes R% e RLQ, que por sua vez sao pequenos. Este
resultado pode ser comprovado ao constatarmos nos graficos da figura 3.18 que a
rotacao do satélite é pouco afetada pela alteracao da razao de massas, ou seja, a
inclinacao e a sua taxa de variacao temporal evoluem de forma semelhante, mesmo

quando um dos satélites torna-se mais massivo que o outro. Podemos verificar que

para estas simulacoes o SVF possui um movimento de libragao.
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Figura 3.18: Evolu¢ao do SVF para razoes de massas 1 : 1 e 1:9 com 6y = 1 (Terra-Lua)

4. variacao do comprimento do cabo

Usando a condicao 8 da tabela 3.5, fixamos a razao de massas em 1 : 1 e
variamos o comprimento do cabo que une os satélites. Os gréficos das figura 3.19

mostram a evolucao dinamica obtida para um tempo de integracao de 8 dias.

A anadlise dos resultados mostra claramente que a posicao do centro de massa

varia de forma bastante sensivel ao valor do comprimento do cabo. O fato dessas
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variaveis serem muito sensiveis as variacoes do comprimento do cabo é devido ao
fato do Ly do Terra-Lua estar cada vez mais distante do ponto de equilibrio do SVF,
a medida que o comprimento aumenta. Lembramos que Ty = 2y, = 0 para estas

simulagoes. Para os comprimentos dos cabos que foram simulados temos:

e para 500 km  — (2., = 0.689 km)
e para 800 km  — (z., = 1.765 km)

e para 1000 km — (2, = 2.758 km)

500 km —
0km —
1000 km. —

£ E
< =
x >
-15
-20
-25 '
0 1 2 3 4 5 6 7 8
dia
7 T T
500km —
800km —
6 1004m ——
)
4 @
T o
@ 3
g

dia

Figura 3.19: Evolugao do SVF para variagdo do comprimento do cabo com 6y = 0 (Terra-

Lua)
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Portanto, o SVF de menor comprimento esta inicialmente mais préximo de
seu ponto de equilibrio, fazendo com que evolua de forma mais lenta que os outros

dois.

A exemplo do que ocorreu com o efeito das massas reduzidas, a alteracao
do comprimento do cabo pouco influencia na rotacao do satélite. A razao para tal
resultado é o fato de que um aumento no comprimento, ainda que relativamente
grande porém dentro dos limites do modelo (I < D), torna a variagao das razoes

!

T R% praticamente nula. Sendo assim, a evolugao da rotacao e sua velocidade

pouco variam com o comprimento do cabo.

5. variacao da taxa temporal da inclinagao inicial

Os graficos da figura 3.20 foram obtidos com as condigoes 10, 11 e 12 da tabela
3.5, para satélites com razao de massas 1 : 1, comprimento do cabo de 3000 km. e

tempo de integracao de 8 dias.

Como podemos observar, para as trés simulagoes realizadas a velocidade rota-
cional do SVF torna-se limitada e oscilatéria. A principal diferenca esta no valor
da frequéncia, de tal modo que os satélites que inicialmente giram mais rapidos

possuem frequéncias maiores.

Notemos ainda que para as simulacoes aqui expostas o valor médio da veloci-
dade rotacional é proximo do seu valor inicial, como mostrado na tabela 3.6. No

caso de 6y = 0 o valor médio foi obtido para um tempo de integracao de 16 dias.

Oy (dia™t) 0 (dia™")
0 0.00187741357
1 1.03037706965
100 99.999673075

Tabela 3.6: Valor médio de 0 (90 =0dia™", y=1dia"' e 6y = 100 dia™h)

O primeiro grafico da figura 3.20 sugere que satélites com alto valor inicial para
a velocidade rotacional poderiam evoluir de forma semelhante a satélites inicialmente
em repouso, porém este resultado nao se mantém para outras simulagoes, como pode

ser visto no grafico da figura 3.21.



CAPITULO 3. APLICACOES NUMERICAS

150

coord x: 0 rad/dia =
coordy: 0 rad/dia

=250

Oradidia ——

1 1 rad/dia

08
06

04

rad/dia

0.2

0.2

-04

-0.6

Orad/dia ——
1rad/dia =

6
7\‘__
5

rad

dia

m/s

0.8

06

04

02

0radfdia —
1rad/dia ——
100 radidia =

100.008 T T T
100.006 \

100.004
|

100.002
100 L

99.998

|

rad/dia

T

99.99 || v

99.994 |

99.992

|

A00jrad/dia | | |

99.99
0 1 2 3 4

rad

75

Figura 3.20: Evolugao do SVF para variacao da velocidade rotacional inicial com 6y = 1

(Terra-Lua)
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Para estas simulagoes utilizamos um SVF com comprimento [ = 3000 km,
inclinacao inicial #y = 1, localizado inicialmente no Ly do PR3C e um tempo de
integracao de 8 dias, a fim de mantermos as mesmas condigoes anteriormente usadas,

e acrescentamos uma quarta velocidade inicial de rotacio 6, = 200 dia™'.

Como
podemos visualizar pelas trajetérias do grafico da figura 3.21, o SVF com 6, =
200 dia~! nao evolui de forma semelhante ao SVF inicialmente em repouso, tal

. .
como ocorreu no caso em que ¢y = 100 dia™ .

160 .
Orad/dia —
| 1rad/dia —
140 100 rad/dia ——
200 rad/dia =—
120 1
100 |
’g 80 [
=,
> 60 L
40 1
20 |
ol
-20 1 1
-250 -200 -150 -100 50 0 50

X (km)

Figura 3.21: Trajetorias do SVF para a variacao da velocidade rotacional inicial com

0o = 1 (Terra-Lua)

Podemos ainda observar que em todas as simulacoes realizadas a velocidade

rotacional é finita durante todo o tempo de integracao.
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3.2.2 Sistema Sol-Terra

A tabela 3.7, extraida de Peldez [15], reproduz os valores usados na aplicagao do

modelo na vizinhanca do L do sistema Sol-Terra.

massa do Sol M; = 1.989 - 10% kg
massa da Terra | M, = 5.974 - 10%* kg

distancia Sol-Terra | D = 1.496 - 10! m

Tabela 3.7: Parametros do sistema Sol-Terra

Os parametros fixos foram calculados, a exemplo do sistema Terra-Lua, e estao
listados na tabela 3.8.

A principal diferenca entre os dois sistemas esta no fato de ser necessario um com-
primento de cabo bem superior no sistema Sol-Terra em relagao ao aplicado no Terra-Lua.
Quando usamos comprimentos de cabo relativamente préximos, devido as caracteristicas
dos corpos primarios, o sistema Sol-Terra reduz o comportamento dos satélites vinculados

ao PR3C, como explicado anteriormente.

movimento médio | n = 1.991 - 1077 s7!
massa reduzida p=3.004-10"°
distancia Sol-O | Dy =4.494-10° m

distancia Terra-O | Dy = 1.496 - 101 m

distancia Lo-O o = 1.511-10" m

Tabela 3.8: Parametros obtidos do sistema Sol-Terra

Os comprimentos usados nas simulagoes no sistema Sol-Terra foram sempre supe-
riores ou iguais a 5000 km. A tabela 3.9 informa algumas coordenadas de pontos de
equilibrio para comprimentos maiores e sua representacao grafica esta na figura 3.4.

Comparamos a evolucao de satélites vinculados fixos para os primarios Terra-Lua e
Sol-Terra. Para isso tomamos a coordenada = do centro de massa do SVF em relacao ao
Lo de cada um dos sistemas. Assim, os graficos da figura 3.22 permitem a comparagao
entre os afastamentos experimentados em relagao ao Ly de cada um dos primarios, para
um SVF com comprimento de 1000 km no Terra-Lua e um outro SVF com comprimento

de 5000 km para o Sol-Terra.
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Figura 3.22: Afastamento em relacao ao Lo para comprimentos diferentes de SVF no

Terra-Lua e Sol-Terra

comprimento (km) | Sol-Terra (km)
N
5000 2.793 | -1.396
5500 3.379 | -1.689
6000 4.022 | -2.011
6500 4.721 | -2.360
7000 0.474 | -2.737
7500 6.284 | -3.142
8000 7.150 | -3.575
8500 8.072 | -4.036
9000 9.049 | -4.525
9500 10.082 | -5.041
10000 11.172 | -5.586

Tabela 3.9: Pontos de equilibrio para §; = 35 (Sol-Terra)
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Nessas simulagoes foram utilizadas a condicao 7 da tabela 3.5. Observamos no
primeiro grafico da figura 3.22 que para os afastamentos serem da mesma ordem (~-90
km) em relac@o ao ponto inicial (zo = 22), mesmo com um comprimento 5 vezes maior é
necessario um tempo de integracao de 92.501 dias no caso do sistema Sol-Terra e apenas
8 dias no Terra-Lua. O segundo grafico da figura 3.22 nos mostra que a velocidade de
afastamento do satélite ainda assim evolui bem mais rapidamente no sistema Terra-Lua.

A diferenga aumenta ainda mais quando usamos o mesmo comprimento [ = 5000 km
em ambos os casos, pois sao necessarios 167.826 dias de integracao no sistema Sol-Terra
a fim de produzir o mesmo afastamento que o observado no Terra-Lua em apenas 8 dias,
conforme visto nos graficos da figura 3.23.

Notemos que devido as caracteristicas do sistema Sol-Terra, mesmo para compri-
mentos de cabos grandes, o ponto de equilibrio do SVF para um certo comprimento esta
relativamente muito mais préximo do Lo do PR3C do que estd dos corpos primarios,
quando fazemos a mesma comparacao com o Terra-Lua. Estes resultados refor¢cam o fato
de que o uso de um SVF no sistema Sol-Terra deve utilizar comprimentos de cabos bem
maiores do que se fosse usado no Terra-Lua, pois os efeitos no primeiro sistema sao bem

menos sensiveis que no segundo.

T T T 16 T T T
Terre-Lua: 5000 ke / 8.000 dias —— Terra-Lua: 5000km /8.000 das —
Sol-Terra: 5000 km / 167.826 dias —— Sol-Terra: 5000 km / 82.501 das ——

dias

v (m/s)
oo

[

-2500 -2000 -1500 -1000 -500 0 -2500 -2000 -1500 -1000 -500 0
X (km) 3 (km)

Figura 3.23: Afastamento em relagdo ao Lo, para comprimentos iguais de SVF no Terra-

Lua e Sol-Terra
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Quando usamos as condicoes 1 e 4 da tabela 3.5 estamos colocando o satélite em
seu ponto de equilibrio e o sistema permanece em repouso, a exemplo do que mostramos
nas simulagoes para o sistema Terra-Lua. Os graficos da figura 3.24 nos mostram esses
resultados para um SVF com comprimento de 7000 km, razao de massas 1 : 1 e 6y = 0,
que fornece z., = 5.474 km. O tempo de integracao foi de 8 dias, mas a estabilidade

se mantém para periodos superiores a 1000 dias, a exemplo do observado no sistema

Terra-Lua.
4000 T T 1
coordx ——
coordx1 ——
3000 coordyl ——
coordy —
coordx2 ——
2000 coordy2 = 05
1000
E 0
< 0 £ 0
)
-1000
-2000 05
-3000
4000 ‘ ‘ ‘ ‘ ' ‘ ‘ -1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X (km) dia
1 1
05 05
g
] 3
g 0 g 0
.05 05
1 . - L - L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
dia dia

Figura 3.24: Evolugdo do SVF inicialmente com zy = Z¢, € 6 = 0 (Sol-Terra)
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Quando o SVF ¢ inicialmente colocado no ponto de equilibrio correspondente a
o = % observamos também um comportamento semelhante ao encontrado no Terra-
Lua, ou seja, devido a instabilidade deste ponto de equilibrio o sistema tende a sair da
situacao de equilibrio, porém com uma velocidade rotacional muito proxima de zero.
A fim de obtermos a mesma ordem de grandeza (107!¢) para a velocidade rotacional
encontrada em 16 dias no sistema Terra-Lua, tivemos que integrar o sistema Sol-Terra
com um tempo de 1200 dias. Os graficos da figura 3.25 ilustram este comportamento, e nos
informam também que, ao contrario do Terra-Lua, no Sol-Terra a velocidade translacional
permanece estavel mesmo para este tempo de integragao mais elevado. Notemos, porém,

que se continuarmos a aumentar o tempo de integragao, o sistema apresentara variagoes

consideraveis para as coordenadas espacias e também para a velocidade translacional.
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Figura 3.25: Evolugao do SVF inicialmente com 2y = Z4 € p = 5 (Sol-Terra)
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Os graficos da figura 3.26 mostram a evolugao para este mesmo satélite, ou seja
comprimento [ = 7000 km e razao de massas 1 : 1, colocado inicialmente no Ly do PR3C,
partindo da condicao 7 da tabela 3.5, para um tempo de integracao de 8 dias.

Ressaltamos as diferencas nos graficos das figuras 3.24 e 3.26 em funcao de nao ser
0 Ly do PR3C um ponto de equilibrio para o SVF. Desta forma ocorre uma evolucao
dinamica no SVF, ainda que de forma mais lenta que no caso do mesmo ser aplicado no
sistema Terra-Lua. Observamos que o SVF, a exemplo do que ocorre no Terra-Lua, evolui
de forma a manter constantes e nulas a inclinacao e sua taxa de variacao temporal. Isto
corre devido a termos 6y = 0 e 90 = 0 e ao fato dos autovalores do sistema linearizado

para estas variaveis de estado serem imaginarios puros, conforme veremos no capitulo 4.

w ; 0.0015 T T T T g ‘ :
4000 coord x — velocidade total =
coord X1 — velocidade eixo
3000 coord y1 = | velocidadeeffoy ——
coordy —— 0.001
coord x2 =™ |
2000 coord y2 ——
0.0005
1000 |
5 0
< 0 =
> E 0
-1000
-0.0005
-2000 [
3000 S
-4000 ‘ ‘ ' ‘ ‘ . ! . ! !
-0.0015
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 9 3 " 5 6 - 8
X k) dia
05 05
b
g o 30
g
05 -05
L — X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
dia dia

Figura 3.26: Evolucao do SVF inicialmente com &g = %12, g = 0 e o = 0 (Sol-Terra)
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Observamos que todas as variacoes realizadas para a analise do comportamento do
SVF no sistema Terra-Lua continuam vélidas quando aplicadas no sistema Sol-Terra,

mantidas as diferengas de escala devido as caracteristicas de ambos os sistemas.



Capitulo 4

Orbitas Periédicas de Lyapunov

4.1 Introducao

Calculamos algumas érbitas nao peridédicas na vizinhanca do equilibrio para os
satélites vinculados fixos e analisamos como estas orbitas sao afetadas pela alteracao dos
parametros que descrevem o modelo. Vamos agora examinar as equagoes linearizadas nas
vizinhangas do equilibrio para estudar a estabilidade linear. Na se¢ao 4.2 deste capitulo
obtemos condigoes iniciais que fornecem érbitas periddicas lineares - OPL(s). O principal
objetivo de se calcular estas condigoes iniciais esta no fato de podermos usa-las para a
obtengao das érbitas periédicas nao lineares - OPN(s) - na vizinhanca dos pontos de
equilibrio, ou seja , as drbitas periddicas de Lyapunov, como descrito na segao 4.3. Ainda
através da linearizacao do sistema de equacoes diferenciais que descreve o movimento,

verificamos a estabilidade dos pontos de equilibrio.

O sistema de 3(trés) EDO(s) de segunda ordem formado pelas equagbes de movi-
mento 2.31, 2.32 e 2.33 pode ser transformado em um sistema com 6(seis) EDO(s) de
primeira ordem mediante uma mudanca de variavel, conforme o sistema 4.1. Lembramos
que estamos considerando um SVF (l = 0) e como tal o primeiro termo da equagao 2.33

¢é nulo.

84
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de/dT = o

1— A A
do'Jdr = 2y — (R—?MA1+R£;23A2—1>(X0+$) - N(l_/i)(R_%_R_g)
dy/dr =

L—p Iz
do'fdr = 220" — (= FA+ LA, -1
x' [dr x ( I 1+R§’ 2 >y
dg/dr = ¢

L —p p
o' Jdr = - - Lo

\ FrERR it
(4.1)

A fim de simplificar a notacao, passaremos a descrever as variaveis adimensionais
sem o simbolo ("), os coeficientes descritos pelas equagoes 2.29 sem os sobreescritos (I, 6)
e as derivadas com o simbolo () em vez de (’). Sendo assim, o sistema de equagoes 4.1
representa as variaveis em suas formas adimensionais definidas pelas equagoes 2.30 e em

notacao matricial sera representado por:

T FO x7i7y7y707‘9'

(ZL‘) Fl 5157557%?),9;9

<
&

‘ ou & = F(x) (4.2)
137 j;‘7 y? y" 97 0

—~
.
~

=

3
0 Fy
(9) F5 xait‘7y7y‘79aé

x,@,y,7,0,0

( )
( )
2(2, 2,9, 9,0, ‘9)
( )
( )
( )

onde @ representa um vetor com 6 (seis) componentes tais que x = (a:‘,:i:,y,g),&,é)T e
F = (Fy, Fy, F,, F3, Fy, F5) representa o campo vetorial. Este sistema é obviamente nao-
linear e autonomo se o comprimento [ nao variar no tempo.

Faremos o estudo de sua linearizagao nas proximidades dos pontos de equilibrio

proximos do Ly do PR3C, estudando a estabilidade nessa vizinhanca.

4.2 Estabilidade linear

A obtencao de orbitas periddicas lineares é feita através da linearizacao do sistema
4.2. Vamos considerar que x* seja um vetor que represente um ponto de equilibrio do
espaco de fase, onde sua existéncia e calculo foram determinados na secao 2.6. A figura

4.1 nos permite visualizar os possiveis pontos de equilibrio e suas vizinhancas onde a
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linearizacao do sistema é realizada. Como visto no capitulo anterior, o ponto de equilibrio
para 6 = m pode ser obtido através da simples permutagao das massas reduzidas (51, 52),
tomando # = 0. Sendo assim, descreveremos a linearizacao apenas nas regioes vizinhas
aos pontos de equilibrio onde 6 =0 e 6 = 7.

As OPL(s), quando existem, devem entao ser obtidas para essas regides e para isso
usamos uma expansao de Taylor para o campo vetorial F' na vizinhanca de x*, de tal
forma que:

1 d?F
2! dx?

dF

- (x — ") + ... (4.3)

@x*

(x —x*) +

x*

Como x* é um ponto de equilibrio, temos que F(x*) = 0. Se da expansao des-
prezarmos os termos de segunda ordem em diante, o campo vetorial na vizinhanga do

ponto de equilibrio sera descrito, em primeira aproximacao, por:

Figura 4.1: Regioes vizinhas aos pontos de equilibrio

Realizando uma mudanca de varidavel onde « < x — x*, podemos observar que:
3 )

F(x) = D, F K (4.5)

onde D F| = D, F = [—] representa a matriz jacobiana no ponto de equilibrio.
0 .

Desta forma o sistema 4.2 em sua representacao linearizada e transladado para um

dos pontos de equilibrio torna-se:
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oF, R, R, R R 0F

r dx 8k 9y 9y 90 9 z
9r 0 Oy oy 00 o0
= (D, F)x = Y — dx  9& 9y dy 9 9f Yy (4.6)
Yy oz  or oy o0y 06 06 y
0 OFy QOFy 0OFy 0Fy 0Fy 0OF; 0
oz ox oy oy 00 90
6 OFy OFs OF; OF; OF; OF J

dr 0 Oy Oy 00 99
E importante salientar que a matriz D, F é calculada no ponto de equilibrio do
sistema, e que este por sua vez depende do comprimento e da inclinagao do cabo que une
os satélites vinculados, bem como de sua razao de massas.
Cada componente da matriz jacobiana deve ser analiticamente obtido a partir das
equagoes do sistema 4.1. Os itens a seguir descrevem os resultados obtidos para as
derivadas parciais que permitem obter os elementos (D, F'); ;, com 4,j € {1,...,6}.

Coeficientes bésicos:
a; = (3cos’H—1)
ay = 6(By — B1)(5cos?f — 3)cosd

5
as = —(1—3B3152)(35cos* @ — 30cos* O + 3)

2
oy = 9cost
as = 6(By— B1)(5cos*d —1)
2
ag = ?5(1 —3B153)(7 cos® 0 — 3 cos )

o = (6 B~ Beosd)
wy = 5(1—3B132)(3 — Tcos?H)cosb

ws = 3cos20
Wy = —;(/32 — B1)(11 — 15 cos? #) cos §
ws = —g(l — 31 52)(—28 cos* 0 + 27 cos® § — 3) (4.7)
Derivadas parciais dos vetores posicao:
R,  Xo+x+p ORy, Xo+ax+p—1
ox N R, Ox B Ry
Of _ y ORs _ y
dy B Ry dy N Ry
OR OR

00 a0
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Derivadas parciais dos coeficientes:
0N, —BiBal? | ! 1\?] /oR,
or w7 \w) T\ &) | ar
oA, —BBl? | ( I ) ( I )2' (8R1)
oy R? _al @ 1 @ 1/ oy
oAy —BiBal? | ! 1\?] /oR,
or = R% a1 + Qo ) + a3 ) or
Ay —BiBl? [ ( I ) ( I )2' (8R2)
= aoptaoa| 5 | tas| 5 -
dy R | U\R) R | Oy
oAy —Bial? | ( l ) ( l )2'
= agt+as| — ) +ag | — senb
06 R |7V T\R) R
OAy  —Bifal? | l 1\?]
20 = R% oy + a5 —2 + agp E senb
% = LZ w1 + wo <L) sent %>
Ox g 1 x
oy, 1| Y OR,
i S —_ o ==
83/ R% w1 + wo < 1) sen ( (9y )
o9, 1| Y OR,
E = R_% w1 + Wo <—2) sent (—x>
o, 1| Y OR,
bl —_ ==
8y R% w1 + wo < 2) sen ( 8y )
o _ (1Y (LY
o BT\ R, ) T\ R,
o0, ! 1\?
Ol _ L - 4.
89 (JJ3+C«J4<R2)+W5(R2) ( 9)

Com os valores calculados das derivadas parciais, os elementos da matriz jacobiana

sao entao obtidos.

o [y(x)=1

OFy _ 0Fy _ OFy _ OFy _ 9Fy _ ()

ox

0y 0y

o Fi(x) = zg—(g—;Al +fe s — 1)(Xo+x) — p(l — p)(

oF _ 9l _

o~ 98

e

(¢

a0 a0

oF _
ay‘z

oFy _
8x'_1

A

Ry
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OF 1— OA A1 OR OA As OR. 1—
on —{ - [ - 38 Om] g [0 _ MO L(X, +2) - (A + fgAs— 1)
1 [OA A1 OR 1 [OA Ao OR
— (L= T - 3% %] — w5 — 3% %2
= - - o] - A -0 oo
Y Y 1 Y Y 2 0Y
1 [OA A1 OR 1 OA Ao OR
— (L= ) [z % — 3% %] — w5 — 3% %)
G = — (7% +%%)(Xo+w>—u<1—u>(%§%—%;%%2)
o Ih(x)=19y
OF: OF: OF: OF: OF: (9F

o Fy(x) = —20— (A1 + fg A2 — 1)y

OF3 _ 0F3 OF3
9 — o5 —V € =2
OF3 _ _;M[%_ ﬂ&] _L[3A2
ox R% z Ry Oz Rg ox
0F3 —J) _ 1—££|:BA1 - 3&61{1] . L[@Az
dy R$ Y R1 Oy Ry L oy
% _ 1—p OAq LOAQ
a0 (R§ o0 TR 5 ) Y

° F4(CC) =
OFy _ OF _ 0F _ OF _ OFy _y
oz oz oy 9y o0

1—

[ ] F5(SC) = _fili/iﬂl — ‘}%QQ
oFs _ 9Fs _ OFs _ )
dx 0y a0
oFs _I—_H[% &%} _ L[afh
ox R} | 0z R, Oz R L 0z
OFs — _1—p [891 Q 8R1i| o _&[892
oy i{’ oy Ry Oy R% dy
OFs _ _ 1-poQ _ p 09
00 R} 00 R3 00

Ao OR
- 33—53—5]}y

Ry 0Oy

oFy _
89_1

Q3 OR2
3R2 oz }

. 392 OR2

Ro 8y:|

A matriz jacobiana é calculada pela equagao 4.10 onde os elementos sao obtidos com

as equacoes anteriores e assume a forma dada a seguir:

0

or
ox

0

oF,
ox

0

oF;
ox

1

0

0 0 0 0
oF OF1
o g 9B g
0 1 0 0
OF: OF:
x4 U g
0 0 0 1
OF; OF;
4o U g

(4.10)

Observamos que para cada PR3C e fixadas as massas do sistema vinculado esta

matriz serd em ultima andlise funcao apenas do comprimento do cabo que une as massas

dos satélites.
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Um sistema linear com n equagoes representado por @ = Dz, com a matriz ca-

racteristica (D) diagonal e com coeficientes constantes possui solugao analitica x(t) =

A Aot
)

(creMt cpe??t . ce*t)T onde os \; sdo os autovalores da matriz D e os ¢; sdo coeficientes
a serem determinados por n condicoes iniciais. Tal sistema é dito desacoplado.

Observando a matriz jacobiana do sistema 4.2 dada pela equacao 4.10, verificamos
que a mesma deve entao ser diagonalizada para que o sistema se torne desacoplado e nos
permita escolher adequadamente as condigoes iniciais para érbitas periddicas lineares.
A diagonalizacao é obtida através da transformacido D = P~ !AP, onde A = D, F ¢ a
matriz P é formada pelos autovetores da matriz jacobiana. Este processo é usado pois
nao existem autovalores com multiplicidade maior que a unidade neste problema.

Seja uma mudanca de varidvel com y = P~'a, onde y = (zn, Zn, yn, Un, On, On) 7

Com isso podemos escrever que:

y=P'z = §=P's = §=PAz) = y=(P AP}y (411)

O sistema y = (P 'AP)y é desacoplado com solugao y(t) = (cieM?, ..., ctert)T

onde os \; 3o os autovalores da matriz caracteristica (P~1AP) e os ¢} a serem determi-
nados por novas condicoes iniciais, uma vez que P~'AP é uma matriz diagonal.

Para que o sistema 4.11 tenha solugoes quasi-periddicas é necessario que tenhamos
c; = 0 para todos os 7 onde os respectivos \; sao reais ou complexos com parte real diferente
de zero. O subespago gerado pelos autovetores correspondentes a estes autovalores é
denominado variedade central.

Temos que obter novas condigoes iniciais para o sistema 4.2 a partir das condigoes
iniciais do sistema 4.11, e para isso podemos usar o inverso da mudanca de varidveis, onde

obtemos:

6
xo=Py, = uz;,= Zpijyj, comi € {1,...6} (4.12)
j=1

A equacao 4.12 nos permite selecionar as condic¢oes iniciais do sistema 4.6 para que
as solugbes sejam periddicas, isto é, x(t) = x(t + T'), para um certo periodo T' € R,
qualquer que seja t € R. Estas solugoes devem ser transladadas, com a mudanca de
variavel x <> x — x*, a fim de fornecer érbitas peridédicas para o sistema 4.2 linearizado

pela equagao 4.4. Com isso a solugao periddica linear do sistema 4.2 serd dada por
z(t)+x* « xz{t+T)+x" (4.13)

onde x(t) é a solucao do sistema 4.6 e T' o periodo.
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4.2.1 Aplicagao ao Terra-Lua

Um satélite com cabo de comprimento 1000 km e razao de massas 1 : 1 usando
dados adimensionais obtidos da tabela 3.1 tem os seguintes pontos de equilibrio no espaco

de fase:

Py(7.08815214 - 107°%,0,0,0,0,0) e Py/2(—3.54407607 - 107°,0,0,0, g 0)

Ressaltamos que no caso em que a razao de massas é 1 : 1 temos que Fy = P;.

Vamos inicialmente considerar o ponto de equilibrio Fy. Com as equagoes 4.7, 4.8,

4.9 e 4.10 obtemos a matriz jacobiana e a forma linearizada do sistema, dados a seguir:

0 1 0 0 0 0
7.38243591 0 0 2 0 0
0 0 0 1 0 0
T = x (4.14)
0 —2 —2.190729422 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 —9.572491113 0

Calculamos P~1(D,F)P a partir da matriz P dos autovetores da jacobiana e assim

obtemos o sistema em sua forma desacoplada, como a seguir:

2.159007343 0 0 0 0 0
0 —2.159007343 0 0 0 0
. 0 0 0 1.862687895 0 0
Y= y (4.15)
0 0 —1.862687895 0 0 0
0 0 0 0 0 3.093944265
0 0 0 0 —3.093944265 0

Podemos verificar a presenga de 2 (dois) autovalores reais e outros 4 (quatro)
imaginarios puros (conjugados dois a dois). Isto nos permite visualizar os retratos de
fase conforme os graficos da figura 4.2 e concluir que as solugoes periddicas devem ter

condicoes iniciais que anulem as coordenadas xy e . E possivel ainda concluirmos
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que o ponto de equilibrio P, é instavel com relagao a estas coordenadas e estavel em
relacao a yn, yn, On, Oy e este subespago corresponde a variedade central linear (Perko
[16]). Portanto, uma condicao inicial suficiente para se obter solugoes periddicas é y, =
(0,0, yno, Uno, Ono € éNo)T. Observe que esta condicao inicial é de uma érbita periédica

instavel, pois basta um par real para que o ponto de equilibrio seja considerado instavel.

1 an Va
| & K

Figura 4.2: Diagrama de fases para P,

As condigoes iniciais para o sistema 4.14 sao entao obtidas através da equagao 4.12

€ podemos escrever que:

20 = 0.3013652184y 70 io = 0.5613493546 0
Yo = 0.8778787062n0 o = —1.635214044y ¢
fo = 0.32321202796 ¢ 0o = o (4.16)

Conforme veremos mais adiante buscamos érbitas com a simetria £(z, &, y, 9, 0, 0, t) =
L(x,—&,—y,7y,—0, 0, —t). Assim, tomando yxo = 0 obtemos (g, 0,0, pxg, o, éo)T com p =
—5.426021134 como condic¢ao inicial para uma orbita periddica linear do satélite vincu-
lado fixo considerado com [ = 1000 km. O modulo do coeficiente p representa a razao
entre o valor da velocidade vertical inicial e a coordenada horizontal inicial em relacao ao
ponto de equilibrio (p = %) Ressaltamos que para estas condi¢oes uma OPL do sistema
4.2 sera dada pela transfogmagéo 4.13, onde x* = (0.00000708815,0,0,0,0,0)T, fazendo
a translacao para o referencial adotado na modelagem, onde a origem é o Ly do PR3C.

A tabela 4.1 fornece o valor de p na vizinhanca de P, para varios comprimentos de
cabos e razoes de massas, o que nos permite obter solucoes periddicas lineares para varios
satélites vinculados fixos. 6y, 90 e a coordenada xy devem estar na vizinhanca do ponto

de equilibrio F.
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As orbitas dos subespacos (y,9) e (6,6) embora limitadas (os A sdo imagindrios
puros) nao formam uma érbita peridédica do tipo spin-6rbita, pois as frequéncias nao sao
ressonantes e nem mesmo préximas como no caso (y,9) e (z, 2) do PR3C que geram nao

linearmente as drbitas em forma de oito verticias, como pode ser visto em Szebehely [23].

L(km) | p(Br=P52) | p(Br=98) | p (b1 =1995)
500 | -5.425369281 | -5.425231471 | -5.425160839
1000 | -5.426021134 | -5.425474724 | -5.425187791
1500 | -5.427107555 | -5.425889367 | -5.425233991
2000 | -5.428629105 | -5.426482893 | -5.425300406
2500 | -5.430586263 | -5.427263013 | -5.425388138
3000 | -5.432979460 | -5.428237704 | -5.425498173
3500 | -5.435809626 | -5.429414738 | -5.425631636
4000 | -5.439077620 | -5.430802243 | -5.425789576
4500 | -5.442784468 | -5.432408294 | -5.425973089
5000 | -5.446931205 | -5.434241226 | -5.426183295
5500 | -5.451519277 | -5.436309352 | -5.426421348
6000 | -5.456549974 | -5.438621081 | -5.426688308

Tabela 4.1: Coeficiente p (6 = 0) para obten¢ao de OPL no sistema Terra-Lua

A obtengao de OPL(s) na vizinhanga do segundo ponto de equilibrio (51 = fs)

implica no calculo de uma nova matriz jacobiana que quando diagonalizada pelos seus

autovetores nos fornece a seguinte expressao:

2.158721320 0 0 0 0 0
0 —2.158721320 0 0 0 0
Pil(D F)P 0 0 0 1.862749783 0 0
- =
P 0 0 —1.862749783 0 0 0
/2
0 0 0 0 3.093601653 0
0 0 0 0 0 —3.093601653

A principal diferenca em relagao ao ponto de equilibrio F, esta na presenca de outros

2 (dois) autovalores reais para gy e 0y, 0 que torna o sistema instédvel também para estas
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duas coordenadas, como podemos observar nos retratos de fase da figura 4.3.
As solugoes periédicas devem entdo anular o comportamento de 4 (quatro) au-
tovalores e portanto a condicao inicial para o sistema 4.11 deve ser da forma y, =

(0,0, yno, Uno, 0,0)T. Usando a transformacao de varidvel dada pela equacao 4.12, temos

que:
2o = 0.3013967091y 0 io = 0.56142665337 0
Yo = 0.87784134745x0 jo = —1.635198782y ¢
0o =0 0o =0 (4.17)

Note que aos valores acima devemos acrescentar z* = (—0.00000354407, 0, 0, 0, o 0)”
de acordo com a equagao 4.13.

Tomando yno = 0 obtemos (zo, 0, 0, pzo,0,0) com p = —5.425403572 como condigao
inicial em relagao ao ponto de equilibrio. A tabela 4.2 nos informa os valores de p na
vizinhanca de Pr/; no sistema Terra-Lua para diversos comprimentos, porém somente no

caso em que 51 = [y .

A
y
Y

-
N

Figura 4.3: Diagrama de fases para Pr/;
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[ (km) | p(B1=p)
500 | -5.425214969
1000 | -5.425403572
1500 | -5.425717932
2000 | -5.426158106
2500 | -5.426724001
3000 | -5.427415629
3500 | -5.428232948
4000 | -5.429175995
4500 | -5.430244840
2000 | -5.431439309
2500 | -5.432759540
6000 | -5.434205441

Tabela 4.2: Coeficiente p (6 = 7) para obtengao de OPL no sistema Terra-Lua,

4.2.2 Aplicacao ao Sol-Terra

Como ja visto, a aplicacao numérica neste sistema deve levar em consideracao
comprimentos de cabos relativamente maiores que os usados no sistema Terra-Lua. A
analise da estabilidade dos possiveis pontos de equilibrio Iy e P /3 se mostrou semelhante
a aplicacao anterior. A tabela 4.3 nos informa as condigoes iniciais adequadas para com-
primentos entre 5000 km e 10000 km, que fornecem érbitas periddicas lineares para o
sistema Sol-Terra no caso em 6y = 0 e 6y = 7, tomando como solucao a transformacao
4.13.

Usando como exemplo um satélite de comprimento 6000 km e razao de massas
1 : 1, para cada um dos pontos de equilibrio P e P/, mostramos a matriz jacobiana
diagonalizada pelos seus autovetores. As coordenadas adimensionais destes pontos de
equilibrio foram obtidas a partir da tabela 3.1 e sao dadas abaixo:

Py(2.68850267 - 107%,0,0,0,0,0) e P, /5(—1.34425133 - 107%,0,0,0, g 0)
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Matriz jacobiana para 6, =0

2.484435557 0 0 0 0 0

0 —2.484435557 0 0 0 0

_1 0 0 0 2.057076567 0 0
PYD,F)P| =

P 0 0 —2.057076567 0 0 0
/2

0 0 0 0 0 3.438368372
0 0 0 0 —3.438368372 0

Matriz jacobiana para 6y = 7

2.484416622 0 0 0 0 0
0 —2.484416622 0 0 0 0
Pil(D F)P 0 0 0 2.057079800 0 0
- =
P 0 0 —2.057079800 0 0 0
/2
0 0 0 0 3.438344234 0
0 0 0 0 0 —3.438344234

Verificamos um comportamento analogo ao obtido no sistema Terra-Lua com relagao
a forma diagonalizada da matriz jacobiana. Isto nos mostra que a analise anteriormente
realizada para se obter condigoes iniciais adequadas para a geracao de érbitas periddicas

lineares pode ser igualmente aplicada nos sistemas Terra-Lua e Sol-Terra.

As condigoes iniciais dadas pelas tabelas 4.1 e 4.3 sao geradoras de 6rbitas peridédicas
para o sistema em sua forma linearizada, e portanto nao produzem orbitas periddicas
quando o sistema 4.2 ¢é integrado. Porém, essas condigoes sao utilizadas como ponto
inicial no processo de refinamento numérico que nos permite obter orbitas periddicas

considerando o sistema em sua totalidade.
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6o =0 =1
L(km) | p(Bi=PB2) | p(Bi=9B2) | p(Br=998) | p (51 =)
5000 | -6.556581703 | -6.556552076 | -6.556536974 | -6.556549090
5500 | -6.556591506 | -6.556555612 | -6.556537382 | -6.556551960
6000 | -6.556602209 | -6.556559534 | -6.556537827 | -6.556555251
6500 | -6.556613857 | -6.556563764 | -6.556538305 | -6.556558626
7000 | -6.556626457 | -6.556568314 | -6.556538815 | -6.556562436
7500 | -6.556639998 | -6.556573281 | -6.556539310 | -6.556566447
8000 | -6.556654364 | -6.556578552 | -6.556539940 | -6.556570736
8500 | -6.556669727 | -6.556584227 | -6.556540515 | -6.556575333
9000 | -6.556686142 | -6.556590249 | -6.556541229 | -6.556580212
9500 | -6.556703333 | -6.556596547 | -6.556542109 | -6.556585337
10000 | -6.556721427 | -6.556603140 | -6.556542609 | -6.556590836

Tabela 4.3: Coeficiente p para obtengao de OPL no sistema Sol-Terra
4.3 O método da continuacao

Nesta secao o objetivo é calcular érbitas periddicas para os satélites vinculados fixos
levando em consideragao o sistema 4.2 de forma completa, ou seja, nao usando a expansao
de Taylor para o campo vetorial F', dado pela equacao 4.3, que o lineariza. Estas solugoes
periodicas sao obtidas ao redor dos pontos de equilibrio do sistema que descreve o mod-
elo. Sabemos que em sistemas dinamicos que possuem uma integral primeira as familias
de orbitas periddicas sao parametrizadas pelos valores desta integral, no nosso caso tal
integral primeira é a constante do movimento de Jacobi (C;). Desejamos determinar a
familia de orbitas de Lyapunov que sao continuagao das érbitas periddicas lineares na
vizinhanga do ponto de equilibrio determinadas na segao 4.2.

Poincaré mostrou que é possivel obter uma familia de solugoes periddicas em um
sistema dinamico autonomo dependente de um parametro ¢ partindo-se de uma solucao
periddica para e = 0. O procedimento ficou conhecido na literatura cientifica como Método
de Continuagdo Analitica e consiste em uma aplicacao do Teorema da Fung¢ao Implicita,
conforme podemos ver em Siegel e Moser [19]. E conhecido que na vizinhanca dos pon-
tos colineares do PR3C plano existem familias de orbitas periédicas planas conhecidas

como Orbitas de Lyapunov. Nosso objetivo consiste em determinar estas orbitas para o
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problema dos satélites vinculados, obtendo uma familia de solucoes periddicas partindo,
por exemplo, de uma érbita periddica encontrada na vizinhanca do ponto de equilibrio
do sistema ou de qualquer orbita periédica ja conhecida.

Lembrando que uma solucao periédica de periodo T tem a seguinte propriedade:

x(t)=x(t+1T), VieR (4.18)

onde x é o vetor que representa um ponto no espaco de fase com 6 (seis) dimensoes,
entdo a equacao x(t + T) — x(t) = 0 é a equagao de periodicidade que necessitamos
resolver.

Para computar érbitas periddicas de periodo T' de um sistema auténomo & = F'(x)
buscamos condigoes iniciais xq tais que G(xg) = ¢(T,x9) — xo = 0. No entanto todos os
pontos ¢(t, zg), t € R sdo solugdes desta equagao se xg 0 é. Equivalentemente DG (xq) =
Dy(T,xg) — I é singular porque F(xg), o vetor tangente a érbita é outro valor da matriz
de monodromia Dy (T, xg). Isto nos impede a inversdo da matriz para calcular xg.

Uma das solugoes para evitar este problema é usar o método de secao de Poincaré.
Desta forma considerando uma secao conveniente S, transversal ao fluxo, procuramos
um ponto ¢g € S de tal forma que Gxg = P(x¢) = 0, onde P é o mapa de Poincaré
associado a S. Desta forma o periodo T" nao é pré-fixado. O zero de GG é procurado com o
método de Newton-Raphson usando a diferencial da aplicagdo de Poincaré e em seguida
usa-se o método da continuagao. Com isso ¢ eliminada a degenerescéncia da matriz de
monodromia.

Vamos considerar uma secao de Poincaré definida por y = 0 e C'; fixa. Esta secao
serd uma superficie com 4 (quatro) dimensées no espago de fase com dimensao 6 (seis) e
um ponto dessa superficie é representado por P(x, z,0, 9,0, 6’; cj), uma vez que a constante
do movimento de Jacobi é fixada.

Consideremos uma determinada érbita que inicie no ponto Py(x, %, 0,9, 0, 9)0 e que
ap6s um tempo T'/2 esteja sobre o ponto Pf(x,i,O,y,G,é)f, ambos sobre a secao de
Poincaré, conforme a figura 4.4.

Observando a equacao 2.20 que nos fornece a lagrangiana do modelo, podemos
verificar que:

L(I7 iv Y, yu ‘97 éu t) - /;(ZL’, _j:’ -Y, ya _07 é7 _t) (419)
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Secdo de Poincaré (y=0)

Figura 4.4: Representacao de uma secao de Poincaré

A relacao dada pela equacao 4.19 nos informa uma das simetrias do problema e
implica em uma economia de varidveis a serem determinadas, devido as relacoes a que
estas devem satisfazer. Sendo assim, as coordenadas dos pontos Fy e Py devem ser tais
que:

l"():l"f:() e 90:0]6:06(1 (420)

Notamos que 6., = 0 devido a translacao da origem para o equilibrio. Lembramos
também que as orbitas periddicas que buscamos sao proximas aos pontos de equilibrio e
portanto 6 = 6=0.

Desta forma teremos que se uma Orbita cruza a secao ortogonalmente a solugao sera
uma Orbita fechada e de periodo T'. Estas condi¢oes nos permitem passar para um espaco
euclidiano tridimensional tornando mais simples a obtencao do ponto Py a partir de F.

Assim podemos escrever:

Ty = wl(x,y,é)o N m@:,y,@o =0 o W) =0 o
Qf :¢2<x>y79)0 @bz(i’,y,e)o =0

onde os campos reduzidos sao ¥ = (11,15) e u = (x,7,0).

O sistema 4.21 é nao-linear e homogéneo com 2 (duas) equagoes e 3 (trés) incégnitas
e suas solugoes descrevem uma curva caracteristica no espago tridimensional euclidiano

formado pelos pontos (x,7,0), conforme a figura 4.5. Assim, cada ponto desta curva

representa uma Orbita peridédica simples com periodo 7. As coordenadas deste ponto
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acrescidas de &y = yo = 0y = 0 nos permite estabelecer o ponto inicial Py(x,0,0, 9,0, 9)
do espaco de fase para o qual existe uma solugao periddica.

Consideremos a curva caracteristica (®) do sistema 4.21 no espago definido pelos
pontos (z, Y, 9) Como sabemos, todos os pontos desta curva nos fornecem coordenadas

que juntamente com a se¢ao de Poincaré (y = 0) e com & = 6 = 0 originam O6rbitas

periddicas para o SVF.

()]
P
ds
/ P\
X y

Figura 4.5: Arco ds entre duas érbitas periddicas

Sejam P;(x, 7, 9) e Py(x + dz,y + dy, 0 + d@) dois pontos vizinhos pertencentes a
® e separados por um arco de comprimento ds, conforme a figura 4.5. O comprimento

deste arco é definido pela métrica euclidiana como:
d*s = d*x + d*y + d*0 (4.22)

Como P, € & e P; € ®, as coordenadas dx,dy e df satisfazem ao sistema varia-

cional correspondente ao sistema 4.21. Assim temos que:

o1 dur O du
_ oxr 9y 90 . -
\IJ(’U,) =0 = ovs O B dy =0 =
oz a9y a0 dé
] =- - dy (4.23)
oy 00, | \ s

or 90 dy
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Resolvendo o sistema 4.23 para dz e df em funcio de dy, obtemos:
de = ——dy e do = —2dy (4.24)

com os seguintes A; (determinantes):

o1 Oy oo I d I
or 00 oy 06 dr 0y

AO = Al == Ag - (425)
or 90 oy 90 or 0y

Com as equagoes 4.22 e 4.24 podemos obter cada uma das variacoes das coordenadas

como funcao dos A; e do comprimento de arco ds, como se segue:

AodS

VAR + AT+ A2

dij =

—Alds

—AQdS

Af+ AT + A3

dr =

df =

(4.26)

As equacoes 4.26 permitem a integracao da curva ® ao longo de um parametro
de arco ds e assim podemos percorrer todos os seus pontos, ainda que sejam pontos de
retorno, pois nao ha privilégio de nenhuma direcao especifica. A solucao dessas equacoes
nos fornece as coordenadas do vetor que permite levar do ponto P; ao ponto P, 1, ou seja
(dz, dy, d@) Assim obtemos uma érbita periddica, conforme representado na figura 4.6,
sempre a partir de outra que lhe é vizinha e cuja a precisao requerida sera alcancada pelo
refinamento numérico explicado a seguir.

Considerando o campo W, o vetor u, o sistema W(u) = 0 e estando u na vizinhanca
de ug, podemos escrever em primeira aproximacgao que:

Y(u) = ¥(ug) + G(up) (u —up) =0 (4.27)

~——
Aul

onde G(ug) = G = Du\Il‘u0 é a jacobiana do sistema 4.21 dada pela equacao 4.28:
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Orbita periddica inicial

Secdo de Poincaré (y=0)

Figura 4.6: Familia de d6rbitas periédicas

9 01 OYn

G=| o= v o (4.28)
Oy Oo Ot
oz Y 0 uo

A solucao do sistema 4.21 consiste em se obter o zero do campo vetorial ¥ e para
isso podemos usar um método de Newton-Raphson modificado com o calculo da matriz

G em cada iteracao para que minimizemos a norma
Au” - Au = A%z + A%+ A%
A equacao 4.27 pode ser usada em um processo iterativo com
G(u"HAu! = W (uF) (4.29)

de tal modo que o calculo de Au*~! nos permite obter u* = u*~! + Au*"! com
um erro cada vez menor. O vetor u* representa a solucio da k-ésima iteracao para o
refinamento da solucao do sistema 4.21, fornecendo com a precisao escolhida as condigoes
iniciais adequadas para a obtengao da orbita periddica.

k—1

Para calcularmos Au =)

a partir da equagao 4.29 devemos observar que G(u nao
é uma matriz quadrada, e portanto ndo admite inversa ( AG'(u*~1)), sendo necessario
usarmos (G(u*1)G" (uF~1))~!, uma vez que (G (u )G (u*1)) é também uma matriz

singular. Entao, partindo da equagao 4.29 temos:

G(uFHAuF! = —W(uF )
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(G(uk—l)GT(uk—l))—lG(uk—l)Auk—l — —(G(uk_l)GT<uk_1))_l\I’(uk_1)

GT(ukfl)(G(ukfl)‘GrT(ukfl))71G(uk71) Aukfl — —GT(’u,kfl)(G(’ukfl)GT(’ukil))flql(’ukfl)

[\

Autt = G () (GG (W) T (u ) (4.30)

A equagao 4.30 nos fornece as componentes variacionais Au = (Az, Ay, Af) do
vetor u, e nos permite através de uma precisao pré-determinada refinar a 6rbita periddica
a cada passo, fornecendo a solucao do sistema 4.21. O processo estd ilustrado na figura

4.7.

Orbita periddica completa

Secdo de Poincaré (y=0)

At=T/2

Figura 4.7: Refinamento da érbita periddica

Obtencao da matriz G

Para usarmos a equagao 4.30 temos que obter a matriz G(u Esta matriz

k=1
deve ser calculada com base nas variagoes do campo vetorial completo F', levando em
consideragao as variagoes dos 6 (seis) graus de liberdade do sistema 4.2. Para isso devemos

escrever as equagcoes variacionais como:
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(0x) = Dy F - (6x)

=

50

50

104

(4.31)

O sistema 4.31 pode entao ser resolvido para 6 (seis) condigoes iniciais diferentes,

onde cada uma delas representa a variagao inicial de uma tnica variavel, definidas como

na tabela 4.4.

variacao

vetor inicial

ox
0T
0y
oy
00
50

100000)7
010000)T
001000)T
000100)T
000010)T

)

(
(
(
(
(
000001)"

Tabela 4.4: Condigoes iniciais do sistema variacional

Para cada uma das solugoes obtidas teremos um vetor com 6 (seis) coordenadas e

com isso definimos a matriz A cujas colunas sao dadas por estes vetores. Esta matriz

representa todas as variacoes de todas as coordenadas com relacao as condigoes iniciais

de variacoes da tabela 4.4 e esta representada a seguir:

oz
ox
o
ox
Oy
A — ox
9y
ox
00
ox
20
ox

oz
0
di:
0%
Oy
o
9y
0
20
0
90
0%

o 0x oo
dy 0Oy 90
0r 95 o
oy Oy 00
9y Oy 9y
oy 0y 06
9y Oy 9y
dy Oy 90
)
dy 09Oy 90
290 96 96
oy 0y 08

Az
Bl
i
80
Ay
80
9y
a0
80
80
86
80

(4.32)

Como o sistema que estamos tratando é hamiltoniano, embora nao estejamos usando

esta formulacao, a area simplética é conservada pelo fluxo e isto implica que o determinante
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das variacionais é 1. Este resultado foi usado, como sera visto mais adiante, como medida
da exatidao das variacionais.

det(A) =1 (4.33)

A variagdo completa para o vetor x, ou seja dx, quando consideramos as variagoes
em todas as coordenadas deve ainda considerar a diferenca de tempo At para se chegar
a secao em diferentes iteragoes quando o sistema é integrado. Isto ocorre pois quando o
sistema 4.31 € integrado, com qualquer que seja a condicao inicial, ele nos fornece uma
variacao da érbita fiducial, que é obtida pela integracao do sistema 4.2. Os tempos gastos
para que a 6rbita fiducial e sua variacao atinjam a se¢ao (y = 0) sao diferentes (t1 # t2),
conforme ilustra a figura 4.8. Sendo assim, temos que acrescentar a variagao dx o valor

At - Fy que representa a correcao devido a diferenca de tempo. Assim, temos que:

ox ox Iy
ox 0z F
0y oy E
x> A-dx+At-Fy = S A - + At (4.34)
oy oy F3
00 50 Fy
50 50 Fy

onde Fy representa o campo vetorial no ponto inicial F.

Figura 4.8: Corregao temporal da variacao da érbita fiducial

Temos, por imposicao, que d& = dy = 060 = 0 na secao e com isso podemos calcular

At a partir da terceira linha da equacao 4.34 como sendo:

1

At = —
F2($o)

[A3155L' + A34($y + A3659] (435)
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O valor de At é substituido na equacao 4.34 e assim obtemos as corregoes temporais

para as variagoes 02 e 06, como se pode verificar pelo desenvolvimento abaixo:

1 .
0t & 0 — ——— [Agl(sl' + A34éy + A3659] Fl(z())
FQ(fBO)

oz Oz Fg(.’)&o)ASl T Fy(zo) Oz

Analogamente:
0 0 Fifa)0y 0i 0 Fila)0y
Ay Jy  Fa(xo) 9y o0 90 F(xo) 80
2 00 Fim)dy 09 00 Filao)y
Jr  O0x  Fy(xg) Ox dy 0y  Fy(zo) 0y

- @ - T .
00 00  Fx(wo) 00

Com isso é possivel determinar a matriz G = G(u*~!) a partir da equacio 4.28.

G_ (4.36)
89 F4<CC()) @ 89 F4<CC()) @ 80 F4((L'0> @

or  Fy(zg) Ox 0y Fy(xo) 0y 00 Fy(xo) 90

Os elementos da matriz G' sao determinados com a matriz A, o campo vetorial F' e
a devida correcao temporal. Esta matriz é entao levada a equagao 4.30 para se prosseguir

com o refinamento da OPN até se alcancar a precisao requerida.

4.4 Aplicacoes numéricas

A fim de obtermos numericamente orbitas peridédicas nao-lineares através dos métodos
até aqui apresentados para os satélites vinculados fixos, escrevemos um cédigo em C*F

cujo o algoritmo pode ser resumido nos seguintes passos:
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1. uma condi¢ao inicial Py(z,0,0, 7,0, 0) na secao de Poincaré (y = 0) é obtida através

da solucao de uma o6rbita periddica linear, conforme obtida na secao 4.2;

2. o sistema dinamico que descreve o movimento dos satélites vinculados é integrado
até que a drbita cruze novamente a se¢ao considerada (y = 0). Um codigo baseado
no método de Newton-Raphson, com as derivadas sendo calculadas por meio de um
método de Runge-Kutta (ordem 7 com controle de passo em ordem 8) é usado para

refinar o valor de y com precisao da ordem de 1072

3. simultaneamente, o sistema com as equacoes variacionais ¢ integrado com as condi-
¢Oes iniciais definidas na tabela 4.4, resultando em 36 (trinta e seis) equagdes dife-
renciais de primeira ordem. Com isso é possivel obter a matriz A cujos elementos
representam as variagoes de todas as coordenadas do espaco de fase do sistema.
Para cada cédlculo da matriz é verificada a condicao det(A) = 1. O cddigo faz a

integracao também pelo método de Runge-Kutta, como anteriormente;

4. a matriz G, cujos os elementos sao obtidos a partir da matriz A, bem como as

matrizes G* e (GG')~! sdo escritas para uso no passo seguinte;

5. as variagoes Az, Ay e Af sao calculadas através da equacao 4.30 e uma avaliagao

da grandeza \/A% + A2 + A20 & feita a fim de se verificar se a precisao desejada
foi alcangada (107'?). No caso de um valor superior a este, essas variagoes sao

incrementadas as coordenadas z, 7 e # e o algoritmo retorna ao passo 2;

6. uma vez alcangada a precisao desejada no passo anterior, temos estabelecido as
condigbes iniciais de uma dérbita periddica nao-linear, representada por P;(z, 0,0, 7,0, 6).
Podemos entao obter uma familia associada a tal érbita e para tanto arbitramos um

incremento ao arco ds que significa dar um passo ao longo da curva caracteristica;

7. os determinantes A; sao obtidos a partir dos elementos da matriz A e assim as

variacoes dx, dy e df sao calculadas e incrementadas as coordenadas z,y e 0;

8. para que a orbita vizinha de P; seja refinada dentro da precisao requerida, o algo-

ritmo retorna ao passo 2.

Observamos que como neste caso a solugao linear para a rotagao tem frequéncia

muito diferente da translagao, nao houve acoplamento da oscilacao rotacional com a
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translacional.
A seguir representamos algumas simulagoes numéricas obtidas para o sistema Terra-
Lua e Sol-Terra, com satélites vinculados fixos usados na obtencao das orbitas nao-

periédicas ao longo da secao 3.2.

4.4.1 Sistema Terra-Lua

No sistema Terra-Lua obtivemos orbitas periédicas apenas na vizinhanga dos pontos
de equilibrio Py(zeq,0,0) e Pra(eq, 0, %), este tltimo quando existir (#; = F2). Como ja
comentado o equilibrio Pr(z.4,0,7) corresponde a uma troca das massas dos satélites,
sendo o processo analogo para se obter érbitas peridédicas nas proximidades do ponto
Py(¢4,0,0).

Os parametros fixos usados para este sistema sao os listados nas tabelas 3.2 e 3.3.
A figura 4.9 (fora de escala) informa os valores adimensionais da coordenada = dos corpos

primérios e do centro de massa do sistema tomando a origem sobre o Ly (z72 = 0) do

PR3C.

Terra

Lua L,
CM _ 2
| N P ,
[ [ J Y T
-1.1554870213 0.0000000000
-1.1678231817 -0.1678231817

Figura 4.9: Coordenadas adimensionais para o sistema Terra-Lua

Obtencao de 6rbitas periédicas na vizinhanca de Py(z.,,0,0)

Usamos 3 (trés) SVF(s) com comprimentos de 2000 km, 3500 km e 5000 km, todos
com inclinacdo inicial 6y = 0 e taxa temporal de inclinacdo inicial 6y = 0. Para todas as
simulagoes adotamos massas dos satélites adimensionais dadas por 5, = [s.

Em relacao ao referencial adotado, onde x5, = 0, e tomando valores adimensionais a
partir da tabela 3.1, as coordenadas z., dos pontos de equilibrio para 6y = 0 dos satélites
usados nestas simulagoes estao dadas na tabela 4.5.

Tomemos 7y = 9.9999999999-10° como coordenada inicial e a partir do coeficiente p
da tabela 4.1 podemos determinar condigoes iniciais para a obtencao de orbitas periddicas

lineares para os trés satélites considerados, conforme mostrado na tabela 4.6.
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[ (km) Teq
2000 2.8344898483 - 107
3500 8.6725777435 - 1075
5000 | 17.6723207401 -107°

Tabela 4.5: Coordenada x., adimensional do ponto de equilibrio para 6y = 0 (Terra-Lua)

| | | |
| I I |
xeq(QOOO] Xeq[3500 Xeq|5000|

2 XO

Figura 4.10: Sentido do movimento de OPL para zy = 9.9999999999 - 10~° (Terra-Lua)

[ =2000 km [ = 3500 km [ =5000 km
To 9.99999999999 - 107° | 9.99999999999 - 10~° | 9.99999999999 - 10~°
Zo 0.0000000000 - 1075 0.0000000000 - 1075 | 0.0000000000 - 10~5
Yo 0.0000000000 - 10~ 0.0000000000 - 10~° | 0.0000000000 - 10~°
Yo | —38.8982682380 - 107 | —7.2159349701 - 107° | 41.7912633014 - 10~
6o 0.0000000000 - 10~ 0.0000000000 - 1075 | 0.0000000000 - 10~
bo 0.0000000000 - 1075 0.0000000000 - 10~> | 0.0000000000 - 1075
T 3.3729556430 3.3723332090 3.3713715020

Tabela 4.6: Condicdes iniciais e perfodo para OPL com 6y = 0 e 6y = 0 (Terra-Lua)

Em virtude das posicoes relativas entre os pontos de equilibrio para os trés com-
primentos usados e a condicao inicial 2o = 9.9999999999 - 105 adotada ser a mesma
em ambos os casos, ressaltamos a inversao do sinal da coordenada 1y para o SVF com
comprimento de 5000 km em relagao aos outros dois, conforme pode ser visto na quarta
linha da tabela 4.6. Como podemos observar na figura 4.10 o ponto de equilibrio para o
SVF com comprimento de 5000 km estd a direita da posicao inicial. Sendo assim, o SVF
deverd ter 35 > 0. Para os casos onde o SVF tem comprimentos de 2000 km e 3500 km, o
ponto de equilibrio estd a esquerda da posicao inicial, fazendo com que as 6rbitas tenham

Yo < 0.
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Comprimento de 2000 km

A partir da condi¢ao inicial para uma Orbita periddica linear dada pela tabela
4.6, aplicamos o método de refinamento anteriormente explicado e com isso calculamos
condigoes iniciais para uma Orbita periddica nao-linear. Estas condigoes estao mostradas
na tabela 4.7.

O método ajusta em poucos passos as condigoes iniciais (que fornecem a OPL) para
a obtencao de novas condigoes iniciais que fornecem a OPN.

O gréfico da figura 4.11 mostra a dérbita periddica obtida integrada ao longo de
todo o seu periodo T' = 3.3735104335, para as coordenadas x e y. Lembramos que pelo
analisado na segao 3.2 este SVF nao apresenta variacao nas coordenadas 6 e 0, uma vez

que tomamos 6y = 0 e 6y = 0.

zo | 10.0015964019 - 10~°
Zo 0.0000000000 - 10—
Yo 0.0000000000 - 10—
Yo | —38.897974167 - 107°
6o 0.0000000000 - 10~
fo 0.0000000000 - 10—
T 3.3735104335

Tabela 4.7: Condigoes iniciais e periodo para uma OPN com 6y =0 e 6o = 0 - 2000 km -
(Terra-Lua)

0.00025

Comprimento de 2000 km
0.0002

0.00015
0.0001
5e-005 |

> or

-5e-005 |

-0.0001

-0.00015 |

-0.0002 |

-0.00025 ' ' ' ' ' '
-6e-005-4e-005-2e-005 (0] 2e-005 4e-005 6e-005 8e-005 0.00010.00012

X

Figura 4.11: Orbita periédica com y = 0 e 6y = 0 - 2000 km - (Terra-Lua)
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Uma vez determinada uma orbita peridédica nao-linear, usamos o método da con-
tinuagao numérica explicado na secao 4.3 para a obtencao de uma familia de orbitas
periddicas. O grafico da figura 4.12 mostra uma familia com 3800 érbitas de Lyapunov
intercaladas de 200 em 200. Esta familia foi obtida a partir das condicoes iniciais da
tabela 4.7.

Voltando a figura 2.6, as aproximacoes que limitam a regiao onde podemos usar a
nossa modelagem (1 ~ 75 ~ 1078) sdo de tal forma que o erro introduzido é nulo quando o
SVF se desloca sobre a linha que une os primarios, pois neste caso temos que v; = 7, = 0.
A medida que o SVF percorre érbitas de Lyapunov na vizinhanca do ponto de equilibrio,
que por sua vez estd na vizinhanca do Ly do PR3C, os angulos 7; e 7, tornam-se nao

nulos e a aproximacao vai perdendo a validade a medida que 7, e 7, crescem.

0.25 ‘ ‘ ‘ ‘ 7 ‘ ‘
comprimento: 2000 km —

0.2

0.15 |

01 |

-0.25
-0.14 012 01 -008 -006 -004 -002 O 0.02 0.04 0.06

X

Figura 4.12: Familia com 3800 orbitas periddicas intercaladas de 200 em 200 com 6, =

0 e fy=0-2000 km - (Terra-Lua)

A ordem de grandeza do erro introduzido pela aproximacao v; ~ 75 ~ 1078 deve
ser calculada na equagao 2.19 que nos informa a lagrangiana do sistema. E importante

observarmos que os valores de (i -£) e (iy-) que dependem diretamente da aproximacao
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dos angulos 7; e 7, surgem em poténcias inteiras e crescentes sendo a menor poténcia
a de expoente 2. Além disto, estes termos aparecem multiplicados por poténcias das
razoes Ril e RLQ que também sao de baixa ordem de grandeza e possuem expoentes iguais
ou superiores a 2. Com isto o erro torna-se ainda menor, justificando o processo de
aproximacao usado.

A fim de mantermos a ordem de grandeza do erro entre 107! e 107, devemos iniciar
a uma distancia da ordem de 10~ do ponto de equilibrio do SVF e gerar uma familia com
500 drbitas obtidas com um passo da ordem também de 10~%. Este tltimo representa o
incremento ds definido sobre a curva caracteristica da familia de 6rbitas periddicas.

Neste ponto cabe observarmos uma importante diferenca entre o PR3C e o problema
do SVF. No PR3C as equacoes de movimento sao validas para todo o plano definido
pelos corpos primarios, retiradas as singularidades. Portanto, podemos calcular 6rbitas
de Lyapunov através do método da continuacao numérica para regioes cada vez mais
distantes do Ly do PR3C, de tal forma que as familias destas érbitas sao limitadas apenas
pela presenca do corpo primario mais préoximo do ponto lagrangiano. Em outras palavras,

podemos aplicar o método da continuagao numérica até que a érbita cruze o corpo primario

menos massivo, que é onde acaba a familia (Simé e Stuchi [21]).

0.03

comprimento: 2000 km

0.02 |

0.01 |

-0.01 |

-0.02 |

-0.03
-0.01 -0.008 -0.006 -0.004-0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

X

Figura 4.13: Familia de érbitas periédicas com 6y = 0 e 6y = 0 - 2000 km - (Terra-Lua)
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Como j& visto, devido a aproximacao v; ~ 72 ~ 1078, no caso do SVF a modelagem
esta limitada a vizinhanga dos pontos colineares do PR3C. Tal consideragao é também
observada nos trabalhos de Misra [12] e Peldez [15] que inclusive usam modelos diferentes
para tratar o SVF na vizinhanca dos pontos colineares e nos pontos triangulares do PR3C.

Portanto, a fim de mantermos a precisao do nosso modelo geramos uma familia
com 500 oOrbitas de Lyapunov a partir das condigoes inciais dadas pela tabela 4.7. O
grafico da figura 4.13 mostra 50 dessas oOrbitas, intercaladas de 10 em 10, para melhor
visualizacao devido a efeitos de escala. As orbitas plotadas neste grafico representam uma
regiao proxima do Lo, o que equivale a limitar uma regiao do gréafico da figura 4.12, para

mantermos a precisao entre 1071t e 1077,

Comprimentos de 3500 km e 5000 km

A exemplo do que foi explicado para um SVF com comprimento de 2000 km, calcu-
lamos as condigoes iniciais para a obtencao de uma érbita periddica nao-linear a partir dos
dados da tabela 4.6, através do processo de refinamento numérico. A tabela 4.8 mostra

estas condicoes iniciais.

[ = 3500 km [ = 5000 km
zo | 10.0018706083 - 107° | 9.9750814823 - 10~°
To 0.0000000000 - 10=° | 0.0000000000 - 10~°
Yo 0.0000000000 - 1075 | 0.0000000000 - 1075
Yo | —7.2155904125 - 107° | 41.7866739584 - 105
6o 0.0000000000 - 10° | 0.0000000000 - 10~
fo 0.0000000000 - 1075 | 0.0000000000 - 1075
T 3.3740303309 3.3748318657

Tabela 4.8: Condigoes iniciais e periodo para uma OPN com 6y =0 e 6o = 0 - 3500 km e
5000 km - (Terra-Lua)

Também nestas simulagoes, a fim de mantermos as aproximacoes validas, calculamos
para ambos os satélites uma familia com 500 érbitas de Lyapunov a partir das condigoes
iniciais dadas pela tabela 4.8 com passo de 107%. Os gréficos das figuras 4.14 ¢ 4.15
mostram 50 dessas orbitas periddicas intercaladas de 10 em 10, para os comprimentos

de 3500 km e 5000 km, respectivamente. Como podemos observar as érbitas sao muito
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proximas, e o grafico da figura 4.16 mostra uma regiao dessas érbitas ampliada.

0.03 — 7 ! ‘
comprimento: 3500 km ——

0.02 |

0.01 |

-0.01 |

-0.02 |

-0-03 L L L 1 L 1 1
-0.01 -0.008 -0.006 -0.004-0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

X

Figura 4.14: Familia de 6rbitas periédicas com 6y = 0 e y = 0 - 3500 km - (Terra-Lua)

0.03

comprimento: 5000 km

0.02 |

0.01

-0.01 |

-0.02 |

-0.03 — ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0.01 -0.008 -0.006-0.004-0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

X

Figura 4.15: Familia de érbitas periédicas com 6y = 0 e 6y = 0 - 5000 km - (Terra-Lua)
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X
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Figura 4.16: Ampliacdo da familia de érbitas periédicas com 0y = 0 e 6y = 0 - 3500 km e

5000 km - (Terra-Lua)

Podemos verificar no grafico da figura 4.17 a primeira orbita periddica para os

satélites vinculados fixos com cabos de comprimentos 2000 km, 3500 km e 5000 km, par-

tindo das condigoes iniciais adequadas, dadas pela tabela 4.6, para a geracao de uma OPL

semente. A principal diferenga esta na velocidade vertical ¢ e ocorre devido a variacao dos

pontos de equilibrio em funcao dos comprimentos, conforme ja analisado. Esta variacao

proporciona Orbitas periddicas diferentes em funcao do comprimento do cabo que une os

satélites, fazendo com que o periodo e a amplitude nas coordenadas espaciais também

variem. Podemos ainda verificar que a integragao numérica reproduz as érbitas previstas

e representadas esquematicamente na figura 4.10.

0.00025
0.0002
0.00015
0.0001

5e-005 |

-5e-005 |
-0.0001
-0.00015
-0.0002

-0.00025

or

primento: 2000 km —

5e-005 0
X

5e-005 0.0001 0.00015 0.0002 0.00025 0.0003

Figura 4.17: Comparacao de drbitas periédicas com 6y = 0 e 6y = 0 - 2000 km, 3500 km

e 5000 km - com condigao inicial em relagao ao Ly do PR3C (Terra-Lua)
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A curva caracteristica pode ser descrita pela coordenada z e pelo periodo T' (ou
pela constante do movimento de Jacobi C). No gréfico da figura 4.18 estao plotadas as
curvas caracteristicas de trés familias com 3000 érbitas periddicas de Lyapunov obtidas
para o SVF com os comprimentos 2000 km, 3500 km e 5000 km. Este grafico também
mostra a curva descrita por um SVF de comprimento nulo, ou seja o PR3C. Ressaltamos

que para todas as curvas tomamos a origem do nosso referencial no L, do PR3C.

comprimento: 0 km (PR3C) ——
comprimento: 2000 km — /
comprimento: 3500 km
comprimento: 5000 km

343 |

342

341

T (periodo)

34|

339 |

338 |

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
X (coordenada inicial)

Figura 4.18: Curva caracteristica para OPN com 6y = 0 e f = 0 (Terra-Lua)

Conforme ja discutido, para mantermos a precisao do nosso modelo devemos man-
ter os satélites na vizinhanca dos pontos de equilibrio. No grafico da figura 4.19 estao
plotadas as curvas das trés familias com 500 érbitas de Lyapunov anteriormente obtidas
para os comprimentos 2000 km, 3500 km e 5000 km, além do caso em o comprimento
¢ nulo (PR3C). Este grafico também representa uma ampliacao da regiao limitada pela

coordenada z entre 0.001 e 0.009 do grafico da figura 4.18.
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l._
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3.374 | il
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Figura 4.19: Curva caracteristica (ampliada) para OPN com 6y = 0 e f = 0 (Terra-Lua)

Em uma segunda andlise usamos o método de refinamento para obtermos uma érbita
periédica para cada um dos trés comprimentos usados nestas simulagoes, ou seja 2000 km,
3500 km e 5000 km, a partir de uma distancia inicial 29,5, = 9.9999999999-10~° do ponto
de equilibrio de cada SVF, e nao mais mantivemos a mesma coordenada em relacao
ao Ly do PR3C como feito anteriormente e mostrado na figura 4.17. As condigoes iniciais

das érbitas periddicas de Lyapunov obtidas bem como seus periodos podem ser vistos na

tabela 4.9.

Como podemos ver no grafico da figura 4.20 as 6rbitas periddicas variam em ampli-
tude e periodo, mesmo quando o deslocamento inicial em relagao ao ponto de equilibrio
¢ o mesmo para cada SVF, ou seja, as orbitas periddicas para comprimentos diferentes
do SVF nao sao apenas translagoes em relacao ao ponto de equilibrio de cada sistema.
Poderiamos ainda obter uma curva caracteristica tendo [ como parametro, desde que

automatizassemos o método.
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Figura 4.20: Comparacao de érbitas periddicas com 0y = 0 e 6o = 0 - 2000 km, 3500 km

e 5000 km - com condigao inicial em relagdo ao ponto de equilibrio (Terra-Lua)

[ =2000 km [ = 3500 km [ = 5000 km
Zo 15.5843031491 - 107 27.1278763528 - 10~° 44.9702179416 - 1075
Zo 0.0000000000 - 1075 0.0000000000 - 10> 0.0000000000 - 10~°
Yo 0.0000000000 - 10— 0.0000000000 - 10~° 0.0000000000 - 10~°
Yo | —69.2114968938 - 107> | —100.2362455678 - 10~° | —148.3798762966 - 10>
6o 0.0000000000 - 1075 0.0000000000 - 10° 0.0000000000 - 10°
bo 0.0000000000 - 10~ 0.0000000000 - 10~° 0.0000000000 - 10~°
T 3.3735109806 3.3740321066 3.3748348287

Tabela 4.9: Condigoes iniciais e periodo de uma OPN com 0y = 0 e 0y = 0 iniciada a
uma mesma distancia do ponto de equilibrio do SVF - 2000 km, 3500 km e 5000 km -
(Terra-Lua)

Obtencao de érbitas peridédicas na vizinhanga de Py y(zc, 0, 5)

A exemplo do que foi feito anteriormente, usamos 3 (trés) SVF(s) com comprimentos
de 2000 km, 3500 km e 5000 km, agora porém todos com inclinagao inicial 0y = 7 e taxa
temporal de inclinacao inicial 8, = 0. Obviamente adotamos massas adimensionais dadas

por (1 = [39, para garantir a existéncia deste equilibrio.
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A tabela 4.10 mostra as coordenadas z., adimensionais tomando xr2 = 0 como

origem, para tly = 7, extraidas a partir da tabela 3.1.

[ (km) Teq
2000 | —1.4184014392 - 1075
3500 | —4.3456694937 - 107°
5000 | —8.8753533795-107°

Tabela 4.10: Coordenada ., adimensional do ponto de equilibrio para 6y = 7 (Terra-Lua)

Adotando uma coordenada inicial zg/p; = 9.9999999999 - 10~° em relacao aos
pontos de equilibrio e a partir do coeficiente p da tabela 4.1 determinamos as condi¢oes
iniciais para a obtencao de érbitas periddicas lineares para os trés satélites considerados,
conforme mostrado na tabela 4.11. A tabela 4.12 informa as condicoes iniciais para a

obtencao de orbitas peridédicas de Lyapunov obtidas pelo método de refinamento.

[ =2000 km [ = 3500 km [ = 5000 km
To 9.99999999999 - 10~° 9.99999999999 - 10~° 9.99999999999 - 10~°
To 0.0000000000 - 1075 0.0000000000 - 10~ 0.0000000000 - 1075
Yo 0.0000000000 - 10— 0.0000000000 - 1073 0.0000000000 - 1075
Yo | —61.9575570276 - 10~° | —77.8718055595 - 10~° | —102.5211037033 - 10~°
6o 0.0000000000 - 1075 0.0000000000 - 10— 0.0000000000 - 107
fo 0.0000000000 - 10~° 0.0000000000 - 1073 0.0000000000 - 1075
T 3.37250761640 3.3709629313 3.3685806079

Tabela 4.11: Condigoes iniciais e periodo para uma OPL em relacao ao equilibrio com

bh=7%e fo = 0 (Terra-Lua)

Os graficos das figuras 4.21, 4.22 e 4.23 mostram familias com 500 érbitas periddicas,
intercaladas de 20 em 20, obtidas pela continuacao das érbitas periddicas dadas pelas
condicoes iniciais da tabela 4.12, para os satélites com cabos de comprimentos de 2000
km, 3500 km e 5000 km, respectivamente. Vale ressaltar que para mantermos a precisao

o passo foi mantido em 107#, a exemplo da obtencao das érbitas periédicas na vizinhanca

de Py(xeq,0,0).
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[ =2000 km [ = 3500 km [ = 5000 km
To 14.1293865993 - 107 22.7420175134 - 107° 36.1689164468 - 107°
Zo 0.0000000000 - 10~° 0.0000000000 - 1073 0.0000000000 - 1077
Yo 0.0000000000 - 10— 0.0000000000 - 10~ 0.0000000000 - 10~
Yo | —61.3102617386 - 10~° | —76.4032075679 - 10~° | —100.5072693443 - 10—°
6o 1.5707963267 - 10° 1.5707963267 - 10° 1.5707963267 - 10°
fo 0.0000000000 - 10~° 0.0000000000 - 1073 0.0000000000 - 1075
T 3.3735108182 3.3740315139 3.3748330924

Tabela 4.12: Condigoes iniciais e periodo de uma OPN com 0y = 7§ e 6y = 0 iniciada a
uma mesma distancia do ponto de equilibrio do SVF - 2000 km, 3500 km e 5000 km -
(Terra-Lua)

0.03 e ‘ ‘
comprimento: 2000 km ——

002

0017

-0.01 |

-0.02 |

-0.03
-0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 O

X

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Figura 4.21: Familia de drbitas periddicas com 6y = 5 e fo = 0 - 2000 km - (Terra-Lua)

Pelo fato das 6rbitas serem muito préximas, mostramos no grafico da figura 4.24 uma
regiao ampliada das familias de orbitas periédicas obtidas dos trés satélites. Novamente
podemos verificar que as érbitas nao sao translagoes uma das outras em relacao a seus

pontos de equilibrio.
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Figura 4.22: Familia de érbitas periédicas com 6y = 7 e 6o = 0 - 3500 km - (Terra-Lua)
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Figura 4.23: Familia de 6rbitas periddicas com 6y = 7 e 0o = 0 - 5000 km - (Terra-Lua)
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Figura 4.24: Ampliacao da familia de érbitas periddicas com 0y = 7 e 0y = 0 - 2000km,
3500 km e 5000 km - (Terra-Lua)

4.4.2 Sistema Sol-Terra

Devido a anélise realizada no capitulo anterior, no caso do sistema Sol-Terra cal-
culamos érbitas periddicas para SVF(s) com comprimentos acima de 5000 km. Fixamos
os parametros do sistema pelas tabelas 3.7 e 3.8. A figura 4.25 (fora de escala) informa
os valores adimensionais da coordenada x dos corpos primarios e do centro de massa do

sistema tomando a origem sobre o Ly (272 = 0) do PR3C.

Sol

Terra L
CM _ 2
| L\l pany |
[ [ J N T >
-1.0100237339 0.0000000000
-1.0100267379 -0.0100267379

Figura 4.25: Coordenadas adimensionais para o sistema Sol-Terra

O afastamento inicial xy em relacao ao Ly do PR3C foi fixado em 1.0000000000-1075.
Usamos para zy uma ordem de grandeza a menos que o usado no sistema Terra-Lua (107%).
Isto é necessario para mantermos o SVF na vizinhanca do ponto de equilibrio do sistema
e ao mesmo tempo afastado da Terra, que neste caso representa o corpo primario menos

massivo. Comparando as figuras 4.9 e 4.25 verificamos que no caso do sistema Sol-Terra o
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ponto lagrangiano esta relativamente mais préximo da Terra, do que o ponto lagrangiano
do sistema Terra-Lua estd da Lua. Assim, para mantermos as aproximagoes angulares
(71 ~ 2 ~ 1078) vdlidas, conforme j4 visto, e dentro dos limites de 107 ¢ 107 devemos
usar coordenadas iniciais e passo para obtencao da familia de érbitas de Lyapunov da
ordem de 107°.

Usamos um satélite com razao de massas 1 : 1 e cabo de comprimento 7500 km com
as condigoes listadas nas tabelas 4.13 (6 = 0) e 4.14 (6 = 5). Para cada vizinhanca de
equilibrio, ou seja, Py(Zeq,0,0) e Pr/a(eq,0,5), obtivemos uma familia com 300 érbitas

periddicas que esta mostrada, intercalada de 20 em 20, nos graficos das figuras 4.26 e 4.27.

OPL OPN

zo | 1.0000000000 - 107° 0.9991911649 - 10—
Zo | 0.0000000000 - 1075 0.0000000000 - 1075
Yo | 0.0000000000 - 10~° 0.0000000000 - 10—
Yo | —6.5290969101 - 107> | —6.5292200948 - 10~
0y | 1.5707963267 - 107° 1.5707963267 - 10°
6o | 0.0000000000 - 1075 0.0000000000 - 1073
T 3.0544189806 3.0544362936

Tabela 4.13: Condicdes iniciais para uma OPL e uma OPN com 6y = 0 e 6, = 0 - 7500

km (Sol-Terra)

OPL OPN

zo | 1.0000000000 - 10~° 1.0053282617 - 10~°
Zo | 0.0000000000 - 1075 0.0000000000 - 10—
Yo | 0.0000000000 - 10~° 0.0000000000 - 10~
Yo | —6.5703380942 - 10~° | —6.5695281306 - 10~
6o | 1.5707963267 - 10~° 1.5707963267 - 10°
6o | 0.0000000000 - 10~5 0.0000000000 - 10—
T 3.0544140444 3.0544351763

Tabela 4.14: Condigoes iniciais para uma OPL e uma OPN com 6y = 7 e 0y = 0 - 7500

km (Sol-Terra)
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Figura 4.26: Familia de érbitas periédicas com 6y = 0 e 6y = 0 - 7500 km (Sol-Terra)
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Figura 4.27: Familia de drbitas periddicas com ty = 5 e fo = 0 - 7500 km (Sol-Terra)
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A exemplo do que ocorreu nas simulacoes usando o sistema Terra-Lua, as érbitas
sao muito proximas porém nao sao meras translacoes.

O grafico da figura 4.28 mostra a curva caracteristica dos pontos (zo,T) para a
familia de drbitas periddicas determinada na vizinhanga de Py(z.q,0,0). Neste gréfico
também esta plotada a curva que representa um SVF com comprimento nulo, ou seja,
o PR3C para o sistema Sol-Terra. Como podemos observar o satélite evolui em orbitas
muito préoximas a do PR3C, quando comparados ao sistema Terra-Lua, pois apesar da
grande diferenca dada pelo comprimento do cabo do satélite, os corpos primarios do
primeiro sistema estao mais afastados e sao mais massivos, fazendo com que as orbitas de
Lyapunov do SVF pouco se diferenciem das do PR3C para o caso do sistema Sol-Terra.
O grafico da figura 4.29 representa uma ampliacao da regiao limitada para a coordenada

x entre 0.00001 e 0.00007 do grafico da figura 4.28.

3.07 ‘ . ‘ ‘

comprimento: 0 km (PR3C) =—
comprimento: 7500 km ,~—

3.068 | 1
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3.06

3.058 |

3.056 |

3.054
0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008

X (coordenada inicial)

Figura 4.28: Curva caracteristica para OPN com 6, = 0 e 6, = 0 (Sol-Terra)
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Figura 4.29: Curva caracteristica (ampliada) para OPN com 6y = 0 e 6y = 0 (Sol-Terra)



Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Como descrito no primeiro capitulo deste trabalho, o nosso principal objetivo foi
obter equacoes de movimento para satélites vinculados na vizinhanca dos pontos coli-
neares do PR3C. E importante lembrarmos que na literatura cientifica um tratamento
mais geral, ou seja, equacoes de movimento para satélites vinculados que permanegcam
validas em qualquer ponto do espago ainda nao foram obtidas, sendo a modelagem feita
separadamente para a vizinhanca dos colineares e dos triangulares.

No capitulo 2, a partir das restrigoes impostas ao modelo obtivemos a lagrangiana do
sistema e com isso chegamos as equacoes de movimento. Verificamos que o nosso modelo
se reduz completamente ao PR3C quando o comprimento do cabo que une os satélites
for nulo, e isto ocorreu como consequéncia da forma como a expansao do potencial em
polinoémios de Legendre foi introduzida. Como j4 salientamos a modelagem de Misra [12]
nao se reduz ao PR3C quando [ = 0.

Obtivemos as equacoes para os pontos de equilibrio que sao polinomios de grau 7,
reduzindo-se a quintica de Euler quando o comprimento é nulo.

No capitulo 3 implementamos aplicagoes numéricas usando os sistemas Terra-Lua
e Sol-Terra a fim de determinarmos a localizacao dos pontos de equilibrio na vizinhanca
do L, do PR3C. Deste ponto em diante passamos a considerar o cabo rigido que une os
satélites nao varidavel com o tempo, ou seja, com comprimento fixo, e assim definimos um
SVF (sistema vinculado fixo).

Foi possivel verificarmos a grande diferenca entre os sistemas Terra-Lua e Sol-Terra,
sob o ponto de vista da variacao do ponto de equilibrio do SVF em relacao ao Ly do

PR3C, devido as caracteristicas dos corpos primérios. Notamos que, por exemplo, para

127
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um comprimento de 6000 km no Sol-Terra a variacao é de apenas 4.022 km, enquanto que
no Terra-Lua a variagao correspondente foi de 98.891 km. Desta forma podemos concluir
que para o sistema Sol-Terra o SVF é mais préoximo a um corpo sem estrutura, mas mesmo
assim se diferencia do corpo tunico, o que é importante para possiveis aplicagoes usando
leis de controle com variacao do comprimento.

Para compreendermos como a variagao de alguns parametros do SVF influencia na
evolugao dinamica do mesmo, fizemos uma analise baseada em simulagoes e verificamos

algumas das principais caracteristicas do sistema, tais como:

e a consisténcia numérica das equacoes de movimento por ndés obtidas no que diz
respeito a evolucao temporal da situacao de equilibrio, isto é, a simulagao numérica

confirma o ponto de equilibrio encontrado;

e aestabilidade com relagao as varidveis angulares do SVF quando as condicoes iniciais
sao favoraveis, ou seja, os satélites permanecem librando em torno do seu centro de
massa, mesmo quando se afastam espacialmente da posicao de equilibrio, apenas

oscilando em torno do equilibrio # = kr, k € Z;

e a velocidade angular mantém-se em média com amplitude préxima ao valor inicial,

pelo menos nas simulagoes realizadas;

e a pequena influéncia tanto do comprimento do cabo como das massas dos satélites
com relacao a evolugao angular de um SVF, pois a atitude do satélite é pouco

influenciada por estes parametros;

e a expressiva influéncia do comprimento do cabo na evolugao temporal das variaveis
espaciais, principalmente quando aplicado ao sistema Terra-Lua, em virtude de um
afastamento relativo considerdavel do ponto de equilibrio do SVF em relacao ao Lo

do PR3C e

e para que o SVF se diferencie de um corpo unico as massas m; e mo devem ser

proximas.

No capitulo 4 iniciamos com a linearizacao do sistema de equacoes diferenciais que
descrevem o SVF na vizinhanca do equilibrio. Calculamos analiticamente a matriz jaco-

biana e aplicamos aos sistemas Terra-Lua e Sol-Terra.
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Usando o método de continuacao numérica calculamos familias de érbitas periddicas
de Lyapunov para alguns comprimentos [ do SVF. Tal método foi implementado com um
algoritmo do tipo preditor-corretor escrito em C' ™1, que usa as condicoes iniciais de orbitas
periddicas lineares, anteriormente obtidas.

Algumas sugestoes para a continuacao deste trabalho podem ser dadas principal-

mente no que se refere as restrigoes por nds impostas ao modelo. Podemos:

e incluir a massa do cabo que une os satelites e nao mais considera-lo ideal e rigido,
considerando a possibilidade deste cabo sofrer tensoes negativas, deformacoes e

torgoes;

e incluir a excentricidade da orbita dos corpos primérios, tornando a velocidade de

rotacao do referencial sindédico variavel e

e incluir condicoes iniciais que nao mais mantenham os satélites no plano definido
pelos corpos primarios, fazendo com que a modelagem inclua as variaveis z e Z, além
de mais 2 (dois) angulos para descrever a atitude dos satélites, tornando o problema
tridimensional. Neste caso as érbitas periddicas de Lyapunov podem se bifurcar em
orbitas periddicas do tipo halo, isto é, quando o wy, e w, forem ressonantes. Teremos

ainda, para este caso, 6rbitas periddicas de Lyapunov do tipo oito.

Tanto no caso plano como no espacial merecem ser estudadas as orbitas periddicas
de Lyapunov parametrizadas pelo comprimento [.

Podemos também incluir nos modelos os efeitos fotogravitacionais oriundos da pres-
sao de radiacao solar. Outra modificagao importante que pode ser realizada ¢ a inclusao
de efeitos eletromagnéticos sobre o cabo que une os satélites. Esta acao introduz, através
da for¢a de Lorentz, uma componente a mais na lagrangiana do sistema e deve ser conside-
rada em sistemas primarios onde o plasma esta ionizado, como por exemplo na colocac¢ao
de um satélite vinculado para a exploracao do sistema Jupiter-Io.

Cabe ainda um estudo impondo uma lei de controle para o comprimento tornando o
sistema um SVV (l # 0) e averiguar a estabilizagdo com o nosso modelo para diferentes leis
de controle [(t). Aventamos também a possibilidade de mediante controle estabilizarmos

o SVV em orbitas periddicas.
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dy = Pal dy = il
S - = M, + M.
t = cos i + senfj n = w

D3

130

Bl_ml—i-mg
M
o=
My + M,
X=X,+z

=X
62_m1+m2
1 _ M
= o
Y=Y,+y
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R=Xi+Yj=(X,+a)i+ Y, +y)j
Ri=(X+D)i+Y]j=(Di+X,+a)i+(Y,+y)]

Bo=(X—=Dy)i+Yj=(—Dy+ X, + )i+ (Y, + )]

e vetores posicao de m; e my em relagao a O (fixo)

Flzé—dlf ngé‘i‘dgf

e vetores velocidades de my e my em relacao a O (fixo)
— d — 5 2 = 5 - 2=

Vi = a(R—dli) = R—dit —dit = R~ dyt — dy(w} x 1)

‘71 = ]%—I—(J} X (—dlﬂ —dlf

S d = 5, ir P B dd
VQZ%(R+d2£j:R+d2t+d2t:R+d2t+d2(wﬁth‘>

%:ﬁ"‘w_} ngt_»ﬁ—dlgt_’

com Wy = (n+0)k

e cnergia cinética de m; e my

T= %m1<‘71 : ‘71> + %mz(‘_/; : ‘72)
e calculo de 171 . 171

VieVi = B4y x (~did) = did] - [R+ 7 x (~ui) - ]

VoV = R-BA+B-(—dii)+ R- [ x ()] + R+ (—dof) + 27T —
(drt) - [} x (—dif)] + R [y X (=dat)] = (drf) - [0F x (=] +
(Wi X (=dif)] - [0} x (—dut)]

Vi-Vi = B:B+2R-(=dif)+2R - [} x (=dil)] +2(=di1) - [0} x (—dif)] +
(4) ) & (D)
Wy X (=dit)] - [ x (—dif)] + 3t - (A1)

! 3 NI

(E) (F)
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e cilculo de R: R=(X,+xz)i+ Y, +y)j

R = di4ij+ (X, +2)i+(Yo+9)]
#1497 + (X, + x)[nk x 1] + (Yo +y)[nk x ]
&1+ g7 + (X, + 2)f — n(Yo +y)i

-

[ — n(Yo + y))i + [ + (X, + 2)]j

i
I

célculo de (A): A=R-R

—.

= {[& —n(Yo + )i + [ + n(Xo + D)5} {[& — n(Yo + y)]i + [§ + n(X, + 2)]5}
= [&—n(Yo+y)?+ 1§+ n(X, +2)?

= i+ 92 —2n(Y, +y)i + 2n(X, + 2)y + n2[(Y, + y)* + (X, + )7

célculo de (B): B=2R. (—dy)t

— —

B = 2[(i—n(Y,+y))i+ (§+n(X,+2))]| - [—dycosbi — dysenb])
= —2d, cos O[i — n(Y, + y)] — 2dysenbi + n(X, + z)]

= —2d; cosbi — 2dy senby + 2d; cos On(Y, +y) — 2dlsen9n(Xo + )

célculo de (C): C=2R. [5F x (—dy)]

—

C = 2[(@—n(Yo+y))i+ (§+n(Xe+ )] - [(n+0)k x (—d; cos 07 — dysenby)]

= 2[(@ — (Y, +9)i + (5 + n(X, + 2))7] - [—(n + 6)d; cos 0] + (n + 6)d, sendi]
C = 2 —nY,+y))(n+0)dsend — 2y — n(X, + x))(n + 0)d; cos d

célculo de (D): D = 2(—dyt) - [} x (=dy1)]

D = 2[—d cosbi — dysen) - [—(n + 0)dy cos 8] + (n + 0)dysenbi]

D = —2dd, cosOsend(n + ) + 2d,dy send cos (n + 6)
D =0
e cilculo de (F): E = [0} x (—dit)] - [0} x (—dy1)]
E = [—(n+8)dycosb] + (n+0)disendi] - [—(n + 0)dy cos 8] + (n + 0)dysendi]

E = (n+0)>d2(senf)? + (n+ 6)*d*(cos h)>
= (n+6)*d
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e célculo de (F): F=d’T-1

= d2(cos 07 + senb) - (cos i + senb))

d3[(cos ) + (send)?]

2 2

B IS T
[

Voltando a equagao (A.1), obtemos

Vi-Vi = {&® 497 = 20(Y, + )i + 20(Xo + 2)§ + n°[(Yo + 9)* + (X, + 2)°) —
2d; cos 0 — 2d, senfy + 2d; cos on(Y, +vy) — 2dlsen9n(XO + )+
2 — n(Y, +4)|(n + 0)dysend — 2[yy — n(X, + x)](n + 0)d; cos 6 +
(n+0)2d +d,’} (A.2)

e calculo de 172172
Vo Vy = [ﬁ+w}><(dgf§+d2ﬂ~[§+@x(dgf§+d2ﬂ
V- Vo = B-R4 B (dof) + B[} % (dol)] + B - (dof) + &2 T+
(daf) - [y x (o)) + B - [y % (doB)] + (dof) - [ % (doB)] +
(7 x (dot)] - [} x (dat)]

Vo Vs = B:-B+2R-(dof)+2R - [0f x (dot)] + 2(dst) - [w7 x (dot)] +

(@) o 0 )
(&0} x (dot)] - [0} x (dat)] + dBE- T (A.3)
N vV
(L) (M)
e célculo de (G): G=A
o célculo de (H): H=2R- (d)

—.

H = 2[(i—n(Y,+9))i+ (1 +n(X, +2))]] - [da cos 07 + dysend]]
H = 2dycosfi —n(Y, +y)] + 2dysenbi + n(X, + z)]

H = 2dycosfi+ 2d256n9y' — 2d, cos on(Y, +vy) + 2dgsen0n(Xo + )

e célculo de (I): [=2R. [0} x (dat)]

I = 2@ —n(Y,+y))i+ (1§ +n(X,+2)]] - [(n+ 0)k x (ds cos 07 + dysendy)]

—

I = 2@ —n(Yo+ )i+ (5 +n(X,+x)j] - [(n+ 0)dycos 0] — (n + 0)dysendi]

I = —2(&—n(Y,+y))(n+0)dysend + 2(y + n(X, + z))(n + 0)dy cos 6
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e célculo de (J): J = 2(dot) - [} x (dyt)]

J = 2[dycos i + dysendj] - [(n + 0)dy cos 8] — (n + 8)dysenbi]
J = 2dydycosfsend(n + 0) — 2dydysend cos O(n + 6)
J =0

e célculo de (L): L = [} x (dot)] - [0F x (dat)]
L = [(n+0)dycos0] — (n+8)dysendi] - [(n+ 0)dy cos 0] — (n + 0)dysendi]
L = (n+0)>d3(send)? + (n+ 6)*d3(cos h)?
L = (n+6)*d

o cilculo de (M): M=d Tt

= d3(cos 07 + senby) - (cos i + senb))
&[(cos 0)? + (senh)?]

= = K
I

— dy
Voltando a equagao (A.3), obtemos

Voo Vo = {97 = 20(Y, + ) + 2n(X, + 2) + 0 (Yo + 9)° + (Ko + 2)°] +
2dy cos 0 + 2dysendiy — 2dy cos On(Y, + y) + 2dysendn(X, + ) —
2l — n(Y, 4+ y)](n + 8)dysend + 2[y + n(X, + z)](n + 6)dy cos 6 +

(n+0)2d2 +dy"} (A4)

Com as equagoes (A.2) e (A.4) obtemos uma equagao para a energia cinética total

do sistema

T = —(my+mo){a? + 9% —2n(Y, +y)i + 2n(X, + 2)y + n?[(X, +2)* + (Y, +3)%]} +

1
2
mydy + mgdg) cos 0z + (—m1d1 + mgdg)seneg) + (m1d1 — m2d2) cosOn(Y, +y) +

<_
(_

. s 1 1
2(—m1d1 + m2d2)(y + n(YO -+ y))(n + Q) cos + (TL + 9)2[§m1df + §m2d%] +
1 1

.9 .9
§m1d1 —+ §m2d2 (A5)

mydy + mgdg)senﬁn(Xo + ) + 2(mydy — mads) (2 — n(Y, + y))(n + é)senG +
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Como d; e dy sao tomados em relacao ao centro de massa de m; e msy, temos que

—myd; +meds =0 e —mldl +m2d2 = 0, anulando a parte destacada da equagao (A.5).

Usando as defini¢oes de 31 e 5, temos

T = %(m1 +mo){a% 4+ 9% — 2n(Y, + y)i + 2n(X, + 2)y + n?[(X, + )2 + (Y, + y)?]} +

.| 1 1 . 9. 1 . 9.
(n + 9)2[§m16§l2 + §m253lz] + §m1522l2 + §m2512l2

J/

-~

(N)

2(n + 6)2 5
N o= PO g2k s+ L mas)
Bn+0)?2 [2
N = [mif3 + mayf7] % + §]
m2 m2 1 . .
N - 2 1 Z? 0)? + [?
|im1(m1+m2)2 +m2<m1+m2)2:| 2[ <n+ ) + ]

No= %(7"11 + ma)B1Bo[1(n + 6)* + I°]

Consequentemente

1
T =—-(m + m2){5t2 +9° — 2ni(Y, + y) + 2ny(X, + )+
2 (A.6)

R2((X, + )+ (Yo + y)?] + BiBal(n + 62 + ]}



Apendice B

Energia potencial

Figura B.1: Vetores posicao

— .

Rl == Rlﬁl EQ == Rgﬁg Cil == —dlf d2 == dgt

A equagao 2.17 pode ser expandida através de séries de poténcia usando como
coeficientes os polinomios de Legendre como pode ser visto em Butkov [4]. Os primeiros

cinco polinomios sao dados a seguir.

136
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Py(x) = %(3:52 )
P(x) = 5(50° — 32)

1
Py(z) = g(35954 —302° + 3)

Partindo da classica expansao em série

71

|A B| Z An+1

chegamos a uma forma adequada para expandir cada um dos quatro termos da

o] liss ]!

equacao 2.17.

_ dPu f)%—d%Pu z?)+d—%P(ﬁ B+
|él—d1ﬂ - Rl 0 1 R 1 1 Rzlg 2\t1
d3 di
P3u1 5"‘ 1P4(ﬁ1'£>
RI R
1 1 d1 i1
—_— = t 3 - 1) —1
F—ai R R (@ ijR32 3@ 87 -1+
di 1 dj 1
R4 Ul E} —3U1 E} +ﬁ§35 1 'E) —30U1 52+3
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analogamente:
1 1 d} di 1
= = ¢ i - 1) — 1
| Ry — dy] RJFRN2 j+R$2 3 1 =)+
d3
Ria 21?)—3u25)+ﬁ§35 (i - £)* — 30(idy - £)? + 3]
1 1 d3 a1, . 9
—_ = — — )+ —==[3(uy - t)° — 1] —
|R1+d2ﬂ Ry R2( j R?Q[ (@ ‘> |
dg’ 1 dy 1 9
R§12 5ty - ) — 3(idy - t)] + R5835 L) —30(a - 1) + 3]
1 1 d1 d31
—_—_— = t —[3(to - t 2 _ 1] —
A A AU P
d3
B2 5—3u25+§§35 (i - £)* — 30(idy - £)? + 3]
A energia potencial pode entao ser obtida a partir da equagao 2.17.
—GM1m1 1,5 d1 2 1 4 2
y = —1 — (- D+ (=) =[3(a - 1) -1
A a0+ () B
(A1)
di\* 1 di 4 —
— [5(idy - 1)° = 3(i0 - 1)] + [35( ) = 30(id, - 1) + 3]
R1 2‘ ~~ Rl ~ ~ >
(B1) (Ch)
—GMle d1 5 d1 2 1 5 2
—_— 14+ —(uy-t — ) =[3(uy-t)"—1
Ry T, D+ <R2) FBE@ D — 1+
(A2)
di\*1 L NS
— [5(idy - 1) — 3(y - )] + — [35(iy - £)* — 30(iy - £)? + 3]
R2 2‘ ~~ R2 ~ ~
(B2) (C2)
—GM1m2 dQ N d2 2
1— —(uy-t t)° —1]
R, R, (0 3+(R1> 2\“_12_,
(A1)
d\*1 B do\*'1 .
(ﬁi) §I5(u1'5>3; 3(dy - 1)) + (ﬁi) §[35(U1'54 —30(u1'5>2+31
(B1) (C1)
—GMomy dy <d2>2 — 2
I ——(up-t)+ | 5| 32 -t)"—1]—
i D)+ () 3821
(A2)
dy \* 1 b \*1 . .
(7)o@ i)+ (72) glostan: 8t e i+

+
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Admitindo uma mudanca de variaveis de tal forma a considerar a energia potencial

. d; .
decomposta em ordens crescentes da razao EI, com 7,7 € {1,2}, temos:
J

V=Vo+ Vi + Vo + Vs + V),

e calculo de V),

—GM1m1 i —GMle T —GMlmg i —GMng

o= g Ry R, R,
Vo = —(mq+my) (Gé\fl + Gé\jQ)
e calculo de V;
- Ll et
—Gj\%/igmg —d2 (i - {5
Vi = _fz?/[l [midy — mads] (il - 1) — Gé\é[z [midy — mads] (i - 1)

Vi = 0

e cilculo de Vs

(B.1)

i - ) +

—GM1m1 dl 1 —GM1m2 d2 1
= |/ () - 23 214
Ve 2 (RJ 2T TR (R) |
_—GMgml dl 2 1 —GM2m2 d2 2 1_
=) -+ 2 S| A,
R, Ry) 2 Ry Ry) 2
_GMlml 2 { 2 1 GM1m2 2 l 2 1_
pummy _— — —_— —_— —_— A p—
v R \®m) 2" TR "\Rm) 2|
_GMle 2 L 2 1 4 GMQmQ 2 L 2 1_ A
Ry "P\Ry) 2 Ry, "'\Ry) 2|77
_GMl 1 l 2 GM2 1 ( l )2 < mlmg moiny )
V, = — (=) A+=2o (=) A
2 Rl 2 (R1> ! R2 2 RQ 2 (m1 + m2)2 (m1 + m2)2

B GM1 [ 1\? GMy1 [ 1\?
Voo = —(mi+m2)BiS R §<R_1) A+ 7 E(E) A
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e calculo de Vs

_cMm d\*1 GM dy\* 1
Vs = —1ml(—1> S (—2) S| Bi+

Ry

G Myms (@)3 1

Vs = -

GMle 3 L 3 1 B GM2m2 3 L 3 1
Ry "\ Ry) 2 Ry "\ Ry) 2
GM;1/1\° GMy1 [ 1\* myms moms
o) Bit 2o (o) B 5 - 5
Rl 2 Rl R2 2 R2 (m1 + mg) (m1 + mQ)

GM;1 [ 1\° GMy1 [ 1\°
“(—) B “(—) B
R, 2(1%1) 'R, 2(1%2) ’

V; = -

Vs = —(my+ms2)B1P2(Pe — b1)

e calculo de V,

. _—GMlml dl 4 1 GM1m2 dg 4 ]_-
o S (w) s TR (7)) sl o
-—GMle dl 4 1 . GM2m2 dg 4 ]_- C
Ry Ry,) 8 Ry \Ry) 8|7
GM1m1 4 l 4 1 GMlmg 4 l 4 1
fry —_ —_— — _— — C —
Vi R, 2 (R1> s R \&) 8|
GM2m154 ) 4 1 4 GM2m2 4 l 4 1 C
Ry, "?\R,) 8 Ry, "'\ Ry) 8|7
GMl 1 ) 4 GMQ 1 ( l )4 ( 7’I7J17’I’L‘21 ’)7’L2’I’I’L£1’L )
Vi, = — (= Ci+ - (=) C +
! R, 8 (R1> ' Ry 8 \ Ry ? (m1+m2)t  (m1 +mg)*
GM,1 [ 1\* GMy1 (1 \*
Vi = —(mq+mg)Bifa2(1 —351062) Rllg (E) Ci + R;g (E) C |(B.6)

Substituindo as equagdes (B.2), (B.3), (B.4), (B.5) e (B.6) na equacao (B.1), obte-

mos:



APENDICE B. ENERGIA POTENCIAL 141

GM
V: —(m1+m2){ R !
1

Vit (LY -
9 172 Rl 1

15152(52 — B) <L) [5(ify - 1)* — 3(diy - £)]+

2 R,
4
éﬁlﬁ?(l — 30152) (%) [35(i1y - )4 — 30(iy - £)* + 3] | +
2
G}f 214 Sub (RLQ) 3@, - 12 — 1)+
1 LN e s S
S5 — ) (ﬁ) 50 - 11° — 30, - B4
2
4
§o— 30,0 () B ) 300 07+ 3 }
2

(B.7)



Apéndice C
Equacoes de movimento

As equagoes de movimento sao determinadas pela substituicao da lagrangiana do

sistema dada pela equagao 2.20 na equagao de Euler-Lagrange (equagao 2.1).

d (0L oL
e coordenada z: 7 (%) o 0
oL o omytma |, oL B .
oi 2 {% - 2ny} = an (M1 + me)( — ny)

9
ALY Dy pm)i—ng)) = L (E) = b o) —mg) (C1)
dt(ax dt dt \ 9

% _ M{zw +n? [2(Xo +x>} } + G +m2>{@% {[(XU T Dlé\k/[;)z +y2]1/2} '

/

A7
O [ BifaMl?(3cos*6 — 1) O [B1B2(By — 1) M;13(5cos* @ — 3) cos b
9z |2[(X, + D, +x)2+y2]3/2} +p_m[ 2[(Xo + D1 + 2 + g2 ]
B c
O [ B1P2(1 — 3B182) M11*(35 cos* @ — 30 cos® O + 3) 0 M,
Oz | 8[(Xo+ Dy + )2 + P ] "o [[(Xo — Dy + 1) + y?]lﬂ} i

Dy Az

O [ BifaMyl*(3cos*f — 1) } J [6152(52 — B1) Myl3(5 cos? 6 — 3) cos 9} N

/ /

92 2006 — Do+ o+ PP T 0| A% - DaraP 1P

2 B1B2(1 — 331 82) Mal*(35 cos* @ — 30 cos? 6 + 3) ©2)

Oz 8[(Xo — Dy + )2 + 42]5/2 :
D;

142



APENDICE C. EQUACOES DE MOVIMENTO

Célculo de Aj:

* 3 Ml =
V' 0z | [(Xo + Dy + )2 + 32]1/2
_MI(XO+D1 —I—ZL’)

Al =
b [(Xo+ Dy )2+ y2

Célculo de Bj:

. O BifaMilP(3cos®0 —1)
U 0x | 2[(Xo + Dy + 1) 4 92]3/2
=305 M *(3cos? 0 — 1)

B; = Xo+ D
U (X + Dy a1 g 0 T Pt

Célculo de CfF:

oF — 9 [ﬁlﬁg(ﬁg — B1)M13(5 cos® § — 3 cos 9)]
' Ox 2[(Xo + D1 + x)% + y?]?
o —28162(B2 — B1) M1l (5 cos® § — 3 cos )
e [(Xo+ D1 +2)2+ 9%

(Xo + D1 +$)

Calculo de Dy:

D — a {5152(1 — 331 82) M11*(35 cos* @ — 30 cos? 6 + 3)]
L oz 8[(Xo + Dy + x)2 + y2]5/2

D — —55162(1 — 36152)M1l4(35 COS4 6 — 30 COS2 0 + 3)
b 8[(Xo + D1+ x)* + 2]/

(Xo + Dy +33)

Calculo de A3:

0 M,

A= —
2 or [(XO —D2+a:)2+y2]1/2

_M2(X(] — D2 -+ .T)

Al =
2 [(Xo = Dy + )% + 2P/

Calculo de Bj:

. O [ BiBaMylP(3cos®0 — 1)
2 al’ 2[<X0 — DQ + Z’)2 + y2]3/2

=

_Sﬁl/@QMQlQ(?) COS2 0 — 1)
By = Xo—D
} = 3K — Dy r o+ gepr 0 P2t
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(C.4)

(C.6)

(C.8)
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Célculo de C5:

o — O [B1Sa(B2 — B1) Ml (5 cos® 6 — 3 cos 6)

2= 5y 2A(Xo — Dy + 22 + ]2

_ —2B155(B2 — Br) Ml (5cos® 0 — 3 cos )
B [(Xo — Dy + )2 + y2]3

s (Xo— Dy +12) (C.9)

Calculo de Ds:

DF — 0 [BiBa(1 — 331 82) Myl* (35 cos 6 — 30 cos? 6 + 3)
>~ o2 8[(Xo — Dy + 2)2 + 42
—58182(1 — 381 82) M3l*(35 cos* § — 30 cos? 6 + 3)
8((Xo — Dy + x)? 4 y?]7/?

Substituindo as equagoes (C.3)...(C.10) em (C.2) obtemos:

g_i _ M{Qny + n? [2()(0 + :C)] } + G(m + m2){ [([(Xo 1 D1_+A?)2 + y2]3/2>+

(—36162M1l2(3 cos?f — 1)) (—25162(52 — B1)M13(5 cos? § — 3) cos 9) N
2[(Xo + D1+ x)? + y2]>/? [(Xo+ D1+ x)2 492

—581 (1 — 331 82) M114(35 cos* @ — 30 cos? § — 3)

( 8[<X0 + Dy + LU)2 + y2]7/2 >

(X() + D1 + 3?)+

— M,
(o=p s )
(—35152M2l2(3 cos’0 — 1) ) +(—25152(ﬂg — B1) Myl3(5 cos? 6 — 3) cos 9) N
2[(Xo — Do+ x)? + 2P/ [(Xo — Dy + )% + 4

(—551/6’2(1 — 331 82) Msl*(35 cos* § — 30 cos? ) — 3))
8[(Xo — Do+ x)? +y2]"/?

(Xo — Ds —l—x)} (C.11)

As equagoes (C.1) e (C.11) sao substituidas na equacao 2.1 com os médulos dos

vetores posicao R; e Ry definidos pelas equagoes 2.6. Com isso obtemos:
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1

R3+ 5152 (3cos 0—1)+

(my +me) (& —ny) = (my + mg){ {ny +n?(Xo + x)} - GM,; [
201 52(B2 — 51) (5 cos” 0 — 3) cos O+
_6152(1 — 361ﬁ2) (35 cos" 0 — 30 cos® 0 + 3)} (Xo+ Dy +2)+

— GM2 |: + 5162 (3 COS 9 — 1)

R3
3

26152 (ﬁg /61)_6(5 COS2 0 — 3) cos 0+
2

—5152(1 — 35152)—47( 5cos* @ — 30 cos? 0 + 3)} (Xo — Dy + m)}
R

Considerando que a soma mj +msy ¢é nao nula e ordenando em poténcias crescentes

de I/Ry e /R, , obtemos:

2
i =2ny +n*(Xo +2) — G]\fl {1 + §ﬂlﬂz (L) (3cos®f — 1)+
Ry 2 Ry

3
20152(82 — 1) (RL1> (5cos? § — 3) cos O+

4
25152(1 — 3B152) (RL) (35cos* § — 30 cos® ) + 3)] (Xo+ Dy + 2)+
1

2
_Gé\;[ [ 5152( ) (3cos?f — 1)+

3
261 B2(B2 — B1) (R2> (5cos? 6 — 3) cos O+

4
25162(1 — 30152) (E) (35 cos® § — 30 cos® 6§ + 3)} (Xo — Dgy + ) (C.12)
2
d (0L oL
e coordenada y: 7 (8_3/) — 8_y =0
oL my+mol_. oL
9 % [2y + 2n(Xo + w)] = % = (my +my) [y + n(Xo + )]

1L SIS W I —

(C.13)
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% . (m1 —|—m2)
dy 2

{ —2n& + any} + G(my + ma)

; [[( -

Ay | [(Xo+ Dy + )2+ y2]1/2] *
By

0 [ 1B M 1*(3cos® 0 — 1) } N K [Blﬁg(ﬁg — B1)M;13(5cos? § — 3) COSQ:| N

Oy [2[(Xo+ Dy +x)>+ 32| Oy 2[(Xo + D1 + )% + 42
O [ B1B2(1 — 31 Be) My1*(35 cos § — 30 cos? 6 — 3) 0 M,
vl (X 1 Dy + 27 4 7777 |+ 55 e pr e

Hy B3
O [ BiBaMsl*(3cos*6 — 1) } K {,8152(62 — B1)Mal3(5 cos? 6 — 3) cos 9} N
Oy [2[(Xo — Do+ x)> + 32> ]~ Oy 2[(Xo — Dy + x)* + y?J

Fy G3

/

K [ 8182(1 — 381 B2) Myl*(35 cos* 6 — 30 cos? 6 — 3) (C.14)
oy | 8[(Xo — Dg + 2)% + y?]>/2 .
H;
Célculo de Ef:
3} M,
Br=2 -
! ay|:[(X0+D1+I)2+y2]1/2]

' (Kot Dyt 2)? + g2

Calculo de FT:

. O [ BiBMP(3cos’d — 1) N
LT 9y [2[(Xo + Dy + 2)? + 2P

 _ —3ﬂ162M1l2(3 COS2 60— 1)

= 2[(Xo + Dy + x)? + y2]5/2 (y) (C.16)

Célculo de G7:

0 [B1B2(B2 — Br)MilP(5 cos® 0 — 3 cos )
N 67;{ 2((Xo + Dy + )2 + y?J? ]

_ —2B1B2(f2 — Br)MiP(5cos® 0 — 3 cos )
= [(X0+D1+$)2+92]3

Gy

G (y) (C.17)

Calculo de Hy:

[ a [ﬁlﬁg(l — 331 82) M11*(35 cos* 6 — 30 cos? 6 + 3)}
1T oy 8[(Xo + D1 + 2)2 + y2J5/°

[ —581 (1 — 331 82) M11*(35 cos® 0 — 30 cos? 6 + 3)
' 8[(Xo + D1+ x)* + y?]"/

(y) (C.18)
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Calculo de E3:

L0 M,
2 = ay [(XO—D2+IE)2+Z/2]1/2

—My(y)

E; =
L (X0 = Dy 4 2)? 4 22

(C.19)

Calculo de F3:

. 2 6162]\/[2[2(3 COS2 0 — 1)
= ay 2[(X0 — D, —i—fL’)2 +y2]3/2

£

. —3B1f2Msl?*(3cos®f — 1)
B = XDy v ap Ty (G20

Calculo de G%:

0 [B1Pa(Ba — Br) Ml (5cos® 0 — 3 cos )

- 3_3/ 2[(Xo — Dy + )% + 322

201522 — Br) Ml (5cos® 0 — 3 cos )
N [(Xo — Dy + ) + ¢

Gy

G

(y) (C.21)

Calculo de Hj:

[ 0 [Bifa(l = 331 82) M51*(35 cos® 0 — 30 cos? 6 + 3)
2 oy 8[(Xo — Dy + )2 + y2]5/2

[ —58162(1 — 331 82) M3l*(35 cos® 0 — 30 cos? 6 + 3)
2 8[(X0 _ D2 +:E)2 +y2]7/2

(y) (C.22)

Substituindo as equagoes (C.15)...(C.22) em (C.14) obtemos:
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0L  (my +my) . 2 — M,
a_y_T{—Qn:c—l—Qny +G(m1—|—m2) [(XO+D1+x)2—|—y2]3/2 +

(—36162M1l2(3 cos? 0 — 1) ) +(—2B162(62 — B1)M13(5 cos? § — 3) cos 9) N
2[(Xo + Dy + x)? + y?]5/? [(Xo+ Dy + )% + 423

—58182(1 — 331 82) M114(35 cos* @ — 30 cos? § — 3)

( 8[(Xo + D1 + x)? + y?]7/? >

(y)+

—M,
(=Dt )
(—36152M2l2(3 cos’0 — 1) ) +(—26162(52 — B1) Myl3(5cos? 6 — 3) cos 8) N
2[(Xo — D2+ x)? + y?]5/2 [(Xo — Dy + )2 + P

—5812(1 — 331 82) Mal*(35 cos* @ — 30 cos? 6 — 3)>
( 8[(Xo — Dy + )2 + y2]7/2

(y)} (C.23)

As equagoes (C.13) e (C.23) sao substituidas na equagdo 2.1 com os mddulos dos

vetores posi¢ao R; e Ry definidos pelas equagoes 2.6. Com isso obtemos:

R3—|— Blﬁg (3cos 0—1)+

(my +ma) ( + ) = (my +m2){ {—nx’—i—rﬂy} —GMl[ !
26815 (B — 51) £ (5080 —3) cost
—6152(1—3ﬁ152) (35cos 0 — 30 cos® 9+3)}( )+

_GMz[l + ﬁlﬂg (3Cos - 1)+
20l — 1) g (5cos 6 — 3) cos 0+

—ﬁlﬁzu — 35152)—47(35 cos? 6 — 30 cos? 6 + 3)] (y)}
2

Considerando que a soma mj +msy ¢ nao nula e ordenando em poténcias crescentes

de /Ry e l/R, , obtemos:
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. : GM, 3 1\’
§j = —2ni +n’y — e [1 + 55152 (E) (3cos®f — 1)+

3
20182(B2 — 1) <RL) (5cos? § — 3) cos O+

1
4
gﬁlﬁg(l — 301/32) (%) (35cos* @ — 30 cos? 0 + 3)} (y)+
1

_ G
R;

3
261P2(Po — P1) (RLQ) (5 cos®h — 3) cos 0+

1 0 : 23 20 —1
|: +§ﬁlﬁ2(§2> ( COS - )+

4
gﬁlﬂg(l —3515) (RL) (35cos* 6 — 30 cos? 6 + 3)1 () (C.24)
2
d (0L oL
e coordenada 6: 7 (%) 20 = 0
3£_m1+m2 N 72 85_ N 72
% _mi [mam L)l } = L it m) [51/32.<n oy
d (LY d o d (0LY o ) )
o (@) = ((m1 +ma) [5152(” +0)l D = o (%) = (m1 + ma) 12 [l 0+ 2ll(n+ ‘9)}
(C.25)
oL . 0 M1 0 /BlﬂnglQ(S COS2 0 — 1)
gp = Gl m2){ 0 [[(X0 + D1+ x)? + yQ]l/J +§0 {2[()(0 Dyt o)y
a2 [B1B2(B2 — 1) Mi13(5 cos? @ — 3) cos § N
?0 L 2[(X0 -+ D1 -+ I>2 + y2]2
Ly
2 -51ﬁ2(1 — 351&2)M1l4(35 COS46 —30 COS2 0 — 3) 4 ﬁ M2 i
o6 | 8[(Xo + D1 + x)? + y?]>/? 00 | [(Xo — Dy + x)? + y?|1/?

_|__

O [ BifaMsl?(3cos?6 — 1) } 0 {5162(@ — B1) Msl3(5 cos? § — 3) cos 9} N

90 3% — Do a2 P90 2% —Daray 7

I3 s
0 [BrBa(1 = 351 82) Mol (35 cos” § — 30 cos® 6 — 3) (C.26)
a0 | 8[(Xo — Dy + )2 + 2]5/2 )

M3
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Célculo de I e I3:

- M =
Y00 [(Xo + Dy + )2 + y2)12
=0 ¢ IL=0 (C27)

Célculo de Ji e J3:

I O [ B1BaMil*(3cos® 0 —1)
00 [ 2[(Xo + Dy + )2 + 232
3 BB My
K= 3% + Dy 4w g )
.3 5152 Mpl?
analogamente J; = T3 (Ko =Dyt ) 1 47 (sen26) (C.28)
Calculo de L} e L3:
It 0 [BrBa(Ba — B1) M1 (5 cos® 6 — 3 cos )
bo0 2[(Xo + D1 + )2 + y2]?
. 3 P1Ba(Be — Bi) M >
Li="2 1—
(P e y2]2( 5 cos” 0)send
.3 Bifa(Be — BI) Ml
analogamente  Lj = 3 [(X(l) _2 D22 - ;)2 +2y2]2 (1 —5cos*#)send (C.29)
Calculo de M7y e Mj:
M= 0 [Bifa(1 — 331 2) M;1%(35 cos® 0 — 30 cos? 6 + 3)
G 8[(Xo + Dy + )2 + y2]5/2
1— M, 14
My = 5_Pi(1 = 36 5) My (3 — 7cos?0)send cos 0

2[(Xo + Dy +2) + y2]5/2
5 Bifa(1 — 3B1) Mol
2[(Xo+ D1+ 2)* + ]2

analogamente  M; = (3 — 7cos®f)senf cosf (C.30)

Substituindo as equagoes (C.27)...(C.30) em (C.26) obtemos:
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oL
a6

2
=G(m + mz){ - g[(XO n f)llﬂj_]\j;i R sen20+
3 BiPa(By — Bi) Myl
2 [(Xo + D1+ x)? + y?2
5 Bifa(l = 3B18) Myl
2[(Xo + Dy + 2)% + y?J5/2
3 1 Ba M,l?
C2](X — lﬁ)i x)? + 232 sen20y
3 BiPa(B2 — Bi) Mol®
2[(Xo = Dy +2)? + ¢
5 BiBa(l = 3518) Mol
2[(Xo — Dy + )% 4 y?J5/2

(1 — 5cos® §)senf+

(3 — 7cos?)send cos 0

(1 — 5cos” 0)send+

(3 — 7 cos? 0)senf cos 9} (C.31)

As equagoes (C.25) e (C.31) sao substituidas na equagao 2.1 com os mdédulos dos

vetores posicao Ry e Ry definidos pelas equacoes 2.6. Com isso obtemos:

2

31
——sen20-+

(m1 + mg)ﬂlﬂQ [l20 + 2”(71 + 0)] = (m1 + m2>5162{ — GM1 5 R}3
1

3 l3 5 l4
— Z(By — 1) —=:(1 — 5cos®B)sent — = (1 — 31 0s)—=(3 — 7 cos? §)send cos O
2
— GM, g%sen%—l—
2
- §(5 - B )ﬁ(l — 5cos? f)sent) — §(1 — 3615 )£(3 — T cos? §)senf cos
5 (P2 1 R 5 1By i
. . ) M 3 [
0=—-2(1/1)(0 + n)—% [gsen% — 5(62 — f) (E) (1 — 5cos®0)send+
1 1
5 1\’ )
— 5(1 —30152) = (3 — 7cos” 0) cos Osend | +
1
_Gé\gz [;5‘3”29 - ;(52 — B1) (%) (1 — 5cos”0)send+
2 2
l

_ g(l - 35152)< ) (3 — 7cos? ) cos 956719} (C.32)

Ry
Com as defini¢coes dos coeficientes Aﬁ’e e Qﬁ’e com i € {1,2} através das equagoes

2.29 sendo substituidas nas equagoes (C.12), (C.24) e (C.32), obtemos as equagdes de

movimento nas coordenadas generalizadas, conforme a seguir.
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GM
i = +2ny + n*(Xo + x) —

ZAY (X — Dy 4 )
R
) GM GM.
= —2nt+ n2y Ril,)lAll’ey RngIQ’Q
: M M
6=—20/1)(+n)— GR319§9 _¢ QL
1

Introduzindo as variaveis adimensionais conforme as equacoes 2.30, podemos calcu-

lar as derivadas temporais das coordendas generalizadas em funcao da variavel 7, afim de
tornar as equagoes de movimento normalizadas.

Célculo de 7 e y:

P L A TS S Y N L Y
S dr Cdtdr n Cdt  dx dt D
logo & =nDi (C.33)
analogamente v = nDy (C.34)
Calculo de % e 3:
d dz’ dz’ d
i==(nD¥) = i=nD— = i=nD—""r = i=n"Di
logo i =n*D3i" (C.35)
analogamente ij = n*Dy" (C.36)
Célculo de 6 e 6:
G0, dodr
Cdt dr dt
logo 0 =nd (C.37)
. 0’ . do’ dr
fng 0/ — —_— — _—
0 (n ) = 0=n i 0 neo
logo 0 = n2g" (C.38)
Céleulo de {:
dl d di dr
[ =— [ =—(DI l=D—— [ =Dl
dt 7 (0D dr d "
logo [ =nDl'

(C.39)
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Verificamos pelas equacoes 2.30 que podemos escrever

~

L L0
R2 .éQ

— C.40
mn (C.40)

dessa forma os coeficientes definidos nas equacgoes 2.29 podem ser usados com base adi-
mensional.

Substituindo as equagoes (C.33)...(C.40) nas equagoes 2.26, 2.27 e 2.28, usando as
equacgoes 2.3 que definem a massa reduzida do sistema primério e a equagao 2.4, encon-

tramos as equacoes de movimento normalizadas.

e Célculo de z":

. G R .
n2Di” = +2nan)/ + nzD(Xo + .i') — == (M1 + Mg)(l — lu)All’eD<X0 + D1 + i)"‘

RS D
G A - .
~ Faps (M + My)() A5 D(Xo — Dy + &)
2
1 —p

n*Di" = +2n*Dy +n’D(Xy + 7) — = n*AYD(Xy + Dy + )+
Ry

/Ajjg nzAIQ’OD(XO — ng + ii')

2

N 1— N
¥ =420 + (Xo+ ) - — LAY (Ro+ p+ )+
R}
— LAY (X4 p—1+3)
R3
2

N/ ~/ 1_:u 1,0 % 1,0 > A Allﬁ Al270
V=2 AT+ A -1 (Ko 2) —p(l = )| — - —

i 1t Ry RS

e Calculo de ¢":

G
n?Dy’ = —2nn D' + n*Djj — —=—(My + My)(1 ~ 1) AY Dij+
R3D

(My + Ms)(u)AS’ Dy

R3D?
2 Myl S S N IV O I B I
n“Dy" = -2n"Dz" +n*Dy — ——n"Ay" Dy — —n"A3" Dy
Ry R
i = -2+ g - LA - A
Ry R

1—
' = —2@’—< EAY LAY - 1)@
R R
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e Calculo de 0"

n%0" = —2(I')1)(n)(nb' +n) — —— (M + My)(1 — )25 — —

(My + My) (1) 25"
R3D? Rips R

"o 1IN 0! 1_M 1,0
0" = 20 /)0 + 1) — 5 QL - R3

Resumo das equagoes de movimento normalizadas:

. . L—piie | I a1p > .
" / ) ) . —
" = +2y ( = A7+ A =1 ) (Xo+2) — (1l — p) = =
Ry R,

i R%’

1-—
g//:_ij/_( MAZG 2, _1):&
Ry R%

~ A 1—
0" = =2(1/1)(8 +1) - —La’

R R3
onde
2 3
AY =1+ 5152 (é ) (3cos?0 — 1) + 261 52(B2 — 1) (E) (5cos? 0 — 3) cos O+
1 1
5 I\ s )
gﬁlﬁg(l — 30102) = (35cos™ 0 — 30 cos” 0 + 3)
1
2 3
ALY =11+ 51ﬁ2 (Hl) ) (3cos® — 1) + 261 52(B2 — B1) (%) (5cos? § — 3) cos O+
2 2
4
—61E2(1 — 30102) ( > (35cos* @ — 30 cos® 0 + 3)
o |3 !
Q7 = 5867129 - = 52 —B1) [ = ) (1 = 5cos®0)send—
Ry
) l
(1 — 30152) ( ) (3 — 7cos? ) cos 936719]
10 3 l
Q)7 = 5567129 - = 52 — p1) (1 — 5cos® ) senf—
Ry
) l
(1 — 30152) < ) (3 — 7cos® ) cos 986719]

R, :\/(X0+1§1+:f:)2+g2 Rgz\/()éo—lﬁ2+:f:)2+g2



Apeéendice D

Dados do sistema solar

Sistema Sol-Planetas !

massa do Sol: 1.989 - 10%° kg

planeta || massa (kg) | distancia (km) | zp, (km) | z, (km)
Merctirio || 3.302 - 1023 5.791 - 107 2.204 - 10° | 2.210 - 10°
Venus 4.869 - 10 1.082 - 108 1.008 - 10° | 1.014 - 106
Terra 5.974 - 10%4 1.496 - 10® 1.492 - 10° | 1.502 - 106
Marte 6.419 - 10 2.279 - 108 1.083 - 10° | 1.086 - 10°
Jupiter | 1.899-10%7 7.791 - 108 5.200 - 107 | 5.437 - 107
Saturno || 5.685 - 10 1.427-10° 6.424 - 107 | 6.616 - 107
Urano || 8.662-10% | 2.871-10° | 6.951-107 | 7.060 - 107
Netuno || 1.028 - 10%6 4.499 - 10° 1.153-10% | 1.172 - 108

Tabela D.1: Sistema Sol-Planetas

Sistema Terra-Lua

massa da Terra

: 5.874-10% kg

satélite

massa (kg)

distancia (km)

xr, (km)

xr, (km)

Lua

7.348 - 10*

3.891-10°

5.874 - 101

6.531 - 10*

Tabela D.2: Sistema Terra-Lua

xr, € a distancia entre o centro de massa do corpo menos massivo ao L

xy, € a distancia entre o centro de massa do corpo menos massivo ao Lo

1Ver referéncia [15]
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