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RESUMO

O objetivo desse trabalho é determinar a dimensao fractal de trés catdlogos de galdxias
que cobrem diferentes desvios para o vermelho entre 0,05 < z < 5,0. Caso de fato
exista uma distribui¢do fractal de galdxias, esta serd caracterizada por meio da densi-
dade diferencial (;) e a densidade integral (vy;"), as quais assumem uma func¢do do tipo
lei de poténcias com a distancia observacional (d;), onde ¢ = z, L e sdo calculadas no
contexto do modelo cosmolégico de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
com parametros €2, = 0,3 e {2, = 0, 7. Portanto, no presente trabalho calculou-se o
expoente da lei de poténcias ajustando uma reta aos dados observacionais, onde da in-
clinacdo da reta ajustada se obteve o valor da dimensao fractal. Os resultados indicam
que a dimensao fractal € inica em desvios para o vermelho proximos (0,25 < z < 1,0)
com valor médio dado por < D >= 2,56 + 0,02. Em desvios para o vermelho mais
altos (0,75 < z < 3,0) as galdxias vermelhas forneceram um valor baixo de dimen-
sdo fractal D = 0,84 £ 0,09. As galdxias azuis j4 em desvios para o vermelho mais
altos ainda (0,5 < z < 5,0) evidenciaram um padrdo no qual as densidades radiais
diferenciais forneceram valores negativos de dimensao fractal, fato que sugere que a
lei de poténcias deixa de governar a distribuicdo de galdxias. Assim, considerou-se
melhor adotar as densidades integrais pois elas forneceram dimensdes fractais sempre
positivas. Entdo as galdxias azuis mostraram que € possivel ajustar duas retas com a
mudanca de D em z ~ 2. No caso das galdxias azuis tanto no UV como no 6ptico
forneceram uma mudancga similar de dimensao fractal, por exemplo no 6ptico, a di-
mensao fractal mudade D = 1,06 + 0,13 a D = 0,28 + 0, 18. Finalmente, o fato
de ter obtido duas dimensdes fractais pode sugerir que a distribuicdo é melhor descrita
por um multi-fractal.




ABSTRACT

The aim of this work is to calculate the fractal dimension of three galaxy catalogues
covering different redshift intervals between 0,05 < z < 5,0. Supposing that there
is a fractal distribution of galaxies, it will be characterized by means of the differen-
tial density (;) and the integral density (v;) as power-law functions of the observa-
tional distance (d;), where ¢ = z, L and which have been calculated in the Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) cosmological model with parameters €2, = 0, 3
and 2, = 0, 7. Therefore, in the present work the exponent of the power-law was cal-
culated by fitting a straight line to the data and from the slope of this fitted line we could
get the fractal dimension. The results show the galaxy distribution is fractal for nearby
redshifts (0,25 < z < 1,0) giving a mean fractal dimension of < D >= 2,56 4+ 0, 02.
For higher redshifts (0,75 < z < 3,0), red galaxies give a low value of fractal di-
mension D = 0,84 + 0,09. In the case of blue galaxies at even higher redshifts
(0,5 < z < 5,0) they show a pattern characterized by the fact that differential ra-
dial densities give negative values of the fractal dimension, which suggests that the
power-law behaviour stops ruling. Therefore, we found it better to work with the inte-
gral radial densities because they always gave positive fractal dimensions. With this in
mind, blue galaxies showed it is possible to fit two lines so the fractal dimension shows
a transition at z ~ 2. In the case of UV blue galaxies as well as optical blue galaxies
they have shown almost the same value of fractal dimension, for example for the blue
optical galaxies, fractal dimension shifts from D = 1,06 £0,13to D = 0,28 £ 0, 18.
Finally, the fact of having found two fractal dimensions could suggest the galaxy dis-
tribution at these higher redshifts is a multifractal.
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CAPITULO 1

INTRODUGCAO

Os levantamentos galdcticos em desvios para o vermelho realizados nas tltimas dé-
cadas t€m fornecido fascinantes imagens da estrutura em grande escala do universo.
Essas imagens mostraram-nos a existéncia de enormes vazios que vao quebrando, de
forma aparentemente aleatdria e irregular, os filamentos e aglomeragdes de matéria
luminosa. Isso pode se observar na figura Essas observacgdes junto com os re-
sultados das leves inomogeneidades da radiacdo césmica de fundo, levaram a alguns
cosmoélogos a pensar sobre a validade do modelo cosmoldgico padrio, especialmente,
pela suposi¢do de um universo homogéneo. Em particular, viu-se a importancia de de-
terminar os limites de escala de um modelo e testar observacionalmente essa suposta
homogeneidade. Isso poderia elucidar melhor como ocorre a evolucio da estrutura,
neste caso luminosa, e portanto, ajudaria a vislumbrar um pouco as condi¢des iniciais
do universo.

Por outro lado, € interessante como diferentes dreas da ciéncia podem convergir nos
seus estudos, conseguindo desenvolver ferramentas muito versateis e dteis. Por exem-
plo, aos olhos de um fisico estatistico, a estrutura em grande escala do universo é uma

imagem bem familiar pois € parecida com estruturas fractais auto-organizadas como




o modelo de agregacdo por difusdo limitada (ver Fig[I.1(b)). Essa auto-organizacao é
um dos mecanismos pelos quais surge a complexidade na natureza; € um processo em
que muitos sistemas fisicos, biologicos, sociais, etc, parecem se desenvolver espon-
taneamente.

Por outro lado, aos olhos de um matematico, essa imagem sugere uma estrutura
irregular (fractal), provavelmente auto-similar, e cuja distribui¢do poderia ser descrita
por uma lei de poténcias. Entdo, fendmenos tdo dispares como um floco de neve ou
um relampago poderiam ser vistos como semelhantes, pois eles ttm em comum o fato
de que ndo mudam sua estrutura a medida que mudamos de escala (auto-similaridade).
Esse comportamento é conhecido também como escalamento ou hierarquia. E, final-
mente, a irregularidade dessa estrutura seria caracterizada pelo conceito de dimensdo
fractal, a qual ndo necessariamente tem que ser inteira e governa o expoente de uma
lei de poténcias que descreve tal distribui¢do.

Esse matematico foi justamente Benoit Mandelbrot que, entre os anos de 1950 a
1970, em um desejo de fornecer uma abordagem mais pritica a matemadtica, desen-
volveu conceitos e técnicas novas para tratar esses objetos irregulares, ou como eram
denominados até aquele momento, “objetos monstruosos” ou “disformes”. Entdo, pela
necessidade de distingui-los, lhes batizou com a palavra fractal por sua estrutura que-
brada, inomogénea e irregular.

A aplicagdo desta area da matematica expandiu-se em diversos campos da cién-
cia, incluindo a cosmologia e embora a fractalidade ndo tenha entusiasmado a comu-
nidade astrondmica, ndo faltaram estudos que seguiram esta linha, pois determinar a
distribuicdo e a evolugdo da matéria tem sido uma das tarefas principais da cosmologia
observacional.

O estudo da fractalidade na distribuicao de galdxias teve suas origens na denomi-
nada cosmologia hierdrquica, a qual surgiu ha um século nos primoérdios dos estudos

sobre a distribuicdo de galdxias. Uma primeira tentativa de descrever matematicamente




(a) Levantamentos em desvio para o vermelho de galdxias. O
pedaco de cima corresponde ao SDSS (2003) e o de embaixo, ao
CfA2 (1986).

(b) Modelo de agregagao por difusdo limitada produzido em lab-
oratdrio.

Figura 1.1: Sistemas que apresentam padrdes caracteristicos de processos fractais auto-
organizados. Figuras obtidas de [Pietronero & Labini (2005)), Pietronero et al.| (1998]).




a possivel distribui¢do hierdrquica de estrelas foi divulgada por E. Fournier d’Albe
(1907). Ele propunha que as estrelas estavam distribuidas infinitamente em uma hi-
erarquia de esferas no espaco onde a quantidade de massa da distribuicdo incluida
em uma esfera era diretamente proporcional ao seu raio M (R) = R e a densidade
média de matéria era zero. Este modelo apresentou-se como uma solucao alternativa
para resolver os paradoxos de Olber e de Seeliger [, Um ano apéds, C. Charlier ap-
resentou outra alternativa a esses paradoxos, desenvolvendo modelos mais gerais de
universos hierdrquicos infinitos e apresentando um fator decisivo para a taxa de de-
créscimo da densidade entre os niveis de hierarquia. Seguindo essa linha, em 1920
K. Lundmark tentou compilar um catalogo de galdxias suficientemente extenso capaz
de revelar uma estrutura hierdrquica, porém ndo conseguiu o financiamento da comu-
nidade astronomica. Independentemente, F. Selety em 1922 abordou a possibilidade
de criar um universo hierdrquico sem um centro definido. Essa foi uma das vdrias
suposicdes que ele fez para esse universo infinito com densidade média de matéria
zero conforme o decréscimo do tamanho da esfera. Neste ponto, convém mencionar
que houve uma discussdao entre Selety e A. Einstein sobre o modelo hierdrquico de
Charlier, pois Einstein defendia o modelo cosmolégico uniforme que contemplava um
universo espacialmente finito.

Em 1929, M. Amoroso Costa reconheceu as implicacdes da relatividade geral sobre
a finitude espacial do universo. Nessa publicagdo, Costa examinou todas as possibil-
idades da densidade média, o potencial e a forca gravitacional para um sistema uni-
dimensional de estrelas tanto em um universo infinito quanto em um universo finito.
Os resultados estavam de acordo com os obtidos por Fournier d’ Albe, Charlier e Selety.

Ap6s um intervalo sem novas pesquisas nesse contexto, houve uma publicacdo ap-

*Segundo o modelo Euclidiano, infinito, cldssico e estitico do Universo, as estrelas se distribuem
uniformemente. Entdo pode se deduzir que o potencial gravitacional € indefinido e portanto, a forca
gravitacional é também indefinida. Essa € uma consequéncia da falta de um centro gravitacional nesse
universo (Cucic, [2008).




resentada por Carpenter (1938). Ele detectou que a distribui¢do das nebulosas mais
luminosas ndo era aleatdria, mas seguiam uma regularidade especial. Porém, ainda
faltava uma representacdo matematica apropriada do conceito de hierarquia. Por causa
dessa auséncia de interpretacdo apropriada os resultados de Carpenter e a cosmologia
hierdrquica foram abandonados. Tal foi a situacdo até 1970 quando G. de Vaucouleurs
retomou e re-interpretou os resultados de Carpenter. de Vaucouleurs sugeriu a existén-
cia de uma lei universal tamanho-densidade do tipo lei de poténcias para a distribui¢do
de galdxias. Aquele momento ndo pdde ser o mais adequado, pois esse resultado en-
controu um ponto em comum com 0s conceitos introduzidos por Mandelbrot em 1965
e 1977 na teoria dos fractais.

Os conceitos de dimensdo fractal, auto-similaridade e de comportamento de es-
calamento como caracteristicas de um objeto ou uma distribui¢ao irregular acabaram
consolidando-se no livro The fractal geometry of nature, escrito por Mandelbrot em
1982, onde encontra-se uma variedade de exemplos de fendmenos naturais, nos quais
a lei de poténcias € ubiqua e, como era de se esperar, esse livro tem uma secao dedicada
a distribuicdo de galéxias.

Paralelamente, Wertz (1970) introduziu uma representacao continua de um uni-
verso hierdrquico, definindo por primeira vez a densidade diferencial e apresentando
o postulado de densidade global zero. Este estudo foi aplicado a um modelo mais ou
menos realista, mas este trabalho (Wertz, |1971) recebeu menos atencao e permaneceu
relegado. Porém, vale a pena referéncia-lo pois Wertz j4 estava introduzindo conceitos
de fractalidade em uma época em que eles ainda ndo eram reconhecidos como tais.

Observacionalmente, a época dourada dos catdlogos de galdxias em medida angu-
lar desenvolveu-se a partir da década dos anos 1950, portanto, as observagdes eram
bi-dimensionais. Em 1980 apareceram os primeiros catdlogos de galdxias medidas em
desvio para o vermelho. A evidéncia definitiva de que a estrutura em grande escala

do universo ndo se mostrava como uma distribuicao suave e homogénea foi publicada




em de Lapparent et al.| (1986) para o catdlogo em desvio para o vermelho CfA. Estes
dados e as definicdes de fractalidade ajudaram a que o fisico estatistico L. Pietronero
desenvolvesse uma nova estatistica em 1987 e, junto com Coleman e Sanders, anal-
isou o catdlogo de galdxias CfA em 1988. Nessa estatistica foi definida uma densi-
dade condicional média que quantificava a distribuicdo de galdxias segundo uma lei
de poténcias em fungdo da escala. Aplicando aos dados observacionais, o grupo de
Pietronero obteve a poténcia v = 1,5 + 0,2 para escalas entre 1hj5, Mpc e 20h
Mpc sem nenhuma escala caracteristica que evidenciasse o passo a homogeneidade.
Pietronero também explicou porque a abordagem de Peebles|(1980) sobre o cdlculo da
dimensao fractal utilizando a fungdo de correlagdo ndo era apropriada, e portanto, a
escala caracteristica de 5h;,, Mpc para a homogeneidade discrepava das observagdes.
Em anos posteriores outros autores confirmaram que o comportamento de lei de potén-
cias na distribuicdo de galdxias atingia distancias ainda mais profundas e inclusive
alguns autores chegaram a concluir que o universo ndo era um fractal simples, mas
um multifractal por apresentar mais de um valor de dimensao fractal. Nao obstante,
esses trabalhos que evidenciavam a multifractalidade estavam baseados na funcdo de
correlagdo.

Posteriormente, |Sylos Labini et al.| (1998)) decidiram extender os métodos estatis-
ticos apresentados por Pietronero para analisar a contagem numérica a catdlogos an-
gulares. Com isso, conseguiram analisar todos os dados disponiveis em desvio para
o vermelho (CfA, SRSS, LEDA, entre outros), e mostraram que a matéria visivel tem
dimensdo fractal D ~ 2 até escalas de 1000 ~~* Mpc, sem mostrar uma transi¢io a
homogeneidade. Como os estudos de Wertz e Pietronero t€m muitas semelhancgas, se
define a relacdo Pietronero-Wertz como uma lei de poténcias entre o nimero de objetos
e o raio da esfera onde estes objetos se encontram.

Até este ponto, discutimos trabalhos que foram feitos dentro do contexto da cos-

mologia Newtoniana, mas um estudo completo em cosmologia necessita introduzir a




relatividade geral, pois esta modifica alguns conceitos acerca da distribui¢do da matéria
no universo. Nesta teoria o espaco e o tempo estdo interconectados de modo que for-
mam o espago-tempo, o qual € curvo devido ao efeito gravitacional da matéria dis-
tribuida nele. Assim, a trajetria de um objeto no espaco-tempo curvo € descrita por
uma linha denominada geodésica. Como pode-se observar na figura[I.2] podemos rep-
resentar o tempo por uma linha vertical e as coordenadas espaciais perpendiculares
a ela. Entdo, a luz emitida no passado por uma galdxia observada no presente viaja
através de uma geodésica especifica com uma velocidade constante c. Essa € a geo-
désica nula construida pelos raios de luz emitidos no passado pelos objetos astrofisicos
constituindo um cone ao convergir em nos. Esse € o denominado cone de luz do pas-
sado. Em outras palavras, se nos situarmos em um ponto (xg,%o,20,t0), todo objeto
observavel estard situado dentro do cone de luz do passado. Do mesmo modo, exis-
tird um cone de luz do futuro que estard formado pelas geodésicas nulas dos raios de
luz emitidas no tempo atual ¢y, mas com a diferenca de que esse cone ndo pode ser
observado por nés.

Assim, como a relatividade geral estabelece que toda observacdo astrondmica é
feita ao longo do cone de luz do passado, houve tentativas de incluir esta teoria nos
modelos hierdrquicos, mas tais tentativas esbarraram em dois problemas principais.
Primeiro, ndo modelavam quantidades definidas ao longo do cone de luz do passado,
ou seja quantidades observdveis, € segundo, que nem sempre era possivel resolver a
equacgdo da geodésica nula.

Um dos trabalhos nesse contexto foi feito por W. B. Bonnor em 1972, que apre-
sentou o primeiro modelo cosmolégico hierdrquico ndo uniforme para o espaco-tempo
de Lemaitre-Tolman. Essa andlise foi conceitualmente precisa, mas devido as dificul-
dades analiticas, utilizou uma definic@o inapropriada de distancia.

Outro aspecto importante que surge com a relatividade geral é que distancia ndo é

um conceito unico. A distincia depende da forma de realizar as medidas. Em 1971,
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Figura 1.2: Nosso presente estd representado por um observador situado no vértice do cone.
Esse observador recebe a luz que foi emitida por galdxias que situam-se no cone de luz do
passado. E a luz que € emitida no presente formara o cone de luz do futuro, mas que nao pode
ser observado por nos.

G.R.F. Ellis sumarisou as defini¢cdes de distdancia observacional, como por exemplo, a
distancia definida pela luminosidade d, a distincia definida pela drea do observador
d 4 e a distancia definida pela drea da galdxia dg. Além disso, enfatizou o teorema de
Etherington (1930) que relaciona as distancias com o desvio para o vermelho, o qual
€ valido para qualquer modelo cosmoldgico. Contudo, poucos levaram em conta essas
consideragdes sobre a distancia observacional.

Outro trabalho relacionado com um modelo relativistico na cosmologia hierarquica

foi escrito por P. Wesson, publicado em 1978. O problema dessa abordagem foi que




terminou-se re-escrevendo a lei de densidade-tamanho de de Vaucouleurs utilizando
a densidade local e uma distancia coordenada, as quais nao sdo quantidades observa-
cionais, o que fez com que esse modelo se afaste totalmente da ideia de agrupamento
hierarquico.

Os conceitos discutidos por Wertz e Pietronero sobre a relacdo densidade-tamanho
na distribui¢ao de galdxias e de Ellis sobre as defini¢des para a distancia na relativi-
dade geral foram revistos por |Ribeiro| (1992a), que apresentou um modelo relativistico
da estrutura em grande escala a qual foi considerada como um sistema fractal auto-
similar em um espaco-tempo de Lemaitre-Tolman. Nessa publicagdo reinterpretou-se
a relacdo de Pietronero-Wertz no contexto do espaco-tempo inomogéneo de Lemaitre-
Tolman conseguindo escrever as grandezas observdveis necessdrias para comparar 0
modelo com as observagdes. Em Ribeiro| (1995) estudou-se a funcdo de correlagao
e a estatistica de Pietronero no contexto da cosmologia de Einstein-de Sitter (EdS).
Obteve-se que a homogeneidade espacial dessa cosmologia era observavel s6 até um
desvio para o vermelho préximo z ~ 0,01, o que sugeria que a estrutura fractal ob-
servada poderia se estender para valores maiores de 2z via um efeito geométrico devido
ao fato das observacOes serem feitas ao longo do cone de luz do passado. Com esse
resultado, a distribui¢do fractal observada ndo estaria mais em conflito com o Principio
Cosmologico sobre a homogeneidade espacial. Neste ponto vale a pena ressaltar que a
relatividade geral permite diferenciar dois tipos de homogeneidade: a homogeneidade
observacional (HO), definida no cone de luz do passado e que € justamente onde as
medidas astrondmicas sao feitas e a homogeneidade espacial (HE), definida sobre a
hipersuperficie espacial que € onde o termo de densidade-energia da equacdo de Ein-
stein € constante. Portanto, quando fala-se de uma distribuicao fractal de galdxias, esta
se falando de uma inomogeneidade observacional.

Posteriormente, Ribeiro & Stoeger (2003) desenvolveram um método para rela-

cionar grandezas tedricas com as observacionais levando em conta a contagem numérica




e a fungdo de luminosidade. Essas grandezas sdo uteis para testar a inomogeneidade
na distribui¢io de matéria no universo. E assim que depois de realizar virios refi-
namentos, surgiu uma alternativa para estudar a distribuicdo de galédxias, a qual foi
apresentada em |Ribeiro (2005). Nesse trabalho, definiram-se duas ferramentas estatis-
ticas para analisar a distribuicdo de matéria para o modelo Einstein-de Sitter (EdS).
Essas ferramentas estatisticas definidas radialmente foram a densidade diferencial ~
e a densidade integral v*. Mostrou-se também que o comportamento delas dependia
da distancia escolhida. Em |Ribeiro| (2005) as densidades que serviam para analisar
a distribuicao de galdxias foram 7, e ., as quais referem-se a densidade em funcao
da distancia definida pela luminosidade e a densidade em fun¢do da distancia definida
pelo desvio para o vermelho, respectivamente. Viu-se que essas densidades eram rele-
vantes a partir de um desvio para o vermelho z = 0, 1 tanto para o modelo EdS quanto
para o ACDM (modelo FLRW com €2,,, = 0,3 e Q2 = 0,7).

Com essas definicOes, tais densidades foram calculadas a partir da fungdo de lu-
minosidade das galdxias em 0,05 < z < 1,0 do levantamento Canadian Network for
Observational Cosmology 2 (CNOC?2) por Albani et al. (2007) para um modelo EdS.
Posteriormente, e como uma extensao a esse trabalho, [ribarrem! (2009) apresentou, en-
tre outros resultados, os dados das densidades radiais para as galdxias intermedidrias do
mesmo catdlogo sé que a andlise inclui o modelo de evolugao completo apresentado
em Lin et al. (1999), a fungdo de completeza e a cosmologia padrio ACDM. [Irib-
arrem et al.| (2011) apresentaram também resultados para galdxias azuis do catdlogo
Gabasch et al. (2004) que vao entre 0,5 < z < 5,0. Com essa base, eles obtiveram as
densidades radiais para o catdlogo de |Gabasch et al. (2006) correspondente as galdx-
ias vermelhas em 0,75 < z < 3,0 observadas pelo levantamento FORS Deep Field
(FDF) com o modelo cosmolégico ACDM. Como esperava-se da teoria, esses trabal-
hos mostraram-se que as densidades radiais seguem uma lei de poténcias em fun¢do

da distancia observacional e esses resultados asseguraram-nos que € valido aplicar o
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modelo fractal relativistico com as estatisticas das densidades radiais nos dados obser-
vacionais dos levantamentos em desvio para o vermelho de galdxias.

Com respeito a dimensdo fractal no contexto da cosmologia relativistica fractal,
Rangel Lemos & Ribeiro|(2008) analisaram as consequéncias da distin¢do entre homo-
geneidade observacional e espacial, levando em conta as quatro distancias cosmolog-
icas d; (i = L, G, A, z) e simulando o comportamento da contagem numérica com as
diferentes distancias para testar o possivel comportamento fractal. Dessa forma encon-
traram primeiro, a forte dependéncia do comportamento das densidades radiais com a
definicao da distancia e, segundo, a tendéncia da dimensdo fractal aproximar-se a 3
quando z — 0 para todas as distancias e a tendéncia assintdtica a 0 quando z — 00
parad; (i = A, G, L). Essa andlise foi feita para o modelo cosmolégico espacialmente
homogéneo EdS e foi interessante encontrar que uma cosmologia espacialmente ho-
mogénea ndo necessariamente apresenta uma homogeneidade observacional.

E sobre essas bases que este trabalho foi montado. Quisemos aproveitar os dados
de densidades radiais e distdncias observacionais fornecidos por [Iribarrem| (2009) e
[ribarrem et al.[(201 1)) cobrindo um intervalo de desvio para o vermelho amplo, 0, 05 <
z < 5,0. Com esses dados espera-se calcular a dimensao fractal mediante um ajuste
de uma funcdo de tipo lei de poténcias e assim determinar a existéncia de um valor
para o desvio para o vermelho limite no qual a distribui¢do de galdxias deixa de ser
homogénea ou inomogénea.

Os nossos resultados sugerem que existe uma distribui¢do fractal de galdxias no
intervalo de desvio para o vermelho 0,05 < z < 5,0 especialmente quando consider-
amos as densidades radiais integrais, pois elas fornecem valores sempre positivos, fato
que implica que a lei de poténcias continua governando nestes intervalos. As galdx-
ias do catdlogo CNOC2 e as galaxias vermelhas do catdlogo G04 forneceram um s6
valor de dimensao fractal ao longo do seu correspondente intervalo de desvio para o

vermelho. Na profundidade 0,25 < 2z < 1,0 a dimensdo € D = 2,56 + 0,02, no
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entanto, na profundidade 0,75 < z < 3,0 a dimensdo é D = 0,84 4+ 0,09. Com
esse resultado se verifica que a dimensao fractal em fun¢ao do desvio para o vermelho
diminui a2 medida em que z aumenta. J4 no caso das galdxias azuis do catidlogo G06,
em desvios para o vermelho mais altos 0,5 < z < 5,0, se apresenta um comporta-
mento especial. Primeiro que é possivel ajustar duas retas ao longo desse intervalo e
segundo que a partir de z ~ 2 a dimensao fractal torna-se negativa para as densidades
radiais diferenciais. Esse fato leva-nos a concluir que sdo mais uteis as densidades
radiais integrais. Portanto, as galdxias azuis selecionadas no UV apresentam uma mu-
danga na dimensao fractalde D = 1,02+0,11a D = 0,22 40, 12 e as galdxias azuis
selecionadas no optico fornecem uma mudanga na dimensdo de D = 1,06 < 0,13 a
D =10,28 <0,18.

Tendo em vista estes resultados a dimensao fractal calculada a partir de quantidades
observaveis mostra que o modelo fractal relativistico aplicado poderia ser valido para
caracterizar a suposta irregularidade na distribuicao de galdxias sem entrar em conflito
com os postulados do modelo padrao. Além do mais, o fato de ter obtido mais de um
valor de dimensao fractal num mesmo intervalo de desvio para o vermelho sugere que
a distribuicdo poderia ser um multifractal.

O presente trabalho estd dividido da seguinte forma, no capitulo [2] apresentam-se
os conceitos de fractalidade desenvolvidos por Mandelbrot. No capitulo [3] apresenta-
se a aplicacdo da fractalidade na distribuicao de galdxias e, além disso, definimos as
estatisticas radiais no contexto da relatividade geral e para a cosmologia de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). O capitulo 4] mostra os resultados obtidos e as
tentativas de andlise das distribuicdes. Finalmente, apresentamos as conclusdes e al-

gumas perspectivas no capitulo[3]
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CAPITULO 2

FRACTAIS

2.1 O que é um fractal?

Poderia-se pensar que os fractais, ou a geometria fractal, sdo parte da matematica ab-
strata, e pelo que geralmente ensina-se na escola ficamos acostumados a pensar em for-
mas geométricas euclidianas como quadrados, circulos, tridngulos, etc. Esses objetos
sdo caracterizados pela sua dimensdo. Por exemplo, no caso de uma linha precisa-se de
uma coordenada para ser definida, portanto, sua dimensado € 1. No caso do quadrado e
do circulo precisam-se de duas coordenadas para serem definidos, entdo sua dimensao
€ 2 e no caso da esfera e do cilindro, sua dimensdo € 3. Porém, dando uma olhada ao
nosso redor, alguns objetos naturais apresentam formas complexas que para serem de-
scritos de forma precisa a geometria euclidiana talvez nao seja a mais apropriada. Os
fractais podem-se encontrar nas folhas das arvores, nas niivens, nas linhas dos litorais,
na distribui¢c@o do sistema circulatério no corpo humano, e tantos outros exemplos. E
esses objetos naturais nao sao simples linhas, nem simples tridngulos, nem simples

esferas. Eles t€ém uma estrutura mais complexa e portanto, sdo outro tipo de objetos

(ver Fig. 2.1).
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2.1. Oque é um fractal?

Figura 2.1: “Nuvens ndo sdo esferas, montanhas ndo sdo cones....nem a luz sequer viaja em

linha reta”- (Mandelbrot, [1982).

Em 1954 o matematico franc€s Benoit Mandelbrot (1924-2010) estudou o ruido
presente nas transmissoes telefonicas da IBM. Entdo, viu um padrdao que repetia-se
em diferentes escalas e isto lembrou-lhe as curvas de Cantor, de Peano, de von Koch,
de Sierpinski e de Julia. Estas curvas eram conhecidas como “monstruosas” por sat-
isfazerem algumas propriedades de curva, mas que ndo podiam ser representadas de
forma gréafica. Felizmente Mandelbrot tinha acesso ao computador e sé assim con-
seguiu plotar pela primeira vez o conjunto de Julia. Até criou sua prépria equacao
iterativa que deu lugar ao conhecido conjunto de Mandelbrot (essas curvas mostram-
se na Fig. [2.2). Apds ter estudado as caracteristicas destes objetos, em 1975 os batizou

como fractais devido a sua forma quebrada ou irregular.

O interesse dele sempre foi de explicar os fendmenos de forma visual ou ge-

ométrica, por isso reuniu varios exemplos da natureza que podiam ser caracterizados
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2.1. Oque é um fractal?
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b) Curva de Peano. ¢) Curva de von Koch.
d) Tridngulo de Sierpinski. e) Con]unto de Julia. f) Conjunto de Mandelbrot.

Figura 2.2: Curvas que Mandelbrot conseguiu plotar. (Figuras obtidas de [Peitgen et al.
(2004)).

pela geometria fractal no seu livro de 1982 The Fractal Geometry of Nature, onde
mostrava-se que a nova ferramenta da geometria fractal possuia uma ampla utilidade.
Embora os matematicos da época ndo tivessem dado muito crédito a esse trabalho,
cientistas de outras dreas acolheram essas ferramentas com entusiasmo e encontraram
uma variedade de aplicagoes.

A defini¢do de fractal ndo € direta, pois 0 mesmo Mandelbrot recusou-se a dar uma
definicao concreta porque seria muito restritiva. Portanto, seria melhor considerar os
fractais como uma colecdo de técnicas e métodos aplicados ao estudo de objetos ir-
regulares, quebrados e com padrdes geométricos auto-similares (Ribeiro & Miguelote,

1998).

2.1.1 Aplicacoes

A seguir descreveremos algumas aplicagdes em diversas dreas cientificas para termos
uma idéia da utilidade da fractalidade e introduziremos conceitos como a dimensao
fractal, auto-similaridade e a sua relagcdo com fung¢des de tipo lei de poténcias.

No livro de [Takayasu| (1990) encontram-se aplicacdes na biologia. Por exemplo,

15




2.1. Oque é um fractal?

os pulmdes apresentam repetidas ramificacdes e sua distribuicao fractal contribui para
a eficiéncia no intercdmbio de oxigénio e de didéxido de carbono na superficie. A
dimensao fractal estimada é D = 2,2. O tamanho das veias sanguineas distribuem-se
com dimensao fractal D = 2,3. No caso das ramificacdes neuronais, a dimensdo é
D = 1,5 e dos bronquios é D = 3, 0. Estas ramificacdes apresentam-se também nas
arvores e sua dimensao fractal estd entre 1,3 < D < 1,8. Nos sistemas fluviais, a
dimensao fractal estaentre 1,1 < D < 1, 3.

No trabalho de Cross et al. (1993) estudam-se os vasos sanguineos dos rins e
mostram que eles se distribuem com D = 1,61 =+ 0, 06.

No estudo dos relampagos, Sanudo et al.|(1990) baseiam-se num modelo aleatdrio
(estocdstico) em trés dimensdes que recria a formagado de relampagos e obtiveram uma
dimensao fractal de D = 1, 51.

Na fisica de materiais, como [Stewart| (1991) menciona, estuda-se o processo DLA
(Diffusion Limited Aggregation) quando mistura-se um fluido pouco viscoso em outro
altamente viscoso e observa-se que o fluido injetado forma uma estrutura dendritica,
a qual foi denominada como dedos viscosos. Como possivel aplicagdo desse processo
estd a extracdo de petréleo onde bombeia-se 4gua dentro da terra para conseguir que o
fluido mais viscoso saia para fora. A dimensao fractal dos dedos viscosos é de 1,62. A
eficiéncia da extrag@o de petréleo diminui quando a d4gua distribui-se por uma estrutura
fractal porque o petrdleo fica entre as ramificagOes (Stewart, |1991). Esta estrutura é
formada por aglomeragdo de particulas e pode ser reproduzida em laboratério mediante
deposicdo electroquimica utilizando uma solug@o aquosa de sulfato de zinco e acetato
n-butil. Essa interface é submetida a um diferencial de voltagem d.c. como parametro
de controle e de difusdo (Peitgen et al., 2004). A estrutura formada se observa na Fig.
23l

Na geo-estatistica, Mandelbrot| (1967) propds que as linhas costeiras podiam ser

caracterizadas por dimensdes que estavam entre 1,1 < D < 1,5. Também introduziu,
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Tl i

Figura 2.3: Estrutura fractal formada por aglomeragdo de particulas em uma interface de
sulfato de zinco e acetato n-butil sob um voltagem c.c. (Figura obtida de [Peitgen et al.|(2004)).

de maneira didética, o conceito de auto-similaridade, que refere-se a existéncia de uma
estrutura ou padrao que repete-se em diferentes escalas, como a linha costeira na qual
encontra-se mais estrutura a medida que amplia-se qualquer parte dela.

Na economia, estudou-se a variacdo dos pregos, os quais ndo sdo independentes
nem aleatérios. Mandelbrot mostrou que o preco da produgdo de algoddo seguia uma
lei de poténcias na qual o expoente seria a dimensao fractal.

Na tecnologia de telecomunicagdes o radio-astronomo Nathan Cohen em 1995,
depois de assistir a uma conferéncia sobre a distribuicdo em grande escala do universo
e ouvir de Mandelbrot sobre os fractais, decidiu construir uma antena com a forma
da curva de von Koch e viu que recebia uma resposta de freqiiéncia de multi-banda
e banda larga ocupando um espaco menor do que uma antena normal (Cohen, 2006).
Além de ser facil de construir mecanicamente, esta antena mantinha a eficiéncia e o
ganho. Esta idéia foi aplicada nas antenas de telefone portatil da empresa Motorola
além de outros artefactos de telecomunicagoes.

Na cosmologia, desde inicios de século passado, alguns cientistas ja estavam desen-

volvendo estudos sobre a hierarquia na distribui¢do de galdxias sem saber que estavam
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falando sobre fractais. O astronomo Edwin Carpenter, na década de 1930, encontrou
que a densidade numérica de galdxias era menor quanto maior o tamanho do aglom-
erado, além de observar que essas aglomerag¢des eram ndo uniformes e ndo aleatdrias
(Carpenter, |1938]). Este conceito foi melhor interpretado por Gérard de Vaucouleurs
em 1970 por meio de uma lei densidade-tamanho e sugerindo que a relagcdo entre estes

termos seguia uma lei de poténcias da forma (Baryshev & Teerikorpi, [2002):
densidade = constante x tamanho".

Com estes exemplos, vimos que a dimensao fractal ndo necessariamente toma val-
ores inteiros e indica o muito ou o pouco irregular que um objeto é. Um valor de
1, 2, por exemplo, indica que o objeto estd entre um plano ou uma superficie e € mais
regular do que um objeto com dimensao 1, 8.

Matematicamente, a dimensdo fractal estd ligada com o expoente de uma lei de
poténcias que expressa a relagcdo nimero-tamanho de um objeto irregular ou a densidade-
tamanho de uma distribuicao irregular de objetos.

Viu-se também a auto-similaridade, denominada as vezes como invarianga de es-
cala. Esse aspecto indica a permanéncia de uma estrutura ou um padrdo a medida que
amplia-se uma parte do objeto, de modo que em escalas pequenas a forma é aproxi-
madamente a mesma do que a forma do objeto todo. Isso faz com que o objeto ndo
tenha uma tnica escala caracteristica.

Para ilustrar esse conceito, vamos descrever a curva de Koch, introduzida por Helge
von Koch em 1904. Como estrutura inicial temos uma linha reta, a qual € dividida em
trés partes iguais. Logo, no pedaco central traca-se um tridngulo equildtero e tira-se a
base do tridngulo. Esse processo é o gerador. Posteriormente, em cada um dos lados
do tridngulo se faz a divisdo em trés partes, tracando um triangulo equildtero no pedago
central e eliminando sua base. Aplicando este processo de forma iterativa consegue-se

uma estrutura como da Fig. [2.4] Se no passo 4 pedirmos que o algoritmo junte essas
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estruturas de modo a conseguir uma forma como se observa na figura [2.5] ela lembra
algo parecido com os flocos de neve reais (ver Fig. [2.6) (Peitgen et al. 2004). A
diferenca fundamental é que a estrutura matematica pode ser iterada infinitamente, no

entanto, um floco de neve tera um limite na sua auto-similaridade.
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Figura 2.4: A curva de von Koch. Divide-se uma linha em trés partes iguais, traga-se um trian-
gulo equilatero no pedago central e elimina-se a base. Aplica-se esse processo iterativamente
em cada lado do tridngulo (Figura obtida de Peitgen et al.|(2004)).

Figura 2.5: Curva de von Koch com trés partes congruentes. (Figura obtida de Peitgen et al.
(2004)).
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Figura 2.6: A curva de Koch lembra aos flocos de neve reais (Figura obtida de Peitgen et al.
(2004)).

2.2 O calculo da dimensao fractal

Introduzidas a dimensdo fractal e a auto-similaridade, agora perguntamo-nos como
calcular essa dimensao fractal.

Ao contrdrio do que poderia-se pensar, o conceito de dimensdo ndo € bem definido.
Mesmo os matematicos concordam que existem vdrias formas de calculd-la e em al-
guns casos elas ndo necessariamente coincidem. Por isso, de acordo com o caso, é
preciso primeiro definir como serd medida a dimensao.

Contudo, para entender a ideia de dimensao fractal vamos pegar o caso conhecido
dos litorais apresentado no artigo de Mandelbrot em 1967.

O problema dos litorais, na realidade, tinha sido ja revelado por L. F. Richardson
(1881-1953), que mostrou que existia uma arbitrariedade na medida dos litorais dev-
ido a que estes dependiam da escala utilizada, tornando-se um problema na hora de
comparar comprimentos entre fronteiras geograficas (Mandelbrot, 1967).

Se nés escolhermos uma régua de comprimento o e cobrirmos o litoral de Gra-
Bretanha, obteriamos um nimero N (J) de réguas. Porém, se trabalhdssemos com uma
régua de comprimento menor, cobririamos o litoral com melhor precisao e obteriamos

um ndmero maior de réguas. Tornando seu comprimento menor ainda, e devido a
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- Rééua: 100km ' Régua: 50km

Figura 2.7: A medida que a escala diminui, precisa-se maior nimero de réguas para cobrir um
litoral (Figura obtida de Peitgen et al.[(2004)).

auto-similaridade do litoral, vamos encontrando mais e mais estruturas para cobrir e,
portanto, um maior nimero de réguas serdo necessdrias (ver Fig. [2.7)). Dessa descricdo,

parece que a relagcdo entre o nimero de réguas e a escala é,
(2.2.1)

Entdo o perimetro &,

L(5) = 6N (5). (2.2.2)

No caso de um objeto regular o perimetro seria sempre finito, no entanto, uma figura ir-
regular apresentaria um perimetro infinito pela existéncia de mais estrutura em escalas
cada vez menores. Por isso, falar do comprimento dos litorais apresentou um problema
conceitual e viu-se necessdria outra ferramenta matematica para serem caracterizados.
A proposta de Mandelbrot foi cobrir o litoral com linhas quebradas ao invés de utilizar
linhas uni-dimensionais. Nesse caso, a relagdo entre o nimero de réguas e a escala
seria,

N(6) < 677, (2.2.3)

onde D ndo precisa ser inteiro. Assim, define-se D como a dimensdo fractal.
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Finalmente, o comprimento do litoral estaria expressado como:
L(8) oc 6P, (2.2.4)

Repare-se que o nimero de réguas necessdrias para cobrir o litoral comporta-se como
uma lei de poténcia da escala. Richardson tinha apresentado o comprimento estimado
e a escala em um grafico log-log, mas foi Mandelbrot quem assinalou que (1 — D), a
inclinacao da reta que passa por esses pontos, determina a dimensao fractal D e diz-nos
o quao irregular um litoral €.

Com este método foi calculada a dimensao fractal do litoral de Gra-Bretanha, ob-
tendo D = 1,31. Comparando com o litoral de Noruega D = 1,52, o valor maior
indica que o litoral de Noruega é mais irregular, pois ele tem mais baias e promon-
torios do que o litoral de Gra-Bretanha. Além disso, esses valores estdo entre D = 1 e
D = 2, o que indica-nos que o litoral ndo é nem uma linha reta nem uma superficie.

Outra forma de medir a dimensao fractal é por meio do método denominado box-
counting. Esse método € aplicado a qualquer estrutura situada sobre o plano e consiste
em cobrir uma estrutura com uma rede feita de quadrados de lado § e contar o niimero
de caixas /N que contém alguma parte da estrutura (ver Fig. [2.8). A relagdo entre o
nimero de quadrados e o tamanho do lado é também uma lei de poténcia da forma ja
vista: N o 6!, a qual nos diz que a medida que o tamanho dos quadrados diminui,
o nimero de quadrados para cobrir a estrutura aumenta. Se por exemplo, tivéssemos

uma curva suave de comprimento L, a relacdo entre 0 e N seria:

N(8) oc L6 (2.2.5)
Para uma regido de drea A limitada por uma curva suave, a relacdo seria:

N(8) oc A6 (2.2.6)

E no caso de uma estrutura tridimensional, usariam-se cubos € o expoente seria 3.

22




2.2. O calculo da dimenséao fractal

Com isto, reparemos que a dimensdo da curva ou da estrutura a estudar € igual ao

expoente D na lei de poténcia:

N(6) o< 1/56%. (2.2.7)

Portanto, esta lei de poténcia € vdlida para a maioria das estruturas fractais, com a
condi¢do de que D ndo precisa ser inteiro. Assim, D é a dimensdo denominada box

dimension ou dimensao de capacidade e é definida como:

... InN(9)

E importante assinalar que este método é um dos mais utilizados devido a sua
facilidade de célculo computacional. E € especialmente usado em figuras que nao sao
totalmente auto-similares.

As limitagdes destes métodos surgem do fato de que uma estrutura poderia ser
composta de vdrios fractais, cada um deles com uma dimensao diferente. Nesse caso,
estamos tratando com multifractais e precisa-se de um método de estudo diferente.
A dimensao fractal de um multifractal s6 representaria a componente com dimensao

fractal maior. Por isso, prefere-se ter um espectro de dimensdes fractais.

Figura 2.8: Calcula-se a dimenséo de capacidade, ou “box counting” cobrindo a estrutura com
o nimero N necessario de caixas de escala § e relacionando estes termos mediante uma lei de
poténcia (Figura obtida de|Strogatz| (1994))).
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CAPITULO 3

FRACTAIS E A DISTRIBUICAO DE GALAXIAS

3.1 Modelos Hierarquicos (Fractais) Newtonianos

3.1.1 De Swedenborg (1734) a Carpenter (1938)

Os primérdios da fractalidade na distribui¢do de galdxias advém da cosmologia hi-
erarquica desenvolvida desde o século XVIII. Emmanuel Swedenborg (1688-1772) foi
um cientista que escreveu trabalhos em varias dreas da ci€éncia e em 1734 escreveu suas
ideias sobre a estrutura do universo no livro Principia. Nessa publica¢do, Swedenborg
expOs a ideia de hierarquia cosmica, expressando que as particulas elementares for-
mavam corpos celestes os quais formavam sistemas que por sua vez eram elementos
de sistemas de maior hierarquia e assim por diante. E a visd@o de que o microcosmos
estava formado por particulas cada vez menores nio estendia-se ad infinitum, sendo
que existia um ponto natural do qual comecgava a geometria e de onde as estruturas
iam-se formando até chegar ao macrocosmos. Esta ideia refletia sua opinido geral de
que tudo no mundo, tanto o grande quanto o pequeno, estaria construido conforme os
mesmos principios. Assim, para ele a Via Lactea, formada por outros sdis, era s6 um

elemento de um sistema maior o qual era outro elemento de um outro sistema maior
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ainda. Swedenborg também propds que a formacdo do sistema solar originava-se na
rotacdo da massa solar e por causa disto as partes externas eram expulsas formando
um anel de matéria, o qual apds condensar-se, formaram os planetas e as luas.

Quase uma década depois, Johann Lambert (1728-1777) observou que as estrelas
da faixa da Via Lactea estavam distribuidas em profundidade e, similarmente, Im-
manuel Kant (1724-1804) prop0s que a Via Lictea era uma nuvem achatada de estre-
las, sendo o sol parte dela, e apresentou a hipdtese de que as nebulosas elipticas eram
outras Vias Lacteas. Lambert e Kant sugeriram que os sistemas estelares formavam
uma estrutura hierdrquica de tal modo que nao estavam distribuidos uniformemente.
Contudo, a diferenca entre estes modelos era que Swedenborg e Kant pensavam que a
hierarquia era infinita, enquanto que para Lambert apds um nimero finito de passos, a
hierarquia acabava.

O estudo de nebulosas iniciou-se com Sir William Herschel (1738-1822) quando
ele descobriu o que achou que fosse um cometa em 1781. Nao obstante, foi demon-
strado por Anders Lexell (1740-1784) que a orbita era quase circular e, consequente-
mente ndo era um cometa, mas um planeta, que foi nomeado como Urano. Herschel,
com ajuda de a sua irma Caroline Herschel (1750-1848), descobriu 2500 novas nebu-
losas e aglomerados de estrelas, iniciando a constru¢ido de um banco de dados de todo
o céu. John Herschel (1792-1871), filho de William, encontrou 1700 novas nebulosas
e aglomerados no céu do hemisfério sul e em 1839 foi o primeiro a sugerir que se
tirassem fotografias do Sol para gravar as posi¢des e tamanhos das manchas solares.
Além disso, John Herschel também tinha em mente uma forma de sistema hierdrquico
dando como exemplo os satélites dos planetas do sistema solar e as enormes distancias
entre estrelas. Afirmava que o principio de uma aglomeracao hierdrquica admitia a
caracteristica e a importancia de uma lei césmica.

Alguns anos depois a ideia de estrutura hierarquica voltou a cena com Edmund

Fournier d’Albe (1868-1933), quem em 1907 publicou o livro Two New Worlds, onde
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Figura 3.1: A distribuic@o de estrelas no mundo de Fournier. A massa dentro de cada esfera
muda proporcionalmente com o raio (Figura obtida de [Baryshev & Teerikorpi| (2002)).
encontra-se a primeira descricdo matematica de uma possivel distribui¢do hierdrquica
de estrelas. No mundo de Fournier (ver Fig. @), as estrelas encontram-se distribuidas
em uma hierarquia de esferas em um espaco infinito, com o aumento da massa dentro
de qualquer esfera sendo diretamente proporcional ao raio, M (R) o R. Esta proposta
ndo era comum porque para uma distribui¢cdo esféricamente uniforme a massa aumenta
com o cubo do raio, M (R) o< R.

Um fato interessante que Fournier analisou foi a velocidade relativamente lenta
das estrelas. Ele concluiu que estrelas muito distantes ndo atingiam altas velocidades
porque a densidade diminuia rapidamente com a distancia. Quer dizer, o potencial
gravitacional na superficie de uma esfera de estrelas seria 0 mesmo sem importar o
tamanho da esfera desde que a massa dentro dessa esfera aumentasse com o raio € nao
com o volume.

Posteriormente, Carl Charlier (1862-1934) deu continuidade ao conceito de hier-

arquia cdsmica e foi o primeiro a desenvolver modelos mais gerais que resolviam o
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paradoxo de Olbers e o problema do potencial infinito (paradoxo de Seeliger). Char-
lier encontrou um critério no qual a hierarquia devia estar presente para resolver esses
dois problemas. O fator decisivo foi a taxa com a qual a densidade diminuia de um
nivel (¢) a outro (¢ + 1). Isto dependia da taxa entre os tamanhos dos elementos e o
nimero de elementos do nivel superior N(; 1. O critério de Charlier pode ser escrito

como,
R;
+1
R;

> Nij1.

A sua ideia foi modificada em 1922 apds uma carta que Selety enviou para ele. A

relagdo entre a taxa de tamanhos e o niimero de elementos ficaria como:

Ry
R;

>\/Nii1. 3.1.1)

Estes trabalhos de Charlier chamaram a aten¢do de Knut Lundmark (1889-1958), que
em 1920 aplicou o modelo de Charlier a dados de galdxias e concluiu que os trés
sistemas de diferentes ordens que conheciam-se na época, estrelas, galdxias e meta-
galdxias, encontravam-se organizadas de tal forma que satisfaziam a condicdo dada
pela eq. . Em termos atuais, Lundmark estimou, embora grosseiramente, a di-
mensao fractal da distribui¢do de galdxias obtendo um valor ao redor de 2. Contudo, os
dados eram insuficientes. O sonho de Lundmark era construir uma base de dados que
contivesse toda a informacgdo possivel de galdxias para poder estudar, especialmente,
sua organizacdo no espaco. Infelizmente, ele ndo conseguiu financiamento para este
projeto. Lundmark foi o precursor de importantes construcdes de catdlogos os quais
conseguiram realizar o sonho de Lundmark com o desenvolvimento da base de da-
dos do LEDA (Lyon-Meudon Extragalactic DAtabase) e a descoberta da Supergalédxia
Local por de Vaucouleurs em 1950, a qual era s6 parte de uma hipergaldxia maior.
Ap6s Lundmark, a cosmologia hierdrquica foi quase abandonada até que na dé-
cada de 1960 Mandelbrot e Gerard de Vaucouleurs (1918-1995) convergiram com suas

pesquisas. Mas antes, o astronomo Edwin Carpenter (1898-1963) ao inspecionar a for-
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macdo de nuvens e aglomerados de nebulosas, encontrou que essas nao-uniformidades
ndo eram aleatdrias, pois possuiam uma regularidade especial. Com esses dados ele
encontrou uma relacdo entre a densidade numérica e o tamanho do aglomerado, sendo
que a relagdo era inversamente proporcional (Carpenter| (1938))). Ele reconheceu que

existia uma conexao entre os aglomerados de galdxias.

3.1.2 De de Vaucouleurs (1960) a Pietronero (1987)

Baseado no trabalho de Carpenter, de Vaucouleurs desenvolveu uma lei de densidade-
tamanho utilizando dados reais de varios aglomerados conhecidos até aquele momento.

Essa lei expressa-se como a segulir,
log p3; ~ —1,9(log R — 10, 7), (3.1.2)

onde p}, € a densidade média de um aglomerado com raio R. Essa equacdo aplica-se
ao intervalo observdvel 10%* < R < 10?° cm (de Vaucouleurs|(1960)). de Vaucouleurs
conectou esta lei com a ideia de que o agrupamento hierdrquico era fundamental na
cosmologia, mas sugeriu que devia utilizar-se um modelo mais geral que considerasse
flutuacdes estatisticas na densidade. Escrevendo a férmula de de Vaucouleurs sem
logaritmos, terfamos, M (R) oc R3~P.

Esta formula faz lembrar aquela de uma esfera de raio R em um espago euclideano
de dimensdo E com volume V oc RF. Comparando com as estruturas vistas na se¢do
(§[2.1), esta férmula parece sugerir que D é a dimensao fractal.

Voltando a de Vaucouleurs, ele se deu conta de trés pontos importantes: primeiro,
que ndo existia um ponto privilegiado no universo, segundo, que de certo modo a
distribui¢do hierdrquica de matéria era uniforme porque dois volumes, um grande e
outro pequeno, continham a mesma massa e terceiro, que um observador situado em
qualquer lugar, encontraria uma densidade média decrescente quando a profundidade

de observagdo aumentasse ao redor dele.
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Apesar de todos esses trabalhos, os astronomos nao mostraram entusiasmo devido
a que o conceito de hierarquia carecia de um formalismo matemaético.

Contudo, 1960 foi a época certa para de Vaucouleurs porque em outra drea, Man-
delbrot estava comegando a estudar a distribuicdo de galdxias no universo com sua
nova matematica fractal. Ao saber sobre o trabalho de de Vaucouleurs, sentiu-se muito
motivado para desenvolver a geometria fractal. Assim, ele escreveu o livro Fractals:
form, chance and dimension em 1977 e The fractal geometry of nature em 1982, onde
deu uma descricdo matemdtica das propriedades fractais da distribui¢do de galdxias.
Nesses trabalhos, Mandelbrot generalizou o principio cosmolégico de Einstein, onde
D = 3 (distribui¢do esféricamente homogénea), para obter uma distribui¢do de galax-
ias ndo-uniforme com D < 3. Propds o “Principio Cosmografico Condicional”, que
afirmava que todo observador veria a mesma estrutura ao redor dele, mas sé se ele
estivesse observando desde um ponto material como uma galédxia. Isto significava que
um observador poderia verificar a fractalidade na distribui¢do de matéria se estivesse
em uma estrutura, mas se ele estiver em um vécuo, entdo a deteccdo de decréscimo da
densidade teria que ser feita a escalas maiores do que o tamanho do vécuo.

Os dados observacionais com 0s quais, inicialmente, de Vaucouleurs trabalhou ndo
eram muito profundos. Porém, com o tempo, desenvolveram-se projetos para construir
catdlogos de levantamento com o desvio para vermelho de galdxias como o Center for
Astrophysics Survey (CfA), Southern Sky Redshift Survey (SSRS), Las Campanas
Redshift Survey (LCRS), European Observatory Slice Project (ESP) e assim por di-
ante. Com essas observagdes confirmou-se que a distribui¢do de galdxias ndo era ho-
mogénea, como mostra-se na figura a qual corresponde ao primeiro conjunto de
dados obtidos para o levantamento em desvio para o vermelho do CfA em 1986 por
Valerie de Lapparent, Geller e Jhon Huchra. Observa-se também uma regido continua
de galédxias, denominada posteriormente de Grande Muralha (Geller & Huchra, [1989).

Até entdo acreditava-se que a distribuicdo de galdxias podia ser estudada pela teoria
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Right ascenslon

2500 galaxies

Figura 3.2: Primeiro mapa de galdxias do levantamento em desvio para o vermelho para o
CfA em 1989 publicado por Geller e Huchra (Figura obtida de \Geller & Huchra! (1989)).

de pequenas flutuagdes ao redor de uma densidade média definida. Mas, as imagens
tridimensionais obtidas pelo CfA mostraram a existéncia de grandes vazios e estruturas
que espalhavam-se por todo o mapa. Usando o método estatistico da fungdo de corre-
lagdo (£), encontrou-se o valor de 5 Mpc para a escala a partir da qual a distribui¢do
tornava-se homogénea, um resultado estranho pois as observacdes mostravam vazios a
50 Mpc e estruturas de aglomerados e filamentos de matéria até além de 100 Mpc.

Coube ao fisico estatistico Luciano Pietronero resolver essa incoeréncia entre as
observacdes e o resultado do método da funcdo de correlagdo ao propor uma modifi-
cacdo desse método estatistico.

O problema da funcdo de correlagao estd no fato de que ela € uma medida da
flutuagdo de densidade ao redor de uma distribuicao uniforme. Se em uma amostra de
galdxias o ndmero observado de pares de galdxias € maior do que o nimero esperado
por uma distribui¢ao uniforme aleatdria tipo Poisson, entdo existe uma correlacio entre
as galdxias. Além disso, a funcdo de correlagdo mede a dependéncia entre o nimero
excedente de pares com a sua separagdo, assim, a correlacio é maior a escalas menores

e debilita-se a escalas maiores. A distancia na qual o nimero excedente de pares de
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galdxias deixa de ser maior que a aleatdria € denominada comprimento de correlagdo e
a partir dela a distribuicdo comeca a ser uniforme. A fun¢do de correlacao fornece uma
caracterizacdo correta s6 em sistemas para os quais € possivel definir uma densidade
média unica e intrinseca independentemente da posicao e do tamanho do volume da
amostra estudada. Essa condigdo € satisfeita por liquidos mas ndo pela estrutura em
grande escala do universo.

Para superar este problema, Pietronero propds reescrever a fungdo de correlagdo
para um sistema sem densidade média intrinseca. Essa € a densidade condicional T',
que mede o comportamento da densidade média com o incremento da escala. Vamos
imaginar que um astrobnomo obtém uma mapa tridimensional de uma parte do céu e
logo mede, para cada galédxia, sua posicao (dire¢do) e sua distancia. Situado sobre uma
galdxia ele conta o nimero de galdxias que o rodeiam dentro de esferas de raios difer-
entes, como 1 Mpc, 2 Mpc, etc. ApOs isto, nosso astronomo vai para outra galdxia e
faz a mesma contagem. Ao final, faz uma média artimética do nimero de galdxias para
cada esfera. Essa contagem média dividida pelo volume déd a densidade condicional
e se ela diminuir com o raio como uma lei de poténcia com expoente D — 3, entdo a
distribui¢do € fractal e sua dimensdo € D.

Repare que a caracteristica da fractalidade € que a densidade numérica (nimero/volume)
diminui ao redor de cada ponto conforme uma lei tipica. Assim, o grupo de Pietronero
aplicou esse método a dados observacionais e encontrou que a dimensdo erade D ~ 2,
e a escala a partir da qual existia uniformidade era R,,,,, > 100 Mpc. Esse resultado
estava de acordo com as imagens da distribui¢do de galdxias (Sylos Labini et al., 1998)).

Pietronero partiu de uma estrutura fractal determinista (nfo estocdstica) represen-
tada na figura Se dentro um raio ry existem N objetos, entdo dentro de r; = kry
existirio Ny = IENO objetos. Assim como dentro de 7, = kr; = k?ry existirdo

Ny = kN, = k2N,. Em geral temos,

N(n) = k" Ny, (3.1.3)
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Figura 3.3: Distribui¢@o autosimilar sobre a qual Pietronero desenvolveu o método da densi-
dade condicional em 1987 (Figura obtida de Pietronero| (1987)).

r(n) = k"ro, (3.1.4)

onde k e k sdo constantes. Se das Egs. e resolvermos para kekeos

dividirmos temos, 3
lng . lOg Nl/NO
logk  logri/ro

(3.1.5)

E::

Definindo &
log k

D temos,
1Og(7‘1/TQ)D = log Nl/N(). (316)

Aplicando o exponencial, obtemos /N; que se escreve como,

N,
Ny = (TI?) rP. (3.1.7)

0

Definindo B = M ¢ generalizando temos a relacdo nlimero-tamanho,
To
N(r) = BrP. (3.1.8)

Dessa equagdo calcula-se a densidade média < n > para uma amostra de raio R, que

contém uma parte do sistema fractal. Assume-se que o volume da amostra € de uma
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esfera V(R,) = 47 /3R3, portanto,

N(s) _ (3B pocy _ (3B p-s-n)
= = == . .1.
<n> VR (M) R i R (3.1.9)

Esta densidade média tem a forma da densidade de de Vaucouleurs (Eq. (3.1.2))), s6 que
na andlise de Pietronero o expoente 7 estd relacionada com a dimensao fractal. Como
pode se observar, a densidade média € dependente do tamanho da amostra e justamente

para evitar essa dependéncia (Pietronerol [1987) definiu a densidade condicional como,

_ L aN@) _ (D 5 sp)
I(r) = SO - (47T> Br , (3.1.10)

onde S(r) é a drea de uma esfera de raio r. Dessa forma I'(r) mede a densidade
média numa distancia r desde um ponto ocupado, independentemente do tamanho da
amostra.

Por outro lado, em 1970 quando o conceito de fractalidade nédo era ainda famil-
iar para os cientistas, James R. Wertz introduziu uma representacdo continua de um
universo hierdrquico sob a cosmologia Newtoniana. [Wertz (1971) propds que uma es-
trutura hierdrquica existe quando aglomerados de ordem ¢ formam um aglomerado de
ordem 7 + 1 e assumiu que a relagdo universal densidade-raio de de Vaucouleurs era
fundamental para desenvolver uma cosmologia hierdrquica. Em seguida, se M (x,r)
fosse a massa dentro de uma esfera de raio » com centro em z, a densidade de vol-

ume py seria uma média sobre uma esfera com volume que contenha a massa M. Por

conseguinte,
pv(x,r) = % (3.1.11)
A densidade global foi definida como,
Py = Tlirgopv(x,r), (3.1.12)
A densidade diferencial definida como,
pal,7) = 4;02 (aa_j\f)m - 3_7{2 [%(r?’pv)L. (3.1.13)
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Aglomera do
N=i+1

Aglomerados
N=i

Figura 3.4: Modelo “polka-dot” usado por J. Wertz (1970). Esse modelo considera
uma distribuic@o regular de pontos com massas iguais e dispostos como se fosse uma

rede cristalina. (Figura obtida de Wertz| (1970)).

Um modelo no qual as estruturas dispostas em hierarquia discreta t€ém a mesma

massa e encontram-se distribuidas regularmente como pontos de uma rede de cristal,

denomina-se modelo “polka-dot” (ver Fig[3.4). Considerando esse modelo, obte-

mos algumas propriedades médias. Supde-se que um aglomerado (i) com massa M;,

diametro D; e componentes n;, cada uma com massa m; e didmetro d;, tem a densi-

dade,
6.M;
D3’

(2

Pi =

Com respeito as massas,

M;_y =n;_ym;_y = m;.

A relagdo entre os diametros é dado por,

a;

D; D;
di Dy

A taxa de rarefacdo de matéria #; (“thinning rate”) se define como,

_ log(pi-1/pi)
! 1Og(Dz/Dz—1) '

(3.1.14)

(3.1.15)

(3.1.16)

(3.1.17)
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Para satisfazer um modelo “polka-dot”, o niimero n; de componentes por aglomerado e
a taxa a; entre didmetros devem ser constantes e, portanto, independentes de ¢. Assim,
f; € também uma constante.

Para passar a um modelo hierdrquico continuo, precisa-se definir um raio r de uma
esfera centrado em uma origem como a varidvel continua. Nesse contexto, seja N a
ordem do aglomerado e 7y € py o raio e a densidade do aglomerado de ordem zero. A
relacdo entre 7 e N €,

r = CLNTO = (Di/Di_1>NT0. (3118)

Repare-se que essa equagdo € similar a eq. (3.1.4) no modelo de Pietronero.

Do mesmo modo a relagdo entre as massas fica,
M = nN M, (3.1.19)

que ¢é similar a eq. (3.1.3)) no modelo de Pietronero.

No caso da densidade volumar,

M A\ o\
pv =17 =" (” 1) = (—> , (3.120)
Pi To
onde ¢ é a taxa rarefacdo, cuja forma é dada por,
1
0 — —(Oyv. (3.1.21)
log a

Essa equagdo € similar a eq. (3.1.9) definida por Pietronero, onde o expoente v = 3— D
€ o contraparte de 6.

Finalmente, a densidade diferencial é definida por,

1 oM 0
po(z,7) = T2 (W) = <1 - g) PV, (3.1.22)

¢ a contra-parte da densidade condicional (eq. [3.1.10) de Pietronero.

E interessante ver que a representacio continua do modelo regular “polka-dot” que

Wertz desenvolveu em 1970 tem termos equivalentes ao modelo fractal que Pietronero
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apresentou em 1987. As bases tedricas sao semelhantes por considerar a relagdo
densidade-tamanho de de Vaucouleurs como fundamental. O tnico problema do mod-
elo de Wertz, era que a constante € carecia de significado fisico, porém o modelo é
uma boa representacdo do modelo de Charlier.

Um outro estudo interessante dentro da abordagem newtoniana foi feita por |Ab-
dalla et al. (1998)), onde considerou um universo autosemelhante cuja dindmica é
governada pela gravidade newtoniana. Para esse universo escreveu o Lagrangiano e
da resolu¢cdo numérica obteve a evolucdo da dimensdo fractal sendo que para vdrias
condi¢des iniciais a dimensdo fractal € D = 3 no inicio do universo e evoluia D = 2
em nosso presente, oscilando ao redor desse valor para o futuro.

No entanto, cabe perguntar se € possivel construir um modelo hierdrquico (fractal)

relativistico.

3.2 Modelos Hierarquicos (Fractais) Relativisticos

Na caracterizacdo de uma distribui¢cdo de objetos, a densidade da distribuicao depende
do tamanho ou o raio da esfera que se supde inclui esses objetos. Portanto, se desde o
ponto de vista do observador tragamos uma esfera que contenha um nimero de galax-
ias, o tamanho dessa esfera pode considerar-se como uma distancia.

A geometria na abordagem Newtoniana € euclidiana, portanto, o conceito de dis-
tancia é absoluto. Porém, o universo estd se expandindo e da teoria que o descreve,
a relatividade geral, sabemos que os eventos ocorrem em um espaco-tempo, o qual é
curvado pela presenca da matéria. O universo que observamos pode ser representado
como na figura [3.5] A linha vertical é o tempo e a linha perpendicular é a coorde-
nada espacial. O observador situa-se na origem e forma um plano, ou hipersuperficie,
puramente espacial, pois neste plano a coordenada temporal € constante ¢ (zp).

Por outro lado, a luz que vem das galdxias foi emitida em um passado. Essa luz
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tempo

Cone de luz do
futuro

(to,Zo)

Observador

espago

Presente

Cone de luz do
passado

Figura 3.5: Cone de luz do observador. O observador situa-se na origem, a linha vertical é o
tempo e a coordenada espacial € perpendicular. A luz das galdxias vém do passado percorrendo
geodésicas nulas que formam o cone de luz do passado. Se no nosso tempo atual ¢y emitirmos
uma luz, do mesmo modo ela viaja por um cone de luz do futuro.

converge no observador ou origem, formando um cone de luz que corresponde ao
passado. Do mesmo modo, se nds emitirmos uma luz, ela viajard por uma curva ou
geodésica nula que formara parte do cone de luz do futuro. Assim, a relatividade geral
faz-nos reparar que todo objeto observado situa-se no cone de luz do passado, ndao
sobre a hipersuperficie espacial. Além do mais, devido ao espago-tempo a distancia
tém vdrias defini¢des dependendo do método de medida.

Em relacdo aos modelos cosmolédgicos, temos o modelo de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW) como o mais utilizado atualmente. Por motivos de simpli-
cidade, esse modelo fundamenta-se em duas suposi¢des: o universo é espacialmente
homogéneo e isotropico. A suposi¢cdo de homogeneidade € aceita s6 a partir de al-

guma escala, pois as observacdes mostram que o universo ¢ inomogéneo em escalas
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pequenas pois, de outro modo, nem galdxias nem estrelas existiriam. E por outro
lado temos as pequenas inomogeneidades na radiacdo césmica de fundo a distancias
do ordem z = 1000. O descobrimento de inomogeneidades em grandes escalas leva
a se perguntar se existe uma escala na qual em média a matéria no universo poderia
ser homogénea. Determinar essa escala € um dado importante para que os modelos
cosmolégicos homogéneos fornecam uma descrigdo realista do universo.

Repare que os fundamentos do modelo FLRW sobre a homogeneidade nao discor-
dam de um modelo fractal porque na métrica de FLRW a homogeneidade estd confi-
nada a hipersuperficie espacial. No entanto, o modelo fractal trata observaveis, por-
tanto, sobre a geodésica nula ou cone de luz do passado. Seguindo o ponto de vista
discutido em Ribeiro (2001); Rangel Lemos & Ribeiro (2008)), podemos definir dois
tipos de homogeneidade: homogeneidade espacial (HE) e homogeneidade observa-
cional (HO).

Dito isso, vamos realizar agora uma revisdo dos modelos relativisticos da cosmolo-

gia hierdrquica.

3.2.1 O modelo relativistico de W. B. Bonnor (1972)

A publicac@o mais representativa do século passado de um modelo hierarquico rela-
tivistico foi provavelmente a do fisico britdnico W. B. Bonnor em 1972 (Bonnor, 1972).
Ele utilizou a densidade de de Vaucouleurs como uma condig¢do inicial no modelo de
Lemaitre-Tolman (LT) e, embora trabalhasse sobre uma hipersuperficie espacial, deu-
se conta de que deveria trabalhar sobre o cone de luz que, como vimos, é onde se
situam os observdveis. Nao obstante, ndo o fez por causa de dificuldades matemati-
cas. Bonnor também distinguiu entre a densidade volumar py, que € uma média sobre
uma esfera de volume dado, e a densidade local p, a qual estd incluida no tensor de
energia-momento das equagdes de Einstein.

Como discutido em Ribeiro (2001)), os problemas na andlise de Bonnor foram,
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primeiro, que para relacionar a densidade média com as observagdes, precisava-se inte-
grar a densidade local sobre o cone de luz passado. Isto implicava resolver a equagdo da
geodésica nula, o qual era ainda mais complicado que resolver as equagdes de campo
de Einstein. Como segundo defeito, ndo era apropriado utilizar a coordenada radial
como distancia ja que as coordenadas representam rétulos de um evento.
Depois deste trabalho ndo se produziu uma outra tentativa de abordar o problema rela-
tivistico até 1992, quando M. Ribeiro seguiu os passos de Bonnor, Wertz e Pietronero
para construir um modelo fractal relativistico que levou em conta quantidades ob-
servaveis em um espago-tempo inomogéneo de LT (Ribeiro, 1992a). Porém, existem
outras abordagens relativisticas como por exemplo a publicacdo de|Abdalla & Chirenti
(2004), na qual parte de uma métrica hierdrquica para obter a distribuicdo de matéria
e mostra que ela apresenta inomogeneidades, mas tal distribui¢do inomogénea nao re-
sulta ser descrita por um fractal.

Agora, continuaremos descrevendo a seqiiéncia de trabalhos que levaram a formu-
lagao do modelo fractal relativistico onde sdo descritas as quantidades observaveis que

nos interessa analisar.

3.2.2 A evolucido do modelo fractal relativistico desde 1992

Como continuacao do trabalho de Ribeiro| (1992a), em |Ribeiro (1992b)) derivaram-se
alguns observaveis necessarios para testar a homogeneidade nos modelos de EdS e de
LT. Também estudou-se em [Ribeiro (1995) a influéncia dos efeitos relativisticos em
ferramentas estatisticas como a fung@o de correlagdo (&) e as densidades condicionais
(I',I"*) de Pietronero para o modelo ndo perturbado de Einstein-de Sitter (EdS). Re-
sulta interessante mencionar que o0 autor conseguiu escrever essas estatisticas no cone
de luz do passado e obter o mesmo resultado com respeito a fung¢do de correlacdo que
Pietronero tinha encontrado anteriormente. Outro resultado importante € que devido

a ndo linearidade das equagdes da Relatividade Geral, consegue-se distinguir uma ho-
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mogeneidade espacial (HE) de uma homogeneidade observacional (HO) em desvios
para o vermelho, em teoria, menores a z < 0, 1 dependendo do modelo e da quanti-
dade observacional estudada (Ribeiro, |1995). Com isto, a andlise da homogeneidade é
basicamente dependente da estatistica utilizada e ndao da profundidade de observacdo
que fornecem os levantamentos.

Um resultado interessante € que para a cosmologia EdS, a densidade média definida

pela distancia de luminosidade d; comporta-se como segue,

lim < p>=0. (3.2.23)

dy,—00

Esse limite é semelhante a aquele que Wertz tinha introduzido como condi¢ao para seu
modelo hierdrquico e indica que para uma hierarquia pura, a densidade global existe
e é zero em qualquer lugar. Em termos de Pietronero, esse comportamento € natural
no seu modelo fractal. Assim, vemos que apesar do modelo EdS ser espacialmente
homogéneo, ainda apresenta caracteristicas de fractalidade.

Um dos resultados importantes em toda essa analise € que o comportamento das
densidades depende da distancia utilizada, pois ela ndo é um conceito absoluto por
causa da curvatura do espago-tempo, conforme discutido em Ribeiro| (1992b), {1995,
2001}, 2005).

Como conseqiiéncia destes resultados, Abdalla et al. (1999) fez a andlise para um
modelo cosmoldgico EdS perturbado. Os resultados mostraram que esse modelo pode
ser descrito por um perfil de densidade média de tipo lei de poténcias. Além do mais,
discutiu sobre a coexisténcia entre a Lei de Hubble, vdlida para desvios para o ver-
melho préximos, e a invariancia de escala na densidade média em desvios para o ver-
melho altos.

A seguir discutiremos o resultado apresentado em Ribeiro| (2001) em relagdo a
dependéncia da distancia e a densidade em relag@o ao desvio para o vermelho para o

modelo EdS.
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A figura ilustra o comportamento das distdncias com o desvio para o ver-
melho e mostra que a distancia definida pela luminosidade d;, e a distancia definida
pelo desvio para o vermelho d, crescem infinitamente, enquanto que a distancia por
area do observador d4 tende a zero e a distancia por drea galactica d tende ao valor
finito 2¢/H, [l Portanto, qualquer quantidade em funcdo da distincia terd compor-
tamentos diferentes. Isto observa-se na figura onde pode-se ver um grafico da
densidade média em fun¢do do desvio para o vermelho e mostra que a densidade de
luminosidade < p;, > e a densidade de desvio para o vermelho < p, > tendem a zero,
enquanto que a densidade por drea do observador < p4 > diverge em desvios para o
vermelho altos. A densidade por drea galactica < ps > permanece constante, sendo
igual a pg = 3HZ /8.

Em resumo e conforme discutido em Ribeiro| (2001])), as distancias na época do Big

Bang (7,) mostram o seguinte comportamento,

lim d, = oo, lim dj, = oo, lim dy = 0, lim dg = 2/Hy. (3.2.24)

T—Tp T—Tp (g T—Tp

E a densidade média para o desvio para o vermelho alto ou na época do Big Bang,

lim < pp, >=0, lim < pg > = po,
o o (3.2.25)
lim < pgq >= o0, lim < p, >=0.

Novamente, satisfaz-se o limite do postulado de densidade global zero, o que leva a
conferir que € possivel que um modelo comsmolégico padrio apresente caracteristicas
de fractalidade.

Agora precisa-se conectar o modelo com os dados observacionais. Para isso, a con-
tagem numérica de galdxias ou a funcdo de luminosidade galictica, resultou ser uma
ferramenta importante pois fornece a informacdo observacional de como a densidade
local de galéxias varia para os diferentes tipos de galdxias e com diferentes ambi-

entes cosmicos, assim como a variacao da densidade com o tempo césmico. Porém,

*Estas distancias serdo definidas em § [3.3.2 por enquanto, nos interessa a forma de influenciar o
comportamento das densidades.
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(b) Densidade vs. desvio para o vermelho.

Figura 3.6: Distancia ndo é um conceito absoluto e afeta a densidade. Gréficos para o modelo
EdS. (Figuras obtidas de Ribeiro (2001)).
deve-se considerar que existem processos astrofisicos como a evolu¢cdo de nimero e
luminosidade de galdxias que estdo incluidas nas observacdes astronOmicas. Assim,
nao é possivel determinar quantidades como o desvio para o vermelho, a contagem
numérica de galdxias e a distancia de luminosidade sem antes considerar um modelo
especifico, e que leve em conta os processos astrofisicos (evolugdo das galdxias, fusdes
de galéxias).

Com isso em mente, desenvolveu-se uma teoria que conecta a contagem numérica
relativistica com a fun¢do de luminosidade vinda do catdlogo em desvio para o ver-

melho de galdxias CNOC2. Em Ribeiro & Stoeger (2003) os autores comegaram
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com um tratamento relativistico geral da contagem numérica de fontes em um espago-
tempo geral e derivaram expressdes para a densidade de massa-energia e a densidade de
massa-energia por fonte em funcao da fun¢do de luminosidade e a fungdo de selegao,
que explicaremos adiante. Essas relacdes foram aplicadas para testar se os parametros
da func¢do de luminosidade determinadas por |Lin et al. (1999) eram consistentes com o
modelo EdS. Assim, os autores encontraram que os parametros da fun¢ao de luminosi-
dade eram grosseiramente consistentes com as previsdes tedricas. No entanto, a con-
tagem numérica de galdxias afastava-se do modelo em 0,1 < z < 0,4. Num trabalho
posterior Albani et al.| (2007) mostraram os passos para obter as estatisticas de den-
sidade que caracterizam a distribui¢do de galdxias a partir dos pardmetros da funcao
de luminosidade do levantamento em desvio para o vermelho de galdxias CNOC2
(0 < z < 1). Trabalharam com o modelo EdS e o modelo padrdo com €2,,, = 0, 3,
Q5, = 0,7, comprovando a forte dependéncia das estatisticas com as distancias, pois
as densidades médias seguiam uma lei de poténcia s6 com a distancia definida pela
luminosidade e a distancia definida pelo desvio para o vermelho em z > 0, 1.

A seguir mostraremos 0s passos € as consideracdes para obter as densidades e
as distancias que foram utilizadas no presente trabalho conforme desenvolvidas por
Albani et al.| (2007); Rangel Lemos & Ribeiro, (2008)); [ribarrem| (2009); [Iribarrem
et al. (2011)).

3.3 Estatisticas radiais para caracterizar a fractalidade

3.3.1 Densidades relativisticas radiais

Conforme em Ribeiro & Miguelote|(1998) e Rangel Lemos & Ribeiro (2008)), partimos
de uma relacao geral entre o nimero ou contagem numérica de galdxias N e a distancia

observacional d; cujo subindice define a distancia escolhida ¢« = L, A, G, z. Entdo a
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relagcdo adota a forma,

N; = (Bd;)". (3.3.26)

B € uma constante ndo especifica e DD é a dimensao fractal que indica o grau de in-
omogeneidade observacional na distribui¢do de galdxias. Quando D = 3 temos uma
distribui¢do observacionalmente homogénea e quando D < 3 a contagem de galdx-
ias € observacionalmente inomogénea. Seguindo a denominagdo de Rangel Lemos &
Ribeiro (2008), a Eq. ¢ a relacdo niimero-distancia de Pietronero-Wertz, ou
mais simples a relacdo generalizada niimero-distancia. Seguindo Wertz| (1971)), em
Ribeiro (2005) se define a densidade relativistica diferencial v(d;) = -; a uma deter-

minada distincia d; com a expressao,

(3.3.27)

onde NV; é a contagem numérica radial. S; é a drea de uma casca esférica observada de
raio d; e € escrita como,

S; = 4n(d;)?. (3.3.28)

A densidade relativistica diferencial ¢ uma medida da taxa de crescimento na densidade
numérica quando a distancia observacional incrementa ou quando movemos-nos ao
longo do cone de luz do passado.

A outra estatistica definida é a densidade relativistica integral v*(d;) = v}, a qual é
uma integracdo de -y; sobre um volume observacional V;, evitando assim as flutuagoes

em ;. Entdo a densidade integral escreve-se como,

1
e ;dVi, 3.3.29
=y /V Y, ( )
onde o volume escreve-se como,
4 3
Vi, = gw(di) . (3.3.30)
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A densidade integral pode ser também definida como a densidade numérica radial
escrita como,

;] = — =~;. (3.3.31)

Essa densidade considera a contagem numérica de objetos como uma fungdo da dis-
tincia a partir de um ponto. Vamos ressaltar que a Eq. (3.3.26) é uma distribuicao
de matéria radial que poderia ser dada pela aproximacdo de um fluido perfeito com
solucdes cosmoldgicas as equagdes de campo de Einstein. Dito isto, as Egs. (3.3.27),
(3.3.29), (3.3.31)) sdo quantidades radiais também e medem como a densidade se escala

como uma fung¢do de distancia.

Entdo derivando a Eq. (3.3.26) e substituindo em Eq. (3.3.27) e (3.3.29), além de
utilizar as Eqs. (3.3.28) e (3.3.30), a densidade relativistica radial diferencial adota a

forma,
Y = ?TiDd??’, (3.3.32)
e a densidade relativistica radial integral,
ﬁdp—?’.
dr "

*

Vi = (3.3.33)

A relagdo entre essas densidades relativisticas radiais fornece diretamente a dimensao

fractal dividida por 3, como se v€ abaixo,

Ji
Vi

D
—. 3.3.34
5 ( )
Agora, para calcular as densidades radiais € mais util escrevé-las em fun¢do do desvio

para o vermelho usando a relacéo,

(3.3.35)

Assim substituindo a Eq. (3.3.35)) na Eq. (3.3.27) a densidade relativistica radial difer-
encial em termos do desvio para o vermelho adota a forma,

7i(z) = Sid(d]:) d?;) = d(d]f) [&-%(di)y : (3.3.36)
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Em conseqiiéncia a densidade relativistica radial integral escreve-se como,

N e\ , Ni(2)
i (2) = Vi/o Yi (dz,> dz' = Vo) (3.3.37)

que € a densidade numérica radial da Eq. (3.3.31)). Nestas densidades, os termos d;(z),

Si(z), Vi(z) e suas derivadas sdo fung¢des de z e representam a parte geométrica da
andlise. A sua forma depende da métrica que se usa. Por outro lado, a contagem
numérica V;(z) e sua diferencial d[N;(z)]/dz podem ser determinadas tanto teorica-
mente, a partir do modelo cosmoldgico escolhido, quanto observacionalmente, a partir
da fun¢do de luminosidade fornecidas pelos levantamentos em desvio para o vermelho
de galéxias.

A seguir vamos ver 0s passos para obter a contagem numérica diferencial primeiro
teoricamente e depois se mostrard a conexdo com a sua contraparte observacional.
Também se mostrard como calcular as distancias e suas derivadas em fun¢do do desvio
para o vermelho. Com isto serd possivel calcular as densidades relativisticas radiais

das Egs. (3.3.36) e (3.3.37). Estas quantidades foram desenvolvidas nos trabalhos de

Ribeiro & Stoeger (2003), Ribeiro (2005),|Albani et al.|(2007), Iribarrem et al.|(2011)).

3.3.2 Contagem numérica diferencial tedrica

O fator de escala

No modelo cosmolégico padriao de FLRW com constante cosmoldgica diferente de

zero escreve-se o elemento de linha como,

dr?

d2:—2dt2 2
S C +a =72

+ 72(d6? + sin? 0d¢?) | , (3.3.38)

onde a(t) = a € o fator de escala, k é o parametro de curvatura (k = +1,0,—1)eca
velocidade da luz.

Considerando as expressdes como o fator de escala em fung¢ao do parametro de Hubble,

H(t) = % dfg) , (3.3.39)
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a densidade de energia no vacuo,

A
= — 3.3.40

a densidade critica,

3H?

e = ; 3.3.41

8rG ( )

a relacdo de parametros de densidade,
Qp = Qo + Qo = L2 = Lm0 | Pro. (3.3.42)

Pe Pe Pe
e a lei de conservagdo de energia aplicada na era dominada por matéria e pressao zero,

3
Qg

O (3.3.43)
a

a equacdo de Friedmann adota as trés formas a seguir,

_ 81Gpn Ak

H? - - 3.3.44
5 T3 ( a)
kc* = alH3(Qp — 1), (3.3.44b)
da(t as
dgf ) = H()\/Qmoa—g + QA[)(I2 — CL%(QO — 1) (33440)

As contagens numéricas relativisticas

Derivado por [Ellis (1971), a expressdo geral independente do modelo cosmoldgico
para a contagem numérica de fontes cosmoldgicas levando em conta efeitos relativis-
ticos € escrita como,

dN = (d»)*dQp[n(—k"u,)]pdy, (3.3.45)

onde d/V é o nimero de fontes cosmoldgicas em uma secdo de volume ao longo do
cone de luz, n é a densidade numérica de fontes luminosas por unidade de volume
proéprio em uma sec¢do de um feixe de raios luminosos que convergem no observador e
subtendem o angulo sélido df2, na posi¢do do observador, d4 € a distancia por drea da

secdo medida pelo observador, u® € a 4-velocidade, k£ € o vetor tangente ao longo dos
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raios de luz, y é um parametro afim de distancia sobre o cone de raios luminosos e z é

o desvio para o vermelho (ver Fig[3.7). A seguir vamos especificar cada termo da Eq.

(3.3.45).

Figura 3.7: Secéo de um feixe de raios luminosos que subtendem um angulo sélido d€2g visto
pelo observador. O pardmetro afim de distincia dy e a variagdo da distancia local (—k®%u,)dy
afetam a densidade numérica nesse feixe n(y) = n(—k%u,) (Figura obtida de [Ellis|(1971)).

A densidade numérica das fontes cosmolégicas

Esta densidade numérica esta definida como,

Pm
n=—, (3.3.46)
M,
onde M, € a massa média da galdxia em repouso incluindo a matéria escura e cujo

valor M, ~ 10" M, se adota de Sparke & Gallagher| (2000). A Eq. (3.3.46)) junto com
as Egs. (3.3.41)) e (3.3.43) adota a forma,

Pm _ chm o chmOag

_ Pm _ 3.3.47

"TM, T M, T Mg (3-347)
BQmngCL% 1

= (Emoofo ) = 3.3.48

" ( 8nGM, ) a3 ( )
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3.3. Estatisticas radiais para caracterizar a fractalidade

A equacao da geodésica do cone de luz do passado

Para a métrica da Eq. (3.3.38) a equagdo da geodésica nula é,

dt a
— = —), 3.3.49
dr (C\/l — kr2> ( )

a qual, em fun¢do do pardmetro afim, torna-se,

dt dt dr a dr
- = (= )= 3.3.50
dy drdy (c\/1 — kr2> dy ( :

Sendo a fonte e o observador coméveis u® = cd, o termo contendo a 4-velocidade e o

vetor tangente adota a forma,

— kuy = —k"c0§ = —ck® = —cﬁ, (3.3.51)
dy
a dr
— kU = | ——— | —. 3.3.52
(cx/l —er) dy ( )

A distancia por area

Na métrica do modelo cosmolégico padrao a distancia por drea d4 estd em funcido do
elemento de drea da se¢do transversal do no ponto P da figura[3.7|correspondente a um
feixe de geodésicas nulas convergentes no observador e o seu angulo s6lido delimitado
d€Q (ver Fig. 3.8). Esta distancia escreve-se como,

dos  a®r?(d6? + sin 6*d¢?)

2 __
(da)” = dQy ~ d6? + sin62d¢?,

(3.3.53)

dsy = ar. (3.3.54)

Esta distancia € conhecida também como a distancia por diametro angular, distancia
de luminosidade corrigida e distancia por drea do observador.

A Eq. (3.3.54) é a definicdo de uma distancia estritamente observacional e é igual a

distancia prépria d,,,. Usando as Eqgs. (3.3.44b)), (3.3.48), (3.3.52) e (3.3.54) o nimero
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3.3. Estatisticas radiais para caracterizar a fractalidade

Figura 3.8: A distincia angular d4 obtem-se ao relacionar a drea da secdo transversal in-
trinseca da fonte do 4 e o angulo sélido d€2 4 medido pelo observador (Figura obtida de [Ribeiro
(2005)).
de fontes ao longo do cone de luz do passado da Eq.(3.3.43) em termos da coordenada
radial r, além de assumirmos d€2y = 4, escreve-se como,

AN 3cQmoHjad r?

dr 2GM, \/02 — HZa3(Qo — 1)r?

(3.3.55)

A resolucao numérica

As equacdes escritas até este ponto se resolvem numericamente. Para isso se adota
a coordenada r como a varidvel independente. Entdo escreve-se primeiro o fator de

escala como fungdo de r substituindo a Eq. (3.3.44b) na Eq. (3.3.49) e fazendo uma

transformacao, )
dt a? 1/2
- 3.3.56
dr lcQ — HZaZ(Qo — 1)7"2] ’ ( )
da dadt
Ol Orea — a2a2(On — 1 1/2
da gy, [modoa £ Qaoa” — apa’(fly = 1) | (3.3.58)
dr 2 — H2a2( — 1)r?

Assim para encontrar a(r) assume-se um valor para os termos €,,,0, Q10 € Hy. As Egs.

(3.3.55) e (3.3.38)) fornecem uma tabela de dados que contem 7, a e N. O método que
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os autores utilizam é o de Runge-Kutta4 com condig¢des iniciais 1o = Ng =0,k =0e

ag = 1.
A contagem numérica diferencial

O fator de escala em fun¢do do desvio para o vermelho € dado por,

14-.=20 (3.3.59)
a

Com a Eq. (3.3.59) a solugdo numérica de a(r) fornece uma solugdo numérica para

z(r). Com ajuda das transformacdes,

dN dNdr
P (3.3.60)
dr dr da
=222 .3.61
dz dadz’ (3.3.61)

a contagem numérica diferencial em funcao do desvio para o vermelho adota a forma,

AN 3cQunoHoa a’r?
dz 2G M, \/Qmoaga + Qpoat — aga?(Qp — 1).

(3.3.62)

Derivando as distiancias observacionais

Até agora se utilizou a distancia por drea d4 (inicio de § [3.3.2). Porém existem out-
ras distancias que podem ser facilmente obtidas a partir da lei de reciprocidade de

Etherington (1933), discutido em [Ellis| (1971) e Ellis (2007). A lei é definida como,
dp = (14 2)%ds = (1 + 2)dg, (3.3.63)

onde dj, € a distancia definida pela luminosidade. Esta € uma relacdo entre a magnitude
aparente, ou fluxo observado F', de uma fonte e sua luminosidade intrinseca L sobre

um espago plano e estatico,

(3.3.64)
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3.3. Estatisticas radiais para caracterizar a fractalidade

Observacionalmente, a distancia definida pela luminosidade pode ser obtida da relacao

entre magnitude aparente m e magnitude absoluta M,
m — M = 5log(d) — 5. (3.3.65)

Também temos a distancia por drea galactica d definida como a relagdo entre o angulo
s6lido medido na galdxia d{24 e o elemento de drea intrinseca do observador dog.
Como dg implica medir o angulo sélido na galdxia, entdo ndo é observavel. Esta
distancia € conhecida também como distdncia efetiva, distancia por tamanho angular,

distdncia comovel transversa ou distdncia de movimento proprio (ver fig. [3.9)),

dog = dQc(dg)>. (3.3.66)

Figura 3.9: A distincia por drea da galdxia d obtem-se ao relacionar a drea da se¢do transver-
sal medida pelo observador dog e o dngulo sélido df24 medido na galdxia (Figura obtida de
Ribeiro| (2005))).

Além do mais, temos também a distancia definida pelo desvio para o vermelho,

cz
d,=—. .3.67
= (3.3.67)

Assim as distancias em termos do fator de escala sdo escritas a partir das Egs. (3.3.54),
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(3.3.539), (3.3.63) e (3.3.67) conforme,

dy = ar, (3.3.68a)
dy = a2’ (3.3.68b)
a
da = agr, (3.3.68¢)
c Qo
d, = (2 _ . 3.3.68d
HO( a ) ( )

Agora podemos construir outra tabela de dados pois a partir de r € possivel obter-

se z, d;, dN/dz. Finalmente para calcular as Eqgs. (3.3.36) e (3.3.37) precisa-se das

derivadas das distancias com respeito ao desvio para o vermelho. Utilizando as Eqgs.

(3.3.54), (3.3.59) e a transformagio,

d(da) _ d(da) drda
dz  dr dadz’

(3.3.69)

As derivadas das distancias (Eqgs. (3.3.68))) adotam a forma,

d(da) _ at | a ¢z — HZa3 (2 — 1)r? . (3.3.708)
3 ) e
dzag [ Ho\l 0% + Q902 — ad(€ — 1)

d(d 2 — H2a2(Qo — 1)r?
(dr) _ 0 |- ¢ 095(S2 — 1)r T (3.3.70b)
dz HO Qmo(%o + QA()CL2 - CL%(QO — 1)

d(dg) _ a 2 — HZak(Qy — 1)r2 (33.700)
dz Hy Qm0§ + Qpoa? — a%(QO - 1)7

d(d,) c <a0

=—(——-1). 3.3.70d

dz HO a > ( )

Relembramos que para a densidade relativistica integral Eq. (3.3.37), N € calculado
através da resolucdo numérica da equagdo (3.3.55))) e o volume é obtido com as Egs.

(3.3.30) e (3.3.70). Como tltimo ponto discutido em[Ribeiro & Stoeger| (2003) a maio-

ria das densidades cosmoldgicas obtidas das observagdes astrondmicas assumem um
volume comoével, enquanto as densidades derivadas da teoria muitas vezes assumem

um volume local ou préprio de tal modo que € preciso uma transformacao do tipo,

dV,, = a*dV.. (3.3.71)
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3.3.3 Contagem numérica diferencial observacional

A funcao de luminosidade

A fungdo de luminosidade (FL) ¢ € uma das principais ferramentas para descrever es-
tatisticamente a populacdo de galdxias. A FL define-se como a densidade numérica
comdvel de objetos num intervalo de luminosidade L e L 4+ d L num desvio para o ver-
melho z e leva em conta os diferentes tipos morfolégicos de galdxias, a sua dependén-
cia com o ambiente e a mudanca com a época cosmica (Peebles,, 1993} Peacockl, 1998)).

Essa defini¢c@o estd expressa como,
dn = ¢(1)dl, (3.3.72)

onde | = L/L, e L, é a luminosidade caracteristica da galdxia. Se ¢ for integrada
acima de uma luminosidade limite em fun¢@o do desvio para o vermelho /(z) obtemos

a defini¢do da funcdo de selecdo 1,

o0

Wll=) = 3 = i )¢(l) dl. (3.3.73)

A forma ajustada da fun¢do de luminosidade na maioria dos levantamentos em desvio

para o vermelho € dada pela funcao de Schechter (Schechter| (1976)) dada por,
o(l) = .l exp ™, (3.3.74)

onde ¢, caracteriza a densidade espacial de galdxias, o € a inclinacao assintética da
parte final da funcdo de luminosidade e [ = L/L, € a escala de luminosidade que
informa o valor de luminosidade além do qual as galdxias sdo raras. E importante
que, para levar em conta a possivel evolucdo da luminosidade, os pardmetros do ajuste
variem com o desvio para o vermelho. Por outro lado, a morfologia fard mudar o
valor do parametro «. Estes trés pardmetros sdo observacionalmente determinados
e sdo robustos até z ~ 1 com respeito ao modelo, i.e. eles ndo serdo afetados por
modelos diferentes da métrica FLRW, incluindo aqueles que consideram a constante

cosmoldgica diferente de zero.

54




3.3. Estatisticas radiais para caracterizar a fractalidade

A funcdo de luminosidade ¢ e a funcdo de selecdo ) indicam que para que uma galédxia
seja contada e detectada, esta deve ter uma luminosidade aparente minima L.
Os levantamentos em desvio para o vermelho costumam apresentar o pardmetro ajus-
tado L, em termos de sua magnitude absoluta caracteristica M,. Assim, a Eq. (3.3.72)
deve ser re-escrita como sendo a densidade numérica de todas as galdxias entre mag-
nitudes absolutas M e M + dM. Entdo a forma de Schechter é escrita como,
o(D)dl = ¢.l* exp[—1]di

= (0,410 10) ¢, 10%40F)M=M) gy 1004y 4 pp (3.3.75)

— p(M)dM,
onde a defini¢do de magnitude absoluta faz com que [ = 10%4(M-=M),
Outro detalhe a ser considerado na fun¢do de luminosidade por causa dos levantamen-

tos em desvio para o vermelho das galdxias € o termo W que representa o filtro de

banda de passagem. Assim a Eq. (3.3.73)) adota a forma,

My (2) _ - _
¢W(Z) _ / (07 41n 10)¢*100,4(1+a)(M*—MW) exp _100,4(JV[*—]\/IW) dMW
(3.3.76)
Esses levantamentos também estdo limitados por uma magnitude superior e inferior,

portanto, os limites de integracao da Eq. (3.3.76) ficam como,

WV (2) = /Mi(z)(074ln 10) ¢, 10040+ Me—Myw) o, _100,4(M*f]\7[w)] ANy .

S (33.77)
As vezes realiza-se uma classificacdo morfoldgica espectral das galdxias observadas,
mas freqlientemente essa classificacdo € feita com base na distribui¢do espectral de en-
ergia, que ndo necessariamente tem uma relacio direta com o esquema de classificagdao
de Hubble. Portanto, a classificacdo feita nos levantamentos €, a grosso modo, consti-
tuida por trés tipos: v = 1 que corresponde a galdxias anteriores, aproximadamente as
de tipo E/SO; v = 2 corresponde a galédxias intermedidrias, aproximadamente Sa-Sb; e

v = 3 corresponde a galdxias posteriores, aproximadamente as de tipo Sc 1. Entdo se
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quisermos introduzir os tipos morfoldgicos v, a funcdo de selecdo conforme definido

em Albani et al.|(2007) modifica-se conforme abaixo,

> Pvaqu/V(Z)
Y(z) =) aw=" , (3.3.78)
D AT

onde P, indica a abundancia de cada tipo morfologico v de galdxia com respeito
ao numero total da galdxias contadas em cada intervalo de desvio para o vermelho
(Ribeiro & Stoeger, 2003). M, é a massa das galdxias de tipo v e ayy € uma constante

que se introduz para evitar a contagem dupla da mesma galaxia e estd definida como,

(3.3.79)

1, para W =1,
aw (z) =

bw(z) <1, para W > 1.

Sendo by (2) a fragdo de galdxias na faixa de freqiiéncia I/ > 1 que ndo sdo contadas

nas bandas 1,2, ...(W — 1).

3.3.4 Conexao entre grandezas tedricas e observacionais

Em geral, uma quantidade observacional pode-se relacionar com a sua contraparte
tedrica através da funcio de completeza .J. Por exemplo, conforme visto em Ribeiro &
Stoeger (2003)); Albani et al.| (2007); [Iribarrem et al.|(2011) a funcéo de selegdo 1(z),
uma grandeza observacional, estd relacionada com a densidade numérica radial n.(z),

a sua contraparte tedrica como,

P(z) = J(2)ne(2), (3.3.80)

onde o indice c¢ indica que a densidade numérica utiliza o volume comével em sua
definicao.
A fungdo de seleg@o € escrita em termos da fungdo de luminosidade ¢(/) como

visto na Eq. (3.3.73). A densidade numérica radial é a grandeza tedrica escrita como,

nolz) = E B 3N(r)

= s (3.3.81)
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Como nosso interesse ¢ obter as densidades radiais observacionais [V;]obs € [V ]obss
precisa-se da contagem numérica diferencial observacional [dN/dz]us. Por isso, uti-

lizamos a relacd@o entre grandezas observacionais e tedricas para a contagem numérica,

[dN dN] : (3.3.82)
teo

w0

Com as Egs. (3.3.80), (3.3.81) e a densidade numérica definida no volume préprio

n = N/V,,., a contagem numérica diferencial observacional adota a forma,

dNT Ve d(z) [dN
|:g:| obs a V;”’ n [ dz ‘|teo ' (3383)

Conseqiientemente, a contagem numérica observacional € escrita como,

*TdN
[N ()]s = / [dz’] dz. (3.3.84)
0 obs

Finalmente, com as Eqs. (3.3.83)) e (3.3.84]) € possivel calcular as densidades relativis-

ticas radiais necessdrias para estudar a inomogeneidade na distribuicdo de galdxias

(Egs. (3.3.36) e (3.3.37)). Devido a que as distincias variam de forma diferente com

respeito ao desvio para vermelho, as densidades relativisticas radiais também variam
de forma diferente com z. Conforme os resultados de [Iribarrem et al.|(2011)), as densi-
dades diferenciais ([y]o5s) N0 parecem seguir uma lei de poténcias tio bem quanto as
densidades integrais [y*],s. Portanto, vamos verificar o quanto esse comportamento

afeta os nossos resultados.
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CAPITULO 4

DIMENSAO FRACTAL EM 0,05 < z < 5,0

4.1 Qual levantamento sera estudado?

Trabalhamos com dados de dois levantamentos de galdxias em desvios para o ver-
melho, o Canadian Network for Observational Cosmology (CNOC2) e o FORS Deep
Field (FDF). Eles cobrem diferentes intervalos de desvio para o vermelho. A seguir

veremos em detalhe cada um deles.

4.1.1 Levantamento CNOC2: 0,05 < 2z < 1,0

Os dados de densidades radiais e distancias s@o o produto de uma seqiiéncia de tra-
balhos que desenvolveram toda a teoria para calculd-los. Nesse contexto, o primeiro
trabalho que tenta testar a teoria com dados observacionais comegou com Ribeiro &
Stoeger (2003), o qual utilizaram os dados do levantamento Canadian Network for
Observational Cosmology (CNOC?2), pois na época, era o levantamento mais amplo
em desvio para o vermelho intermedidrio. A amostra correspondente a determinagdo
da fun¢do de luminosidade estava composta de 2000 galdxias no intervalo 0,12 < z <

0,55 e com magnitude aparente na banda vermelha no intervalo 17,0 < R. < 21,5.
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4.1. Qual levantamento sera estudado?

Os parametros ajustados foram obtidos por [Lin et al.| (1999) (L99), que mostraram
que o ajuste era vadlido com pouca diferenca em 0 < z < 1. Os dados do CNOC2
foram obtidos e ajustados por |Lin et al.| (1999) para trés feixes de banda, Bap, Rc,
U e utilizaram o modelo EdS, com pardmetro de Hubble Hy = 100 km Mpc—t s~
Os parametros foram conferidos por outros autores que analisaram dados de outros
levantamentos, o que leva a ter certeza que sdo dados confidveis.

Iribarrem! (2009) calculou os dados no intervalo 0,05 < z < 1,0 para a métrica
FLRW. Em relacdo a funcao de luminosidade, seguiu a parametriza¢do da magnitude

caracteristica proposta em Lin et al.| (1999),
M,(z) = M, — Q(z —0,3), (4.1.1)

onde M, e () sdo parAmetros para a equacio linear da evolu¢io em escala de luminosi-
dade caracteristica.

Para calcular as fun¢des de selecdo, os limites de integracdo corresponderam as trés
bandas: —23,0 < Mg, < —17,0, 22,0 < My < —16,0,e —22,0 < Mp < —16,0.

Finalmente, como todas as galdxias foram contadas nessas trés bandas, by, = 1/3.

4.1.2 Levantamento FDF: 0,5 < z < 5,0

O levantamento da camara profunda do Hubble FDF fornece dados para desvios para
o vermelho altos. Em|Gabasch et al.|(2004) (G04) e|Gabasch et al.| (2006) (G06) se fez
o ajuste de parametros de Schechter para 5558 galédxias selecionadas em azuis (G06)
e vermelhas (G04). As observacdes foram obtidas por fotometria até magnitude 26.8
na banda /, em um intervalo de desvio para o vermelho 0,5 < z < 5,0. Os au-
tores investigaram a evolucao das fungdes de luminosidade avaliadas em cinco bandas,
UV(1500Ae 2800A), v/, B e ¢ e a evolucio dos pardmetros de Schechter para o inter-
valo de desvio para o vermelho 0 < z < 5. Adotaram o modelo padrdo com métrica

FLRW e parametros 2,,, = 0,3, Qx = 0,7 e Hy = 70 km Mpc~'s71.
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4.2. Lei de poténcia: densidade radial vs. distancia observacional

Em [ribarrem et al.|(2011) se calcularam as densidades e distancias para as galdxias
vermelhas em 0,75 < z < 3,0 e para as galdxias azuis em 0,5 < z < 5,0 tendo-as
dividido em dois grupos: as azuis no éptico (¢’, B) e as azuis no UV (15001&, QSOOA,

u').

4.2 Lei de poténcia: densidade radial vs. distancia ob-
servacional

Para a andlise da dimens@o fractal utilizam-se os pares de dados (d;,~;) e (d;,7;) em
cada catdlogo, os quais sdo representados graficamente com o objetivo de visualizar
estes dados. Para as galdxias de ambos catdlogos (CNOC2, FDF), observa-se nas
figuras 4.3]e[d.4|que as densidades decaem na medida que a distancia aumenta.
As densidades integrais do catdlogo FDF mostram uma inclina¢do mais uniforme em
relacdo a suas densidades diferenciais. No entanto, todas as densidades do catdlogo
CNOC?2 t€m uma inclina¢cdo menos uniforme.

Claramente, o comportamento das densidades radiais em relacdo a distancia obser-
vacional € do tipo lei de poténcias. Isso permite-nos aplicar a relacao nimero-distancia,
desenvolvida originalmente por Pietronero-Wertz e reescrita no contexto relativistico
por Rangel Lemos & Ribeiro| (2008]), como uma relacido densidade-distancia que car-
acteriza o comportamento fractal. As figuras estdo expressas em escala logaritmica

para poder realizar o ajuste linear.
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4.2. Lei de poténcia: densidade radial vs. distancia observacional

» Densidade em funcio da distancia (CNOC2 e FDF-Azuis ()ptico)
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Figura 4.1: A relagio densidade-distincia para galdxias do catdlogo CNOC?2.
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Figura 4.2: A relagio densidade-distincia para galdxias azuis na banda do éptico do catdlogo

FDFE.
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4.2. Lei de poténcia: densidade radial vs. distancia observacional

» Densidade em funcio da distancia (FDF-Azuis UV e FDF-G04-Vermelhas)
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Figura 4.3: A relagio densidade-distancia para galdxias azuis na banda UV do catdlogo FDF.
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Figura 4.4: A relagio densidade-distancia para galdxias vermelhas do catdlogo FDF.
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4.3 Razao entre as densidades v e ~*

Como foi visto na teoria, em uma distribui¢do fractal de galdxias o quociente entre as
densidades radiais 7; € ;" com respeito ao desvio para o vermelho z € igual a constante
D /3. Se multiplicarmos por 3, obtemos diretamente a dimensao fractal, D = 3(v;/7;).
A anélise desta taxa pode dar-nos uma primeira estimativa do valor da dimensao fractal
em relacdo ao desvio para o vermelho.

Observa-se nas figuras 4.5] 4.6] [4.7] e f.§] que em todos os catdlogos o valor da
dimensao ndo é constante e diminui conforme o desvio para o vermelho aumenta. Esse
comportamento traz suporte a um dos resultados tedricos apresentados por Rangel
Lemos & Ribeiro (2008)) de que a dimensao fractal D diminui com o aumento de z
quando usamos as distancias dj, e d,.

Se quisermos estimar um valor para a dimensdo fractal em cada intervalo de desvio
para o vermelho, podemos obter um valor médio considerando os extremos de cada
conjunto de dados para a dimensao fractal. Por exemplo, para v, do catdlogo CNOC2
se estima que a dimensdo é D ~ 2,5 4 0, 3. E para ,, se estima que D ~ 2,8 £ 0, 2.
Apresentamos na tabela [4.1] os valores estimados para cada catdlogo. Nessa tabela
podemos ver que em desvios para o vermelho préximos correspondentes ao CNOC?2
a dimensao estd ao redor de D ~ 2 e € a mais uniforme. No entanto, o catdlogo FDF
mostra que o valor da dimensao fractal cai notoriamente, além de os valores estarem
mais dispersos. O valor da dimensao fractal em desvios para o vermelho a partir de
z=0,75estdaoredorde D ~ 0, 8.

Repare-se que esta estimativa € muito grosseira, mas comega a dar-nos uma idéia
do comportamento da dimensao fractal, especialmente, quando existe a possibilidade
de que o valor da dimensdo ndo seja constante, o que implica que poderia se tratar de

uma distribui¢do multifractal de galaxias.
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4.3. Razio entre as densidades v e v*

» Taxa de densidades (CNOC2 e FDF-G04-Vermelhas)
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Figura 4.5: Levantamento CNOC2-Catélogo 1.99. Galdxias no intervalo 0,05 < z < 1,0.
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4.3. Razio entre as densidades v e v*

» Taxa de densidades (FDF-G06 Azuis ()ptico e Azuis UV)
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Figura 4.7: Levantamento FDF-Catdlogo G04. Galdxias azuis no éptico do intervalo 0,5 <
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z D =3(y/v1) D =3(v/7) <D >
CNOC2  0,05-1,0 2,53+1,26 2,85+1,40 2,69+1,33

FDF (Verm) 0,75-3,0 0,97+1,05 0,794+0,8 0,88=£0,95
FDF (UV) 0,5-50 0,77 £0,91 0,93+1,1 0,85+1,0

FDF (Opt) 0,5-50 0,71 +0,80 0,85£0,97 0,78 +0,88

Tabela 4.1: Estimativa grosseira da dimensao fractal para cada catdlogo.

4.4 O calculo da dimensao fractal

Agora passamos a analise quantitativa. Conforme os resultados de Rangel Lemos &
Ribeiro| (2008) as densidades radiais relativisticas que dao conta da possivel inomo-
geneidade ou fractalidade na distribui¢do de galédxias sdo aquelas que estdo em fungdo
da distancia definida pela luminosidade (d;) e da distancia definida pelo desvio para o
vermelho (d,). Utilizamos o gréfico log-log dos pares de dados (d;,~;), (d;, ;) com
t = 2, L e o ajuste da reta aos dados € feito com o Origin7.5.

Para o levantamento CNOC2 a figura 4.9 mostra o ajuste das equacoes (3.3.32)) e
(3.3.33) fornecendo uma dimensao fractal com valor entre 2 < D < 3 o que sugere
que em desvios para o vermelho proximos (0,25 < z < 1, 0) a distribui¢do de galdxias
€ um fractal homogéneo.

No caso do levantamento FDF, a figurad.10]apresenta o ajuste linear as densidades
radiais obtidas do catdlogo G04 para as galdxias vermelhas no intervalo 0,75 < z <
3, 0. Observa-se que as densidades diferenciais fornecem o mesmo valor de dimensao
fractal < D(v;) >= 0,06 % 0, 10, no entanto as densidades integrais fornecem uma
dimensdo ao redor de < D(~;) >~ 0,84 £ 0, 09.

Para as galédxias azuis do catalogo G06 no 6ptico se fez um ajuste total e se

observa que as densidades diferenciais fornecem dimensdes negativas, no entanto as
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4.4. O calculo da dimensio fractal

densidades integrais fornecem dimensodes positivas, entdo tentamos ver o que aconte-
ceria se ajustdssemos duas retas. A figura[d.13|apresenta o ajuste as densidades radiais
para as galdxias azuis UV no intervalo 0,5 < z < 5,0. Dos 19 dados, os 6 primeiros
que vao até z = 1, 75 fornecem dimensdes ao redor de < D(~;) >~ 0,56 £+ 0, 10 para
as densidades diferenciais. Os 13 dados restantes fornecem dimensdes negativas ao
redor de < D(v;) >~ —1,42 £ 0, 38. No entanto, as densidades integrais fornecem
dimensdes sempre positivas de < D(7;) >~ 1,02£0,11a < D(v}) >~ 0,2240, 12.

A figura [4.12] mostra o ajuste as densidades das galdxias azuis selecionadas no
optico no intervalo 0,5 < z < 5,0. Neste caso, o padrao € similar as galdxias azuis
em UV (Fig. pois existe a possibilidade de ajustar duas retas. Dos 19 dados, os
6 primeiros que vao até z = 1,75 representam um conjunto de dados que fornecem
dimensdes ao redor de < D(;) >~ 0,44+0, 15 para as densidades diferenciais. Os 13
dados restantes fornecem dimensdes negativas ao redor de < D(~;) >~ —1,2240, 30.
No caso das densidades integrais as dimensdes sdo sempre positivas mesmo ajustando
duas retas. Até z = 1,75 a dimensdo estd ao redor de < D(v}) >~ 1,06 £0,13 e
para o restante a dimensdo é < D(v}) >~ 0,28 + 0, 18. Em geral, neste catdlogo a
dimensdo estd entre 0 < D < 2.

As galaxias vermelhas fornecem dimensdes positivas o que poderia indicar que essa
banda fornece uma amostra mais completa. Nas bandas azuis a perda de galdxias pode
se evidenciar pelos valores negativos na dimensao fractal, pois o valor negativo de D
significaria que a lei de poténcias ndo € mais valida. Por outro lado, as dimensdes obti-
das a partir das densidades integrais (vy;) sdo sempre positivas, € com isto poderiamos
concluir que essas densidades sdo mais confidveis para a nossa andlise pois elas repre-
sentam uma integracdo no volume. Finalmente, o fato de conseguir mais de um valor
de dimensao fractal poderia indicar que a distribuicao é multifractal.

A tabela sumariza a dimensao fractal para cada intervalo de desvio para o ver-

melho e mostra para o caso das galdxias azuis as dimensdes fractais obtidas a partir do
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4.4. O calculo da dimensio fractal

ajuste total em todo o intervalo de z e a partir do ajuste de duas retas.

» Ajuste no levantamento CNOC2 - .99 (0,05 < z < 1,0)
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Figura 4.9: Catdlogo L99. Ajuste linear das densidades radiais. As barras de erro sdo quase
imperceptiveis e a dimensdo fractal estiem 2 < D < 3.
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» Ajuste no levantamento FDF - G04 vermelhas (0, 75 < z < 3,0)
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Figura 4.10: Levantamento FDF-Catdlogo GO4. Ajuste linear das densidades radiais das
galaxias vermelhas selecionadas no intervalo 0,75 < z < 3,0. A dimensao fractal é baixa, a
média é < D >= 0,84 + 0, 09.
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» Ajuste total no levantamento FDF - G06 azuis éptico (0,5 < z < 5,0)
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Figura 4.11: Levantamento FDF-Catdlogo G06. Ajuste total no intervalo 0,5 < z < 5,0 para
galdxias azuis no 6ptico. A dimensdo fractal é negativa para as densidades diferenciais mas

positiva para as densidades integrais.
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» Dois ajustes no levantamento FDF - G06 azuis optico (0,5 < z < 5,0)
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Figura 4.12: Levantamento FDF-Catdlogo G06. Ajuste linear das densidades radiais das
galdxias azuis selecionadas no 6ptico no intervalo 0,5 < z < 5,0. Podem-se ajustar duas
retas. A dimensao fractal no primeiro intervalo é < D >= 1,06 + 0,13. E no segundo

intervalo é < D >= 0,28 £ 0, 18.
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» Dois ajustes no levantamento FDF - G06 azuis UV (0,5 < z < 5,0)
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Figura 4.13: Levantamento FDF-Catdlogo G06. Ajuste linear das densidades radiais das
galaxias azuis selecionadas no UV no intervalo 0,5 < z < 5, 0. A dimensdo fractal no primeiro
intervalo é < D >= 1,02 4+ 0, 11. E no segundo intervalo ¢ < D >= 0,22 £ 0, 12.
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4.5 Discussoes

Com os dados observacionais dos levantamentos CNOC2 e FDF foi possivel verificar
o comportamento do tipo lei de poténcias para as densidades radiais relativisticas ;
e 77 em funcdo das distancias definidas pela luminosidade d;, e pelo desvio para o
vermelho d,. Uma estimativa da dimens&o fractal foi feita calculando diretamente da
equagdo D = 3(7;/v}). O comportamento de D em func@o do desvio para o vermelho
z mostra que em geral D ndo é uma constante. Em desvios para o vermelho mais
proximos (0,05 < z < 1,0) correspondentes ao CNOC2, a dimensao parece ser mais
uniforme e o valor, em média, esta ao redor de D ~ 2. No caso de desvios mais
altos (0,5 < z < 5,0) correspondentes ao FDF, a dimensiao varia de forma notdvel ao
longo de todo o intervalo. Em média o valor da dimensao esta ao redor de D ~ 0, 8.
Porém, uma andlise mais confidvel € a obtida através do ajuste linear da funcao de tipo
lei de poténcias 7; o< d”~* com i = z, L. O ajuste para o levantamento CNOC2 no
intervalo 0,05 < z < 1,0 fornece em média uma dimensao fractal D = 2,56 4 0,02
mesmo trabalhando com poucos dados. Desse catdlogo os dois primeiros pontos foram
tirados para fora porque pertencem a desvios para o vermelho até z = 0,1, e como
foi visto em |Ribeiro (1995); Rangel Lemos & Ribeiro| (2008) as densidades radiais
comecam a variar dependendo da medida da distdncia observacional a partir desse
desvio para o vermelho. No caso do FDF, as galdxias vermelhas no intervalo 0, 75 <
z < 3,0 fornecem uma dimensao menor ao redor de D = 0,84 + 0, 09. No entanto, as
galdxias azuis selecionadas no UV em 0,5 < z < 5,0 fornecem resultados que levam
a considerar a densidade radial integral como a mais util para o nosso estudo, pois
ela fornece valores de dimensao fractal sempre positivos. No entanto, as densidades
radiais diferenciais a partir de z ~ 2 fornecem dimensdes negativas o que faz com
que a lei de poténcias pare de governar. Assim, levando em conta sé os resultados

das densidades radiais integrais, se vé que € possivel ajustar duas retas e fazendo isso
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em média a dimensao fractal mudade D = 1,06 = 0,13 a D = 0,28 £ 0, 18 para
as galdxias azuis no 6ptico. E para as galdxias azuis no UV a dimensdo fractal muda
de D =1,02+£0,11aD = 0,22 £ 0,12. Em geral as dimensdes fractais nestes
desvios para o vermelho altos sdo muito baixas. Com estes resultados, vemos que é
possivel que um modelo relativistico fractal baseado no modelo cosmolégico FLRW
com constantes €2,,0 = 0,3 e Q) = 0,7 ajude a evidenciar uma distribui¢do fractal das
galdxias com diferentes valores de dimensao fractal dentro do intervalo 0,05 < z <
5, 0. Destes resultados vemos também que as densidades mais tteis sdo as densidades
radiais integrais porque fornecem dimensdes sempre positivas garantindo com isso que
a lei de poténcias governe a distribui¢do de galaxias. Os dados também sugerem que
a distribui¢do pode ser caracterizada por mais de um valor de dimensao fractal, o que
poderia implicar que um estudo multifractal em intervalos de desvio para o vermelho

altos seria interessante.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES

Neste trabalho foi caracterizada a possivel fractalidade na distribui¢do de galdxias para
um amplo intervalo de desvio para o vermelho e no contexto de um modelo fractal
relativistico que define grandezas no cone de luz do passado. Como ferramenta de
caracterizacao da irregularidade tem se utilizado a dimensdo fractal, calculada a partir
do ajuste de uma expressao tipo lei de poténcia para as estatisticas radiais vy; (densi-
dade diferencial) e vy} (densidade integral) em relagdo as distancias d;, onde ¢ = z, L,
ou seja, a distdncia definida pelo desvio para o vermelho d, e a distdncia definida
pela luminosidade d;, com as quais as densidades radiais seguem o comportamento
limy_.. p = 0, tipico de uma distribuicdo fractal. Essas densidades descrevem a taxa
de crescimento no nimero de galdxias a medida que vamos-nos afastando no cone de
luz do passado e neste modelo fractal relativistico, as galdxias sdo consideradas como
fontes pontuais de luz confinadas em um volume que muda com a distancia medida a
partir do observador.

Utilizaram-se os dados de densidade radial e distancia observacional obtidos por
[ribarrem| (2009) para o catdlogo L99 do levantamento CNOC2 em 0,05 < z < le

por |Iribarrem et al.| (2011) para galdxias vermelhas do catalogo G04 e galaxias azuis

76




do catdlogo G0O6 correspondentes ao levantamento FDFem 0,75 < 2 < 3,0e 0,5 <

z < 5,0 respectivamente. Neste trabalho vimos que:

e As densidades radiais para os trés catdlogos decaem a medida que a distancia
aumenta. Esse comportamento satisfaz uma relagao do tipo lei de poténcias

implicando a invariancia de escala de uma distribui¢do fractal.

e Para o catdlogo .99 do levantamento CNOC2 em 0, 05 < z < 1, ajustou-se uma
reta a todas as densidades radiais exceto as duas primeiras por serem densidades
em desvios para o vermelho fora da validade do modelo fractal relativistico.
Obteve-se a dimensao fractal D = 2,56 + 0,02. Esse valor € préximo ao valor

obtido por Pietronero e Sylos-Labini (D ~ 2).

e Para as galadxias vermelhas no catidlogo G04 do levantamento FDF em 0, 75 <
z < 3,0 foi possivel ajustar uma reta cuja inclinagdo fornecia uma dimensao
fractal menor ao obtido para o CNOC2. As dimensdes fractais obtidas a partir
das densidades diferenciais (;) forneceram o mesmo valor mas com erro muito
alto, no entanto, as densidades integrais (;") pareceram fornecer melhores resul-
tados. Portanto, a dimensao fractal ¢ D = 0,84 4 0, 09 e poderia implicar que a

estrutura fractal € rarefeita em desvios para o vermelho mais altos.

e As galdxias azuis no catdlogo G06 do FDF e no intervalo de desvio para o ver-
melho 0,5 < z < 5,0 apresentaram um padrao caracteristico. Ajustando uma
reta encontrou-se que a dimensao fractal obtida a partir das densidades diferen-
ciais € sempre negativa, no entanto, as densidades integrais forneceram valores
sempre positivos. Além do mais, tentamos verificar a possibilidade de ajustar
duas retas e com isso observou-se que a dimensdo fractal diminuia conforme o

aumento da distancia.

e Ajustando duas retas aos dados das galédxias azuis, a dimensao fractal tornava-se
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negativa a partir de z ~ 2 no caso das densidades diferenciais. Isto sugere que
a distribuicao de galdxias deixa de ser governada por uma lei de poténcias e isso
poderia ser causado pela perda de galdxias nesses desvios para o vermelho altos.
No entanto, as densidades integrais mostraram que a dimensao diminui de valor

em z ~ 2 mas conserva-se positiva.

e A variacdo da dimensao fractal no desvio para o vermelho poderia sugerir que
a distribuicdo de galdxias é um fractal ndo homogéneo. Considerando sé os
resultados das densidades integrais temos que a dimensdo mudade D = 1,02 +
0,11a D = 0,22 + 0, 12 para galéxias azuis no UV (15004, 28004, /) e para
as galdxias azuis no 6ptico (¢’, B), a dimensao fractal mudade D = 1,06+0, 13

aD=0,2840,18.

e O fato da distribuicdo de galdxias apresentar mais de um valor de dimensao frac-
tal poderia indicar que se trata de um multifractal em desvios para o vermelho

altos e cuja andlise € diferente.

As dimensdes negativas foram um resultado inesperado sugerindo que para a nossa
andlise de inomogeneidade na distribuicao de galdxias € mais confidvel utilizar as den-
sidades integrais pois elas s3o uma integracao no volume e evitam as flutuacdes das
densidades diferenciais. Além disso o catdlogo de galdxias vermelhas é mais completo
do que das galdxias azuis. Assim, este modelo fractal relativistico baseado no mod-
elo padrdo com parametros 2,,, = 0,3 e Q24 = 0,7 e construido nos postulados de
isotropia € homogeneidade espacial, descobre que € possivel encontrar inomogenei-

dade observacional no intervalo de desvio para o vermelho 0,05 < z < 5, 0.
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