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Resumo

Estudo numérico da correlagao entre ressonancia de movimentos médios e razoes de

massas planetarias

Viviam Cintra de Alencastro Guimaraes

Orientador: Adridn Rodriguez Colucci

RESUMO DA DISSERTAGAO DE MESTRADO SUBMETIDA AO PROGRAMA DE PGS GRADUAGAO EM ASTRONOMIA, OB-
SERVATORIO DO VALONGO, DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO (UFRJ), COMO PARTE DOS REQUISITOS

NECESSARIOS A OBTENGAO DO TITULO DE MESTRE EM CIENCIAS (ASTRONOMIA).

Nos ultimos anos, diversos sistemas planetarios foram descobertos e novas missoes observaci-
onais estao em desenvolvimento com o propédsito de encontrar exoplanetas em zonas habitaveis. Na
busca por condicoes propicias a vida em outros sistemas, aqueles que sao dinamicamente estaveis
sao de especial interesse. Nesse contexto, a ressonancia de movimentos médios (RMM) em siste-
mas multiplanetarios é um fenémeno dinamico importante, determinante para evolucao de érbitas

a longo prazo.

A RMM pode se manifestar quando os periodos orbitais dos planetas de um sistema obedecem
uma razao simples de niimeros inteiros. Se obedecem essa razao e existe uma combinacao de angulos
orbitais - um angulo critico da ressonancia - que se repete, evoluindo no tempo de forma periddica

e oscilando ao redor de um ponto de equilibrio, o sistema é dito capturado em RMM.

Dependendo da configuracao dos planetas em RMM, o sistema pode manifestar maiores
ou menores variagoes de elementos orbitais ao longo do tempo. Em alguns casos, as variagoes
podem resultar em interacoes instaveis entre corpos do sistema devido & proximidade de érbitas
ou caoticidade. Em outros, a RMM ¢é capaz de evitar encontros proximos planetarios e proteger o
sistema de perturbagoes externas. Além da relevancia para a estabilidade de orbitas, a ocorréncia
de RMM também pode indicar processos possiveis de migracao planetaria que ocorreram durante

a formacao de um sistema planetario.

Neste trabalho, uma série de simulagoes numéricas foram realizadas para sistemas hipotéticos
de uma estrela e dois planetas com periodos orbitais iniciais em proporcao 2:1. Estudou-se como as
razoes de massas planetdarias se correlacionam com a extensao das regioes de ocorréncia de RMM
no espaco de excentricidades. Os resultados obtidos incluem mapas dinamicos de regices de RMM,
de corrotacao apsidal e de ressonancia de corrotacao apsidal simétricas. Os mapas constituem um
catalogo que pode ser utilizado para estimar a dinamica de sistemas observados com razoes de

periodos orbitais préximas a relagao 2:1, sem a necessidade de novas simulagoes.

Além disso, foi feita uma anélise da dinamica orbital de trés sistemas observados, considerando-
se os resultados previstos pelo catdlogo de mapas. Enfim, foi possivel concluir que, de fato, depen-
dendo da razao de massas planetdrias, existem excentricidades e condigbes angulares especificas

capazes de promover a dinamica ressonante em um sistema. No entanto, a extensao da regiao de



RMM no espaco de semi-eixos maiores e excentricidades, ou seja, na vizinhanca da configuracao

de RMM exata, pode comprometer a estimativa do catdlogo para alguns sistemas observados.

palavras chave: ressondancia de movimentos médios, corrotacdo apsidal, razoes de massas pla-

netdrias, dinamica de exoplanetas, catdlogo, mapas dindmicos, problema de trés corpos, mecanica
celeste

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2021



Abstract

Numerical study of the correlation between mean motion resonance and planetary

mass ratios
Viviam Cintra de Alencastro Guimaraes

Orientador: Adridn Rodriguez Colucci

Abstract DA DISSERTACAO DE MESTRADO SUBMETIDA AO PROGRAMA DE POS GRADUAGAO EM ASTRONOMIA, OB-
SERVATORIO DO VALONGO, DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO R10 DE JANEIRO (UFRJ), COMO PARTE DOS REQUISITOS

NECESSARIOS A OBTENGAO DO TITULO DE MESTRE EM CIENCIAS (ASTRONOMIA).

Several planetary systems have been discovered in the past years and new observational
missions are still under development, with the aim of finding exoplanets in habitable zones. In the
search for conditions that are suitable for life, dynamically stable systems are of special interest. In
this context, mean motion resonance (MMR) in multiplanetary systems is an important dynamic

phenomenon, for it affects their long-term orbital evolution.

A MMR can happen when the orbital periods of planets are proportional to one another,
satisfying a simple ratio of whole numbers. If they satisfy this ratio and, also, there is a combination
of orbital angles - a resonant critical angle - that repeats over time, evolving periodically and

oscillating around an equilibrium point, the system is said to be captured in MMR.

Depending on the configuration of the planets in (or near) MMR, a system may manifest
greater or lesser variations in its orbital elements over time. In some cases, these variations may
result in unstable interactions between bodies of a system due to orbital proximity or chaoticity.
In other cases, a MMR is capable of avoiding close planetary encounters and protecting the system
from external perturbations. In addition to having relevance for orbital stability, the occurrence
of MMR can also indicate possible processes of planetary migration that occurred during the

formation of a planetary system.

In this project, a series of numerical simulations were run for hypothetical systems composed
of a star and two planets with initial orbital periods in proportion 2:1. It was studied how planetary
mass ratios correlate with the extension of MMR occurrence regions in the space of eccentricities.
The results obtained include dynamic maps of symmetric 2:1 MMR, apsidal corotation and apsidal
corotation resonance. These maps constitute a catalogue that can be used to estimate the dynamics

of observed systems with orbital period ratios close to 2:1, without the need for new simulations.

Moreover, three observed systems had their orbital dynamics analysed, considering predic-
tions which were made using the catalogue of maps. Finally, it was possible to conclude that,
depending on the planetary mass ratio, there are specific eccentricities and angular conditions
which promote resonant dynamics in a system indeed. However, the extension of the MMR region
in the space of semi-major axes and eccentricities, that is, in the neighborhood of the exact MMR

configuration, may compromise the estimate of the catalogue for some observed systems.



keywords: mean motion resonance, apsidal corotation, planetary mass ratios, exoplanet dynamics,

catalogue, dynamic maps, three-body problem, celestial mechanics

Rio de Janeiro
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Capitulo 1

Introducao

Desde a primeira detecgdo de um exoplaneta em 1992, ao redor do pulsar PSR B1257+12,
e do 51 Pegasi b ao redor de uma estrela do tipo solar em 1995, varios outros planetas foram
observados utilizando-se diferentes métodos, sendo os principais: transito fotométrico, variagao
de tempo de transito (TTV), velocidade radial, microlentes gravitacionais e imageamento direto.
J4 existem mais de 4000 exoplanetas confirmados' e vérios casos de sistemas multiplanetérios.
Diferentemente do que se poderia esperar, sistemas de exoplanetas, em geral, se distinguem bastante
do Sistema Solar e a caracterizacao de tais sistemas revela uma abundéancia de propriedades fisicas
e configuragoes orbitais possiveis.

A Unido Astronomica Internacional define exoplanetas como quaisquer objetos que orbitem
estrelas ou remanescentes estelares - i.e. anas brancas, estrelas de néutrons ou buracos negros - nao
importando o processo de formacao e, além disso, um exoplaneta deve ter massa maxima abaixo do
limite em que ocorre fusdo termonuclear de deutério (~ 13 M para objetos de metalicidade solar).
A massa minima deve estar de acordo com o que se define como planeta no Sistema Solar. Apesar
de haver discussoes com respeito a essa ultima definicdo, a maioria dos exoplanetas observados
possui massa acima de uma massa terrestre, de modo que exoplanetas também sao entendidos
como objetos aproximadamente esféricos por efeito de sua propria gravidade e que, geralmente,
nao compartilham suas érbitas com outros objetos de tamanho semelhante.

Em termos de distdncia média ao centro de massa de um sistema, os exoplanetas podem
apresentar orbitas cobrindo uma grande faixa de valores de semi-eixo maior, de décimos a dezenas
de unidades astronémicas. Como exemplo extremo, o exoplaneta Kepler-78 b tem um dos menores
periodos orbitais ja detectados, 8.5 horas de acordo com Howard et al. (2013), estando ~ 30 vezes
mais préximo de sua estrela do que Merctrio estd do Sol. Existem gigantes gasosos em érbitas
compactas, planetas circumbinarios, érbitas mutuamente inclinadas ou nao, trajetorias circulares,
excéntricas ou ja quase parabdlicas, entre outros. A Figura 1.1 é uma representacido grafica da
variedade de exoplanetas j& descobertos, evidenciando o quanto outros sistemas planetdrios podem

ser diferentes do que se tem no Sistema Solar.

Essa diversidade é compreendida em funcao da quantidade de fatores que podem influenciar
na formacao e evolucao de sistemas planetarios. De acordo com os modelos de formacao atuais,

planetas sdo subprodutos da formagao estelar. Uma nuvem molecular fria composta por gas e

'NASA Exoplanet Archive (10/01/21): exoplanetarchive.ipac.caltech.edu/
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FIGURA 1.1. Acima: relacdo de 1216 exoplanetas com semi-eixo maior e massas determinadas, classificados por raio
planetario e excentricidades orbitais. Abaixo: relagdo de 950 exoplanetas com massas projetadas determinadas, em
fungao da indeterminagao das inclinagoes de planos orbitais e o uso do método de velocidade radial estelar. Dados
retirados em 10/2020 do Exoplanet.eu.

poeira sofre colapso gravitacional, formando uma protoestrela, que acumula massa até iniciar o
processo de fusao de hidrogénio. O volume de material que nao cai diretamente na protoestrela,
que nao ¢é acretado pela estrela formada ou dispersado pela atividade estelar, se acumula em um
disco em rotacao. Inicia-se, entao, no disco, um processo de aglomeracao de material que evolui em
ordem de grandeza: graos microscépicos crescem e dao origem a pequenos objetos, planetesimais,
protoplanetas e, enfim, planetas (Perryman (2018)).

Na Figura 1.2, é possivel observar imagens de discos de formagao planetaria obtidas com o
radio-observatério ALMA. O disco brilha por emissao térmica e espalhamento da radiagao do corpo
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central, e as falhas escuras entre anéis de poeira e gis correspondem as regioes em que planetas
estariam se formando, ja tendo acretado boa parte do material disponivel nas proximidades de suas
orbitas.

DoAr 25 Elias 24 Elias 27 DoAr 33

HD 163296

-

Ficura 1.2. Oito discos protoplanetarios registrados pelo High Angular Resolution Project utilizando o ALMA
na faixa de comprimentos de onda em torno de 1.25mm, segundo Huang et al. (2018). No canto superior de cada
imagem, estd o nome dos objetos e as barras brancas no canto inferior direito equivalem a 10 UA (aproximadamente,
a distancia do Sol a Saturno).

Uma série de fenomenos fisicos pode ocorrer no processo de crescimento de nucleos pla-
netarios, como interagoes fluidodinamicas com o disco de gas e poeira em diferentes cendrios de vis-
cosidade, pressao, temperatura e tipos de escoamento, interacoes gravitacionais com planetésimos
ou com regioes mais ou menos densas do disco e interagoes magnéticas com a estrela, por exemplo.
Depois disso, planetas formados ainda evoluem dinamicamente sob interacao gravitacional com
a estrela e com o que sobrou do disco, podendo sofrer alteracoes nos elementos orbitais. Nesse
contexto, podem ocorrer fendomenos em diferentes escalas de tempo, como migracoes por efeito
de maré, circularizacao de érbitas, ressonancias orbitais de vérios tipos e perturbacoes seculares
(Murray & Dermott (2000)).

Os parametros da Figura 1.1 correspondem a oOrbitas Keplerianas, i.e. estaticas, para os
planetas na época de observacao, mas érbitas reais evoluem (por causa de perturbagoes, efeitos
dissipativos, fenomenos associados a relatividade geral, entre outros) e, portanto, elementos orbi-
tais como semi-eixos, excentricidade, direcao de pericentro e inclinagao variam para determinadas
escalas de tempo. Como resultado, pode haver sistemas sujeitos a instabilidades - ocorréncia de
encontros préximos, colisdes, ejecoes ou fragmentacao de objetos por maré - e sistemas predomi-
nantemente estaveis, que, por exemplo, preservam corpos de dimensoes planetarias por bilhoes de

anos, como ¢ o caso do nosso sistema planetario.

A ressonancia de movimentos médios (RMM; em inglés: mean motion resonance) é um
fenomeno dinamico que estd presente em muitos sistemas de exoplanetas catalogados e, em alguns
casos, pode se manifestar dentro do intervalo de tempo de observagoes (método de TTV). A RMM
¢é essencialmente uma perturbacao orbital que pode ocorrer tanto na presenca como na auséncia de
disco e existe quando ha alguma comensurabilidade quase exata entre periodos orbitais médios de
dois ou mais corpos de um sistema, ou seja, quando a razao de velocidades orbitais médias de dois
objetos pode ser expressa por uma fracdo de nimeros inteiros (em geral, pequenos). Essa relagao
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de frequéncias promove uma excitagdo gravitacional peridédica sobre as Orbitas dos corpos em
ressonancia e as transferéncias de momento angular orbital resultantes influenciam, especialmente,
a evolucao orbital do corpo de menor massa envolvido na ressonancia (Murray & Dermott (2000)).

_F 1
=2
2 o -
> L ) 4
H I_J'-
Y '\_\. T — 'r:' |
y
_4 I 1 1 | -|- T T ..I. | | 1 1
-4 -2 0 2 4

x [AU]

FIGURA 1.3. Simulagao hidrodinamica do sistema HD 73526 com disco protoplanetdrio, 1400 anos apds captura dos
dois planetas na RMM 2:1. Os dois planetas com ~ 2.5M ; e a estrela central sao os pontos vermelhos, a cor amarela
representa as regides de maior densidade e a cor azul, as de densidade mais baixa, segundo Kley (2019).

Como sera evidente nas préximas secoes, este trabalho se concentra nos efeitos da RMM no
contexto da evolugao temporal de sistemas que ja nao tém mais disco, mas as razoes simples de
periodos orbitais, entre outras possiveis causas, originam-se naturalmente de processos de migragao
planetaria em disco de gds, como sugerem simulacGes hidrodinamicas realizadas por diferentes
pesquisadores (Kley et al. (2005), Kley et al. (2004), Papaloizou & Szuszkiewicz (2005) e Perryman
(2018)).

Nesse sentido, exoplanetas descobertos em configuragoes ressonantes nao teriam sido forma-
dos nas 6rbitas atuais, i.e. in situ, mas teriam sido capturados nelas. Uma vez iniciada a formacao
de objetos planetarios em distancias variadas com relacao a estrela, torques gravitacionais gera-
dos pelo disco podem causar variacoes nos momentos angulares orbitais dos objetos, fazendo-os se
deslocar, i.e. migrar pelo disco, com velocidades diferentes e aproximando-os da configuracao de
RMM (Armitage (2010)).

Quando os objetos estao préximos da RMM, a perturbagao gravitacional mitua é amplificada
e ela pode contribuir para que as érbitas fiquem capturadas na RMM. Com a captura, os objetos
ainda podem migrar, mas o fazem mantendo a proporcao de periodos orbitais médios. A migracao
conjunta sob interacao com o disco ocorre até a dispersao deste. Depois disso, a configuracao
ressonante pode continuar presente durante o restante da evolucao dinamica do sistema na auséncia

de disco.

Um outro resultado desse tipo de migracao pode ser a excitagdo de excentricidades orbitais
para valores moderados (~ 0.3) (Kley et al. (2004)), mas fenomenos dissipativos, por exemplo efeito
de maré entre planetas e estrela, podem contribuir para a circularizacao das érbitas (Brasser et al.
(2019)). A Figura 1.3 ilustra uma simulagao realizada para dois planetas orbitando uma estrela



Capitulo 1. Introducdo 5

em meio a um disco de formagao, ja tendo ocorrido a migracao que os capturou em configuragao

ressonante, na qual as érbitas planetarias tém razao de periodos 2:1.

Outro processo que pode resultar em planetas posicionados em RMM é o chamado planet-
planet scattering (dispersao/espalhamento planeta-planeta), segundo Raymond et al. (2008). Nesse
mecanismo, ocorre também a migracao de planetas, mas esta se deve mais a interacao gravitacio-
nal entre eles do que aos torques gravitacionais gerados por um disco de gas ou por um disco de
planetésimos. O processo, portanto, é independente da existéncia de disco, mas pode ser poten-
cializado pela presenca de um e pode ser acompanhado de ressonancias do tipo Lidov-Kozali, i.e.
planetas perturbando-se mutuamente, gerando érbitas com oscilacoes periddicas de excentricidade,
sincronizadas com oscilacoes de inclinagao entre planos orbitais.

O planet-planet scattering pode ser entendido como a evolucao instavel de sistemas multi-
planetarios, em que ocorrem mudancas dramaticas de configuracao e, geralmente, ejecao de um
ou mais planetas (Perryman (2018)). Um resultado simulado é que podem se formar érbitas alta-
mente excéntricas, nas quais planetas, ao se aproximarem da estrela no periélio, sofrem intensos
forcamentos de maré. Mas, como o nome do mecanismo indica, ocorre uma dispersao de planetas e
vérios tipos de dorbitas podem ser gerados. Inclusive, pode acontecer o posicionamento de planetas
em RMM de diferentes ordens, segundo Raymond et al. (2008).

Existem também outros tipos de scattering, em que a atuacao gravitacional de planetésimos
e outros materias de um disco podem atuar, junto a interacao entre planetas, com mais ou menos
relevancia para a arquitetura final de um sistema. O scattering gravitacional é uma das explicagoes
para o surgimento de cadeias de RMM (Perryman (2018)). Para exemplificar, uma cadeia de RMM
famosa é a ressonancia de Laplace, existente nas luas mais préximas de Jupiter e que tem sua
origem vinculada, essencialmente, a efeitos de maré (Lari et al. (2020)). A ressonancia de Laplace
¢ ilustrada na Figura 1.4.

L] T r ar

FIGURA 1.4. Os satélites naturais de Jupiter, por Paita et al. (2018): Io (vermelho), Europa (verde) e Ganimedes
(azul). As trés luas orbitam o planeta com perfodos na proporgdo 4:2:1, que também pode ser entendida como
duas RMM 2:1 entre pares de luas. Essa RMM de trés corpos evita que ocorra a conjuncao tripla dos satélites.
T é o periodo de Io e cada imagem mostra o sistema de luas em diferentes instantes de tempo. Considera-se
inicialmente Europa e Ganimedes em conjungao. Partindo dessa configuragdo, dentro de um periodo orbital de Io,
Europa percorre metade de sua érbita e, Ganimedes, 1/4 de érbita. Com esse ritmo, apds quatro periodos de Io,
Europa orbita Jupiter duas vezes e Ganimedes completa uma tnica 6rbita. O instante 4T, que estd ausente, é uma
reprodugao do instante 0.

No Sistema Solar, ha outros exemplos de RMM (Gallardo (2006)). Ela estd presente no
sistema de satélites de Plutdo, entre trés de suas luas, Styx, Nix e Hydra (Showalter & Hamilton
(2015)), e também atua nos anéis de Saturno (Murray & Dermott (2000)). No Cinturdo Principal
de Asteroides, existem as chamadas Kirkwood Gaps, que s@o regioes orbitais significativamente
marcadas pela escassez de asteroides. Principalmente, as lacunas ocupam as posicoes de RMM 3:1,
5:2, 7:3 e 2:1 com Jupiter.
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Fora do contexto de anéis, luas e asteroides, Netuno e Plutdao também compartilham uma
relacao de periodos médios 3:2. Por causa dessa relagao, Netuno e Plutao nunca sofrem encontros
préximos, mesmo sob o fato de que a Orbita excéntrica de Plutdo cruza a de Netuno. J& fora
do Sistema Solar, o sistema de quatro exoplanetas Gliese-876 foi o primeiro sistema descoberto
a apresentar captura em RMM. Encontrou-se razao de periodos 2:1 entre os planetas GJ876 b e
GJ8T76 c e, mais tarde, inclusive, a relacao Laplaciana 4:2:1 entre os planetas b, ¢ e GJ876 e (Marti
et al. (2013)).

A RMM 2:1 ocorre com certa frequéncia em sistemas planetarios. De acordo com o levanta-
mento de sistemas realizado para esta dissertagao (ver Apéndice), cerca de 40 sistemas apresentam
apenas dois exoplanetas e periodos orbitais nessa proporcao. Entre eles, estdao, por exemplo, os
sistemas TOI-216, K2-24 e HD 155358, que tém suas dinamicas estudadas em secGes posteriores. A
Figura 1.5 apresenta uma distribuicao das razoes de periodos de pares de exoplanetas descobertos
pelo satélite Kepler até 2014, em que se pode ver tanto um vale como um pico de ocorréncia de

pares na vizinhanca da ressonancia 2:1.
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FiGURA 1.5. Numero de pares de exoplanetas vs. razao de periodos, para sistemas detectados pela missao Kepler
até 2014, segundo Winn & Fabrycky (2015).

Para um sistema estar de fato capturado em RMM, no entanto, ndo basta haver apenas a
proporgao simples entre periodos orbitais. O critério para discriminar se dois planetas estao em
RMM ¢ a evolucao temporal do chamado “angulo critico”. Esse angulo é calculado a partir da
evolucao dos elementos orbitais dos corpos envolvidos e, no caso coplanar, mede o deslocamento
angular dos planetas em conjuncoes consecutivas, com relacao a direcao de pericentro de algum
deles, i.e. o angulo critico é uma indicagao das posicoes em que ocorrem conjuncgoes planetérias.

As conjungoes sao relevantes, pois a maior proximidade entre os planetas proporciona in-
teracoes gravitacionais mutuas mais intensas. No caso coplanar (em que se concentra este traba-
lho), entdo, quando o sistema estd capturado em RMM, o deslocamento angular das conjungoes
fica limitado por uma certa amplitude de oscilagao ao redor de um ponto de equilibrio (determi-
nada diregao angular). Se o angulo critico circula, entende-se que o sistema nao estd capturado em
RMM (Armitage (2010)) e a diregdo de conjungdes também circula.
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Outro fenomeno que pode acontecer no contexto da RMM ¢é a corrotagao apsidal. Uma
apside é um ponto extremo de uma orbita. Por exemplo, uma dérbita eliptica planetaria tem duas
apsides, o periélio (ou pericentro), que é o ponto da 6rbita que estd mais préximo da estrela, e o
afélio, ponto da Orbita mais distante da estrela. A linha de apsides de um planeta ¢é a linha que
conecta o periélio e o afélio de sua 6rbita. Na corrotagao apsidal, portanto, ocorre uma rotacao das
linhas de apsides das 6rbitas de dois planetas e, mais especificamente, ela existe quando a diferenga
de longitudes de pericentro de dois planetas oscila ao redor de determinada direcao de referéncia.

A chamada ressonéancia de corrotagao apsidal (ACR) - apsidal corotation resonance - ocorre
quando tanto o angulo critico da RMM como a diferenga de longitudes de pericentro estao oscilando
ao longo do tempo ao redor de pontos de equilibrio em um sistema (Michtchenko et al. (2008a)).
Nas préximas secoes, as condicoes de RMM e ACR serao abordadas com mais detalhe.

Este trabalho consiste em simulagdes numéricas concentradas no caso da RMM 2:1, com pares
de planetas em diferentes condicGes orbitais coplanares e com diferentes razoes de massas. Sistemas
que apresentam indeterminagao de inclinagoes orbitais, como aqueles na parte inferior da Figura
1.1, ainda podem ser representados pelas simulacoes numéricas se eles estiverem proximos da RMM
2:1 e forem assumidos coplanares. Em geral, a coplanaridade é uma propriedade esperada, ja que
planetas se formam dentro de discos de material aproximadamente planos (Armitage (2010)).

A partir das integragoes deste projeto, avalia-se, especialmente, as amplitudes dos angulos
criticos da RMM 2:1 e das diferencas de longitudes de pericentro, distinguindo-se regides de os-
cilacao e de circulacao de angulos em mapas dinamicos. Nesse sentido, também sao apresentadas as
regides nos mapas em que ocorre o regime de ACR e estuda-se a possibilidade de correlagao entre
a ocorréncia de dinamicas ressonantes e determinados intervalos de valores de razoes de massas
planetarias.

Na préxima parte, sdo apresentados os fundamentos tedricos do estudo da RMM e é feita uma
revisao bibliografica, trazendo resultados relevantes da literatura sobre a RMM 2:1. Em seguida,
sao apresentados os objetivos deste projeto de forma mais especifica, a metodologia utilizada para
a realizacao de simulagoes e os resultados obtidos através da analise numérica. Ha, entdao, uma
secao concentrada na dinamica de trés sistemas observados e a relagao com os resultados gerados.
Por fim, chega-se as conclusoes do trabalho.
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Fundamentos Teodricos

2.1 Problema Classico de N corpos

Como mencionado anteriormente, este estudo se concentra na dinamica de sistemas com
um par de planetas orbitando uma estrela, que é um problema gravitacional entre trés corpos de
massas nao despreziveis. Este é, por sua vez, um caso menor do problema cléssico de N corpos (no
qual N > 3), mas que, como esse ultimo, ndo possui uma solucao analitica fechada que possa ser
implementada na pratica para um caso geral (Beaugé (1997)). Por isso, é comum que esse tipo de
problema seja abordado com integragoes numéricas, assim como ¢ realizado neste trabalho, com o
objetivo de se obter resultados que se aproximam de uma solucao exata. Antes de tratar da parte

numérica, porém, vale apresentar alguns conceitos tedricos.

A descricao da interacdo gravitacional pode ser feita com diferentes formalismos da Mecéanica.
Um deles se baseia nas trés leis de movimento de Newton e em sua lei da Gravitagao Universal. Se-
gundo as leis de movimento: um corpo permanece em repouso ou em movimento retilineo uniforme
a nao ser que, sobre ele, atue uma forcga resultante nao nula; a forca resultante experimentada por
um corpo equivale a sua taxa de variagao de momento linear; e, para toda agao, existe uma reagao
igual e oposta. A lei de Gravitagdo Universal afirma que dois corpos massivos se atraem com
uma forga que é proporcional ao produto das massas, inversamente proporcional ao quadrado da
distancia entre os dois corpos e é orientada no sentido de acelerar um corpo em diregao ao outro.
Para dois corpos i e j, portanto, tem-se que:

- dp; d(m;v;
Fres,i = % = ( d; Z) (211)
Fyj = —Fj (2.1.2)
. G s G
By = =iy T 2 g (2.1.3)
|7ig1* |71 7351

em que a equacao (2.1.1) reflete as duas primeiras leis de movimento de Newton, (2.1.2) a terceira
e (2.1.3) a Lei da Gravitacao Universal. F}es’i ¢é a forca resultante experimentada por m;, cujo
momento linear é p; com velocidade ¥; e uma expressao analoga poderia ter sido escrita para m;.
F’ij ¢ a forca experimentada por m; devido a presenca de m;. Também, 7;; ¢ um vetor que aponta

de m; para m; e seu médulo equivale & distancia entre as massas i e j, logo, |75;| = |7il.

8
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Existindo mais de duas massas, a forca gravitacional resultante sobre uma massa m; especifica
¢ o somatorio das forgas desse tipo que cada massa m; exerce sobre m;. Um referencial nao acelerado
em que valem as leis de Newton é chamado “inercial” e, portanto, se existirem N massas dispostas

em um referencial inercial, uma massa m; experimenta a seguinte forga resultante:

— —

Fres,l :F12+ﬁ13+ﬁ14+-'-+ﬁ1N (214)

em que nao existe o termo Fi1, ji que um corpo assumido classicamente como massa pontual nao
exerce forca gravitacional sobre si mesmo. Utilizando a equagao (2.1.3), é possivel reescrever a
equagao (2.1.4) para uma massa qualquer m; como:

N N Gmm;

Fres,i = ZF@] - Z _,‘7j’337?7jj (215)
=1 =1 "
J#i J#i

Assumindo que a massa m; nao varia no tempo e utilizando a equacao (2.1.1), a equagao (2.1.5)

se torna: N
dv; Gm;m;
dt = |T‘i]’|
J#i

E, portanto, simplificando (2.1.6), a equagdo de movimento de m; é:

N
(2.1.7)

- Gmj

T = =37
— |75
7j=1

i

Integrando-se essa equagao diferencial duas vezes, descobre-se a posi¢ao e a velocidade de m;
para qualquer instante de tempo. Mas a dinamica dessa massa depende de sua posicao relativa
as outras massas do sistema, de modo que é preciso descobrir as posigoes de todas as outras N-1
massas para se obter as forcas que atuam em m; em um Unico instante de tempo. As posigoes
das outras massas, por sua vez, sao governadas por equagoes andlogas a (2.1.7). Assim, para se
descobrir a dinamica de qualquer massa é preciso resolver simultaneamente o sistema como um

todo, o que envolve N equagoes diferenciais de segunda ordem, uma para cada corpo.

Os vetores 7;(t) e 7;(t) equivalem a 6 variaveis incégnitas por massa, ji que cada um deles
tem 3 coordenadas espaciais. O problema de N massas tem, portanto, 6N varidveis incégnitas que
devem seguir da integragao de 3N equagoes (uma equagao vetorial de trés dimensoes como (2.1.7)
para cada massa). Além disso, existem dez constantes, i.e. integrais de movimento, associadas ao
problema de N corpos, que dizem respeito a dinamica do centro de massa do sistema, a conservagao
de momento angular e a conservacao de energia mecanica. Elas sao importantes, porque permitem
diminuir o nimero de equagdes que descrevem o sistema. A primeira integral é obtida fazendo-se
um somatoério sobre todas as massas do problema, utilizando a equagao (2.1.6), que fornece:

N ..
> mgrs =0 (2.1.8)
=1

O lado direito da equacao se anula, pois as forcas de ag@o e reacdo entre as massas se cancelam
mutamente durante o somatério, por consequéncia de (2.1.2). Pode-se perceber isso escrevendo a
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equagao (2.1.6) para duas massas (N=2) e somando essas equagoes:

- Gmimg
miT] = —=—3 112 2.1.9
EHE ( )
- Gmom Gmom
maTy = 472317?21 = —_,7231F12 (2.1.10)
|72 71|
o = Gmim Gmim .
ml"?l + m2772 - _,71327712 - _,71327712 =0 (2.1.11)
71| |712]
Por outro lado, o centro de massa do sistema é dado por:
N .
N 7
i%M:Z%%JJ (2.1.12)

Se essa expressao for derivada duas vezes, se obtém a expressao para a aceleracao do centro de

massa: .
N N
ZZ’:1 myry

N
D iy M

Como o numerador em (2.1.13) é 0 pela equacdo (2.1.8), o centro de massa tem aceleracao nula.

Fou = (2.1.13)

Integrando-se (2.1.13), obtém-se que a velocidade do centro de massa é um vetor constante e,
integrando-se a velocidade, entao, nota-se que a posicao do centro de massa obedece uma equagao
de reta. Ou seja, o centro de massa obedece movimento retilineo uniforme e, se @ for nulo, o centro
de massa nao se move: .
@M:—%iif (2.1.14)
ey M
Além disso, como o centro de massa nao tem aceleragao, ele constitui um referencial inercial. Os
vetores constantes @ e b sao duas integrais de movimento. Como eles tém 3 componentes espaciais

cada, constituem 6 constantes de movimento.

A préxima integral de movimento trata do momento angular do sistema Ly, que é a soma

de momentos angulares das massas individuais:

) N N .
Ln(t) = _[7(t) x midi(t)] =Y my(7 x ) (2.1.15)
i—1 i=1

Fazendo a derivada temporal do momento angular, tem-se que:

. N N N
Ly = mi(fy x 75 + 7 x 7%) = > mi(0+ 7 x %) = > (myf x 75) (2.1.16)
=1 =1 =1

em que se usa a propriedade de que o produto vetorial entre dois vetores iguais é 0. Utilizando a
equacao (2.1.7), tem-se que:

N ) N N o N N o
D iy x ) =Y (miy x Y ) = > mi Y (=g X Ty) (2.1.17)
i=1 i=1 j=1 7351 =1  j=1 7351

JF JF
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em que
T X T =T X (Fj — 7)) =75 X T — T X 7 =75 X T (2.1.18)
e, portanto:
N N Gm,
LN:ZmiZ( |3F, X ) (2.1.19)
=1 j=1
J#i

E possivel provar que o lado direito da equagao (2.1.19) também se torna 0 e, novamente, pode-se
perceber isso fazendo o lado direito no caso N=2:

. G
Fip = i 2y X T + My e X 7 (2.1.20)
|T12] |71
GmlmQ Gm1m2 -

LQ = (T Ty + 79 X 7 (Tl X 9 — 71 X FQ) =0 (2.1.21)

712[3 712/

Dessa forma, a equagao (2.1.19) se torna Ly = 0 e, entdo, o momento angular do sistema Ly é
um vetor constante. Como ele também tem 3 coordenadas espaciais, junto aos vetores anteriores

a e b, definiu-se 9 constantes de movimento.

A décima integral de movimento diz respeito a energia total do sistema. Para encontra-la,

pode-se reescrever a equagao (2.1.6), definindo, primeiramente, a seguinte funcao escalar U:

Z Z Gm’mj (2.1.22)

1<j j=1

A equacao (2.1.22) fornece a energia potencial gravitacional total de um sistema de N massas. A

presenca de uma tnica particula contribui com:

U= —Cm; Y 2 (2.1.23)

Considerando-se que |7;| = ((z; — )% + (y; — vi)? + (27 — 2)?)Y/?, o gradiente de U; pode ser
escrito como:

N N
oU.. oU.. OU; - A — ) . .
v = Wiy Wi Ui Gy mall i) | g il —vi) +Zmﬂ (i — 1)
Owy Oy~ 0z = Il st ‘ Tij]
i#i i i
(2.1.24)
que equivale a
N m;(7; — 75) Gm;m;
Vil = —Gm; Y —L = = — Z —t LR (2.1.25)
= Il = Il
J#i JF#i

Com esse resultado, uma equacao de movimento pode ser escrita como:

mit; = —V,;U; (2.1.26)
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Essa equagao pode ser multiplicada escalarmente pela velocidade de m;, como:

miis.75 = —75. VU (2.1.27)
em que
. dU;
7 VU = — 2.1.28
Ti-ViUj di ( )
porque

dl‘z dyl dZZ aU 8U aUZ 8U dl‘i aU dyi 6U dZi dUZ'

Fazendo, entao, o somatério em todas as N massas, a equacao (2.1.27) leva a:

N N N

o . dU; dU

it = =S B = - - 2.1.30
Z:mr T Zr ViU o o (2.1.30)

- dU
il Ty — — 2.1.31
Zmr T - (2.1.31)

Integrando a equagao (2.1.31), chega-se a:
1 .
= Z mi(7;)* = —U + constante (2.1.32)

em que o termo do lado esquerdo é a energia cinética total T do sistema. Dessa forma, T+ U =

constante, que é a energia mecanica total do sistema e a ltima integral de movimento.

As 10 constantes apresentadas restringem a dinamica de um sistema de N corpos, mas nao
sao suficientes para que ela seja resolvida analiticamente. Pelo menos, para dadas condigoes iniciais
e escolha de referencial, é possivel definir as constantes de movimento e elas devem ser respeita-
das durante a evolucao temporal do sistema. Esse fato é importante no contexto de integracoes
numéricas, porque calcular as constantes, tempo a tempo, durante a simulacdo permite se obter
uma indicacao sobre a precisao da integracao. Se o valor delas se distancia muito dos valores iniciais,

o método numeérico esta se afastando da solucao aproximada que melhor descreve o sistema.

2.1.1 3 Corpos e Coordenadas Heliocéntricas

Com ajuda das integrais de movimento, o problema de 2 corpos tem solugao analitica, segundo
a qual os corpos orbitam o centro de massa do sistema com trajetérias que descrevem secoes conicas
estaticas. Esse é o caso, por exemplo, das drbitas elipticas Keplerianas. Ja o problema de 3 corpos
nao ¢é integravel para um conjunto arbitrario de condicdes iniciais, porque existem 18 varidveis
incognitas de posicao e velocidade e ndo ha integrais de movimento suficientes: existem 10 que
foram apresentadas na sec¢ao anterior e mais duas que podem ser obtidas por mudancas de varidveis
e de referencial. Faltam, assim, 6 leis de conservacao para o sistema ser integravel e ja foi provado

que essas 6 nao existem L

'Notas de Aula Sistemas Dindmicos, por F.V. Roig: http://staff.on.br/froig/apostilas/ncorpos.pdf
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A nao integrabilidade, porém, nao significa que o problema de 3 corpos nao tem solugoes.
Ele ja foi abordado por grandes matemaéticos que, pelo menos para determinadas geometrias e
simplificagoes (i.e. usando “equagdes de vinculo”, por exemplo: o desprezo de uma das massas nos
problemas chamados “restritos”), conseguiram obter expressoes analiticas para solugoes fazendo
uso de expansoes com séries de Taylor, séries de Fourier, entre outros (Beaugé (1996)).

Para o caso do problema geral de 3 corpos, em que nenhuma massa é desprezivel, um
astronomo tedrico finlandés chamado Karl F. Sundman de fato encontrou uma solugao geral
analitica no comecgo do século XX, utilizando séries de poténcias no tempo e introduzindo uma
variavel auxiliar, com a qual as coordenadas de posi¢do e o tempo sao generalizadas para valores
complexos (Barrow-Green (2010)). Sundman estudava Mecanica Celeste e, durante a pesquisa so-
bre o problema de 3 corpos, entitulou seu trabalho como The Investigation of the Motion of Small
Planets and Their Moons, Especially Saturn’s Moons, in Order to Treat the Case of Near Com-
mensurability between the Mean Motions of the Perturbing and Perturbed Bodies (Barrow-
Green (2010)).

A solugao geral de Sundman para o problema de 3 corpos, porém, ndo costuma ser utilizada
para calculos astrondémicos porque converge muito lentamente, de modo que milhdes de termos
sa0 necessarios para se determinar o movimento de um corpo, mesmo para um intervalo de tempo
pequeno, e a solucao também nao se aplica para integracoes numéricas pela dificuldade de se
determinar os erros nas solugoes (Musielak & Quarles (2014)). Sundman foi homenageado com seu
nome em uma cratera da Lua.

Trabalhos de Poincaré, entre outros estudiosos, puderam fornecer informagoes qualitativas
sobre a evolucao das trajetérias dos corpos no problema, descobrindo que a dinamica de 3 corpos,
apesar de deterministica, de modo geral é cadtica, ou seja, imprevisivel para longas escalas de tempo
e possivelmente muito distinta para pequenas variagoes nas condicoes iniciais (Krishnaswami &
Senapati (2019)). Apesar dos obstéculos, pode-se provar que existem classes de solugoes periddicas,
i.e. configuragoes que se repetem no tempo com determinado perfodo (Meyer (1981)), como seria o
caso se todos os corpos de um sistema planetario retornassem exatamente para as mesmas condi¢oes

iniciais depois de certo tempo.

Uma das analises que permitem obter informagoes relevantes sobre a maneira com que um
sistema evolui, como o comportamento sob RMM, pode ser feita considerando-se que ha um corpo
mais massivo, dito primario, em torno do qual os outros corpos orbitam tragando, aproximada-
mente, se¢oes conicas como as do problema entre 2 corpos (um planeta e uma estrela), que sofrem
pequenos desvios ao longo do tempo devido & perturbacao gravitacional mutua entre os corpos
secundarios (Murray & Dermott (2000)).

Considera-se um sistema com massas nomeadas m, e m;, em que m, ¢ um corpo muito mais
massivo que os corpos do tipo i. Existem N+41 objetos: o mais massivo m, e N objetos m;. As
equacoes de movimento de m, e de uma massa m;, respectivamente, podem ser escritas em termos
das forcas gravitacionais que existem entre os corpos do sistema:

N -
mofy = Gmy Y ”;fr‘zg (2.1.33)
—; |Tio
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N - .
mify = —Gm T 4 Gy, 3 Ml — Fio) (2.1.34)
m’ = |75l
JFi

em que 7, e T; sao, respectivamente, as posicoes das massas m, e m; com relagdo a origem de um
referencial inercial, 7, ¢ um vetor que aponta de m, para m; e 7'j; ¢ um vetor que aponta de i para
um outro corpo secunddrio, com indice j para distinguir de i. O vetor 7j; é o mesmo que 7j, — 7.

Assim, tem-se que 7, = T; — 7, de modo que, derivando essa expressao duas vezes com
relagao ao tempo, se obtém:
Tio = Ti — To (2.1.35)

Multiplicando a equagao (2.1.35) por m; em ambos os lados, obtém-se a equacao de movimento de
m; no referencial de my:

MiTip = MiT; — My (2.1.36)

Utilizando (2.1.33) e (2.1.34), a equacao (2.1.36) pode ser escrita como:

_, N _ . N .
- moT; m;(Tjo — T; m;T;
Mo = —Gmi-——2 + Gm; Y 3(10—3@ —Gm; Y s (2.1.37)
|Tiol = |75l — |Tiol
i

Dividindo ambos os lados da equacao anterior por m; e separando uma massa m; do ultimo
somatorio, pode-se escrever:

. N . . .
Fio = G20 1 gy miTio —Tio) _(MiTio | ¢, Z mjTio) (2.1.38)
[Fiol? : |7jil® |Fiol? \7“;0!3
j=1
J#i ]751

Arrumando os termos, tem-se que:

7';’;0 _ _G(mo ‘t ”;i)rio 4 GZmJ TJO Tio) _ :]'03) (2.1.39)
|Tiol = |75l 7ol
J#i

O primeiro termo do lado direito da equacao (2.1.39) diz respeito exclusivamente & interagao
gravitacional entre uma massa m; especifica e m,, o que corresponde a um problema de 2 corpos
entre m; e m,. Esse termo é chamado de “parte Kepleriana” do problema: se nao houvesse
os corpos m;, o movimento de m; obedeceria uma secao conica estatica ao redor de m,. Ja o
segundo termo do lado direito da equagao (2.1.39) apresenta as posi¢oes das massas j com relagao
a m; e as posicoes das m; com relacao a m,. Esse termo, portanto, representa a perturbacao
gravitacional que a presenca dos corpos m; causa sobre a drbita de m; ao redor de m,. Por causa
da perturbagao, a 6rbita de m; deixa de ser uma secao conica estética e passa a evoluir no tempo
conforme as posigoes dos objetos variam.

A equacao (2.1.39) pode representar, por exemplo, a aceleragao de um corpo planetério m;
em coordenadas heliocéntricas, se m, for o sol, que é um referencial nao inercial - ja que tem
aceleragao 7, no referencial inercial pela equacao (2.1.33). Assumindo um sistema de coordenadas
centrado na estrela, por conveniéncia, o indice “o” dos vetores de posicao e suas derivadas temporais
sao omitidos daqui em diante. Assim, para o caso de apenas trés corpos m,, m; e m;, é possivel
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escrever as equacoes de movimento dos corpos secundarios como:

Z (Mo + my)T (75 —7%) T
P4+ a - = Gm;(~L -1 (2.1.40)
' |75 TR
7;'} + G(mo t.?J)TJ _ sz((n_,_ gj) _ ?3) (2.1.41)
751 |75l 73]

2.1.2 Funcao Perturbadora e Termos Ressonantes
Com ajuda do gradiente de uma funcao escalar, a equacao (2.1.39) - ja sem o indice “0” -

pode ser escrita como:
7 = Vi(K; + R;) (2.1.42)

em que K; é um potencial Kepleriano (pois gera a parte Kepleriana da equacao (2.1.39)) e R; é
um potencial chamado “funcéo perturbadora”. Os potenciais so:

K, = Mot mi) (2.1.43)
|73
R = Gi(mﬂ' _ miTiT (2.1.44)
' — |l [P
7j=1
ji

N
m; . -
O termo G E ‘_,j | se chama “parte direta” da funcao perturbadora, porque depende das
>
j=1"7"
J#i
o m;T;.T .
distancias entre m; e os corpos mj. O termo —G g J_,lg ) se chama “parte indireta”, porque
= Il
J#i

depende das posicoes 7; dos companheiros de m; com relacao a estrela.

E possivel, entao, considerar um sistema com trés corpos com uma nova notagao: o corpo
;. P o o~ — ~ \ /
secunddrio mais interno tem massa m e posi¢ao 7 com relacao a estrela; o externo tem massa m
e posicao r’ (Murray & Dermott (2000)). Nesse contexto, a fungao perturbadora (2.1.44) para o
corpo interno pode ser escrita como:
/ =7

w ,
_ 2.1.45
el aLe

/ / ~ ) ’
em que ' = Gm'. A fungao perturbadora do corpo secundério externo é:

7 Pl
R = — — (2.1.46)
|77 — 7| 73

com p = Gm.
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O termo |1’ — 7] que aparece em (2.1.45) pode ser relacionado a lei dos cossenos, considerando
que os vetores 7 e 7 partem da estrela fazendo um (menor) angulo 1 entre si:

Ir — 72 = r? + 1'% — 2rr'cos() (2.1.47)

. ) 1
E, elevando ambos os lados da expressao anterior a —5 fica:

1 1

EET

- 2r cos()) + (5)2]—% (2.1.48)

A expressao (2.1.48), por sua vez, pode ser expandida com os “Polinémios de Legendre”, P,
por meio da seguinte expressao:

= ) Reos(w) (21.49)

Os polinémios podem ser calculados pela Férmula de Rodrigues (2.1.50), utilizando x =
cos(1).
1 d°

Po(w) = 27n! dxn

2 [(z® - 1) (2.1.50)

Portanto, os dois primeiros P, sao P, = 1 e Pi(cos(v))) = cos(y)). A série (2.1.49) converge se
o planeta interno m sempre tiver distancia a estrela que seja menor que aquela do planeta externo
m' & estrela, ou seja, assumindo-se que 7 < r’ sempre vale, segundo Murray & Dermott (2000).

Além disso, o produto 7.1’ em (2.1.45) vale Pl = rr’cos(1)). Entdo, a fungao perturbadora

(2.1.45) do corpo secunddrio mais interno pode ser escrita como:

1 T g T
R= M,[P + 7“7005 )+ 7 ; )Py (cos(v))] — '72005(771)) (2.1.51)

O potencial R é derivado em termos das coordendas de m durante a aplicagdo do grandiente,

a qual gera a forca perturbadora resultante sobre m. Por isso, na equacao (2.1.51), o termo —
sozinho dentro do colchete, que nao envolve as coordenadas de m, nao contribui para a perturbaggo
sobre m e pode ser desprezado (ele se torna 0 na derivacao). Assim, arrumando os termos, a fungao
perturbadora associada a m é:

R= i )Py (cos (1)) (2.1.52)

Com um processo andlogo, a partir da equagao (2.1.46) se obtém a funcao perturbadora para o

/
corpo externo m':
/

R = 53 (5) Pcos(4)) + prscosty — pzcost (2.1.53)

Para interpretar alguns efeitos da perturbacao R na dinamica de um corpo secundario, é

possivel expressar a equagao (2.1.52) como expansao em funcao de elementos orbitais ao invés de
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X

FIGURA 2.1. Orientacdo espacial de uma érbita planetaria e seus elementos orbitais. Imagem adaptada de (Gurfil
(2007)).

semi-eixo

planeta
menor b

o . anomalia\verdadeira
semi-eixo maior a ae

Ay

afélio
centro

periélio 2b
foco da elipse foco /

linha de nodos
nodo ascendente

2a

FIGURA 2.2. Orbita eliptica planetaria de semi-eixo maior a e excentricidade e, com um astro massivo em um de
seus focos e segundo foco vazio. Excentricidade nula corresponde a uma érbita circular e a distancia do foco ao
a(l —e?)
1+ ecos(f)’

pericentro vale a(l — e). O angulo w + f chama-se longitude verdadeira. A distancia r é dada por r =
coordenadas Cartesianas (x,y,z). Os elementos orbitais, em principio, sdo os parametros que des-
crevem uma se¢ao conica no problema de 2 corpos. No caso de mais corpos, as érbitas perturbadas
nao sao estaticas, mas podem ser descritas como tangentes a uma sucessao de secoes cOnicas ins-
tantaneas, que tém o corpo mais massivo m, em um de seus focos. Nesse contexto, os elementos
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orbitais instantaneos sao chamados “osculadores”.

Os elementos orbitais tradicionais sao seis: semi-eixo maior a, excentricidade e, inclinacao
I, argumento do pericentro w, longitude de nodo ascendente {2 e anomalia verdadeira f. Os
primeiros dois definem a forma da coOnica, os trés seguintes definem a orientagdo da cOnica no
espaco e a anomalia define a posicao do objeto sobre a o6rbita. Os elementos sao ilustrados nas
Figuras 2.1 e 2.2, em que o plano de referéncia é o plano equatorial do corpo primaério, e eles
se relacionam com coordenadas cartesianas do planeta em sua 6rbita da seguinte maneira: =z =
rlcos(Q)cos(w + f) — sin(Q)sin(w + f)cos(I)], y = r[sin(Q)cos(w + f) + cos(Q)sin(w + f)cos(I)]
e z =r[sin(w + f)sin(I)].

Antes de comentar sobre a forma da funcao perturbadora expandida, é preciso definir mais
trés parametros: a longitude média A, a anomalia média M e a longitude de pericentro w.
Também, a velocidade angular de um corpo em Orbita eliptica varia ao longo da elipse, mas pode

2
ser calculada uma velocidade média n = %, em que T é um periodo orbital (Lei de Kepler:
2 42 3 .
T° = —a”). Assim, define-se:
G(meo + m;)
M=n(t-r1) (2.1.54)
w=Q+w (2.1.55)
A=M+w (2.1.56)

em que T é uma constante chamada “tempo de passagem de pericentro”. M, @w e A tém dimensoes
de angulo, mas nao sao interpretados geometricamente com facilidade, porque M nao descreve a
posicao do objeto diretamente e w envolve a soma de angulos que estao em planos diferentes.

Utilizando como elementos os parametros a, e, I, w, Q e A, é possivel expressar (2.1.52)
como
R=/ Z S(a,a e, e, I, 1) cosp (2.1.57)

em que S é uma fungio, os parametros com ’ se referem & m’ e ¢ tem a forma abaixo (Murray &
Dermott (2000)):
P =i + oA + 3w’ + jaw + j5 + j6 (2.1.58)

com j; sendo inteiros que obedecem

> ji=0 (2.1.59)

Descobrindo a forma explicita de S, é possivel encontrar os termos perturbativos que sao mais
e menos relevantes para a perturbagao. O desenvolvimento da expansao de (2.1.52) e (2.1.53) nao
é simples e pode ser encontrado com mais detalhe em Murray & Dermott (2000). Pode-se notar
em (2.1.57), porém, que o potencial perturbador é uma soma de fungoes que podem ter frequéncias
variadas e que os angulos ¢ evoluem segundo uma combinagao de angulos orbitais, havendo uma

ponderacao desses parametros com os valores j;.

Pelas equagoes (2.1.54) e (2.1.56), A tem dependéncia linear com o tempo e é chamado
“angulo de variagao rapida” (Murray & Dermott (2000)). No problema de 2 corpos, em que w é
constante, sé6 A varia com o tempo, devido a M. Para mais que 2 corpos, de modo geral, A varia
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rapido e os outros elementos orbitais variam lentamente. Os angulos ¢ que variam rapidamente
como argumento do cosseno em (2.1.57) geram perturbacoes de curto periodo, que nao governam
a dinamica do sistema a longo prazo (e isso pode ser percebido em integragoes numéricas). Os
termos que governam sao aqueles associados a angulos ¢ que tém variagao mais lenta e, dentro
destes, estao os chamados termos “ressonantes” e “seculares” (os ultimos tendo frequéncias mais

baixas que o0s termos ressonantes).

Os termos de (2.1.57), cujos argumentos de cosseno nao tém angulos de variagao rapida, sao
os termos seculares (termos em que j; e j2 sao 0). A perturbagao secular sempre existe nos sistemas
com mais de um corpo secundario. Também, apesar de A e A’ variarem rapidamente, a combinacao
de angulos em (2.1.58) ainda pode ser tal que ¢ varie lentamente. E isso que acontece nos termos
de perturbacao ressonantes. Para perceber como essa combinacao pode acontecer, utiliza-se as
equagoes (2.1.54) e (2.1.56) para se escrever:

AN + joX = (jin + jon)t + j1(&’ — n'7’) + jo(w — n7) (2.1.60)

Em uma combinacio tal que (jin’ + jan) =~ 0, acontece que j1\ + jo\ s6 contém parametros
que variam lentamente e, entdo, ¢, representado pela equacao (2.1.58), também conterd apenas
termos que variam lentamente. Portanto, (jin' + jon) ~ 0 é uma condicao que origina termos
ressonantes na funcdo perturbadora. Utilizando a definicio de n e de n’, essa condicdo pode ser

escrita como

T |5
Tl (2.1.61)
T o
l71l - , . . o
em que Tl ¢ uma razao de nimeros inteiros. Dessa forma, existem contribuicdes ressonantes na
J2

funcao perturbadora relevantes para a evolugdo dinamica de um sistema quando as relagoes de
periodos dos corpos secundarios sao tais que a equagao (2.1.61) é obedecida. Com a Lei de Kepler,
a equagao (2.1.61) também pode ser escrita em termos de semi-eixos maiores:

a

Jil\2
o (}].2)3 (2.1.62)

Como essa ressonancia se manifesta em fungao das velocidades médias dos objetos, ela se
chama “ressonancia de movimentos médios”. Além disso, como ela acontece para determinados
valores de semi-eixo maior pela equacao (2.1.62), a RMM ¢é um fenémeno localizado, i.e. esse tipo
de perturbagao pode acontecer apenas para pares de orbitas que apresentem determinados valores
osculadores de semi-eixo maior. Vale destacar também que perturbagoes sao capazes de causar
variacoes de semi-eixos. Assim, pode acontecer de os corpos sairem da condicdo de ressonancia
a medida que o tempo passa. Sair ou nao, enfim, depende da evolugao temporal dos elementos

orbitais e a previsao de érbitas exige resolver a dinamica do sistema.



Capitulo 2. Fundamentos Tedricos 20

2.2 Ressonancia de Movimentos Médios e Conjuncgoes

. A J1 ~ . o .
A importancia de :: ser uma razao de numeros inteiros “pequenos”, como mencionado na
J2
~ , . . A . ~ . / .
Introdugao, esta associada com o conceito de ordem da ressonancia. A expressao (jin’ + jan) ~ 0
pode ser escrita da seguinte forma:

(p+qn —pn=~0 (2.2.1)

em que p e q sao inteiros, q é chamado “ordem da RMM” e p, “grau” da RMM. Nessa notacao, a
equagao (2.1.61) se torna

~2 9 (2.2.2)

Uma RMM 2:1, por exemplo, tem ordem 1 e grau 1. Na expansao da fungao perturbadora, os
cossenos ressonantes sao multiplicados por amplitudes proporcionais a excentricidades elevadas a
ordem da RMM (e?). Para 6rbitas que obedecem a relagao de periodos 2:1, a fungao perturbadora
expandida contém argumentos ¢ ressonantes com [ji| = 2 e |j2| = 1, mas também argumentos com

os miultiplos dessa condigao, por exemplo, |j1| = 6 e |j2| = 3, |71] = 8 e |j2]| = 4, etc.

Esses argumentos (RMM 8:4 e RMM 6:3) representam, portanto, a mesma RMM 2:1, mas
tém ordens 3 e 4, respectivamente. Os argumentos multiplos sao chamados “harmonicos”. Como
as excentricidades sao valores entre 0 e 1, quanto maior a ordem, menor é e? e, por consequéncia,
menor é a contribuicao perturbativa dos termos ressonantes associados aos argumentos de maior

ordem.

No caso do problema de 2 planetas coplanares e uma estrela, em que nao ha nodos Q e ', em
acordo com as equagoes (2.1.58) e (2.1.59), a RMM ¢ representada por dois tipos de argumentos
de cosseno ressonantes da funcao perturbadora:

1=+ 9N —p\—qw (2.2.3)

p2 =P+ g\ —p\—qw (2.2.4)

Como comentado anteriormente, a RMM 2:1 é bem representada pelos argumentos que tém
j1 =2 e jo =1 e, portanto:
p1=2N-A—w (2.2.5)

po=2XN-A—w (2.2.6)

Esses sao chamados “angulos criticos” da RMM 2:1. Quando um sistema estd em RMM
dita “exata”, acontece que ¢1 e/ou @9 sdo constantes no tempo e, entdo, ¢ = 0. Nesse caso,
o forcamento resultante é tal que, na escala de tempo da perturbagdo ressonante, ndao ocorrem
variacoes de semi-eixos e excentricidades no sistema. Este é dito “capturado em RMM”.

Quando @1 ou s variam no tempo de forma oscilatéria ao redor do ponto de equilibrio
da RMM exata (ou estao “librando”, i.e. evoluindo com amplitudes limitadas por valores de

“separatriz”, que separam os regimes de circulagao e de oscilagao de angulo critico), entao o sistema
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nao estd em ressonancia exata, mas ainda é dito capturado em RMM. Nesse caso, dentro da escala
de tempo da perturbacao ressonante, o forcamento é tal que os semi-eixos e as excentricidades das
Orbitas dos corpos secundérios também oscilam, submetidos a certas amplitudes. A captura existe
quando ¢ ~ 0, ou seja, ¢ varia lentamente (¢ & constante).

No caso de variagoes lentas de @’ e @, ¢ ~ 0 ocorre quando vale a equacao (2.2.1), pela
argumentacao da secao anterior. Mas, se as variacoes temporais de longitudes de pericentro nao
forem despreziveis em relagao as velocidades médias orbitais, entao, pelas equagoes (2.2.3) e (2.2.4),

na captura ressonante tem-se que:
(p+ QN —ph—qio~ 0 (2.2.7)

e/ou
(p+ N —p\—qw’ =0 (2.2.8)

Mas, como as equagoes (2.2.7) e (2.2.8) nao dependem apenas de velocidades angulares
médias, a ressonancia deixa de ser um fenémeno bem localizado, como era pela equagao (2.1.62), que
justificava o nome “ressonéncia de movimentos médios”. Assim, se os angulos criticos dados pelas
equagoes (2.2.3) e (2.2.4) oscilarem, isso indica uma ressonancia que nao se manifesta apenas para
sistemas que tém razoes de semi-eixo especificas, mas para sistemas que tém combinacoes variadas
de periodos orbitais e taxas de variacao de longitude de pericentro que permitem a oscilagao de

angulos criticos.

Quando os angulos criticos nao estao oscilando e, sim, circulando (indo de 0 a 360 graus
continuamente), o sistema nao esta capturado na RMM e, nesse caso, apesar de ainda poder existir
contribuicoes de perturbacao em escala de tempo menor que a aquela da perturbagao secular,
elas muitas vezes se anulam em média, nao causam grandes amplitudes de variacao de elementos
orbitais e nao governam a dinamica do sistema.

Direcéo de referéncia

conjungao
em t=0

conjungao
em t=t*

FI1GUura 2.3. Conjungoes planetarias e o deslocamento angular da conjugao consecutiva.

Desprezando variacdes de longitudes de pericentro, a condicao de RMM exata (p+q)n’ —pn =

0 da equacao (2.2.1) com p+q = 2 e ¢ = 1 pode ser visualizada em termos de conjungoes planetarias,
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em que 2n’ = n. Considera-se a Figura 2.3: h4 dois planetas em 6rbitas coplanares ao redor de uma
estrela. Primeiramente, considerando um sistema sem RMM, se uma conjuncao ocorre no ponto
A em t=0 e depois no ponto B, entre esse dois eventos, o raio vetor do planeta interno varre um

A . A~ / , . ~
angulo nt* e o raio vetor do externo varre um angulo n't*, em que t* é o tempo entre conjuncoes.

O angulo nt* é maior que 2w, pois o planeta interno tem velocidade angular orbital maior
que a do planeta externo e, apds a conjuncao em A, enquanto o planeta externo se desloca apenas
n't* até a préxima conjuncdo em B, o interno se desloca uma érbita completa e “mais um pouco”.
O “pouco” é o deslocamento angular entre conjuncgoes consecutivas. HEsse angulo entre A e B é
dado por nt* — 27 e, dessa forma, na conjungao em B, n't* = nt* — 27, ou seja, (n’ — n)t* = —2m.

4 . . ~ ! ~ / /

Além disso, se existe a relacao ressonante 2n’ = n (RMM 2:1), entao (n' — 2n')t* = —27,
: !/ /! 7 . ~ .
ie., n't* = 2m. Dessa forma, como n't* é o deslocamento angular entre conjungoes consecutivas,
a condicao de ressonancia exata estd fazendo com que conjungOes sempre acontecam na mesma

posigao, em A. Esse raciocinio é indicado em Perryman (2018).

Ainda para oOrbitas coplanares, mas fora da RMM exata, se ocorrer de ¢ estar oscilando
com certo periodo por causa de algum mecanismo fisico, entao, pela equagao (2.2.5), o angulo
2\ — X\ = 2n/t — nt estd oscilando. Reescrevendo, ¢ = n't + (n' — n)t. Assim, pode-se perceber
que, se t for o tempo entre conjuncoes consecutivas t*, tem-se que ¢ = n't* + (—27). Dessa forma,
o angulo critico ¢ oscila se o deslocamento angular entre conjuncoes consecutivas n't* estiver

oscilando ao redor de determinado valor (diregao angular) ou vice-versa.

Um exemplo utilizado frequentemente para explicar a fisica da perturbacao ressonante é
descrito em Armitage (2010) e reproduzido na Figura 2.4, em que ha um planeta m’ em 6rbita
excéntrica externa a um planeta m muito mais massivo em o6rbita circular. Pode-se imaginar ambos
os planetas movendo-se no sentido anti-horario, o interno mais veloz que o externo.

Quando acontece uma conjungao ou uma oposi¢ao, as forcas perturbativas mituas sao radiais.
Porém, entre uma oposicdo e a conjuncao em A, o planeta externo estd “adiantado” em sua
orbita com relagao ao interno, de modo que hd uma componente tangencial da perturbagao em
m’ tendendo a fred-lo (seta azul). Isso leva a uma diminuigao da velocidade de m’ e, portanto,
promove uma diminui¢do do seu momento angular orbital. Entre a conjuncao em A e a préxima
oposicao, m estd ”"adiantado”em sua érbita com relacdo a m’. Assim, a componente tangencial da
perturbacao acelera o movimento de m’, o que promove um aumento de momento angular orbital
deste corpo. Mas a diminuicao e o aumento de momento angular antes e depois de uma conjuncao

nao necessariamente se compensam ao longo do tempo.

Quando as conjungoes ocorrem no pericentro ou no afélio, a simetria das érbitas com relacao
a linha de apsides faz com que a transferéncia de momento angular média resultante seja nula,
mas isso nao acontece quando a conjuncao ocorre em um outro ponto qualquer da dérbita, como
em A. Logo antes da conjuncao em A, a perturbacao sobre m’ é mais intensa, porque os planetas
estao mais proximos entre si. Logo depois, a perturbacao é menos intensa devido a maior distancia
mutua. Também, & medida que m’ se aproxima do afélio, sua velocidade naturalmente diminui
(problema de 2 corpos entre m’ e a estrela) e, assim, a perturbagao sobre m’ tem mais tempo para
atuar. Ambos esses efeitos fazem com que, da conjungao em A, resulte uma remogao de momento
angular de m/, pois m’ estd sendo mais freado do que acelerado pelas componentes tangenciais da
forga perturbativa.
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conjuncéo em A

menor distancia mutua,
forga mais intensa

maior distancia -,
mutua, forga menos ™. _
intensa

afélio periélio

estrela

conjungédo em B

FIGURA 2.4. Perturbagdes mutuas na RMM e conjungdes. As setas representam as forgas gravitacioais que atuam
sobre m’: em amarelo, a forga causada pela presenga da estrela; em verde, forgas perturbativas gravitacionais
causadas por m; em azul, a componente tangencial das forgas perturbativas mencionadas. Adaptado de Armitage
(2010) e Peale (1976).

Além disso, especificamente no caso de sistemas com proporcao entre os periodos orbitais
do tipo X:1, conjuncoes consecutivas acontecam em direcoes préoximas entre si, de modo que o
processo de remoc¢ao de momento angular se acumula ao longo de uma sequéncia de conjuncgoes
ap6s a conjuncao em A. Essa diminuicdo de momento angular faz com que a érbita de m’ sofra
uma diminuicao de semi-eixos: ela se aproxima da érbita interna e conjungoes consecutivas ocorrem
com m’ cada vez mais perto da direcao de seu afélio, pois 6rbitas internas tém maiores velocidades

angulares.

Por outro lado, se uma conjuncdo acontece em B, ainda com m’ e m se movendo no sentido
anti-horério, momento angular é adicionado a m’ e este objeto aumenta os semi-eixos de sua érbita.
Nesse caso, como m/’ passa a ter periodo orbital maior, novamente a préxima conjuncao ocorre para
m’ mais préximo de seu afélio. Dessa maneira, ao longo de muitas 6rbitas, o ponto de conjuncao
oscila ao redor da direcao do afélio e o sistema se mantém com periodos orbitais aproximadamente
comensuraveis, mesmo que nao exista a ressonancia exata. Esse tipo de oscilacao estavel pode
acontecer mesmo quando as érbitas precessionam, também por efeito de perturbacoes gravitacionais
entre os planetas (Perryman (2018)).

E importante reforcar que a descricao da dinamica ressonante feita com base na Figura 2.4
foi para o caso de objetos secundarios que tém massas com ordens de grandeza muito diferentes,
pois, na explicacdo, o corpo m nao teve sua 6rbita perturbada por m’ em nenhum momento. Se m’
e m forem valores comparaveis, como as massas de dois planetas parecidos, a evolugao do sistema
é mais complexa, pois ambos os objetos podem sofrer variagoes orbitais significativas. No entanto,
permanece a qualidade de que, na RMM, as conjungoes planetarias oscilam ao redor de uma diregao
de equilibrio e as variagoes orbitais de ambos os planetas se devem ao intercambio de momento

angular orbital que ocorre entre eles.
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2.3 Ressonancia de Corrotacao Apsidal

No caso de sistemas coplanares de dois planetas com periodos aproximadamente em 2:1,
quando algum ou os dois angulos criticos dados pelas equagoes (2.2.5) e (2.2.6) oscilam periodica-
mente, a diferenca das longitudes de pericentro também pode oscilar. Ela é escrita como

(@' — @) =p1— 2 (2.3.1)

Quando um angulo critico oscila e a diferenca de longitudes de pericentro também, o sistema é
dito em “ressonancia de corrotacao apsidal” (ACR). Em Michtchenko et al. (2008a), é mostrado que,
dentro do conjunto de dinamicas possiveis, existem duas familias distintas de érbitas periddicas,
associadas & libragao do angulo critico da ressonéancia e & oscilacio de (' — @), respectivamente,
e a dinamica ACR é uma interse¢ao dessas duas familias de solucao independentes.

Se a oscilagao de (w’ — w) tiver amplitude baixa e ocorrer ao redor de angulos como 0 ou
7, entao as linhas de apsides das érbitas dos dois corpos secundéarios se mantém aproximadamente
alinhadas & medida que o sistema evolui, mesmo que ambas as érbitas rotacionem. Alguns sistemas
observados de fato tém seus pericentros alinhados (érbitas com pericentros na mesma dire¢ao), ao
passo que outros tém eles anti-alinhados (afélio de uma 6rbita na diregao do pericentro de outra)

segundo Perryman (2018).

A Figura 2.5 apresenta configuragoes orbitais associadas & RMM 2:1 e tipos de movimento
apsidal que podem estar presentes em um sistema. Em geral, quando a ressonancia é tal que
ocorrem conjuncgoes planetarias com pericentros préximos, o sistema é instével e, no cenario nao
destrutivo, pode simplesmente sair da ressonancia. A estabilidade pode ocorrer, no entanto, para

diversos outros casos.

Como indicado na imagem, se os planetas estiverem distantes entre si, conjungbes tanto
nos apocentros quanto nos pericentros alinhados podem ser estdveis. Nesse caso, por causa do

alinhamento das apsides, a ressonancia é dita “simétrica’”.

2:1 instavel : 2:1 estavel o
: conjungdes
com apsides
conjunges no - conjundes no conjungdes no oscilagéo apsidal co-rotagéo apsidal anti-alinhadas configuragao
: . . apsidal
pericentrocom - apocentro alinhado  pericentro alinhado (ampl{tudg baixa — (em g?ral, .(RMM. p stri
encontros : (RMM simétrica) (RMM simétrica) ressonancia profunda) com oscilagéo de Am) anti-simétrica) assimetrica
proximos \ ambas podem

rotacionar e/ou
oscilar

FIGURA 2.5. RMM 2:1 e configuragdes apsidais. Adaptagao de Perryman (2018), figura 10.30.

Também, a oscilacao da diferenga de longitudes de pericentro (dngulo limitado pelas linhas de
apsides) pode ser uma solugao estavel dentro da RMM 2:1 simétrica. Se o sistema tem oscilacao de
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(o' — @) com baixas amplitudes, o sistema estd em ACR e também pode ser dito em “ressonancia
profunda” (Perryman (2018)).

A expressao “ressonéancia profunda” é usada para sistemas que tém pelo menos um angulo
critico librando com baixa amplitude (em geral, menor que 10°, segundo Veras (2007)), nao ne-
cessariamente apresentando oscilacdo de (w’ — @) também. Mas, se ambos os angulos criticos da
RMM 2:1 oscilarem com baixas amplitudes, pela equacao 2.3.1, (o’ — ) também oscila com baixas
amplitudes, ou seja, se tem uma ACR “profunda’.

Independentemente da presenca de RMM, se as linhas apsidais rotacionarem em relagao
ao fundo de estrelas e o fizerem de tal modo que a diferenca de longitudes de pericentro é uma
constante ou apresenta oscilagoes, trata-se de uma corrotacao apsidal. No problema plano, essas
oscilacgoes ocorrem ao redor de uma direcao de equilibrio que é fixa em relacao a direcao de um dos
pericentros, mas que nao € fixa com relagao ao fundo de estrelas. Se além da corrotagao apsidal
ocorre o fenomeno de RMM (oscilagao de angulo critico), entao trata-se de uma ACR.

A ocorréncia de ACR 2:1 simétrica com apsides anti-alinhadas também é possivel, ou seja,
angulo critico da ressonancia oscilando com ponto de equilibrio 0 ou 7, e (' — @) oscilando ao
redor de 7. Esse caso pode se chamar ACR “simétrica anti-alinhada” ou ACR “anti-simétrica”.
Por fim, se um angulo critico da RMM 2:1 e (w’ — @) oscilam ao redor de valores diferentes de 0
ou m, trata-se de uma ACR 2:1 “assimétrica”.

2.4 Literatura: RMM, ACR e Razoes de Massas Planetarias

Trabalhos anteriores ja investigaram a dindmica de sistemas com RMM, indicando que a
razao de massas planetarias tem relevancia no desenvolvimento de diferentes familias de solugoes
estdveis. Nas publicagoes cientificas atuais de Astronomia Dindmica, a abordagem tedrica (analitica
ou semi-analitica) do problema de N corpos geralmente é feita com Mecanica Hamiltoniana, que
é um caminho diferente daquele apresentado em Fundamentos Tedricos, mas que também fornece
as equacoes de movimento para um sistema. As expansoes com esse tipo de abordagem também
podem ser trabalhosas; o tema ¢é explorado em livros classicos de Mecanica Celeste e em artigos
mais recentes, como Michtchenko et al. (2006), Beaugé et al. (2003), Batygin & Morbidelli (2013),
Beaugé & Michtchenko (2003), Beaugé et al. (2006), Gallardo et al. (2020) entre outros, para o
problema de 3 corpos.

Para os propédsitos deste projeto, é suficiente compreender que um Hamiltoniano é uma ex-
pressao que fornece a energia mecanica total de um sistema e ele assume um valor numérico escalar
quando o sistema parte de determinadas condigoes iniciais. O Hamiltoniano total (ressonante)
pode ser escrito como a soma de um termo Kepleriano (que sozinho, fornece érbitas Keplerianas
ao redor da estrela) e um termo que origina as perturbagoes ressonantes e seculares de um sistema
préximo a uma comensurabilidade de periodos. Também, segundo Michtchenko et al. (2008a), é
possivel escrever o Hamiltoniano total para um sistema coplanar de uma estrela e dois planetas
na vizinhang¢a de uma RMM como um Hamiltoniano ressonante “semi-analitico médio” (i.e. uma

expressao analitica que é ponderada no periodo sinédico - o tempo entre conjungées consecutivas
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- e calculada com auxilio de método numérico). Ele pode ser escrito com a forma:
Hyes = res(nl/n2>627017Aw7m1am27AM7 K) (241)

em que n; sao velocidades angulares médias dos planetas, es é a excentricidade da érbita externa,
o1 é um angulo critico da RMM (o mesmo que @1 e 03 é ¢3), Aw é a diferenca de longitudes
de pericentro, m; sdo as massas planetarias, AM é o momento angular total do sistema e K é o
“parametro de espagamento” (outra quantidade invariante), dado por

K = (p+ q)miniai + pmanaaj (2.4.2)

em que p é o grau e ¢, a ordem da RMM, e a; sao os semi-eixos maiores orbitais dos planetas.
O momento angular orbital total do sistema de dois planetas em termos de elementos orbitais

astrocéntricos é:

AM = mlnla%\/l — e% + mgnga%\ /1 — e% (2.4.3)

De acordo com Michtchenko et al. (2008a), a dindmica ACR é uma solugdo estacionaria
possivel para um sistema quando descrito pelo Hamiltoniano ressonante mencionado e o mape-
amento da ressonancia (i.e. caracterizagdo das Orbitas de sistemas proximos a configuragao de
RMM) em espacgos de fases para diferentes razoes de massas planetdrias permite identificar que
tipo de estados dinamicos um sistema de exoplanetas pode apresentar. Um espaco de fases mostra
como variaveis presentes no Hamiltoniano evoluem em sincronia com outras, como na Figura 2.6

a esquerda.

Os trabalhos de Michtchenko et al. (2008a) e Michtchenko et al. (2008b) reconhecem que
a dinamica de sistemas de dois planetas pode variar qualitativamente caso a razao de massas
planetdrias seja maior ou menor que 1 (sendo razao de massas Meyi/Mint, €M que My é a massa
do planeta interno e meg:, a do externo). Em Michtchenko et al. (2008a), sdo abordados sistemas
de exoplanetas observados, em que o externo é mais massivo que o interno. E mostrado que, para
a comensurabilidade de periodos 2:1, dependendo da energia mecénica total de um sistema, do
momento angular total, das c.i. de angulos e da razao de massas planetérias, existem curvas de
nivel que delimitam a dindmica de um sistema no plano ejcos(oy1) vs. eacos(o2). Se um sistema
parte de determinada c.i. de excentricidades, a maneira com que o sistema evolui estd restringida
a uma curva de nivel. Além disso, a dinamica ACR corresponde a pontos nesse plano, que sao

extremos de energia (maximos do Hamiltoniano).

O fato de uma solugao ACR exata ser um ponto indica que as excentricidades dessa solucao
nao variam no tempo e, portanto, a dinamica ACR (no problema ponderado), dentro de um
quadrante de c.i. angulares, estd associada a um par de c.i. de excentricidades especifico se AM,
K e razao de massas forem constantes determinadas. Para uma tinica razao de massas e valor de K
(associado a RMM 2:1), permitindo que o momento angular inicial do sistema varie, por exemplo,
ao considerar diferentes c.i. de excentricidades, apenas algumas dessas c.i. estao associadas a uma
ACR exata. Entao, construindo-se um plano de excentricidades iniciais, é possivel unir os pontos
de dindmica ACR de diferentes condi¢bes de momento angular, tragando uma curva tedrica de
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solucoes ACR possiveis, que é caracteristica para tal razdo de massas. A Figura 2.6, a direita,
ilustra curvas tedricas de solucdo ACR para razoes de massas distintas.

e2

0 01 02 03 04 05 06 07 08
e,

e1 cos(o1)

FIGURA 2.6. Resultados de Michtchenko et al. (2008a). A esquerda: curvas de nivel que representam um sistema
em diferentes valores de energia, mas com um conjunto especifico de valores {AM, K, m2/m1} e c.i angulares
correspondentes a (o1, 02) =(m,0), (7, 7), (0,0), (0, 7) nos quadrantes esquerdo superior e inferior, direito superior e
inferior, respectivamente. Para uma mesma energia, c.i. angular e c.i. de excentricidades, a medida que o sistema
evolui no tempo, os valores de e, ea variam segundo uma curva de nivel. Os pontos vermelho e preto sao solugoes de
ACR. A direita: curvas teéricas de dindmica ACR 2:1 para diferentes razdes de massas no plano de excentricidades
iniciais e c.i (o1, 02)=(0,0), que corresponde a (o1, Aw)=(0,0).

Michtchenko et al. (2008a) também afirma que a condi¢ao de m;,; muito menor que mey; se
assemelha a uma ressonancia interior em analogia com conceitos de dinamica asteroidal e, como
nesse caso, em geral deve estar associada a circulacées de Aw, mesmo que oy libre, de tal forma
que razoes de massas planetdrias muito grandes (Mmez¢/min: > 1) ndo devem favorecer a ocorréncia

de dinamica ACR.

Outro resultado de Michtchenko et al. (2008a) é que as evolugoes temporais de o e de Aw
de um sistema em ACR 2:1 também podem ter frequéncias comensuraveis que influenciam na
dindmica do sistema planetario. Esse tipo de fendmeno é chamado “ressonancia secundéria” e sua
presenca também é dependente da razdo de massas planetarias. Para um mesmo conjunto de c.i e
diferentes razoes de massas, o periodo de Aw varia, sendo maior para razoes pouco maiores que 1,
menor para razoes muito maiores que 1 e podendo apresentar um valor maximo, dependendo das
excentricidades iniciais associadas a uma mesma razao de massas. Para excentricidades baixas,
essas frequéncias podem ter mesma ordem de grandeza e representar comensurabilidades de baixa
ordem importantes, capazes de introduzir novas condicoes de estabilidade e, também, caoticidade

a dinamica do sistema.

Uma questao relevante mencionada em Michtchenko et al. (2008a) é que, com boa apro-
ximagao, uma solu¢ao ACR s6 depende das massas planetarias por meio da razao de massas, mas
que para excentricidades muito baixas em um sistema real, pode haver uma dependéncia com
relacao a valores de massas individuais. Isso ocorre, porque a razao de periodos de um sistema
capturado em RMM 2:1 com baixas excentricidades nao é necessariamente igual a 2, por causa da
lei de estrutura que aparece em mapas dinamicos.

A lei é uma curva que pode ser modelada como uma funcao, relacionando a excentricidades
e semi-eixos iniciais possiveis para um planeta em RMM. A funcao pode ser imaginada como uma

curva em L (invertido) tragada na regido mais escura e interior a estrutura de V da ressondncia,
aparente na Figura 4.1, e o desvio da RMM/ACR em rela¢ao a comensurabilidade exata pode
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ser mais ou menos significativo em funcao de massas individuais. Também, um sistema real pode
apresentar outras configuragoes ressonantes estaveis ao redor de uma ACR 2:1 e o espago de fases
nessas redondezas pode ser sensivel a massas individuais.

Essas informacoes, em principio, parecem dificultar o presente estudo, que é uma tentativa
de catalogar a localizacdo de solugoes de RMM (e ACR) com razao de periodos inicial exatamente
igual a 2 apenas pela distingao de razoes de massas planetarias, sem dependéncia de massas indivi-
duais. Porém, como é explicado adiante em Metodologia, sao testadas massas individuais diferentes
durante o estudo numérico e as excentricidades simuladas nao sao sempre baixas. Em Resultados,
entao, deve ser possivel verificar nos mapas gerados, entre outros aspectos, a influéncia de massas

individuais na ocorréncia de RMM/ACR com baixas excentricidades.

Em Aplicagbes, também, sistemas reais com razao de periodos nao exatamente igual a 2
sao estudados e pode-se comparar as diferencas de dinamica entre mapas dinamicos especificos
para esses sistemas e aqueles gerados de forma “simplificada”, com razao de periodos 2. Feliz-
mente, como afirma Michtchenko et al. (2008a), é possivel obter informagoes importantes sobre a
dinamica de sistemas por meio de mapeamentos - como regioes estaveis ou nao, que podem restrin-
gir parametros orbitais possiveis - mesmo com um conhecimento rudimentar sobre os parametros

exatos que caracterizam um sistema real.

Em Michtchenko et al. (2008b), é feito um estudo de sistemas em RMM 2:1 com razoes de
massas planetarias menores que 1. A principal diferenca entre os casos de razao maior ou menor
que 1 estd no contexto de ressonancias assimétricas. O comportamento de um sistema depende de
sua “localizacao” no espago de parametros que explora a vizinhanca da comensurabilidade exata
(por exemplo, um plano de c.i. de excentricidade vs. semi-eixos, um mapa dindmico, que indica
a estabilidade das simulac¢oes em cada ponto do plano, com algum medidor de caos). No caso
de ressonancias assimétricas, o espaco muda significativamente de topologia dependendo da razao
de massas, ou seja, mudam as regioes de maior caoticidade, de libragao de angulo critico e de
oscilagao/circulagao do angulo secular Acw.

Os casos assimétricos nao sao estudados neste projeto, mas, sim, os casos simétricos (alinha-
dos e anti-alinhados) e, embora Michtchenko et al. (2008b) dé énfase as ACR assimétricas, também
traz conclusdes importantes sobre os casos simétricos. Por exemplo, Michtchenko et al. (2008b)
afirma que, nesse ultimo caso, para razoes de massas menores que 1, tanto pode acontecer de o
angulo critico em libracao ser o1, como ser aquele que envolve a longitude de pericentro do planeta

externo, o9 e, para razoes maiores que 1, ocorre apenas libracao de o;.

Neste projeto, para todas as razoes de massa testadas, investigou-se apenas ocorréncia de
RMM com libragoes de o1. Isso foi feito com o objetivo de se observar uma evolucao continua de
regides ressonantes em funcao de razao de massas apenas, como de fato se verifica em Resultados,
ja que a libracao de o1, em principio, pode se manifestar para qualquer razao de massas. Mas
vale comentar que a construcao de mapas e a andlise de regides ressonantes com quadrantes de c.i.
que favorecem a libracao de oy seria uma complementacdo bem-vinda para este projeto no caso
de razoes de massas menores que 1 e estaria em acordo com as constatagoes de Michtchenko et al.
(2008b).

Além disso, outra conclusao de Michtchenko et al. (2008b) é que a topologia do espago de
fases ao redor da RMM 2:1 simétrica para razdes menores que 1 é andloga aquela para razoes
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maiores que 1 (fora o caso das excentricidades muito baixas, j& comentado, em que pode haver
dependéncia de massas individuais). Dessa forma, existe um certo padrao na distribuicao de regioes
estdveis/instdveis ao redor de solucoes de RMM 2:1 simétricas.

Essa informagao é relevante, pois, se o catalogo de mapas aqui gerado se mostrar confiavel (ou
nao) primeiramente para alguns sistemas observados que nao tém razao de periodos exatamente 2
como os casos simulados, mas um valor préoximo a esse, pode-se assumir que o catdlogo também é
confidvel (ou ndo) para outros sistemas reais que tenham caracteristicas semelhantes aos primeiros.
Se esse tipo de estudo for realizado futuramente, serd possivel identificar limites de aplicagdo ou
de validade do catalogo de mapas para a marcagao de sistemas reais observados.

Beaugé et al. (2003) é um trabalho mais antigo e apresenta, entre seus resultados, curvas de
solucao ACR parametrizadas por razoes de massas planetarias para o caso simétrico anti-alinhado,
nas quais o1 oscila em torno de 0 e Aw em torno de w. As curvas também sao obtidas por meio

de um modelo semi-analitico de Hamiltoniano ressonante.

Os autores enfatizam que, no caso simétrico anti-alinhado, as solugoes exatas (amplitudes
nulas de o e Aw) somente existem para baixas excentricidades e nao ultrapassam uma “barreira”,
representada no lado esquerdo da Figura 2.7 como uma reta espessa que divide o plano de excen-
tricidades. Os autores ressaltam o comportamento das curvas, de que para razoes de massas mais
elevadas, solugoes ACR s6 podem existir no caso de o planeta externo ter excentricidades muito
baixas. Além disso, a maior parte da regiao em que ha solugdes ACR, é preenchida pelos casos em
que as razoes de massa sao menores que 1. Assim, ndo se espera encontrar sistemas anti-alinhados
com dinamica ACR que apresentem razoes de massas planetérias elevadas (megt/mint > 1). Esse
tipo de resultado também é esperado para o caso de pericentros alinhados, como comentado ante-

riormente.
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FIGURA 2.7. Curvas tedricas de solugdes ACR 2:1 exatas para casos de pericentros anti-alinhados, a esquerda, e
alinhados, & direita. Em ambos os casos, as solugdes tém 01=0° e as curvas se distinguem por razoes de massas
planetarias (megt/Mint) (Beaugé et al. (2003)).

A direita da Figura 2.7, Beaugé et al. (2003) tragam as curvas de solu¢ao ACR para o caso de
pericentros alinhados até excentricidades mais baixas que aquelas apresentadas na Figura 2.6. O
que ¢ interessante destacar, nesse caso, ¢ a marcacao, como pontos, de dois fits para um sistema de
exoplanetas observado, que tém excentricidades orbitais nas vizinhancas de solucoes ACR. Sobre
esse aspecto, é comentado em Beaugé et al. (2003) que a existéncia de ACR poderia lancar luz
sobre o processo de formacgao do GJ876: provavelmente, os planetas teriam sido capturados em
ACR devido a aca@o de forcas nao-conservativas (como atrito com disco de gas), responsédveis por

levar o sistema a configuracao extrema de energia.
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Com um histérico desse tipo, é plausivel que o sistema apresente ACR, com amplitudes quase
nulas. Os autores ressaltam, porém, que as marcagoes nao estao exatamente em cima de solugoes
tedricas, indicando que, ou o sistema real de fato nao estd em ACR exata, ou os préprios fits
deveriam ser ajustados as solucoes ACR exatas associadas a razao de massas planetarias observada.
Se o sistema observado nao estiver exatamente sobre uma curva de solugao ACR, estando de fato
apenas proximo dela, em teoria o sistema deve estar com suas excentricidades, angulo critico e
Aw oscilando ao redor da solugao ACR. Também, segundo Beaugé et al. (2003), as marcagoes sao
relevantes para o estudo da dindmica de longo prazo, pois conhecer caracteristicas do centro de

corrotacao permite que se estime a estabilidade e periodos de oscilacao do sistema.

Em Beaugé et al. (2006), é enfatizado que as solugoes ACR de amplitude nula sao referentes
a um Hamiltoniano ponderado em um periodo sinddico e que, se nao for feita essa ponderacao, um
sistema real, mesmo sobre uma condicao de ACR exata, apresenta oscilagoes de curto periodo com
amplitudes finitas ao redor da solucao exata. Essa informacao é relevante para a interpretacao de

marcagoes de sistemas no plano de excentricidades, como foi feito na Figura 2.7, e, também, para
o estudo numérico deste projeto.

Nesse 1ltimo contexto, como as integracoes sao feitas a partir de equagoes de movimento
exatas, espera-se que haja uma auséncia de simulagoes em ACR de amplitude nula em mapas
dinamicos gerados. Essa auséncia nao deve representar, portanto, um desacordo com a teoria e,

no lugar das curvas de solugao tedricas exatas apresentadas para cada razao de massas planetarias
(se elas estao corretas), espera-se encontrar simulagbes com angulos critico e Aw oscilando com

amplitudes baixas e nao nulas.

¢ o
o
o

7 3

7 4

0.5 0.6

03 0 0.1 02 0.3 0.4
el

el

FIGURA 2.8. A esquerda: regides de dindmica ACR 2:1 simétrica, assimétrica e anti-simétrica no plano de excen-
tricidades, separadas pelos pontos de equilibrio angulares de (o1, dw). A direita: curvas tedricas de solugdes ACR
para diferentes razdes de massas planetarias, de acordo com Beaugé et al. (2006).

Beaugé et al. (2006) também afirma que as solu¢oes ACR tedricas dependentes exclusivamente
de razao de massas sao Uteis para se vencer os limites de medigoes do método de velocidade radial
estelar, desde que haja fundamento para que um sistema real estudado seja considerado coplanar.
Além disso, como o Hamiltoniano pode ser escrito em termos da razao de semi-eixos de um sistema,
as solugoes teodricas para determinada RMM, em principio, poderiam ser aplicadas a quaisquer

valores de semi-eixos individuais, desde que eles respeitem a proporcao da RMM.
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Na Figura 2.8, é possivel observar, na representacao a direita, curvas tedricas de solugao
ACR 2:1 para diferentes razoes de massas, cobrindo um amplo intervalo de excentricidades. Essas
solugoes foram definidas a partir de um modelo de Hamiltoniano semi-analitico diferente daquele
utilizados em Michtchenko et al. (2008a) e Michtchenko et al. (2008b), que era limitado a baixas
excentricidades. Beaugé et al. (2006) afirma ainda que, definida a RMM, o modelo tedrico utilizado
preveé solucoes independentemente das distancias dos planetas a estrela.

Na Figura 2.8 a direita, as novas solugoes tedricas estao todas em uma mesma imagem , mas,
na realidade, elas existem dentro de quadrantes de c.i. angulares diferentes. Nessa mesma figura,
a esquerda, é possivel ver esses diferentes dominios angulares previstos por teoria. As solugoes
ACR para o caso de dois planetas com baixas excentricidades sao encontradas, principalmente, no
quadrante de c.i. (o1,dw)=(0,7), mas também em (0,0). Acima das “barreiras” que delimitam
essas regides, existem as solugoes ACR assimétricas, que também dependem de razao de massas e

podem ter pontos de equilibrio angulares muito diferentes de 0 ou 7.

Para excentricidades mais elevadas, existem solucoes ACR assimétricas, mas também simétricas
alinhadas e anti-alinhadas nos quadrantes (0,0) e (m, 7). A reta pontilhada representa a ocorréncia
de cruzamento de drbitas planetarias, em que az(1 — e2) = a1(1 + e1). O modelo tedrico indica
que solucoes de corrotacao proximas a reta de colisdo sé sao vidveis para massas individuais baixas
e que, para massas maiores, nao ha solugoes estdveis possiveis nessa regiao. Beaugé et al. (2006)
sugere que, para estudar o tamanho dessa regiao de possiveis instabilidades, pode-se utilizar um
critério de estabilidade de Hill.

Outro aspecto importante explicado em Beaugé et al. (2006) é que, apesar de nao se poder
garantir que um sistema real estd de fato em ACR apenas pelos valores de suas excentricidades e
razoes de massas observadas, ja que uma ACR pode nao ser a tinica solucao estavel possivel para um
sistema nessas condigoes, a confirmacao de dindmica ACR poderia indicar o tipo de migragao que
um sistema teria sofrido no passado. Também, no caso de excentricidades moderadas ou altas, a
existéncia de ACR é especialmente plausivel, pois a ressonancia é um mecanismo capaz de proteger

o sistema, impedindo que os planetas sofram encontros préximos, mesmo que as orbitas se cruzem.

Simulagoes hidrodindmicas de migragao em gas apresentadas por Snellgrove et al. (2001)
chegaram a capturas em ACR para diferentes parametros de disco. Em Beaugé et al. (2006), fo-
ram feitas integragdes numéricas utilizando modelos de forgas externas nao-conservativas variados,
simulando sistemas fora, porém préximos da RMM 2:1 simétrica, sob efeito de maré e, também,
em interagao com disco de planitesimais. Essas simulacoes se iniciavam com ambos os planetas em
orbitas circulares e um resultado interessante é que, para migracoes adiabaticas e suficientemente
lentas (comparadas com a escala de tempo de perturbagdes conservativas), um sistema com deter-
minada razao de massas planetdrias evolui suas excentricidades, durante a migracao, obedecendo

linhas tedricas de solugdo ACR, como aquelas apresentadas na Figura 2.8 a direita.

Na Figura 2.9 a esquerda, estao marcados os pontos da simulagao de migragao e em cinza claro
e a linha preta continua é a curva de solugdo ACR 2:1 para a razao de massas simulada (Beaugé
et al. (2006)). E possivel observar o sistema evoluindo desde excentricidades nulas, na condicao
lenta adiabatica, sobre a curva tedrica (ou oscilando ao redor dela), passando pelo quadrante de
angulos (0,m) em excentricidades baixas e, depois, seguindo por solugdes do quadrante (0,0). Na
Figura 2.9 a direita, ha simulages de migracao para diferentes razdes de massa, em que cinza claro
representa migracoes nao adiabdticas e, em preto, estao migracoes adiabaticas. Nota-se que, para
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FIGURA 2.9. A esquerda: Em cinza claro, estd a evolugao no plano de excentricidades, por migracao adiabéatica, de
um sistema de dois planetas com razao de massas 0.8, em RMM 2:1, inicialmente com érbias circulares. A curva
preta preenchida sado solugoes ACR tedricas para essa razao de massas. A direita: Evolugoes de sistemas de diferentes
razdes de massas, em condigdes adiabdticas (preto) e nao adiabéticas (cinza), por Beaugé et al. (2006).

razoes 1.5 ou maiores, adiabatica ou nao, a migracao tende a seguir a curva teérica de ACR e, para
razoes de massas baixas, apenas o caso adiabatico obedece as solugoes tedricas, mas existe uma
fase em que o sistema assume um comportamento assimétrico, antes de retornar para a solugao

simétrica.

Outros trabalhos, como os de Migaszewski (2015) e Deck & Batygin (2015), afirmam que a
razao de massas planetdrias influencia significativamente na direcao de migracao em discos de
formacao, fazendo com que esta seja convergente ou divergente, aproximando os planetas da
condigao de RMM ou afastando-os. Também, em Deck & Batygin (2015), conclui-se que a ca-
pacidade de um sistema escapar de captura ressonante depende da razao de massas planetarias, e
que sistemas que sofrem migracao do Tipo I com razoes menores que 1 tendem a ficar capturados
permanentemente. Segundo Kley (2019), a migracao Tipo I ocorre para planetas com massas in-
viduais baixas, que interagem fracamente com o disco, sem causar grandes alteracdes na estrutura
deste, e, durante a migracao, os planetas em geral estdao completamente imersos em gas. Além
disso, a migracao Tipo I costuma resultar no movimento de planetas em diregao a estrela.

Essas informagoes sugerem que sistemas com razao de massas menores que 1 e com pelo menos
uma massa individual observada baixa, marcados sobre ou préximos a uma curva de solucao ACR
exata, tém um histérico de migracao em seu passado, possivelmente adiabética e Tipo I, convergente
a posicao de RMM, com os planetas tendo se formado mais distantes da estrela do que a posicao
em que se encontram atualmente e apresentando captura permanente. Essas afirmacoes nao sao
garantias, mas mostram que a marcacao de sistemas em catdlogos de regioes ressonantes podem,
pelo menos, indicar historicos de formacgao teoricamente plausiveis e fornecer argumentos para a
validade das teorias. Também, mesmo que nao seja possivel obter uma conclusao definitiva sobre a
formacao de um sistema especifico, marcando uma grande quantidade de sistemas em mapeamentos
de ressonancia, podem surgir tendéncias gerais para sistemas em RMM, que deverao ser explicadas
com teoria.

Por fim, outro artigo relevante dentro do contexto de estabilidade de sistemas ressonantes
e razoes de massas planetarias foi realizado por Marzari, F. et al. (2006). Nesse estudo, foram
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realizadas integracoes numéricas de sistemas em RMM 2:1, com razoes de massas e configuragoes
orbitais coplanares variadas (angulos iniciais e excentricidades assumindo diferentes valores dentro
de determinados intervalos). Foi feita uma andlise de frequéncias nos resultados das simulagoes
(Laskar’s Frequency Map Analysis), que permite obter um valor numérico chamado “parametro
de difusao” para cada simulagao. O parametro é um forte indicador de estabilidade a longo prazo
(bilhoes de anos), segundo os autores. No plano de excentricidades orbitais, foram feitos mapas de
difusdo para cinco valores de razoes de massas planetéarias, com o objetivo de se distinguir regioes

que promovem sistemas ressonantes estaveis.

A partir de seus resultados numéricos, Marzari, F. et al. (2006) concluem que, uma grande
variedade de razoes de massas planetarias e parametros orbitais podem apresentar estabilidade a
longo prazo e que, dentro das dérbitas estaveis, a dinamica ACR é tao frequente quanto a RMM
do tipo ndo ACR. Porém, considerando apenas as érbitas de alta excentricidade, a dinAmica ACR
é dominante entre as Orbitas estaveis. Os autores ressaltam que planetas, comumente, devem
se formar em Orbitas quase circulares e que eventuais migragoes rumo a captura ressonante sao
capazes de excitar as excentricidades planetdrias. Nesse sentido, planetas em RMM com altas

excentricidades provavelmente tém dinamica ACR.

Segundo Marzari, F. et al. (2006), os sistemas a serem detectados futuramente nao devem
preencher todas as configuracoes possiveis de érbitas estaveis e tendéncias devem surgir. Além disso,
também é afirmado que as solucGes estaciondrias podem ser entendidas como um “esqueleto” para
todas as érbitas no problema ressonante coplanar e que, possivelmente, também podem servir de

referéncia para o estudo dinamico de sistemas com pequenas inclinacoes entre planos orbitais.
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Objetivos

Tendo em vista os resultados ja existentes na Literatura, relacionando razoes de massas
planetérias com a ocorréncia de RMM/ACR, esta dissertagao tem os seguintes objetivos:

e integrar numericamente sistemas de dois planetas com razao de periodos orbitais 2 em dife-
rentes configuragoes, dentro de um intervalo de razdes de massas planetdrias representativo

para sistemas reais;

e construir mapas dinamicos no plano de excentricidades iniciais para verificar, em diferentes

regides, o comportamento das amplitudes de oscilacao de Aw e do angulo critico da RMM;

e mapear, no plano das excentricidades iniciais, as regides de dindmica ACR simétrica, que se

mantém secularmente com diferentes amplitudes de angulos Aw e oy;

e comparar as curvas numéricas de solugao ACR com as curvas tedricas de Beaugé et al. (2006)
nos diferentes quadrantes de c.i. angulares, para diferentes razoes de massas planetarias;

e verificar se os mapas numéricos das regices de RMM/ACR simétricas sao independentes da
distancia dos planetas em relacao a estrela e se sao significativamente sensiveis & mudancga

de massas planetarias individuais e de massa estelar;

e verificar a extensao da regiao de instabilidade ao redor da curva de cruzamento de érbitas,
distinguindo, nos mapas gerados, as simulacoes que tém ejecoes ou colisdes de planetas;

e caracterizar o comportamento das regides de RMM/ACR 2:1 simétricas em correlagdo com
a razao de massas planetdrias, quantificando a ocorréncia desses tipos de dindmica nas si-
mulagoes associadas a cada razao;

e selecionar diferentes sistemas de 2 exoplanetas observados com razao de periodos 2:1, marca-
los como pontos nos mapas dinamicos gerados para tais razoes de massas e identificar que
tipo de dinamica é consistente com a configuracao desses sistemas;

e para os sistemas selecionados, construir mapas do tipo semi-eixos vs. excentricidades, analisar
o comportamento das configuragoes orbitais vizinhas aos fits observacionais e quantificar

amplitudes de evolugao das excentricidades, semi-eixos e angulos criticos.

34
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Metodologia

Existem diferentes abordagens possiveis no estudo de ressonancias de movimentos médios.
Neste trabalho, para investigar a correlacao entre razoes de massas e a existéncia de captura res-
sonante em sistemas planetarios, foram utilizadas ferramentas de integracao numeérica e de andlise
dindmica. Optou-se por realizar, com o software Mercury de Chambers & Migliorini (1997), si-
mulagoes de sistemas coplanares de uma estrela e dois planetas, que tém comensurabilidade de
periodos orbitais 2:1 e razoes de massas planetarias dentro de uma faixa de valores pré-estabelecida.
Para a andlise, foram construidos diferentes tipos de mapas dinamicos, bem como graficos es-
pecificos da evolugao de sistemas a partir de determinadas condigoes iniciais e graficos de distri-
buigao percentual da ocorréncia de fenomenos de RMM e ACR como fungao das razoes de massas

planetarias.

A integracdo numérica da dindmica planetdria consiste na busca computacional por uma
solucao das equacoes de movimento que descrevem o sistema e, por meio dela, pode ser obtida
uma previsao da evolucao temporal de posigao e velocidade (ou de elementos orbitais) de objetos
de interesse. Nesse contexto, o Mercury é um integrador de N corpos comumente utilizado em
Astronomia Dinamica e resolve equagdes de movimento exatas - por exemplo, as expressoes (40) e
(41) do problema de dois planetas.

Escrito em Fortran, o Mercury opera com base em arquivos de entrada e produz arquivos de
saida que fornecem a evolucao temporal dos elementos orbitais de um sistema. Com esse programa,
¢é relativamente simples simular um tnico sistema: basta definir propriedades fisicas dos corpos
envolvidos (como massas e raios), parametros orbitais iniciais (posigoes e velocidades ou elementos
orbitais) e parametros associados a uma rotina de integracao disponivel (método numérico, passo

e tempo de integracao, critérios de encontro préximo, colisdo e ejegao de objetos, entre outros).

Um mapa dindmico, por sua vez, é construido a partir da manipulacao das saidas de uma
grande quantidade de integracoes individuais, todas realizadas com um mesmo sistema planetario,
mas partindo de diferentes condigoes iniciais. Essas condigoes determinam os eixos vertical e
horizontal do mapa dinamico e, portanto, um pixel do mapa representa uma uUnica simulagao.
Esse pixel, em geral, é colorido de acordo com uma escala de cores que revela informacoes sobre
a evolucao temporal de algum parametro da simulacao. Por exemplo, o pardmetro pode ser a
maxima amplitude de oscilagao de um elemento orbital ou algum outro valor calculado a partir
dos elementos orbitais da simulagao.

35
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Dependendo da quantidade de simulacoes desejada (i.e. da grade de condic¢oes de iniciais
definida), muito ou pouco recurso computacional pode ser necessario para a construcdo de mapas.
Em qualquer caso, é muito util desenvolver cédigos para automatizar a determinacao de parametros
de integracao dos arquivos de entrada do Mercury, a execucao de simulagoes, a retirada de dados
simulados e a sua manipulagdo para interpretar resultados. Neste projeto, foram utilizados os
computadores com multiplos processadores do Observatério do Valongo e os clusters Lobo Carneiro
da UFRJ ! e Santos Dumont 2.

Os cédigos desenvolvidos foram escritos em Python e permitiram a geracao de cinco tipos de
mapas dindmicos que sdo apresentados em Resultados. Os mapas sao: de amplitude de oscilagao
de angulo critico da RMM 2:1; de amplitude de oscilacao da diferenca de longitudes de pericentro
planetarias; de regioes de dindmica ACR associadas a RMM 2:1; de maxima variacao da evolugao
temporal de semi-eixos maiores; e de maxima variacao de excentricidades orbitais. Os primeiros
trés tipos de mapas foram construidos com base na variagao de excentricidades iniciais dos dois
planetas do sistema, estando estes com razao de periodos 2 exatamente. Como o angulo critico é
funcao das longitudes de pericentro e determina os estados de RMM, as grades desses mapas foram
definidas obedecendo c.i. de o1 e de Aw especificas que sdo pontos de equilibrio tipicos da RMM
2:1.

Ja os mapas de maxima variagao de semi-eixos maiores e excentricidades orbitais tém, como
grade, valores de semi-eixo maior e excentricidade de planetas na vizinhanca da RMM 2:1 exata.
Esses mapas costumam variar significativamente de acordo com as massas individuais de planetas
e nao had um padrao para uma mesma razao de massas planetdrias, mas eles tém utilidade na
andlise dindmica de sistemas de exoplanetas observados especificos. Como é tratado em Aplicacoes,
alguns sistemas reais foram selecionados para estudo neste projeto com o objetivo de validar as
caracteristicas dindmicas que os outros mapeamentos de RMM e ACR sugerem.

4.1 Estrutura de Mapas Dinamicos

A Figura 4.1 apresenta dois mapas dinamicos do tipo a vs. e gerados com parametros do
sistema Kepler-25, descoberto por Steffen et al. (2012), considerando que hé, no sistema, apenas
os dois planetas internos com razao de periodos proxima a 2 e estrela com 1.22M. Esses mapas
revelam o efeito da perturbacao ressonante na evolucao de parametros orbitais dos planetas -
no caso, as maximas variacoes do semi-eixo maior e da excentricidade do planeta interno. Para
construir as simulacées dos mapas, as c.i. do planeta mais massivo sao fixadas e varia-se as c.i.
de semi-eixo maior e excentricidade do planeta menos massivo nas redondezas de sua posicao

observada.

O tempo de integracdo de cada simulagao deve envolver alguns periodos de perturbagao
ressonante e pode ser obtido realizando-se simulagoes curtas antes da geragao de mapas. E pre-
ciso ter cautela na determinacao desse parametro, pois, caso contrario, perturbacoes seculares se
manifestam nas integragoes e a andlise exclusiva do comportamento ressonante é comprometida.

Como mostra a Figura 4.1, os mapas apresentam estruturas: regioes de maior ou menor variagao

'NACAD - Lobo Carneiro: portal.nacad.ufrj.br
*LNCC Santos Dumont: sdumont.lncc.br
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Ficura 4.1. Estrutura de mapas dindmicos a vs. e: mapemento das méximas variagoes de semi-eixo maior e
excentricidade do planeta menos massivo do sistema Kepler-25 nas vizinhangas da RMM 2:1. O ponto vermelho
marca a posigdo do Kepler-25 b, segundo parametros planetarios de Mills et al. (2019). Estrela de 1.22M¢. Tempo
das integragoes: 4000 dias.

de elementos orbitais. Assim, a construcao desses tipos de mapas fornece informacoes importantes

sobre a dindmica de um sistema que tem periodos orbitais comensuraveis.

Como a determinacgao do estado de RMM se d4a pelo comportamento do angulo critico, outro
método para investigar a ressonancia é mapear a amplitude da evolucao temporal do angulo critico.
O mapa da Figura 4.2 é construido a partir das mesmas simulagoes que geraram os mapas anteriores,
mas permite obter outras informacoes. Por exemplo, a figura mostra quais sao as regioes de captura
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FIGURA 4.2. Estrutura de mapas dindmicos a vs. e: mapeamento das amplitudes de oscilagdo do angulo critico da
RMM 2:1, 01 = 2A2 — A1 — wy. Sistema coplanar com longitudes de pericentro e anomalias médias iniciais iguais a
0°. Uma circulagao corresponde & amplitude de 180° e os graficos de evolugao temporal estdo modulados entre 0° e
360°. As evolugoes representadas mostram libragdes ao redor de o1 = 0°, exceto pelo caso superior & esquerda, em
que ocorre circulagdo do angulo critico em uma simulacao externa e bem préxima a uma regiao de oscilagdo.

ressonante, que sao, com mais confianga, as regioes com amplitudes de g1 mais baixas e cores frias.
Uma amplitude de 180 graus representa a circulagao do angulo critico. O mapa de amplitude de o
pode mostrar, também, estruturas nao muito evidentes nos mapas anteriores, como, por exemplo,
a faixa vertical bem marcada de valores de excentricidade que permitem captura ressonante na
posicao do Kepler-25 b.

Os mapas a vs. e sao ferramentas importantes de analise dindmica e nao sao constantes
para uma mesma razao de massas planetarias. E observado na literatura e na pratica, porém,
que mapas de regides ressonantes construidos com grades de condigoes iniciais do tipo ejcos(o) vs.
egcos(wwg — w1 ), em geral, sdo semelhantes entre si para sistemas com uma mesma razao de massas
planetarias e uma mesma relacao de periodos comensuraveis, quando ha proximidade da condigao
de oscilacao da diferenca de longitudes de pericentro. Definindo a massa da estrela do sistema,
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é possivel, portanto, observar a ocorréncia de RMM 2:1 coplanar em simulagoes associadas a um
unico valor de razao de massas e a um unico valor de semi-eixo maior inicial do planeta interno,

construindo-se um mapa como o da Figura 4.3.
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FIGURA 4.3. Evolugdes temporais de dngulos criticos e mapeamento de sua amplitude (em graus) para um sistema
coplanar, inicialmente em 2:1 exata, com razao de massas planetdrias 1 (i.e. "r=1") e estrela do tipo solar. Pixels
brancos correspondem a instabilidades, ou seja, & ocorréncia de colisdes entre objetos ou ejegdes (i.e. algum objeto
se afastou da estrela mais de 100 UA).

Como antes, cada pixel nesse mapa representa uma simulacdo e a cor do pixel fornece a
amplitude da evolugao temporal do angulo critico, que indica se a simulagao esta ou nao capturada
em RMM. Se o mapa for gerado com uma escala de tempo relativamente longa para o sistema em
questao, observa-se regioes de captura ressonante que se mantém por tempo secular. Nos eixos
do mapa, e1 e es sdo c.i. de excentricidade dos planetas interno e externo, respectivamente, e os
argumentos de cosseno representam c.i. conhecidas (na literatura) de angulos que podem favorecer
a ocorréncia de RMM 2:1 em sistemas de dois planetas. Assim, os quatro quadrantes tém c.i.s de
angulo (o1, ws —w1) = [(0,0), (0,7), (7, 7), (7,0)], em que o1 = 2X3 — A\ — w1, 08 \; sdo longitudes
médias e os w; sao longitudes de pericentro dos planetas.

Pode-se observar que, dependendo das condigoes iniciais de angulos e excentricidades, um
mesmo sistema com razao de periodos 2:1 pode evoluir de diferentes maneiras e, mesmo havendo
o posicionamento de semi-eixos coerente com uma ressonancia de movimentos médios exata, ainda
é possivel que o sistema nao fique capturado em ressonancia. Isso pode ser verificado nos graficos
de evolugao temporal do angulo critico, que revelam circulagoes (como no grafico superior direito)
ou oscilagoes (libragoes) mais ou menos regulares e com amplitudes variadas. As frequéncias de
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libracao sao frequéncias de ressonancia e as amplitudes mais baixas no mapa dindmico (cores
mais frias), em geral, sdo as que se mantém por escalas de tempo seculares. Enfim, o tipo de
mapa representado na Figura 4.3 revela regices de ocorréncia de RMM 2:1 no plano ejcos(o) vs.

egcos(we — wi) para sistemas de dois planetas coplanares com razao de massas 1.
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FIGURA 4.4. Evolugdes temporais da diferenga de longitudes de pericentro e mapeamento de sua amplitude (em
graus) para um sistema coplanar em 2:1, com razdo de massas planetdrias 1 (i.e. "r=1") e estrela do tipo solar.
Pixels brancos correspondem & ocorréncia de colisdes ou ejeces nas simulacoes.

Também, para sistemas capturados em RMM 2:1, existe a possibilidade de outro angulo
critico estar librando, como o9 = 2A9 — A\{ — wsy. No caso coplanar, o9 estd relacionado com oy
pela relagdo o1 — 09 = wo — wi. A Figura 4.4 mostra um mapa de amplitudes de oscilagdo de
(g — w1) e a evolucao temporal deste angulo para simulagoes que estao em diferentes regioes do
plano ejcos(o) vs. egcos(wy — wq). As simulagdes que compoem o mapa de amplitude de Aw sao

as mesmas do mapa de amplitude de o7 da Figura 4.3.

Como no caso dos mapas de amplitude de o1, os mapas de amplitude de Az também revelam
regioes de circulacdo ou oscilacdo de Aw para um sistema que parte de diferentes condigoes iniciais.
As regides com cores mais frias indicam quais condigoes estao associadas a oscilagoes de Aw. Dessa
forma, analisando-se simultaneamente os mapas de amplitude Az e de amplitude de o1, é possivel
encontrar regioes em que ambos os angulos oscilam e que, portanto, apresentam o fenémeno ACR.
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4.2 Estudo de Correlacao

4.2.1 Variacao de Razoes e Graficos de Percentuais

Para se estudar a correlacao entre a ocorréncia de RMM/ACR e razoes de massas planetarias,
a estratégia deste projeto consiste, fundamentalmente, na geracao de uma grande quantidade de
mapas de amplitude de oscilacao de angulo critico e de amplitude de Aw, como aqueles das Figuras
4.3 e 4.4. A ideia principal é que esses mapas se diferenciem apenas pelo valor da razao de massas
planetarias, de modo que seja possivel comparar o comportamento de uma sequéncia de mapas
como fun¢ao de uma unica variavel e, entao, verificar como a razao de massas se relaciona com a

forma das regides de RMM/ACR.

Uma propriedade observada dos mapas mencionados é que, quando se constréi uma grade de
c.i. ejcos(o) vs. egcos(wwy — wy) fina o suficiente, as regides de oscilagao de o1 e de Aw sdo bem
definidas para um tempo de integragao fixo. Também, como a dindmica ACR consiste na oscilagao
simultanea desses dois angulos, por consequéncia, as regidoes em que ocorrem o fenémeno ACR
ficam definidas. Ou seja, mesmo que se afine mais a grade, a aparéncia geral dos mapas dinamicos
nao se altera significativamente para resolucoes cada vez maiores. Isso revela que simulagoes que
partem de c.i. parecidas tendem a apresentar amplitudes de angulo critico e de Aw semelhantes,
dentro do tempo integrado, e que as regioes de dindmica do tipo RMM/ACR configuram uma
porcentagem aproximadamente fiza da area total do mapa ou do total de simulagoes realizadas.

Nesse contexto, pode-se supor o seguinte caso: um sistema coplanar de dois planetas se en-
contra, inicialmente, com uma razao de periodos tal que sugere a existéncia de uma RMM 2:1
exata. O sistema apresenta valores iniciais (osculadores) especificos de semi-eixos maiores ay e ag,
massas planetarias mi, meo e massa da estrela Mgy, mas ha incerteza quanto as suas disposigcoes
angulares, por exemplo. Mapas de 01 e Aw, entédo, sdo gerados para esse sistema, com grade sufici-
entemente fina dentro de um intervalo de excentricidades {ej, e2} definido e utilizando condicoes de
angulos iniciais que favorecem o desenvolvimento de dinadmica ressonante (i.e. pontos de equilibrio
conhecidos). Integra-se por um tempo que engloba perturbagoes seculares. A totalidade de um
mapa (i.e. todas as simula¢oes do mapa), nesse caso, representa 100% de um universo de c.i. e
trajetérias evolutivas possiveis para o sistema estudado, se ele tiver excentricidades osculadoras,
de fato, dentro do intervalo mapeado e estiver nas proximidades de uma captura em RMM 2:1.

Como mencionado, as trajetérias com dinamica RMM/ACR sao uma porcentagem desse
universo de c.i. possiveis. Sozinho, esse niimero nao sugere muito, mas pode apontar uma tendéncia
quando comparado a outras porcentagens, associadas a mapas semelhantes em grade, mas com
razoes de massas planetarias diferentes. E evidente, nesse caso, que uma comparacgao esta sendo
feita entre mapas de sistemas diferentes (porque estes tém massas planetérias diferentes), porém,
todos estariam, a principio, com a mesma condicao inicial de periodos 2:1 exata, bem como de aq e
Mtar, de modo que qualquer padrao eventualmente encontrado deve estar relacionado a esse tipo
especifico de configuracao.

Também, as porcentagens permitem descobrir se existe alguma razao de massas associada a
uma maior quantidade de trajetérias que se mantém, secularmente, em dindmica de RMM/ACR
2:1. Se ela existir, dentro do universo de c.i. simulado, um sistema que apresenta tal razao de
massas tem maior probabilidade de apresentar captura ressonante do que outros sistemas em 2:1,
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com razoes de massas diferentes, no cenario em que nao ha certeza sobre excentricidades e angulos

osculadores.

Por exemplo, um conjunto de mapas associado a diferentes razoes de massas (mz/m1) pode
ser gerado com simulacbes, nas quais a massa do planeta interno fica fixa enquanto mso varia. Os
mapas resultantes podem ser comparados entre si a “olho nu”, mas é mais facil verificar as por-
centagens de simulagoes capturadas em ressondncia no caso de muitos mapas ou mapas parecidos.
Contando-se as simulagoes que apresentam oscilagdo de o1 e/ou de Aw (segundo um critério de
contagem que deve ser definido), é possivel descobrir se existe algum valor de ms (e, assim, também,
de mgy/my) associado & maior ocorréncia de RMM.

Para saber, no entanto, se o comportamento das regioes de RMM é relacionado com a razao de
massas propriamente, e ndo com massas individuais, é preciso utilizar valores diferentes de massas
para produzir mapas de uma mesma razao e compara-los. Além disso, para verificar se as regioes
de RMM/ACR da 2:1 exata dependem apenas da razao de massas e nao de outros parametros
também, é preciso conferir a semelhanca entre mapas de uma mesma razao e com valores diferentes

de semi-eixos e de Mgq, que sao os Unicos outros parametros livres nesse contexto.

Dessa forma, optou-se por simular diferentes conjuntos de mapas de amplitude de o1, de Aw
e, com base nesses dois, construir mapas de dindmica ACR. Decidiu-se produzir quatro grandes
conjuntos de mapas. Os primeiros trés referem-se a estrelas do tipo solar e o quarto tem estrela
condizente com uma ana vermelha. Em todos os casos, os semi-eixos maiores iniciais dos planetas
obedecem a razao de periodos 2:1 exata. Os trés primeiros casos se distinguem especialmente pelas
posigoes de a; simuladas. Além disso, define-se um intervalo fixo (e discreto) de razao de massas e
cada conjunto de mapas é construido com base nesse vetor. Nos mapas associados a uma mesma
razao de massas, as massas individuais dos planetas assumem valores diferentes e o conjunto com

estrela do tipo ana vermelha tem o mesmo a; de um dos conjuntos do tipo solar.

Com essa construcao, é possivel verificar uma série de aspectos, como a variacao dos mapas
devido apenas a uma mudanca na massa da estrela e a existéncia de algum padrao nas estruturas
ressonantes dos mapas que seja caracteristico da RMM 2:1. Os conjuntos de mapas com estrela do

tipo solar segue a seguinte organizagao:

e Existem trés conjuntos de mapas (A, B, C) e cada conjunto tem posicionamentos de RMM
2:1 exata diferentes: no primeiro conjunto, tem-se que a; =A, no segundo, a; =B, e, no
terceiro, a; =C.

e Existe um tnico vetor de razoes de massas com X elementos;

e Cada conjunto produz 3X mapas: para cada razao de massas, existe um mapa de amplitude

de o1, outro de Aw e outro de regices ACR;

e Nos conjuntos A e C, existe um valor fixo de mq, por exemplo, m; =Y, e as massas mg Sao

calculadas com base no vetor de razoes de massas: mo =razaoxmi.

e No conjunto B, a massa do planeta interno também ¢é fixa, porém, é diferente daquela dos
outros conjuntos. Em B, m; = 2Y e a massa do planeta externo varia como mo =razaoxm;.
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Dessa forma, existem trés posigoes de RMM 2:1 sendo testadas. A diferenga entre os con-
juntos A e C é apenas o valor de a;. A diferenca entre A (ou C) e B é a; e o valor fixo de m;.
Se os trés conjuntos produzirem mapas iguais ao longo de todo o vetor de razao de massas, entao,
as estruturas nos mapas devem ser uma propriedade da RMM 2:1, j4 que este é o tinico aspecto
comum nos trés conjuntos (exceto, também, pela massa da estrela). Se os conjuntos A e C produ-
zirem mapas iguais, mas B produzir mapas diferentes, entao deve existir um padrao especifico da
RMM 2:1 nos mapas, mas esse padrao € sensivel a massa do planeta interno. Além disso, o quarto
conjunto de mapas (D), associado & ana vermelha, é igual ao conjunto A, exceto pela massa da
estrela. Assim, D pode ser comparado com A para se verificar se um eventual padrao da 2:1 varia

com a massa estelar.

Mais ainda, se, dentro de um conjunto especifico, os mapas nao variam com a razao de massas,
entao, nao deve existir relagdo entre as estruturas ressonantes e as razoes de massas planetarias.
Se, no entanto, dentro de um mesmo conjunto, as regioes ressonantes evoluem de forma continua e
gradual com a mudanca de razao de massas, entao, isso é um indicativo de que a forma das regioes
ressonantes se correlaciona com as razoes de massas planetarias. Por outro lado, se os mapas se
modificam com a variacao da razao de massas de forma descontinua e aparentemente aleatéria, é
um indicativo de que a correlacao nao deve existir ou que, se existe, o método aqui proposto nao
deve ser o melhor para estuda-la.

No caso em que ha uma correlacdao caracteristica da RMM 2:1 e dependente da razao de
massas primordialmente, deve ser possivel observar a evolucao dos mapas como funcao das razoes
a “olho nu”, se o vetor de razdo de massas for bem escolhido e uma quantidade suficiente de
mapas for gerada. A forma mais pratica de escolher o bom intervalo é graficando a ocorréncia de
simulagoes em RMM/ACR (segundo um critério), como funcao das razoes. Um caso interessante
vislumbrado é que a ocorréncia seja uma funcao da razao de massas com um ponto de maximo
ou de minimo, pois, nesse caso, existem razoes de massas mais ou menos favoraveis a captura
ressonante. O caso mais interessante é se existir um pico de ocorréncia em determinado valor de
razao e a curva de ocorréncia decair para ambos os lados dessa razao, sendo possivel definir uma
razao de massas que é a mais favoravel a captura e, também, extrapolar o comportamento da
ocorréncia para razoes infinitamente grandes e infinitamente pequenas, cobrindo todo o intervalo

de razoes de massas possiveis.

Apesar de ser cansativo, o intervalo de razado de massas ideal é buscado experimentalmente
até que seja possivel observar um comportamento satisfatorio para a curva de ocorréncia. Como
0os mapas levam tempo para ser simulados, essa busca deve ser feita gerando mapas de menor
resolucéo e, uma vez que o intervalo é definido, repete-se a geracdo de mapas para melhorar a
qualidade deles e da curva de ocorréncia.

Antes de apresentar como os graficos de ocorréncia sao produzidos, propriamente, é preciso
explicar como mapas de regioes ACR sao construidos e o que é o critério de contagem de simulagoes
em RMM/ACR. Na Figura 4.5, é possivel observar os mapas ja apresentados de amplitude de o1
e de Aw para razao de massas planetarias 1 e o mapa inferior é construido a partir desses dois,
com um codigo que verifica se cada simulagao dos mapas superiores esta ou nao com oscilacao dos
angulos critico e Aw. A verificagao é feita utilizando os préprios valores de amplitudes de o1 e de

Aw e segue seis critérios (arbitrdrios) para determinar as regides de dindmica ressonante.
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FIGURA 4.5. Estutura de mapas dinamicos: mapeamento de regides ACR segundo critérios de amplitude de o7 e
de Aw. Mapas com estrela do tipo solar, a;=0.5 UA e tempo de integracdo de 240 mil anos. Nos mapas, a cor
branca representa simulagoes com instabilidades, ou seja, simulagbes em que houve colisdo entre planetas, colisdo
entre planeta e estrela ou ejecdo de algum objeto.

Se uma simulacao tem o7 oscilando com amplitude menor ou igual a 10° e, também, amplitude
de Aw menor ou igual a 10°, entdo essa simulagao é contada como uma “simulagdo em RMM
segundo o critério de 10°”, como uma “simulacao com oscilagao de Aw segundo o critério de 10°”
e, também, como uma “simulagdo em ACR segundo o critério de 10°”. No mapa de regioes ACR,
essa simulagao é colorida com a cor que representa o critério de 10°.

Os circulos coloridos tragados na imagem servem apenas para auxiliar a visualizagao de
como o mapa de regides ACR funciona. Na regido delimitada pelo circulo laranja, oy circula e
Aw oscila. Assim, as simulagdes nessa regiao ndo sdo contadas como simula¢ées em RMM e séo
contadas como simulagoes com oscilacdo de Aw segundo diferentes critérios. Consequentemente,
no mapa de ACR, essa regiao esta colorida de cinza, pois nao satisfaz nenhum critério de contagem
ACR estabelecido e, portanto, ndo tem dinamica ACR.

J4 a regiao delimitada pelo circulo vermelho tem oscilagao de o1 e de Aw obedecendo dife-
rentes critérios. Na parte mais interna, os dois angulos oscilam com amplitudes baixas e, portanto,
estao coloridos de azul no mapa de regives ACR. Existe, entao, uma regiao ao redor da mais interna,
na qual Aw oscila com amplitudes mais altas enquanto o; oscila com amplitudes ainda baixas. O
c6digo confere ambas as amplitudes simultaneamente pelo mesmos critérios, entdo, no mapa ACR,
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essa regiao estd colorida de verde, pois os dois angulos, o e Aw, oscilam com amplitudes menores
ou iguais a 100°. Enfim, as simulagoes contidas nessa regiao sdo contadas como “simulagbes em
ACR segundo o critério de 100°”.

Finalmente, utilizando as contagens de simula¢ées em ACR segundo os diferentes critérios
mencionados e as contagens individuais de simulagoes com oscilagao de o1 (RMM) ou de Aw,
também segundo os critérios de amplitude, é possivel graficar os percentuais de simulagoes em dife-
rentes “estados dindmicos” como uma fungao da razao de massas. Cada conjunto de mapas (A, B,
C solares e o de ana vermelha) tem, para uma mesma razao de massas, um percentual de simulagoes
em RMM, outro de simulacées em ACR e outro de simulactes com oscilagao de Aw. Entao, para
cada conjunto de mapas, pode-se construir graficos de percentual de ocorréncia de RMM/ACR
em funcao de razoes de massas planetarias, permitindo que se observe o comportamento funcional

desses dois parametros e que se verifique existéncia de correlagao.

4.2.2 Definicao de Parametros de Integracao

Para realizar as integracoes e construir os mapas dinamicos apresentados em Resultados,
definiu-se um vetor de razao de massas com 26 valores. Sao eles: 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3,
0.35,0.4,0.6,0.8,0.9, 1, 1.2, 1.5, 1.8, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 5, 6, 8, 10, 15 e 20. Os conjuntos A, B e C
com estrelas de massa e raio solares tém trés valores de semi-eixo maior do planeta interno (ap),
respectivamente, 0.0516 UA, 0.5 UA e 1 UA. Os semi-eixos maiores iniciais dos planetas externos
foram calculados, respectivamente, pela equacao (2.1.62). Os mapas com a;=0.0516 UA e 1 UA
tém massa de planeta interno m; = 4.4Mg e o caso a; = 0.5 UA tem m; = 8.8 Mg. Também, os
mapas com estrela do tipo ana vermelha tém a7 =0.0516 UA e massa de estrela 0.5M.

Cada um dos mapas de amplitude de oscilagao de o1 e de Aw foram construidos com quatro
quadrantes de simulagoes, em que cada quadrante tem 50 c.i. de excentricidade do planeta interno
e 50 c.i. de excentricidade do planeta externo. Dessa forma, um tinico mapa tem 50%50%4 = 10 mil
simulagoes. As excentricidades iniciais variam de 0.01 a 0.3. Esse intervalo de valores foi escolhido
com base no levantamento de sistemas proximos a condigao 2:1, que foi realizado para este projeto
(ver Apéndice) e indica que a grande maioria de sistemas préximos &8 RMM 2:1 tem excentricidades
de ambos os planetas menores que 0.3.

Em todos os mapas dinamicos gerados, as simulagoes nas quais aconteceu colisao entre pla-
netas ou entre planeta e estrela foram consideradas instdveis. Também, os casos em que algum
objeto se afastou da estrela para além de 100 UA foram interpretados como ejegoes. Assim, as
simulacoes com colisdo ou ejecao de objetos foram consideradas “simulagoes com instabilidades”

e, nos mapas dinamicos, elas estao coloridas de branco.

Também, os quadrantes de cada mapa sao construidos com c.i. de angulos diferentes. Uti-
lizando o mapa dindamico da Figura 4.3 como exemplo, o quadrante superior direito tem c.i. de
angulos {ww; = 0°,M; = 0°, 0y = 0°, My = 0°}, em que M; e My sdo as anomalias médias ini-
ciais dos planetas interno e externo, respectivamente. Essas c.i sao tais que esse quadrante tem,
inicialmente, o1 = 0° ¢ Aw = 0°. Ainda na Figura 4.3, o quadrante superior esquerdo tem c.i.
{w1 = 0°,M; = 0%, 9 = 0°, My = 90°,01 = 180°,Aw = 0°}, o quadrante inferior esquerdo
tem {w; = 0°,M; = 0°, w9 = 180°, My = 90°,01 = 180°, Aw = 180°} e o inferior direito tem
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Capitulo 5

Resultados

5.1 Percentuais de Ocorréncia de RMM e ACR

Buscando correlacionar a ocorréncia de RMM com razoes de massas planetarias, foram cons-
truidos mapas dinamicos de amplitude de oscilagdo de angulo critico, de amplitude de Aw e de
regioes ACR para 26 razoes de massas em 4 situagoes distintas: estrela solar e semi-eixo maior inicial
do planeta interno sendo a; = 0.0516 UA, a; = 0.5 UA e a1 = 1UA; e outro caso a; = 0.0516 UA,
mas com estrela de 0.5M. Todas as integracoes realizadas tém c.i. angulares iniciais simétricas e,

portanto, as interpretacoes de resultados neste capitulo valem apenas para RMM/ACR simétricas.

No total, foram gerados 312 mapas, com 10 mil simulagoes cada. Os mapas sao apresentados
nas secoes posteriores. E para facilitar a interpretacao do comportamento destes, foram construidos
graficos, relacionando o percentual de ocorréncia de oscilagao de angulos com as razoes de massas
planetarias, dentro de cada uma das 4 diferentes situacoes mencionadas.

Na Figura 5.1, é possivel observar, para o caso de estrela solar e a; = 0.0516 UA | a ocorréncia
de simulacdes com oscilacao de o em funcao das razoes. Nesse caso, cada razao no eixo horizontal
estd associada a um unico mapa de amplitude de o1, que tem quadrantes de c.i angulares (o7, g —
w1) = [(0,0), (0,7), (7, m), (m,0)]. Assim, na curva roxa superior, um percentual de 30% na razao
de massas 3, por exemplo, indica que ocorre RMM em 30% das simulagoes do mapa dessa razao,
com amplitudes de oscilagdo menores ou iguais a 150°. Também, como um mapa tem 10 mil
simulagoes, 30% sao 3000 simulacoes. As outras curvas coloridas, referentes a outros critérios de

amplitude, devem ser interpretadas de maneira andloga a roxa.

Com esse tipo de grafico, nota-se que, considerando apenas amplitudes de oscilagdo maiores
(critérios de 50, 100 e 150 graus), existe um crescimento aproximadamente linear da ocorréncia de
RMM com o aumento da razao de massas, até razao proxima a 1. Para razoes maiores que esse
valor, o percentual de simulacoes em RMM tende a ser um valor constante, independente da razao
de massas. Isso indica que, a ocorréncia de RMM com amplitudes grandes se altera em funcao
de razao de massas de forma significativa para razoes baixas, mas, para razoes maiores que 1, em

geral, nenhuma razao é especialmente mais favoravel que outra a dinamica de RMM.

Jé a ocorréncia de simulagoes em RMM, com amplitudes baixas de angulo critico (critérios de

20, 10 e 5 graus), tem pico sobre razoes de massas entre 1 e 1.5. O pico é global para as amplitudes

47
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% de simulagdes por mapa com amp(o1) < critério vs. m2/m1; a1=0.0516 UA
35 T T T T T T
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critério 50
30 - critério 20 1
—eneno e ——y
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% de simulagdes com amp(o1) < critério
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FIGURA 5.1. Percentual de simulacées em RMM 2:1 vs. Razdes de massas planetarias. Estrela de massa solar e
a1 = 0.0516 UA.

menores ou iguais a 10°. Apesar de o valor percentual do pico em si ser baixo, sugerindo poucas
simulacoes com amplitudes baixas, ele ocorre sincronizadamente com a mudanca de comportamento
das simulacoes de amplitudes maiores. Isso sugere que hd uma diferenca no comportamento das
solugobes de sistemas ressonantes que tém razoes maiores ou menores que a faixa de 1 a 1.5 e também
indica que as menores amplitudes de angulo critico acontecem, preferencialmente, para os sistemas

que estao dentro da faixa.

A Figura 5.2 mostra, também para estrela de massa solar e a; = 0.0516 UA, a ocorréncia de
simulacbes com oscilacao de Aw segundo diferentes critérios de amplitude, para todo o intervalo
de razao de massas planetarias testado. No grafico da Figura 5.2, cada razao estd associada a um
respectivo mapa de amplitude de A, e um percentual de 65% na curva roxa em razao de massas
aproximadamente igual a 1, por exemplo, indica que, no mapa de amplitudes de Aw dessa razao,
65% das simulagoes tiveram oscilacao de Aw com amplitudes menores ou iguais a 150°.

Na Figura 5.2, é possivel notar que a ocorréncia de simulagoes com oscilagao de Aw de
maiores amplitudes (critérios de 150 e 100 graus) tem pico global que ocorre aproximadamente em
razao de massas 1 e, a medida que se considera critérios de amplitudes menores, o pico das curvas
de ocorréncia se deslocam em diregao a razdes de massas menores. Em todos os casos, a partir
de razado de massas 1.5, a ocorréncia de oscilagoes de Aw decai continuamente para razoes cada
vez maiores e, considerando as simulac¢oes de mais baixas amplitudes (critérios de 10 e 5 graus), a

ocorréncia tende para 0 para razoes iguais a 20 (e, extrapolando, também maiores que 20).

Considerando-se todas as curvas da Figura 5.2, qualquer razao de massas menor que 3 tem
maior ocorréncia de oscilacdo de Aw do que razoes maiores que 3. Também, para os critérios de
20, 10 e 5 graus, existe um segundo pico de ocorréncia de oscilacao para razoes de massas dentro
da faixa de 1 a 1.5. Além disso, é possivel notar que a ocorréncia de oscilacdo de Aw, para razoes
menores que 6, assume valores percentuais maiores que a ocorréncia de oscilacao de o1 nos mapas,
indicada pela Figura 5.1. Isso sugere que, ndo havendo preferéncia por quadrantes angulares dos
mapas (i.e. considerando todos os quadrantes igualmente possiveis), a oscilagao do angulo secular
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% de simulagdes com amp(A®) < critério por mapa vs. m2/m1; a1=0.0516 UA
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FIGURA 5.2. Percentual de simulag¢oes com oscilagdo de Aw vs. Razbdes de massas planetarias. Estrela de massa
solar e a1 = 0.0516 UA.

é mais frequente que a RMM dentre as simulacoes com razao de periodos orbitais 2 e razoes de
massas planetarias baixas. Para razoes maiores que 6, porém, RMM ¢ mais frequente.

Os picos de ocorréncia mencionados sao relevantes, porque, quando acontecem para a mesma
faixa de razdo de massas nas Figuras 5.1 e 5.2, promovem a ocorréncia da dindmica ACR, em que
ambos os angulos, o1 e Aw, estdo em regime oscilatério. Na Figura 5.3, é possivel observar a
ocorréncia de ACR como fungao das razoes de massas planetarias. Os critérios valem para o1 e
Aw simultaneamente, ou seja, se, em uma simulacao associada a razao X, a amplitude de o1 é 90°
e a de Aw é 110°, a simulagao satisfaz o apenas o critério de 150°, em que ambos os angulos tém
amplitudes menores ou iguais a 150°. Se, por exemplo, a amplitude de o1 é 5° e a de Aw é 15°,
tal simulacao satisfaz os critérios de 20, 50, 100 e 150 graus e, entdo, é contabilizada nas curvas
percentuais desses quatro critérios.

A Figura 5.3 indica que, para razoes de massas menores que 1, existe um pico de ocorréncia de
simulagoes com grandes amplitudes de angulo critico e/ou Aw (critério de 150°). Esse pico refere-
se, de fato, a simulagbes de grandes amplitudes principalmente, porque as curvas dos critérios de
amplitudes menores apresentam percentuais de ocorréncia muito mais baixos nessa faixa de razoes
de massas. Portanto, hé poucas simulagoes com ambos os angulos 01 e Aw com amplitudes baixas
nessa faixa de razoes de massas, em comparacao com a quantidade de simulagoes que tém algum

desses angulos oscilando com grandes amplitudes.

Ainda observando a curva do critério de 150°, nota-se que ela se sobrepoe aquela do critério de
100° para razoes préximas a 2 e, a partir desse valor, aproximadamente, ambas as curvas decaem
conforme a razao de massas aumenta, tendendo assintoticamente para 0% nas proximidades da
razao 20. Para razoes maiores que 10, as curvas dos critérios de 150, 100 e 50 graus se sobrepoem,
e para razoes maiores, estas também se sobrepoem as curvas dos critérios de 20, 10 e 5 graus.
Isso significa que a ocorréncia de simulacbes em ACR, a partir de razao 2, tende a diminuir
nos mapas, de modo geral, a medida que a razao aumenta e as simulagoes com amplitudes de
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oscilagdo maiores ficam menos frequentes, restando cada vez menos simulagdes em ACR e, estas,

apresentando amplitudes cada vez mais baixas de o1 e de Aw simultaneamente.

Outra informagao da Figura 5.3 é que existe um pico de ocorréncia de ACR com amplitudes
menores que 100° para razoes de massas entre 1 e 2. Esse pico condiz com os picos de ocorréncia
de RMM e de oscilagdo de Aw existentes nessa faixa de razoes, observados nas Figuras 5.1 ¢ 5.2. O
pico de ACR é especialmente bem marcado para os casos de amplitudes menores (critérios de 20,
10 e 5 graus) e ocorre em razao 1.2. Isso indica que razoes proximas a 1.2 promovem e concentram
a ocorréncia de simulagoes em ACR 2:1 de baixas amplitudes nos mapas dinamicos gerados. E
mesmo as simulagdes com amplitudes maiores, que obedecem os critérios de 50 e 100 graus, também
tém a dinamica ACR favorecida dentro da faixa de razoes de massas entre 1 e 2, em comparagao
com o restante do intervalo de razoes testado.

% de simulagdes com amp(c1) e amp(A®) < critério vs. m2/m1; a1=0.0516 UA

18 T T T T T T T T
critério 150 ——g—
° critério 100 —a—
= 16 H critério 50 -
2 critério 20
o critério 10
Vi 14 Critério 5 ——a—
&
g 12 |
o
&
° 10 R
b s ]
o
§
g 8 1
o
S Ll ]
E
7]
g 2 -
e ,,
0 ¥ - -
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

m2/m1

FIGURA 5.3. Percentual de simulagoes em ACR vs. Razbes de massas planetarias. Estrela de massa solar e
a1 = 0.0516 UA.

Os valores percentuais da Figura 5.3 sao calculados sobre o valor 10 mil, que corresponde
ao numero de simulagoes em um mapa de uma razao de massas especifica. E possivel construir,
também, um outro grafico, em que o percentual de ocorréncia de ACR em cada razdo de massas é
calculado sobre o total de simulagoes realizadas, que satisfizeram um critério de ACR. Esse grafico
é apresentado na Figura 5.4.

Para exemplificar o que sao os percentuais na Figura 5.4: foram testadas 26 razoes de massas
para o caso estrela solar e a; = 0.0516 UA, e cada razao corresponde a 10 mil simulacGes; assim,
considerando todas as razoes, existe um total de 260 mil simulacdes. Dentro das 260 mil, 198
tiveram ACR com amplitudes de o1 e Aw simultaneamente menores ou iguais a 5°, 480 com
amplitudes menores ou iguais a 10°, 1069 com amplitudes menores ou iguais a 20°, 3632 com
amplitudes menores ou iguais a 50°, 7425 com amplitudes menores ou iguais a 100° e 19503 com
amplitudes menores que 150°.

Observando a Figura 5.4, considerando o total de 198 simulagoes com ACR de amplitudes
menores ou iguais a 5° (curva azul escura, critério de 5°), cerca de 25% das 198 ocorreram para
razao de massas 1.2. A utilidade desse tipo de gréfico estd na identificacdo dos valores de razdo de
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massas que promovem a dinamica ACR especialmente, considerando as diferentes amplitudes de
oscilagao de dngulos. As linhas verticais na Figura 5.4 foram tragadas com base em somatérios de
porcentagem, calculados a partir dos resultados das simulagcoes.

Percebe-se que 90% das simulagoes com ACR de amplitudes baixas (critérios de 5 e 10 graus)
acontecem para razoes de massas planetarias menores que 1.5. Para amplitudes que obedecem os
critérios de 20 e 50 graus (o que inclui os casos das baixas amplitudes), 90% das simulagoes com
ACR se concentram nas razoes de massas menores que 2.5 e, considerando os critérios para maiores
amplitudes (critérios de 100 e 150 graus), 90% das simulagoes com ACR ocorrem para razoes de
massas menores que 4. Esse resultado indica que razoes de massas menores que 4 estao associadas
a grande maioria das simulacées em que ocorre ACR, para quaisquer amplitudes. Além disso, as
ACR de amplitudes mais baixas acontecem preferencialmente para razoes mais baixas, como as

menores que 2.5 ou 1.5.

% de simulagdes em ACR, com relacgao ao total de ACR por critério
vs. m2/m1; a1=0.0516 UA
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FIGURA 5.4. Percentual de simulagoes em ACR, considerando os totais de ocorréncia de ACR de diferentes critérios
de amplitude vs. Razoes de massas planetdrias. Estrela de massa solar e a; = 0.0516 UA.

A Figura 5.5, por sua vez, mostra a ocorréncia de circulagoes de o1 e de Aw nos mapas gerados
para cada razoes de massas e também mostra o percentual de simulagoes em que houve colisoes
entre quaisquer corpos do sistema ou ejegao de objetos (i.e. quando estes assumem distancias ao
corpo central maiores que 100 UA). As colisdes sao do tipo planeta-planeta ou acontecem entre
algum planeta e a estrela, e as circulagoes foram contabilizadas por meio das simulacoes que tiveram
“amplitudes” maiores ou iguais a 178°. Os percentuais sao calculados sobre o valor 10 mil, que é
a quantidade de simulagoes em um mapa de determinada razao.

As “amplitudes” de 178° ou mais nao sao de fato amplitudes, porque representam circulagoes
de angulo. Devido a légica da programacao utilizada, e ao fato de que os resultados das simulagoes
sdo valores discretos e nao curvas continuas de evolugao temporal moduladas entre 0° e 360°, foi
preciso definir um valor de “amplitude” para implementar um critério de circulacao e realizar a
contagem de simulagoes que obedecem tal critério. Dessa forma, os percentuais de simulagoes
com circulacao de o1 nos mapas de cada razao nao sao simplesmente 100% menos o percentual de
simulagoes com amplitudes maiores que 150°, apresentados na Figura 5.1, mas um valor percentual
ligeiramente mais baixo que essa diferenca. Pois, por exemplo, simulagoes com amplitudes de 170°
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nao foram contadas nem como oscilagoes segundo os critérios de oscila¢ao (de 5, 10, 20, 50, 100 e
150 graus) nem como circulagoes.

Mesmo assim, a Figura 5.5 indica que a quantidade de circulagoes de o1 e de Aw nos mapas de
diferentes razoes tem o comportamento oposto as curvas de ocorréncia de oscilacao com amplitudes
grandes, vistas anteriormente. Assim, a menor quantidade de circulaces de o1 ocorre proximo a
razao de massas 1, quando se tem a maior quantidade de simulacoes com oscilagao de o1 nos
mapas. E a menor quantidade de circulagoes de Aw ocorre também préximo a razao 1, quando ha
um pico de ocorréncia de oscilagoes desse angulo. Esse resultado ja era esperado, uma vez que as
regides de oscilagao e as de circulacao sao, quase, opostos complementares nos mapas gerados. O
que traz informacao nova, porém, é a curva de ocorréncia de colisoes e ejegoes, chamada curva de

instabilidades, representada em azul claro.

% de simulagdes com circulagdes/ instabilidades vs. m2/m1; a1=0.0516 UA
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F1GURA 5.5. Percentual de simulagoes com circulagoes de angulos e instabilidades vs. Razoes de massas planetarias.
Estrela de massa solar e a1 = 0.0516 UA.

Um zoom da curva de instabilidades é mostrado na Figura 5.6. Nesse caso, é possivel observar
que a menor ocorréncia de simulacoes instaveis em mapas acontece na faixa de razoes de massas
entre 1 e 1.5, o mesmo intervalo de razoes em que ha uma mudanga nas curvas de ocorréncia de
RMM e uma promogao da ocorréncia de simulagoes com dinamica de ACR, 2:1. Dessa maneira, é
possivel concluir que tal intervalo de razoes de massas planetarias nao s6 é favoravel a ACR, mas
também promove a estabilidade das simulagoes de modo geral.

Também é possivel notar que as instabilidades aumentam a medida que o valor das razoes de
massas cresce e, portanto, razoes grandes (j& maiores que 10, por exemplo) nao s6 desfavorecem a
dindmica ACR, como argumentado antes, mas também promovem instabilidades na dinamica de

sistemas proximos a RMM 2:1.

.

E importante ressaltar que as interpretagoes estao sendo feitas de modo geral, ou seja, um
sistema, especifico com razao de periodos 2, com determinados valores de excentricidades e de
angulos iniciais, nao necessariamente tera sua estabilidade prejudicada, caso tenha razoes de massas
20, por exemplo. Também, ndo necessariamente apresentara dinamica estavel, nem RMM/ACR,
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% de simulagbes com instabilidades vs. m2/m1; a1=0.0516 UA
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FIGURA 5.6. Percentual de simulagoes com instabilidades vs. Razbes de massas planetarias. Estrela de massa solar
e a; = 0.0516 UA.

se tiver razao de massas entre 1 e 2. Os resultados apresentados mostram apenas o comportamento

geral das simulacoes realizadas.

No entanto, se nao houver certeza quanto as condicoes angulares de um sistema, se sua razao
de massas for conhecida e suas excentricidades forem menores que 0.3, como as simuladas neste
trabalho, entao, com ajuda dos resultados, é possivel estimar, sem realizar novas simulacoes, qual

tipo de dinamica é mais (ou menos) condizente com as caracteristicas de tal sistema.

Por exemplo, é preciso ter bons motivos para argumentar que um sistema de razao maior que
10 tem dindmica ACR, ja que as chances de isso ocorrer, segundo as simulagoes, é extremamente
baixa e, também, é preciso considerar que, se existe ACR, provavelmente é de baixas amplitudes,
como indica a Figura 5.3. A estimativa pode ser auxiliada, também, pela marcacdo do sistema
como um ponto nos mapas associados a razao de massas mais adequada, apresentados na préxima
secao.

Os graficos apresentados até o momento foram, todos, para o caso de estrela de massa
solar e planeta interno com semi-eixo maior inicial a1 = 0.0516 UA. A fim de observar se os
resultados variam conforme se utiliza massas individuais distintas para uma mesma razao de massas
planetarias e, também, diferentes posicoes de ay, foram simulados os casos de estrela solar e a1 =
0.0516 UA, a; = 0.5 UA e a; = 1 UA, como explicados em Metodologia. A Figura 5.7 mostra o
que se obteve de tais simulagoes.

Nessa Figura, existem trés colunas, referentes as trés posicoes de ai, respectivamente. Na
primeira linha, estao os graficos de percentual de ocorréncia de RMM segundo os diferentes critérios;
na segunda linha, os de ocorréncia de oscilacdo de Aw; e, na terceira linha, os de ocorréncia
de ACR como fungdo das razoes de massas. Na quarta linha estdo graficos, cujos percentuais
foram calculados sobre o valor total de simulagoes em ACR segundo os critérios de amplitude
estabelecidos. Esses graficos foram construidos de maneira andloga a Figura 5.4, ja explicada. E,
enfim, na quinta linha da Figura 5.7, estao os graficos de ocorréncia de circulagoes e instabilidades.
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Nota-se que os resultados obtidos sao bastante semelhantes, nao importando os semi-eixos
maiores das orbitas dos dois planetas. Os casos de a; = 0.5 UA e a; = 1 UA s&0 os mais parecidos
entre si, embora tenham valores de massas individuais diferentes para as mesmas razoes de massas
planetarias, indicando que, de fato, ha dependéncia forte das ocorréncias com as razoes e nao
com massas individuais. A maior diferenca no aspecto das curvas de ocorréncia esta entre o caso
de a; = 0.0516 UA e os outros. Para as mesmas razoes de massas, ocorre mais simulagoes com
oscilacao de Aw para o caso a; = 0.0516 UA e também ha maior ocorréncia de dinamica ACR de
grandes amplitudes para esse caso, em comparagao com 0s outros.

Existe, portanto, variacao das solucées ACR de maiores amplitudes dependendo da distancia
do planeta interno a estrela (i.e. da escala do sistema). Mas, observando apenas as simulagoes em
ACR com baixas amplitudes de oscilacao (critérios de 5, 10, 20 graus), os resultados sdo bastante
semelhantes para os trés posicionamentos testados e os picos de ocorréncia de ACR de menor

amplitude (critério de 5°) esta sempre na razao de massas 1.2.

Essas simulagdes com ACR de baixas amplitudes sao os casos mais proximos das solucoes
exatas (amplitudes nulas) apresentadas por Beaugé et al. (2006). O autores dessa referéncia con-
clufram néo haver variagdo dos resultados tedricos de ACR 2:1 exata dependendo da distancia
do planeta interno a estrela, e esse comportamento se reproduziu, pelo menos aproximadamente
para os casos de menor amplitude, nos resultados numéricos deste trabalho. A concentracao de
ocorréncia de simulagoes em ACR simétricas (alinhadas e anti-alinhadas) na razao de massas 1.2
especificamente, porém, parece ser um resultado novo, ausente na literatura atual.
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% de simulagdes com amp(a1) < critério por mapa vs. m2/m1;

Gréficos para a1=0.0516 UA, a1=0.5 UA

e a1=1 UA, respectivamente.
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5.2 Analise e Aspecto de Mapas Dinamicos

Os graficos de percentuais de ocorréncia apresentados anteriormente foram gerados a partir
das simulagbes que constituem os mapas dinamicos de amplitude de o1, de amplitude de Aw e
de regioes de ACR em diferentes razoes de massas planetdrias. Todos esses mapas gerados podem
ser observados adiante nesta secao, nas Figuras 5.8 até 5.31. Vale conferir a forma deles antes de

seguir com o texto.

Nas Figuras 5.8 a 5.13, sao mostrados os mapas de amplitude de angulo critico da RMM 2:1
simétrica. Cada linha se refere a uma razao de massas especifica e hé trés colunas de mapas. As
colunas tém as posicoes de planeta interno, ai, iguais a 0.0516, 0.5 e 1 UA, respectivamente, e as
simulagoes sdo para estrela solar. Nos graficos de percentuais de ocorréncia da secao anterior, foi
possivel identificar a evolugao dos percentuais de RMM em funcdo das razoes de massas. J4 com
mapas em si, pode-se observar em quais regioes do plano de excentricidades e angulos de equilibrio
acontecem as oscilacoes de diferentes amplitudes, circulagoes e instabilidades.

E evidente nos mapas que, para todas as razoes, os casos de a; igual a 0.5 e 1 UA evoluem da
mesma forma e o caso mais préoximo da estrela, com a; = 0.0516 UA, assemelha-se aos outros casos
mais pela evolugao dos quadrantes (0,0) e (7, 7). Em todos os casos de a; e para todas as razoes
testadas, ndo hda RMM no quadrante (7,0). Também, é possivel notar que, a partir de razao 0.9 e
para todos aq, as regioes de RMM nao mudam mais significativamente de forma e de localizacao

nos mapas.

Além disso, na evolugao dos mapas, as regives de RMM com razoes de massas baixas, menores
que 0.25, se concentram no quadrante de angulos (0,7) e em valores de excentricidade ey mais
altos. A medida que a razao de massas aumenta, as regioes de RMM “avancam” para as baixas
excentricidades de e; e eg, inclusive emergindo no quadrante (0,0). As regides de RMM passam,
entao, a existir e evoluir como funcao da razao de massas, especialmente, dentro dos quadrantes
(0,7) e (0,0).

Também, nos quadrantes (0,0) e (0,7), pode-se notar que, para razoes baixas, ocorrem mais
oscilagoes de grandes amplitudes e as de menor amplitude comegam a surgir no interior das regioes
de amplitudes maiores, a medida que a razao de massas aumenta. Pela escala de cor, é dificil
distinguir, nos mapas de amplitude de o1, a existéncia das amplitudes menores que 10°, que apare-
ceram nas contagens percentuais aumentando em quantidade até razoes entre 1 e 1.5 e diminuindo
para razoes maiores que essa faixa de valores. Mas, é possivel identificar, nesses mapas, que as
menores amplitudes nos quadrantes (0,0) e (0,7) ocorrem para excentricidades do planeta externo,
em geral, menores que 0.1. Nos mapas de regides de ACR, que serdo comentados adiante, é possivel

localizar as simulagoes com amplitudes menores que 10°.

Voltando para os mapas de amplitude de o1, da razao 0.6 em diante, nota-se que a RMM
nos quadrantes (0,0) e (0,m) pode acontecer para todos os valores de excentricidade do planeta
interno entre 0 a 0.3, mas nao para todas as do planeta externo. Para excentricidades de planeta
interno cada vez maiores, pode ocorrer RMM com valores de e também cada vez maiores, chegando
aproximadamente até es = 0.25.

Outro aspecto percebido é que, a partir de razao 0.3, surgem simulagoes em RMM no qua-
drante (7, 7) para valores de excentricidade que estdo acima de uma faixa de instabilidades bem
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marcada, dentro da qual ocorre cruzamento de érbitas. As instabilidades (i.e colisdes e ejecoes)
se concentram especialmente nesse quadrante e a evolucao dele com o aumento da razao de mas-
sas é independente da distancia dos planetas a estrela. Observando a evolucao de uma coluna de
mapas qualquer, é possivel identificar a faixa de instabilidades diminuindo de espessura até razoes
préximas de 1 e, entdo, aumentando de espessura para razoes cada vez maiores, como foi indicado
anteriormente pelas curvas de percentuais. Para uma mesma razao de massas, porém, a espessura

da faixa pode ser levemente diferente entre os casos de diferentes aq.

Como comentado em Literatura, Beaugé et al. (2006) sugere que o tamanho da faixa de
instabilidades pode ser estudado utilizando um critério de estabilidade de Hill, em que se define
uma distancia minima entre os objetos, a partir da qual ja se prevé a ocorréncia de instabilidades.
Neste projeto, nao se usou critério de Hill, entdo, é possivel que a faixa de instabilidades seja
maior do que a que aparece nos mapas. Beaugé et al. (2006) também comenta que, pela teoria,
solugoes de RMM préximas a reta de cruzamento de orbitas sé sao viaveis para massas individuais
baixas e que, para massas maiores, nao héa solugoes estaveis nessa regiao. Nos mapas numéricos,
para uma mesma razao, um mapa de a; = 0.5 UA tem massas individuais maiores que o caso
a1 = 1 UA e pode-se notar, em concordancia com a teoria, que a faixa de instabilidades no caso
de maiores massas individuais é sempre maior que no caso de menores, para todas as razoes de

massas planetarias testadas.

Os mapas de amplitude de o7 mostram que a localizacdo de simulacdoes em RMM 2:1
simétricas nao cobrem toda a area dos mapas e, dependendo da razao de massas planetarias,
elas existem para pares de valores de excentricidade e angulos de equilibrio especificos. Vale co-
mentar que, para razoes menores que 1, como afirmado por Michtchenko et al. (2008b), também é
possivel que o9 oscile para a RMM 2:1 simétrica. Entao, podem existir novas regides de oscilagao
de angulo critico em eventuais mapas de amplitude de oo. Por fim, os mapas de amplitude de
o1 para estrela solar também sugerem que a evolucao das regioes de RMM como fungao da razao
de massas segue um padrao aparentemente independente de a1, exceto para o caso de razoes de
massas baixas em maior proximidade com a estrela (a; = 0.0516 UA).

As Figuras 5.14 a 5.19 mostram os mapas de amplitudes de Aw para as mesmas simulagoes
que constituiram os mapas de amplitude de o7. E possivel notar que os casos de aj igual 0.5 e
1 UA tém regides de oscilacao de Aw semelhantes, que, novamente, evoluem da mesma maneira
como fungao da razado de massas. O caso a; = 0.0516 UA se distingue destes dois, especialmente,

pela evolucao da regiao de oscilagao no quadrante (0,7) em razoes baixas, de 0.05 a 0.4.

Pode-se observar, também, que nao ocorre oscilagdo de Aw no quadrante (0,7) para razoes de
1.8 a 5 e isso vale para qualquer posigao de a;. Mas, da razao 6 em diante, podem ocorrer oscilagoes
de Aw para valores de excentricidades e e es mais altos, com eg, no geral, maior que 0.2. Além
disso, percebe-se que, diferentemente dos mapas de regides de RMM comentados anteriormente,
ha oscilacdo de Aw no quadrante (7,0) para todas as razoes de massas testadas e que, assim como
para os demais quadrantes, hd uma maior ocorréncia de simula¢oes com amplitudes menores (cor
azul mais forte) para razoes baixas. A medida que a razao se aproxima de valores mais altos como
aqueles entre 10 e 20, as regides de oscilacdo de Aw diminuem e os valores de excentricidades
associados a oscilagao ficam mais limitados.

’

E possivel notar ainda, a partir da razao de massas planetarias 0.3, o crescimento de uma
regiao de oscilagao no quadrante (0,0) em valores de ey baixos (menores que 0.05) e e; maior que
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0.1. Com o aumento da razao de massas, essa regiao cresce, alcangando valores maiores de e, que

chega a 0.3, e de e, que pode valer até pouco menos que 0.2 quando e; é 0.3.

Também, cresce no interior dessa regiao uma faixa central com amplitudes baixas. No caso
a1 = 0.0516 UA, a faixa alcanca e; = 0.3 na razao de massas 0.8 e, nos outros casos de aj, em
razao 1. Mais ainda, essa mesma faixa se aproxima cada vez mais de valores de es; menores, a
medida que a razao de massas aumenta. Esse comportamento é relevante, porque uma regiao de
oscilagao no quadrante (0,0) em e baixos também existe nos mapas de amplitude de o para razoes
préximas de 1 ou maiores. Dessa forma, a faixa de baixas amplitudes também se manifesta nos

mapas numéricos de regices de ACR comentados mais adiante.

No quadrante (7, 7) dos mapas de amplitude de Aw com razao 6, independentemente de ay,
ocorre oscilacado de Aw para e; maior que 0.05 até 0.3, com ey podendo assumir valores entre 0 e
0.1. Essa regiao de oscilacao “triangular” também tem uma faixa central de baixas amplitudes e,
a medida que a razao de massas aumenta, os valores de es possiveis diminuem, os valores minimos

de e; da regiao aumentam e a faixa de baixas amplitudes se aproxima de es cada vez menores.

Nos mapas de amplitude de o1, foi visto que s6 hd RMM no quadrante (7, ) para excentri-
cidades que estao acima de uma faixa de instabilidades. Essa mesma regidao do quadrante possui
oscilagdo de Aw com razdes de massas de 0.3 a 5. Assim, nos mapas de regides ACR, essa é a
unica regiao do quadrante (7, 7) capaz de produzir ACR simétrica com oscilagao de o1. Por fim,
o quadrante (m,0) ndo é capaz de produzir esse tipo de ACR, pois ndo ha oscilacdo de o para

nenhuma razao de massas.

As Figuras 5.20 a 5.25 mostram os mapas de regioes de ACR para as diferentes razoes de
massas e estrela solar. As cores nos mapas indicam os diferentes critérios simultaneos de amplitude
de oscilagdo de o1 e de Aw. Em amarelo, estao as simulaces que tém oy e Aww com amplitudes
menores ou iguais a 150°. Se as simulagoes satisfizerem um critério de amplitudes mais baixo,
como o de 100°, passam a ser coloridas de verde, ao invés de amarelo. Se tiverem amplitudes
menores ou iguais a 50°, se tornam cyan; se tiverem amplitudes menores ou iguais a 20°, se
tornam azul; menores ou iguais a 10° se tornam azul escuro e menores ou iguais a 5° se tornam
preto. Em cinza, estdo as regides que nao satisfazem nenhum critério de amplitude, entao, sao
assumidas como regides nas quais nao ocorre ACR. E, em branco estao, novamente, as simulacoes

com instabilidades.

Como os mapas de amplitude de o1 e de Aw sdo muito parecidos para os casos de a1 igual a
0.5 e 1 UA para as mesmas razoes de massas, essa semelhanca se reflete nos mapas de ACR para
esses a1. Mas, para as trés posigoes de aq, para razoes de 0.05 a 0.25, sé ocorre ACR no quadrante
(0,m) e prevalecem as amplitudes altas (critérios de 150° e de 100°). Para a; = 0.0516 UA, de
fato, s6 ocorrem amplitudes elevadas, mas para a; igual a 0.5 e 1 UA, desde razao de massas 0.05
até razao 0.6, existem simulagdes com amplitude de o1 e de At menores ou iguais a 20° para

determinados pares de excentricidades.

Em razao de massas 0.3, nas trés posigoes de a1, comega a surgir uma regiao de ACR simétrica
no quadrante (0,0), que parte de e; = 0.1 e tem amplitudes altas, obedecendo o critério de 150°.
Essa regiao de ACR cresce para valores de e; e es mais elevados, a medida que a razao de massas
aumenta, e comecga a apresentar uma faixa de mais baixas amplitudes em seu interior, menores

que 50°. Em razao 0.8, a regiao de ACR do quadrante (0,0) ja cobre valores de es de 0 a 0.2
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nas trés posicoes de a;. A faixa central de baixas amplitudes desce como um todo para valores
de eo menores, quando a razao de massas aumenta, e isso estd em acordo com o modelo tedrico
de Beaugé et al. (2006). No modelo de Beaugé et al. (2006), as curvas de soluc@o tedricas sao
para ACR exatas, de amplitudes nulas devido ao Hamiltoniano ressonante ponderado, mas, nos
mapas numéricos deste projeto, aparecem curvas de solucao com baixas amplitudes no lugar das
de amplitudes nulas, como era de se esperar no problema nao ponderado, também segundo Beaugé
et al. (2006).

Um comportamento percebido é que, no quadrante (0,0), desde razao 0.6, ja ocorre ACR sob
o critério de 10° para os casos de ap igual a 0.5 e 1 UA. Mas, para a; = 0.0516 UA, s6 existem
simulacées com amplitudes tdo baixas nesse quadrante a partir de razdao 4. Também, no caso
de a; igual a 0.5 e 1 UA, a faixa de simulagoes com amplitudes menores que 10° surge primeiro
para valores de e; menores, a partir de 0.1 aproximadamente e, a medida que a razao de massas
aumenta, existe para valores de e; maiores. J4 no caso de a3 = 0.0516 UA, as simula¢bes com
ACR sob o critério de 10° surgem em razao 4 para valores de e; préximos a 0.3 e, & medida que
a razao de massas aumenta, a faixa de menores amplitudes avanca para valores de e; menores e
entao, também como nos casos de a; igual a 0.5 e 1 UA, desce como um todo para valores de ey

menores.

A partir de razao 0.3, no quadrante (7, 7), comega surgir uma regiao de ACR com amplitudes
menores ou iguais a 100°, para excentricidades acima da faixa de instabilidades. Existe ACR acima
dessa faixa até na razao de massas 5. Também, a partir de razao 0.6, comeca a surgir uma faixa de
simulagoes com oscilagoes de amplitudes baixas, menores que 5°, que se sobressaem em razao 1.2.
As simulagoes em ACR de baixas amplitudes nesse quadrante, em uniao com aquelas do quadrante
(0,0), sao responsaveis pelo pico de ocorréncia de ACR de amplitudes menores que 5° em razao

1.2, visto anteriormente nos graficos de percentual de ocorréncia.

Outro comportamento observado nos mapas de regices de ACR é que, a partir de razao
1.5, praticamente nao ocorre mais ACR com amplitudes entre 100 e 150 graus, pois nao hd mais
simulagoes que obedecem o critério de 150°, mas ha aquelas que obedecem o de 100°. Para razoes
de massas maiores que 10, no entanto, ocorre ACR de amplitudes mais elevadas no quadrante (0,7)
para excentricidades altas em a; igual a 0.5 e 1 UA, mas nao para o a; mais préximo da estrela.

Percebe-se que, nos mapas de regices de ACR, a evolugdo no quadrante (7, 7) em fungao
da razao de massas é sempre a mesma. Em todas as razoes e valores de a;, nao ocorre ACR
simétrica no quadrante (7,0), pois nao ocorre oscilagdo de o1. Além disso, considerando-se os
quadrantes (0,0) e (0,7), a partir de razao 1.8, existem praticamente as mesmas regioes de ACR
com amplitudes menores ou iguais a 50° e menores ou iguais a 100°. E, a partir de razao 6 até 20,
existe também sempre as mesmas regides de ACR com amplitudes menores ou iguais a 20 graus,
independentemente da posicao dos planetas com relagao a estrela, embora isso nao ocorra para os
critérios de 10° e de 5°.

Conclui-se, portanto, que a evolugdo dos mapas de regido ACR com a razdo de massas
pode mudar em fungdo de a; nos quadrantes (0,0) e (0,7), especialmente, nas razoes de massas
planetarias baixas e, também, no que se refere a ocorréncia das menores amplitudes de oscilacao de
o1 e de Aw (critérios de 10° e 5°). Isso parece contradizer os graficos de percentuais de ocorréncia
de ACR, os quais indicam que as curvas dos critérios de 10 e 5° sdo semelhantes independentemente

de a; e com pico em razao 1.2. Nos mapas, no entanto, é possivel ver que a semelhanca de curvas
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de ocorréncia se deve & contagem de simulagoes de baixas amplitudes no quadrante (7, 7), pois,
nos quadrantes (0,0) e (0,7), ndo ocorrem simulagdes sob os critérios de 10 ou 5° para a; = 0.0516
UA, embora elas ocorram para os outros aj.

No quadrante (0,0), as regides de ACR sé existem a partir da razao 0.3 e, nesse quadrante,
para razoes maiores, é possivel observar que o centro das faixas de menores amplitudes nos mapas
de uma mesma razao estao sempre no mesmo lugar. Este é o local esperado para curvas de solugoes
exatas tedricas. O quadrante (m,7), por sua vez, evolui com a razao de massas obedecendo um
mesmo padrao, independente de aq e, também nese quadrante, as faixas de amplitudes baixas
sao bem marcadas, indicando onde devem estar as solucoes exatas tedricas de qualquer modelo

aproximado.

Na Figura 2.8, foram apresentadas as previsoes tedricas de Beaugé et al. (2006) para a
localizacao das solugoes de ACR exatas de diferentes razoes de massas planetarias. Infelizmente,
nao foi possivel sobrepor as curvas tedricas nos resultados numéricos deste projeto, porém, é possivel

notar aspectos em concordancia nesses dois trabalhos.

No quadrante (0,0), o modelo teérico de Beaugé et al. (2006) prevé que existem curvas de
ACR exatas para razoes maiores que 0.45 e que deve existir curva para razao 20 em valores de
e proximos de 0. Segundo o modelo, todas as curvas desse quadrante se iniciam em e; = 0.1 e
ocupam uma regiao aproximadamente triangular, considerando as excentricidades limitadas pelo

valor 0.3.

Também se prevé que, a medida que a razdao de massas aumenta, a curva de solucao exata
se “deita” sobre valores de e menores e que as curvas de ACR simétricas de razdo menor que 1
partem de e; = 0.1 como as de razao 1, mas sao mais “curtas” que estas e, entao, a curva de razao
1 existe para e; proximo a 0.3 e e menor que 0.1, mas as curvas de razoes menores nao chegam
a essas excentricidades. Todos esses comportamentos também podem ser observados nos mapas
numéricos de regices de ACR, nas curvas de menores amplitudes (critérios de 10° e de 5°) nos casos
a1 =0.5ea; =1 UA.

No quadrante (0,7), o modelo de Beaugé et al. (2006) prevé que as curvas de solugdo ACR
exata estao nas regides de baixas excentricidades, ou seja, perto da origem do quadrante; que
existem curvas para razoes entre 0.1 e 0.4; e que as curvas se aproximam de valores de e5 menores
e se “esticam” sobre valores de e; maiores (até 0.1), conforme a razao de massas aumenta e se
aproxima de 0.4. No quadrante (m,7), o modelo prevé que as solucoes estao além da reta de
cruzamento de Orbitas; que, para excentricidades restritas ao valor maximo de 0.3, as solucoes
exatas existem para razoes de massas entre 0.5 e 1.5, aproximadamente; e que as curvas existentes

se deslocam de valores de e; menores para maiores, a medida que a razao de massas aumenta.

Ainda, o modelo prevé que nao hé curvas de solugao ACR para o quadrante (7,0). Todos
esses comportamentos também sao percebidos, pelo menos aproximadamente, nas simulacoes de
menor amplitude (critério de 5°) que aparecem nos mapas numéricos de a; = 0.5 e a; = 1 UA. Além
disso, Michtchenko et al. (2008a), Michtchenko et al. (2008b) e Beaugé et al. (2006) comentaram
que razoes de massas altas nao favorecem a dinamica ACR nos quadrantes (0,0) e (0,7) devido a
circulacao de Aw e isso foi observado nos mapas numéricos, a medida que se aproximou de razao
20.



Capitulo 5. Resultados 61

E um 1ltimo aspecto observado nos mapas de estrela solar é que os casos de a1 igual a 0.5 e 1
UA, apesar de terem massas planetarias individuais diferentes para uma mesma razao de massas,
tém as mesmas regides de ACR para baixas excentricidades nos quadrantes (0,7) e (0,0). Isso
indica que, embora uma lei de estrutura possa desviar a posicao das solugoes ACR em funcao de

massas individuais, esse efeito nao se mostrou significativo nos mapas gerados.

As Figuras 5.26 a 5.31 sao mapas de amplitude de oscilacao de o1, de oscilacao de Aw e de
regidoes ACR para o caso de estrela com 0.5Mg, a; = 0.0516 UA e as mesmas razoes de massas
que foram testadas no caso de estrela solar. E evidente que os mapas sao muito semelhantes ao
caso solar com a1 = 0.0516 UA e, portanto, a evolugao das regioes de RMM, de oscilagao de Aw e
de ACR em fungao das razoes de massas nao sao significativamente modificadas pela alteragao de
massa estelar, embora possam ser pela distancia do planeta interno a estrela (i.e. o valor de ay),

no caso de razoes baixas.

Nas Figuras 5.26 a 5.31, fica mais facil identificar a concordancia entre os mapas de regioes
ACR e os outros dois tipos de mapas. E possivel perceber quais valores de excentricidades e de
angulos de equilibrio estdo associados & oscilacoes e qual angulo, o1 ou A, tem maior amplitude
em determinado ponto do mapa, fazendo com que um critério de menor ou maior amplitude de

oscilagao se manifeste nos mapas de ACR no mesmo ponto.

Nota-se, por exemplo, que, no quadrante (0,0), o crescimento da faixa de ACR de menores
amplitudes de oscilacao se dé, especialmente, por causa do crescimento de uma faixa de baixas
amplitudes de oscilagdo nos mapas de amplitude de Aw. Também se nota que, embora a faixa
de menores amplitudes avance de valores menores de e; para maiores, quando a razao de massas
aumenta nos mapas de Aw, existe oscilacdo com baixas amplitudes nos mapas de RMM em valores
de e; maiores, ja préximos de 0.3.

Esses dois comportamentos, quando combinados, é que determinam se a faixa de baixas
amplitudes, nos mapas de ACR, avancam em diregdo a e; maiores ou menores, quando a razao de
massas aumenta. Enfim, essa mesma explicacao deve valer para os mapas de estrela solar, em que,
com o aumento da razao de massas, foi possivel notar uma diferenca no “sentido de avanco” da

faixa de baixas amplitudes, dependendo do valor de aj.
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5.2.1 Mapas de Amplitudes de Angulo Critico
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FIGURA 5.8. Mapas de amplitude de o1 para diferentes posigdes a1 e razdes de massas planetarias. Estrela de 1M .
A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a1 = 0.5 UA e, a da direita, a; = 1 UA. As linhas
de mapas tém razoes 0.05, 0.1, 0.15, 0.2 e 0.25, respectivamente.
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Mapa de amplitude de 1 - r=0.3 amn(clgo(“)
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FIGURA 5.9. Mapas de amplitude de o1 para diferentes posigdes ai e razdes de massas planetdrias (r). Estrela de
1Mg. A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; =1 UA. As
linhas de mapas tém razoées 0.3, 0.35, 0.4, 0.6 e 0.8, respectivamente.
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FIGURA 5.10. Mapas de amplitude de o1 para diferentes posicdes ai e razdes de massas planetdrias (r). Estrela de
1Mg. A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; =1 UA. As
linhas de mapas tém razoées 0.9, 1.0, 1.2, 1.5 e 1.8, respectivamente.



Capitulo 5. Resultados 65

Mapa de amplitude de o1 - r=2 amp(a1) (°) Mapa de amplitude de o1 - r=2 amp(a1) (°) Mapa de amplitude de o1 - r=2 amp(a1) (°)
180 I 180 180
160 160 160
140 140 < 140
120 120 - 120
é 100 100 100
7
% 80 80 80
60 60 60
40 40 40
20 20 20
0 [X] } ° 033 0.2 01 0 01 0.2 03 ° 0.1 [ 041 °
e1cos(01) e1cos(o1) e1cos(01)
Mapa de amplitude de o1 Mapa de amplitude de o1 Mapa de amplitude de o1 - r=2.5 amp(01za(°o)
160
140
120
100
80
60
40
20
. I 0
0.3 0.2 0.4 0 01 02 03
e1cos(a1) e1cos(01) e1cos(01)
Mapa de amplitude de 01 amp( 01 (" s Mapa de amplitude de o1 - r=3 amp(ﬂo) ©) s Mapa de amplitude de o1 - r=3 aT“D(!‘I11)a(u")
160 160
02 02
140 140
041 120 01 120
T B 100 € 100
3 2, 2,
] ] ]
8 8 80 8 80
o @ b
04 60 041 60
40 40
0.2 0.2
20 20
02 .3 03, } 04 0 01 02 03 ° 33 0.2 0.1 [ 041 02 03 °
e1cos(01) e1cos(01) e1cos(01)
Mapa de amplitude de o1 - r=3.5 amp(a1) (°) Mapa de amplitude de o1 - r=3.5 - am a1 © Mapa de amplitude de o1 - r=3.5 amp(o1) (°)
S S 180 i 0, S — 180
160 160 160
140 140 140
120 120 . 120
T 100 € 100 § £ {100
3 3 3,
7 7 7
8 80 8 80 8
B 3 3
60 60 0.1
40 40
0.2
20 20
233 0.2 EX] 0 01 02 03 0 ° 03
e1cos(a1) e1cos(a1) e1cos(01)
Mapa de amplitude de o1 - r=4 a'"p(m‘)BS:) o Mapa de amplitude de o1 - r=4 amp(‘%l) ©) Mapa de amplitude de o1 - r=4 amp(°11)£)
160 160 160
0.2
140 140 140
120 04 120 120
T 1 B 1 T 1
g 00 g, 00 ) 00
7 7 7
8 80 8 80 8 {80
8 S S
b b b
60 0.1 60 -0, [ 60
40 40 40
0.2 0.2
20 20 20
0 03 0 o3, 030 03 03 °
e1cos(01) e1cos(01) e1cos(01)

FIGURA 5.11. Mapas de amplitude de o1 para diferentes posicbes a; e razdes de massas planetdrias (r). Estrela de
1Mg. A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; =1 UA. As
linhas de mapas tém razoes 2, 2.5, 3, 3.5 e 4, respectivamente.
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FIGURA 5.12. Mapas de amplitude de o1 para diferentes posicdes ai e razdes de massas planetdrias (r). Estrela de
1Mg. A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; =1 UA. As

linhas de mapas tém razoes 5, 6, 8, 10 e 15, respectivamente.
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FIGURA 5.13. Mapas de amplitude de o1 para diferentes posicoes a1 e razado de massas planetdrias r=20. Estrela de
1M A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; = 1 UA.
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5.2.2 Mapas de Amplitudes de (wy — @)
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FIGURA 5.14. Mapas de amplitude de Aw para diferentes posigdes a; e razdes de massas planetdrias (r). Estrela de
1Mq. A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a1 = 0.5 UA e, a da direita, a; =1 UA. As
linhas de mapas tém razoes 0.05, 0.1, 0.15, 0.2 e 0.25, respectivamente.
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FIGURA 5.15. Mapas de amplitude de Aw para diferentes posigdes a1 e razoes de massas planetdrias (r). Estrela de
1Mg. A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; =1 UA. As
linhas de mapas tém razoées 0.3, 0.35, 0.4, 0.6 e 0.8, respectivamente.
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FIGURA 5.16. Mapas de amplitude de Aw para diferentes posigdes a; e razoes de massas planetdrias (r). Estrela de
1Mg. A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; =1 UA. As
linhas de mapas tém razoées 0.9, 1.0, 1.2, 1.5 e 1.8, respectivamente.
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FIGURA 5.17. Mapas de amplitude de Aw para diferentes posigdes a1 e razoes de massas planetdrias (r). Estrela de
1Mg. A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; =1 UA. As
linhas de mapas tém razoes 2, 2.5, 3, 3.5 e 4, respectivamente.



Capitulo 5. Resultados 72

e2cos(Am)
o
e2cos(Am)

-0.1

0
e1cos(01) e1cos(o1)

Mapa de amplitude de Aw - r=6

e2cos(Am)

e2cos(Am)
e2c0s(Am)

[) X . 03 02 0.1 0 04 02 03 03 0.2
e1cos(01) e1cos(01)
Mapa de amplitude de A@ - r=10 Mapa de amplitude de A - r=10

[
e1cos(a1)

Mapa de amplitude de A@ - r=10

03

02 02
140 1140
|
04 120 o L o120
g 100 5 100
0 z
9 o
8 80 S 80
8 3
0.1 60 0.1 60
40 40
02 02
20 20
03 . = 0 0.3 0
03 02 0.1 ) 01 02 03 03 02 0.1 0 04 02 03 203 02 0 1 0.2 03
e1cos(o1) . e1cos(a1) e1cos(a1)
Mapa de amplitude de A@ - r=15 amp(Am) () Mapa de amplitude de A@ - r=15 Mapa de amplitude de A@ - r=15 amp(A®) (°)
. 180

160

140

120

e2c0s(Am)
e2co0s(A@)

-0.2

0 01 02 03 .
e1cos(o1) e1cos(01)

03 0.2 041 0
e1cos(01)

FIGURA 5.18. Mapas de amplitude de Aw para diferentes posigdes a; e razoes de massas planetdrias (r). Estrela de
1Mg. A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; =1 UA. As
linhas de mapas tém razoes 5, 6, 8, 10 e 15, respectivamente.
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FIGURA 5.19. Mapas de amplitude de Aw para diferentes posicoes a1 e razdo de massas planetarias r=20. Estrela
de 1Mg. A coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a1 = 0.5 UA e, a da direita, a; = 1 UA.
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5.2.3 Regioes de Ressonancia de Corrotagao Apsidal
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Legenda de cores: amplitudes de (01,Am) [0
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FIGURA 5.20. Regides de ACR para diferentes posigdes a1 e razoes de massas planetérias (r). Estrela de 1Mg. A
coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; = 1 UA. As linhas de
mapas tém razoes 0.05, 0.1, 0.15, 0.2 e 0.25, respectivamente.
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Legenda de cores: amplitudes de (01,Am) =10 <50°

FIGURA 5.21. Regides de ACR para diferentes posicdes a1 e razdes de massas planetédrias (r). Estrela de 1Mg. A
coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; = 1 UA. As linhas de
mapas tém razoes 0.3, 0.35, 0.4, 0.6 e 0.8, respectivamente.
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Legenda de cores: amplitudes de (01,A@) =00 <50°
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FIGURA 5.22. Regides de ACR para diferentes posicdes a1 e razbes de massas planetérias (r). Estrela de 1Mg. A
coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; = 1 UA. As linhas de
mapas tém razoes 0.9, 1.0, 1.2, 1.5 e 1.8, respectivamente.
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Legenda de cores: amplitudes de (01,A@) =i <50°

FIGURA 5.23. Regides de ACR para diferentes posiges a; e razbes de massas planetarias (r). Estrela de 1Mg. A
coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; = 1 UA. As linhas de
mapas tém razoes 2, 2.5, 3, 3.5 e 4, respectivamente.
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FIGURA 5.24. Regides de ACR para diferentes posigdes a; e razbes de massas planetarias (r). Estrela de 1Mg. A
coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; = 1 UA. As linhas de
mapas tém razoes 5, 6, 8, 10 e 15, respectivamente.
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Legenda de cores: amplitudes de (01,A@) =il <50°

FIGURA 5.25. Regides de ACR para diferentes posigoes a1 e razado de massas planetdrias r=20. Estrela de 1Mg. A
coluna de mapas da esquerda tem a; = 0.0516 UA, a do meio, a; = 0.5 UA e, a da direita, a; = 1 UA.
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5.2.4 Repeticao do Método para Ana Vermelha
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FIGURA 5.26. Mapas Dinamicos para o caso a; = 0.0516 UA e estrela de 0.5M. A coluna da esquerda tem mapas
de amplitude de o1, a do meio, mapas de amplitudes de Aw e, a da direita, mapas de regices de ACR. As linhas de
mapas tém razoes (r) 0.05, 0.1, 0.15, 0.2 e 0.25, respectivamente.
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FIGURA 5.27. Mapas Dinamicos para o caso a1 = 0.0516 UA e estrela de 0.5M. A coluna da esquerda tem mapas
de amplitude de o1, a do meio, mapas de amplitudes de Aw e, a da direita, mapas de regioes de ACR. As linhas de

mapas tém razoes (r) 0.3, 0.35, 0.4,

0.6 e 0.8, respectivamente.
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FIGURA 5.28. Mapas Dinamicos para o caso a; = 0.0516 UA e estrela de 0.5M. A coluna da esquerda tem mapas
de amplitude de o1, a do meio, mapas de amplitudes de Aw e, a da direita, mapas de regioes de ACR. As linhas de
mapas tém razdes (r) 0.9, 1.0, 1.2, 1.5 e 1.8, respectivamente.
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FIGURA 5.29. Mapas Dinamicos para o caso a; = 0.0516 UA e estrela de 0.5M. A coluna da esquerda tem mapas
de amplitude de o1, a do meio, mapas de amplitudes de Aw e, a da direita, mapas de regioes de ACR. As linhas de
mapas tém razdes (r) 2, 2.5, 3, 3.5 e 4, respectivamente.
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FIGURA 5.30. Mapas Dinamicos para o caso a1 = 0.0516 UA e estrela de 0.5M. A coluna da esquerda tem mapas
de amplitude de o1, a do meio, mapas de amplitudes de Aw e, a da direita, mapas de regides de ACR. As linhas de
mapas tém razdes (r) 5, 6, 8, 10 e 15, respectivamente.
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FIGURA 5.31. Mapas Dinamicos para o caso a; = 0.0516 UA e estrela de 0.5M. A coluna da esquerda tem mapas
de amplitude de o1, a do meio, mapas de amplitudes de Aw e, a da direita, mapas de regides de ACR. A linha de

mapas tem razao r=20.



Capitulo 6

Aplicacoes

6.1 Marcacao de Sistemas em Mapas Dinamicos

Os mapas de amplitude de o1, de amplitude de Aw e de regides de ACR apresentados
no capitulo anterior constituem um catalogo de mapas dinamicos. Nesta segdo, trés sistemas
de exoplanetas observados proximos a condicao de RMM 2:1, com razoes de massas planetarias

conhecidas, sao marcados como pontos (e1, e2) em mapas do catélogo.

Selecionou-se os sistemas HD 155358, K2-24 e TOI-216 para estudo, que foram descober-
tos e caracterizados apenas recentemente e, assim, as simulagoes apresentadas neste capitulo sao
contribuigdes cientificas originais deste projeto. Os pontos (ej,e2) sdo marcados nos mapas que
tém razao de massas planetdrias e massa estelar mais proximas aquelas dos sistemas observados.
Fazendo isso, é obtida uma previsao sobre o comportamento dos sistemas em diferentes condigoes
angulares e pode-se descobrir quais sao os quadrantes de c.i., cujas regides de ressonancia “contém”

um sistema marcado.

Tais quadrantes, em principio, sdo uma indicacao de quais condigoes angulares permitem
que a dinamica de RMM (e ACR) se desenvolva em um sistema e se mantenha estavel por tempo
secular. Entao, utilizando as c.i. angulares indicadas, sao construidos novos mapas dinamicos para
o sistema observado, na vizinhanca da RMM 2:1. Nos novos mapas, as cores indicam a maxima
variagao de semi-eixo maior do planeta menos massivo, a maxima variacao da excentricidade do
planeta menos massivo e a amplitude do angulo critico o1. A grade dos mapas sdo “razao de
periodos inicial vs. excentricidade inicial do planeta menos massivo” e o tempo das simulagoes sao
alguns periodos de perturbacao ressonante, estes obtidos em simulacoes experimentais.

Com os mapas de razao de periodos vs. excentricidade, é possivel conhecer os efeitos da
ressonancia em um sistema (em especial, na érbita do planeta menos massivo, que sofre maiores
variagoes de elementos orbitais do que a de seus companheiros quando perturbada) e na vizinhanga
de suas condigoes orbitais. Também, pode-se verificar se as marcagoes do sistema nos mapas do
catalogo gerado fornecem informacoes coerentes com a dinamica do sistema em sua configuracao
real. Essa verificacao é importante, pois os mapas do catdlogo foram construidos para sistemas
que partem exatamente da razdo de periodos 2 em condicoes de a; e massa estelar especificas, e
os sistemas observados partem de razoes de periodos préximas a 2, com seus proprios valores de

semi-eixos, de dngulos e de massa estelar.
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Assim, se os mapas do catdlogo fizerem boa previsdo sobre a dinamica de um sistema real
(i.e. uma previsao coerente com as simulagoes que normalmente sao feitas na literatura para um
sistema quando descoberto nas proximidades da RMM 2:1, como mapas dindmicos e integragoes
seculares), o catdlogo deve ser valido para outros sistemas sem a necessidade imediata de simulagao

destes ou, pelo menos, de sistemas semelhantes aqueles que uma vez foram verificados.

6.1.1 Sistema HD 155358

HD 155358 é uma estrela de 0.92Mg), tipo espectral GO, temperatura efetiva de 5900 K e
metalicidade [Fe/H] de -0.51 (dex). Estima-se que sua idade ¢ de 10.7 bilhdes de anos e ela esta
a uma distancia de 43 pc. Robertson et al. (2012) descobriram dois planetas em 6rbita ao redor
da estrela com o método de velocidade radial. Segundo os autores, o sistema é notdvel, porque
tem planetas gigantes, mesmo apresentando uma das metalicidades estelares mais baixas entre os
sistemas que tém companheiros planetarios. Além disso, os planetas estao préximos & condicdo de
RMM 2:1, com parametros:

Planeta | msinI (My) | a (UA) e | wey | M)
HD 155358 b 0.85+0.05 0.64+0.01 | 0.17£0.03 143+11 129+0.7
HD 155358 ¢ 0.82+0.07 1.0240.02 0.16£0.1 180+26 | 23340.9

TABELA 6.1. Dados planetdrios do sistema HD 155358, segundo Robertson et al. (2012).

J4 um artigo mais recente, Ma et al. (2017) prop6s um novo ajuste coplanar para o HD
155358, em que as excentricidades dos planetas sao diminuidas com o objetivo de se verificar se
o sistema poderia estar em ACR, com um histérico possivel de migracao adiabatica em disco de
gas. Essa migracao é simulada no artigo e, a partir dela, chega-se a conclusao de que o sistema
estd capturado em RMM 2:1, mas ndo em ACR, pois o disco teria se dissipado antes de uma ACR
poder se estabelecer com excentricidades orbitais mais baixas que as do fit proposto. Nesse estudo,

os parametros orbitais do sistema foram estabelecidos como:

Planeta msinl (My) a (UA) e w (9) M (9)
HD 155358 b 1.03£0.02 0.64+0.01 | 0.14+0.02 147£8.1 33.5+0.5
HD 155358 ¢ 0.85+0.03 1.02+0.01 | 0.11+£0.01 | 337+34.9 0+0.7

TABELA 6.2. Dados planetarios do sistema HD 155358, segundo Ma et al. (2017).

Pode-se notar que, além de excentricidades, os dois fits diferem entre si no valor das massas
planetarias minimas e, principalmente, nas condigoes angulares obtidas. As condigoes descritas
por Robertson et al. (2012) e Ma et al. (2017) sdo tais que o sistema poderia estar em regime
oscilatério nas proximidades de o3 = 0 e Aw = 0° (com razado de massas planetdrias 0.96) e de
o1 =0 e Aw = 180° (com razao 0.82), respectivamente, que sdo pontos de equilibrio conhecidos
para as oscilacoes de angulo critico e da diferenca de longitudes de pericentro. Entao, apenas com
os valores dos fits, é possivel fazer a suposigao inicial de que o sistema apresenta ACR 2:1, o que

sé poderia ser verificado por meio de simulacoes.
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Na Figura 6.1, as excentricidades orbitais dos dois fits foram marcadas como pontos nos
quatro quadrantes de c.i. angulares de mapas gerados para razao de massas 0.8 - que sdo muito
parecidos com os mapas de razoes 0.9 e 1. Apenas com a marcacao, os mapas ja indicam que os
quadrantes (0,0) e (0,7) sdo os Unicos capazes de promover RMM simétrica que se mantém por
tempo secular para ambos os fits, embora, no quadrante (0,0), o Fit 2 esteja sobre uma regiao
de separacao entre regime oscilatério e circulatério de o1, que pode apresentar comportamento

cadtico.

Além disso, os mapas indicam que, para esses fits, as amplitudes de angulo critico devem
estar entre 70° e 140°. Também, embora os pontos estejam dentro de regices de RMM nos mapas
de razao 0.8, eles caem em regides de circulacao de Aw e, por isso, estao fora da regiao de ACR
2:1 em qualquer caso. Os valores de Ma et al. (2017) de fato se aproximam da regido de ACR no
quadrante (0,0), mas nao chegam a adentré-la e, no quadrante (m,7), os valores de Robertson et al.
(2012) se aproximam da faixa de instabilidades.
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Ficura 6.1. Marcagao das excentricidades orbitais do HD 155358 em mapas de amplitude de o1, de amplitude de
Aw e de regidves de ACR, gerados com razao de massas planetdrias 0.8, a; = 0.5 UA, tempo de 240 mil anos, razao
de periodos 2 e massa estelar de 1Mg. Fit 1 e 2 de Ma et al. (2017) e Robertson et al. (2012), respectivamente.

A Figura 6.2, por sua vez, mostra mapas dindmicos para ambos os fits na vizinhanca da razao
de periodos 2. A coluna de mapas a esquerda foi gerada com valores fixos de massas planetérias
minimas, excentricidade e semi-eixo maior do planeta interno do fit de Ma et al. (2017) e, a direita,
com valores de Robertson et al. (2012), ambos os casos, com estrela de massa e raio correspondentes
a HD 155358. Para gerar as duas colunas de mapas, variou-se a posicao do planeta externo, HD
155358 ¢, entre valores de semi-eixo maior de 0.95 a 1.06 UA e, também, suas excentricidades,
de 0.01 a 0.3, enquanto o planeta b foi mantido com as c.i. de semi-eixo e excentricidade dos

respectivos fits.

Cada mapa é composto de dois quadrantes de c.i. angulares: o superior (valores positivos
no eixo y) corresponde ao quadrante de c.i. (o,Aw) = (0,0) e o inferior (valores negativos),
ao quadrante (0,7). Esses s@o os quadrantes angulares que foram identificados na Figura 6.1
como promotores de RMM para o sistema e que compartilham suas regides de ressonancia de
forma continua nos mapas do catdlogo: no quadrante (0,7), um mesmo valor de e; tem valores
correspondentes de ey para que o sistema esteja em RMM, e essa faixa vertical de regiao RMM é
continuada no quadrante (0,0), que também tem seus valores de ey associados ao mesmo e;. Essa
continuidade entre quadrantes também se manifesta nos mapas da Figura 6.2 entre os quadrantes
(0,0) e (0,m), que entao se “encaixam” um no outro.
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FIGURA 6.2. Mapas dinamicos para o sistema HD 155358 préximo & RMM 2:1, com tempo de integragao de 50 anos
e com quadrantes angulares (0,0) - valores positivos do eixo vertical - e (0,7) - valores negativos. As colunas de
mapas se referem aos fits de Ma et al. (2017) e Robertson et al. (2012), respectivamente. Na horizontal: mapas de
maéxima variagdo de semi-eixo maior do planeta HD 155358 ¢, de méxima variacdo da excentricidade deste planeta
e mapas de amplitude de oscilagdo de o1 do sistema. Em branco: simulagoes com instabilidades.

Na Figura 6.2, em cada quadrante, o planeta ¢ foi marcado como um ponto de c.i. (ac,ec)
(i.e. com semi-eixo maior transformado em razao de periodos, por meio de Peyt/Pint = (ac/ ab)g/ 2,
em que ap é o semi-eixo maior do planeta b). Os mapas indicam, para o planeta externo, a maxima
variacao de seu semi-eixo maior, Aa, de sua excentricidade, Ae, e a amplitude de o1 em diferentes
regioes. Para o fit de Robertson et al. (2012), as simulagoes foram feitas por 100 anos e, para o fit
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de Ma et al. (2017), por 50 anos.

Com esses novos mapas, ¢ possivel observar que o planeta externo do sistema HD 155358,
em ambos os fits, esta dentro de uma faixa de razao de periodos entre 2 e 2.05 e estd nas bordas
de uma regido de baixas variagoes de semi-eixo maior. Para ambos os fits, nos mapas de Aa e
quadrante (0,0), o HD 155358 ¢ apresenta variagoes de semi-eixo maior da ordem de 0.01 UA, ao
passo que, no quadrante (0,7), as variagoes sao de 0.04 UA, aproximadamente. J4 nos mapas de
Ae, as variagoes de excentricidade do planeta externo nos quadrantes (0,0) e (0, ) sdo da ordem

de 0.1 e 0.04, respectivamente.

E possivel notar que, nos mapas do catalogo apresentados na Figura 6.1, uma excentricidade
eo do planeta menos massivo variando verticalmente um valor de 0.1 no quadrante (0,0) ja é
capaz de deslocar os fits da regiao de ocorréncia de RMM, especialmente no caso do Fit 2, e
introduzir caoticidade ao sistema. Nos mapas de amplitude de angulo critico da Figura 6.2, é
possivel constatar, também, que fit de Robertson et al. (2012) estd nas bordas de uma regiao de

oscilacao, especialmente no quadrante (0,0).

Além disso, nota-se que, nos mapas da Figura 6.2, os centros da ressonancia (i.e. as regides
de menor amplitudes de oscilagdo de o1) estao deslocados para razoes de periodos ligeiramente
maiores que 2, estando aproximadamente em 2.025. As marcacoes dos fits na Figura 6.1 indicou
valores de amplitude de o1 maiores que aqueles que os fits apresentam em suas respectivas posigoes
nos mapas da Figura 6.2. Neste caso, as amplitudes sao de 60° para o fit de Ma et al. (2017) e de
80° para o fit de Robertson et al. (2012), aproximadamente.

Também, o mapa de amplitude de 07 da Figura 6.1 indica que, para as excentricidades de
planeta interno dos fits, existe regiao de RMM com amplitudes de até 100° para valores de es entre
0 e 0.15, aproximadamente. E, nos mapas de amplitude de o1 da Figura 6.2 para ambos os fits,
essa, de fato, é uma boa estimativa da faixa de valores de ey associadas a ocorréncia de RMM com
amplitudes até 100° sobre a razao de periodos 2.

O fato do sistema estar dentro de regides de RMM nos mapas de amplitude de angulo critico
para ambos os fits na Figura 6.2, em geral, nao significa que uma condicao de oscilagdo permanece
por tempos muito maiores que os de perturbagao ressonante simulados, exceto para os casos de
menores amplitudes (porque o c6digo que computa as amplitudes nao verifica, especificamente, se
o1 é uma funcao periddica). Mas, como a regiao de RMM para a razao de periodos 2 e e; = 0.14
se mantém no mapa da Figura 6.1 por tempo secular, pode-se sugerir que o fit de Ma et al. (2017)
nos quadrantes (0,0) e (0,7), marcado na Figura 6.2, também é capaz de se manter secularmente
em condicao de RMM. Isso, pois, na Figura 6.2, a regiao de RMM sobre razao de periodos 2

corresponde a bordas de uma regiao de oscilacao centrada em 2.025.

Enfim, pode-se dizer que as previsdes de dinamica indicadas pelas marcacbes em mapas
do catalogo estao coerentes com as possiveis evolugoes do HD 155358 apresentadas nos mapas
dinamicos em escala de tempo ressonante, mesmo este nao estando exatamente com periodos em
2:1. Além disso, a auséncia de dindmica ACR, confirmada pelas simulagoes de Ma et al. (2017)
também concorda com o que os mapas do catdlogo previram para um sistema com razao de massas

préxima a 0.8 e os valores de excentricidade propostos nos fits.

Na Figura 6.3, observa-se duas colunas de graficos que mostram a evolugao secular do HD
155358 de acordo com os parametros dos fits, inclusive, suas c.i. de angulos. Na coluna a esquerda,
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estao as evolucoes temporais das excentricidades dos planetas b e ¢, a evolugao do angulo critico
o1 e a evolucao de Aw, para os valores de Ma et al. (2017). Na coluna a direita, estao os graficos
para os valores de Robertson et al. (2012). E possivel observar que, de fato, o fit de Ma et al.
(2017) tem oscilacao de o1 que se mantém por tempo secular ao redor de 0°, o que nao acontece
para o fit de Robertson et al. (2012), que circula ocasionalmente. Além disso, para ambos os fits,
ocorre a circulagao de Aw.

Também, pode-se notar que a excentricidade do planeta ¢ em Robertson et al. (2012) tem
varia¢ao maxima de 0.16, aproximadamente, ao passo que, para Ma et al. (2017), a méxima variagao
é de 0.075. A Figura 6.1 indicou que o fit de Robertson et al. (2012) poderia sair da condigao
de RMM no quadrante (0,0), se sofresse variagoes horizontais de e; (ep), ou verticais de ey (e.)
significativas, e isso de fato se manifestou nas simulacoes seculares.
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FIGURA 6.3. Simulacées seculares do sistema HD 155358 segundo o fits de Ma et al. (2017), na coluna de gréficos &
esquerda, e de Robertson et al. (2012), na coluna & direita.
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6.1.2 Sistema K2-24

De acordo com Petigura et al. (2018), K2-24 é uma estrela de 1.07 +0.06 Mg, raio de 1.16
+0.04R, temperatura efetiva de 5625 £60 K e metalicidade [Fe/H] +0.34 (dex). Ela estd acom-
panhada de dois planetas que foram detectados pelo método de velocidade radial e acompanhados
posteriormente por TTV (variagdo de tempo de transito), por Petigura et al. (2018). Os planetas
interno e externo tém drbitas proximas a condigao de RMM 2:1. Petigura et al. (2018) propdem, a
partir de seus resultados combinando os dados de velocidade radial e de TTV, que os parametros

planetarios do sistema K2-24 sao:

Planeta ‘ m (Mg) ‘ Raio (Rg) T (dias) ‘ e
K2-24b | 19432 5.4 +0.2 | 20.88977 £5:09034 0.06 40.01

K2-24 c 15413 7.5 £0.3 42.3391 +£0.0012 | < 0.07 (90% de confianca
1.8

TABELA 6.3. Dados planetdrios do sistema K2-24, segundo Petigura et al. (2018).

Apesar de comentar que medigoes futuras poderao oferecer uma melhor caracterizacdo do
sistema K2-24, Petigura et al. (2018) expressa que, pelos dados coletados, o sistema nao deve estar
capturado em ressondncia e a evolucao das excentricidades deve se manifestar, principalmente,
devido a perturbagoes seculares. Os autores interpretam que as excentricidades do sistema podem
ter sido excitadas por mecanismos diferentes, como migracao divergente - em que os planetas teriam
cruzado a separatriz da RMM 2:1 -, interagoes estocdsticas entre os planetas recém formados e um

disco de gas turbulento ou interacao com planetésimos.
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FIGURA 6.4. Marcagao das excentricidades de do fit de Petigura et al. (2018) para o sistema K2-24 em mapas gerados
de amplitude de o1, de amplitude de Aw e de regides de ACR, com razao de massas planetarias 0.8, a3 = 0.0516
UA, tempo de 4 mil anos, razao de periodos 2 e massa estelar de 1M .

Na Figura 6.4, o sistema foi marcado em mapas do catdlogo de razao 0.8 para estrela de
massa solar. A marcagao sugere que o sistema poderia apresentar RMM, sem ACR, no caso de
apresentar angulos préoximo a condi¢do o1 = 0 e Aw = 7. Na Figura 6.5, porém, novos mapas
dindmicos foram construidos em escala de tempo de perturbagao ressonante, com os parametros
propostos por Petigura et al. (2018), e é possivel observar que o sistema esté deslocado para razoes

de periodo maiores que 2 e estd além da regiao de RMM.

De acordo com os resultados da Figura 6.5, o planeta K2-24 ¢ apresenta variagbes maximas
de semi-eixo maior e de excentricidade da ordem de 0.0003 UA e 0.002 no quadrante (0,0), respec-
tivamente, em escala de tempo de 50 anos. No quadrante (0,7), as variagoes desses parametros sao
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de 0.0007 UA e 0.006, respectivamente. Além disso, o mapa de amplitude de dngulo critico indica
que ocorre circulagao de o1 no sistema, para a atual configuracao.

Assim, a din&mica prevista pelos mapas do catdlogo nao estdo em concordancia com as
dinamicas possiveis para o sistema, indicadas na Figura 6.5, embora ele esteja proximo da RMM
2:1. Esse caso mostra que o uso do catdlogo tem limitacoes, que se manifestam devido a forma da
regiao de RMM no espaco de excentricidades e semi-eixos iniciais.

Anteriormente, no sistema HD 155358, foi observado que a previsao do catdlogo esté coerente
com os mapas do tipo a vs. e, embora o sistema esteja sobre razao de periodos entre 2 e 2.05 nos
fits de Robertson et al. (2012) e Ma et al. (2017). J& no caso do sistema K2-24, os periodos
determinados satisfazem razao de periodos entre 2.02 e 2.04 e, mesmo assim, o sistema esta fora
da regiao de RMM.

E possivel notar, no entanto, que, se o sistema estivesse sobre a razao de periodos 2 ou
mais préximo dela, estaria em uma configuragdo capaz de apresentar RMM que se mantém por
tempo secular, especialmente no quadrante (0,7), e, se os valores de e, fossem mais baixos, também
no quadrante (0,0). Nesse caso, os mapas do catdlogo indicam que a excentricidade do planeta
externo poderia cobrir valores até 0.08, aproximadamente, mantendo-se em RMM com amplitudes,
em geral, menores que 120 graus. E essa estimativa concorda com o mapa de amplitude de o1 da
Figura 6.5, sobre a razao de periodos 2.
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FiGurA 6.5. Mapas dinamicos para o sistema K2-24 préximo a RMM 2:1, com tempo de integracdo de 50 anos e
quadrantes angulares (0,0) - valores positivos do eixo vertical - e (0,7) - valores negativos. A marcagao se refere aos
valores (a, e) do planeta externo, ¢, de acordo com Petigura et al. (2018). A esquerda: mapas de maxima variagao
de semi-eixo maior, de maxima variacdo de excentricidade do planeta c. A direita: mapa de amplitude de 0.
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De qualquer forma, como o sistema esta fora da regiao de RMM nos mapas da Figura 6.5,
também nao pode desenvolver RMM (e ACR) que se mantém por tempo secular. No entanto,
o sistema K2-24 teve seus parametros definidos em 2018 e suas érbitas ainda podem ser melhor
caracterizadas quanto as excentricidades e, também, as condigoes angulares. Entao, é possivel
que a marcac¢ao do sistema em mapas ainda se aproxime da regiao de RMM, embora dificilmente
adentre ela, como a Figura 6.5 sugere.

Na Figura 6.6, mostra-se os graficos das evolugoes de excentricidades dos planetas K2-24
b e c, de 01 e de Aw, por 4000 anos, com os parametros fornecidos por Petigura et al. (2018)
(ec = 0.07) e c.i. angulares correspondentes aos quadrantes (0,0) e (0,7). Pode-se perceber que, na
configuracao de semi-eixos e excentricidades atuais, o sistema evolui com circulagao de o1, como
indicado pelos mapas da Figura 6.5 e com oscilagdo de Aw, em ambos os quadrantes angulares.
Se o sistema observado tiver angulos préximos as condigdes dos quadrantes (0,0) e (0,7), portanto,

evolui sem RMM, mas com corrotacao apsidal ao redor de 0 ou 7, respectivamente.

Apesar de os mapas do catdlogo gerado nao terem previsto a dindmica do sistema K2-24
corretamente, vale comentar um ultimo aspecto. A forma da regiao de oscilacdo de angulo critico
nos mapas de razao de periodos vs. es nos sistemas HD 155358 e K2-24 sao parecidas, embora a
regiao do HD 155358 cubra uma faixa mais larga de valores de semi-eixos maiores as. Os sistemas
diferem entre si nao sé por seus parametros orbitais, mas pela massa estelar, que é mais baixa no
caso do HD 155358. Observando esse fato, a Figura 6.7 mostra simulagoes que foram realizadas
para o sistema K2-24, com os mesmos parametros planetdrios utilizados na Figura 6.5, porém,
com massas estelares de 0.5M na primeira linha de mapas e de 2Mg na terceira linha. A linha
intermediaria é uma reproducao da Figura 6.5, para fins de comparacao.

Entao, na Figura 6.7, pode-se notar que as regices de RMM nos mapas de razao de periodos
vs. eg tém aproximadamente a mesma “altura” nos valores de excentricidades, mas o aumento da
massa estelar faz com que a largura da regiao se estreite por inteiro. Como se nota, o estreitamento
¢é capaz de impedir que a RMM se desenvolva em um sistema e esse é motivo pelo qual a dindmica
do K2-24 nao foi bem estimada pelos mapas do catalogo, embora, utilizando eles, tenha sido
possivel estimar a dinamica do sistema HD 155358. Essa observacao é importante, pois um sistema
semelhante ao K2-24 em parametros orbitais e massas planetarias, mas que apresenta massa estelar

mais baixa, por exemplo, nao necessariamente desobedece a estimativa do catdlogo.
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FIGURA 6.6. SimulagGes seculares do sistema K2-24, com parametros do fit de Petigura et al. (2018). Na coluna de
gréficos & esquerda, utilizou-se c.i. angulares correspondentes ao quadrante (0,0) e, & direita, ao quadrante (0,7).
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6.1.3 Sistema TOI-216

Kipping et al. (2019) anunciou que a estrela TOI-216 é acompanhada por dois planetas
préximos & RMM 2:1. Os planetas foram descobertos com o telescépio espacial TESS ! (Transiting
Exoplanet Survey Satellite), que tem sua importancia por ser o substituto do satélite Kepler e
foi lancado com o objetivo de dar continuidade a busca por sistemas de exoplanetas. O TOI-216
foi observado pelo método do transito e de TTV (Kipping et al. (2019)). A estrela estd a 178.84
4089 pe, tem massa de 0.87440053 Mo, raio 0.838+0 543 Rey e temperatura efetiva de 50264125 K.
Estimou-se os seguintes parametros para os planetas:

Planeta ‘ m (Mg) ‘ Raio (Rg) a (UA) e T (dias)
TOI-216 b | 30 +39 | 7.69 £5:82 | 0.1203+0:9957 | 0.13240:359 | 17.089 3511
TOI-216 ¢ | 2004170 | 11.294035 | 0.2069+05597 | 0.029+9937 | 34.556 +J014

TABELA 6.4. Dados planetdrios do sistema TOI-216, segundo Kipping et al. (2019).

A Figura 6.8 mostra a marcacdo das excentricidades desse sistema em mapas do catdlogo
para razao de massas planetarias 6 e estrela com 1My, indicando que o sistema estd dentro de
regides de RMM com amplitudes de o7 menores que 60° nos quadrantes de c.i. angulares (0,0) e
(0,7), mas esta fora de regides de oscilagdo de Aw e, portanto, de ocorréncia de ACR.
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FIGURA 6.8. Marcagdo das excentricidades de do fit de Kipping et al. (2019) para o sistema TOI-216 em mapas
gerados de amplitude de o1, de amplitude de Aw e de regides de ACR, com razao de massas planetarias 6, a1 = 0.0516
UA, tempo de 4 mil anos, razao de periodos 2 e massa estelar de 1M .

Na Figura 6.9, para comparagao, estdao mapas andlogos aos da Figura 6.8, mas que foram
construidos com os parametros propostos por Kipping et al. (2019) para o sistema TOI-216, que
tem razao de periodos 2.0242, aproximadamente, estrela menos massiva que o sol e semi-eixo maior
do planeta interno 0.1293. E possivel observar que os mapas sao semelhantes aos do catalogo, e

nao iguais a eles.

No entanto, as estruturas principais seculares dos mapas se mantém nos dois casos, como a
faixa de instabilidades no quadrante (7, 7), mais acentuada nos mapas especificos para o TOI-216, e
a regiao de RMM continua entre os quadrantes (0,0) e (0,7), embora esta tltima seja ligeiramente
diferente para valores de e; e ea menores que 0.1. Também, nota-se o aspecto das regides de
oscilagdo de Aw nos quatro quadrantes angulares, que s&0 um pouco menores para os mapas do
TOI-216, e a localizagdo da regidao de ACR no quadrante (0,0). E possivel observar que, tanto

! www.nasa. gov/tess-transiting-exoplanet-survey-satellite
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nos mapas do catdlogo de parametros mais préoximos aos do sistema TOI-216, como nos mapas
especificos para o TOI-216, propriamente, o sistema estd em regides de RMM nos quadrantes (0,0)
e (0,m).

Mapa de amplitude de 1; r=200/30 amp(c1) (°) Mapa de amplitude de A@; r=200/30 amp(A@) (°) Mapa de Regides de ACR; r=200/30
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FIGURA 6.9. Marcagdo das excentricidades de do fit de Kipping et al. (2019) para o sistema TOI-216 em mapas
gerados de amplitude de o1, de amplitude de Aw e de regides de ACR, com razdo de massas planetdrias 200/30,
a1 = 0.1293 UA, a2 = 0.2069 UA, tempo de 4 mil anos, razao de periodos 2.0242 e massa estelar de 0.874M.

Na Figura 6.10, é possivel observar mapas de méaxima variacao de semi-eixo maior e de
excentricidade do planeta menos massivo, TOI-216 b, bem como de amplitude de o1, simulados
com tempo final de 18 anos. Na coluna de mapas a esquerda, utilizou-se, como c.i. angulares,
aquelas correspondentes ao quadrante (0,0) dos mapas ejcos(oy1) vs. escos(Aw) e, na coluna de
mapas a direita da Figura 6.10, c.i. correspondentes ao quadrante (0,7).

Os mapas da Figura 6.10 foram dispostos separadamente, e ndo com quadrantes (0,0) e (0,7)
“encaixados” como foi feito na Figura 6.2, pois as regices de RMM nao se comunicam de forma
continua nos mapas ejcos(o1) vs. escos(Aw) ao longo de um valor ey fixo, como fazem para uma
mesma c.i. de e;. E os mapas dinamicos da Figura 6.10 foram construidos com uma mesma c.i. e,
variando-se apenas o semi-eixo maior e a excentricidade iniciais do planeta interno (b) do sistema.

E possivel notar, na Figura 6.10 que existem estruturas em forma de V no espago de razoes
de periodos orbitais e excentricidades, associadas a perturbacao ressonante no sistema TOI-216,
e que os mapas para ambos os quadrantes (0,0) e (0,7) sdo semelhantes. Utilizando os dados do
planeta TOI-216 b, ele foi marcado com um ponto nos mapas, que se localiza dentro de uma regiao
de baixas variagoes maximas de semi-eixo maior e de excentricidade, bem como de oscilacao de
angulo critico. Dos mapas, deduz-se que a maxima variagao de semi-eixo maior do TOI-216 b é da
ordem de 0.001 UA, sua méaxima variacao de excentricidade é da ordem de 0.04 e a amplitude de

o1 é da ordem de 60°, dentro da escala de tempo de 18 anos.

Nesses mapas, é possivel observar o comportamento comentado em Literatura, de que a
condicao de RMM para baixas excentricidades pode se desviar da posicao em que ocorre a razao
de periodos 2 exata, seguindo uma curva que pode ser modelada como lei de estrutura. Para o
sistema TOI-216, esse desvio ocorre em diregao a valores de a; menores (razoes de periodo maiores
que 2), principalmente, para excentricidades e, menores que 0.15.

Na Figura 6.11, pode-se observar a evolugao das excentricidades orbitais dos planetas e dos
angulos 01 e Aw do sistema, que foram simuladas com os parametros de Kipping et al. (2019) e
com as c.i. angulares dos quadrantes (0,0) e (0,7). Nessas condigoes, assim como indicaram os
mapas do catilogo, o sistema se mantém em RMM por tempo secular com amplitude de angulo
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critico menor que 60°, embora o catalogo tenha indicado amplitudes de cerca de 50° e as simulagoes

individuais revelam valores entre 50 e 60°.

Além disso, o sistema nao apresenta ACR, pois estd em regiao de circulacdo de Aw, como os
mapas do catdlogo sugerem, e as evolugoes da Figura 6.11 confirmam esse comportamento. No caso
do sistema TOI-216, portanto, as previsoes do catdlogo de mapas estao coerentes com as dinamicas
possiveis para o sistema com seus préprios parametros, se este tiver, de fato, condigoes angulares
que permitem a dindmica de RMM e estao préoximas das c.i. angulares simuladas.
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FI1GURA 6.10. Mapas dindmicos para o sistema TOI-216 préximo & RMM 2:1, com duragdo de 18 anos. A coluna
de mapas & esquerda tem c.i. angulares correspondentes ao quadrante (o1, Aw) = (0,0) e, & direita, ao quadrante
(0,m). A marcagao se refere aos valores (a,e) do planeta interno, de acordo com Kipping et al. (2019). De cima
para baixo: mapas de maxima variagdo de semi-eixo maior do planeta b, de méxima variacao de excentricidade do
planeta b e de amplitude de oscilagao de oy.
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FIGURA 6.11. Simulagbes seculares do sistema TOI-216, com parametros do fit de Kipping et al. (2019). Na coluna
de gréficos & esquerda, utilizou-se c.i. angulares correspondentes ao quadrante (0,0) e, & direita, ao quadrante (0,).
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Conclusoes

Neste trabalho, uma série de simulacées numéricas foram realizadas para sistemas hipotéticos
de uma estrela e dois planetas com periodos orbitais iniciais em proporgao 2:1 e estudou-se como as
razoes de massas planetarias se correlacionam com a extensao das regioes de ocorréncia de RMM
stmétricas no espaco de excentricidades. Em Resultados, foram construidos graficos de percentuais
de ocorréncia de RMM, de oscilagdo de Aw, de dindmica de ACR, de circulagdo de angulos e de

instabilidades como funcao das razoes de massas planetarias.

Também, foi possivel observar a evolugao das regides de ressonancia com o aumento da razao
em mapas de grade ejcos(oy) vs. eacos(Aw) para sistemas com estrela de massa solar e de 0.5M,
em diferentes condicoes de semi-eixos iniciais. Esses mapas constituem um catalogo que pode ser
utilizado para estimar a dinamica de sistemas reais que estao préximos a RMM 2:1, tém razao
de massas planetarias definida e sdo coplanares. No catdlogo, para cada razao de massas, pode-
se distinguir as condig¢Ges iniciais de excentricidade e de angulos associadas & dindmica ACR e,
também, a regimes oscilatérios e circulatérios de angulo critico da RMM e de Aw separadamente.

Mais ainda, utilizando mapas do catdlogo, estimou-se a dinamica de sistemas reais seleci-
onados para estudo e comparagoes foram feitas entre as estimativas e simulacOes seculares dos
sistemas. Também, comparou-se as estimativas baseadas no catilogo com mapas do tipo a vs. e

gerados para cada sistema.

7.1 Sobre as Ocorréncias de RMM/ACR

Para alguns sistemas planetarios observados, existem ajustes orbitais que restringem con-
figuracoes angulares possiveis. As simulacgoes de sistemas hipotéticos realizadas neste trabalho,
porém, consideraram diferentes quadrantes de c.i. angulares sendo igualmente possiveis. Assim,
nao havendo preferéncia quanto as condicdes angulares de um sistema, os graficos de percentuais
de ocorréncia indicaram que, independentemente dos semi-eixos dos planetas em 2:1, ocorre um
crescimento aproximadamente linear da ocorréncia de RMM com o aumento da razao de massas
até razao proxima a 1, sendo esta razao, portanto, mais favoravel & RMM. Para razoes maiores
que 1, o percentual de simulacées em RMM permanece constante ou decai muito gradualmente,
indicando que a ocorréncia de RMM se correlaciona com razao de massas de forma significativa
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para razoes baixas, mas, para valores maiores que 1, em geral, nenhuma razao é especialmente

mais favoravel que outra a dinamica de RMM.

Considerando-se apenas a ocorréncia de RMM com amplitudes de o1 menores ou iguais a
10°, no entanto, ela é maior sobre razoes de massas entre 1 e 1.5, se reduzindo a 0% j4 para razoes
maiores que 4. Como existe essa mudanca nas ocorréncias de RMM, bem marcada pela faixa de
razoes proximas a 1, sugere-se que deve haver uma diferenca no comportamento geral das solugoes
de sistemas em RMM simétrica que tém razoes maiores ou menores que essa faixa e, também, que
as menores amplitudes de angulo critico acontecem, preferencialmente, para os sistemas que tém

razoes dentro da faixa.

As curvas de ocorréncia de oscilagdo de Aw indicaram, também, que razoes de massas
préximas a 1 sao favoraveis a corrotacao apsidal e que, a medida que a razao aumenta, a ocorréncia
desse tipo de dindmica diminui. Além disso, notou-se que a ocorréncia de oscilagdo de Aw, para
razoes menores que 6, assume valores percentuais maiores que a ocorréncia de RMM, indicando
que, no caso em que nao hé preferéncia de condigbes angulares, o fendomeno de corrotacao apsidal
é mais comum do que a RMM simétrica dentro das simulagdes com periodos orbitais em 2:1. Para

razoes maiores que 6, no entanto, a RMM ¢é mais comum.

Como uma combinacao das ocorréncias de RMM e de oscilagdo de Aw, existe uma maior
frequéncia das simulacées em ACR simétrica para razoes de massas mais baixas que 1, que acontece
devido a uma maior quantidade de simulagoes com amplitudes de o1 maiores que 100°. Conside-
rando apenas as simulagées de amplitudes de o1 e de Aw menores que 20°, a maior ocorréncia de
ACR acontece para razao de massas planetarias 1.2, sendo esta, portanto, a razdo mais favoravel
as oscilagoes de baixa amplitude.

Também, independentemente de critérios de amplitude, a ocorréncia de ACR diminui a partir
de razao de massas 2, de modo geral, tendendo assintoticamente a 0% para razoes maiores que 20.
Além disso, a ACR de grandes amplitudes se torna cada vez menos provavel para razoes maiores
que 2, restando, principalmente, sistemas com amplitudes de o1 e de Aw menores que 50° para
razoes entre 6 e 20.

Considerando-se todas as simulacoes que desenvolveram ACR, 90% daquelas com amplitudes
de 01 e Aw menores que 10°, 50° e 150° tém razoes de massas menores que 1.5, 2.5 e 4, respecti-
vamente. Assim, razoes maiores que 4 nao sao favoraveis ao fenémeno de ACR e, também, ACR
de amplitudes baixas acontecem preferencialmente para razdes menores que 2.5 ou 1.5.

Além disso, a menor ocorréncia de simulagoes instaveis (com colisdo e/ou ejecao) acontece na
faixa de razoes de massas entre 1 e 1.5, o mesmo intervalo em que hd uma mudanca nas curvas de
ocorréncia de RMM e uma promogao da ocorréncia de simulagoes com RMM/ACR 2:1. Entao, tal
intervalo de razées nédo sé é favoravel & ACR, mas também promove a estabilidade das simulagoes
de modo geral. Também, a partir de razao de massas 1.5, a ocorréncia de instabilidades cresce com

o aumento da razao de massas.
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7.2 Sobre o Aspecto dos Mapas Dinamicos

Observando os mapas de amplitude de o1, de Aw e de regioes de ACR, os casos de a; igual a
0.5 ¢ 1 UA evoluem da mesma forma com o aumento da raziao de massas. O caso com a; = 0.0516
UA, porém, assemelha-se aos outros pela evolugao dos quadrantes (o1, Aw)=(0,0) e (7, 7), mas
difere no (0,7), especialmente, para razoes de massas baixas. Assim, as regides de RMM/ACR nao
sao totalmente independentes da distancia dos planetas & estrela, porém, os casos mais distantes
revelam que existe um padr@o na evolucao das regides em func¢ao da razao de massas que é proprio
da RMM 2:1. Também, os mapas simulados com estrela de 0.5My sao semelhantes ao caso solar
de mesmo a; e, portanto, a evolugdo das regides em funcao das razoes nao depende fortemente da

massa estelar.

As regioes de RMM 2:1 para razoes de massas menores que 0.25 se concentram no quadrante
de angulos (0,7) e tém amplitudes de o7 em geral maiores que 50°. A medida que a razao de
massas aumenta, as regides avancam para as baixas excentricidades e emergem no quadrante (0,0).
As regitdes passam, entao, a existir e evoluir em funcao da razao de massas, especialmente, dentro
dos quadrantes (0,7) e (0,0) e as simulagdes com menores amplitudes de ¢; surgem no interior
das regides de amplitudes maiores. Esse processo ocorre para qualquer aj. A partir de razao
0.9, as regides de RMM nao mudam mais significativamente de forma e de localizagdo nos mapas,

independentemente de a;.

As menores amplitudes de o1, considerando-se os quadrantes (0,0) e (0,7) e todas as razdes
de massas, ocorrem para excentricidades do planeta externo, em geral, menores que 0.1. Também,
a partir de razao 0.3, surge RMM no quadrante (m,7) para valores de excentricidade que estao
acima de uma faixa de instabilidades bem marcada, dentro da qual ocorre cruzamento de Orbitas.
Instabilidades se concentram especialmente nesse quadrante. A faixa diminui de espessura até
razoes préoximas de 1 e aumenta para razoes cada vez maiores e, para uma mesma razao de massas,

a espessura pode ser diferente entre os casos de diferentes a1 e de massas planetarias individuais.

Os mapas de regioes de RMM mostram que as simulacbes em RMM 2:1 simétricas nao
se distribuem aleatoriamente no espaco de excentricidades e, dependendo da razao de massas
planetarias, existem valores de excentricidade e angulos capazes de promover essa dindmica. Porém,
para razoes menores que 1, como afirmado por Michtchenko et al. (2008b), também é possivel que
o9 oscile para a RMM 2:1 simétrica. Entao, podem existir regioes adicionais de oscilagao de angulo

critico em eventuais mapas de amplitude de os.

Nos mapas de amplitude de Aw, os casos de aq igual 0.5 e 1 UA também tém regides de
oscilacdo de Aw semelhantes, que evoluem da mesma maneira como funcio da razao de massas e
isso se reproduz nos mapas de regioes de ACR. Como antes, o caso de a; = 0.0516 UA se distingue,
especialmente, pela evolucao pelo quadrante (0,7) em razoes menores que 0.4. Nao ocorre oscilagao
de Aw no quadrante (0,7) para razoes de 1.8 a 5 para qualquer a;. Mas, de razao 6 em diante,
pode ocorrer oscilagoes de Aw para valores de es, em geral, maiores que 0.2. E, ao contrario do
que acontece nos mapas de regives de RMM, ocorre oscilagao de Aw no quadrante (7,0) para todas
as razoes de massas testadas.

A partir da razao de massas planetarias 0.3, cresce uma regiao de oscilagao de Aw no qua-
drante (0,0) em valores de ey baixos (menores que 0.05) e e; maior que 0.1. Com o aumento da
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razao de massas, a regido alcanca valores maiores de e; e de es. A forma da regido é aproxima-
damente triangular: e; chega a pouco menos que 0.2 quando e; assume o valor maximo testado
de 0.3. E, no interior da regiao triangular, com o aumento da razdo de massas, cresce uma faixa
central de simulagoes que tém amplitudes baixas de Aw e apresentam ACR.

Essa faixa desce como um todo para valores de es menores, quando a razao de massas aumenta
e isso é mais evidente para razoes a partir de 0.8. Tal comportamento concorda com o modelo
tedrico de Beaugé et al. (2006) para as curvas de solugdo ACR exatas. No modelo, as curvas
correspondem a ACR de amplitudes nulas, mas, nos mapas numéricos deste projeto, aparecem
curvas de baixas amplitudes no lugar das de amplitudes nulas, como se espera no problema nao
ponderado. O modelo também descreve bem o comportamento das curvas numéricas nos outros

quadrantes.

Para qualquer aj, sé ocorre ACR no quadrante (0,7) para razoes de massas de 0.05 a 0.25,
prevalecendo as de amplitudes maiores que 100°. Também, a partir de razao 0.3, em (7, 7), comega
surgir uma regiao de ACR com amplitudes menores que 100°, para excentricidades acima da faixa
de instabilidades. Existe ACR acima dessa faixa até na razdo de massas 5. Ainda acima da
faixa de instabilidades, a partir de razao 0.6, surge uma regiao com simulagoes com oscilagoes de
amplitudes baixas, menores que 5°, que se sobressaem em razao 1.2. Essas simulagoes, em uniao
com aquelas de baixa amplitude do quadrante (0,0), sdo responsaveis pelo pico de ocorréncia de
ACR de amplitudes menores que 5° em razao 1.2.

Nos mapas de regioes de ACR, a evolugao no quadrante (7, ) em func¢ao da razao de massas
¢ independente de a;. Nos quadrantes (0,0) e (0,7), a partir de razao 1.8, existem as mesmas
regides de ACR com amplitudes menores que 50° para uma mesma razio de massas planetarias. A
partir de razao 6, hd também sempre as mesmas regioes de ACR com amplitudes menores que 20°
para uma mesma razao, independentemente de a;, indicando que estas sao regioes caracteristicas
da RMM 2:1. Considerando as menores amplitudes de oscilagao, no entanto, ha diferencas entre o

caso de planeta interno mais préximo da estrela e os outros.

7.3 Sobre as Aplicagoes do Catalogo de Mapas

Na secao Aplicagoes, comparou-se previsoes de dinamica indicadas pelo catdlogo de mapas
gerado com a analise de trés sistemas observados de diferentes razoes de massas planetarias: HD
155358, K2-24 e TOI-216. No primeiro caso, as previsoes se mostraram coerentes com as simulagoes
seculares realizadas para o sistema e, também, com mapas a vs. e que foram construidos com
parametros especificos do HD 155358, explorando a vizinhanga da RMM 2:1.

No caso do sistema K2-24, porém, mostrou-se que o catdlogo tem limitacoes, as quais se
manifestam devido & forma da regiao de RMM no espago de excentricidades e semi-eixos iniciais.
Observou-se que as regioes de RMM nesse espaco para os sistemas HD 155358 e K2-24 sao parecidas,
embora a regiao do HD 155358 cubra um intervalo maior de semi-eixos. Simulando o sistema K2-24
com outras massas estelares, notou-se que o aumento da massa da estrela estreita significativamente
a regiao de RMM nos mapas do tipo a vs. e, o que pode dificultar que um sistema esteja capturado

em ressonancia.
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A massa estelar do K2-24 nao permite RMM para a configuragao planetaria observada e por
isso, a dinamica desse sistema nao foi bem estimada pelos mapas do catdlogo, embora ele tivesse
periodos proximos a relacao 2:1. Outro eventual sistema com parametros planetarios semelhantes
aos do K2-24 e com estrela menos massiva, porém, nao necessariamente desobedece a estimativa

do catélogo.

Quanto ao TOI-216, mostrou-se que os mapas do catalogo estao coerentes com as estruturas
que aparecem em mapas gerados especificamente para este sistema, embora a faixa de instabilida-
des no quadrante (7, 7) é mais acentuada para o sistema real. Também, as simulagoes seculares

realizadas obedecem a estimativa do catalogo.

Pode-se concluir, enfim, que quanto mais préximo um sistema observado estd da razao de
periodos 2:1 exata, mais confiavel é a estimativa de dinamica que pode ser feita a partir do catalogo
gerado, em especial, quando a massa da estrela é menor que 1Ms. Ambos os sistemas TOI-216 e
HD 155358, cujas dinamicas foram bem descritas por mapas do catalogo, tém massa estelar menor
que 1M, diferentemente do caso K2-24, e a menor massa estelar se mostrou associada a regioes

de RMM mais largas no intervalo de semi-eixos maiores ao redor da posicao de RMM 2:1 exata.
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Planeta T (dias) | Text/Tint | @ (UA) | e | Massa (My) | Tipo | ma/mi | M* (Mg)
24 Sex b 452.80 1.95 1.33 | 0.09 1.99 Msinl | 0.43 1.54
24 Sex ¢ 883.00 2.08 | 0.29 0.86 Msin I
HD 128311 b | 453.02 2.03 1.08 | 0.30 1.77 Msinl | 2.14 0.83
HD 128311 ¢ 921.54 1.74 | 0.16 3.79 Massa
HD 155358 b | 194.9 2.02 0.64 | 0.17 0.85 Msinl | 0.96 0.92
HD 155358 c | 392.2 1.02 | 0.16 0.82 Msin I
HD 73526 b 188.30 2.01 0.65 | 0.19 3.08 Msinl | 0.73 1.14
HD 73526 ¢ 379.10 1.03 | 0.28 2.25 Msin [
HD 82943 b 441.47 2.01 1.18 | 0.16 1.68 Massa | 0.86 1.20
HD 82943 ¢ 220.08 0.74 | 0.37 1.96 Massa
HIP 54373 b 7.76 1.95 0.06 | 0.20 0.03 Msinl | 1.44 0.57
HIP 54373 ¢ 15.14 0.10 | 0.20 0.04 Msin I
K2-24 b 20.89 2.03 0.15 | 0.06 0.06 Massa | 0.79 1.07
K2-24 c 42.34 0.24 | 0.07 0.05 Massa
NN Ser ¢ 5573.55 1.93 5.35 | 0.08 7.33 Massa | 3.19 0.54
NN Ser d 2883.50 3.43 | 0.19 2.30 Massa
TOI-216 b 17.09 0.13 | 0.13 0.09 Massa
TOI-216 c 34.56 2.02 0.21 | 0.03 0.63 Massa | 6.67 0.87
Kepler-27 b 15.33 2.04 0.12 9.11 Massa 1.51 0.65
Kepler-27 ¢ 31.33 0.19 13.80 Massa
Kepler-328 b 34.92 2.04 0.09 Massa 1.38
Kepler-328 ¢ 71.31 0.12 Massa 1.10
Kepler-396 b 42.99 2.06 0.37 0.24 Massa 0.24 0.81
Kepler-396 ¢ 88.51 0.23 0.06 Massa
Kepler-406 b 2.43 1.91 0.02 Massa | 0.45 1.07
Kepler-406 ¢ 4.62 0.01 Massa
Kepler-57 b 5.73 2.03 18.86 Massa | 0.37 0.83
Kepler-57 c 11.61 6.95 Massa
TOI-1130 b 4.07 2.05 0.04 | 0.22 0.68
TOI-1130 ¢ 8.35 0.07 | 0.05 0.97 Massa
K2-172 b 14.32 2.07 0.93
K2-172 ¢ 29.63
K2-190 b 10.10 2.14 0.90
K2-190 c 21.57
K2-8 b 10.35 2.04 0.09 0.78
K2-8 ¢ 5.06 0.05

TABELA A.l. Sistemas com apenas dois planetas confirmados e com planetas préximos a razao de periodos 2:1.
Dados retirados dos bancos Exoplanet.eu e NASA Exoplanet Archive (outubro de 2020). Em negrito, estao os
sistemas que foram escolhidos para estudo neste projeto.
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Planeta T (dias) | Text/Tint | @ (UA) | e | Massa (My) | Tipo | ma/mq | M* (Mg)

Kepler-120 b 6.31 2.03 0.06

Kepler-120 ¢ 12.79 0.09

Kepler-123 b 17.23 1.93 0.14 1.03
Kepler-123 ¢ 26.70 0.18

Kepler-1530 b 2.59 2.05 0.92
Kepler-1530 ¢ 5.32

Kepler-183 b 5.69 2.05 0.06

Kepler-183 ¢ 11.64 0.10

Kepler-189 b 10.40 1.94 0.09 0.79
Kepler-189 ¢ 20.13 0.14

Kepler-213 b 2.46 1.96 0.04 0.94
Kepler-213 ¢ 4.82 0.06

Kepler-231 b 10.07 1.91 0.07 0.58
Kepler-231 ¢ 19.27 0.11

Kepler-297 b 38.87 1.93 0.22

Kepler-297 ¢ 74.92 0.34

Kepler-330 b 8.26 1.93 0.08 0.78
Kepler-330 ¢ 15.96 0.12

Kepler-333 b 12.55 1.92 0.09 0.54
Kepler-333 ¢ 24.09 0.14

Kepler-349 b 5.93 2.07 0.07 0.97
Kepler-349 c 12.25 0.11

Kepler-371 b 34.76 1.96 0.20 0.94
Kepler-371 ¢ 67.97 0.31

Kepler-380 b 3.93 1.94 0.05 1.05
Kepler-380 ¢ 7.63 0.08

Kepler-384 b 22.60 2.01 0.15 0.76
Kepler-384 ¢ 45.35 0.24

Kepler-386 b 12.31 2.05 0.10 0.74
Kepler-386 ¢ 25.19 0.16

Kepler-390 b 6.74 1.94 0.07 0.67
Kepler-390 c 13.06 0.10

Kepler-392 b 5.34 1.95 0.06 1.13
Kepler-392 ¢ 10.42 0.09

Kepler-415 b 4.18 2.09 0.38 Massa 0.67
Kepler-415 ¢ 8.71

Kepler-416 b 6.32 1.93 0.18 Massa 1.00
Kepler-416 ¢ 12.21

TABELA A.2. Sistemas com apenas dois planetas confirmados e com planetas préximos a razao de periodos 2:1.
Dados retirados dos bancos Exoplanet.eu e NASA Exoplanet Archive (outubro de 2020).
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