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RESUMOSeant Analysis on NonConvex Optimization Method(MONCAS)
Derivative-free Optimization Methods are used in sienti� researh sine themiddle of the XX Century. Less expensive in terms of programming time, theyhave been widely used in sienti� and tehnial works. On this work, we present abrief explanation at two very important methods, and we use them as inspiration toreate a new approah for searhing the global minimizer for an unonstrained prob-lem. This approah works as a fundament for the MONCAS method (portugueseanaronism for Seant Analysis on Non-Convex Optimization Method). We testedits performane by numerial simulations over funtions either with non-smoothstrutures or whih have several loal minima.
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1 INTRODUÇ�O
Há 50 anos, Métodos de Otimização Sem Derivada vêm sendo usados para enontrarelementos que miniminizem, ou maximizem, ertas funções de interesse nos maisvariados ampos da iênia.Logo nos primeiros anos da Era dos Computadores Eletr�nios, métodos que aprox-imam o valor de mínimo, ou de máximo, de funções já estavam sendo riados parauso em Computadores Eletr�nios, mas apenas omo uma neessidade dentro depesquisas, sem o propósito de desenvolvê-los.Devido às limitações dos omputadores e tenologias de omputação à époa, méto-dos que envolvessem derivadas eram muito ustosos em termos de tempo. Sejadevido ao número de avaliações neessárias, ou devido às linguagens e às téni-as de programação presentes à époa para estes omputadores, métodos que não�zessem uso de derivada, expliitamente, aabaram por se tornar populares. Tallasse de métodos aabou por reeber o nome de Métodos de Otimização SemDerivada (Derivative-free Methods, em inglês).Nesta dissertação trataremos apenas de problemas de minimização irrestrita de uma



16função de imagem real e domínio E. Matematiamente representamos isto pormin f (x) , onde x ∈ E. (1.1)Apesar de ainda haver alguma disussão sobre o enapsulamento ompleto destalasse de métodos, isto é, ainda há argumentos a serem onsolidados para que ainlusão de um método na ategoria de Método Sem Derivada esteja fora de ques-tionamento, um ponto �a explíito: �O Método não preisa ter uma forma analítiapara o gradiente�.Para funções altamente regulares, existem métodos de omplexidade linear, a itar,o Método dos Gradientes Conjugados. Estes métodos têm suas próprias peular-iadades e outras questões a serem tratadas. Seguindo o exemplo do Método dosGradientes Conjugados, ele neessita que um onjunto de direções onjugadas sejaalulado ao longo do proesso.Métodos Sem Derivada podem fazer uso de outras estratégias para ontornar afalta do gradiente (expliitamente alulado). Entre algumas muito usadas estãoa Interpolação por uma função quadrátia e o uso de Mínimos Quadrados paraaproximar a solução a partir da amostragem dos pontos da função.Uma sublasse dos Métodos de Otimização sem Derivada muito utilizada é hamadade Métodos de Busa Direta ou Métodos de Busa. A de�nição formal para osatributos de pertinênia nesta lasse também sofre de uma pequena ontrovérsiapor parte de alguns autores. Seguindo o ritério proposto em (LEWIS; TORCZON;TROSSET, 2000), onsideramos que em Métodos de Busa Direta, além de nãohaver um gradiente avaliado, um gradiente aproximado por diferenças �nitas ouuma função de estimação aproximada do mesmo, não há modelo a ser onsideradosobre a função.



17Com isso, se exluem modelos que fazem qualquer tipo de aproximação por Inter-polação ou Mínimos Quadrados da Classe dos Métodos de Busa.Com o objetivo de apresentar métodos que sejam unhados nas araterístias dosmétodos de busa direta, produzimos este trabalho. Nele foram apresentados doisMétodos de Busa Direta om araterístias diferentes, e uma modi�ação de minhaprópria autoria. O objetivo é formular a modi�ação, testá-la om problemas lás-sios e exeutar omparação om os métodos bem estabeleidos.Para melhor entendimento da disposição dos apítulos e suas utilidades, na seção aseguir apresentamos uma breve expliação sobre a disposição dos apítulos. Ao �nalinserimos algumas de�nições que são utilizadas.1.1 Sobre a utilidade e �nalidade dos apítulosOs apítulos foram dispostos om a �nalidade de que o leitor pudesse ter uma visãogeral da �nalidade do trabalho, sendo que os últimos apítulos fazem um papel havepara entender ompletamente a dissertação.O Capítulo 2 tem uma importânia mais matemátia no ontexto dos métodos.Nele, várias noções sobre Álgebra Linear, apliadas no ontexto de otimização, sãoexpostas. Alguns teoremas fundamentais são demonstrados de forma original e umalgoritmo ótimo para geração da base geradora mínima é enuniado e demonstrado.No Capítulo 3, os oneitos básios sobre o Método Nelder-Mead são expostos. Aimportânia deste método é alta devida a sua vasta utilização, om suesso, nos maisvariados problemas. Ele será usado para base de omparação. O Método Nelder-Mead também serviu de inspiração para uma subrotina formulada pra o Método



18MONCAS.No Capítulo 4, é apresentado o Método de Busa Padrão, que tem um papel funda-mental para o método introduzido nesta dissertação. São apresentados o Método deBusa Coordenada e o Método de Busa Padrão, sendo o segundo uma generalizaçãodo primeiro. Há provas de onvergênia para o Método de Busa Padrão, as quaistambém são apresentadas neste apítulo. O Método de Busa Padrão serve omosegunda omparação para o método a ser desenvolvido.No Capítulo 5, o método MONCAs, o prinipal da dissertação, é apresentado. Nelea idéia que originou o método é introduzida e desenvolvida. São também desen-volvidas e enuniadas as subrotinas de que o Método MONCAS faz uso, podendoser onsideradas seus �módulos�.No Capítulo 6, são formulados os prinípios da metodologia de simulação entre osMétodos de Busa Padrão, Nelder-Mead e MONCAS, omo também são enunia-dos os problemas-teste e mostrados os resultados destas simulações. A análise dodesempenho dos métodos, apresentada na parte �nal deste apítulo, é feita om ouso de uma ferramenta hamada Per�l de Desempenho (DOLAN; MORé, 2002).No Capítulo 7, revisamos as prinipais araterístias dos métodos apresentados nopresente trabalho e das experiênias numérias desenvolvidas no Capítulo 6,ulmi-nando om a nossa onlusão sobre os resultados obtidos.Nesta dissertação, serão denotadas por ódigo as instruções programadas em lin-guagem de omputador. Denominaremos de pseudo-ódigo um algoritmo esritoem linguagem humana, ou informal.



191.2 De�nições matemátias relevantesApresentamos aqui algumas de�nições que apesar de básias são muito relevantespara o ontexto da dissertação.De�nição 1.2.1 Em topologia dos Espaços Reais (Rn), um politopo é uma gene-ralização, para um espaço de dimensão n, do oneito de poliedro e polígono.De�nição 1.2.2 Levando em onta a topologia dos Espaços Reais, um simplex éuma generalização do oneito de triângulo e tetraedro, isto é, um simplex do R
n éum politopo de n + 1 vérties.Em Otimização Não-Linear, quando há referênia a um simplex, ela signi�a o termotopológio e não o método de Otimização Linear, exeto quando for expliitado oontrário. Quando um método faz uso de um simplex, ele é hamado de simplétio.De�nição 1.2.3 Para a topologia dos Espaços Reais, um n-intervalo fehado éum onjunto dado por

[a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [an, bn] = {x ∈ R | ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, 2, . . . , n} .De�nição 1.2.4 Para a topologia dos Espaços Reais, um n-intervalo aberto éum onjunto dado por
(a1, b1)× (a2, b2)× . . .× (an, bn) = {x ∈ R | ai < xi < bi, i = 1, 2, . . . , n} .Qualquer n-intervalo que não é de�nido aima, não reebe nomenlatura espeial.Apesar de alguém poder dizer que ele se trata de um n-intervalo misto.



20De�nição 1.2.5 Dizemos que um n-intervalo é não-degenerado quando ai <

bi, i = 1, . . . , n, aso ontrário é dito degenerado.De�nição 1.2.6 Dizemos que um politopo é não-degenerado se há um n-intervalonão-degenerado totalmente ontido dentro do politopo. Desta forma, um simplex éum politopo não-degenerado mínimo.De�nição 1.2.7 Uma sequênia real, é uma função x : N −→ R e representamospor {xi}ni=0
sua imagem.De�nição 1.2.8 Um minimizador global da função f (x) é um elemento y ∈ Etal que f (y) = min {f (x) | x ∈ E}.De�nição 1.2.9 Um minimizador loal da função f (x) é um elemento y ∈ A ⊂

E tal que f (y) = min {f (x) | x ∈ A}, para algum subonjunto A ⊂ E.De�nição 1.2.10 De�ne-se um produto interno do R
n omo sendo a forma bi-linear

(a ; b) = a1 b1 + . . . + ai bi + . . . + an bn, a, b ∈ R
n.De�nição 1.2.11 De�ne-se um ponto �xo, ou ainda um ponto estaionário,omo sendo o ponto x ∈ E tal que, se f (x) ∈ C1 (E), ∇f (x) = 0.
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2 DEPENDÊNCIA LINEAR POSITIVA
Desde o omeço da segunda metade do séulo XX, uma apliação da Teoria de Álge-bra Linear vem despertando um interesse partiular aos estudiosos de MatemátiaApliada. A Teoria da Dependênia Linear Positiva vem sendo usada em vários am-pos de pesquisa da Matemátia, omo em Programação Linear, riada por GeorgeB. Dantzig, em Programação Não-Linear e na Teoria dos Jogos, riada por John vonNeumann.A Teoria da Dependênia Linear Positiva tem uma interpretação geométria muitoforte, onstantemente usada por autores e pesquisadores para ilustrar os prinípios eresultados. Um de seus elementos mais importantes reebe o nome de um elementoda Geometria, um one (ou hiperone, onforme se admita mais dimensões).Em 1954, Chandler Davis publiou um trabalho (DAVIS, 1954) onde desenvolveubem as araterístias dos espaços vetoriais envolvidos nesta teoria, omo tambémdemonstrou vários teoremas e proposições, muito usados em otimização e outrosampos da iênia.Este apítulo se dedia à exposição de alguns de seus aspetos, mais espei�amente



22os elementos úteis para as demonstrações de alguns dos métodos abordados. Areferênia menionada apresenta mais detalhes sobre o assunto.Em espeial, utilizamos em Métodos da Família de Busa Padrão, um onjunto deBases Positivas para a formulação do Padrão de Busa.2.1 A álgebraDe�niremos nesta seção a nomenlatura espeí�a e todas as relações tomadas omohipóteses para os teoremas.Consideraremos que todos os espaços vetoriais são Eulidianos, sobre o orpo dosnúmeros reais R. Tomaremos omo padrão que a dimensão do espaço Eulidianoé dada pela letra n. Para deixar explíito que se trata de um espaço eulidiano epara que possíveis onessões possam ser feitas sobre o orpo do Espaço Vetorial,denominaremos o espaço por E.De�nição 2.1.1 Uma ombinação linear positiva, ou simplesmente uma ombi-nação positiva, é uma ombinação linear tal que
λ1a1 + λ2a2 + . . . + λrar ∈ E, (2.1)onde λi ≥ 0, i = 1, . . . , r e ai ∈ E, i = 1, . . . , rIgualmente omo na Álgebra Linear, onde a ombinação linear toma o papel demaior importânia, aqui a ombinação positiva toma a maior importânia na teoria.De�niremos agora os equivalentes a subespaços vetoriais.



23De�nição 2.1.2 Um one, ou um hiperone, gerado pelos vetores {a1, a2, . . . , ar} éo onjunto {x ∈ E | x = λ1a1 + λ2a2 + . . . + λrar, λi ≥ 0, i = 1, . . . , r}.

Figura 2.1: Um hiperone do R
2.Chamamos de gerador, o onjunto {a1, a2, . . . , ar} e denotamos o one gerado poreles omo span+{a1, a2, . . . , ar}. Se é possível obter um subonjunto, digamos

{ai1 , . . . , ais} ⊂ {a1, a2, . . . , ar} tal que
span+{ai1 , . . . , ais} = span+{a1, a2, . . . , ar}mas nenhum subonjunto próprio de {ai1 , . . . , ais} satisfaz esta ondição, diz-se que

{ai1 , . . . , ais} é uma base positiva de span+{a1, a2, . . . , ar}. Para o ontexto destadissertação, usaremos o termo base para nos referirmos a uma base positiva do hiper-one. Caso haja neessidade para se fazer referênia a uma base de um subespaçovetorial, usaremos o termo base linear.Seja Ba =
{
ai1 , . . . , aisa

} uma base de Ca = span+{a1, a2, . . . , ara
}. Se, para umonjunto de vetores {b1, b2, . . . , brb

} ⊂ Ca tal que Ca = span+{b1, b2, . . . , brb
} pode-mos extrair uma base Bb =

{
bj1, . . . , bjsb

}, om sb < sa, então dizemos que Bb é umaredução da base Ba. Em ontraposição, dizemos que Ba é uma ampliação da base
Bb. Se B é uma base da qual não se pode obter uma redução, ou seja, uma baseirredutível, dizemos que B é uma base minimal. Se B é uma base que não pode serampliada, dizemos que B é uma base maximal. Ilustramos isto na Figura 2.2.



24

Figura 2.2: Exemplo de bases minimal (esquerda) e maximal (direita).As relações de dependênia ou independênia são igualmente de�nidas neste on-texto.De�nição 2.1.3 Dizemos que um onjunto {a1, a2, . . . , ar} é positivamente lin-earmente dependente, ou simplesmente positivamente dependente, se ∃ i talque ai pode ser esrito omo ombinação positiva dos demais. Caso não exista tal
i, o onjunto é dito positivamente linearmente independente, ou simplesmentepositivamente independente.Com isso, abrimos a possibilidade de um onjunto LD, om oe�ientes negativos,possa ser positivamente independente.No restante do texto, ao fazermos uso do termo dependente, ou independente, estare-mos nos referindo ao aso de dependênia ou independênia linear positiva. Ao nosreferirmos a dependênia ou independênia linear, o termo ompleto será usado.2.2 Proposições e teoremasComo menionado anteriormente, a Proposição 2.2.1, bem omo o Teorema 2.2.2foram enuniados e demonstrados em (DAVIS, 1954). O Teorema 2.2.4 é também



25demonstrado no texto, porém não expliitamente. O Corolário 2.2.5, apesar debem onheido pelos pesquisadores do ampo foi demonstrado sem ajuda de outrostextos.Proposição 2.2.1 O onjunto B = {a1, a2, . . . , ar} é positivamente independentese, e somente se, forma uma base positiva para C = span+B.Demonstração :Suponha que B é positivamente independente. Daí, nenhum dos vetores aj , j =

1, . . . , r pode ser ombinação positiva dos demais. Logo, hiperones gerados porsubonjuntos próprios não podem gerar positivamente os vetores exluídos em seusrespetivos hiperones gerados, isto é, qualquer subonjunto próprio de B não podegerar o mesmo hiperone gerado por B. Logo, B é uma base positiva para C.Suponha que B não seja positivamente independente. Daí, existe um subonjuntopróprio de B, digamos, G(j) = B − {aj} = {ai1 , . . . , ais} , s < r, tal que aj =

λi1ai1 + . . . + λisais , λij ≥ 0, ∀ j e, aj ∈ span+G(j). Com isso, obtivemos umsubonjunto próprio de B, G(j) tal que span+B = span+G(j) e B não é uma basepara C. Uma prova por ontrapositiva. QED.Teorema 2.2.2 G = {a1, a2, . . . , ar} gera o espaço E, positivamente, se, e somentese ∀x ∈ E, x 6= 0, existe pelo menos um i tal que (x ; ai) = λ > 0Demonstração :Suponha que G gera positivamente o espaço E. Daí, ada vetor x do espaço, podeser deomposto em uma ombinação positiva dos elementos do onjunto gerador G.Como, x = 0 ⇐⇒ λi = 0, ∀i = 1, . . . , r, temos que pelo menos um destes λi deveser maior que zero.



26Agora, suponha que ∀x ∈ E existe pelo menos um vetor ai do onjunto G tal que
(x ; ai) = λi ‖ai‖ ≥ 0.Obviamente, se x = 0 então (x ; ai) = 0, ∀i = 1, . . . , r.Ora, mas a a�rmação anterior implia que se x 6= 0 então para o dito x temosum onjunto D(x) ⊂ G tal que (x ; dj) = δj ‖dj‖2 > 0, ∀d ∈ D(x). Considere oonjunto R(x) = G−D(x), om isso estabeleemos uma forma de esrever x omouma ombinação positiva dos elementos de G, onde assoiamos a ada vetor de R(x)o peso nulo. QED.Corolário 2.2.3 É válida a seguinte relação (x ; ai) ≥ c ‖x‖ ‖ai‖ onde 0 < c ≤ 1,
∀x ∈ R

n desde que x 6= 0 e span+{a1, a2, . . . , ar}.Demonstração :Da Álgebra Linear, temos válida a relação
−1 ≤

(
x

‖x‖ ;
ai

‖ai‖

)

≤ 1Mas omo ai faz parte de um onjunto de geração positiva de R
n, temos (x ; ai) >

0, ∀x ∈ R
n, x 6= 0. Utilizando o resultado do Teorema 2.2.2, temos que

(
x

‖x‖ ;
ai

‖ai‖

)

≥ c > 0e portanto,
(x ; ai) ≥ c ‖x‖ ‖ai‖ .Teorema 2.2.4 Seja B = {a1, a2, . . . , ar} uma base positiva de E. Então, n + 1 ≤

r ≤ 2 n.Demonstração :Obviamente, r < n implia que E não pode ser gerado linearmente, e om r = n



27ele é, no máximo, gerado linearmente. Agora, tome uma base linear de E dada por
{a1, a2, . . . , an}. Construa um vetor

an+1 = α1 a1 + α2 a2 + . . . + αn an, αi < 0, i = 1, . . . , nassim, para um x ∈ E arbitrário, sempre podemos deomp�-lo em uma soma nãonegativa de vetores do onjunto {a1, a2, . . . , an+1}.Agora, observemos que se um onjunto de vetores, arbitrários, {b1, b2, . . . , b2n+1}gera E, então existem pelo menos n vetores LI. Estes vetores geram, positivamente,um hiperone, que divide em 2, o espaço E. De fato, o hiperone gerado por elesgeram positivamente um semi-espaço, pois aso ontrário, eles não seriam LI. De-nominemos R o semi-espaço gerado pelos vetores restantes. Dos n + 1 vetoresrestantes, no máximo n podem ser LI e gerar o semi-espaço R, e, por tanto, seruma base para ele. Daí, podemos onluir que 2n é um número máximo de vetorespara uma base positiva de E. QED.Notemos que nem toda base positiva de E é dado por um onjunto {a1, a2, . . . , an}unido a seus simétrios {−a1,−a2, . . . ,−an}. De fato, é su�iente que haja umadivisão dos 2n vetores tal que n permaneçam em um semi-espaço e os demais emoutro.Corolário 2.2.5 Seja {a1, a2, . . . , an+1} um onjunto de vetores. Se (ai ; aj) <

0, ∀ i 6= j então {a1, a2, . . . , an+1} é uma base de E.Demonstração :É de imediato que se os elementos satisfazem essa ondição então eles são positiva-mente independentes. Conforme o Teorema 2.2.2, visto anteriormente, isto onferea {a1, a2, . . . , an+1} as araterístias de uma base positiva. QED.



282.3 algoritmoEsta seção apresenta um algoritmo partiularmente útil para esta dissertação. Elefoi desenvolvido espeialmente para duas �nalidades:- Montar um simplex regular e;- Gerar uma base positiva minimal.A seguir mostramos os fundamentos que nos levaram a desenvolvê-lo e seu desen-volvimento matemátio. Igualmente, demonstramos que este algoritmo resolve oproblema proposto.2.3.1 Algoritmo ótimo para a onstrução de um simplex não degeneradoIniiaremos o desenvolvimento de prinípios que nos levarão a obter um politopominimal regular no espaço R
n, isto é, um simplex. Este proedimento pode serusado para gerar um onjunto de direções positivas que geram uma base positivaminimal do espaço.Para isso, teremos que fazer uso de um onjunto ortonormal A arbitrário. Seja

A = {a1, a2, . . . , an} tais que (ai ; aj) = δij, o delta de Kroneker. Faremos, também,uso da representação em omponentes para um vetor v ∈ R
n, isto é,

v = v1a1 + v2a2 + . . . + vnan =
(
v1, v2, . . . , vn

)

A
=
(
v1, v2, . . . , vn

)
.Caso o vetor esteja indexado por um índie i, então representaremos por

vi = v1
i a1 + v2

i a2 + . . . + vn
i an =

(
v1

i , v
2
i , . . . , v

n
i

)

A
=
(
v1

i , v
2
i , . . . , v

n
i

)
.
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Figura 2.3: Primeiro vértie do Simplex.Figura 2.4: Segmento que forma uma versão degenerada de Simplex.O algoritmo, aqui proposto, visa enontrar um politopo minimal de lado l sempreexeutando uma expansão ortogonal do espaço vetorial onsiderado, isto é, a adaiteração k estamos onsiderando vetores expressos por:

v = v1a1+v2a2+ . . .+vkak +0+ . . .+0 =
(
v1, v2, . . . , vk, 0, . . . , 0

)
=
(
v1, v2, . . . , vk

)
.Começamos onsiderando um simplex do espaço degenerado D de dimensão nula.Um simplex neste espaço é dado por um únio ponto, que onsideraremos a origemde um Espaço Eulidiano E. Nomearemos este ponto por v0.O próximo passo, na iteração onde o ontador k = 1, expande nosso simplex paraum segmento de reta de lado l. Como o espaço D é representado pela origem,qualquer direção gera um espaço ortogonal a ele. Tomamos então o vetor a1. Comoos vetores são ortonormais, o nosso simplex deverá ser omposto dos vetores v0 e v1,om v1 = l a1.A partir deste ponto, iteração onde k ≥ 2, tomaremos o ponto médio do simplexobtido na iteração anterior e sempre exeutaremos uma expansão ortogonal do es-paço aresentando o vetor ak à base.Formularemos o seguinte algoritmo:Demonstraremos que tal algoritmo forma um politopo regular do espaço R

n om



30Algoritmo 1 Algoritmo para geração de politopo minimalEntrada: Obtenha uma base ortonormal {a1, a2, . . . , an} e um lado l;Saída: Um simplex {v0, v1, . . . , vn};1: Tome v0 = 0;2: para k = 1, . . . , n faça3: Calule o barientro do simplex atual e nomeie-o ponto v ∈ R
k−1;4: Calule o próximo vetor, tomando um ponto ujas oordenadas são vk =

v1a1 + v2a2 + . . . + vk−1ak−1 + vkak, utilizando a seguinte fórmula para vk:
vk =

√
√
√
√l2 −

k−1∑

j=1

((
vj − v

j
i

)2
)

, i < k5: �m para

Figura 2.5: Simplex de um espaço om dimensão 2.

Figura 2.6: Simplex de um espaço tridimensional.
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n + 1 vérties. Porém, antes disso de�niremos algumas notações que utilizaremospara failitar nosso raioínio.De�nição 2.3.1 Seja A = {a1, a2, . . . , an} um onjunto LI. Chamaremos de S(k)o onjunto dos primeiros k vetores de A, isto é, S(k) = {a1, a2, . . . , ak}.De�nição 2.3.2 Seja {v0, v1, . . . , vn} um simplex regular do R

n, de�niremos por
Sx(k) a lista dos primeiros k+1 vetores de {v0, v1, . . . , vn}, isto é, Sx(k) = {v0, v1, . . . , vk}.O seguinte teorema será enuniado, mas não será demonstrado (uma demonstraçãopode ser obtida de (COXETER, 1973)).Teorema 2.3.1 O ponto médio de todo politopo regular dista a mesma distânia deada um dos seus vérties.Seguem os teoremas de demonstração sobre o algoritmo:Teorema 2.3.2 Sob a validade do Teorema 2.3.1, o algoritmo 1 gera um simplexregular.Demonstração :Primeiramente, notemos que para o aso de n = 2 o algoritmo gera um simplexregular. De fato, na iteração onde k = 1 geramos um vértie v1 = l a1 = (l, 0). Oponto médio do simplex Sx(1) é o ponto v = (0.5 l, 0). Então geramos o próximovértie v2 =

(
0.5 l, v2

), onde v2 =

√

l2 − (0.5 l − l)2 = l

√

3

4
.



32Neste aso, temos que v2 foi obtido a partir da distânia do ponto v2 ao ponto v1.Para que esse valor seja orreto deve ser igualmente possível obtê-lo pela distâniaentre v2 e v0. Isso é verdade pois o triângulo v1 − v − v2 é semelhante ao triângulo
v0 − v − v2, devido à ortonormalidade dos vetores em A. Isso garante que o ponto
v2 dista a mesma distânia l de ambos os outros vérties.Passaremos à demonstração do passo de indução neste instante. Suponha quena iteração onde k = n − 1 tenhamos obtido um simplex regular. Sob a vali-dade do Teorema 2.3.1, podemos obter um ponto v que dista a mesma distâniade ada um dos pontos do onjunto Sx(n− 1). Assim, onstruímos um ponto
vn =

(
v1, v2, . . . , vn−1, vn

), onde vn é obtido por vn =

√
√
√
√l2 −

n−1∑

j=1

((
vj − v

j
n−1

)2
).Para esse passo vale o mesmo argumento sobre a semelhança de triângulos que foiapliado no aso onde n = 2. De fato, sob a validade do Teorema 2.3.1, temos queos triângulos formados por vn − v − vi, i = 1, . . . , n − 1, quando planarizados, sãotodos semelhantes devido à ortonormalidade dos pontos do onjunto A. Assim, oponto vn dista a uma distânia l de todos os outros vérties e esse politopo é regular,�nalizando a indução. QED.Suponha que na iteração k tenhamos obtido um vetor vk =

(
v1

k, . . . , v
k−1

k

), na it-eração k + 1 obteremos um vetor vk+1 =
(
v1

k+1, . . . , v
k−1

k+1
, vk

k+1

). As omponentes
v1

k+1, . . . , v
k−1

k+1
apresentam uma erta regularidade, que iremos mostrar om um pe-queno álulo.Cada omponente i = 1, . . . , k − 1 tem a seguinte forma:

vi
k+1 =

k∑

j=0

(
vi

j

)

k + 1
=

k−1∑

j=0

(
vi

j

)
+ vi

k

k + 1
=

(k)

k−1∑

j=0

(
vi

j

)

k
+ vi

k

k + 1
, vi

k =

k−1∑

j=0

(
vi

j

)

k
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vi

k+1 =
(k) vi

k + vi
k

k + 1
= vi

kDevido à expansão ortogonal sobre a qual o algoritmo foi formado, a omponente
k do vetor vk+1 é imediatamente obtida pela divisão da ompontente k do vetor
vk ∈ Sx(k) por k + 1, isto é,

vk
k+1 =

k−1
︷ ︸︸ ︷

0 + . . . + 0 +vk
k

k + 1
=

vk
k

k + 1
(2.2)Usaremos a notação vi

(p)
para indiar a omponente i do vetor v(p) ∈ S(p). Assim,nosso vetor vk+1 é omposto por

vk+1 =
(

v1

(1), v
2

(2), . . . , v
k

(k)

)onde ada omponente vi

(i)
, i = 1, . . . , k foi alulada na iteração i + 1.Dada essa relação, temos que ada vértie vi do simplex Sx(k) tem a seguinte forma

vi =

(

v1

(1), v
2

(2), . . . , v
i−1

(i− 1)
, vi

i, 0, . . . , 0

)

, 1 ≤ i ≤ k ≤ nonde a omponente vi
i é obtida por

vi
i =

√
√
√
√l2 −

(

vb − vb

(b)

)2

−
i−1∑

j=b+1

((
v

j
j

)2
)

, b < i,om vb ∈ Sx(i− 1).Esta fórmula, aliada ao Teorema 2.3.2, nos leva a tomar vb omo sendo vi−1 sempre,a �m de evitar álulos desneessários. E, deste modo, temos
vi

i =

√

l2 −
(

vi−1 − vi−1

(i− 1)

)2 (2.3)



34Ao alularmos tais valores, de vi
i e vi

(i)
, podemos enontrar ertas fórmulas, enun-iadas a seguir:Teorema 2.3.3 São válidas as seguintes fórmulas:

vi
i = vi = l

√

i + 1

2 i
(2.4)e

vi

(i) = vi = l

√

1

2i (i + 1)
. (2.5)Demonstração :Vamos iniiar om a Equação (2.5). Da relação demonstrada em (2.2), temos que

vn

(n)
=

vn
n

n + 1
. A fórmula (2.5) é uma onsequênia direta da validade da fórmula(2.4).Vamos nos foar na Equação (2.4). Notemos que para n = 2 já alulamos o valorde v2

2 = l

√

3

4
= l

√

2 + 1

2 (2)
. Vamos passar ao passo de indução e usar a fórmula (2.3)para omprová-la. Suponhamos que vn

n = l

√

n + 1

2n
então temos que

vn+1
n+1 =

√

l2 −
(

vn
n − vn

(n)

)2

=

√

l2 −
((

1− 1

n + 1

)

vn
n

)2

=

=

√

l2 − l2
n + 1

2n

(
n

n + 1

)2

= l

√

1− n

2 (n + 1)
= l

√

2 (n + 1)− n

2 (n + 1)
=

= l

√

n + 2

2 (n + 1)o que onlui da indução e prova a fórmula (2.4).



35Da relação (2.2), temos
vn

(n)
=

vn
n

n + 1
=

l

n + 1

√

n + 1

2n
= l

√

1

2n (n + 1)o que prova a fórmula (2.5). QED.Assim, a forma geral do simplex {v0, v1, . . . , vn} om ada vetor da forma vi =
(
x1

i , x
2
i , . . . , x

n
i

) é
x

j
i =







v
j

(j)
, j < i

v
j

(j)
, j = i

0, j > i

, 0 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n

2.3.2 Apliação do algoritmoDurante a exposição de apliações, nos valemos do seguinte lema,Lema 2.3.4 É válida a igualdade
b∑

j=a

(
1

j (j + 1)

)

=
1

a
− 1

b + 1
.Demonstração :Deompondo o termo do somatório em frações pariais, temos:

1

j (j + 1)
=

c

j
+

d

j + 1
=

(c + d) j + c

j (j + 1)
=⇒ c = 1, d = −1;então,

b∑

j=a

(
1

j (j + 1)

)

=
1

a
− 1

a + 1
+

1

a + 1
− 1

a + 2
+ · · · 1

b
− 1

b + 1
=

1

a
− 1

b + 1QED.



362.3.2.1 Geração de uma base positiva minimalSeja Pk um onjunto de n + 1 vetores do R
n. Nossa intenção é que os vetores de

Pk representem direções positivas do Espaço Eulidiano. Para isso, tomamos umsimplex do R
n, o seu entro e as subtrações dos vérties vi para o entro.Assim, dados vérties do tipo

vi =
(
x1

i , x
2
i , . . . , x

n
i

)om
x

j
i =







vj, j < i

vj, j = i

0, j > i

, 0 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ne um entro do tipo
v =

(
v1, v2, . . . , vn

)temos que as direções di = vi − v, 0 ≤ i ≤ n são dadas por
di =

(
y1

i , y
2
i , . . . , y

n
i

)

y
j
i = x

j
i − v =







0, j < i

vj − vj, j = i

−vj , j > iApliando as fórmulas (2.4) e (2.5), temos:
y

j
i =







0, j < i

l

√

j

2 (j + 1)
, j = i

− l
√

2j (j + 1)
, j > i

, 0 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n (2.6)
Vamos demonstrar que as direções di satisfazem o ritério de Base Minimal, isto é,
(di ; dk) < 0, i 6= k.



37Vamos supor que i < k, sem perda de generalidade. Proedendo diretamente parao álulo, temos
(di ; dk) =

n∑

j=1

(
y

j
i y

j
k

)

Mas, j < k =⇒ y
j
k = 0 e assim, utilizando o Lema 2.3.4, temos:

(di ; dk) =
n∑

j=k

(
y

j
i y

j
k

)
=

−l
√

2k (k + 1)
l

√

k

2 (k + 1)
+

n∑

j=k+1





(

−l
√

2j (j + 1)

)2


 =

=
−l2

2 (k + 1)
+

n∑

j=k+1

(
l2

2j (j + 1)

)

=
l2

2

( −1

k + 1
+

1

k + 1
− 1

n + 1

)

= − l2

2 (n + 1)
< 0,e om isso, temos que as direções obtidas por 2.6 estão de aordo om o olorário2.2.5.2.3.2.2 Base minimal om vetores de módulo unitárioConsideraremos uma Base Minimal Positiva formada por vetores ui =

(
z1

i , z
2
i , . . . , z

n
i

)tais que ‖ui‖ = 1⇐⇒ ‖ui‖2 = 1, o que nos dá
‖ui‖2 = (ui ; ui) =

n∑

j=1

(
z

j
i z

j
i

)
=
(
zi

i

)2
+

n∑

j=i+1

((
z

j
i

)2
)

=

l2i

2 (i + 1)
+

n∑

j=i+1

(
l2

2j (j + 1)

)

=
l2

2

(
i

i + 1
+

1

i + 1
− 1

n + 1

)

=

=
l2

2

(

1− 1

n + 1

)

=
nl2

2 (n + 1)
= 1 =⇒ l =

√

2 (n + 1)

n
.



38
x

j
i y

j
i z

j
i

j < i
l

√

2j (j + 1)
0 0

j = i l

√

j + 1

2j

lj
√

2j (j + 1)

√

j (n + 1)

n (j + 1)

j > i 0
−l

√

2j (j + 1)
−
√

n + 1

n j (j + 1)Tabela 2.1: Tabela de resumo das oordenadas para geração de politopos e basesminimais.Com isso a Equação (2.6) é alterada para
z

j
i =







0, j < i
√

j (n + 1)

n (j + 1)
, j = i

−
√

n + 1

n j (j + 1)
, j > i

, 0 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n. (2.7)
2.3.2.3 ResumoPara failitar a onsulta vamos organizar as oordenadas obtidas por álulos natabela 2.1. Onde onsideramos 0 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ n.
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3 O MÉTODO NELDER-MEAD
Em 1965, no trabalho (NELDER; MEAD, 1965), dois estatístios ingleses, hamadosJohn Ashworth Nelder e Roger Mead, desenvolveram um método para resolver oProblema (1.1).O método onsiste em delimitar uma região om um politopo de n + 1 vérties, oque é hamado de um simplex, e, a partir de avaliações nos seus vérties, modi�arsuas posições no espaço R

n seguindo alguns ritérios. Este proedimento se repeteaté que o simplex tenha onvergido ao interior de uma região pequena o su�iente.Esta heurístia tem sido amplamente usada om bastante suesso em vários asos.O seu uso tão amplo pode ser expliado pela simpliidade de sua abordagem. Elaontém quatro grandes operações prinipais, todas elas baseadas em operações lin-eares simples, omo soma de um vetor ponderado por um esalar e avaliações deentróides para os politopos.Além destas operações, são tomadas algumas outras auxiliares, tais omo a or-denação dos índies (resente de aordo om a imagem dos pontos a que estãoassoiados), e a avaliação e a omparação dos valores da função.



403.1 Operações om vetoresAntes das operações om os vérties, há algumas onsiderações de ordem de pro-gramação que mereem ser menionadas. Durante o proesso trabalhamos om osíndies segundo os quais os vérties do simplex estão numerados, assim é neessáriomanter uma lista ontendo os índies de tais vérties. Para �nalidades do método,esses índies devem estar ordenados resentemente segundo o valor da função obje-tivo no vértie orrespondente. Então, tomamos o primeiro e o último índie destalista e os nomeamos l e h, respetivamente.A primeira operação a se onsiderar neste método é a de se obter o entróide daregião determinada pelos n vérties om as menores imagens (omo o simplex depontos do R
n tem n + 1 pontos, esse entróide ompensado não onsidera o pontode maior imagem). Como o politopo é uma �gura geométria onvexa, a retirada dequalquer um dos vérties mantém a região restante uma região onvexa, logo o seuentróide é dado pela média dos vérties xl, · · · , xh. É omum designar essa médiapor x, omo indiado na Figura 3.1. Então

x =
n+1∑

i=1

xi

n
− xh

n
. (3.1)

x1

x2

x3

centróide "x barra"

Figura 3.1: Centróide do Simplex tomando x3 omo pior vértie.



41A segunda operação, denominada re�exão (podendo ser onsiderada, ainda, umare�exão ponderada), pode ser onsiderada omo a prinipal operação de ada iter-ação do método, pois ela é a responsável por perturbar a posição do �pior vérie dosimplex�. Ela onsiste em transladar o vértie de maior valor da função objetivo,geralmente menionado omo o pior vértie, em ontra posição ao seu entróide, istoé, soma-se o vetor do vértie om o vetor de direção vértie-entróide, omo indiadona Figura 3.2. Em termos matemátios queremos dizer que se
d = x− xh (3.2)é a direção vértie-entróide, então a operação de re�exão é dada por

xr = x + α (x− xh) , (3.3)onde α é um parâmetro positivo que ontrola a distânia de desloamento que ovértie irá sofrer para que se possa obter um melhor simplex, ou seja um onjuntode vérties onde os valores da função objetivo tenha um valor menor nos vérties.
x1

x2

x3

xr

Figura 3.2: Re�exão do Simplex em relação ao vértie x3.Outra operação é a de expansão por um oe�iente γ > 1. O resultado é representadopor xe, e é obtido de forma semelhante a fórmula de xr, apenas substituindo xh e αpor xr e −γ, respetivamente (indiado pela Figura 3.3). Matematiamente, temos
xe = x + γ (xr − x) . (3.4)



42
x1

x2

x3

xr
xe

Figura 3.3: Expansão do Simplex em relação ao vértie x3.Uma outra operação é a de ontração por um parâmetro 0 < β < 1. Aqui, denomi-namos o ponto ontraído por xc e utilizamos a fórmula da re�exão, onde substituímos
α e xh por β e min {xh, xr}, respetivamente. Nomeamos

x̃ = arg min
x∈ {xh, xr}

f (x)e daí,
xc = x + β (x̃− x) . (3.5)Seguindo a mesma nomenlatura que a adotada em (CIAPPINA, 2008), se x̃ = xrentão a ontração é dita Contração Externa, aso ontrário é dita Contração Interna,indiadas pelas Figuras 3.4 e 3.5, respetivamente.A última operação é a de redução, onde todos os vérties são substituídos pelospontos médios dos seguimentos de reta que os ligam a xl(indiado na Figura 3.6).Matematiamente, temos

xi ←
(xi + xl)

2
, ∀i ∈ 1, · · · , n + 1. (3.6)
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x1

x2

x3

xr
xc

Figura 3.4: Contração Externa do vértie x3.
x1

x2

x3

xr

xc

Figura 3.5: Contração Interna do vértie x3.3.2 AlgoritmoO método de Nelder-Mead é uma heurístia, isto é, não existe uma demonstraçãoque garanta a solução de um problema de minimização a partir de sua apliação.Apresentamos o pseudo-ódigo do algoritmo. O algoritmo faz uso de uma função
g (x) omo ritério de parada.O trabalho (NELDER; MEAD, 1965), e também (CIAPPINA, 2008), utilizam omomedida de �erro para o mínimo� uma função de avaliação g (S) , S = {x1, x2, . . . , xn+1},da forma

g (S) =

√
√
√
√

n+1∑

i=1

(

(f (xi)− f (x))2

n + 1

)

,onde f (x) é a função objetivo, e x é o nosso �entróide ompensado�.
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Algoritmo 2 Algoritmo Nelder-MeadEntrada: Um simplex {x1, x2, . . . , xn+1}, parâmetros α > 0, 0 < β < 1 e γ > 1,um limite de tolerânia ǫ > 0 e um número máximo de iterações kmax;Saída: O ponto de ótimo, aproximado, x∗;1: k = 0;2: enquanto g ({x1, x2, . . . , xn+1}) > ǫ e k < kmax faça3: Construir uma lista de índies i1, i2, . . . , in+1 tal que f (xi1) ≤ f (xi2) ≤ . . . ≤

f
(
xin+1

);4: Nomear i1 = l e in+1 = h;5: x←
n+1∑

i=1

xi

n
− xh

n
; // Atribuição de Centróide Compensado6: xr ← x + α (x− xh); // Re�exão do vértie xh do Politopo7: se f (xr) < f (xl) então8: xe ← x + γ (xr − x); // Operação de Expansão9: xh ← arg min

x∈{xr ,xe}

f (x);10: senão11: se ∃ j 6= h tal que f (xr) ≤ f (xj) então12: xh ← xr;13: senão14: x̃← arg min
x∈{xh,xr}

f (x);15: xc ← x + β (x̃− x); // Operação de Contração16: se f (xc) < f (x̃) então17: xh ← xc;18: senão19: para i = 1, . . . , n + 1 faça20: xi ←
(xi + xl)

2
; // Operação de Redução21: �m para22: �m se23: �m se24: �m se25: k ← k + 1;26: �m enquanto
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x1 = x1 ’

x2

x3

x2’
x3’

Figura 3.6: Redução dos vérties x1, x2 e x3 em x1', x2' e x3', respetivamente.3.3 ConvergêniaO Método de Nelder-Mead é uma Meta-Heurístia, sendo assim, é apenas um pro-edimento de álulo, e não representa uma solução, teoriamente omprovada, paraalgum problema. Desta forma, não há demonstração teória sobre sua onvergênia,seja loal ou global. Apesar do esforço apliado no passar dos anos para se obter essaomprovação, foram pouos os resultados que obtiveram notoreidade na omunidadeaadêmia. Um trabalho que obteve grande atenção da omunidade aadêmia foi(MCKINNON, 1998), onde foi demonstrado que a função
f (x1, x2) =

{

θφ |x1|τ + x2 + x2
2, x1 ≤ 0

θxτ
1 + x2 + x2

2, x1 ≥ 0
, (3.7)onde θ, φ são onstantes positivas e τ > 1 (para garantias que a derivada 1a éontínua), poderia onvergir para um ponto não-estaionário, ao se apliar o MétodoNelder-Mead.Contudo, não há relatos publiados de falha na onvergênia para funções mais sim-ples. Portanto, esse método se mantém muito popular para minimização irrestritasem avaliação de gradiente.
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4 BUSCA COORDENADA E BUSCA PADR�O
Como visto anteriormente, Métodos de Busa onstituem uma lasse de alta relevân-ia dentro do ontexto de Métodos de Otimização Sem Derivada. Aqui, apresentare-mos dois Métodos, em ordem resente de generalização, seus algoritmos e suasaraterístias e onvergênia.Para que não haja onfusão om o termo �ordem resente de generalização�, que-remos deixar laro que o termo signi�a que o método subsequente engloba os an-teriores por meio do oneito de ontenção da lasse a qual o método se enaixa.As demonstrações de onvergênia foram tiradas do trabalho (TORCZON, 1997),que onstitui um material muito utilizado por pesquisadores da área, e enerra muitobem esta questão. O uso de Teoria de Dependênia Positiva, exposta brevementeno Capítulo 2, �ará laro na seção de demonstração de onvergênia.Antes de expormos os métodos vamos fazer uma resalva sobre a notação utilizada.Para o ontexto a seguir é onveniente fazermos a equivalênia das olunas de umamatriz, digamos Pk, om um onjunto �nito de vetores do espaço E. Daí, ao dizermosque o vetor c pertene a uma matriz Pk (denotado por c ∈ Pk) estamos dizendo que
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c pertene a um onjunto formado por vetores extraídos das olunas da matriz Pk.No mesmo sentido, se nos referimos a união de duas matrizes A e B, estamos nosreferindo à união dos onjuntos formados por elementos do espaço E extraídos dasolunas de A e B, respetivamente.4.1 Busa oordenadaUm dos primeiros métodos de busa desenvolvido foi o de Busa Coordenada, ondeo onjunto de pontos na vizinhança de xk é dado em direção aos eixos artesianosdas oordenadas, de forma que o ponto base é somado a um dos vetores an�nios
ei, ou um de seus simétrios −ei, ponderados por um fator ∆k, omo mostrado naFigura 4.1.O fator ∆k é, algumas vezes, hamado de tamanho da malha, uma vez que elede�ne uma malha artesiana de pontos, onde x0, ponto iniial, é o parâmetro dedesloamento da origem.

x (base)

Figura 4.1: Busa Coordenada. Avaliações seguem nas direções dos eixos, translada-dos pelo ponto x(base).



484.1.1 AlgoritmoAlgoritmo 3 Algoritmo de busa oordenadaEntrada: Ponto iniial x0, um parâmetro ∆0 > 0, um limite de tolerânia ǫ > 0 eum número máximo de iterações kmax;Saída: O ponto de ótimo, aproximado, x;1: k = 0;2: enquanto ∆k > ǫ e k < kmax faça3: Gerar Pk = E+

⋃
E−, onde

E+ = {y ∈ R
n | y = xk + ∆kei, para algum i = 1, . . . , n} e

E− = {y ∈ R
n | y = xk −∆kei, para algum i = 1, . . . , n}4: para todo j = 1, . . . , 2n faça5: se f (yj) < f (xk), onde yj ∈ Pk então6: xk = yj;7: �m se8: �m para9: �m enquanto4.1.2 Critério de paradaToma-se o Critério de Parada omo sendo o omprimento de re�namento da malha.Se a malha for mais �na que um limite de tolerânia ǫ > 0, então o erro entrea resposta e o mínimmo loal pode ser onsiderado tolerável. Estando a respostadentro da região om entro em xk e pontos determinados pela ombinação onvexados vetores do Padrão, ponderados pelo passo ∆k.4.2 Busa padrãoEste método é uma generalização do anterior. Sua generalização não está apenas nofato de haver uma mudança na base de busa, mas também a de inserir o oneitode padrão, para o onjunto de pontos de amostragem da função.



49Um Padrão onstitui um onjunto �nito de pontos ontidos na vizinhança do pontobase xk. Estes pontos são dados sobre um onjunto de direções, as quais onstituemum onjunto gerador positivo do espaço eulidiano E, mostrada na Figura 4.2.Seguindo uma forma utilizada por Elizabeth Dolan e Virginia Torzon em (DOLAN;LEWIS; TORCZON, 2003), o padrão é gerado a partir de uma matrizB não-singularde tamanho n, e uma matriz, n × p, de valores inteiros Ck. Artigos mais antigosfazem menção a uma partição da matriz Pk = B Ck da seguinte forma:
Ck =

[
Mk −Mk Lk 0

]onde Mk ⊂ M ⊂ Z
n× n e M é um onjunto limitado de matrizes não-singulares,no sentido que ada omponente da matriz é limitada por seus próprios parâmetros,não neessariamente independentes. Isto garante a �nitude do onjunto e que asolunas de ada elemento de M formam uma base inteira do espaço E.

Padrão da Busca

x (base)

Figura 4.2: Busa Padrão, as avaliações seguem em várias direções a partir do pontox(base). À direita, Busa Padrão om outro Padrão (linhas em inza representamuma base positiva minimal).O onjunto Lk é arbitrário, uma vez que as olunas da matriz BMk unidas às olunasda matriz B (−Mk) geram positivamente o espaço E, deixando a ele um papel devalores extras para a amostragem. O papel da oluna 0 está relaionado om aneessidade de se omparar o valor da função objetivo de ada elemento do Padrãoom o valor do ponto base.



50Contudo, a idealização iniial do método estava relaionada a um onjunto geradorsu�iente para o espaço E. Com isto em mente, nota-se que o uso das olunas de
BMk e B (−Mk) é desneessário, pois é possível enontrar um onjunto geradorpositivo om n + 1 elementos, uma base positiva Γk. De fato, o onjunto formadopelas olunas de BMk e B (−Mk) é uma base positiva maximal, pois as olunas damatriz BMk formam uma base linear. O onjunto de todas as bases positivas que oalgoritmo pode gerar é denotado por Γ.Desta forma, é mais omum utilizar uma notação na qual se expresse essa ondiçãoda base positiva, rede�nindo a matriz Ck da seguinte forma:

Ck =
[

Γk Lk 0
]

Denotaremos por c ∈ Ck o vetor c tal que suas omponentes se igualam aos valoresde uma das olunas da matriz Ck, isto é, ∃ j tal que ci = (ck)ij , ∀ i = 1, . . . , n.Assim a notação Ck será usada tanto para nos referirmos à matriz Ck quanto aoonjunto de vetores Ck.Para �ns de teste de Algoritmos da Família de Busa Padrão, pode ser mais interas-sante utilizar um Padrão Minimal. Visto que quanto maior o número de vetoresem um Padrão, maior a hane de algum vetor d ∈ Pk apresentar um valor posi-tivo alto ao ser projetado ortogonalmente sobre o vetor gradiente −∇f (x), isto é,
(d ; −∇f (x)) = k, um valor positivo signi�ativamente alto. Na Figura 4.3 ilus-tramos a omo o algoritmo de movimentos expliratórios esolhe a direção do padrãoom a maior projeção ortogonal sobre o vetor −∇f (x).Devido a esse aumento de possibilidades, um método tem maior di�uldade de obterum deaimento mais signi�ativo se tomando um Padrão Minimal, devido a reduçãodo tamanho da amostra.
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Figura 4.3: Padrão de Busa e simétrio do vetor gradiente (traço-e-ponto). Direçãode maior projeção sobre o vetor simétrio é tomada para álulo de novo iterando.4.2.1 Critério de paradaO ritério de parada do Algoritmo de Busa Padrão se baseia no mesmo ritério em-pregado no Método de Busa Coordenada. Contudo, omo o padrão pode apresentaruma geometria qualquer, espera-se que a maneira omo o padrão Pk é gerado, per-mita uma forma bem ontrolada de se estimar a vizinhança na qual todos os pontossão amostrados para as avaliações.4.3 Convergênia de métodos de busa padrãoA Convergênia deste Método, e de Métodos de Busa Padrão em geral, é demonstra-da em dois trabalhos: (DOLAN; LEWIS; TORCZON, 2003) e (TORCZON, 1997)garantido por uma propriedade de espaços gerados por direções positivas e porum teorema, apresentado em (DOLAN; LEWIS; TORCZON, 2003), os quais serãolistados e demonstrados a seguir.



52Algoritmo 4 Algoritmo de busa padrãoEntrada: Ponto iniial x0, um parâmetro ∆0 > 0, um limite de tolerânia ǫ > 0 eum número máximo de iterações kmax;Saída: O ponto de ótimo, aproximado, x;1: k = 0;2: enquanto ∆k > ǫ e k < kmax faça3: Gerar Pk, um gerador positivo do espaço E4: para todo j = 1, . . . , m onde m ≥ n + 1 faça5: se f (yj) < f (xk), onde yj ∈ Pk então6: xk = yj;7: �m se8: �m para9: �m enquantoDe�nição 4.3.1 Diz-se que o ponto base de amostragem xk tem uma iteração falha,se a amostragem em todos os pontos do padrão ao seu redor não onsegue enontrarum ponto que reduza sua imagem.4.3.1 Convergênia globalDe�nição 4.3.2 De�nimos omo L (xo) = {x | f (x) ≤ f (x0)} o onjunto de nívelde x0.Teorema 4.3.1 Suponha f (x) ∈ C1 (E) om ∇f (x) Lipshitz de onstante K emuma vizinhança aberta Ω =
⋃

x∈ L (x0)

Bρ (x) de L (x0), om ρ > 0. Então existemum δ > 0 e um c > 0 tais que se xk tem uma iteração falha e ∆k < δ então
‖∇f (xk)‖ ≤ c ∆k.Demonstração :Seja r =

min {1, ρ}
2

. Se x ∈ L (x0), então o aberto Br (x) está ontido em Ω.



53Tomemos apenas os vetores s = ∆kBci
k, ci

k ∈ Γk ⊂ Γ. Da �nitude de Γ temosque ‖Γk‖ é limitado superiormente. Seja Γ∗ uma ota superior para ‖Γk‖ , k ≥ 0.Assim, ‖s‖ ≤ ∆k ‖B‖Γ∗.Tome δ =
r

‖B‖Γ∗ .Como requisito, Γk ⊂ Γ é uma base para o espaço E, isto é, o onjunto Gk =

{s | s ∈ ∆kBΓk} é uma base para E. Assim, o Colorário 2.2.3 nos dá
(−∇f (xk) ; s) ≥ c ‖∇f (xk)‖ ‖s‖ . (4.1)Já que o algoritmo de movimentos exploratórios falhou, temos que f (xk + s) −

f (xk) ≥ 0, ∀s ∈ Gk.Por hipótese, temos que ∆k < δ e xk +s ∈ Br (xk) ⊂ Ω - onde s satisfaz a inequação4.1. Daí podemos utilizar a desigualdade de Cauhy-Shwarz da seguinte forma:
0 ≤ f (xk + s)− f (xk) = (∇f (xk) ; s) + (∇f (ξ)−∇f (xk) ; s) ≤

≤ −c ‖∇f (xk)‖ ‖s‖+ ‖∇f (ξ)−∇f (xk)‖ ‖s‖ , onde
ξ ∈ {x ∈ R

n | x = axk + (1− a) (xk + s) , 0 ≤ a ≤ 1} e daí
c ‖∇f (xk)‖ ≤ ‖∇f (ξ)−∇f (ξ)‖ .Como ∇f (xk) é Lipshitz temos

c ‖∇f (xk)‖ ≤ K ‖ξ − xk‖ ≤ K ‖s‖ ≤ K∆k ‖B‖Γ∗.Tomamos, então, c =
K‖B‖Γ∗

c
. QED.



54Para a validade desta demonstração é levado em onta que as iterações foram taisque não foi possível enontrar um derésimo no valor da função objetivo pelo usodo algoritmo de movimentos exploratórios. É menionado em (DOLAN; LEWIS;TORCZON, 2003) que Audet em (AUDET, 1998) obteve uma sequênia divergentede pontos {xk}, porém em todas as iterações foi obtido um derésimo pelo uso doalgoritmo de movimentos exploratórios.4.3.2 Convergênia loalPara a demonstração de onvergênia loal, é neessário supor as seguintes hipótesessobre a função objetivo f (x).Hipóteses sobre f (x):- Hipótese 0 : Os vetores ci
k obtidos de Ck estão sempre ontidos em Bc0 (0) , ∀ipara um c0 > 0, ∀k. E om isso de�nimos uma onstante positiva c0 quesempre satisfaz ‖sk‖ ≤ co ∆o.- Hipótese 1 : Exite um natural N tal que ∀k ≥ N temos ∆k não é resente.- Hipótese 2 : Existe um r > 0 tal que se x ∈ Br (x∗) então f (x) ∈ C2 (Br (x∗))e ∇2f (x) ≥ 0 em Br (x∗). Mais ainda, os valores singulares de ∇2f (x) estãoontidos em [σmin, σmax] , σmin > 0.Para os próximos resultados, utilizaremos as seguintes onstantes,

κ =
σmax

σmin

, (4.2)
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η =

r

‖B‖Γ∗ + 1
. (4.3)Por �m, essa última equação é partiularmente útil, pois se ‖xk − x∗‖ < η e ∆k < ηentão para ada s ∈ ∆kBΓk podemos a�rmar que ‖(xk + s)− x∗‖ < r pois

‖xk + s− x∗‖ − ‖−s‖ ≤ ‖xk + s− s− x∗‖ = ‖xk − x∗‖ < η

‖xk + s− x∗‖ < η + ‖x‖ = η + ∆k ‖B‖Γ∗ < η + η ‖B‖Γ∗ = (‖B‖Γ∗ + 1) η = r.Seguem os resultados menionados.Proposição 4.3.2 Se a Hipótese 2 é verdadeira, então existe uma onstante c > 0tal que quando um iterando não obtém um derésimo no valor da função objetivo,om ∆k < η e ‖xk − x∗‖ < η então temos que ‖xk − x∗‖ < c∆k.Demonstração :Utilizando o Colorário 2.2.3, o fato que (xk + s) ∈ Br (x∗) , s = ∆kBci
k e ci

k ∈ Γke a desigualdade de Cauhy-Shwarz temos
0 ≤ f (xk + s)− f (xk) ≤ −c ‖∇f (xk)‖ ‖s‖+ ‖∇f (ξ)−∇f (xk)‖ ‖s‖

c ‖∇f (xk)‖ ≤ ‖∇f (ξ)−∇f (xk)‖ , ξ ∈ {x ∈ R
n | x = axk + (1− a) (xk + s) , 0 ≤ a ≤ 1} .Utilizando a forma integral do teorema do valor médio, temos a relações

c ‖∇f (xk)‖ ≤ ‖∇f (ξ)−∇f (xk)‖ =

∥
∥
∥
∥

∫ 1

0

(
∇2f (xk + t (ξ − xk)) (ξ − xk)

)
dt

∥
∥
∥
∥
≤

≤ σmax ‖ξ − xk‖ ≤ σmax∆k ‖B‖Γ∗e
‖∇f (xk)‖ = ‖∇f (xk)−∇f (x∗)‖ =

∥
∥
∥
∥

∫ 1

0

(
∇2f (xk + t (xk − x∗)) (xk − x∗)

)
dt

∥
∥
∥
∥
≥
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≥ σmin ‖xk − x∗‖ .Consequentemente,

cσmin ‖xk − x∗‖ ≤ c ‖∇f (xk)‖ ≤ σmax ‖B‖Γ∗∆ke assim,
c =

σmax ‖B‖Γ∗

σmin c
.QED.Proposição 4.3.3 Se é válida a Hipótese 2 e se existem x, y ∈ Bη (x∗) tais que

f (x) ≤ f (y) então ‖x− x∗‖ ≤ κ
1

2 ‖y − x∗‖.Demonstração :Sob as hipóteses da proposição, e omo ∇f (x∗) = 0, temos da forma da derivadasegunda que
f (y) = f (x∗) +

1

2
(y − x∗)

T ∇2f (ξ) (y − xk)

f (x) = f (x∗) +
1

2
(x− x∗)

T ∇2f (ω) (x− xk)onde
ξ ∈ {z ∈ R

n | z = ay + (1− a)x∗, 0 ≤ a ≤ 1}e
ω ∈ {z ∈ R

n | z = ax + (1− a)x∗, 0 ≤ a ≤ 1} .Segue então, omo onseqüênia da Hipótese 2, que
0 ≤ f (y)− f (x) =

1

2
(y − x∗)

T ∇2f (ξ) (y − x∗)−
1

2
(y − x∗)

T ∇2f (ξ) (y − x∗)

0 ≤ σmax ‖y − x∗‖2 − σmin ‖x− x∗‖2
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√

σmax

σmin

‖y − x∗‖ ≥ ‖x− x∗‖lembrando que κ =
σmax

σmin

. QED.Proposição 4.3.4 Se são válidas todas as hipóteses, então existem δ > 0 e ǫ > 0tais que se k ≥ N (de�nido em Hipótese 1) e se ∆k < δ e ‖xk − x∗‖ < ǫ então, para
l ≥ k, tem-se ‖xl − x∗‖ < η.Demonstração :Tome δ <

η

2c0

e ǫ <
1

2
κ− 1

2 η ≤ η

2
, onde c0 vem da Hipótese 0.Por indução, onsidere xk+1 = xk+sk. A Hipótese 0 nos dá a relação ‖xk+1 − xk‖ =

‖sk‖ ≤ c0∆k. Assim,
‖xk+1 − x∗‖ ≤ ‖xk+1 − xk‖+ ‖xk − x∗‖ < c0∆k + ǫ < η.Agora, onsidere um l ≥ k + 1, e suponha

‖xl − x∗‖ < η.Então
‖xl+1 − x∗‖ ≤ ‖xl+1 − xl‖+ ‖xl − x∗‖ .Pela Hipótese 1, temos que ∆l ≤ ∆k para l ≥ k. Com isso, ‖xl+1 − xl‖ ≤ c0∆l ≤

c0∆k. Mas, pela hipótese de indução, temos que xl ∈ Bη (x∗) e f (xl) ≤ f (xk), emonjunto om a Proposição 4.3.3 e a hipótese de que ‖xk − x∗‖ < ǫ, podemos aferirque
‖xl − x∗‖ ≤ κ

1

2 ‖xk − x∗‖ < κ
1

2 ǫ



58e logo,
‖xl+1 − x∗‖ < c0∆k + κ

1

2 ǫ < η.QED.A Proposição 4.3.5 e o Teorema 4.3.6 serão apenas enuniados. As demonstraçõespodem ser enontradas em (DOLAN; LEWIS; TORCZON, 2003) e/ou suas refe-rênias bibliográ�as. Eles são fundamentais para a garantia dos iterandos, tenhao Algoritmo de Movimentos Exploratórios falhado ou não. Neles, pensamos nositerandos omo sequênias de pontos xk e de passos ∆k, onde se onsidera o pontorítio x∗ omo o minimizador.Proposição 4.3.5 Suponha que são válidas todas as Hipóteses e que existem δ > 0e ǫ > 0 dados pela Proposição 4.3.4. Para k ≥ N (de�nido na Hipótese 1), temosque se ∆k < δ e ‖xk − x∗‖ < ǫ, então a seqüênia {∆j}j ∈ N onverge para 0, istoé, lim
j→∞

∆j = 0.Teorema 4.3.6 Considere um algoritmo de busa padrão satisfazendo as Hipóteses0 e 1, om N dado pela Hipótese 1. Suponha que a Hipótese 2 é válida para um ponto
x∗ em partiular. Então existem ρ > 0 e c > 0 tais que, se para uma iteração K,
K ≥ N , temos o onjunto AK = {x ∈ R

n | x = xK + ∆Ks, s ∈ B Ck} ⊂ Bρ (x∗)e para a primeira iteração sem deaimento K ≥ K então para k ≥ K é válido
‖xk − x∗‖ ≤ c∆m (k) onde m (K) é a maior iteração até k, inlusive, em que nãofoi obtido um deaimento. Consequentemente, temos lim

k→∞
xk = x∗.
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5 MÉTODO DE OTIMIZAÇ�O N�O CONVEXAPOR ANÁLISE SECANTE
Os métodos vistos anteriormente têm por função busar o ponto de menor imagempossível, dentro de uma erta tolerânia, seguindo ritérios baseados no deaimentoque a função provê em uma vizinhança do ponto analisado.Se uma função é onvexa, isso garante a onvergênia do método para um mini-mizador global. Contudo, aso a função não seja onvexa, ou mesmo se as ara-terístias da função não estão ompletamente laras, os métodos podem onvergirpara um minimizador estritamente loal ou mesmo para um outro ponto não esta-ionário.Neste apítulo, propomos um método baseado em um onjunto de diretrizes deanálise e busa por um ponto de mínimo mais próximo do mínimo global. Neleutilizamos metodologias próprias para uma análise das araterístias da função noentorno de uma região de busa. Contudo, ele não se limita a uma região espei�-amente, busando por uma outra, mais promissora, sempre visando a proximidadedo mínimo global.



60Utilizamos uma metodologia de análise já bem onsolidada para aproximarmos nos-sas soluções de umminimizador loal e nos inspiramos nesta metodologia para iniiaros proedimentos de nossa análise.5.1 Formulação dos prinípiosO Método de Busa Padrão tem por prinípio uma busa por um minimizador emuma região próxima a um ponto, tomado omo desloamento para a de�nição deuma malha gerada por um Padrão. Essa região não tem, neessariamente, umaforma geométria regular que se assemelhe a uma bola aberta da Análise Real emespaços R
n. Isso se deve ao fato de que o onjunto gerador positivo Pk, assoiado aum ponto base xk, pode ser formado por vetores de módulos diferentes, levando aum politopo irregular.Como já foi provado em (TORCZON, 1997) e em (DOLAN; LEWIS; TORCZON,2003), o método pode onvergir globalmente para um minimizador, sob ertashipóteses de regularidade.O desenvolvimento do método será baseado em problemas que, por terem uma

f (x) essenialmente não onvexa, podem levar à di�uldade de onvergênia parao minimizador global. Não é objetivo produzir exemplos que omprovem a nãoonvergênia do método, mas sim formular prinípios que ajudem om uma maior�exibilidade no uso da heurístia em problemas onde não tenhamos onheimentode que o seu ponto iniial x0, ou seu passo iniial ∆0, vão ser adequados para aonvergênia à solução1.Antes do desenvolvimento, vamos oloar uma pequena de�nição de termos que1Para mais referênias sobre heurístias veja (OSMAN; KELLY, 1996).
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Ótimo do valeFigura 5.1: Exemplos de Vale. No primeiro, o mínimo é indiado pela reta inza.No segundo, é apenas um ponto.usaremos ao longo do apítulo.De�nição 5.1.1 Assoiamos o termo vale a uma região onde podemos obter um oumais minimizadores loais tais que o onjunto de minimizadores é �nito ou que esteonjunto tem dimensão 1, isto é, que nesta região haja apenas alguns pontos mini-mizadores, ou que os pontos minimizadores estejam em uma reta. Uma ilustraçãopode ser enontrada na Figura 5.1.Para auxiliar no proesso de onstrução, onsidere o seguinte problema: Uma funçãoque apresente um pequeno vale loal, mas om um minimizador global em um valemais profundo (ilustramos o aso na Figura 5.2). É possível esolher um ponto iniialno interior deste vale e um passo iniial tal que todos os pontos do Padrão sejammantidos em seu interior. Pelo Método de Busa Padrão, o minimizador loal seráo atrator da solução do problema e, portanto, será a resposta obtida. Em muitasapliações, esta resposta é mais que satisfatória. Porém em outras, a neessidade deum minimizador global é real.
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Ótimo Local

Ótimo GlobalFigura 5.2: Ilustração de função não Convexa.Problemas que apresentam uma função objetivo muito omplexa, tendem a ter umaestimativa de ponto iniial e passo iniial impreisa para onvergir a um minimiza-dor global. Neste sentido, torna-se interessante riar dispositivos que tentem evitaresta onvergênia estritamente loal.O método que desejamos formular se apresenta omo uma análise para tais asos.Tal análise obteve inspiração nos Métodos de Busa Padrão e Nelder-Mead. Aolongo do apítulo, exporemos nossa abordagem analítia e, ao �nal dele, �ará laroo relaionamento entre os dois.5.2 Passo externo e seante no valePara evitar que o método �que preso a um vale loal, sugerimos a adoção deum parâmetro adiional que hamamos de Passo Externo e denotamos por ∆e
k.Seguindo essa nomenlatura, o parâmetro ∆k é hamado de Passo Interno. De-nominamos, ainda, o Padrão gerado pela multipliação por ∆e

k de Padrão Externo.Em ontraposição o Padrão multipliado por ∆k é hamado de Padrão Interno,



63deixando assim o nome de Padrão Total à união dos dois Padrões.A �m que o Passo Externo tenha um efeito bem signi�ativo, é mais natural queele seja esolhido tal que ∆k ≪ ∆e
k. Porém, só aumentar o tamanho do Passo deBusa no método é uma maneira insu�iente de evitar problemas omo o dado pelovale loal. Poderíamos modi�ar o Passo Externo a �m que ele resça inde�nida-mente até que a exploração nesse Padrão Externo leve a um ponto mais próximo dominimizador global.Contudo, aso o vale onde estamos loalizados seja o vale que nos leva a um min-imizador global, estaríamos apenas aumentando desneessariamente o tamanho doPadrão Total de Busa. Para que esta modi�ação na Heurístia �que mais fo-alizada neste prinípio de saída de um vale estritamente loal, vamos foar nossaabordagem em uma análise de malha polar om dois raios, isto é, analisaremos pon-tos em uma vizinhança próxima e na fronteira de uma vizinhança um tanto quantodistante.5.3 Estrutura do apítuloTrataremos da estrutura de organização deste apítulo nesta seção. Aqui queremosorganizar as idéias do leitor om um breve resumo de alguns pontos que virão aseguir.Na seção análise seante, formulamos os dados de análise através do uso de seg-mentos de reta adjaentes e seantes à função objetivo, nos pontos da nossa malhapolar. Levantamos os asos que podemos ter, apresentamos ilustrações para melho-rar o entendimento, e enuniamos funções que utilizaremos adiante.



64Na seção de análise de asos om seantes e fundamentos de deisão abor-damos todos os asos que podem oorrer ao se utilizar a Análise Seante sobre anova malha proposta. Levantamos os prinipais pontos de análise de Casos de Pos-síveis Vales, Deaimento Melhorado, os asos de Degeneração e o Critério de Paradapor Análise de Certeza de Vale. É também formulada uma variação do Algoritmode Movimentos Exploratórios, que hamamos de Algoritmo de Movimentos Explo-ratórios Analítio.A seção seguinte trata do ritério de deisão de novo iterando, onde o Métodode Nelder-Mead é uma fonte de inspiração.A seção Método MONCAS trata apenas de apresentar o algoritmo e um �uxo-grama para failitar o entendimento do método.A seção de Passo Externo é uma parte do texto onde disutimos as prinipaisquestões deste parâmetro, a ferramenta iniial que este método usa. Nela disutimosmuitas questões que podem ser abordadas em pesquisas futuras.5.4 Análise seanteLevando em onsideração a forma do vale e lembrando que estamos sempre trabal-hando om �guras do espaço R
n × R, fomos estimulados a utilizar o oneito deurvatura para estipular um ritério de parada nessa exploração om o Passo Ex-terno. Para tanto, deve-se lembrar que um Método de Busa Direta não pode teraproximações para o gradiente ou apliar expliitamente um modelo de regularidade,omo Aproximação de Mínimos Quadrados ou Interpolação. Assim, utilizaremos nãouma urvatura explíita, mas uma estrutura que a faz lembrar.



65Considere dois segmentos de reta adjaentes no R
2. Se os extremos destes segmentospertenem ao grá�o de uma função, então ada um destes segmentos forma umaseante deste grá�o. Como a derivada é um limite para a reta seante, temos naseante um instrumento muito útil para estimar se em algum ponto houve mudançade inlinação do grá�o desta função.

Figura 5.3: Seantes adjaentes em um grá�o de funçãoNa Figura 5.3, a inlinação do primeiro segmento de reta é uma inlinação positivae a inlinação do segundo é uma inlinação negativa. Assim, dadas duas seantesadjaentes, podemos ter as seguintes possibilidades para analisar:
• (positivo e positivo) - a primeira seante e a segunda apresentam inlinaçãopositiva;
• (positivo e negativo) - a primeira seante tem inlinação positiva e a segundanegativa;
• (negativo e positivo) - o inverso da anterior;
• (negativo e negativo) - ambas om a inlinação negativa.Sob o ontexto do método, as seantes devem ser tomadas nas direções dos vetores dopadrão. Sendo assim, devemos tomar um vetor d ∈ Pk do padrão para que possamos



66de�nir os seguimentos de reta adjaentes de modo a ligar os pontos (xk, f (xk)),
(xk + ∆kd, f (xk + ∆kd)) e (xk + ∆e

kd, f (xk + ∆e
kd)). Denominaremos o primeirosegmento de S1 e o segundo de S2.Cada um dos segmentos tem um oe�iente de inlinição assoiado. Para S1 temos

v1 =
f (xk + ∆kd)− f (xk)

‖∆kd‖
=

f (xk + ∆kd)− f (xk)

∆k ‖d‖e para S2 temos
v2 =

f (xk + ∆e
kd)− f (xk + ∆kd)

‖(∆e
k −∆k) d‖ =

f (xk + ∆e
kd)− f (xk + ∆kd)

(∆e
k −∆k) ‖d‖

.Considerando todo o padrão de busa, nos vemos obrigados a formalizar as de�niçõesde v1 e v2 omo funções de xk, d ∈ Pk, ∆k e ∆e
k. Assim,

v1 = v1 (xk, d, ∆k) =
f (xk + ∆kd)− f (xk)

∆k ‖d‖
e

v2 = v2 (xk, d, ∆k, ∆
e
k) =

f (xk + ∆e
kd)− f (xk + ∆kd)

(∆e
k −∆k) ‖d‖

.Como v1 e v2 representam inlinações de segmentos de reta adjaentes, e estamosinteressados em suas relações, vamos onsiderar seus asos relativos.Para asos onde v1 > 0 de�nimos um oe�iente que denotaremos por t que medea razão de v2 por v1, isto é,
v2 (xk, d, ∆k, ∆

e
k)

v1 (xk, d, ∆k)
=

v2

v1

= t.Temos as seguinte possibilidades para distinção de valores do oe�iente t:
• t < 1
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• t = 1

• t > 1Ilustramos essas possibilidades nas Figuras 5.4, 5.5 e 5.6, respetivamente.
S1

S2

v1

v2 S1

S2v1

v2
S1

S2

v1

v2

Figura 5.4: Esboço das seantes impliando em um ritério t < 1.
S1

S2

v1

v2

Figura 5.5: Esboço das seantes impliando em um ritério t = 1.
S1

S2

v1

v2

Figura 5.6: Esboço das seantes impliando em um ritério t > 1.Os asos ilustrados representam todas as possibilidades para a deteção de presençade um vale.



68Para asos onde v1 < 0 de�nimos um oe�iente que denotaremos por τ que medea razão de v2 por v1, isto é,
v2 (xk, d, ∆k, ∆

e
k)

v1 (xk, d, ∆k)
=

v2

v1

= τtemos as seguinte possibilidades para distinção de valores do oe�iente τ :
• τ < 1

• τ = 1

• τ > 1Ilustramos essas possibilidades nas Figuras 5.7, 5.8 e 5.9, respetivamente.
S1

S2
v1

v2

S1

S2

v1

v2

S1

S2

v1

v2Figura 5.7: Esboço das seantes impliando em um ritério τ < 1.
S1

S2

v1

v2

Figura 5.8: Esboço das seantes impliando em um ritério τ = 1.
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S1

S2

v1

v2

Figura 5.9: Esboço das seantes impliando em um ritério τ > 1.Estes asos, das Figuras 5.8 e 5.9, representam possibilidades de deaimento me-lhorado, onde podemos obter um derésimo maior na função objetivo dentro damesma iteração do método.Para os asos onde v1 = 0 temos uma série de omparações a serem feitas, paratodas as possibilidades de inlinação do segmento S2 relativo ao segmento S1, istoé, as possibilidades dependendo exlusivamente do oe�iente v2.No aso onde v2 < 0 temos um ganho no valor da função objetivo para o PassoExterno. No aso onde v2 > 0 temos um aso de vale a uma distânia longa.Finalmente, o aso v2 = 0 não nos ajuda muito na progressão do algoritmo, porémpode indiar um vale em linha omo indiado na Figura 5.1. Os asos para os valoresde v2 são ilustrados nas Figuras 5.10, 5.11 e 5.12, respetivamente.
v2

S2

S1

Figura 5.10: Caso v1 = 0 om inlinação v2 < 0.
S2S1Figura 5.11: Caso v1 = 0 om inlinação v2 = 0.
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v2

S2

S1Figura 5.12: Caso v1 = 0 om inlinação v2 > 0.Os asos onde v1 = 0 apresentam um grupo de possíveis mirovales loais, eneessitam de uma análise rigorosa dos pontos intermediários dos segmentos de
(xk, xk + ∆kd) ou (xk + ∆kd, xk + ∆e

kd) para analisar orretamente os asos nessesintermédios.Dado isso, podemos passar ao ponto onde analisaremos nossas opções para de-idirmos os ritérios mais adequados ao deaimento e a fuga de mínimos estritamenteloais.5.5 Análise de asos om seantes e fundamentos de deisãoDepois de de�nidas as formas das seantes, observamos que temos duas opções:analisar asos onde v1 (xk, d, ∆k) > 0, pois nossa informação nos leva a rer queestamos presos em um vale, ou asos onde v1 (xk, d, ∆k) < 0, e daí tentar obter umdeaimento signi�ativo na nossa busa loal.Casos onde v1 = 0 serão onsiderados omo degeneração. Sob a ótia do Métodode Busa Padrão, se isso oorre, então nesta direção há uma falha no Algoritmode Movimentos Exploratórios. Assim, a busa om Passo Externo é uma forma detentar reavaliar essa direção.Apesar de simples, esta análise é bem robusta, pois não preisa de muitas hipóteses,e sua onvergênia é garantida loalmente por hipóteses regendo o Método de Busa



71Padrão em si.Expliitamente nos referiremos aos asos onde v1 > 0 omo asos de possíveisvales, aos asos onde v1 < 0 omo asos de deaimento melhorado e quando
v1 = 0 diremos que temos um aso degenerado.A análise destes asos deve ser seguida de um onjunto de valores para uma análise�nal de potenialidade de mínimo. Após ada uma destas avaliações, devem serretornados valores de ponto de desloamento onde houve ganho no valor da funçãoobjetivo ou se desobriu um ponto num outro vale.5.5.1 Casos de possíveis valesTomando apenas os d ∈ Pk tais que v1 (xk, d, ∆k) > 0, nos preoupamos em analisaras possibilidades para v2 (xk, d, ∆k, ∆

e
k)

v1 (xk, d, ∆k)
=

v2

v1

= t. As possibilidades para t são:
• t < 1 - Signi�a que há uma possibilidade de mudança de urvatura nestadireção;
• t = 1 - Não apresenta tendênia para omprovação de permanênia de vale oumudança para um outro;
• t > 1 - Signi�a que há uma evidênia maior de que não há outro possívelminimizador nesta direção.Das possibilidades apresentadas anteriormente, apenas a primeira meree investi-gação subsequente, pois as demais apenas favoreem o uso do Algoritmo de BusaPadrão puro.



72Sugerimos uma investigação subsequente à oorrênia de t < 1 para determinar aviabilidade de se alterar o ponto base. Se nossa ação fosse apenas seleionar xk +∆e
kseria possível que este ponto fosse tomado omo o próximo iterando. Porém, omonão houve qualquer análise sobre ele, seria possível que na nova iteração voltássemosa xk omo possível iterando. Isso não garantiria um novo iterando em uma região dedeaimento da função. Chamemos x′ o ponto a ser avaliado devido à obtenção de umvalor t > 1. Como queremos entrar em uma região de deaimento, vamos analisaras imagens da função f (x) nos pontos x′ e xe = xk + ∆e

kd. Caso haja deaimento,tomamos este ponto (x′) para análise posterior. Caso ontrário, desartamos omesmo.No aso de desarte, não é interessante enviar esses pontos e suas inlinações parauma segunda análise. Já obtivemos um valor t < 1 analisando na região de PassoInterno e Passo Externo. Ao tomarmos um x′ relevantemente distante de xk, perde-mos o sentido de analisar a erteza de vale nesta direção. Ao mesmo tempo, um x′distante de xk e om um deaimento relativo a xe nos abre possibilidade de ana-lisarmos uma outra região de deaimento. Assim, e para que não �quemos muitopróximos do vale atual, tomamos x′ = xk + 2∆e
kd.Denominaremos esse proedimento de análise de possibilidade de novo valee, aso haja possibilidade de troa de ponto base em onsequênia direta desteproedimento, denominaremos esta troa por substituição por possibilidade denovo vale. Apresentamos o pseudo-ódigo para esta análise no Algoritmo 5.Como não é garantida a melhoria do resultado, é melhor guardar a posição atuale, talvez para uma avaliação mais detalhada, o padrão atual e os passos também.Pois uma nova avaliação por esta região pode levar ao melhor resultado. Se estepensamento for mantido, a heurístia atual se omporta omo um mapeamento dafunção, no sentido de poder estimar seus pontos rítios dentro de erta preisão.



73Algoritmo 5 Algoritmo de análise de possibilidade de novo valeEntrada: O ponto base xk, direção d, Passo Interno ∆k e Passo Externo ∆e
k;Saída: Uma variável lógia vale;1: x′ ← xk + 2∆e

kd;2: xe ← xk + 2∆e
kd;3: se f (xe) > f (x′) então4: vale ← verdadeiro;5: senão6: vale ← falso;7: �m seAo �nal desta análise, devemos retornar duas listas. Uma lista ontendo itens daseguinte forma:

• Ponto x′ onde pode ser feita Substituição por Possibilidade de Novo Vale;Denotaremos esta lista por Lk.A outra lista deve ser formatada a �m que se faça uma análise para parada do usodesta análise. Esta lista deve ser formada exlusivamente por dados onde v1 > 0 enão foi feita a Análise de Possibilidade de Vale.Nesta lista preisamos armazenar os seguintes dados:
• A direção d sobre a qual foi feita a análise;
• O valor do Coe�iente t resultante.Denotaremos esta lista por V +, lista para vales.



745.5.2 Deaimento melhoradoDisutiremos nesta seção os asos onde nós já pudemos enontrar deaimento naanálise loal proveniente do uso do Método de Busa Padrão. Nosso objetivo éextender essa análise de forma que possamos obter um ganho ainda maior na funçãoobjetivo.Tomando apenas os d ∈ Pk tais que v1 (xk, d, ∆k) < 0, nos preoupamos em analisaras possibilidades para v2 (xk, d, ∆k, ∆
e
k)

v1 (xk, d, ∆k)
=

v2

v1

= τ . As possibilidades para τ são:
• τ ≥ 1 - Signi�a que há um deaimento maior, imediato ao se tomar o pontoobtido pelo Passo Externo;
• τ < 1 - Não nos dá erteza de deaimento ou aumento da função ao se tomaro Passo Externo.A primeira possibilidade é ilustrada nas Figuras 5.8 e 5.9. A segunda é ilustradanas três possibilidades apresentadas na Figura 5.7. A segunda opção aree de umasegunda análise no valor de v2 (xk, d, ∆k, ∆

e
k).Daí, somente se v2 (xk, d, ∆k, ∆

e
k) < 0, é imediatamente interessante troar o pontobase xk para o ponto xk + ∆e

kd, pois ainda é um aso de deaimento melhorado. Oaso onde v2 (xk, d, ∆k, ∆
e
k) = 0 onstitui uma degeneração om estabilização, oque nos pode ser útil em alguns asos onde podemos nos enontrar em um vale e queo mínimo esteja em um raio de busa menor que ∆k. É interassante tomarmos aquiuma fração muito pequena do omprimento do segmento de reta S2. Ilustramos essasituação na Figura 5.13. O aso onde v2 (xk, d, ∆k, ∆

e
k) > 0 é o aso que limita odeaimento a uma vizinhança muito pequena do ponto xk +∆kd, uma degeneração



75om vale próximo. Análises subsequentes nesta região devem levar em onta umpequeno passo.
S1

S2

v1

v2Figura 5.13: Ganho em Passo Interno om alerta para degeração no Passo Externo.O deaimento melhorado deve retornar uma lista Lk om os seguintes dados:
• Ponto xk + ∆e

kd onde houve deaimento melhorado, ou xk + ∆kd se houverdegeneração de qualquer tipo.Essa divisão nos deixa om 3 possiblidades1 τ >= 1 ou (τ < 1 e v2 < 0);2 τ < 1 e v2 > 0;3 τ < 1 e v2 = 0.A possibilidade 1 gera um item da lista Lk om ponto entrado em xk + ∆e
kd. Asegunda possibilidade é gerada pela existênia de um vale entre xk e xk + ∆e

kd.Finalmente, a possibilidade 3 gera um item da lista Lk om ponto entrado em
xk + ∆kd.



765.5.3 DegeneraçãoO aso onde v1 (xk, d, ∆k) = 0 é o mais ompliado, pois ele sugere essamento devariação da função nesta direção, o que hamaremos de estabilização. A análisede v2 (xk, d, ∆k, ∆
e
k) é que nos dará uma idéia melhor sobre o omportamento dafunção neste entorno.Caso v2 (xk, d, ∆k, ∆

e
k) < 0, temos um deaimento e podemos onsiderar que o seg-mento xk +∆kd tem uma erta onentração de pontos rítios, om um deaimentosubsequente. Assim esse ponto (xk + ∆e

kd) deve ser avaliado subsequentemente. Issofoi ilustrado na Figura 5.12.Para o aso de v2 (xk, d, ∆k, ∆
e
k) > 0, temos indíios que esse segmento S1 india que

xk está em uma região de mínimo loal e que na direção d analisada enontramosevidênia de que S1 representa um vale omo na Figura 5.1. Isso desarta d demaiores análises pois não há indíios de melhora do valor da função objetivo paramaiores investigações. A Figura 5.10 ilustra este aso.O pior aso de análise é v2 (xk, d, ∆k, ∆
e
k) = 0. Como temos por hipótese que ∆e

k ≫
∆k, o segmento S2 que gera o valor v2 (xk, d, ∆k, ∆

e
k) é muito extenso e não onservaaraterístias su�ientes da vizinhança de xk +∆kd para que possamos inferir algo.Isto foi ilustrado na Figura 5.11.Neste aso, uma maneira mais e�az de proeder é analisar pontos intermediáriosdo segmento de reta S2 para podermos ter alguma noção de omportamento dafunção f (x) nessa região. Mas, para ada ponto intermediário onsiderado em S2,aumentamos em 1 o número de segmentos de reta ligando xk + ∆kd e xk + ∆e

kd emultipliamos por 3 o número de possibilidades da árvore de deisão (omeçandopor um mínimo de 6, para a inserção de 1 ponto intermediário). Devido a este alto



77usto omputaional, onsideramos este aso muito problemátio para se analisar, enão adiionamos a direção d em uma lista para futura análise.Os asos onde v2 < 0 nos levarão a riar uma lista ontendo o seguinte dado:
• O ponto xk + ∆e

kd;Os asos onde v2 > 0 serão onsiderados omo asos de vale, mas om uma deprei-ação para o valor do oe�iente t. Assim, eles serão armazenados na lista V +

k omdireção d e oe�iente t = 0.5.5.4 Critério de parada por análise de erteza de valeEssa nossa análise, apesar de ria em possibilidades, é muito ustosa pois estamosnão só dobrando o número de análises diretas, omo levantando muitos outros dadosno deorrer da nossa análise. Para evitar que isso onere muito o algoritmo vamosoloar uma salvaguarda para que não haja um aesso a este módulo aso estejamosem uma função globalmente onvexa, ou �quemos presos em um vale extremamentemal dimensionado para os parâmetros.Suponha que para o padrão Pk tenhamos apenas obtido vetores d ∈ Pk pertenentesaos dados da lista V +

k e tais que gerem um oe�iente t > 1, isto é, nossa busapor inlinações favoree apenas os vales. Então para deidirmos o momento deabandonar esta análise, vamos analisar as inlinações obtidas após algumas iteraçõessob esta ondição.Estando em uma situação tal que t (xk, d, ∆k, ∆
e
k) > 1, ∀d ∈ Pk, temos que levantara possibilidade que entramos em um vale muito profundo, ou que a função seja



78onvexa em uma região muito extensa do domínio. A possibilidade de vale profundonão deve impedir que a busa por mudança de inlinação ontinue, mas se ∆e
k forgrande o su�iente, devemos nos ontentar om as informações obtidas da função atéo presente momento para que não �quemos em uma busa inessante e infrutífera.Analisando a função t (xk, d, ∆k, ∆

e
k), notamos que ela suprime em muito o fator deresimento, para o exterior de xk, da função no segmento S2 relativo ao resimentono segmento S1, expressando isso matematiamente, temos

t =
f (xk + ∆e

kd)− f (xk + ∆k)

f (xk + ∆kd)− f (xk)

∆k

∆e
k −∆k

, onde ∆k

∆e
k −∆k

≪ 1Vemos que o fator ∆k

∆e
k −∆k

suprime, em muito, a taxa de resimento relativo dafunção f (x). A partir daí estabeleemos uma hierarquia de níveis para a função t.Antes, omo foi de�nido a análise por possibilidade de novo vale, iremos de�nirsua ontraparte: a análise por erteza de vale. Com ela, queremos a�rmar queo vale atual não oferee uma �possibilidade de fuga�.De�nição 5.5.1 Sejam p ∈ N e t (xk, d, ∆k, ∆
e
k) > 1, ∀d ∈ Pk. Dizemos que t éde nível de erteza de vale p se p ≤ t < p + 1, isto é, p = ⌊t⌋.Assim se t apresentar nível de erteza de vale resente om o número da iterações,já não é mais reomendável ontinuar a utilização das avaliações de mudança deinlinação. Com isso queremos estabeleer que, se houver bloos de iterações taisque o Nível de Certeza de Vale p (t) é resente em relação à iteração k, gerandouma taxa δp

δk
> 0, então podemos voltar a apliar a rotina tradiional do Métodode Busa Padrão.Contudo t é alulado para ada d ∈ Pk, daí temos que tirar uma taxa média tk.Armazenaremos o valor de p(tk) = pk omo base de omparação.



79O ritério de parada será pk+1 − pk

1
= pk+1 − pk > 0, visto que os valores de k sãointeiros naturais e sequeniais.O pseudo-ódigo para o álulo de erteza de vale é apresentado no Algoritmo 6e o pseudo-ódigo para a análise de erteza de vale é apresentada no Algoritmo7.Algoritmo 6 Algoritmo de álulo de nível de erteza de vale médioEntrada: Lista de Direções V +

k ;Saída: pk ←
⌊

t

m

⌋;1: m← #V +

k ;2: t← 0;3: para i = 1, . . . , m faça4: t← t + V +

k [i].t;5: �m paraAlgoritmo 7 Algoritmo de avaliação de parada de análise de valeEntrada: Lista V +

k , um Padrão Pk e uma variável lógia para quando o Nível deVale já foi alulado na iteração anterior;Saída: Uma variável lógia para ontinuar a exeução do método e uma outrapara aso o Nível de Vale tenha sido alulado;1: ontinuar ← verdadeiro;2: se #V +

k = #Pk então3: Apliar o Algoritmo de Nível de Certeza de Vale Médio e armazenarem pk;4: se alulado = verdadeiro e pk−1 − pk > 0 então5: ontinuar ← falso;6: senão se alulado = falso então7: alulado = verdadeiro;8: senão se alulado = falso e pk−1 − pk ≤ 0 então9: alulado = falso;10: �m se11: senão12: alulado = falso;13: �m se



805.5.5 Algoritmo de movimentos exploratórios analítioNo Método de Busa Padrão, o algoritmo de movimentos exploratórios é usado paraenontrar o ponto de maior deaimento interno na vizinhança do ponto xk sob aótia do padrão Pk. Caso não enontre nenhum, é dito que ele falhou.Para agilizar nossas análises externas, vamos modi�ar levemente este algoritmo deforma que ele retorne todas as direções analisadas e não somente a de melhor ganho.Com isso não é possível dizer que ele falhou em obter seu resultado, visto que elesempre vai hegar a uma onlusão para um padrão �nito.Queremos que este algoritmo nos gere 3 listas básias, que vão separar as direções
d ∈ Pk nas suas três variedades:
• d ∈ Pk tal que v1 (xk, d, ∆k) < 0 =⇒ lista M−

k ;
• d ∈ Pk tal que v1 (xk, d, ∆k) = 0 =⇒ lista M0

k ;
• d ∈ Pk tal que v1 (xk, d, ∆k) > 0 =⇒ lista M+

k .Com isso podemos agilizar a nossa análise fazendo uma únia varredura em Pk paraos dados internos.Um segundo ponto de agilidade está em armazenarmos o valor de f (x) obtido emada exploração nas listas iniiais.O pseudo-ódigo para este algoritmo é apresentado no Algoritmo 8.



81Algoritmo 8 Algoritmo de movimentos exploratórios analítioEntrada: Ponto base xk, um padrão Pk e um passo ∆;Saída: As listas M−
k , M0

k e M+

k ;1: para todo d ∈ Pk faça2: Calular v1 (xk, d, ∆k);3: se v1 (xk, d, ∆k) < 0 então4: Adiionar a direção d e o valor v1 (xk, d, ∆k) na lista M−
k ;5: senão se v1 (xk, d, ∆k) = 0 então6: Adiionar a direção d e o valor v1 (xk, d, ∆k) na lista M0
k ;7: senão se v1 (xk, d, ∆k) > 0 então8: Adiionar a direção d e o valor v1 (xk, d, ∆k) na lista M+

k ;9: �m se10: �m para5.6 Critério de deisão para novo iterandoA deisão sobre qual ponto esolher para o próximo iterando, deve ser tomada sobreos pontos forneidos pela lista Lk. Iniialmente tomaremos uma deisão utilizandoum ritério que mesla as estruturas do Método de Busa Padrão e do MétodoNelder-Mead.A lista Lk fornee um grupo de pontos que podem formar um politopo, mesmo quedegenerado, do Rn. Analisaremos a imagem da função f (x) em ada um destespontos e separaremos o ponto de maior imagem xh e o ponto de menor imagem xl.Calularemos o entróide ompensado o ponto xh do politopo, tal qual o algoritmodo Método Nelder-Mead.Caso esse ponto (xc) tenha imagem menor que f (xl), tomaremos xc omo o próximoiterando (xk+1 = xc). Se isso não se veri�ar, utilizaremos uma re�exão entreeste ponto xc e o ponto xh por um fator s, que é alulado omo a metade doomprimento médio das arestas do politopo gerado pelos pontos apresentados nalista Lk. Denominaremos o ponto re�etido por xr.



82Algoritmo 9 Algoritmo de análise de mudança de urvaturaEntrada: O ponto base xk, padrão Pk, Passo Interno ∆k e Passo Externo ∆e
k;Saída: As listas Lk e V +

k1: Obter as listas M−
k , M0

k e M+

k do Algoritmo de Movimentos ExploratóriosAnalítio dados ponto base xk, padrão Pk e passo ∆k;2: para todo d ∈ M−
k faça3: Avaliar f (xk + ∆e
kd) e armazenar em f2;4: Calular v1, v2 e τ ;5: se τ ≥ 1 ou (τ < 1 e v2 < 0) então6: Adiionar o ponto xk + ∆e

kd na lista Lk;7: senão se τ < 1 e v2 = 0 então8: Adiionar o ponto xk + ∆kd na lista Lk;9: senão se τ < 1 e v2 = 0 então10: Adiionar o ponto xk + ∆kd na lista Lk;11: �m se12: �m para13: para todo d ∈ M0
k faça14: Calular v2;15: se v2 < 0 então16: Adiionar o ponto xk + ∆e

kd na lista Lk;17: senão se v2 > 0 então18: Adiionar a direção d e o valor t← 0 na lista V +

k ;19: �m se20: �m para21: para todo d ∈ M+

k faça22: Avaliar f (xk + ∆e
kd) e armazenar em f2;23: Calular v1, v2 e t;24: se t < 1 então25: Armazenar na variável lógia resposta o resultado do Algoritmo deAnálise de Possiblidade de Novo Vale dados ponto base xk, direção d,Passo Interno ∆k e Passo Externo ∆e

k;26: se resposta = verdadeira então27: Adiionar xk + 2∆e
kd na lista Lk;28: �m se29: senão30: Adiionar a direção d e o valor t na lista V +

k ;31: �m se32: �m para



83Compararemos f (xr) om f (xl) e o menor valor determinará o próximo iterando
xk+1. Isto é, se f (xr) < f (xl) então xk+1 = xr, senão xk+1 = xlO pseudo-ódigo do Algoritmo de Deisão de Próximo Iterando é apresentado noAlgoritmo 10.Algoritmo 10 Algoritmo de deisão de próximo iterandoEntrada: A lista Lk;Saída: O ponto x̃;1: Determinar xl = arg min

{x∈Lk}

f (x) e xl = arg max
{x∈Lk}

f (x);2: s← Média das distânias entre os pontos x ∈ Lk;3: xc =
∑

x∈Lk

(
x

#Lk

)

− xh

#Lk

;4: se f (xc) < f (xl) então5: x̃← xc;6: senão7: xr = (1 + l)xc − lxh;8: se f (xr) < f (xl) então9: x̃← xr;10: senão11: x̃← xl;12: �m se13: �m se
O ritério de deisão tende a ser uma �perturbação� do resultado obtido. Em umaregião de regularidade xc pode ser uma melhor aproximação de um mínimo loal.Por outro lado, o resultado da Análise de Mudança de Vale pode mostrar uma novatendênia pra o mínimo.A justi�ativa para esta deisão é baseada em se tentar enontrar mais rapidamentemínimos loais onde o método possa oloar sua malha sobre uma região onvexa.



845.7 Método MONCASApresentamos o Método MONCAS na forma de um �uxograma exibido na Figura5.14 e um pseudo-ódigo exibido omo o Algoritmo 11.

Figura 5.14: Fluxograma do Algoritmo MONCAS. Setas em inza são negativos nosbloos de deisão
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Algoritmo 11 Algoritmo MONCASEntrada: O ponto iniial x0, um padrão iniial P0, um passo iniial ∆0, umparâmetro de tolerânia ǫ e um limite máximo de iterações kmax;Saída: O ponto de ótimo, aproximado, x;1: k ← 0;2: aesso ← verdadeiro, alulado ← falso;3: enquanto ∆k > ǫ e k < kmax faça4: Obter as listas Lk e V +

k do Algoritmo de Análise de Mudança de Cur-vatura dados ponto base xk, padrão Pk, passo iterno ∆k e Passo Externo
∆e

k ≫ ∆k;5: Guardar em aesso e alulado, respetivamente, o resultado doAlgoritmode Avaliação de Parada de Análise de Vale dados a lista V +

k e o padrão
Pk;6: se alulado = verdadeiro ou #Lk = 0 então7: xk+1 ← xk;8: ∆k+1 =

∆k

2
;9: Ajustar ∆e

k;10: senão11: Obtenha xk+1 do resultado do Algoritmo de Deisão de PróximoIterando dada a lista Lk;12: �m se13: se aesso = falso então14: Sair do enquanto;15: �m se16: k ← k + 1;17: �m enquanto18: se aesso = falso então19: Obter x do resultado o Algoritmo de Busa Padrão dados o ponto xk, adireção Pk e o passo ∆k;20: senão21: x← xk+1;22: �m se



865.8 Passo ExternoEm nossa exposição, por várias vezes �zemos uso de ∆e
k e menionamos que ele deve-ria ser ∆e

k ≫ ∆k. Contudo não foi realizado nenhum aprofundamento na abordagemdeste parâmetro fundamental para a análise externa.Há algumas onsiderações a respeito de ∆e
k que devemos fazer. A primeira é que eletambém deve se alterar à medida que ∆k é alterado, devido à relação próxima entreeles. A segunda é que ∆e

k deve absorver araterístias loais da função-obejtivo.A tereira onsideração sugere que uma erta memória seja disponibilizada ao al-goritmo básio. O estudo de omo isso deve ser feito, para que haja uma maiorsigni�ânia analítia, é um trabalho a ser desenvolvido futuramente.Sobre a primeira onsideração, devemos lembrar que sempre desejamos que a análiseexterna se extenda a outras regiões, e assim queremos gerar uma sequênia om aaraterístia de ∆e
k ≤ ∆e

k+1. Isso é uma mudança de tamanho na malha externa,o que se enquadra em redimensionamento da malha. Contudo, isto não é absoluto.Uma vez que uma araterístia puramente loal de uma função arbitrária, podealterar a relação entre os itens de uma seqüênia, podemos enontra situações ondeuma relação ∆e
k ≥ ∆e

k+1 pode nos favoreer.Sugerimos que ∆e
k seja avaliada omo uma função de ∆k,

∆e
k = ∆e (∆k) (5.1)a ser estipulada de forma onveniente para a análise da função objetivo.Um Passo externo mais e�iente deve levar em onta outras araterístias da funçãoe om isso tomar uma omplexidade maior.



87Para este primeiro estudo sobre esta abordagem om Passo Externo, preferimosmanter ∆e omo uma função exlusivamente de ∆. Ressaltamos que ∆e é umafunção. Isto ressalta um maior ontraste do Método MONCAS om os outros, ujosparâmetros são apenas valores reais ou vetores eulidianos.Iniialmente estaremos interessados em estudar o omportamento do método parafunções ∆e om apresente erto omportamento ao serem omparadas om o parâmetro
∆. Assim, formularemos uma função g (∆) =

∆e

∆
. Por de�nição de ∆e ≫ ∆, e assim

g (∆)≫ 1.Utilizaremos Passos Externos tais que g′ (∆) > 0, g′ (∆) < 0 e g′ (∆) = 0. Faremosisto om o intuito de analisar o omportamento do método em fae de passos externosom taxa de resimento e deresimento relativos ao Passo Interno bem variados.Com isso esperamos mostrar que esta diferença no omportamento do Passo Externotem in�uênia signi�ativa e se torna digna de estudos posteriores.
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6 SIMULAÇÕES, METODOLOGIA DE COMPARA-Ç�O E ANÁLISE
Neste apítulo apresentaremos as experiênias feitas om programas omputaionais.Isso é parte da metodologia de teste apliada ao MONCAS para mostrar sua utili-dade para problemas onde a função objetivo não é onvexa em todo seu domínio.Seleionaremos alguns problemas onvexos onde deve �ar laro que o método temrendimento pior que os mais lásssios em termos do número de avaliações de funçãodevido à forma omo foi onebido.Em seguida serão mostrados alguns problemas não onvexos e ompararemos a res-olução dos mesmos utilizando os métodos apresentados nos apítulos anteriores, ondetentaremos averiguar a robustez e e�iênia dos métodos, além da onvergênia.Alguns detalhes ténios serão apresentados para a formulação dos resultados, taisomo, linguagem de programação utilizada, ompilador e on�guração da máquinaonde foi exeutado o programa. Tais detalhes têm por �nalidade dar base de om-paração do tempo neessário à obtenção da resposta.



896.1 Métodos numérios e parâmetros iniiaisAqui deixaremos laro quais métodos foram empregados e a razão para tal. Comisso queremos que o leitor �que atento às peuliaridades de ada um deles antes defazer alguma omparação mais minuiosa.Os métodos esolhidos são:
• Método Nelder-Mead (Simplétio);
• Método de Busa Padrão (Versão mais simples, om Padrão �xo);
• MONCAS.Como foi exposto aima lembramos que o Método Nelder-Mead difere dos outrosdois em estrutura por ser um método simplétio. Com isso nossos dados iniiaisse onstituem de um politopo iniial somente, não havendo geração de qualquerestrutura de malha.O Método de Busa Padrão sofreu várias modi�ações ao passar dos anos, ada umadelas om um objetivo de�nido. Aqui deidimos utilizar sua versão mais simples,onde tomamos um padrão �xo, o qual permanee onstante om a variação do índie

k, ontador de iterações.Finalmente temos algumas onsiderações a fazer quanto ao MONCAS. Como men-ionado no apítulo anterior, o parâmetro ∆e
k é onsiderado omo uma função de

∆k dentro das iterações do método.Este oneito foi um tanto vago, pois isso é mérito de disussão a respeito de omo



90o omportamento deste parâmetro deve ser modelado para um problema espeí�o.Contudo é interassante aumentá-lo toda vez que ∆k for diminuido. Dependendodo parâmetro de tolerânia ǫ, ∆k pode ser tornar extremamente pequeno, mas issosigni�a que ∆e
k deva se tornar extremamente grande?É laro que o termo �extremamente pequeno� e por onsequênia �extremamentegrande� são dependentes do ontexto ou esala do problema. Mas ∆e

k muito longede ∆k torna as análises exeutadas pelo método muito impreisas. Desta formatemos omo intenção limitar o tamanho do Passo Externo.Iremos simular o omportamento do MONCAS sob duas perspetivas para o PassoExterno. Tomaremos as funções
∆e

k = ∆e
k (∆k) = α

√

∆k (6.1)
∆e

k = ∆e
k (∆k) = α e−∆k (6.2)e

∆e
k = ∆e

k (∆k) = α ∆k. (6.3)Tomaremos α = 5.5. A razão é que ele seja signi�ativamente maior que ∆k. Es-peramos que o omportamento da função em (6.1) tenda a uma análise dentro deum vale, enquanto que a função em (6.2) tenderá a um valor �xo.Os ritérios de esolha destas funções ∆ek (∆k) são dados por onta das derivadasda função g (∆) de�nida em 5.1. Notemos:
d

d∆k

[
α
√

∆k

∆k

]

=
−α

2 (∆k)
2,5

(
1 + 2 (∆k)

1,5
) (6.4)

d

d∆k

[
α e−∆k

∆k

]

=
−αe−∆k

(∆k)
2

(∆k − 1) (6.5)
d

d∆k

[
α ∆k

∆k

]

= 0, (6.6)



91Método Desrição
S1 Método de Busa Padrão
S2 Método Nelder-Mead
S3 Método MONCAS om Passo Externo ∆e

k = αe−∆k

S4 Método MONCAS om Passo Externo ∆e
k = α

√

∆k

S5 Método MONCAS om Passo Externo ∆e
k = α∆kTabela 6.1: Solvers Apliados na Solução dos Problemasonde na Equação 6.5 assumimos um valor ∆k < 1. Isso nos dá três maneiras deenarar esse Passo Externo, deresente, resente e onstante em relação ao PassoInterno.É também de nosso interesse observar e analisar o omportamento do Método MON-CAS sob essas ondições de Passo Externo.Indexaremos os algoritmos (Solvers) omo na Tabela 6.16.1.1 Padrão de busaComo menionado, vamos manter o Método de Busa Padrão om um padrão ons-tante. Apesar de o MONCAS permitir esse tipo de modi�ação, vamos manter essepadrão �xo para ele também.Tomaremos o Padrão omo sendo um onjunto minimal para geração do espaço E,todos om módulo unitário, mas tal que o primeiro vetor �ará sobreposto ao eixo



92 Problema Desrição
P0 Parabolóide
P1 Extended Powell singular funtion
P2 Griewank funtion
P3 Akley's funtion
P4 Generalized Swefel funtion
P5 Rotated Hyper Ellipsoid funtion
P6 Rastringin funtion
P7 Shwefel's funtion
P8 Trigonometri funtionTabela 6.2: Lista de Problemas para Avaliação de Métodos

x1, na parte positiva. O algoritmo usado foi desenvolvido fazendo uso da Fórmula(2.7).6.2 ProblemasForam seleionados 8 problemas tirados de 2 trabalhos. O primeiro trabalho é o deJorge J. Moré et al (MORé; GARBOW; HILLSTROM, 1981). Os demais problemasforam retirados de (OMRAN; MAHDAVI, 2008)As funções ou problemas são indexados por Pi e listados na Tabela 6.2.A seguir apresentamos as desrições dos problemas.



936.2.1 ParabolóideEsta função é lássia em matemátia e foi mantida simplesmente omo uma om-paração entre os problemas e métodos.
f (x) =

n∑

i=1

(
(xi)

2
)
.6.2.2 Extended Powell singular funtionObtida de (MORé; GARBOW; HILLSTROM, 1981), a função permite trabalharem um espaço R

n om n multiplo de 4.
m =

n

4
, i = 1, . . . , m

f4i−3 (x) = x4i−3 − 10x4i−2

f4i−2 (x) =
√

5 (x4i−1 − x4i)

f4i−1 (x) = (x4i−2 − 2x4i−1)
2

f4i (x) =
√

10 (x4i−3 − x4i) ,

f (x) =

m∑

i=1

(
(fi (x))2

)
.6.2.3 Griewank funtionObtida de (OMRAN; MAHDAVI, 2008), é de�nida para uma dimensão n qualquer.

f (x) =
1

4000

n∑

i=1

(
(xi)

2
)
−

n∏

i=1

(

cos

(
xi√

i

))

+ 1.Um esboço desta função é exibido na Figura 6.2.3.
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f (x) = −20exp−0.2

√
√
√
√

1

30

n∑

i=1

(
(xi)

2
)



−exp( 1

30

n∑

i=1

(cos (2πxi))

)

+20+exp (1)Um esboço desta função é exibido na Figura 6.2.4.6.2.5 Generalized Swefel funtionObtida de (OMRAN; MAHDAVI, 2008), é de�nida para uma dimensão n qualquer.
f (x) = −

n∑

i=1

(

xi sen
(√

|xi|
))

.
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100100Figura 6.2: Esboço da função de Akley para n = 2Um esboço desta função é exibido na Figura 6.2.5.6.2.6 Rotated Hyper-Ellipsoid funtionObtida de (OMRAN; MAHDAVI, 2008), é de�nida para uma dimensão n qualquer.
f (x) =

n∑

i=1





(
i∑

j=1

(xj)

)2


 .

Um esboço desta função é exibido na Figura 6.2.6.
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f (x) =

n∑

i=1

(
(xi)

2 − 10cos (2πxi) + 10
)
.Um esboço desta função é exibido na Figura 6.2.7.6.2.8 Shwefel's funtionObtida de (OMRAN; MAHDAVI, 2008), é de�nida para uma dimensão n qualquer.

f (x) =

n∑

i=1

(|xi|) +

n∏

i=1

(|xi|) .
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Figura 6.6: Esboço da função de Shwefel para n = 2Um esboço desta função é exibido na Figura 6.2.8.6.2.9 Trigonometri funtionObtida de (MORé; GARBOW; HILLSTROM, 1981), é de�nida para uma dimensão
n qualquer.

m = n, i = 1, . . . , m

fi (x) = n−
n∑

j=1

(cos (xj)) + i (1− cos (xi))− sen (xi) ,

f (x) =
m∑

i=1

(
(fi)

2
)
.Um esboço desta função é exibido na Figura 6.2.9.
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Figura 6.7: Esboço da função Trigonométia para n = 26.3 Dimensionamento dos problemasVárias das funções utilizadas permitem uma variação da dimensão do espaço Eu-lidiano E no qual se trabalha para se enontrar a solução. Daí iremos variar esteespaço para alguns valores de n, a �m que possa ser medido o desempenho dosmétodos sob várias ondições.Contudo algumas funções apresentam restrições quanto ao valor da dimensão n.Assim apresentaremos a Tabela 6.3 onde estão relaionados os valores de n e osproblemas aos quais eles serão apliados.Desta forma trabalhamos om duas amostras distintas. Em uma temos um totalde 5 métodos, 9 problemas (8 de teste real e 1 omo omparação) e 6 dimensõesde espaço. Na outra temos os mesmos 5 métodos, 3 problemas e 1 dimensão. Em
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n Problemas
n1 = 4 P0, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8

n2 = 8 P0, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8

n3 = 12 P0, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8

n4 = 16 P0, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8

n5 = 20 P0, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8

n6 = 24 P0, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8Tabela 6.3: Variação das dimensões dos problemas usados na análisetermos de espaços artesianos, isto signi�a que estamos trabalhando om dados dotipo (Si, Pj , nk)Desonsiderando o problema P0, temos um total de 240 linhas de dados para analisar.Cada linha ontendo 4 valores numérios a serem disriminados na Seção 6.5.6.4 Per�l de desempenhoNesta seção apresentaremos uma breve desrição de omo proeder à geração doper�l de desempenho.Per�l de Desempenho é uma metodologia de análise e omparação de algoritmos quese propõem a resolver um onjunto de problemas. Esta metodologia foi proposta porElizabeth E. Dolan e Jorge J. Moré em seu trabalho (DOLAN; MORé, 2002). E vemsendo utilizada omo uma ferramenta muito útil para se avaliar o omportamentodos algoritmos.A metodologia determina um onjunto de problemas a se trabalhar denominado de
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P e um onjunto de métodos (Solvers) que se propõe a resolvê-los denominado de S.Em geral são tomados onjuntos �nitos para a análise, apesar do onjunto de proble-mas poder ser, teoriamente, in�nito. A ardinalidade dos onjuntos, onsiderandoambos �nitos, é dada por np = #P e ns = #S.Neste ontexto é de�nida uma função de medida omputaional. Esta funçãoé uma medida de duração do proesso que leva, ou tenta hegar, à solução doproblema. A função é de�nida em termos do espaço artesiano P ×S, e geralmentedenotada por t (p, s) = tp,s , p ∈ P, s ∈ S. Esta função pode ser medida em termosde tempo, número de iterações, número de avaliações de função, et.De�nida tp,s, os autores formulam uma medida que denominam razão de desem-penho denotada por rp,s, é de�nida por:

rp,s =
tp,smin {tp,b | b ∈ S}

.A partir deste ponto, vamos montar uma função de orte sobre a razão de desem-penho r, e omo onsequênia, a medida omputaional t. Criaremos uma função
vs = vs (τ) dada por

vs (τ) = # {p ∈ P | rp,s ≤ τ} .Esta função é auxiliar e não onsta no artigo original, ontudo ela nos ajuda aformular melhor a probabilidade de um método s resolver o problema p om umarazão de desempenho máxima de τ . Isto é,
ρs (τ) =

vs (τ)

np

.O artigo (DOLAN; MORé, 2002) segue demonstrando propriedades e fatos sobre amétria da função ρs (τ). Estes tópios serão omitidos deste texto, pois utilizaremoso Per�l de Desempenho apenas omo uma ferramenta de análise.



1026.5 Referenial ténio e simulações numériasNesta seção apresentaremos os resultados brutos das simulações e apresentaremosalguns detalhes ténios omo linguaguem ou on�guração do omputador no quala simulação foi exeutada.Os métodos foram programados em linguaguem de programação C, utilizando om-pilador g e exeutados em sistema operaional Linux.Iniialmente os métodos foram testados utilizando a função f (x) =
n∑

i=1

(
(xi)

2
), issofoi feito para que os programas pudessem ser depurados, e pudéssemos ter umanoção do omportamento dos métodos em uma função extremamente suave.Alguns pontos relativos a idiossinrasias do ambiente omputaional devem ser men-ionados, juntamente om algumas onvenções adotadas, para que os dados brutostenham a orreta interpretação. Devido a uma limitação da linguagem, apesar desua veloidade, não foi possível omputar o tempo de exeução de alguns métodos. Osistema utilizado para medir o tempo tinha uma maração baseada em uma medidade lok da máquina. Esta medida era registada 1 000 000 de vezes por segundo.Métodos que tiveram um tempo de exeução inferior a 1× 10

−6 segundos obtiveramuma medida de lok igual a 0 (zero). Devido a esse pequeno problema, resolvemosmarar o tempo de exeução destes métodos omo sendo 9 × 10
−7 segundos. Aindaassim, nesta seção eles serão apresentados omo 0.Como onvenção da nossa programação, onvenionamos que todos os métodos ex-eutam pelo menos uma iteração. Contudo apresentaremos valores de 0 (zero) it-erações para alguns métodos. Isto signi�a que este método ativou a salvaguardaque limitava o número de iterações, isto é, este método falhou ao tentar resolver o



103Critério Valor Desrição
ǫ 1× 10−8 Erro (aproximado) admissível à resposta do problema

kmax 1× 105 Limite máximo de iterações aeitávelTabela 6.4: Dados sobre o limite de iterações e ritério de parada
problema em um número limitado de iterações.O valor da tolerânia do Critério de Parada foi mantido o mesmo para todos osmétodos, apesar de sua signi�ânia ser um pouo diferente. Isso não afeta sig-ni�ativamente o proesso pois estas signi�ânias dos ritérios de parada são ra-zoavelmente semelhantes, ou estão em uma região de on�ança aeitável. Os dadosrelativos a esses ritérios estão dispostos na Tabela 6.4.Todos os métodos foram testados a partir do mesmo ponto iniial xi = 2.1, i =

1, . . . , n. O simplex do Método Nelder-Mead foi onstruído usando as fórmulas daTabela 2.1, aresidas deste ponto iniial, utilizando um lado l = 1.0. Os métodosque fazem uso de um passo iniial foram exeutados om um valor ∆0 = 0.8.Uma última ressalva é quanto ao valor que foi obtido por ertas funções. Apesar determos feito uso de aritmétia de ponto �utuante om preisão dupla (uma variáveldo tipo double), os algarismos signi�ativos para análise extrapolaram a nossaneessidade de visualização. Trunamos estes valores de forma que ainda fossemsigni�ativos.Apresentamos nas Tabelas 6.6, 6.7, 6.8, 6.9, 6.10, 6.11 e 6.12 a lista destes valores.As olunas destas tabelas estão disriminadas na Tabela 6.5.
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nk Dimensão do Espaço
Pj Problema analisado
Si Método utilizado
nit Número de iterações utilizadas na simulação
t Tempo de exeução gasto na simulação

nav Número de avaliações de função feitas no método
fk, j, i Valor da função objetivo atingido pelo métodoTabela 6.5: Disriminação das Colunas dos resultados das simulações numérias.6.6 Desenvolvimento e análise sobre per�s de desempenhoProedemos, agora, ao desenvolvimento e análise de Per�s de Desempenho. Relem-brando a Seção 6.4, o per�l de desempenho é formulado sobre uma medida omputa-ional tp,s. Nossos ensaios nos permitiram gerar 3 (três) quantidades que podem seronsideradas medidas:

- Número de Iterações;- Tempo de Cálulo;- Número de Avaliações de Função.
A partir de ada uma delas, onstruiremos um grá�o de per�l que nos permitiráavaliar, visualmente, omo se omportam os métodos, um em relação ao outro.



105
nk Pj Si nit t nav fk, j, i

n1 P0 S1 85 0.000000 510 0.00000000000000
n1 P0 S2 134 0.000000 2220 0.00000000965924
n1 P0 S3 29 0.000000 196 0.00000000000000
n1 P0 S4 86 0.000000 544 0.00000000000000
n1 P0 S5 82 0.000000 538 0.00000000000000
n1 P1 S1 2505 0.000000 15030 0.00000000000025
n1 P1 S2 130 0.000000 2180 0.00000001027688
n1 P1 S3 2317 0.000000 13924 0.00000000000034
n1 P1 S4 1111 0.000000 6693 0.00000000000019
n1 P1 S5 1859 0.000000 11181 0.00000000000033
n1 P2 S1 114 0.000000 684 0.00739604033412
n1 P2 S2 111 0.000000 1840 0.00000000680171
n1 P2 S3 119 0.000000 754 0.00000000000000
n1 P2 S4 87 0.000000 949 0.00986467206101
n1 P2 S5 0 0.960000 1423078 0.54776783133465
n1 P3 S1 85 0.000000 510 1.57565102140100
n1 P3 S2 233 0.000000 3867 1.57565105454815
n1 P3 S3 28 0.000000 444 1.57565101666332
n1 P3 S4 28 0.000000 328 1.57565101666332
n1 P3 S5 28 0.000000 322 1.57565101666332
n1 P4 S1 105 0.000000 630 −15.78120650113730
n1 P4 S2 0 0.580000 1800000 −10.15297670819060
n1 P4 S3 99 0.010000 1195 −15.78120650113730
n1 P4 S4 86 0.000000 667 −15.78120650113730
n1 P4 S5 83 0.000000 862 −15.78120650113730
n1 P5 S1 637 0.000000 3822 0.00000000000000
n1 P5 S2 118 0.000000 1984 0.00000001272849
n1 P5 S3 28 0.000000 184 0.00000000000000
n1 P5 S4 28 0.000000 184 0.00000000000000
n1 P5 S5 28 0.000000 309 0.00000000000000
n1 P6 S1 74 0.000000 444 15.91932476312179
n1 P6 S2 0 0.600000 1799976 17.42081704883353
n1 P6 S3 0 0.580000 1599998 0.00000000000000
n1 P6 S4 79 0.000000 915 15.91932476312180
n1 P6 S5 29 0.000000 232 0.00000000000000
n1 P7 S1 4017 0.000000 24102 0.00000270271838
n1 P7 S2 255 0.000000 4202 0.00000002033071
n1 P7 S3 29 0.000000 227 0.00000000000000
n1 P7 S4 86 0.000000 554 0.00000001564760
n1 P7 S5 77 0.000000 541 0.00000002922678Tabela 6.6: Resultados das simulações numérias.
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nk Pj Si nit t nav fk, j, i

n1 P8 S1 251 0.000000 1506 0.00030282411489
n1 P8 S2 119 0.000000 1991 0.00000000870715
n1 P8 S3 774 0.010000 4754 0.00030282411489
n1 P8 S4 218 0.000000 2695 0.00000000000000
n1 P8 S5 73 0.000000 475 0.00000000000000

n2 P0 S1 177 0.000000 1770 0.00000000000000
n2 P0 S2 235 0.000000 6302 0.00000000946284
n2 P0 S3 167 0.000000 1708 0.00000000000000
n2 P0 S4 138 0.000000 1428 0.00000000000000
n2 P0 S5 144 0.000000 1497 0.00000000000000
n2 P1 S1 6576 0.010000 65760 0.00000000000058
n2 P1 S2 275 0.010000 7358 0.00000000750687
n2 P1 S3 4375 0.010000 43831 0.00000000000083
n2 P1 S4 5740 0.010000 57512 0.00000000000046
n2 P1 S5 5419 0.020000 54257 0.00000000000065
n2 P2 S1 661 0.010000 6610 0.00739604033412
n2 P2 S2 218 0.000000 5832 0.00000000684851
n2 P2 S3 29 0.000000 328 0.00000000000000
n2 P2 S4 208 0.010000 2180 0.00000000000000
n2 P2 S5 0 2.310000 2150011 0.00814959859774
n2 P3 S1 172 0.000000 1720 1.41267666990463
n2 P3 S2 444 0.010000 11922 1.41267668710179
n2 P3 S3 29 0.000000 796 1.41267665639409
n2 P3 S4 131 0.000000 1496 1.41267666450825
n2 P3 S5 79 0.000000 1017 1.41267666518264
n2 P4 S1 211 0.000000 2110 −31.56241300227460
n2 P4 S2 0 1.900000 3000000 −18.98110468163053
n2 P4 S3 160 0.000000 2734 −31.56241300227457
n2 P4 S4 129 0.000000 1927 −31.56241300227460
n2 P4 S5 148 0.000000 2150 −31.56241300227460
n2 P5 S1 4057 0.020000 40570 0.00000000000005
n2 P5 S2 209 0.000000 5781 0.00000001112119
n2 P5 S3 3270 0.020000 32738 0.00000000000006
n2 P5 S4 3038 0.010000 30418 0.00000000000004
n2 P5 S5 3041 0.020000 30466 0.00000000000005
n2 P6 S1 142 0.000000 1420 36.81341957745945
n2 P6 S2 0 1.770000 2999985 36.56266083702262
n2 P6 S3 0 2.000000 2457166 27.63149410663152
n2 P6 S4 212 0.000000 3526 0.00000000000002
n2 P6 S5 0 1.980000 2733329 40.61996739917827Tabela 6.7: Resultados das simulações numérias.
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nk Pj Si nit t nav fk, j, i

n2 P7 S1 239 0.000000 2390 0.18050520734063
n2 P7 S2 492 0.000000 13140 0.00000001966018
n2 P7 S3 197 0.000000 2071 0.01654789282096
n2 P7 S4 144 0.000000 1510 0.00000164660182
n2 P7 S5 121 0.000000 1330 0.00104040284745
n2 P8 S1 513 0.020000 5130 0.00000000000000
n2 P8 S2 0 9.410000 2999603 0.00493240421366
n2 P8 S3 1912 0.150000 39663 0.00013564721929
n2 P8 S4 1168 0.090000 24224 0.00013564721929
n2 P8 S5 132 0.000000 1378 0.00000000000000

n3 P0 S1 308 0.000000 4312 0.00000000000000
n3 P0 S2 390 0.000000 14222 0.00000000696077
n3 P0 S3 169 0.000000 2434 0.00000000000000
n3 P0 S4 282 0.000000 4016 0.00000000000000
n3 P0 S5 236 0.000000 3398 0.00000000000000
n3 P1 S1 15315 0.070000 214410 0.00000000000125
n3 P1 S2 423 0.010000 15595 0.00000000742352
n3 P1 S3 11682 0.060000 163687 0.00000000000108
n3 P1 S4 11261 0.070000 157796 0.00000000000122
n3 P1 S5 14313 0.080000 200523 0.00000000000109
n3 P2 S1 1250 0.020000 17500 0.00739604033413
n3 P2 S2 337 0.020000 12388 0.00000000994335
n3 P2 S3 1052 0.020000 14782 0.00000000000000
n3 P2 S4 0 4.660000 2949999 0.25786110710847
n3 P2 S5 0 4.650000 2949998 0.21004538569864
n3 P3 S1 294 0.000000 4116 1.22645713806817
n3 P3 S2 709 0.030000 26028 1.22645714217046
n3 P3 S3 166 0.000000 2511 1.22645713747460
n3 P3 S4 193 0.000000 2929 1.22645714174250
n3 P3 S5 188 0.010000 2818 1.22645714707874
n3 P4 S1 397 0.000000 5558 −47.34361950341179
n3 P4 S2 0 3.780000 4200000 −27.62010831564202
n3 P4 S3 265 0.010000 7556 −47.34361950341189
n3 P4 S4 188 0.010000 5341 −47.34361950341189
n3 P4 S5 196 0.000000 5573 −47.34361950341190
n3 P5 S1 15132 0.170000 211848 0.00000000000026
n3 P5 S2 363 0.010000 13748 0.00000000608385
n3 P5 S3 10519 0.130000 147347 0.00000000000028
n3 P5 S4 11433 0.130000 160130 0.00000000000028
n3 P5 S5 11031 0.140000 154515 0.00000000000025Tabela 6.8: Resultados das simulações numérias.
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nk Pj Si nit t nav fk, j, i

n3 P6 S1 194 0.000000 2716 52.73274434058121
n3 P6 S2 0 3.720000 4199963 51.44232884367537
n3 P6 S3 291 0.000000 4667 0.00000000000014
n3 P6 S4 443 0.010000 7799 0.00000000000004
n3 P6 S5 36 0.000000 765 0.00000000000000
n3 P7 S1 264 0.000000 3696 0.23482689823779
n3 P7 S2 780 0.000000 28502 0.00000001918968
n3 P7 S3 49 0.000000 1386 0.00000250149344
n3 P7 S4 202 0.000000 2940 0.01440511710686
n3 P7 S5 196 0.000000 2862 0.06748186463655
n3 P8 S1 6359 0.570000 89026 0.00000406582526
n3 P8 S2 0 26.310000 4199020 0.00186943302750
n3 P8 S3 2708 0.260000 38138 0.00003027047184
n3 P8 S4 534 0.040000 7607 0.00038281189486
n3 P8 S5 674 0.140000 19497 0.00000000000000

n4 P0 S1 308 0.000000 5544 0.00000000000000
n4 P0 S2 555 0.010000 25628 0.00000000794979
n4 P0 S3 296 0.000000 5416 0.00000000000000
n4 P0 S4 223 0.000000 4102 0.00000000000000
n4 P0 S5 281 0.010000 5180 0.00000000000000
n4 P1 S1 23704 0.190000 426672 0.00000000000175
n4 P1 S2 589 0.010000 27592 0.00000000771540
n4 P1 S3 17120 0.150000 308340 0.00000000000172
n4 P1 S4 17362 0.160000 312680 0.00000000000159
n4 P1 S5 17450 0.160000 314206 0.00000000000198
n4 P2 S1 2468 0.090000 44424 0.00739604033413
n4 P2 S2 446 0.030000 21046 0.00000001052703
n4 P2 S3 2240 0.080000 40390 0.00000000000000
n4 P2 S4 299 0.010000 5530 0.00000000000000
n4 P2 S5 2204 0.080000 39743 0.00000000000000
n4 P3 S1 315 0.000000 5670 1.01367698197737
n4 P3 S2 977 0.060000 45308 1.01367698353127
n4 P3 S3 433 0.010000 7987 1.01367697902704
n4 P3 S4 382 0.010000 7136 1.01367697264014
n4 P3 S5 331 0.010000 6179 1.01367697287448
n4 P4 S1 456 0.010000 8208 −63.12482600454901
n4 P4 S2 0 6.350000 5400000 −36.17479161043264
n4 P4 S3 584 0.030000 21486 −63.12482600454882
n4 P4 S4 389 0.020000 14263 −63.12482600454909
n4 P4 S5 491 0.030000 18037 −63.12482600454885Tabela 6.9: Resultados das simulações numérias.
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nk Pj Si nit t nav fk, j, i

n4 P5 S1 33152 0.730000 596736 0.00000000000083
n4 P5 S2 503 0.030000 23872 0.00000000685438
n4 P5 S3 24469 0.570000 440530 0.00000000000073
n4 P5 S4 27100 0.630000 487870 0.00000000000075
n4 P5 S5 14558 0.340000 262183 0.00000000000064
n4 P6 S1 373 0.010000 6714 68.65206910370300
n4 P6 S2 0 6.300000 5399924 92.73994601641932
n4 P6 S3 37 0.000000 1062 0.00000000000000
n4 P6 S4 0 5.040000 4499979 0.00000000000000
n4 P6 S5 29 0.000000 679 0.00000000000000
n4 P7 S1 772 0.000000 13896 0.00008417660057
n4 P7 S2 1053 0.020000 48792 0.00000002399222
n4 P7 S3 235 0.000000 4497 0.00294671602861
n4 P7 S4 202 0.000000 4021 0.00014688721405
n4 P7 S5 194 0.000000 3937 0.00004830911788
n4 P8 S1 3469 0.660000 62442 0.00003493473194
n4 P8 S2 0 56.500000 5397923 0.00146317834984
n4 P8 S3 1789 0.360000 32598 0.00003493473197
n4 P8 S4 452 0.090000 8306 0.00000000000000
n4 P8 S5 995 0.420000 36720 0.00000000000000

n5 P0 S1 715 0.010000 15730 0.00000000000000
n5 P0 S2 721 0.010000 40094 0.00000000941281
n5 P0 S3 260 0.000000 5828 0.00000000000000
n5 P0 S4 521 0.010000 11570 0.00000000000000
n5 P0 S5 322 0.010000 7192 0.00000000000000
n5 P1 S1 34381 0.400000 756382 0.00000000000378
n5 P1 S2 777 0.010000 43923 0.00000001149362
n5 P1 S3 30524 0.420000 671750 0.00000000000293
n5 P1 S4 24517 0.330000 539735 0.00000000000368
n5 P1 S5 24770 0.340000 545200 0.00000000000245
n5 P2 S1 4215 0.210000 92730 0.00739604033413
n5 P2 S2 622 0.070000 34663 0.00000000568240
n5 P2 S3 3767 0.210000 82960 0.00000000000000
n5 P2 S4 266 0.020000 6032 0.00000000000000
n5 P2 S5 3011 0.150000 66329 0.00000000000000
n5 P3 S1 639 0.020000 14058 0.77054780344068
n5 P3 S2 1348 0.100000 75196 0.77054779827758
n5 P3 S3 410 0.020000 9262 0.77054779974476
n5 P3 S4 275 0.010000 6461 0.77054780308046
n5 P3 S5 799 0.030000 17791 0.77054780658452Tabela 6.10: Resultados das simulações numérias.
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nk Pj Si nit t nav fk, j, i

n5 P4 S1 1165 0.040000 25630 −78.90603250568600
n5 P4 S2 0 9.770000 6599980 −44.68180845873814
n5 P4 S3 729 0.060000 32677 −78.90603250568577
n5 P4 S4 1199 0.110000 53646 −78.90603250568411
n5 P4 S5 989 0.090000 44252 −78.90603250568572
n5 P5 S1 59233 2.240000 1303126 0.00000000000197
n5 P5 S2 668 0.060000 38464 0.00000001090858
n5 P5 S3 48048 1.930000 1057164 0.00000000000186
n5 P5 S4 41618 1.660000 915725 0.00000000000205
n5 P5 S5 48657 1.910000 1070604 0.00000000000200
n5 P6 S1 681 0.020000 14982 84.57139386682532
n5 P6 S2 0 9.720000 6599837 116.15217507143724
n5 P6 S3 237 0.010000 5591 0.00000000000006
n5 P6 S4 0 7.710000 5599975 0.00000000000000
n5 P6 S5 527 0.020000 11934 0.00000000000017
n5 P7 S1 401 0.000000 8822 0.01085561980865
n5 P7 S2 1389 0.030000 77782 0.00000002223773
n5 P7 S3 184 0.000000 4620 0.00038718387194
n5 P7 S4 33 0.000000 1427 0.00000000000000
n5 P7 S5 32 0.000000 1726 0.00000000000000
n5 P8 S1 15175 5.310000 333850 0.00000000000002
n5 P8 S2 0 103.200000 6596723 0.00072079789643
n5 P8 S3 545 0.200000 12570 0.00000000000000
n5 P8 S4 739 0.270000 16606 0.00000000000000
n5 P8 S5 53678 18.880000 1181091 0.00000020674376

n6 P0 S1 1064 0.020000 27664 0.00000000000000
n6 P0 S2 888 0.020000 57977 0.00000001265945
n6 P0 S3 827 0.020000 21630 0.00000000000000
n6 P0 S4 637 0.010000 16741 0.00000000000000
n6 P0 S5 665 0.010000 17544 0.00000000000000
n6 P1 S1 47763 0.780000 1241838 0.00000000000360
n6 P1 S2 992 0.020000 65027 0.00000000635679
n6 P1 S3 40362 0.740000 1049722 0.00000000000473
n6 P1 S4 38604 0.700000 1004048 0.00000000000436
n6 P1 S5 34129 0.620000 887670 0.00000000000288
n6 P2 S1 8563 0.640000 222638 0.00000000000000
n6 P2 S2 791 0.140000 51350 0.00000000704197
n6 P2 S3 4457 0.340000 115984 0.00000000000000
n6 P2 S4 364 0.020000 9676 0.00000000000000
n6 P2 S5 7140 0.530000 185743 0.00000000000000Tabela 6.11: Resultados das simulações numérias.



111
nk Pj Si nit t nav fk, j, i

n6 P3 S1 891 0.040000 23166 6.30173362513613
n6 P3 S2 1627 0.180000 105876 0.49274091967089
n6 P3 S3 592 0.030000 15728 0.49274093086275
n6 P3 S4 822 0.030000 21757 0.49274092152922
n6 P3 S5 805 0.040000 21186 0.49274093025696
n6 P4 S1 1582 0.070000 41132 −94.68723900682325
n6 P4 S2 0 13.360000 7799976 −53.15839694079122
n6 P4 S3 1009 0.110000 53316 −94.68723900682348
n6 P4 S4 1184 0.140000 62604 −94.68723900682294
n6 P4 S5 914 0.100000 48304 −94.68723900682262
n6 P5 S1 94446 5.700000 2455596 0.00000000000453
n6 P5 S2 878 0.120000 59016 0.00000000678411
n6 P5 S3 58430 3.630000 1519308 0.00000000000313
n6 P5 S4 71053 4.410000 1847506 0.00000000000478
n6 P5 S5 54783 3.400000 1424536 0.00000000000268
n6 P6 S1 649 0.030000 16874 100.49071862994784
n6 P6 S2 0 13.390000 7799728 136.39258835038919
n6 P6 S3 273 0.020000 7585 0.00000000000004
n6 P6 S4 0 10.750000 6699985 0.00000000000000
n6 P6 S5 408 0.020000 11059 0.00000000000009
n6 P7 S1 485 0.000000 12610 1.44816208220457
n6 P7 S2 1698 0.050000 110989 0.00000003310026
n6 P7 S3 72 0.010000 2794 0.00000014769229
n6 P7 S4 32 0.000000 1749 0.00000000000000
n6 P7 S5 31 0.000000 1619 0.00000000000000
n6 P8 S1 0 57.550000 2600000 0.00000000001863
n6 P8 S2 0 169.860000 7794333 0.00100030568326
n6 P8 S3 12835 7.430000 334408 0.00000346424169
n6 P8 S4 976 0.570000 25665 0.00000000000000
n6 P8 S5 998 0.590000 26198 0.00000000000000Tabela 6.12: Resultados das simulações numérias.



1126.6.1 Comentários téniosCriamos um programa, em linguagem C, para nos ajudar a ompilar os dados brutosapresentados anteriormente. Este programa exeutou o álulo da razão de desem-penho para ada um dos métodos em ada um dos problemas seleionados. Foramfeitos 6 grá�os para ada medida, relaionados às dimensões n1, n2, . . . , n6 sob asquais os problemas foram alulados.Os grá�os foram montados om o auxílio do programa Matlab.6.6.2 Grá�os de per�sNesta seção apresentamos os grá�os para as três medidas, Número de Iterações,Tempo (medido em segundos) e Número de Avaliações de Função.Os per�s om medida baseada em Número de Iterações são exibidos nas Figuras 6.8,6.9 e 6.10. Os baseados em Tempo estão dispostos nas Figuras 6.11, 6.12 e 6.13. Osper�s baseados no número de Avaliações de Função são mostrados nas Figuras 6.14,6.15 e 6.16.A montagem dos pe�s de desempenho levou apenas em onsideração os Proble-mas P1, . . . , P8, exluindo o problema do Parabolóide. Isto oorreu para avaliar oomportamentto em funções nào-onvexas.O omportamento do MONCAS para o referido problema pode ser avaliado a partirdas tabelas de dados brutos.
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MONCAS LinearFigura 6.12: Per�l de Desempenho Baseado em Tempo para dimensões n3 (esquerda)e n4 (direita).
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MONCAS LinearFigura 6.13: Per�l de Desempenho Baseado em Tempo para dimensões n5 (esquerda)e n6 (direita).
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MONCAS LinearFigura 6.14: Per�l de Desempenho Baseado em Número de Avaliações de Funçãopara dimensões n1 (esquerda) e n2 (direita).
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MONCAS LinearFigura 6.15: Per�l de Desempenho Baseado em Número de Avaliações de Funçãopara dimensões n3 (esquerda) e n4 (direita).
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MONCAS LinearFigura 6.16: Per�l de Desempenho Baseado em Número de Avaliações de Funçãopara dimensões n5 (esquerda) e n6 (direita).6.6.3 Alta variação do per�l gerado por medição de tempoObservamos um per�l extremamente mal-esalonado ao se usar a medida de tempofísio para uma estimativa do tempo omputaional. Isto se deve ao fato da rápidaonvergênia a um ponto estaionário, em alguns problemas, levando a um tempoalulado muito baixo (9× 10−7).Por exemplo, qualquer método que levou 0.9 segundo para resolver o problema temuma razão

rp,s =
0.9

9× 10−7
= 1× 106.A existênia destes valores demonstra que os métodos empregados estão em umaategoria de alta e�iênia, o que põe o nosso método em posição de ompetiçãoom os demais.



1186.7 Análise dos resultadosAo analisarmos os grá�os observamos que, em todos eles, o Método MONCASatinge o valor de probabilidade 1.0 de se obter uma estimativa ao minimizadordentro do limite máximo de iterações.Se desonsiderarmos os grá�os relativos às medidas de tempo (tempo físio medidoem segundos) podemos observar que o Método MONCAS sempre tem pelo menosuma estratégia que apresenta e�iênia superior, além de sua robustez.Esta e�iênia se alterna entre os três tipos de funções que de�nem o Passo Externo.A alternânia oorre om mudanças de medida tomada e dimensão dos problemas.Este dado é interessante e deve ser levado em onsideração em estudos futurosfoados na determinação de um Passo Externo ótimo.Um omentário pertinente que surge ao se defrontar o pseudo-ódigo do métodoMONCAS om os per�s de desempenho para a medida de número de avaliações defunção, é que era de se esperar que o número de avaliações de função dentro dométodo fosse, em média, próximo do dobro do número obtido pelo Método de BusaPadrão.Contudo podemos observar que há um ganho de e�iênia do Método MONCASneste sentido. Isso é, muito provavelmente, devido ao uso do aso de DeaimentoMelhorado.Em resumo, podemos notar que esta estratégia de Análise por Seantes e a esolhade um Passo Externo, as quais o MONCAS emprega, é robusta e e�iente, sendouma boa esolha para minimizar uma função menos regular.



1196.8 Passo Externo e dimensão do espaço EDurante o proesso de análise por per�s de desempenho utilizamos per�s distintospara ada uma das dimensões sob as quais exeutamos as simulações numérias.Ao analisarmos estes per�s notamos que as variações do MONCAS (diferindo apenasom o tipo da função de atualização do Passo Externo) não obtiveram resultadossemelhantes de dimensão para dimensão.Visto isso, apresentamos um breve levantamento do omportamento dos Passos Ex-ternos em ontraste om a dimensão a que foi apliado. Neste ponto, preferimosutilizar uma metodologia diferente da que foi utilizada anteriormente.Ao invés de onstruirmos um novo per�l de desempenho, utilizamos uma medida denúmero médio de avaliações de função por dimensão para visualizar este omporta-mento. Porém a tabela de resultados das simulações numérias mostra que há asosde falha, no sentido que a salvaguarda para número de iterações foi atingida.Devido a esta questão, deidimos separar a análise em dois asos:- Avaliações em falha não são ontabilizadas;- Avaliações em falha são ontabilizadas.Para avaliações que não ontabilizamos as avaliações para um proedimento quefalhou, exibimos a Tabela 6.13 que relaiona a dimensão do espaço E e o tipo dePasso Externo para o número de suessos do método. Na Tabela 6.14 exibimos amédia do número de avaliações de função em ada dimensão. A Figura 6.17 mostraum grá�o destes dados.



120 P.E. Exponenial P.E. em Raiz P.E. Linear
n1 7 8 7
n2 7 8 6
n3 8 7 7
n4 8 7 8
n5 8 7 8
n6 8 7 8Tabela 6.13: Número de términos bem suedido por Passo Externo e dimensão.

P.E. Exponenial P.E. em Raiz P.E. Linear
n1 231640.00 2028.5 205285.71
n2 368475.29 15349.13 828986.33
n3 47509.25 470648.71 476650.14
n4 107111.25 762826.43 85973.00
n5 234573.00 1019943.86 367365.88
n6 387355.63 1381855.71 325789.38Tabela 6.14: Média de número de avaliações de função por Passo Externo e dimen-são.

P.E. Exponenial P.E. em Raiz P.E. Linear
n1 3068.86 2028.50 1988.86
n2 368475.29 15349.13 470651.17
n3 47509.25 49220.29 55221.86
n4 107111.25 119972.29 85973.00
n5 234573.00 219947.43 367365.88
n6 387355.63 424715.00 325789.38Tabela 6.15: Média de número de avaliações de função por Passo Externo e dimen-são.
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Figura 6.17: Grá�o de média de número de avaliações de função por dimensão doespaço onsiderando asos de salvaguarda.
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Figura 6.18: Grá�o de média de número de avaliações de função por dimensão doespaço desonsiderando asos de salvaguarda.Para a análise sobre os asos onde não foram atingidos o número máximo de iteraçõesainda onsideramos a Tabela 6.13. Mas o valor da média é alterado (uma vez quenão há ontagem de avaliações de função para os ensaios desonsiderados). A tabeladesta nova média é apresentada em 6.15. Seu grá�o é esboçado na Figura 6.18.As duas formas diferem no seguinte sentido: ao ontabilizarmos o número de avali-ações de função para os asos onde se atingiu a salvaguarda do método estamosaresentando a araterístia de robustez ao grá�o. Com isto, o grá�o do aso deanálise feita desonsiderando tais asos torna-se puramente um grá�o de e�iênia.Ao ontrastarmos os dois grá�os perebemos que o Passo Externo Linear se apre-senta omo um opção muito instável para o método, uma vez que ele apresenta umainlinação muito variável de dimensão a dimensão.



123Podemos ainda pereber que o Passo Externo em Raiz Quadrada, além de robustez,perde e�iênia a medida que aumentamos a dimensão do problema. Vistos estesdois pontos, somos levados a onsiderar o Passo Externo Exponenial omo umaprimeira opção mais viável para exeutarmos o MONCAS.
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7 CONCLUSÕES
Neste trabalho apresentamos o método de busa direta1 MONCAS, que faz uso deuma nova estratégia de abordagem de solução para problemas de otimização nãolinear om funções de vários ótimos.Essa nova estratégia é omposta de dois pontos prinipais:- Utilização de um segundo parâmetro de passo;- Utilização de seantes para analisar omportamento de variações da função.que são utilizados em onjunto om argumentos presentes no Método de BusaPadrão e Método Nelder-Mead.O Método utiliza omo um de seus parâmetros uma função que atualiza o valordo segundo parâmetro de passo (passo externo). Exeutamos simulações numéri-1Este pode ser lassi�ado omo método de busa direta, uma vez que em todo o desenvolvi-mento do método não assumimos a existênia de derivadas em qualquer ponto da função. Tãopouo assumimos que as funções se restringem a um modelo onde ontinuidade ou suavidade sãoassumidas presentes.



125as para observar o omportamento de minimização em três variações deste passoexterno:- Passo externo om uma função exponenial;- Passo externo om uma função radiial;- Passo externo om uma função linear.Comparamos seus resultados om simulações exeutadas utilizando os métodos deBusa Padrão e Nelder-Mead.A partir dos dados gerados por essa metodologia podemos ver que o Método MON-CAS, em pelo menos uma de estratégias de Passo Externo adotadas, obteve altíssimarobustez e uma e�iênia muito boa em omparação om os outros dois métodosanalisados. A análise destes dados sugere que a estratégia de passo é também umafunção da dimensão do espaço E.Contudo, ao analisarmos os per�s de desempenho referentes ao número de avaliaçõesde função, perebemos que a estratégia de passo externo exponenial apresentadesempenho superior. Ele não só apresenta e�iênia bem ompetitiva omo tambématinge robustez máxima em um número maior de grá�os de per�l que as demaisestratégias.O fato de termos obtido uma e�iênia alta na medida de número de avaliações defunção nos mostrou que a análise de asos que resultam em deaimento melhoradose mostrou extremamente e�iente em enontrar um ponto �xo mais rapidamente.Por outro lado, os diagramas onstruídos na medida tempo nos indiam que há umusto omputaional alto ao se esolher uma estratégia de passo externo inadequada



126para o problema que se deseja trabalhar. Dito isso, podemos reforçar elementos sobrea disussão do passo externo levantados ao �nal do Capítulo 5, onde questionamosa possibilidade de o passo externo depender das araterístias loais da função.Mesmo podendo ser imensamente aprofundado em várias vertentes de pesquisa, taisomo Variação de Passo Externo, Medidas de Profundidade de Vale e Utilização deMemória em Autoanálise entre outras, podemos notar que o Método MONCAS seapresenta omo uma ferramenta poderosa para a otimização não linear.
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