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Agradeço à orientadora Luziane Ferreira de Mendonça, pelas valiosas sugestões, correções e
adaptações.

Agradeço também:

• Aos professores Haroldo Clark, Ivo Lopez, Marcello Goulart e Mauro Rincon pelas aulas
que nos foram dadas durante o curso.

• Aos colegas de Mestrado: Cristiane, Mauro, Nilda, Rodolfo e Ronaldo.

• Aos grandes mestres da humanidade que de alguma forma contribúıram ou contribuem
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Resumo

TOMAN, Alexandre. Reconhecimento de padrões ocultos em imagens via otimização
do valor ordenado. Rio de Janeiro, 2009. Dissertação (Mestrado em Informática)- Núcleo de
Computação Eletrônica/Instituto de Matemática, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio
de Janeiro, 2009

Neste trabalho aplicamos a abordagem de otimização do valor ordenado (OVO) para
o problema do reconhecimento facial. Essa nova abordagem permite que durante a estratégia
de reconhecimento facial, o ajuste da imagem-teste (utilizando transformações geométricas de
rotação e deslocamento) seja realizado levando em consideração o número de imagens de um
mesmo indiv́ıduo que estão presentes no banco. Foram utilizadas duas abordagens: na primeira
usamos a abordagem OVO, e na segunda a abordagem OVO acoplado à técnica PCA (Análise dos
Componentes Principais). O desempenho de ambas foi verificado por meio de testes numéricos
para um banco de 24, 32 e 120 imagens.

Palavras-chave: Otimização do Valor Ordenado. Análise dos Componentes Principais. Padrões
Ocultos.
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Abstract

TOMAN, Alexandre. Reconhecimento de padrões ocultos em imagens via otimização
do valor ordenado. Rio de Janeiro, 2009. Dissertação (Mestrado em Informática)- Núcleo de
Computação Eletrônica/Instituto de Matemática, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio
de Janeiro, 2009

In this work the Order Value Optimization (OVO) approach is applied for the
face recognition problem. In this new approach, the image-test adjustments (by rotation and
displacement transformations) is made taking into account the pictures number of the same
person that are present in the image set. Two approaches are presented: OVO approach and
OVO approach with PCA technique (Principal Component Analysis). The performance of both
approaches was compared by numerical tests using a set of 24, 32, and 120 images.

Keywords: Order Value Optimization. Principal Component Analysis. Hidden Patterns.
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Caṕıtulo 1

Reconhecimento Facial

1.1 Histórico

É notória a capacidade humana de realizar com sucesso o reconhecimento de uma face nas
situações mais variadas1, mas a automatização desse processo é uma área em franca expansão. O
reconhecimento facial é uma das várias vertentes da biometria, e esta tem a proposta de processar
e reconhecer a identidade de uma pessoa a partir de suas caracteŕısticas faciais. Nos últimos anos,
têm sido desenvolvidos os mais importantes e bem sucedidos métodos de reconhecimento facial
impulsionados pelo aperfeiçoamento dos programas e softwares ao longo dos últimos 30 anos, e
pela demanda do comércio e de organizações de combate ao crime.

Aplicações novas e até futuristas já estão surgindo em diversas áreas, como por exemplo na
área de educação, colaborando com o controle da frequência dos alunos e ajudando na diminuição
de fraudes no ambiente escolar [57]. Como diversas secretarias de educacão em várias partes do
mundo pretendem implementar sistemas de reconhecimento facial nas escolas de sua rede de
ensino (inclusive a Secretaria de Educação do Estado do Rio de Janeiro), os aperfeiçoamentos
do sistema são essenciais para a segurança das pessoas, do ambiente escolar e consequentemente,
na qualidade de ensino e aprendizado. Tais métodos também estão sendo aplicados no caso da
educação à distância [19], facilitando o acesso de usuários e mantendo a segurança e a privacidade.

As pesquisas teóricas e computacionais sobre reconhecimento facial e temas correlatos estão
presentes nas mais diversas áreas do conhecimento, tais como, reconhecimento de padrões, pro-
cessamento de imagens, neurociência, psicologia, etc.

Os mais antigos trabalhos sobre reconhecimento facial foram elaborados nos anos 50 (em
1954 mais precisamente) na área de psicologia [18] e nos anos 60 na área de engenharia [15].
Entretanto, o “boom” sobre o assunto ocorreu nos anos 70 com a publicação dos artigos [37, 38],
que versam, principalmente sobre identificação de pessoas através de computadores. Ainda nessa

1No Apêndice há a descrição de casos raros onde o cérebro humano não realiza o reconhecimento facial com
sucesso.
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década, algumas aplicações foram estudadas levando em consideração atributos mensuráveis e
caracteŕısticas (distância entre pontos) das faces ou caricaturas (biometria) [15].

Ao longo dos últimos 30 anos tal área prosseguiu em franca expansão e as técnicas desenvolvi-
das para a resolução do problema do reconhecimento facial se expandiram, devido as aplicações
que cada vez mais eram viśıveis. São inumeros os trabalhos sobre a determinação da identi-
dade [8]; expressões faciais, movimento e sinais sociais [21]; fatores de est́ımulo [14]; interação
de est́ımulo e fatores subjetivos [24]; debates sobre representação facial [13]; familiaridade e
reconhecimento facial sobre inconsistências fotométricas [16]; etc.

Esses trabalhos geraram métodos que fazem o reconhecimento automaticamente para pro-
blemas como:

• localizar uma face2 em meio a uma imagem dada ou em um video clip3.

• extração de caracteŕısticas particulares (olhos, boca, orelhas, etc.)

1.1.1 Descrição da área

Um dos fatores de maior contribuição para o interesse nesta área foi o aumento de atividades
criminais. A necessidade de se identificar pessoas de forma segura e eficaz é crescente. Uma das
maneiras de se determinar essa identidade é o uso de suas caracteŕısticas fisiológicas e compor-
tamentais, as quais caracterizam a biometria (que é única de pessoa para pessoa e muito dif́ıcil
de ser reproduzida). Geralmente, os sistemas biométricos incluem:

• reconhecimento facial;

• identificação por impressão digital;

• reconhecimento da voz;

• análise da ı́ris;

• identificação pela geometria das mãos.

O diferencial do reconhecimento facial em relação aos demais é o fato de não haver necessidade
da cooperação da pessoa para que sua face seja capturada e haja a tentativa de identificação
(como o caso de uma criança desaparecida, por exemplo). Isto não é posśıvel com os outros
sistemas biométricos, como a análise da ı́ris [51].

2A detecção de faces não deve ser confundida com o reconhecimento facial, cujo trabalho é descobrir a identi-
dade de uma face, embora frequentemente ambos os sistemas sejam encontrados juntos.

3Um exemplo muito difundido dessa técnica nos dias atuais é o recurso denominado face detection, presente
nas câmeras fotográficas digitais.
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Entretanto realizar tal reconhecimento se torna um problema dif́ıcil graças às condições em
que as faces são apresentadas (como o posicionamento de uma pessoa ou em uma imagem em
que há pouco iluminação na região da face).

Ao se observar o conjunto de caracteŕısticas no espaço da imagem, verifica-se que este é não
linear e não convexo [12].

NÃO FACES

FACES

Figura 1.1: Conjunto de caracteŕısticas de não faces×faces.

Alguns estudos sobre reconhecimento facial indicam que a performance de vários métodos
é extremamente prejudicada quando se muda a luminosidade do ambiente, a postura, e outros
fatores [20]. Os itens a seguir descrevem os principais problemas encontrados:

• Larga variabilidade na aparência facial- A aparência da face está sempre sujeita a
uma grande número de fatores, incluindo a pose da face (ou equivalentemente, o ponto de
vista da câmera), iluminação, expressão facial, etc. Todos esses fatores são confundidos no
banco de dados das imagens. Esta variabilidade traz dificuldades na extração intŕınsica de
informações.

• A não linearidade das variedades são altamente complexas - Em geral, são utiliza-
dos métodos que projetam os dados de um espaço de alta dimensão (o espaço de imagens)
para um subespaço linear de menor dimensão. Estes métodos não preservam, em geral, as
variações não convexas das variedades faciais necessárias para diferenciar indiv́ıduos. Em
um subespaço linear, a distância euclidiana e mais especificamente, a distância de Maha-
lanobis (distância a ser definida no Caṕıtulo 4) [54], que são as normalmente utilizadas
para a modelagem, não funcionam bem entre variedades de faces e não-faces e entre va-
riedades de indiv́ıduos. Este fato crucial limita o poder dos métodos lineares para atingir
alta exatidão na detecção facial e reconhecimento.
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• Alta dimensionalidade e pequeno tamanho da amostragem - Outro desafio é a
habilidade para generalizar. Uma imagem canônica de 112 × 92 reside em um espaço de
caracteŕısticas de dimensão 10304. Todavia, o número de exemplos por pessoa (tipicamente
inferior a 10, até mesmo uma) avaliável para a apreensão da variedade é usualmente muito
menor que a dimensão do espaço da imagem.

Existem duas estratégias para lidar com as dificuldades citadas: extração de caracteŕısticas
e classificação de padrões. A primeira tem o propósito de construir um bom espaço de carac-
teŕısticas para que o espaço de variedades venha a ficar mais simples, isto é, menos não linear e
não convexo. Isto inclui dois ńıveis do processo:

• Normalizar imagens faciais geometricamente e fotometricamente;

• Extrair caracteŕısticas nas imagens normalizadas de forma estável com respeito às suas
variações.

A segunda estratégia consiste em construir classificações hábeis para resolver as dificuldades
em problemas de classificação e regressão não lineares no espaço de caracteŕısticas criado. Cabe
ressaltar que embora uma boa normalização e extração de caracteŕısticas reduza a não lineari-
dade e não convexidade, elas não resolvem os problemas completamente de forma a produzir
classificações hábeis para lidar com tais dificuldades. Um algoritmo bem sucedido, em geral,
combina ambas as estratégias.

1.2 Sistemas de Reconhecimento

O sistema de reconhecimento facial consiste de uma série de componentes, incluindo detecção
facial, rastreamento, alinhamento, extração de caracteŕısticas, e reconhecimento.

O esquema abaixo mostra as etapas do processo de reconhecimento facial:

Apresentação da Imagem ao programa

↓
Detecção da face

↓
Extração de caracteŕısticas

↓
Reconhecimento facial

↓
Identificação - Verificação

15



A primeira parte do diagrama trata apenas da apresentação de uma imagem qualquer ao
programa, podendo esta imagem ser de uma face ou não. A segunda parte do diagrama (detecção
facial) é a primeira etapa significativa no processo de reconhecimento facial, responsável por
selecionar a seção da imagem que contem a face. A terceira fase é a extração de caracteŕısticas.
Muitos sistemas de reconhecimento facial precisam da adição das caracteŕısticas para uma análise
hoĺıstica, como sugerem vários estudos da psicologia. Como já se sabe, por exemplo, eigenfaces4

[55] e Fisherfaces [10], precisam de várias caracteŕısticas (olhos, nariz, boca) para uma detecção
normal. A quarta fase se refere ao reconhecimento em si. A quinta fase é apenas a verificação e
associação a alguma imagem pré-existente no banco. Isto é feito, em geral, por meio da utilização
de uma função espećıfica de distância entre a imagem-teste e as imagens do banco.

1.2.1 Detecção da Faces

Existem vários trabalhos sobre detecção facial, usando diversas técnicas desde a simples
detecção de cores de pele até métodos neurais de procura por padrões na imagem. Há dois tipos
básicos de detecção de faces, os métodos de detecção facial por caracteŕısticas, onde existe uma
preocupação em encontrar formas, cores ou detalhes próximos de uma face humana, estudadas
a priori, e os métodos baseados na imagem propriamente dita, que faz uso de técnicas de reco-
nhecimento de padrões como as redes neurais ou métodos probabiĺısticos.

Métodos baseados em caracteŕısticas faciais

Métodos de detecção baseados em caracteŕısticas de imagem foram os primeiros métodos de
detecção facial. Estes tipos de métodos necessitam de informações sobre a face, normalmente
conseguidas por observação e estudo das caracteŕısticas t́ıpicas da face humana como cor, forma,
proporção, posição ou movimento. Estão inclúıdos nestes métodos a detecção por bordas, por
caracteŕısticas colorimétricas, por movimento ou modelos de face.

• Detecção por bordas

Foi usada pela primeira vez na detecção facial, em um dos mais antigos trabalhos da área
[59], o qual utiliza operadores de extração de bordas como o Sobel ou Laplacian [36], e
busca comparar o resultado com padrões previamente conhecidos de face. Um dos padrões
usados para validação é a clássica razão áurea [22], fixando a proporção entre a altura e a
largura da face.

Entre os trabalhos que usam detecção facial por bordas estão [27, 31], ambos comparando
as bordas retiradas da imagem original com padrões antropométricos, ou seja, padrões
comuns da face humana estudados na medicina, como os mostrados em [22].

4Eigenfaces é uma técnica para redução de dimensionalidade e generalização. Esta normaliza e seleciona uma
região da face em várias imagens e trata cada sub-imagem da face como um vetor de intensidade e encontra
momentos dos vetores em uma base de dados.
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Uma outra possibilidade é uma procura por densidade de bordas, onde são verificadas as
regiões que possuem mais pontos de bordas. A região dos olhos normalmente é cercada
por várias áreas que possuem muitas variações dos valores de luminância. Áreas mais
escuras como sombrancelhas, ćılios e pupilas, estão relativamente próximas de áreas mais
claras como a esclerótica, a ı́ris e as pálpebras. Estas variações de luminância podem ser
detectadas como bordas, constituindo um modelo simples para encontrar a região da face.

• Detecção por caracteŕısticas colorimétricas

Usar a informação de cores para detectar a face também é bastante comum como mostrado
em [39].

Muitos sistemas, como o descrito em [40], executam a detecção facial por caracteŕısticas
colorimétricas de forma rápida e eficiente. Claramente, considerando que não há restrição
de fundo ou iluminação nas figuras utilizadas, a detecção da pele poderá encontrar algumas
informações falsas, que no caso de [40] são retirados por uma análise de formas feita para
assegurar que apenas as regiões com forma eĺıptica sejam aproveitadas.

Ressalta-se que as informações de cor de uma imagem não são normalmente utilizadas
como único método de detecção facial, mas sim como apoio a outros métodos, como forma
de reduzir a região de procura pela face. Esta mesma idéia, ou seja, diminuir o espaço de
busca, também é aplicada na detecção por bordas.

• Detecção usando movimento

Detectar a face pelo movimento pode ser posśıvel se arquivos de v́ıdeo estão dispońıveis. Em
imagens frontais, movimentos da boca podem ser usados para encontrar regiões candidatas
a face.

Também em imagens frontais, a constante repetição do piscar dos olhos pode ser usada
para encontrar regiões candidatas a face.

Assim como a detecção por caracteŕısticas colorimétricas a detecção usando movimentos
pode também ser usada para encontrar regiões candidatas a face, e evitar assim que o
sistema precise procurar faces em todas as regiões dos novos frames capturados por uma
câmera. Técnicas de detecção e movimento podem ser encontrados em [36].

• Detecção por modelos faciais

Caracteŕısticas antropométricas da face são estudadas em diversos campos da medicina.
Algumas destas caracteŕısticas (olhos, orelhas, boca, queixo, espaço entre as sombrancelhas,
etc.) podem ser usadas para simplificar a detecção facial.

Exemplos de detecção por modelos faciais podem ser encontrados em [9]. Estes utilizam
a posição dos olhos e boca como referência de medida para encontrar a posição da face,
principalmente em figuras que possuem apenas uma pessoa. Em [63] os olhos são inicial-
mente detectados usando detecção por densidade de bordas, e a seguir um padrão de face é
ajustado comparativamente usando uma função de custo proporcional ao número de pontos
de borda entre o modelo e a figura original.
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Métodos baseados na imagem

Métodos de detecção baseados na imagem são mais recentes que os baseados em carac-
teŕısticas, e buscam encontrar padrões de face com técnicas probabiĺısticas, redes neurais e ou-
tros. Tendem a apresentar melhores resultados mas são computacionalmente mais complexos. A
maioria dos trabalhos atuais se encaixa neste tipo de detecção.

• Métodos de detecção facial usando grafos

A detecção de face usando grafos foi originalmente proposta em [65], e esta consiste em
criar um grafo elástico cujos nós estão em pontos que apresentam particularidades da face
como o contorno da boca, as bordas dos olhos, o centro do queixo, etc.

Em [65], propõe-se que os vértices do grafo sejam encontrados em uma nova face através
do cálculo de uma similaridade destes com um banco de dados previamente montado com
outras figuras de faces.

Inicialmente, o grafo padronizado é ajustado como um todo, ou seja, todos os seus nós são
movidos ao mesmo tempo, buscando o maior somatório. Este ajuste pode ser feito usando
um algoritmo de busca como o gradiente descendente.

Em um segundo momento, os grafos podem ter seus nós movidos independentemente,
possibilitando um ajuste mais fino, buscando aumentar a similaridade. Ao final do processo,
a face estará detectada em conjunto com a localização de diversas particularidades, que
podem fornecer informações para um algoritmo de reconhecimento de identidade.

Entretando o algoritmo descrito em [65] pressupõe que o fundo não contém outros obje-
tos que poderiam causar perturbações no posicionamento dos grafos apresentados. Além
disso, não se adapta para o caso onde possam existir N faces na figura, sendo melhor indi-
cado para captura de imagens com fundo controlado, para aplicação direta de sistemas de
reconhecimento de indentidade.

• Métodos de detecção facial usando redes neurais

Redes neurais artificiais constituem um conhecido método de reconhecimento de padrões,
sendo sua aplicação em detecção de faces avaliada principalmente em [58].

O método de detecção usando redes neurais tem por base um banco de dados de pequenas
imagens com faces recortadas e centralizadas cuidadosamente para que a posição dos olhos,
nariz e boca variem muito pouco entre as imagens.

Dessa forma, uma rede neural artificial com dois neurônios de sáıda recebe as imagens, e
é treinada para permitir ativação de um dos neurônios quando figuras de face são apre-
sentadas, ou seja, figuras que tem a disposição t́ıpica de face, com olhos nariz e boca com
posições adequadas. Um banco de dados composto de rúıdo e figuras geométricas aleatórias
que não representam faces é apresentado à rede de forma a ativar o outro neurônio, indi-
cando que não se trata de uma face.
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1.2.2 Extração das Caracteŕısticas e Reconhecimento

Uma vez detectada a face, o processo de reconhecimento facial segue para o próximo passo,
utilizando técnicas para extrair as caracteŕısticas da imagem para posterior reconhecimento.

Na abordagem geométrica usada recentemente em [17], caracteŕısticas faciais como olhos,
nariz, boca e queixo são detectados. Propriedades e relações (isto é, áreas, distâncias, ângulos)
entre as caracteŕısticas são usadas como parâmetro para o reconhecimento facial. As vantagens
desta abordagem incluem economia e eficiência quando se realiza a redução de dados e a intensi-
dade de variação na iluminação e posicionamento. Entretanto, a detecção das carateŕısticas faci-
ais e as técnicas de mensuração desenvolvidas até agora não são muito confiáveis para o reconhe-
cimento das caracteŕısticas baseado em um modelo geométrico, e tais propriedades geométricas,
quando aplicadas isoladamente, são inadequadas para o reconhecimento imediato pois o excesso
de informações contido na textura ou na aparência facial é rejeitado.

A abordagem por via da estat́ıstica coleta os dados de um determinado conjunto (as imagens
ou um trecho delas) e extrai as principais caracteŕısticas para o processo de detecção. Durante
a abordagem, o conhecimento prévio sobre as faces e as variações consideradas no conjunto de
dados em questão são tomados em consideração.

Os métodos baseados na aparência, tal como o PCA (Principal Component Analysis) [64] e
LDA (Linear Discriminant Analysis) [10], deram avanços significativos nas técnicas de reconhe-
cimento facial. Usando PCA, um subespaço da face é constrúıdo para representar “otimamente”
apenas o objeto facial; usando LDA, o subespaço discriminante é constrúıdo para diferenciar as
“faces ótimas” das diferentes pessoas. Tais métodos tem se mostrado muito eficazes no problema
do reconhecimento facial e são de simples aplicação e desenvolvimento.

Embora estes métodos ajudem bastante, eles não são capazes de “trabalhar” no campo de
variedades original do espaço de imagens. Isso ocorre pelo fato de não lidar bem com a não
linearidade do reconhecimento facial.

O PCA e o LDA podem ser extendidos usando as técnicas de Kernel ([61] para o PCA e
[46] para o LDA) para lidar com a não linearidade no reconhecimento facial [29]. Existe uma
técnica de projeção não linear (redução de dimensão) do espaço de imagens para um espaço de
caracteŕısticas; as variedades que surgem no espaço de caracteŕısticas são simples, ainda com as
sutilezas preservadas.

Outra aproximação que lida com a não linearidade é construir uma base de aparências locais
no espaço de caracteŕısticas, usando filtros de imagens apropriados, então as distribuições das
faces são menos afetadas pelas várias mudanças. A análise local de caracteŕısticas (LFA)[49], os
filtros de Gabor [41] e o padrão local binário (LBP)[6] têm sido usados com este propósito. Alguns
desses algoritmos podem ser considerados como uma combinação geométrica (ou estrutural) de
detecção e da extração de caracteŕısticas da aparência local, para acrescentar certa estabilidade
ao reconhecimento quanto às variações em pontos de vista, iluminação, e expressão. Tais métodos
são bastante complexos de serem aplicados e combinados.
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1.3 Sobre a técnica PCA

A técnica PCA será utilizada como um melhoramento da abordagem proposta. Este método
será acoplado à abordagem OVO na tentativa de aperfeiçoamento e melhoria do processo. No
Caṕıtulo 4 deste trabalho, essa importante técnica será melhor detalhada.

A idéia principal da técnica PCA (Principal Component Analysis)[23] é reduzir a dimensão
de um conjunto grande de dados interrelacionados, enquanto se conserva ao máximo posśıvel
a variação dos dados dentro deste conjunto. Este procedimento é realizado por meio da trans-
formação do conjunto original de dados em um novo conjunto de variáveis, as componentes
principais (PC’s, ou em imagens, eigenfaces), que tem baixa correlação e são ordenadas em or-
dem de preferência, segundo as amostras que apresentam maior significância variacional levando
em consideração o conjunto de amostras original.

As técnicas de análise de subespaços para reconhecimento facial são baseadas no fato que
uma classe de padrões de interesse, tal como são as faces, “residem”em um subespaço do conjunto
de imagens total. Por exemplo, um pequena imagem de 64 × 64 possui 4096 pixels que podem
expressar um grande número de classe de padrões, tal como árvores, casas e faces. De todo
modo, entre os 2564096 > 109864 posśıveis “configurações”, apenas algumas correspondem a faces.
Então, a representação da imagem original é amplamente reduzida, e a dimensionalidade desta
representação pode também ser bastante reduzida, pois apenas o padrão da face é o que interessa.

Na abordagem [55], um pequeno número (igual a 40 ou menos) de eigenfaces derivam de um
conjunto da imagem das faces usando a técnica PCA. Uma imagem é representada eficientemente
como um vetor de caracteŕısticas (um vetor de “pesos”) de pequena dimensão. As caracteŕısticas
em cada subespaço provém mais aparentes e ricas de informação para o reconhecimento que
a imagem pura. O uso de técnicas da modelagem do subespaço possui avanço significativo na
tecnologia de reconhecimento facial.

A técnica PCA tem grande aplicabilidade e encontra-se em franco estudo. Isto está clara-
mente exemplificado pelo fato de que o site de busca de trabalhos cient́ıficos Web of Science
identifica cerca de 2000 artigos publicados apenas em dois anos (2007-2008) que incluem a ex-
pressão “Principal Component Analysis”em seus t́ıtulos, resumos ou palavras-chave. Livros
ou artigos que utilizam o PCA estão sendo publicados nas mais diversas áreas: agricultura, de-
mografia, ecologia, economia, genética, geologia, metereologia, oceanografia, psicologia e controle
de qualidade.

1.3.1 Um breve histórico sobre PCA

As mais remotas descrições da técnica conhecida hoje como PCA foram dadas por Pearson
(1901) [48] e Hotteling (1933) [32].

Os artigos de Pearson e Hotelling citados anteriormente, adotam abordagens distintas. O
artigo de Hotelling deu mais ênfase à parte algébrica. Já no artigo de Pearson encontra-se uma
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abordagem de ordem um pouco mais geométrica, que consiste em encontrar planos e retas que
mais se aproximem de um conjunto de pontos, em um espaço de dimensão p.

Os comentários de Pearson levam em consideração aspectos computacionais e colocam o fato
de seu método ser facilmente aplicado em problemas numéricos, e embora ele tenha dito que
os cálculos sejam volumosos para 4 ou mais variáveis, ele sugere que tais cálculos são bastante
viáveis. Nos 32 anos que separam as publicações de Pearson e Hotteling, vários materiais sobre
o assunto foram publicados.

A motivação de Hotelling é que é o menor conjunto de variáveis independentes que determina
o “valor”das p variáveis originais. Ele observa que variáveis semelhantes tem sido denominadas
“fatores”na literatura de psicologia, mas introduz o termo alternativo “componentes”na tentativa
de evitar a confusão com outros usos da palavra “fatores”dentro da matemática.

Hotelling escolhe estas “componentes”com o intuito de maximizar as sucessivas contribuições
para o total de variância das variáveis originais, e denomina as componentes que apareceram ao
longo deste desenvolvimento como “componentes principais”(PC’s).

O rumo que os PC’s desenvolvidos por Hotelling tomam é similar àquele em que se precisa
utilizar multiplicadores de Lagrange, e é finalizado com o problema de autovetores/autovalores,
mas difere deste em três aspectos. Como o primeiro, ele trabalha com uma correlação, tanto
quanto com covariância; o segundo é que ele analisa o conjunto de variáveis originais expres-
sas como funções lineares das componentes tal como as componentes expressas em termos das
variáveis originais; e a terceira, ele não usa a notação matricial.

Hotelling segue mostrando como encontrar as componentes usando o método potencial (ver
Apêndice (A)). A técnica PCA não é apresentada em sua forma padrão, mas segundo a abor-
dagem de “análise de fatores”.

Em [25], Girshick realizou grandes avanços sobre o método da potência para encontrar PC’s.
Ao surgir o interesse e a expansão da técnica PCA (fomentado pelo desenvolvimento dos com-
putadores), alguns trabalhos se destacaram. Estes são:

• Anderson (1963) [1] - Este é um trabalho teórico que discute sobre a distribuição
assintótica de amostras dos coeficientes e sobre discordâncias das amostras de PC’s.

• Rao (1964) [56] - Este apresenta novas idéias e aplicações, interpretações e extensões do
PCA.

• Gower (1966) [28] - Faz paralelos do PCA com outras técnicas de estat́ıstica, o que trouxe
para o desenvolvimento da teoria importantes insights do ponto de vista geométrico.

• Jeffers (1967) [35] - Este artigo promoveu um grande avanço na parte prática e numérica
do PCA.

21



1.4 A Abordagem deste trabalho

O objetivo desta dissertação é propor uma nova abordagem para o processo de extração
das caracteŕısticas e reconhecimento de uma imagem facial. Para tanto, serão determinados via
processo de otimização os parâmetros ótimos que permitem o melhor ajuste da imagem-teste em
relação à cada imagem do banco.

O ajuste da imagem-teste deve ser realizado levando em consideração que existe um número p
de imagens mais importantes (aquelas referentes ao mesmo indiv́ıduo) do que o banco de imagens
completo. Assim, definida uma função que mede a diferença entre duas imagens, pode-se levar
em consideração (tomar como base para ajuste) as p imagens mais semelhantes à imagem-teste.

Para realizar tal ajuste seguindo essas idéias, faremos uso de um método bastante espećıfico
de minimização que resolve a abordagem de Otimização do Valor Ordenado (OVO - Order Valeu
Optimization). A função a ser minimizada será a função diferença no ńıvel p, após a extração
das caracteŕısticas principais do banco de imagens via PCA.

No Caṕıtulo 2, será apresentada uma descrição detalhada do problema abordado (bem como
de sua formulação). Em seguida, o Caṕıtulo 3 explana sobre a Otimização do Valor Ordenado, o
método numérico para a sua resolução e os seus resultados teóricos de convergência. No Caṕıtulo
4 é apresentada a técnica PCA e seus principais resultados. No Caṕıtulo 5 apresenta-se o esquema
OVO acoplado ao PCA. O Caṕıtulo 6 possui os testes numéricos e a análise comparativa das
duas abordagens propostas. Por fim, no Caṕıtulo 7 apresentamos as conclusões.
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Caṕıtulo 2

Abordagem Proposta

Neste caṕıtulo descrevemos a abordagem proposta para o problema de reconhecimento facial.
Como veremos a seguir, tal abordagem é otimizada por métodos de programação não linear,
recebendo o nome de abordagem OVO.

O uso da abordagem OVO já foi estudado no caso da localização de padrões ocultos em
uma nuvem de pontos [60], mas não há conhecimento de sua aplicação em reconhecimento facial
na literatura, o qual consiste em determinar se uma imagem é compat́ıvel com alguma outra
previamente armazenada em um banco, utilizando para ajuste deslocamentos e rotações.

2.1 Descrição

O problema que estamos interessados em resolver consiste em: dada uma imagem-teste (por
exemplo, a foto de um funcionário), deveremos identificar se esta pertence a algum indiv́ıduo cuja
foto está em um banco de imagens ou não. Para tanto, é necessário definir como será realizado
ajuste entre a imagem-teste e as imagens do banco.

Para auxiliar na comparação entre as imagens, serão permitidos pequenos ajustes para
correção da posição da imagem-teste em relação às imagens do banco, que podem ter sido cap-
turadas em posições diferentes. Será usada a composição de dois tipos de funções:

• rotação - que irá depender de um ângulo −π
2
≤ θ ≤ π

2
, e de um ponto P0 em torno do qual

a rotação será realizada;

• deslocamento - que pode ser relativo ao eixo x, representado por dx (positivo se o movimento
é para a direita, e negativo se o movimento é para a esquerda), e/ou ao eixo y, representado
por dy (positivo se o movimento é para cima, e negativo se o movimento é para baixo).

Após o procedimento de leitura, cada imagem é armazenada em formato matricial, onde as
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componentes da matriz serão denotadas por pixels1. As imagens utilizadas em nossos testes estão
em preto e branco e, portanto, cada pixel representa a intensidade da cor em escala de cinza na
posição indicada, mensurada por números no intervalo [0 256].

2.2 Operadores de Ajuste

Os ajustes realizados na imagem-teste são realizados por meio do deslocamento e rotação da
imagem, representado em coordenadas homogêneas.

2.2.1 Coordenadas Homogêneas

Ao representarmos um ponto e um vetor em coordenadas tridimensionais, teremos uma
confusão entre os dois, já que não existe diferenciação em termos de notação.

O uso das coordenadas homogêneas [11] auxiliará na criação do operador geral. Em coorde-
nadas homogêneas, pontos de um espaço afim de dimensão 3 e de vetores do espaço vetorial são
representados univocamente por elementos do IR4.

Em um espaço afim, um marco é definido por um ponto, chamado origem e pelos vetores
de uma base do espaço vetorial associado. No caso de dimensão 2, o marco é representado por:
(v1, v2, P0)

T , onde P0 = 1 e v1 e v2 são as componentes. Caso estejamos trabalhando com um
vetor, P0 = 0. Assim podemos diferenciar facilmente pontos de vetores.

Como utilizaremos pixels, faremos uma adaptação da representação em forma de marco,
inserindo a intensidade da cor do pixel como a quarta componente, alterando assim sua repre-
sentação para o IR4. A idéia de coordenadas homogêneas para pontos é semelhante a esta que será
adaptada para pixels, pois tal adaptação será feita apenas para que as transformações geométricas
não apresentem dificuldades computacionais (permite que o operador geral seja escrito como uma
multiplicação de matrizes. Ver Seções (2.2.2) e (2.2.3)).

Será denotado por N o número de pixels na vertical e M o número de pixels na horizontal.
Para cada pixel situado na linha i e coluna j da matriz, com intensidade vij, será associado um
vetor do IR4 a fim de que o mesmo seja convertido em um vetor com coordenadas homogêneas (a
origem dos eixos coordenados estará localizada no vértice superior esquerdo da imagem-teste).
Tal vetor conterá:

• primeira componente: j;

• segunda componente: i;

1Um pixel é o menor ponto que forma uma imagem digital, sendo que o conjunto de milhares de pixels formam
a imagem inteira.
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• terceira componente: 1 (notação em coordenadas homogêneas);

• quarta componente: vij (intensidade da cor do pixel).

x

y v
ij

j

i

Figura 2.1: Figura que esboça o novo sistema de coordenadas

Na figura abaixo, p1 e p2 são representações dos pontos (1, 1) e (11, 11), enquanto P1 e P2

são as representações dos vetores (1, 1) e (11, 11).

x

y

P
1
=(1,1,0)

p
1
=(1,1,1)

P
2
=(11,11,0)

p
2
=(11,11,1)

Figura 2.2: Figura que esboça a representação de pontos e vetores em coordenadas homogêneas.

Portanto, o pixel que se situa na linha i e coluna j da matriz original será representado por:

P(i−1)M+j =




j
i
1
vij


 .

25



Uma vez determinada essa notação, cada imagem pode ser armazenada como uma sequência
ordenada de 4 componentes, que podem ser agrupados em uma matriz 4×NM . Para realizarmos
ajustes à imagem-teste, aplicaremos as funções de ajuste a cada pixel, simultaneamente através
de uma multiplicação de uma matriz, que representa o operador utilizado, com a matriz P :

P = [P1 |P2 | . . . |PNM ] .

2.2.2 Deslocamento

O deslocamento de cada pixel Pi será realizado por meio de uma multiplicação à esquerda
por uma matriz 4× 4 que denotaremos D. Sendo dx o deslocamento de tal pixel em relação ao
eixo x e dy o deslocamento da imagem em relação ao eixo y, a matriz D será representada da
seguinte forma:

D =




1 0 dx 0
0 1 dy 0
0 0 1 0
0 0 0 1




O deslocamento inverso pode ser obtido fazendo o produto da matriz inversa de D por cada pixel:

D−1 =




1 0 −dx 0
0 1 −dy 0
0 0 1 0
0 0 0 1




y

x

Figura 2.3: Figura em sua posição
original.

y

x

Figura 2.4: Figura após sofrer
deslocamento para cima e para di-
reita.
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2.2.3 Rotação

Utilizaremos para a rotação de um pixel Pi uma matriz 4× 4 que denotaremos por Rθ

(rotação de um ângulo θ, onde −π
2
≤ θ ≤ π

2
). Tal rotação de um ângulo θ permite que o rosto da

pessoa que foi fotografada (imagem teste), pode estar rotacionado até π
2
rad em sentido horário

ou anti-horário.

A matriz Rθ é uma extensão da matriz de Givens que representa a rotação em torno da
origem tem a seguinte forma:

Rθ = (rij)4×4 =




cos(θ) − sin(θ) 0 0
sin(θ) cos(θ) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Para uma rotação em torno de um pixel qualquer Px0,y0 = (x0, y0, 1, vx0,y0)
T da imagem-

teste, deve-se primeiro realizar o deslocamento de todos os pontos, de tal forma que Px0,y0 seja
transportado para a origem; após esse deslocamento, pode-se aplicar a rotação utilizando a matriz
Rθ, e por fim realiza-se o deslocamento inverso, devolvendo Px0,y0 a sua posição original.

OVO OVO

Figura 2.5: Rotação de 30 graus da figura

Esse procedimento será matematicamente realizado diretamente pela multiplicação:

D−1
0 RθD0 [P1 |P2 | . . . |PNM ] ,

onde D0 é o operador deslocamento para o pixel Px0,y0 .

2.2.4 Operador Geral

Então o operador geral F que opera sobre cada pixel, dependerá de 5 variáveis: dx, dy, θ, x0

e y0 e será a composição do operador deslocamento com o operador rotação:
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F (dx, dy, θ, x0, y0) = D ∗ (D−1
0 ∗Rθ ∗D0).

Fazendo os cálculos, encontramos para tal operador a seguinte matriz 4× 4 :

F (dx, dy, θ, x0, y0) =




cos(θ) sin(θ) −x0cos(θ) + y0sin(θ) + x0 + dx 0
sin(θ) cos(θ) −x0sin(θ)− y0cos(θ) + y0 + dy 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 .

2.3 Formulação do Problema

O problema a ser resolvido será um problema de minimização com restrições da seguinte
forma: minimizar a distância2 da imagem-teste ao ńıvel p3, onde p é o número de fotos de uma
mesma pessoa que compõe o banco de imagens (por exemplo, se existem 4 fotos do funcionário
“João”, p = 4). Formalizando:

min f(x) = fip(x)(x)

s.a.





−M
4
≤ x(1) ≤ M

4

−N
4
≤ x(2) ≤ N

4

−π
6
≤ x(3) ≤ π

6

−M
4
≤ x(4) ≤ M

4

−N
4
≤ x(5) ≤ N

4

(2.1)

A função objetivo tem o formato de uma função do tipo OVO, que possui algoritmo espećıfico,
e esta será melhor explicada no próximo caṕıtulo.

As vaŕıáveis que compõem o vetor x = (x(1), x(2), x(3), x(4), x(5))T ∈ IR5 são

(dx, dy, θ, x0, y0).

2É necessário aferir a distância da imagem-teste a cada uma das imagens do banco; após calculadas, as p
menores distâncias estão associadas às p imagens mais semelhantes à imagem-teste.

3Dado um conjunto de m funções e p ≤ m, tendo fixado um ponto do domı́nio z0, deseja-se obter a p-ésima
maior função aplicada neste z0 fixo. Utilizaremos a notação f(z0) = fip(z0)(z0) para tal procedimento.
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As restrições sobre as variáveis são todas lineares, tratando-se de um problema de pro-
gramação com restrições de caixa. Esse tipo de restrição será melhor comentado na próxima
seção. Tais limitantes para as variáveis foram determinados de forma a permitir uma variação
máxima para o ângulo de rotação da face (π/6), assim como dos deslocamentos horizontais e
verticais de 1/4 da largura e da altura da imagem.

2.4 Restrições de Caixa

Nesta seção comentaremos as propriedades que as restrições de caixa possuem, uma vez que o
Problema (2.1) a ser estudado possui apenas esse tipo de restrição, e portanto o método utilizado
em sua resolução deverá ser adaptado para esse tipo de restrição.

Vamos considerar o problema:

min f(x)
s.a. l ≤ x ≤ u

onde f : IRn → IR. O conjunto Ω ∈ IRn formado pelos pontos que satisfazem essas restrições é
denominado uma caixa (ou hipercaixa) do IRn.

Os vetores l e u são os limites superiores e inferiores, respectivamente, das variáveis. Para
as variáveis xi que são ilimitadas, admitimos os valores −∞ para li e +∞ para ui.

Ω

u
2

l
2

l
1

u
1

u
1

l
1

l
2

u
2

l
3

u
3

Figura 2.6: Caixas bidimensional e tridimensional.

Durante a implementação do algoritmo, a estrutura de caixa será preservada utilizando a
norma infinito para os vetores. Para tanto, utilizaremos um adaptação do método do gradiente
projetado. No método do gradiente projetado, usamos a caixa em todas as etapas de um deter-
minado algoritmo, assegurando que os novos pontos gerados também estarão dentro da caixa.
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Teremos certeza que os pontos xk não sairão da caixa se o vetor que representa o passo a ser
dado está dentro da caixa. Caso ele não estiver, devemos projetá-lo na caixa.

Durante o desenvolvimento do algoritmo e o critério de parada do algoritmo, é utilizado o
vetor gradiente projetado. Por exemplo, sendo gj a notação para o gradiente projetado, g o gra-
diente e tendo uma caixa no R2; se as coordenadas dos vértices dessa caixa são: (u1, u2), (u1, l2),
(l1, u2), (l1, l2); ou seja, u = (u1, u2), l = (l1, l2) e g = (g1, g2) podemos deduzir facilmente que:

gj =

(
min {u1, max {g1, l1}}
min {u2, max {g2, l2}}

)
.

u
2

l
2

l
1

u
1

x
k

g

g
j

Figura 2.7: Esboço do gradiente projetado.

Tal idéia pode ser extendida para o caso de n mais elevado, inclusive em Rn com n = 5 .

2.5 Aproximação por gradiente discreto

Durante nossas implementações numéricas, utilizaremos a aproximação por diferenças finitas
para estimar as derivadas parciais da função objetivo.

2.5.1 Diferenças finitas

A idéia geral do método de diferenças finitas é a discretização do domı́nio e a substituição
das derivadas por aproximações que envolvem apenas valores numéricos da função. Na prática,
substitúımos as derivadas pela razão incremental que converge para o valor da derivada quando
o incremento tende a zero. Dizemos então que o problema foi discretizado. Quando o domı́nio
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tem mais de uma variável, o método é semelhante, bastando aplicar a mesma idéia para cada
uma das variáveis separadamente.

Por exemplo, considere uma função u : IR2 → IR. Seja x0 um número real e h, um número
positivo. Definimos malha na direção x (mantendo y fixo) de passo h associada a x0 como o
conjunto de pontos:

xi = x0 ± ih, i = 1, 2, ..., N.

Nos pontos desta malha serão calculadas aproximações de uma função u(x, y) e suas derivadas
em relação a x.

A ferramenta matemática básica no cálculo de aproximações para as derivadas é a fórmula
de Taylor. Então a série de Taylor para u(x, y0) com respeito ao ponto (x0, y0) pode ser escrita
como:

u(x, y0) = u(x0, y0) + (x− x0)ux(x0, y0) +
(x− x0)

2uxx(ε, y0)

2
,

em que ε se encontra compreendido entre x e x0. Se x = x0 + h, obtém-se depois do desenvolvi-
mento algébrico necessário,

ux(x0, y0)− u(x0 + h, y0)− u(x0, y0)

h
=
−h

2
uxx(ε, y0).

Em outras palavras, se aproxima ux pelo quociente

ux(x0, y0) =
u(x0 + h, y0)− u(x0, y0)

h
(2.2)

e o erro de truncamento é dado por

ET =
−h

2
uxx(ε, y0).

A Equação (2.2) é obtida substituindo x = x0 + h na série de Taylor. O resultado se chama
diferença adiantada. Podemos obter uma aproximação diferente, chamada diferença atrasada,
fazendo x = x0 − h. O resultado será aproximadamente:

ux(x0, y0) =
u(x0, y0)− u(x0 − h, y0)

h
(2.3)

e seu erro de truncamento é igual a

ET =
h

2
uxx(ε, y0),
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onde ε também se encontra compreendido entre x e x0.

Existe também a diferença centrada [62] e este será aproximado por

ux(x0, y0) =
u(x0 + h, y0)− u(x0 − h, y0)

2h
(2.4)

e seu erro de truncamento é igual a
h2

3!
uxxx(ε, y0),

onde ε ∈ (x0 − h, x0 + h).

Procedimento similar pode ser feito para a obtenção das derivadas de u em relação a y, por
meio do cálculo de u em pontos da malha para y.

2.5.2 Aproximação das derivadas parciais por diferenças finitas

Nesta subseção, será utilizada a técnica de diferenças finitas para aproximar o gradiente da
função de ajuste na implementação do método numérico.

A função objetivo do problema principal deste trabalho tem o formato

fj(θ, x0, y0, dx, dy) =
N∑

s=1

M∑
r=1

(It(xr, ys)− Ij(r, s))
2, com 1 ≤ xr ≤ M e 1 ≤ yr ≤ N

onde It representa a função de intensidade da cor do pixel da imagem-teste, Ij é a intensidade
de coloração do pixel da j-ésima imagem do banco, na posição (r, s), e

xr(r, s) = xr = r cos θ + s sin θ − x0 cos θ + y0 sin θ + x0 + dx,

ys(r, s) = ys = r sin θ + s cos θ − x0 sin θ − y0 cos θ + y0 + dy.

Então para alguma variável w das 5 variáveis posśıveis, tem-se, pela regra da cadeia:

∂fj

∂w
= 2

N∑
s=1

M∑
r=1

[
(It(xr, ys)− Ij(r, s))

(
∂It

∂xr

.
∂xr

∂w
+

∂It

∂ys

.
∂ys

∂w

)]
,

onde

• ∂xj

∂θ
= −j sin θ + i cos θ + x0 sin θ + y0 cos θ;

• ∂xj

∂x0
= − cos θ + 1;
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• ∂xj

∂y0
= sin θ;

• ∂xj

∂dx
= 1;

• ∂xj

∂dy
= 0;

• ∂yi

∂θ
= j cos θ − i sin θ − x0 cos θ + y0 sin θ;

• ∂yi

∂x0
= − sin θ;

• ∂yi

∂y0
= − cos θ + 1;

• ∂yi

∂dx
= 0;

• ∂yi

∂dy
= 1.

O espaçamento em nosso problema pode ser considerado é igual a 1 (h = 1), uma vez
que trata-se do reposicionamento de pixels. Assim as aproximações das derivadas parciais por
diferenças finitas serão:

• ∂It

∂xr
' It(xr+1,ys)−It(xr−1,ys)

2
, se 2 ≤ xr ≤ M − 1;

• ∂It

∂xr
' It(xr + 1, ys)− It(xr, ys), se xr = 1;

• ∂It

∂xr
' It(xr, ys)− It(xr − 1, ys), se xr = M ;

• ∂It

∂ys
' It(xr,ys+1)−It(xr,ys−1)

2
, se 2 ≤ ys ≤ N − 1;

• ∂It

∂ys
' It(xr, ys + 1)− It(xr, ys), se ys = 1;

• ∂It

∂ys
' It(xr, ys)− It(xr, ys − 1), se ys = N.

É utilizada a diferença centrada (devido ao menor erro), exceto nos contornos onde é utilizada
diferenças atrasada (contorno superior) e adiantada (contorno inferior).

O Problema (2.1) deve ser minimizado pela abordagem OVO, pois primeiro ordenaremos as
funções para depois minimizá-las. No próximo caṕıtulo apresentaremos os principais resultados
desta abordagem para aplicarmos ao problema do reconhecimento facial.
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Caṕıtulo 3

Otimização do Valor Ordenado (OVO)

No caṕıtulo anterior vimos que o Problema (2.1) a ser resolvido corresponde à minimização
do valor da função f , que se situa a p-ésima posição após ordenação, ou seja, dado x0 pertencente
ao domı́nio, deseja-se obter f(x0) = fip(x0)(x0).

A abordagem OVO possui diversas aplicações, mas ainda não foi aplicada para o problema de
reconhecimento facial. Tanto a teoria quanto as aplicações da abordagem OVO são bem recentes
(seu surgimento data de 2003).

Definição 3.0.1. Dado m funções cont́ınuas f1, ..., fm, definidas em Ω ⊂ IRn e um inteiro
p ∈ {1, ...,m}, a função f do Valor Ordenado de ordem p é dada por

f(x) = fip(x)(x),

para todo x ∈ Ω, onde
fi1(x)(x) ≤ .... ≤ fim(x)(x).

Se p = 1, temos que f(x) = min{f1(x), ..., fm(x)}, enquanto que para p = m tem-se f(x) =
max{f1(x), ...., fm(x)}.
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Figura 3.1: Exemplo de função OVO. Vermelho - p=1; Verde - p=2.
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Independentemente do valor de p, a função OVO é cont́ınua. Entretanto, mesmo se as funções
fi são diferenciáveis, a função OVO é não suave, e portanto sua minimização requer algoritmos
especialmente elaborados para esse fim.
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Figura 3.2: Figuras que esboçam a não suavidade da função OVO. A função é não suave nos
pontos indicados. Parte verde - p=2; Parte vermelha - p=1.

3.1 Algoritmo local

O único algoritmo proposto para resolução da abordagem OVO, até o presente momento, foi
proposto por Roberto Andreani, Cibele Dunder e José Mario Mart́ınez [2]. Em seu trabalho, os
autorem descrevem um método do tipo Cauchy, o qual resolve o problema no sentido em que todo
ponto limite satisfaz uma condição de otimalidade adequada. Neste mesmo artigo observou-se
que a cada iteração do método de Cauchy, as funções fi são aproximadas por funções lineares.

Suponha que Ω ⊂ IRn é fechado e convexo, e f1, ..., fm têm derivadas parciais cont́ınuas em
um conjunto aberto que contém Ω. Denotaremos gj = ∇fj a partir de agora, Ω é o conjunto de
pontos viáveis. Para todo x, y ∈ Ω, j = 1, ..., m suponhamos que existam c, L ∈ IR tais que

||gj(x)||∞ ≤ c

e
||gj(y)− gj(x)||∞ ≤ L||y − x||∞.
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Consequentemente, para todo x, y ∈ Ω, j = 1, ..., m, pelas observações da próxima seção

|fj(y)− fj(x)| ≤ c||y − x||∞
e

fj(y) ≤ fj(x) + gj(x)T (y − x) +
L

2
||y − x||2∞.

Antes de escrever o algoritmo, define-se, para todo ε ≥ 0, x ∈ Ω :

Iε(x) = {j ∈ {1, ..., m}|f(x)− ε ≤ fj(x) ≤ f(x) + ε}.

Iε(x) é o conjunto de ı́ndices {j ∈ {1, ..., m}, nos quais a função OVO está a uma distância
de no máximo ε da j-ésima função aplicada no mesmo ponto.

3.1.1 Algoritmo

Dado ε > 0, seja Iε(x) = {j ∈ {1, ..., m}|f(x)−ε ≤ fj(x) ≤ f(x)+ε}. Sendo gj(xk) = ∇fj(xk)
e x0 ∈ Ω um ponto inicial arbitrário. Sejam Θ ∈ (0, 1), ∆ > 0, ε > 0, 0 < σmin < σmax < 1,
η ∈ (0, 1]. Seja Mk(dk) = max

j∈Iε(xk)
{gj(xk)

T d}. Dado xk ∈ Ω, os passos da k-ésima iteração são:

Algoritmo 3.1.1. .

Passo 1 - (Resolvendo o subproblema)

Resolva o subproblema

min Mk(d) s.a. xk + d ∈ Ω, ‖dk‖ ≤ ∆ (3.1)

ou o problema de otimização convexo equivalente

min w
s.a. gj(xk)

td ≤ w, ∀j ∈ Iε(xk)
xk + d ∈ Ω,

(3.2)

e denote por d̄k uma solução de (3.1).

Obtenha dk tal que xk + dk ∈ Ω, ‖dk‖ ≤ ∆ e

Mk(dk) ≤ ηMk(d̄k).

Se Mk(dk) = 0 pare.
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Passo 2 - (Calculo do tamanho do passo)

Tome α ← 1. Se

f(xk + adk) ≤ f(xk) + θαMk(dk) (3.3)

tome αk = α, xk+1 = xk +akdk e acabe a iteração. Caso contrário, escolha αnew ∈ [σminα, σmaxα],
faça α ← αnew e repita o Teste (3.3).

Dados Iniciais

Iε(xk
)

k=0

Encontrar a direção d
k
:

Min w
s.a. g

j
(x

k
)Td ≤ w, ∀  j ∈  Iε(xk

)

||d||∞ ≤ ∆
(x

k
+d) ∈  Ω

M
k
(d

k
) = 0 (?)

Sim
PARAR

Nãoα = 1

f(x
k
+αd

k
) ≤ f(x

k
) + θαM

k
(d

k
) (?)

NãoSim

α=α/2x
k+1

=x
k
+αd

k

k=k+1

Figura 3.3: Algoritmo OVO.

Observação 3.1.1. Para todo dk, temos que Mk(dk) ≤ 0.
Suponha por absurdo que a afirmação seja falsa e seja Mk(d

′
k) é o primeiro dos termos desse

algoritmo com a propriedade
Mk(d

′
k) > 0

e lembrando que 0 < η ≤ 1, e Mk(d̄k) ≤ 0, tem-se que ηMk(d̄k) ≤ 0. Logo

0 < Mk(d
′
k) ≤ ηMk(d̄k) ≤ 0
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o que é absurdo. Logo, a afirmação é verdadeira.

Observação 3.1.2. Se Mk(dk) for negativo, a direção continua sendo de descida, fazendo com
que o algoritmo prossiga. Então, para que o algoritmo pare, deve-se ter

Mk(dk) ≥ 0.

Como Mk(dk) ≤ 0, o algoritmo deve parar exatamente quando Mk(dk) = 0.

Observação 3.1.3. O Passo 2 do Algoritmo acima é uma busca inspirada na regra de Armijo. A
diferença entre estas duas é que no lado direito da desigualdade (3.3), temos a parcela θαMk(dk),
ao invés de θαgj(xk)

T d, já que devemos levar em consideração todas as funções fj na vizinhança
do ponto.

3.2 Resultados teóricos auxiliares

Os resultados apresentados nesta seção servem de base para a demonstração do teorema de
convergência do Algoritmo 3.1.1.

Teorema 3.2.1. Seja U ⊂ IRn aberto. Se f : U → IR é tal que ∇f(x) é limitado por c real,
então f é cont́ınua.

Demonstração. Da hipótese em questão, tem-se que c ≥
∣∣∣ ∂f
∂xi

(x)
∣∣∣ para todo x ∈ U e todo i =

1, 2, ..., n. Dados x, x + v ∈ U , sendo v = (α1, ..., αn), define-se v0, v1, ..., vn ∈ IRn colocando
v0 = 0 e vi = vi−1 +αiei para i = 1, ..., n, de modo que vn = v. Escrevendo f(x+ v)− f(x) como
uma soma telescópica, tem-se:

f(x + v)− f(x) =
n∑

i=1

f(x + vi)− f(x + vi−1).

Pelo Teorema do Valor Médio unidimensional, e tomando a soma
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(x + vi)− f(x + vi−1)

∣∣∣∣∣
S

≤
n∑

i=1

|f(x + vi)− f(x + vi−1)|S =
n∑

i=1

∣∣∣∣
∂f

∂xi

(z)αiei

∣∣∣∣
S

,

onde
z ∈ [vi−1, vi].

Então

|f(x + v)− f(x)|S ≤ c

n∑
i=1

|αiei|S = c

n∑
i=1

|αi|S = c |v|S

e assim f é lipschitiziana, e consequentemente, cont́ınua.

¥
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Lema 3.2.1. Seja f : IRn → IR uma função com devivadas parciais cont́ınuas em um conjunto
convexo aberto U ⊂ IRn. Então, para x ∈ U e uma perturbação não nula ρ ∈ IRn, a derivada
direcional de f em x na direção de ρ, definida por

∂f

∂ρ
≡ lim

ε→0

f(x + ερ)− f(x)

ε
,

existe e é igual a ∇f(x)T ρ. Para qualquer x, x + ρ ∈ U,

f(x + ρ) = f(x) +

∫ 1

0

∇f(x + tρ)T ρdt.

Demonstração. Parametriza-se f pela reta que liga x e (x+ρ) como uma função de uma variável

g : IR → IR, g(t) = f(x + tρ).

Defina x(t) = x + tρ. Então pela regra da cadeia, para 0 ≤ α ≤ 1,

dg

dt
(α) =

n∑
i=1

∂f(x(t))

∂x(t)i

(x(α))
dx(t)i

dt
(α)

=
n∑

i=1

∂f

∂xi

(x(α)).ρi

= ∇f(x + αρ)T ρ. (3.4)

Substituindo α = 0 em (3.4) se reduz a

dg

dt
(0) =

∂f

∂ρ
(x) = ∇f(x)T ρ.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

g(1) = g(0) +

∫ 1

0

g′(t)dt

que, pela definição de g e (3.4) é equivalente a

f(x + ρ) = f(x) +

∫ 1

0

∇f(x + tρ)T ρdt.

¥
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Teorema 3.2.2. Seja f : IRn → IR uma função com derivadas parciais cont́ınuas em um aberto
convexo U ⊂ IRn, x ∈ U , e seja ||∇f(y)−∇f(x)|| ≤ L||y−x|| em uma vizinhança de U . Então,
para qualquer x + ρ ∈ U,

||f(x + ρ)− f(x)−∇f(x)T ρ|| ≤ L

2
||ρ||2. (3.5)

Demonstração. Pelo lema anterior,

f(x + ρ)− f(x)−∇f(x)T ρ =

[∫ 1

0

∇f(x + tρ)T ρdt

]
−∇f(x)T ρ

=

∫ 1

0

[
∇f(x + tρ)T −

∫ 1

0

∇f(x)T

]
ρdt.

Tomando a norma

||f(x + ρ)− f(x)−∇f(x)T ρ|| ≤
∫ 1

0

||∇f(x + tρ)T −∇f(x)T ||.||ρ||dt ≤

≤
∫ 1

0

L||tρ||.||ρ||dt = L||ρ||2
∫ 1

0

tdt =
L

2
||ρ||2.

¥

Observação 3.2.1. Para x + ρ = y, temos especificamente que que

||f(y)− f(x)−∇f(x)T (y − x)|| ≤ L

2
||y − x||2,

ou seja,

−L

2
||y − x||2 ≤ f(y)− f(x)−∇f(x)T (y − x) ≤ L

2
||y − x||2

ou simplesmente

f(y) ≤ f(x) +∇f(x)T (y − x) +
L

2
||y − x||2.

Teorema 3.2.3. A função OVO de ordem p é cont́ınua.

Demonstração. Ver [2]. ¥
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3.3 Resultados de convergência e Aplicações

A abordagem OVO surgiu em 2003, com a publicação de um artigo oriundo das pesquisas
de tese de Doutorado de C. Dunder [2]. Em seus trabalhos foram apresentados a abordagem
OVO, a sua função e também foram determinadas algumas de suas propriedades (um algoritmo
e propriedades para a convergência deste). Tais resultados estão apresentados a seguir.

Definição 3.3.1. Dizemos que x é ε-ótimo se

A ≡ {d ∈ IRn|x + d ∈ Ω e gj(x)T d < 0, ∀j ∈ Iε(x)} = ∅.

Isto significa que um x é ε-ótimo quando não existe direção de descida para função alguma
fj ∈ Iε(x).

Teorema 3.3.1. Suponha que xk ∈ Ω é o k-ésimo iterado do Algoritmo 3.1.1. Então:
(a) O algoritmo pára em xk se, e somente se, xk é ε-ótimo.
(b) Se o algoritmo não pára em xk, então a iteração está bem definida e

αk ≥ min

{
2σminγk(1− θ)

L∆2
,
εσmin

3c∆

}

onde
γk = − max

j∈Iε(xk)
{gj(xk)

T d}.

Demonstração. Ver [2]. ¥

Teorema 3.3.2. Suponha que x∗ ∈ Ω é um ponto limite de uma sequência gerada pelo Algoritmo
3.1.1. Então x∗ é ε-ótimo.

Demonstração. Ver [2]. ¥

Em outro artigo dos mesmo autores [3], foi dada atenção particular para a relação entre
minimizadores locais e pontos estacionários de ambas as abordagens (a abordagem OVO e um
problema de programação matemática com restrições que é elaborado no paper) e também sobre
as condições de otimalidade da abordagem OVO. Tais resultados seguem abaixo.

Definição 3.3.2. Seja Ω ⊂ IRn e x ∈ Ω. A abordagem OVO considerada é

Min f(x) s.a. x ∈ Ω (3.6)

Lema 3.3.1. Assuma que z1, . . . , zm são números reais tais que

z1 ≤ z2 ≤ . . . ≤ zn.
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Então, para todo p ∈ {1, . . . , m} existem r′, u′, w′ ∈ IRm tais que (r′, u′, w′, zp) é solução do
seguinte problema

min z

s.a.





m∑
i=1

riwi = 0

m∑
i=1

(1− ri)ui = 0

m∑
i=1

ri = p

ui − z + zi − wi = 0, i = 1, . . . , m

u ≥ 0, 0 ≤ r ≤ e, w ≥ 0.

(3.7)

Demonstração. Ver [3]. ¥

Teorema 3.3.3. O ponto x ∈ Ω é uma solução do problema OVO (3.6) se, e somente se, existem
r′, u′, w′ ∈ IRm e z′ ∈ IR tal que (r′, u′, w′, z′) é uma solução de

min z

s.a.





m∑
i=1

riwi = 0

m∑
i=1

(1− ri)ui = 0

m∑
i=1

ri = p

ui − z + fi(x)− wi = 0, i = 1, . . . , m

u ≥ 0, 0 ≤ r ≤ e, w ≥ 0, x ∈ Ω.

(3.8)

Neste caso, z′ = f(x).

Demonstração. Ver [3]. ¥
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Teorema 3.3.4. Assuma que Ω = IRn e (r, u, w, z∗) é um ponto KKT 1 de (3.7). Então
z∗ = f(x∗).

Demonstração. Ver [3]. ¥

Nas referências [2, 3, 4, 5] foram desenvolvidas algumas aplicações do problema OVO. Em
sua tese de doutorado [60], Salvatierra apresentou algumas aplicações espećıficas da abordagem
OVO:

• A primeira teve como objetivo modelar o problema de padrões ocultos com a função OVO.
Dado um conjunto de dados no plano (t1, y1), ..., (tm, ym), com alguns deles representando
um padrão (uma função). O objetivo era encontrar uma expressão para este padrão. Por
exemplo, poderia ser o caso de existir uma função φ tal que para alguns valores de i
tem-se yi = φ(ti, x). Neste caso a abordagem OVO será definir funções erro como sendo
fi(x) = (φ(ti, x)− yi)

2, e minimizar a função OVO de ordem p, para vários valores de p.

• O segundo foi uma generalização do algoritmo dado em [2] para resolver a abordagem
OVO, na qual se conseguiu uma convergência local, e aplicou-se ao modelo de Sistema
Bancário Ideal (SBI), no qual foi identificado a função OVO com a função Valor-no-Risco
(Var). Neste foi introduzido um algoritmo novo do tipo Quasi-Newton para problemas
de Otimização do Valor Ordenado com restrições convexas. Este novo algoritmo pode ser
usado para a otimização do Valor-no-Risco, especialmente quando as funções de perda são
não lineares e as restrições são lineares.

No próximo caṕıtulo apresentaremos os resultados necessários para o desenvolvimento da
rotina PCA, para que depois, no Caṕıtulo 5, desenvolvamos a acoplagem da abordagem OVO
com a técnica PCA.

1Para ver a definição de Ponto KKT deve-se consultar [34].
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Caṕıtulo 4

PCA - Análise dos Componentes
Principais

A técnica PCA é conhecida como Transformada de Karhunen-Loève, e é uma técnica que
provém da estat́ıstica (área de análise multivariada) que é bastante utilizada para detectar, em
um conjunto de amostras multidimensionais, os subespaços lineares mais significativos. Quando
as direções principais são identificadas, projetam-se as amostras em um espaço de dimensão
menor, ignorando as direções de menor significância, realizando portanto uma redução de di-
mensionalidade. No Caṕıtulo 5, a técnica PCA será utilizada para melhorar o desempenho da
abordagem proposta, por um pré-processamento das imagens. Resultados numéricos serão com-
parados com aqueles obtidos pela rotina implementada sem o PCA. A seguir, apresentaremos
alguns conceitos básicos para o desenvolvimento dessa técnica.

4.1 Definições básicas

Considere um número de amostras imersas em um espaço vetorial real de dimensão n (número
natural fixo), onde cada amostra Γ ∈ IRn, pode ser representado por um vetor

Γ = (x1, x2, ..., xn)

sendo que cada coordenada xi pertence a um subespaço de dimensão 1 do IRn. No caso em
questão, tais subespaços são os espaços gerados pelos vetores canônicos

e1 = (1, 0, ..., 0)

e2 = (0, 1, ..., 0)

...

en = (0, 0, ..., 1)
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que formam uma base para todo o espaço. Tal base é denominada Espaço Amostral.

A Covariância é uma medida clássica da estat́ıstica e, também é, uma extensão do conceito
de variância [45]. A covariância mostra a relação de interdependência entre duas dimensões de
uma amostra multidimensional.

Seja Ω = {w1, w2, ..., wm} uma amostra discreta, e seja X uma variável aleatória que associa
cada amostra wi a um real Xi. Representa-se a média dos Xi por X̄

X̄ =
1

m

m∑
i=1

Xi

e a Variância de X por var(X)

var(X) =
1

m

m∑
i=1

(Xi − X̄)2.

Analogamente, associando duas variáveis aleatórias duas a cada amostra, X e Y , é posśıvel
definir a covariância entre X e Y

cov(X, Y ) =
1

m

m∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ),

a qual satisfaz as seguintes propriedades:

cov(X,Y ) = cov(Y, X)

e
cov(X, X) = var(X).

A matriz de covariância C é definida abaixo, onde o é a média dos vetores xk:

C =
1

M − 1

M∑

k=1

(xk − o)(xk − o)T

4.2 A Técnica PCA

Para se detectar padrões, deve-se ter um modelo estat́ıstico com o propósito de identificar
um subconjunto do espaço amostral IRn que representa a presença do padrão procurado. Tal
subconjunto será denominado evento amostral e será denominado um evento E como a presença
do padrão que se procura num ponto amostral.
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Em um problema de reconhecimento de padrões ocultos, dado um vetor qualquer do espaço
em questão, deseja-se saber se existe ou não um padrão. Tem-se então, um subconjunto amostral
Ω ∈ E para representar o evento. O conjunto de amostras Ω será chamado de Conjunto de
Treinamento.

Inicialmente não se sabe nada sobre as propriedades e nem a forma geométrica de E, então
pode-se a priori estimar a presença do padrão a partir das informações obtidas do conjunto Ω.
É posśıvel obter um método de classificação onde, dado uma amostra Γ ∈ IRn, a probabilidade
(condicional) que ela pertença a E é dada por

P{E|Γ} ≥ θ,

onde θ é um limiar que determina a sensibilidade do classificador.

Suponha que cada amostra pode ser representada por um vetor aleatório Γ como vetor do
IRn

Γ = (x1, x2, ..., xn).

Digamos que se tenha M amostras Γi, sendo 1 ≤ i ≤ M em um conjunto de treinamento Ω.
Se Ω é uma boa representação do conjunto E, o comportamento das amostras implica em uma
estimativa de boa qualidade deste evento.

Define-se Ψ o vetor médio das amostras como sendo a média das amostras, ou seja,

Ψ =
1

M

M∑
i=1

Γi = (x̄1, x̄2, ..., x̄n)

e levando em consideração as amostras Φi como sendo

Φi = Γi −Ψ,

obtemos novo formato de Φ dado por

Φ = (y1, y2, ..., yn) = (x1 − x̄1, x2 − x̄2, ..., xn − x̄n) = Γ−Ψ.

Obviamente o conjunto ΩΨ, que é formado pelos Φi é o mesmo conjunto de treinamento Ω,
transladado pelo vetor −Ψ, isto é, para recuperar qualquer vetor no novo espaço, basta somar
o vetor Ψ e tem-se novamente um vetor em Ω. Efetuar esta translação garante o fato de que o
conjunto ΩΨ tem média zero, ou seja, que a média de cada coordenada yj de cada vetor amostral
Φi é zero. Logo, para calcular a covariância1 entre quaisquer duas dimensões yj e yk basta calcular

1De fato há uma leve diferença entre o fator multiplicativo 1
M−1 e o fator 1

M definido anteriormente na fórmula
de covariância. Isto ocorre porque possúımos apenas uma amostra do evento E, logo o primeiro fator dá uma
estimativa melhor do valor real de covariância. Este valor também é chamado de covariância amostral [45].
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cov(yi, yj) =
1

M − 1

M∑
i=1

Φi,jΦi,k

onde Φi,j é a j-ésima coordenada do vetor Φi,j e Φi,k é a k-ésima coordenada do vetor Φi [45].

Assim, considerando a matriz A como sendo a matriz dos vetores Φi dispostos em coluna

A = (Φ1, Φ2, ..., ΦM) =




Φ1,1 Φ2,1 · · · ΦM,1

Φ1,2 Φ2,2 · · · ΦM,2
...

...
. . .

...
Φ1,n Φ2,n · · · ΦM,n




pode-se definir a matriz C ∈ IRn×n como

C = 1
M−1

AAT

= 1
M−1




Φ1,1 Φ2,1 · · · ΦM,1

Φ1,2 Φ2,2 · · · ΦM,2
...

...
. . .

...
Φ1,n Φ2,n · · · ΦM,n







Φ1,1 Φ1,2 · · · Φ1,n

Φ2,1 Φ2,2 · · · Φ2,n
...

...
. . .

...
ΦM,1 ΦM,2 · · · ΦM,n




= 1
M−1




M∑
i=1

Φi,1Φi,1

M∑
i=1

Φi,1Φi,2 · · ·
M∑
i=1

Φi,1Φ1,n

M∑
i=1

Φi,2Φi,1

M∑
i=1

Φi,2Φi,2 · · ·
M∑
i=1

Φi,2Φ1,n

...
...

. . .
...

M∑
i=1

Φi,nΦi,1

M∑
i=1

Φi,nΦi,2 · · ·
M∑
i=1

Φi,nΦ1,n




=




cov(y1, y1) cov(y1, y2) · · · cov(y1, yn)
cov(y2, y1) cov(y2, y2) · · · cov(y2, yn)

...
...

. . .
...

cov(yn, y1) cov(yn, y2) · · · cov(yn, yn)




pois cov(yi, yj) = 1
M−1

M∑
i=1

Φi,jΦi,k.

A matriz acima, como dito anteriormente, é denominada matriz de covariância de Ω no ponto
Ψ.

Pode-se observar que C = CT , ou seja, a Matriz C é simétrica, pelo fato de

cov(yj, yk) = cov(yk, yj).
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Afirmação 4.2.1. A matriz de covariância C é definida positiva.

Demonstração. Consideremos a forma quadrática de uma matriz real e simétrica C com todos
autovalores positivos:

d2 = yT Cy,

onde y possui dimensão n.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que os vetores y são originados de uma trans-
formação ortonormal dos vetores x: y = Zx. Lembrando que toda matriz simétrica pode ser
pode ser diagonalizada através de uma transformação de semelhança ortogonal, teremos:

d2 = yT Cy = ZxT CZx = xT ZT CZx = xT Λx =
n∑

i=1

λixi
2.

Isto mostra que d2 é positiva para todo x não nulo.

Como a matriz de covariância é simétrica, real e possui todos os autovalores positivos (que
representam as variâncias após a transformação ortonormal), esta é definida positiva.

¥

Usar-se-á estes resultados para garantir a existência das componentes principais.

4.2.1 Componentes Principais

A técnica PCA consiste em encontrar as direções que melhor representam a variação entre
as dimensões, também conhecida como Componentes Principais. Então, a partir de um certo
número de amostras bem representativas, pode-se estimar as direções de maior variação dos da-
dos assim como mostra a figura abaixo.
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Figura 4.1: Exemplo em duas dimensões da utilização da técnica PCA para encontrar as direções
principais de variação, a partir de amostras estat́ısticas.
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Para se encontrar as componentes principais, deve-se primeiro extrair os autovetores da
matriz de covariância C.

Como C é uma matriz simétrica, podemos afirmar que C possui n autovetores associados a
n autovalores λi [30], onde

λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn ≥ 0.

Cada autovalor λi é uma solução da equação det(C − Iλ) = 0, e associado a ele existe um
autovetor unitário uk, que satisfaz a equação Cv = λv. Os autovetores {u1, u2, ..., un} são
ortogonais, formando uma base ortonormal do IRn.

Para se realizar a redução da dimensionalidade das amostras Γi para um subespaço de di-
mensão m < n, serão utilizados como amostragem os autovetores uk que possuem os maiores
autovalores associados. Tais vetores serão as componentes principais. Para realizar isto, é sufi-
ciente calcular as projeções dos vetores Ψi no subespaço gerado por {u1, u2, ..., um}, isto é, dado
um vetor amostral Γ qualquer, temos que

wk = (uk, Γ−Ψ) = (uk, Φ),

onde os coeficientes wk são as coordenadas do novo vetor −→w

−→w = {w1, w2, ..., wm}
em um novo espaço reduzido de apenas m dimensões.

Como tomou-se apenas alguns autovetores, desprezando outros, quando um vetor projetado é
novamente reescrito no espaço amostral de dimensão n, através de uma transformação inversa, há
uma “perda de informação”devido ao desprezo das componentes menos significativas. É posśıvel,
no entanto, mostrar que esta perda de informações não afeta o problema inicial [55]. Para se
recuperar o vetor reconstrúıdo Φf , basta realizar uma combinação linear

Φf =
m∑

k=i

wkuk,

onde i é o menor ı́ndice das componentes mais signitificativas.

Para estimar o erro, basta executar a maneira clássica, ou seja, calcular o comprimento do
vetor Φ− Φf

ε2 = ||Φ− Φf ||2;
se o erro em cada amostra for mı́nimo, isto significa que a redução dimensional foi aplicada com
sucesso.
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4.2.2 SVD e Covariâncias

Assumamos que dado n vetores xj, j = 1, . . . , n cada um de dimensão m, e média zero,

α = 1
n

n∑
j=1

xj. Se a média não é zero, este valor nulo pode ser obtido subtraindo a média α de

todos os vetores.

Antes, estamos interessados em encontrar uma base ortonormal para o subespaço gerado por
estes vetores. Ao invés disso, vamos investigar a “correspondência”entre estes vetores. Geometri-
camente, buscamos a direção que melhor aproxima a distribuição dos vetores, ou seja, buscamos
pelos vetores que representam a maior variabilidade dos dados. Se imaginarmos uma nuvem
de pontos em uma região bidimensional (incluindo a origem, pois assumimos que a média vale
zero), procuramos a direção de máxima variação. Para dados com um média não-nula, com a
subtração da média, estamos observando a direção da máxima variação em relação à média (u1

na Figura 4.2),

a

u
1

u
2

Altura de uma
face

Comprimento de uma
face

Figura 4.2: A distribuição das medidas de altura e largura de um número de faces.

Matematicamente estamos procurando pela direção u tal que

µ = max
||u||2=1

1

n

n∑
j=1

(uT xj)
2. (4.1)

Com a Matriz de Covariância

C =
1

n

n∑
j=1

xjxj
T , (4.2)
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é posśıvel reescrever (4.1) como

µ = max
||u||2=1

(uT Cu). (4.3)

Como C é real e simétrica, pode ser diagonalizada com uma matriz ortonormal UC [30],

C = UCΛCUC
T . (4.4)

Aqui ΛC = diag(λ1, . . . , λm), onde λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λm. Logo,

µ = max
||u||2=1

(uT UCΛCUC
T u) = max

||y||2=1
(yT ΛCy). (4.5)

Como UC é ortonormal e y = UC
T u, sabemos que ||y||2 = ||u||2 = 1. Devemos calcular

µ = max
||y||2=1

m∑
j=1

λj|yj|2. (4.6)

sujeito a

m∑
j=1

|yj|2 = 1. (4.7)

onde, µ = λ1 e y = e1 = [1 0 0 . . . 0]T . Como u = UCy = UCe1, a direção de variação máxima
u é exatamente o autovetor u1 da matriz de covariância C, que pertence ao maior autovalor λ1.
Além disso, λ1 mede a variação na direção de u1.

Procurando pela direção de máxima variação ortogonal à u1, devemos calcular (4.6), este
estando sujeito a (4.7) e e1

T y = 0. Isto implica que a primeira componente de y é igual a 0. Segue
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que (4.6) é calculado estando sujeito a
m∑

j=2

|yj|2 = 1. Isto é conseguido por y = e2 = [0 1 0 . . . 0]T

ou u = UCe2 = u2, o autovetor de C pertencente ao segundo maior autovalor.

Continuando este processo conclúımos que: o primeiro autovetor da matriz de covariância
C aponta na direção de máxima variação, e o correspondente autovalor mede a variação em sua
direção, isto é, é a variância desta direção. Os autovetores subsequentes apontam na direção de
máxima variação que sejam ortogonais às direções anteriores, e os seus correspondentes autova-
lores medem as variações.

Então, as direções de máxima variação são dadas pelas colunas de U e a variância (autovalores
λj de C) λj pelo quadrado dos valores singulares, isto é, λj = σj

2.

4.3 A Distância de Mahalanobis

Dado um ponto amostral qualquer, a Distância de Mahalanobis2 será utilizada para indicar
se tal ponto está “próximo”ou “longe”do conjunto de treinamento.

Quando o PCA é bem utilizado, nota-se que entre as direções principais, algumas direções
são mais significativas que outras. Isto é refletido diretamente na “forma”que o conjunto de
treinamento toma. Por isso, para criar um método de classificação para determinar se um ponto
do espaço amostral está de acordo com os dados de treinamento, deve-se utilizar uma métrica
conveniente, ou seja, uma métrica que leve em consideração a forma do conjunto. A métrica
euclidiana não é adequada para esse tipo de situação como mostra a figura abaixo.
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Figura 4.3: Pontos que têm a mesma distância euclidiana em relação ao centróide podem estar
a uma distância relativa diferente do conjunto de treinamento.

2Medida de distância introduzida pelo matemático indiano Prasanta Chandra Mahalanobis em 1936.
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Definição 4.3.1. Defini-se o quadrado da Distância de Mahalanobis entre uma amostra Γ e o
centróide Ψ como sendo

M2(Γ) = ||Γ−Ψ||2M = (Γ−Ψ)T C−1(Γ−Ψ),

onde C−1 é a inversa da matriz de covariância.

Quando C = I, a distância de Mahalanobis é a distância Euclidiana, ou seja,

(Γ−Ψ)T (Γ−Ψ) = ((Γ−Ψ), (Γ−Ψ)) = ||Γ−Ψ||2.

Sabe-se que toda matriz simétrica A pode ser diagonalizada através de uma transformação
de semelhança ortogonal. Além disso, a matriz Q que é usada para diagonalizar A tem nas suas
colunas um conjunto de autovetores de A ortonormais. A matriz diagonal resultante tem nos
seus elementos da diagonal os autovalores de A [30].

Sendo assim, considerando ν como a matriz dos autovetores uk dispostos em coluna, pode-se
decompor a matriz de covariância da seguinte forma:

Λ = νT Cν,

onde Λ = diag(λ1, λ2, ..., λn) é a matriz dos autovalores. Como ν é a matriz de mudança de
base formada por vetores ortogonais, sua inversa ν−1 = νT porque ννT = νT ν = I, pois ν é um
operador real ortogonal [30]. Como

Λ−1 = diag

(
1

λ1

,
1

λ2

, ...,
1

λn

)

pode-se concluir que
Λ = νT Cν

I = νT CνΛ−1

ν = CνΛ−1

C−1ν = νΛ−1

C−1 = νΛ−1νT .

Então, considerando o vetor transladado Φ = Γ − Ψ e utilizando o fato de C−1 = νΛ−1νT ,

onde Λ−1 = diag
(

1
λ1

, 1
λ2

, ..., 1
λn

)
, pode-se apresentar o formato do quadrado da distância de

Mahalanobis como sendo

M2(Γ) = ΦT C−1Φ

= ΦT νΛ−1νT Φ
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= ϕT Λ−1ϕ

=
n∑

i=1

zi
2

λi

onde ϕ = (z1, z2, ..., zn) = νT Φ, isto é, ϕ é o vetor Φ escrito nas coordenadas da base dos
autovetores.

4.3.1 Interpretação Geométrica

Considere o exemplo dos pontos que distam r fixo, segundo a distância de Mahalanobis.
Temos que

M(Γ) =

√√√√
n∑

i=1

zi
2

λi

= r ⇔
n∑

i=1

zi
2

λi

= r2 ⇔
n∑

i=1

zi
2

r2λi

= 1.

A última equação trata de um elipsóide n-dimensional. A figura abaixo dá uma noção dos
pontos equidistantes ao centróide a distância de Mahalanobis.
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Figura 4.4: Noção de distância ao conjunto de treinamento utilizando elipses.

Tais distribuições são casos isolados e como não se sabe a priori o comportamento da dis-
tribuição das faces, este será representado como uma união de elipsóides n-dimensionais.

4.4 Algoritmo PCA

Considere uma conjunto de N imagens e uma imagem-teste, todas com dimensões N ×M .
Seja Fm a face média do banco calculada por meio de média aritmética simples.
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Algoritmo 4.4.1. Rotina para extração das caracteŕısticas principais
Passo 1) Leia todas as imagens do banco e a imagem-teste. Armazene em formato vetorial:

• vi - a i-ésima imagem do banco de imagens.

• testea - imagem-teste.

Passo 2) Normalize a amostra através da diferença entre cada imagem e a média do banco
armazenando seus resultados nas colunas de L:

Li = (vi − Fm), i = 1, · · · , N

Passo 3) Calcule a decomposição SVD da matriz:

L ∗ LT = U ∗ S ∗ V T ;

Passo 4) Projete testea normalizada no eigenspace: w = UT ∗ (testea− Fm);
Passo 5) Projete as imagens do banco normalizadas no eigenspace: P = UT ∗ L;
Passo 6) Calcule a distância de Mahalanobis:

Di =
√

(Pi − w)T (S(i, i))−1(Pi − w),

onde Pi é a i-ésima coluna da matriz P;
Passo 7) Se min

i
{Di} < tolerância, então reconheça a testea como compat́ıvel com o banco de

imagens.

4.5 Resumo dos objetivos do PCA

Como descrito em [52], os principais objetivos pela análise dos componentes principais são:

• Gerar novas variáveis que possam expressar a informação contida em um conjunto original
de dados;

• Reduzir a dimensionalidade do problema que se está estudando, como passo prévio para
análises futuras;

• Eliminar, o quanto posśıvel, algumas das variáveis originais se elas traduzem poucas in-
formações.
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Caṕıtulo 5

Abordagem OVO acoplada à técnica
PCA

Neste caṕıtulo será apresentada a junção dos dois métodos usados para o problema do reco-
nhecimento facial, uma vez que o uso da técnica PCA permite uma redução da dimensionalidade
e retira as informações menos significativas.

5.1 Motivação para unir o Algoritmo OVO à técnica PCA

A principal vantagem de aplicar o PCA junto à abordagem OVO é que o PCA extrai as
principais caracteŕısticas de cada face e as projeta em um novo espaço denominado eigenspace.
Desta forma, os detalhes que são mais visualmente evidentes em cada imagem ficarão salientados
no novo espaço e serão mais fáceis de serem distinguidos. Após feito isto, o reconhecimento
através do Algoritmo 3.1.1 tem maior probabilidade de ser bem sucedido, pois se o programa
encontrar caracteŕısticas na imagem-teste muito parecidas com as caraceteŕısticas de uma imagem
do banco, é bastante provável que tal imagem-teste seja de uma pessoa que tenha fotos no banco
de imagens.

Pode-se dizer que com as caracteŕısticas ressaltadas e tão distantes umas das outras, ao se
utilizar a abordagem OVO acoplada à técnica PCA, as distâncias entre a imagem-teste e as
imagens do banco devem aumentar, já que o Algoritmo 3.1.1 partirá desses dados pré-filtrados,
causando diferença significativa entre os pixels do banco e os pixels a serem ajustados na imagem-
teste após as transformações geométricas.

A forma clássica de implementação para a técnica PCA utiliza o algoritmo da decomposição
em valores singulares que está apresentado em [26]. Utilizaremos este método em nossa abor-
dagem.
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5.2 Detalhes sobre a abordagem OVO acoplado à rotina

PCA

No problema acoplado, a construção da função objetivo vai se alterar uma vez que será
aferido o ajuste (o valor das f ′js) após a projeção no eigenspace. Para tanto, é necessário que:

• Com as imagens do banco seja constrúıdo o eigenspace usando o Algoritmo 4.4;

• Ainda antes do ajuste, sejam projetadas as imagens do banco no eigenspace.

Logo após a realização de tais procedimentos pela rotina acoplada, inicia-se o processo de
otimização:

• São fornecidos os parâmetros iniciais;

• É realizado o ajuste da imagem-teste com esses parâmetros iniciais;

• Logo após, projeta-se tal imagem-teste ajustada no eigenspace;

• Calcula-se a fi como sendo a distância da imagem-teste projetada à i-ésima imagem do
banco projetada, para cada i.

• Com tal fi, determina-se o valor da função OVO de cada iteração durante o processo de
determinação dos parâmetros ótimos via minimização pelo Algoritmo 3.1.1.

5.3 Sobre os Experimentos Numéricos

Algumas caracteŕısticas práticas com respeito às implementações numéricas são dadas abaixo:

• O Problema (2.1) é não linear. Além disso, em nossas aplicações, as restrições serão line-
ares. Para tal implementação (sem uso do PCA) foram feitas quatro rotinas principais,
responsáveis pela avaliação da função, do gradiente, montagem do conjunto de ı́ndices
Iε(xk) e a rotina principal;

• No próximo caṕıtulo serão feitos testes numéricos acoplando a rotina do PCA às quatro
rotinas principais citadas anteriormente;

• Todos os experimentos numéricos foram rodados em um computador Pentium 3, 1.86 Ghz,
640MB RAM utilizando o software Matlab 7.0;
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Criação do eigenspace

Projeção das imagens do
banco no eigenspace

Pré−processamento:

"Chute" inicial para os
parâmetros x

min f
i
p
(x)

(x)
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 ≤ M/4

        −N/4 ≤ d
y
 ≤ N/4
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        −M/4 ≤ x

0
 ≤ M/4

        −N/4 ≤ y
0
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i
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entre a imagem
 i do banco de
imagens e a
imagem−teste
após a
projeção

Minimização com o OVO:

Leitura das Imagens

Figura 5.1: Estrutura em caixa da rotina OVO acoplada à técnica PCA
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Caṕıtulo 6

Testes Numéricos

Neste caṕıtulo serão expostos os resultados dos testes numéricos utilizando a rotina OVO
(Algoritmo 3.1.1) isolada e a abordagem OVO acoplada à rotina do PCA (Algoritmo 4.4). Todas
as imagens dos bancos utilizados e as imagens-teste possuem NC colunas e NL linhas. O
vetor que aparece nas tabelas representa os parâmetros ótimos obtidos (xsol) e tem a ordem
(dx, dy, θ, x0, y0). Para evitar confusões, o conjunto de parâmetros iniciais foi denominado xa e
xb. Devemos observar o fato de que o x∗ (solução ótima), com o aumentar do valor de p produz
valores de fip(x∗)(x

∗) maiores.

6.1 Resultados com um banco de 24 imagens

O banco de 24 imagens utilizado [47] neste trabalho possui duas imagens de cada pessoa,
fazendo com que o p ideal seja p = 2. Foram feitos 4 tabelas de testes numéricos com a imagem-
teste teste1. As imagens foram ordenadas por linha. As imagens compat́ıveis com a pessoa da
foto imagem-teste teste1 são as imagens 3 e 4 deste banco. Foram dados dois “chutes”iniciais:
xa = (1; 1; 0; NC/2; NL/2) e xb = (2; 5;−0.1; NC/2; NL/2).

Figura 6.1: Imagem-teste: teste1.
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Figura 6.2: Banco com 24 imagens - Imagens ordenadas por linha (de 1 a 24).

A Tabela 6.1 trata da rotina OVO sendo aplicada isoladamente e para esta, xa é bastante
conveniente pois é um “chute”inicial muito próximo da solução ideal. Pode-se ver que o algo-
ritmo não faz grandes modificações para encontrar xsol, e que as imagens reconhecidas após o
otimização ter sido feita pertencem a mesma pessoa da imagem-teste teste1, que é a imagem 3
do banco de imagens. Com este xa inicial, os resultados surgiram como se era esperado, ou seja,
com o crescimento do valor de p a p-ésima distância aumentou.

Na Tabela 6.2 foi dado o mesmo “chute”inicial porém na rotina OVO acoplada ao PCA.
Observa-se que o algoritmo modifica bastante os parâmetros iniciais até encontrar xsol. Apesar
disto, a rotina funciona bem e o valor da p-ésima distância aumenta com o crescimento do valor de
p, muito embora tenha reconhecido a imagem correta para todo p, pode-se observar um “salto”no
valor da distância de p = 2 para p = 3.

As imagens reconhecidas são todas da mesma pessoa (imagens 3 e 4 do banco de imagens),
inclusive do p ideal, que é p = 2. Percebe-se também que da Tabela 6.1 para a Tabela 6.2 houve
um aumento significativo nos valores da p-ésima distância. Isto era de se esperar, pois com a
rotina OVO acoplada ao PCA, as caracteŕısticas principais são ressaltadas. Com caracteŕısticas
tão distantes de uma pessoa para outra para serem comparadas, é normal que os valores das
distâncias aumentem.
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xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(1, 1, 0, 62.5, 75)T 1 0.0001 3 0.0001
(1, 1, 0, 62.5, 75)T 2 0.0067 3 0.0002
(1, 1, 0, 62.5, 75)T 3 0.0188 3 0.0002
(1, 1, 0, 62.5, 75)T 4 0.0553 3 0.0002
(1, 1, 0, 62.5, 75)T 5 0.1034 3 0.0002
(1, 1, 0, 62.5, 75)T 24 0.9534 3 0.0002

Tabela 6.1: Rotina OVO - Imagem-teste: teste1 - xa = (1; 1; 0; NC/2; NL/2) - banco com 24
imagens - p = 2 .

xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(0.009, 0.009,−0.0001, 1.23, 1.47)T 1 17.568 4 17.568
(0.009, 0.009,−0.0001, 1.23, 1.47)T 2 18.955 4 17.568
(0.007, 0.007,−0.001, 1.093, 1.312)T 3 51.922 3 44.656
(0.007, 0.007,−0.001, 1.093, 1.312)T 4 54.363 3 44.656
(0.007, 0.007,−0.001, 1.093, 1.312)T 5 59.453 3 44.656

(0, 0,−0.52, 62.500, 75)T 24 93.775 4 56.214

Tabela 6.2: Rotinas OVO e PCA acopladas - Imagem-teste: teste1 - xa = (1; 1; 0; NC/2; NL/2)
- banco com 24 imagens - p = 2 .

A Tabela 6.3 mostra resultados (rotina OVO) um pouco d́ısparos devido a xb ter parâmetros
bem distantes do x ideal para o reconhecimento. Observa-se que com o crescimento do valor de p
a p-ésima distância não diminui, o que era de se esperar, porém as imagens do banco reconhecidas
não são compat́ıveis com a pessoa da imagem-teste teste1.

A Tabela 6.4 mostra que com a rotina OVO acoplada à técnica PCA, os resultados que
antes não estavam bons (Tabela 6.3) ficam muito melhores, devido ao fato do PCA fazer a
“filtragem”das caracteŕısticas principais e depois haver o processo de otimização pela rotina OVO.
As imagens reconhecidas são todas compat́ıveis com o banco (imagem 3 do banco), inclusive para
o p ideal, ou seja, p = 2. Com o crescimento do valor de p, também aumenta o valor da p-ésima
distância. Como descrito antes, as distâncias da rotina acoplada são maiores teoricamente.
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xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(4.033, 11.951,−0.016, 62.177, 74.985)T 1 0.0167 18 0.0167
(13.71, 10.44,−0.002, 49.62, 83.89)T 2 0.0167 21 0.0049
(13.71, 10.44,−0.002, 49.62, 83.89)T 3 0.0271 21 0.0049
(13.22, 14.85,−0.033, 70.44, 92.70)T 4 0.041 18 0.016
(13.22, 14.85,−0.033, 70.44, 92.70)T 5 0.064 18 0.016
(1.013, 3.988, 0.011, 61.48, 74.01)T 24 0.364 8 1.38e−004

Tabela 6.3: Rotina OVO - Imagem-teste: teste1 - xb = (2; 5;−0.1; NC/2; NL/2) - banco com 24
imagens - p = 2 .

xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(0.019, 0.049,−0.001, 1.249, 1.499)T 1 44.062 3 44.062
(0.019, 0.049,−0.001, 1.249, 1.499)T 2 44.433 3 44.062
(0.019, 0.049,−0.001, 1.249, 1.499)T 3 46.280 3 44.062
(0.019, 0.049,−0.001, 1.249, 1.499)T 4 47.951 3 44.062
(0.019, 0.049,−0.001, 1.249, 1.499)T 5 53.803 3 44.062
(0.015, 0.045,−0.003, 0.937, 1.125)T 24 81.715 3 58.767

Tabela 6.4: Rotina OVO acoplada ao PCA - Imagem-teste: teste1 - xb =
(2; 5;−0.1; NC/2; NL/2) - banco com 24 imagens - p = 2 .

6.2 Resultados com um banco de 32 imagens

O banco de 32 imagens [47] também possui duas imagens de cada pessoa, fazendo com que
o p ideal seja p = 2. Seguindo o mesmo modelo do banco de 24 imagens, foram feitos 4 tabelas
de testes numéricos com a imagem-teste teste2. As imagens compat́ıveis com a pessoa da foto
imagem-teste teste2 são as imagens 29 e 30 deste banco. Os parâmetros iniciais permaneceram
os mesmos: xa = (1; 1; 0; NC/2; NL/2) e xb = (2; 5;−0.1; NC/2; NL/2).

Figura 6.3: Imagem-teste: teste2.
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Figura 6.4: Banco com 32 imagens - Imagens ordenadas por linha (de 1 a 32).

A Tabela 6.5 mostra que, assim como na Tabela 6.1, os resultados da rotina OVO são
bem sucedidos quando os valores dos parâmetros de xa estão próximos da solução. A imagem
reconhecida em todos os casos é da mesma pessoa da imagem-teste teste2 e, como previsto, o
valor da p-ésima distância não diminui com o aumento do valor de p.

A Tabela 6.6 mostra que a rotina funcionou bem para este caso, pois reconheceu a pessoa
correta para o p ideal, que é p = 2. Observa-se que a partir de p > 2, as fotos do banco que são
reconhecidas não foram relativas à pessoa da imagem-teste teste2, o que também é um resultado
esperado e normal, já que as distâncias da rotina OVO acoplada ao PCA aumentam muito,
salientando bastante as diferenças entre as imagens. O valor da p-ésima distância também não
diminui com o aumento do valor de p. O valor da p-ésima distância “salta”de p = 2 para p = 3,
como era esperado.

63



xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(1, 1, 0, 62.50, 75)T 1 6.151e−005 30 6.151e−005
(1, 1, 0, 62.50, 75)T 2 0.003 30 6.151e−005
(1, 1, 0, 62.50, 75)T 3 0.004 30 6.151e−005
(1, 1, 0, 62.50, 75)T 4 0.006 30 6.151e−005
(1, 1, 0, 62.50, 75)T 5 0.007 30 6.151e−005
(1, 1, 0, 62.50, 75)T 24 0.301 30 6.151e−005
(1, 1, 0, 62.50, 75)T 32 0.460 30 6.151e−005

Tabela 6.5: Rotina OVO - Imagem-teste: teste2 - xa = (1; 1; 0; NC/2; NL/2) - banco com 32
imagens - p = 2 .

xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(0.009, 0.009,−0.00001, 1.248, 1.498)T 1 15.889 30 15.889
(0.009, 0.009,−0.0001, 1.23, 1.47)T 2 31.878 30 27.995
(0.005, 0.005,−0.002, 0.937, 1.125)T 3 65.700 11 59.948
(0.005, 0.005,−0.002, 0.937, 1.125)T 4 66.879 11 59.948
(0.005, 0.005,−0.002, 0.937, 1.125)T 5 67.014 11 59.948

(0, 0,−0.52, 62.500, 75)T 24 82.909 8 61.011
(0, 0,−0.52, 62.500, 75)T 32 87.940 8 61.011

Tabela 6.6: Rotina OVO acoplada ao PCA - Imagem-teste: teste2 - xa = (1; 1; 0; NC/2; NL/2)
- banco com 32 imagens - p = 2 .

Pode-se ver observar na Tabela 6.7 que a rotina OVO quando implementada com xb =
(2; 5;−0.1; NC/2; NL/2) não foram bem sucedidos quanto ao reconhecimento em si.

A Tabela 6.8 a rotina OVO acoplada à técnica PCA com o mesmo xb utilizado para a Tabela
6.7, e os resultados obtidos também não foram bem sucedidos quanto ao reconhecimento.

Como em todos os casos anteriores, a magnitude da p-ésima distância do programa OVO
acoplado ao PCA é maior que se apenas o programa OVO tentar otimizar o processo.

Tais resultados reforçam que o método apresenta grande sensibilidade ao conjunto de parâmetros
iniciais, convergindo de acordo com este, como visto nas oito tabelas anteriores deste caṕıtulo.
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xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(−2.561, 5.276,−0.101, 62.500, 75)T 1 1.537e−005 23 1.537e−005
(−2.561, 5.276,−0.101, 62.500, 75)T 2 6.151e−005 23 1.537e−005
(−2.561, 5.276,−0.101, 62.500, 75)T 3 0.001 23 1.537e−005
(−2.561, 5.276,−0.101, 62.500, 75)T 4 0.002 23 1.537e−005
(−2.561, 5.276,−0.101, 62.500, 75)T 5 0.005 23 1.537e−005

(13.828,−1.360, 0.074, 61.948, 73.229)T 24 0.206 2 0.001
(2.374, 4.803, 0.518, 62.229, 74.797)T 32 0.263 28 3.844e−004

Tabela 6.7: Rotina OVO - Imagem-teste: teste2 - xb = (2; 5;−0.1; NC/2; NL/2) - banco com 32
imagens - p = 2 .

xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(0.019, 0.049,−0.001, 1.210, 1.453)T 1 42.941 11 42.941
(0.019, 0.049,−0.001, 1.210, 1.453)T 2 55.729 11 42.941
(0.019, 0.049,−0.001, 1.230, 1.476)T 3 57.678 11 44.908
(0.019, 0.049,−0.001, 1.249, 1.499)T 4 59.076 11 44.142
(0.019, 0.049,−0.001, 1.249, 1.499)T 5 62.085 11 44.142

(1, 4,−0.523, 62.500, 75)T 24 82.872 7 59.590
(1, 4,−0.523, 62.500, 75)T 32 88.536 7 59.590

Tabela 6.8: Rotina OVO acoplada ao PCA - Imagem-teste: teste2 - xb =
(2; 5;−0.1; NC/2; NL/2) - banco com 32 imagens - p = 2 .

6.3 Resultados com um banco de 120 imagens

Foram realizados novos testes numéricos para o banco de 120 imagens [7], com uma com-
posição mais heterogênea (permitindo maior variação de posicionamento da face). Nele, o valor
de p ideal é p = 3, por ter 3 imagens de cada pessoa no banco. A imagem-teste utilizada foi a
teste3 e esta é compat́ıvel com as imagens 7, 8 e 9 do banco de imagens. Os parâmetros iniciais
foram xa = (1; 1; 0; NC/2; NL/2) e xb = (0.7;−0.4; 0.05; NC/2; NL/2). Observe que nos testes
anteriores o banco de imagens era composto por imagens tratadas de modo a excluir o máximo
posśıvel o “fundo”(background) e os cabelos das pessoas, o que facilita o reconhecimento. Este
último banco é composto por imagens mais heterogêneas, no sentido de que abrange uma região
maior do rosto, tornando os métodos de reconhecimento mais suscet́ıveis a erros oriundos das
variações mais intensas de posicionamento do rosto, variações de expressões e intensidade de cor
e luz.
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Figura 6.5: Imagens ordenadas por linha (de 1 a 120).

66



Figura 6.6: Imagem-teste: teste3.

As Tabelas 6.9, 6.10, 6.11 e 6.12 ajudam na confirmação do que constatamos anteriormente:
a rotina OVO sozinha tem uma probabilidade muito menor de ser bem sucedida do que a rotina
OVO acoplada ao PCA. Houve um caso raro na Tabela 6.10 em que de p = 4 para p = 5, a
p-ésima distância diminuiu um pouco (um valor despreźıvel, na verdade, para a rotina acoplada
que deve ter grandes valores para as distâncias), embora os resultados práticos continuem bons.

xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(1, 1, 0, 23, 28)T 1 1.121e−009 11 1.121e−009
(1, 1, 0, 23, 28)T 2 2.398e−008 11 1.121e−009
(1, 1, 0, 23, 28)T 3 2.398e−008 11 1.121e−009
(1, 1, 0, 23, 28)T 4 1.537e−005 11 1.121e−009
(1, 1, 0, 23, 28)T 5 1.537e−005 11 1.121e−009
(1, 1, 0, 23, 28)T 30 5.535e−004 11 1.121e−009
(1, 1, 0, 23, 28)T 60 0.005 11 1.121e−009
(1, 1, 0, 23, 28)T 90 0.015 11 1.121e−009
(1, 1, 0, 23, 28)T 120 0.369 11 1.121e−009

Tabela 6.9: Rotina OVO - Imagem-teste: teste3 - xa = (1; 1; 0; NC/2; NL/2) - banco com 120
imagens - p = 3 .
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xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(0.996, 0.996,−0.002, 45.910, 55.890)T 1 7.492 8 7.492
(0.984, 0.9841,−0.008, 45.640, 55.562)T 2 8.265 8 7.767
(0.937, 0.937,−0.032, 45.562, 55.250)T 3 10.956 8 10.080
(0.937, 0.937,−0.032, 45.562, 55.250)T 4 12.113 7 10.080
(0.968, 0.968,−0.016, 45.281, 55.125)T 5 12.085 7 8.462
(0.937, 0.937,−0.032, 44.562, 54.250)T 30 16.026 7 10.082
(0.875, 0.875,−0.065, 43.125, 52.500)T 60 18.128 67 11.282
(0.996, 0.996,−0.002, 45.910, 55.890)T 90 20.042 8 7.492
(0.968, 0.968,−0.016, 45.281, 55.125)T 120 25.048 8 8.462

Tabela 6.10: Rotina OVO acoplada ao PCA - Imagem-teste: teste3 - xa = (1; 1; 0; NC/2; NL/2)
- banco com 120 imagens - p = 3 .

xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(2.128,−1.514, 0.05, 23, 27.999)T 1 1.121e−009 33 1.121e−009
(2.128,−1.514, 0.05, 23, 27.999)T 2 1.537e−005 33 1.121e−009
(2.128,−1.514, 0.05, 23, 27.999)T 3 1.537e−005 33 1.121e−009
(2.128,−1.514, 0.05, 23, 27.999)T 4 6.151e−005 33 1.121e−009
(2.128,−1.514, 0.05, 23, 27.999)T 5 6.151e−005 33 1.121e−009
(2.128,−1.514, 0.05, 23, 27.999)T 30 0.003 33 1.121e−009
(2.128,−1.514, 0.05, 23, 27.999)T 60 0.013 33 1.121e−009
(2.128,−1.514, 0.05, 23, 27.999)T 90 0.108 33 1.121e−009
(2.128,−1.514, 0.05, 23, 27.999)T 120 0.418 33 1.121e−009

Tabela 6.11: Rotina OVO - Imagem-teste: teste3 - xb = (0.7;−0.4; 0.05; NC/2; NL/2) - banco
com 120 imagens - p = 3 .
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xsol p Valor da Imagem Valor da
p-ésima reconhecida menor
distância mais próxima distancia

(0.575,−0.525,−0.021, 43.125, 52.5)T 1 9.941 7 9.941
(0.575,−0.525,−0.021, 43.125, 52.5)T 2 9.986 7 9.941
(0.575,−0.525,−0.021, 43.125, 52.5)T 3 11.065 7 9.941
(0.575,−0.525,−0.021, 43.125, 52.5)T 4 11.447 7 9.941
(0.575,−0.525,−0.021, 43.125, 52.5)T 5 11.732 7 9.941
(0.575,−0.525,−0.021, 43.125, 52.5)T 30 15.917 7 9.941
(0.575,−0.525,−0.021, 43.125, 52.5)T 60 17.539 7 9.941
(0.637,−0.462, 0.014, 44.562, 54.250)T 90 20.045 8 8.766
(0.684,−0.415, 0.041, 45.640, 55.562)T 120 25.277 9 11.348

Tabela 6.12: Rotina OVO acoplada ao PCA - Imagem-teste: teste3 - xb =
(0.7;−0.4; 0.05; NC/2; NL/2) - banco com 120 imagens - p = 3 .
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Caṕıtulo 7

Conclusões

Este trabalho consistiu da proposição de uma nova estratégia para o problema do reconheci-
mento facial utilizando a abordagem da Otimização do Valor Ordenado. O Algoritmo 3.1.1 foi
usado para o reconhecimento.

Os resultados numéricos evidenciam a necessidade de uma rotina de pré-processamento que
ressalte as caracteŕısticas peculiares de cada face. Para tanto, acoplou-se o Algoritmo 3.1.1 ao
Algoritmo 4.4 , este sendo muito bem sucedido em relação ao Algoritmo 3.1.1 aplicado isolada-
mente, mesmo para um banco de imagem mais heterogêneo.

A principal contribuição deste trabalho é uma nova estratégia de otimização para o problema
do reconhecimento facial que pode ou não ser aplicada juntamente com a técnica PCA. Como
a abordagem OVO mostrou-se muito suscet́ıvel ao conjunto de parâmetros iniciais, utilizamos a
técnica PCA, e apesar de não sanar totalmente o problema, os resultados numéricos evidenciam
uma menor sensibilidade ao ponto inicial, apresentando êxito no reconhecimento em muitos casos.

Dos resultados numéricos nós conclúımos que a abordagem OVO acoplada à técnica PCA
mostrou-se uma poderosa ferramenta, quando os parâmetros iniciais estão ligeiramente próximos
da solução ideal, mostrando que se trata de um problema senśıvel a tais parâmetros iniciais.

Essa modelagem proposta é inédita, uma vez que desconhece-se na literatura acadêmica uma
aplicação da abordagem OVO ao reconhecimento facial (embora já existam algumas aplicações
de tal problema em outras áreas da ciência).

Embora não tenhamos argumentos teóricos rigorosos para apoiar o ponto de vista de que esta
estratégia desenvolvida neste trabalho é a melhor posśıvel para a abordagem OVO (e provavel-
mente existe outra abordagem melhor ainda não elaborada), uma experimentação numérica par-
ticular (aqui detalhada) sugere que o uso da formulação acoplada é uma estratégia competitiva,
visto que todos os métodos conhecidos atualmente apresentam restrições de funcionamento como
influência da luminosidade, expressões faciais provindas de est́ımulos-resposta (condicionamen-
tos), etc.
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Para o procedimento de ajuste das imagens foram utilizadas transformações clássicas da ge-
ometria (rotação e translação), compondo uma função objetivo que depende de 5 parâmetros.
Neste trabalho nos concentramos apenas em dois tipos de transformações geométricas, e provavel-
mente em um futuro próximo haverá uma extensão da modelagem desenvolvida neste trabalho,
englobando também operadores de escala. O algoritmo local introduzido em [2] não é suficiente
para o reconhecimento de maneira mais eficaz, portanto a técnica PCA foi introduzida junto a
abordagem OVO.

Acredita-se que grande parte dos testes que não obtiveram êxito tem como causa o fato da
luminosidade influenciar no reconhecimento. Por ordenar primeiro as funções e depois otimizar,
o Algoritmo 3.1.1 confunde caracteŕısticas errôneas caso a intensidade de coloração dos pixels
da imagem-teste e alguma imagem do banco estejam próximas (olhos pretos e cabelos pretos;
fundo preto e cor de pele negra; etc.) ao deslocar e rotacionar e, logo em seguida otimizar, sendo
necessárias portanto um melhoramento da abordagem proposta nesse sentido.
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Apêndice A

O Método Potencial

Como descrito na Seção (1.3.1), o método potencial foi um dos primeiros métodos que se
utilizou para encontrar componentes principais. Em sua forma simplificada, o método potencial
é uma técnica para encontrar o maior autovalor e seu correspondente autovetor de uma matriz
Tp×p. A idéia consiste em escolher um vetor p-dimensional u0, e formar a sequência:

u1 = Tu0

u2 = Tu1 = T 2u0

...

ur = Tur−1 = T ru0

...

Se v1, v2, . . . , vp são autovetores de T , então eles formam uma base para um espaço p-
dimensional, e pode-se escrever, para u0 arbitrário:

u0 =

p∑

k=1

σkvk

para algum conjunto de constantes σ1, σ2, . . . , σp. Então

u1 = Tu0 =

p∑

k=1

σkTvk =

p∑

k=1

σkλkvk,

onde λ1, λ2, . . . , λp são autovalores de T . Seguindo o processo para r = 2, 3, . . . obtemos

ur =

p∑

k=1

σkλk
rvk
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e

ur

σ1λ1
r =

(
v1 +

σ2

σ1

(
λ2

λ1

)r

v2 + ... +
σp

σ1

(
λp

λ1

)r

vp

)
.

Se |λ1| > |λ2| ≥ ... ≥ |λp|, diz-se que λ1 é autovalor dominante. Segue que com a normalização
conveniente tem-se que ur → v1 quando r →∞.

Então, para o método convergir é necessário que λ1 seja autovalor dominante e que u0 tenha
uma componente na direção do correspondente autovetor v1.

O método potencial fornece um algoritmo simples para encontrar o maior autovalor da matriz
de covariância e seu correspondente autovetor. Ele funciona bem se λ1 >> λ2, mas converge
vagarosamente se λ1 está próximo de λ2. A velocidade de convergência depende do vetor inicial
u0; a convergência é mais rápida quando u0 está próximo de v1 [26]. Se λ1 = λ2 > λ3, um
argumento similar para o problema pode ser consultado em [33].
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Apêndice B

O caso da Prosopagnosia

Em relação aos seres humanos, há casos raros de certas deficiências em que a capacidade de
reconhecer rostos é perdida, tal como a prosopagnosia. Esta doença foi descoberta no front de
batalha em 1944, durante a 2a Guerra Mundial, quando um soldado nazista se feriu e alguns
estilhaços de bomba causaram lesões cerebrais. Este foi tratado pelo neurologista Joachim Bo-
damer, que fez uma operação para remover os estilhaços e depois aplicou um teste para avaliar
o estado do paciente. O médico simplesmente pediu para que a esposa do soldado vestisse um
uniforme de enfermeira e ficasse à frente dele junto a outras enfermeiras reais.

O resultado disto foi que o soldado não identificou diferença alguma entre as mulheres uni-
formizadas, ou seja, o soldado não identificou a própria esposa. Então chegou-se a conclusão
que o paciente estava normal, porém não identificava mais rostos. O médico criou o termo
prosopagnosia: uma junção de prosopo (rosto) e agnosia (sem conhecimento). Atualmente foi
descoberto que a prosopagnosia também pode ser genética e afetar pessoas que não sofreram
traumas cerebrais [53].

Contudo esses indiv́ıduos são capazes de identificar pessoas usando outros centros do cérebro,
como o centro responsável pelo reconhecimento de padrões (sem essa deficiência) usada para
reconhecer objetos. As imagens abaixo foram retiradas de [43].

Figura B.1: Prosopagnosia.
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Doutorado, Unicamp, Campinas - SP (2005).

78



[61] B. Scholkopf, A. Smola and K. R. Müller. Nonlinear component analysis as a Kernel eigen-
value problem. Neural Computation 10, pp. 1299-1319 (1999).

[62] G. D. Smith. Numerical solution of partial differential equations: finite difference methods.
Oxford: OUP (1978).

[63] L. D. Silva, K. Aizawa, M. Hatori. Detection and tracking of facial features by using a facial
feature model and deformable circular templates. IEICE Transactions on Information and
Systems, Vol. E78-D, No. 9, pp. 1195-1207, IEEE Computer Society (1995).

[64] M. A. Turk and A. P. Pentland. Eigenfaces for recognition. Journal of Cognitive Neuroscience
3(1), pp. 71-86 (1991).

[65] L. Wiskott, J.-M. Fellous, N. Kruger and C. V. D. Malsburg. Face recognition by elas-
tic bunch graph matching. 7th Conference on Computer Analysis of Images and Patterns,
CAIP’97, Kiel, pp. 456-463, Springer-Verlag (1997).

79


