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Resumo

Neste trabalho, foi feita a Analise Numérica do modelo de Kirchhoff para pequenas vi-
bracoes de cordas elasticas com densidade e secao transversal variaveis, além da Analise
Numérica do Problema de Carrier. Para resolver numericamente os problemas cita-
dos, usamos o Método de Elementos Finitos no espago e o Método de B-Newmark no
tempo. Programas computacionais foram desenvolvidos usando a linguagem C e exem-

plos numéricos, com tabelas de erro e graficos serao apresentados.



Abstract

In this work, there was done the Numerical Analysis of the model of Kirchhoff for small
vibrations of elastic ropes with density and cross section you were varying, besides the
Numerical Analysis of the Problem of Carrier. To resolve numerically the problems
quoted above, we use the Method of Finite Elements in the space and the Method of
(-Newmark in the time. Computational programs were developed using the language C

and numerical examples, with charts of mistake and printers will be introduced.
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Capitulo 1
Introducao

O estudo de modelos de cordas eldsticas abrange muitos campos da ciéncia com
aplicacoes que vao da Engenharia a Biologia. O chamado modelo de Kirchhoff tem sido
muito utilizado no estudo do comportamento eldstico de cordas longas, finas e inex-

tensiveis.

Este trabalho, tem por objetivo, encontrar as solucoes numéricas através da aplicagao
de métodos numéricos, tais como, o Método de Elementos Finitos e o Método de Dife-
rencas Finitas, Método de B-Newmark, de trés modelos matematicos, sendo dois deles

uma extensao do modelo de Kirchhoff e o outro, refere-se ao Modelo de Carrier.
1.1 Biografia de Kirchhoff

Kirchhoff nasceu em Koénigsberg, Prissia em 12 de marco de 1824 e faleceu em Berlim,
Alemanha, em 17 de outubro de 1887. Foi um fisico alemao com contribuigoes cientificas
principalmente no campo dos circuitos elétricos, na espectroscopia, na emissao de ra-
diagdo dos corpos negros e na teoria da elasticidade (modelo de placas de Kirchhoff),

além de propor o nome de "radiacao do corpo negro”’em 1862.

Foi o autor de duas leis fundamentais da teoria classica dos circuitos elétricos e da
emissao térmica. Kirchhoff formulou as leis dos nés e das malhas na analise de circuitos
elétricos (Leis de Kirchhoff) em 1845, quando ainda era um estudante. Propos a lei da
emissao de radiacao térmica em 1859, comprovando-a em 1861. Em 1954 transferiu-se

para a Universidade de Heidelberg , onde colaborou em trabalhos sobre espectroscopia



com Robert Bunsen, descobrindo juntamente com este os elementos césio e rubidio em

1861, estudando a composicao quimica do Sol através do seu espectro.

Posteriormente propos as trés leis que descrevem a emissao de luz por objetos incan-
descentes:

1. Um objeto sélido aquecido produz luz com espectro continuo.

2. Um gas ténue produz luz com linhas espectrais em comprimentos de onda discretos

que dependem da composicao quimica do gés.

3. Um objeto soélido a alta temperatura rodeado de um gés ténue a temperaturas
inferiores produz luz num espectro continuo com vazios em comprimentos de onda

discretos cujas posicoes dependem da composicao quimica do gas.

A existéncia destas leis foi explicada mais tarde por Niels Bohr, contribuindo decisi-

vamente para o nascimento da mecanica quantica.



Capitulo 2

Notacoes e Conceitos Preliminares

2.1 Notacoes

Seja © = (0,1) um intervalo limitado do R. Denotemos por L*(2) o espago de Hilbert
das fungoes quadrado integraveis de Lebesgue em 2, H*(2) o espaco de Sobolev de ordem

s. Empregamos esses espacos para s=1 ou s=2.

O produto escalar e norma em L?(Q) sdo representados por

(u,v) = /1 u(z)v(r)dr ;  |u> = /1 lu()|3dw
0 0
para u,v € L*(Q).
Note que |u| ¢ a norma em L*(Q) e |u(z)[r ¢ o valor absoluto do nimero real u(x).
As fungoes u € H'(0, 1) sdo continuas. Entao definimos H{(0,1) = {u € H'(0,1);u(0) =
u(1) = 0}. O produto escalar e norma em H} (0, 1) sdo definidos por:

ou
%(I)

2

dx
R

Yo%, 0% ) 1
(o) = | G55zl :/0

Consideremos o espaco V = HJ(0,1) N H?(0,1) equipado com o produto escalar e

norma dados por:

182u 82'11 ; 1
o = [ Ggg@ds k- |

para todo u € V.

2

dx
R

0?u
922 ")

Para T > 0, consideremos o cilindro @ = (0,1) x (0,7") do plano cartesiano R?. As
funcoes a,b,c,d sao definidas em Q com valores nos niimeros positivos R*. Representamos

o intervalo (0,1) por €.



Por L*°(Q) representamos o espago de Banach das fungoes limitadas mensurdveis em

Q com valores reais, equipado com a norma:

|ul| (@) = sup ess( neqlulz, t)|r-

2.2 Hipoteses

H1) ¢ € CY(Q) com ¢(1,t) >0, ¢(0,¢) <0 para todo t > 0. [Q é o fecho de Q e C(Q)

o espago das fungoes continuamente diferenciaveis u : Q — R].

da ob od -
TS b, 5% d, T pertencem a L*(Q).

H3) b(z,t) > 0,a(x) > ag > 0 em Q.

H2) a,

A nao-linearidade no modelo

0*u Lrou\? | ]0%u Lrou\?  1ou ou

(2.2.1)
1 o 2
é do tipo ||u(?)|]* = —u(:v, t)| dx e cujos coeficientes sao definidos da seguinte forma:
o |0 R
To Eo(x,t) do
a(r) = ;o b(x,t) = ———; clx,t) = EF—(x,t
=S 0= T = gt

sendo p a densidade de massa, o a secao transversal da corda, 7 a tensao, £ o modulo

do modelo de Young do material e d(z,t) o termo de viscosidade.

Vamos considerar a nao linearidade mais geral do tipo M (||u(t)||?), com M = M(X), X >

0, satisfazendo certas condigoes.

H4) M ¢ continuamente derivavel com M’ em L*(0, K) para todo K > 0e 0 < mg <
M) < A M) > 0.



2.3 Formulacao e Resultado Principal

Motivados pelo modelo perturbado de Kirchhoff (2.2.1), formulamos o seguinte pro-
blema de valor inicial e de fronteira: dados ug e u; achar a funcao u : ) — R solucao do

problema de valor inicial e de fronteira:

0*u o | 0% o OU
Sz (@ 1) — |a(z) + bz, )M ([[u(®)[]") | 5 (2,2) — ez, )M ([[u(®)]]") 5 (2, t)
+ d(x,t)%(x,t) =0 em @

u(0,t) = u(1l,t) paratodo t >0

u(z,0) = up(x) v'(z,0) =uy(z) em (0,1)

(2.3.1)

Definigao 2.1: Chamamos de solu¢ao do problema (2.3.1) uma funcdo v : Q — R nas

classes:
uw e L>(0,T; HY(Q) N H*(Q))

ou -
8215 € L>(0,T; Hy(Q))
?9—2 € L>®(0,T; L*())

satisfazendo a identidade integral:

/(aaN )dt—/OT(Hb() (alP) 550000 )t~
/ T(c<t>M<r|u<t>r|2>%<t>,U)dt+ [ (a2 )ar=0

para todo v € L?(0,T; L*(0,1)) e satisfaz as condigoes iniciais em (2.3.1).
Teorema 2.1: Suponha ug € H}(Q) N H(Q) e uy € H(Q), satisfazendo a restrigao

2
82u0

522 +|ur| P <8, >0

onde ¢ é uma constante que depende de a(x,t),b(x,t),c(z,t),d(x,t) e de suas derivadas

em z e t. Entdo, existe uma tnica solucao de (2.3.1).



Observagao: Seja (w;);eny uma base de H}(0, 1) solugao do problema espectral.

— Wige = \W; em (0, 1)

A demonstragao serd feita pelo método das aproximagoes sucessivas. De fato, re-
presentamos por Vo = {0} e por V,, = [wy,ws, ..., wy,|, para m > 1, o subespago de
V = H}0,1) N H*(0,1) gerado por wy, wy, . .., w,. Definimos uy(t) para todo ¢ € [0, 7]
e definimos u,,(t) = Z gjm(t)w; € V,, a fungao definida em [0, T},,] com valores em V,,,

j=1
solucao do seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias:

(Gr00) = (| 03 luns01)] G20, 0) = (cwrt om0l 520,

+(d(t)%(t), w) =0 paratodo weV,
U (0) = Ugm — Ug em H}(0,1)N H%0,1)
O,

W(()) = Uim — W1 €m H&(Oa 1)
(2.3.2)

As estimativas e a passagem ao limite sao provados em [11].



Capitulo 3

Vibracoes de cordas elasticas com

extremidades fixas

3.1 Formulacao do Problema

O modelo proposto nesta tese é uma extensao do modelo de Kirchhoff para pequenas

vibragoes de cordas elasticas com extremidades moveis dado por

2 _ B(t) 2 2 .
Ou_|n, ko =-Lo K / (au> dm}gu:m (z,t) € Q

ot? m  m Ly 2my(t) Jaw ox 022
u(z,t) =0, (z,t) € E (3.1.1)
ou
u(@,0) =uo(z) , —-(2,0) =w(z)  a<z<fy
onde

Q = {(z,t) e R%:a(t) <z < B(t),¥t > 0}

e sua fronteira definida como
E= | {at).Bt)} x {t}
0<t<T

sendo:
e [, o tamanho inicial da corda;
e Ty a tensao inicial;

® N a Imassa,



e k o modulo de Young do material vezes a secao transversal da corda;
e u(x,t) o deslocamento vertical do ponto = da corda no tempo ¢;
e a(t) e B(t) fungoes que dao o movimento dos extremos da corda durante a vibragao

sendo a(t) < B(t) e y(t) = B(t) — a(t).

Neste trabalho, iremos supor que as extremidades sao fixas, ou seja, a(t) = 0 e

B(t) =1 e ele é dado por

*u Lrou\? | 0% Lrou\? | 1 ou ou

(3.1.2)
e cujos coeficientes definidos por
70
alx) = , 3.1.3
) Yop(x) (313)
E
b(x,t) = w (3.1.4)
Yop(x)
0o
t)=FE—(x,t 3.1.5
clet) = B (1, 1) (315)

O problema que estudaremos serd o de determinar uma fun¢ao u = u(z,t), no espago

das solugoes H}(2) N H*(Q), tal que,

( %— [ (x)—i—b(a:,t)/()l(%)Qd:c]%— [c(x,t)/ol<%)2dx]%
+ d(x,t)a—lz ~0, Y(z,t) € (0,1) x (0,T) 516)
u(0,t) =u(l,t) =0, 0<t<T

\ u(z,0) = ug(x) ,%(w,()) = uy(x) 0<z<l




3.2 Método dos Elementos Finitos

3.2.1 Formulacao Variacional

Ao Problema (3.1.6), o Método dos Elementos Finitos nao é diretamente aplicével.
Primeiramente, faz-se necessario expressar o problema numa forma mais adequada, férmula
esta chamada de Formulacao Variacional, para que assim, possamos aplicar o Método de

Galerkin, que sera visto mais adiante.

Seja D(2) o espago das fungoes testes, infinitamente diferenciaveis com suporte com-
pacto em Q e w € D(2). Multiplicando a primeira equacao em (3.1.6) por w e integrando

em = (0, 1), tem-se:

Lo You 0 ! ou ! ou
gu I M | My, ) My(z, ) Lo da =
/0 atzwda:—l—/o 9 8x< 1z, t)w) dz /0 Q(x,t)axwdx+/0 3(z,t) atwdac 0

(3.2.1)

onde

My(z,t) = a(z) + b(z, ) /;(%)2@ (3.2.2)

My(z, 1) = cla, 1) /O 1 (%)2@ (3.2.3)

My(2,t) = d(x, ) (3.2.4)

3.2.2 Meétodo de Galerkin

O Método de Galerkin consiste em aproximar o espago das solugoes Hj(£2) por um
subespago de dimensao finita. Para isto, definimos um subespaco V,, gerado pelos m

primeiros elementos da base do espago de Hilbert Hj (), isto é,

Vm — [@1;@27@037”' 790771] (325)
onde [p;];en é uma base de Hj ().

Buscamos, entao, uma solu¢ao aproximada u,, = u,,(z,t) do Problema (3.1.6), no

subespago V,,.



Solugao Aproximada

Aproximamos o Problema (3.1.6) pelo problema de determinar no espago das solugoes

Vin , uma funcao u,, = u,(z,t), tal que,

([ 0%u,,
(%

U (0) = wom — ug

O,

W

0) = Uy — Wy em H;(0,1)

Substituindo u,, = u,,(z,t) em (3.2.1), temos:

Y ou,, O

1 92
a m
Y wdx +

0 at2 0 8x ax

Como u,(x,t) € Vp,, podemos escrever

m

U (,1) = Zdz‘(t)%‘(ﬂﬁ)7 vi(x) € Vin,

e assim, obtemos

Oy, B e ,

o ;di(t)%(l“),
Oy, B i dpi(T)
8_1[‘ - zzl dz<t> 65(] )
Pu,,

1 au 1
——(Ml(:v,t)w)dx—/ My, 0) 5w d +/ My(x
0 L 0

w) + (52 g 0nte0w) - (M52 0 ) + (Ml w) =0vw ey,

(3.2.6)

m

,t)aLwdx =0

ot
(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

Substituindo de (3.2.9) a (3.2.11) em (3.2.7) e tendo w € V,, , podemos tomar em

particular, w =, , j=1,--- ,m.

10



Logo, temos entao:

m

Zd;'(t)/ dx+Zd /0 a%’x >aa (My(z,t)p;(2)) do —

=1

Zd / My(z, 1) 8% z) gpj(x)dx—i-Zdé(t)/O My(, )i ()0, () dar = 0
- (3.2.12)

3.3 Funcao de Interpolacao

Como j4 visto anteriormente, V, é um subespago de H}(0,1), onde

vm - [9011 P2,P3," " 730771]

As fungoes base ; escolhidas sao fungoes de interpolagao linear por partes satisfa-

zendo a seguinte condicgao:

1, sei=3
i(x) = 3.3.1
ouzy) {07 it (331)

onde z; € [0,1] é denominado ponto nodal ou simplesmente né. Os nés sdo pontos
discretos do intervalo [0,1], distribuidos de forma equidistante ou nao. Tomando m

divisoes em [0,1] definimos o passo
hi = Tjy1 — Ty, 1= 1, ,m (332)

No caso dos nés serem equidistantes, h; = h = 1/m.

Em cada intervalo, definimos a funcao ¢;(z) linear por partes satisfazendo a condigao
(3.3.1). Entao, ¢;(z) ¢é definida por

( . _ .
e S x%l, Va e [z,
T — Tj—1 hi—
T—Tiy1 L4l — X o
pile) =8 T T TEElmeTal (3.3.3)
0, Vo g [xiflaxz#l]
\

11



cuja derivada é dada por

(1
]’Li_l, \V/I € ('ri—l; (L’z)
oy, 1
52 (x) = " Va € (i, i) (3.3.4)
0, Vo & (Ti1,Tit1)

\
A funcao ¢; esta definida parai=1,...,m+ 1.

Podemos representar geometricamente as fungoes ¢;, como mostrado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Funcao base

Consideraremos neste trabalho, uma malha uniforme com passo constante h; = h =

1/m e os pontos nodais dados por

1
T = ((z’—l)—) . i=1,2...,m+1

m

Observamos que com a defini¢ao da funcao em (3.3.3) e (3.3.4), temos:

Opi() 9py() _

‘ (Y s
0i(z)pi(z) =0 e e e se |i—j]>2

Assim

1 Tit1
/ vi(x)pj(r)dr = / vi(x)pj(r)dr para j=i—1,4,i+1 (3.3.5)
0 Ti_1

de se |i—j|>2 (3.3.6)




Problema Local

Uma forma mais apropriada de determinar a solugao aproximada do Problema (3.2.6),
¢ através de solugoes locais. Para obtermos tais solugoes locais precisamos considerar uma
particao do dominio €2 em subregioes 2, tal que,

O=J2 QnQ, =0 e#s

e=1

Considere € = (0, 1) e uma discretiza¢ao nao necessariamente uniforme dada por
Tiy1 = T + i, 1=2--,m
onde 1 =0 e x,,+1 = 1 devido as condigoes de fronteira.

Para cada intervalo [x;, x;+1], considere um elemento e denominado elemento finito e
as coordenadas locais [z, z§] = [z, 2;41]. Geometricamente os m elementos podem ser

representados como na Figura 3.2.

Figura 3.2: Funcao base local

Entao, temos m intervalos chamados de elementos finitos, [z$,z5], e = 1,--- ,m.

Definimos a fungao de interpolagao local ¢ (x) para cada intervalo local [z, z§] dada

por
( s —x
QOT(JI) = 2h—7 Vi e [l’i,l’g]
Tr — x8 e e
pe(a) = { #h@) = ——, Vel g (3.3.7)
0, Va & [2f, 9]

— € €
onde h, = x§ — z§.
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A fungao de interpolagdo ¢;(x) apresentada em (3.3.3) é a jungao das fungodes de

interpolacdo local 5 ' (x) e ©$(x), ou seja,

w5 H(x), Vaelathas = (3, 2
oi(x) = { @), V€ fof o] = [, 2] (3.3.8)
07 \V/.I’ g [wi—laxi-i-l]

Usando a notagao acima, definimos (3.2.12) em termos de cada elemento, ou seja,

constantes em cada elemento finito e, assim temos:

% 9yt (x) O
Zd 0 [ e dw+2de ) [ 2802 (e, e -

T2 Ot 2 , x§
Sty [ e %y)@gdeer;(t) [ i@t de =0
a=1 xy a=1 z§
(3.3.9)

paral <a,b<2ee=1,2,---,m.

Devido a existéncia das fungdes M (x,t), Ma(x,t) e Ms(x,t) nas integrais, a equagao
é de dificil solugao. Considerando o conceito local apresentado anteriormente e tomando
que o tamanho h. de cada elemento é suficientemente pequeno, passaremos entao a
considerar as fungoes continuas M (x,t), My(x,t) e Msz(x,t) constantes em cada elemento

finito e.

Logo, linearizando no tempo, tomamos M (z,t) = M{(t), Ma(x,t) = Ms(t) e Ms(z,t) =

M5 (t) e considerando « constante em cada elemento finito e, obtemos:

Zd / @) da + Z de (1) M (1) / " a‘ng) &%ix(x) e

€
1

(3.3.10)

Z,e

Zde P ME(t / 8905( 7) dz +Zd / o (2)% (2)dx = 0

e
1

onde 1 <a,b<2ee=1,2,---,m.
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3.4 Calculo das Matrizes

Denotando por
A:zﬂl:AZb, B:in:Bsb, C:icgb € D:iDZb
e=1 e=1 e=1 e=1

Restringindo as matrizes A, B, C, D a cada elemento e temos:

e

A= [ Pi(2) g (@) da (3.4.1)

B, = Mi(t) / Paln) 0al) (3.4.2)

© ML) / a%f”)gpg(x) iz (3.4.3)

Dgy, = My (t) /;2 pq(x)pp(x) de = Ms(t)Ag, (3.4.4)

As matrizes locais AS,, BS,, C, e DS, sdo de ordem (2 x 2) onde veremos mais adiante

na Segao 3.6. Essas matrizes locais de ordem (2 x 2) foram introduzidas devido ao fato

delas terem muitos zeros, pois g, (x)gp(z) =0, se |a—b] > 2.

3.5 Integracao Numérica

Utilizaremos um método de integracao numérica chamado de Quadratura Gaussiana
com dois pontos (; e (3, que sao exatos para polinomio de grau < 3, com o intuito de
tornar mais flexivel a montagem das matrizes locais apresentadas em (3.4.1), (3.4.2) ,
(3.4.3) e (3.4.4).

A quadratura Gaussiana no caso unidimensional é dada por

[ 0@ dc =3 atGyun
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onde N é o numero de pontos de integracao, (; é a coordenada e w; é o peso associado a
V3

(1. Quando N = 2, entao, (; = —3 = —(3 e w; = we = 1. Nestas condicoes o erro de
integracao é dado por
_ 1 d'q(Q)
“7 135 dct

e a integral é calculada por

/_11‘]“) dc—q<—§) +q(%§>

Desde que o intervalo de integracao da fungao ¢ é o intervalo fechado [-1,1] entao,
para calcular as matrizes locais do elemento e, cujas coordenadas sdo dadas por [z§, z§],

precisamos fazer a seguinte transformacao isoparamétrica:
5 : [$‘i,$§] - [_17 1]
1 e e
r—&(x) = h—(2:c — x5 — %) (3.5.1)

onde h, = x5 — x§. A fungao inversa £~! de £ é dada por

z°: [_17 1] - [l’i,x;]
1
Er— af() = 5(1:? + x5 + he&) (3.5.2)
Além disso, p )
¢ e
——— 3.5.3

Agora, iremos calcular as matrizes locais.

3 3 € € (& (&
3.6 Matrizes Locais A, ,B% ,C¢ e D¢,

Temos m elementos para os (m + 1) nds da discretizagdo de 2 = (0,1), onde temos

que:

A:ZAZb, BZZ;BSM C:z;cgb € DZE;DZb
e=1 e= = =

As fungdes ¢ e ¢§ sao as unicas fungdes de interpolagao nao nulas no intervalo [z§, z§]

em (3.3.7). Logo, a matriz local A¢, ., ja vista anteriormente em (3.4.1), foi definida como

16



sendo de ordem (2 x 2), pois os elementos Af,, Af,, A5, e AS, que pertencem a e-ésima

e (e + 1)-ésima linhas e colunas sdo os tinicos nao necessariamente nulos. Assim temos:

0 0

€ e
A7 AL N e

A A5 — e—+1

0 0

Logo, podemos representar os elementos Af,, Af,, A5, e A5, respectivamente por

AS,, AS Ly, A e A .. Faremos o mesmo com as matrizes B, C5, e Dg,, donde
obtemos:
€ € € € € €
Af — Al Afy e _ | P Biz e _ | Ch Chy
ab — ) ab — ) ab — !
€ € € € € €
A5y Ag By By 21 “a22
€ €
e _ | Pu Dis
ab
€ €
D5, Dy

cuja ordem das submatrizes é (2 x 2) formados pelos coeficientes de coordenadas nao

nulas.

3.6.1 Matriz Local A¢,

Temos que a matriz local A%, em (3.4.1) é dada por

e

‘, = / e (2)gi() de

e
1

com 1 <a,b<2.

Ao aplicar a transformagao isoparamétrica (3.5.1) em (3.4.1), temos:
! he ! V3 V3
o= [ oa©F - [aoa=q(-3) (%) oy
-1 —1

he

q(§) = 5 ©a(§)ep(E)

onde
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Antes de explicitarmos a fungao ¢(§), é preciso, primeiramente, definir a fungao de

interpolagao ¢¢(€) no intervalo [-1, 1]. Por exemplo, usando polindémio de grau 1, temos:

(ei0="2% veerry
po(€) =< ¥3(8) = (1—2%), vEe[-1,1] (3.6.2)
0, Vf 55 [_17 1]

Temos que, a fungao ¢ (z) definida em (3.3.7) para x € [xf, 25| é equivalente a fungao
¢ (&) definida em (3.6.2) para £ € [—1,1].

Utilizando a fungao (3.6.2) em (3.6.1), obtemos os elementos da matriz local AS, dada

por
AZb — All A€132
A5 A%
e _ [ Che [N i eiey e e [F=8 (-8
a = [ a0 ae=% [ aewea-5 [ S5
he [* he
:g/_1(1_25+g2) d§:§ (3.6.3)
. _ [ Che [N i ey e e [F=O (148
= [ a0 i=7 [ vewmee-7 [ G
he [* he
-3 /_1(1 — &) d¢ = n (3.6.4)
Por se tratar de uma matriz simétrica temos que, A5, = Af,.
e _ [ Che [N e e e [P LHE(L+E)
= [ a0 w=% [ sewmee-7 [ S
(3.6.5)

he [* he
:g/_1(1+2§+§2) dg = =

Como a malha é uniforme, temos h = h, e de (3.6.3), (3.6.4) e (3.6.5) temos que a

matriz local A¢, é da seguinte forma:

Ae, — % [ 21 ] (3.6.6)

1 2
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3.6.2 Matriz Local B¢,

Temos que a matriz local BS,, vista anteriormente em (3.4.2), é dada por

. . "2 9 () 0§ (x
- i [ 2105,

para 1 < a,b < 2. Podemos reescrever Bf, como

B¢, = MS(t)BS, (3.6.7)
onde 5 g ( )(9 ( )
Se 2 Jpg(x) Opp(x
Be, — 6.
ab /m Ox Ox da (36.8)

Ao aplicar a transformagao isoparamétrica (3.5.1) em (3.6.8), temos:

R S LI C RO

Antes de explicitarmos a fungao ¢(§), é preciso primeiramente definir a funcao de

interpolagao ¢, (§) no intervalo |-1, 1]. Derivando (3.6.2), obtemos:

[ 0p5(§) 1
) 85(5) = IE VEe[-1,1]
D" pa) _ 1 _
waag(&) _ 825 =5 Vee[-1L1] (3.6.10)
0 Ve [-1,1]

Utilizando a funcéo (3.6.10) em (3.6.9), obteremos os elementos da matriz local BS,,

dada por

g _ [ B0 Bi
Bs, B

~—

o [ 20pO050) . [f2f 1N/ 1
BII‘/1Q<€)d5‘ hooe o ®7 1E<_5)(_5> “



:/1 ! dgzhi (3.6.11)

| 2h, .
e _ [ (120859 0ws5(E) . [P 2 1\/(1
Blz—/_lq(f) d§ = —1h_e o€ D¢ d¢ = 1h_6(_§> (5) dé¢
L | 1
= /_1 o =y (3.6.12)

Por se tratar de uma matriz simétrica temos que, Bgl = sz.
: ' b2 95(€) 945() b2 1\ (1
BS, = e = | =22 2027 ¢ = / —(=)(=)d
o [ [ eSS0 we [ 2(5) (5)

L | 1
/1%6 3 (3.6.13)

Como h = h, e de (3.6.11) a (3.6.13), temos que a matriz local B¢, é dada por

. 1 1 -1
Be, = - 3.6.14

Logo, substituindo (3.6.14) em (3.6.7), temos a matriz local B¢, é da seguinte forma:

pr, = i) [ b ] (3.6.15)

3.6.3 Matriz Local C¢,

Temos que a matriz local C¢,, vista anteriormente em (3.4.3) é dada por

e e K 9 Z L) e e e
= 350) [ 28 i) dr = a5, (3.6.16)
onde 5 9e ()
A 2 ot (z
o = = 5 6.1
= [ e (3617)

para 1 < a,b < 2.
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Ao aplicar a transformagao isoparamétrica (3.5.1) em (3.6.17), temos:

Ne ! za(pa( e ‘e ﬁgoa e
G- [ a0y i - / ) de (3.6.18)

pois
Opg _ 0pzdE 2 Oy
oxr O de  h. O

Logo, utilizando a fungao (3.6.2) e (3.6.10) em (3.6.18), obteremos cada elemento da
matriz local C*;;b dada por
Cry Oy

e[ [ Mo [ ()
:/_i(ngl) dgz_% (3.6.19)
o | 50 [ (2)(159)
:/_11<—54 )dgz_% (3.6.20)
e e [ e )5
:/_1<1;5) dg_ (3.6.21)
e e e [ (59
_ /1(115) dg_ (3.6.22)

De (3.6.19) a (3.6.22) temos que a matriz local C%, é uma matriz anti-simétrica dada

Ne
Cab_

onde

por

11
Co=| [ 7 (3.6.23)
2 2



Logo, substituindo (3.6.23) em (3.6.16), temos a matriz local C¢, é da seguinte forma:

1 1
5 3 M) M)
e e Ne e 2 2 ]_ 2 2
co =50 =050y | 2 2| =1 (3.6.24
= Ms(t)  Ms(t)
2 2
3.6.4 Matriz Local D¢,
Temos que a matriz DS, vista anteriormente em (3.4.4) é dada por
e e IS e e e e
Doy = M5(0) [ piopita) do = M3(0)45, (3.6
g
onde e
A= [ il da (3.6.20
para 1 <a,b < 2.
De (3.6.6), temos:
hl2 1
Ay == (3.6.27)
1 2
Logo, substituindo (3.6.27) em (3.6.25), temos a matriz local D¢, dada por
DSy = i) (3.6.28)
6 11 2

3.7 Matrizes Globais A, B, C e D

Nesta Secao, faremos a montagem das matrizes globais a partir das matrizes locais,

uma vez que:

A:iAZb, BziB:;b, Czic‘sb e D:iDZb
e=1 e=1 e=1 e=1
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3.7.1 Matriz Global A

Consideraremos a matriz local definida em (3.4.1) e a funcao ¢¢(x) definida em (3.3.7)
onde [z§,x§] = [z¢, Tetr1]. Consideraremos também i = j = e, no cédlculo do coeficiente

da matriz A... Temos:

A= [ o= [ a@a@dr [ a@atd @1

Donde obtemos

e—1 e

T2 L2
A= [ @ @) et [ @)
1 Ty
Ace = AT+ A5, (3.7.2)
para e = 2,3, --- ,m. Temos entdo que AS,' e A¢, sdo os coeficientes das matrizes locais
Mt e M¢ de ordem (2 x 2).
Da mesma forma, obtemos:
1 Tet1 ZES
A= [ @@entads= [ p@lean(@rde = [ oi)pn() o = A
0 Te z§
(3.7.3)
1 Tet1 :Bg
Acre= [ pere@do= [ eun@pa)de = [ eala)orla) do = A
0 Te z§
(3.7.4)
Generalizando, temos o seguinte algoritmo na composicao dos coeficientes da matriz
global:
Parae=2,3,--- ,m, temos
Aee = Aggl + Ay
A er1 = A (3.7.5)
Ae+1,e - A§1
onde

Ay = / o1(w)pr () da = / " (@) () do = / o)l @)de = 4l (376)

1
1

Analogamente, temos:

Apiime1 = / o5 ()5 (x) de = Ay (3.7.7)



De (3.7.5) a (3.7.7), obtemos a matriz global A dada pelo algoritmo:

A=Ay

A=A+ A5, e=23,---.m

Acer1 = Al e=1,2--- 'm (3.7.8)
Aet1e = A5, e=1,2---,m

m
Am+1,m+1 = AQQ

Sendo A¢, a matriz local dada em (3.6.6) por
e ﬁ 2 1
ab — 6
1 2
Aplicando o algoritmo (3.7.8) na matriz AS, e sendo ela simétrica e tridiagonal, acha-
mos mais conveniente coloca-la na forma de coluna, ou seja, como a matriz é tridiagonal,

os outros elementos sao nulos, logo colocamos as 3 diagonais em forma de coluna, onde

teremos: ~ )
0 4 1

ol

b4 (3.7.9)

3.7.2 Matriz Global B

Sendo B¢, a matriz local dada em (3.6.15) por
ME(t) 1 -1
—1 1

h
Aplicando o algoritmo (3.7.8) na matriz B¢, e sendo ela simétrica e tridiagonal, acha-

e __
Bab_

mos mais conveniente coloca-la na forma de coluna, onde teremos:

[0 Mi(t) + Mi(t)  —M{() |

—MI(t) M)+ M) —MA() (3.7.10)

> =

i —Mflz(t) Mlml(t)'—i_ M) 0]
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3.7.3 Matriz Global C

Sendo C¢,, a matriz local dada em (3.6.24) por
—Ms(t) —M;(t)

e

1
ab — 5 . .
M3(t)  M3(t)
Aplicando o algoritmo (3.7.8) na matriz C¢, e sendo ela tridiagonal, achamos mais

conveniente coloca-la na forma de coluna, onde teremos:

My(t) M3t My(1)

0 2 2 2
M;(t) MZ(t)  M3(t) M)
O = 2 2 2 2 (3.7.11)

oMp) My Mpe)
2 2 2

3.7.4 Matriz Global D

Sendo D¢, a matriz local dada em (3.6.28) por
DZb — 3( )
6 11 2

Aplicando o algoritmo (3.7.8), na matriz DS, e sendo ela simétrica e tridiagonal,

achamos mais conveniente colocéd-la na forma de coluna, onde teremos:

L MOTMEO MO
3 3
M) MO MO M
D=h 3 3 3 (3.7.12)
My MO M
L 3 3 |

Substituindo de (3.7.9) a (3.7.12) em (3.3.10) podemos escrever (3.3.10) no seguinte

sistema de equacgoes diferenciais ordinarias:
Ad"(t) + (B — C)d(t) + Dd'(t) = 0
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onde denotamos

d(t) =d™(t) = | (3.7.13)

3.8 Método de S-Newmark

Matematicamente, a equagdo Ad”(t) + Bd(t) — Cd(t) + Dd'(t) = 0 representa um
sistema de equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem e, em particular, a solucao
das equacgoes nao sao tao triviais. Logo, o Método escolhido para resolver o sistema de
equacoes diferencias de segunda ordem foi o Método de 3-Newmark, que consiste em um

Método de Diferencas Finitas que estudaremos a seguir.

Seja o intervalo de tempo fixo [0,T]. Dividiremos esse intervalo em N passos de

tempos iguais de tamanho At, onde

At ==
N

e os tempos discretos no intervalo [0, 7] denotaremos por
t,=nAt, n=0,1,--- N.

Assim, para qualquer fungao tempo-dependente, denotaremos d"™ = d(t,) e conside-

1
remos as seguintes interpolacoes de Newmark com parametro 5 > 1
d" = Bd" + (1 —2B)d" + Bd"* (3.8.1)

onde [ é usado para estabilizar o sistema aproximado e as aproximacoes de diferencas

para a primeira e segunda derivadas dadas por
dnJrl _ dnfl
2At

dn—i—l — 24" + dn—l
At?

(d)" =
(3.8.2)

(@) =

A aproximagao da primeira derivada (d')" pode ser obtida seguindo as Férmulas de

Taylor, dada por

A2 A
Ttd”(t) + 28 ey (3.8.3)

d(t+ At) = d(t) + Atd'(t) + 3
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e de forma andloga

2 3
At — At = d(t) — Atd' (1) + 2y — Ag—f

> d"(t) (3.8.4)

Subtraindo (3.8.3)-(3.8.4), obtemos:

3
A+ Af) — d(t — Af) = 200 (1) + S-d"()

Logo,
o dt+AL) —d(t—At) A,
d(t) = 2At 6 (1)
Entao, tem-se:
/ ~ L _ o 2
OEF (d(t+At) d(t At)) ., com erro O(Af) (3.8.5)

Assim, no tempo discreto, temos:

dn—i—l _ dn—l

()" = At

(3.8.6)

E a aproximagao da segunda derivada (d”)"™ também é obtida seguindo as Férmulas

de Taylor, dada por

At? At At
d(t+ At) = d(t) + Atd (1) + Ttd”(t) + 3—fd"'(t) + 4—fdw<t) (3.8.7)
At? At Att
d(t — At) = d(t) — Atd'(t) + Ttd”(t) — 3—fd’”(t) - 4—fd“’(t) (3.8.8)
Somando (3.8.7) e (3.8.8), obtemos:
2 g1 At4 v
d(t + At) + d(t — At) = 2d(t) + At*d"(t) + Hd (t)
Logo,
g At + AL +d(t— At) —2d(t) A
() = At? —p )
Entao, tem-se:
gz WA 2O +dE =AY e o(A) (3.8.9)

At? ’
Assim, no tempo discreto, temos:

dn+1 — 24" + dn—l

(d")" = AP

(3.8.10)

27



Usando as aproximacoes, a discretizacao no tempo do sistema
Ad"(t) + Bd(t) — Cd(t) + Dd'(t) = 0

é dada por

n+1 n n—1

At?
| y o _ et (3.8.11)
C (Bd™ + (1 - 26)d" + 8d )+D(2—At) =0
Entao obtemos:
A D n+1 __ 2A m
(om0 2 )i = (24 -0-208-0))a
A b (3.8.12)
| — B — _ m—1
(At2 +HB-0) 2At)d
Reescreveremos o sistema acima como
G(t,)d"™ = D1(t,)d" — D2(t,)d" " (3.8.13)

onde
D
o G =A+At?BB — At?BC + At?
o D1 =2A— At*(1 —26)B + At*(1 — 28)C
o D2=A+ At?3B — At?BC — At%

Quando considerarmos n=0, precisaremos calcular d=1. O calculo de d=! sera feito

pela diferenca central dada por:

d~' =d' — 2Atd (0)

O sistema visto anteriormente é resolvido de forma recursiva para n. Logo, para

n = 0, temos o sistema

G(to)d" = D1(to)d" — D2(to)d

Logo, podemos entao, obter d' resolvendo o sistema acima, ji que conhecemos d°

através das condicoes iniciais e d~! pela diferenca central.

Como ja conhecemos os valores de d° e d', podemos entao calcular o valor de d?, para

n = 1 e assim sucessivamente.

Na resolucao do sistema linear utilizamos o Método de Eliminacao de Gauss.
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3.9 C(Calculo do Erro

O conhecimento da solugao possibilitara o calculo do erro definido por
E(z) = u(z) — up(x) (3.9.1)

A norma em L?*(0,1) do erro E é definida por

51 = ( [ 1 B " (39

e pode ser calculada, usando o método do ponto médio quadratico

/Ol(f(x))zd:v _ Zm: (ﬂmi) +2f<°’””1>>2 -y (3.9.3)

=2

Logo, obtemos:

m 1/2
1E]lo = (Z(Ei+1 + E;)? %) (3.9.4)

=2
. ) 1
Como trabalhamos com uma malha uniforme de comprimento h; = h = —, temos:
m
m . 1/2

E, a norma em H;(0,1) do erro F é definida por

! dE|* ! HdE|?
E|? = E* +|=— d:/ E|*d /—d 3.9.6
121 /0<||+\dx o= [ipars [ e @ow
Temos que,
1
JRLRER
0
(3.9.7)
LdE|? " (dE 2 " (Ei — E;\°
| dx = —(z ch; = =/ ) oy
| &l =% (Fe) =35 ()
Portanto,
“ hi  ~={(FEi1—E\°
2 9 Ity i+1 7
1E]13 —;(EMJFED Z+; (T) - hy
(3.9.8)

. . 1/2
h; 1
= || ElhL = (Z(Em + E;)° il > (Bi - Ei)Zh—>

i=2 =2



1
Como trabalhamos com h; = h = —, temos:
m

m 1/2
], = (Z ((Ez‘+1 + Ez)Qﬁ + (Biy1 — Ey)? m))

=2

(3.9.9)

Também, se F(x,t) = u(x,t) — u,,(x,t), entdo a norma em L>(0,7T; L*(0,1)) do erro

E é definida por

1Bl 20220 = T oy |E(2i, )| 22 (0,1)
m L 1/2
- . 2 u
- Ogaév (Z;[E(xzﬂ-lv tn) + E(7i,tn)] 1 >

1
Sabendo que o comprimento da malha é h; = h = —, temos:
m

m 1/2
1
HE||L°°(0TL2(0 1)) = max ( E [E(zii1,t,) + E(xi,tn)PR)

0<n<N
1=2

E a norma em L>(0,T; H}(0,1)) do erro E é definida por

HEHLOO(O,T;Hg(o,U) _0r<na<)§VHE(xz, )HH&(O,l)

0<n<N

= max (Z[E(miﬂ,tn) + E(zi,t0))? %—i— Z[E(xi+1,tn)

=2

1
onde, tomando h; = h = —, tem-se
m

< 1
”E“LOOOTHl(Ol) = max (Z( (@it1, 1) + E(s, n)]24— +

0<n<N m
=2

st~ Bt )
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3.10 Simulacoes Numéricas

Serao mostrados nesta secao, alguns exemplos numéricos com o intuito de ilustrar al-
gumas caracteristicas do modelo de Kirchhoff para pequenas vibracoes de cordas elasticas

com densidade e secao transversal variaveis.

Resolver o problema (3.2.6), ou seja, encontrar u,,(z,t) implica em encontrar uma

solucdo aproximada do problema (3.1.6).

A forga externa aplicada é, em nosso caso, nula. Mas, para constatarmos que a solugao
aproximada esta sendo obtida corretamente, faremos exemplos numéricos cuja forga sera

nao nula. Donde teremos o problema

( % - {a(:c) + b(x,t) /01(%)20333] % - {c(:r;,t) /01 (%)le} %
+ d(x,t)% = f(x,t), V(z,t) € (0,1) x (0,7") (3.10.1)
u(0,t) =u(l,t) =0, 0<t<T

\ u(z,0) = ug(x) ,%(w,O):ul(z) 0<z<l1

No célculo dessa forga externa f(x,t), substituimos a solugao exata u(z,t) definida a
priori e respeitando as condigdes de fronteira, na equagao definida em (3.10.1). Posteri-

ormente, aplicamos o Método de 5-Newmark no seguinte sistema de equacoes ordinarias

Ad'(t) + Bd(t) — Cd(t) + Dd'(t) = F

Aplicando o Método de 3-Newmark no sistema acima, temos:

dn+1 —2d" + dnfl
(5

dn+1 _ dn—l
+D (Q—At> = (BF" '+ (1= 28)F" + pF")

Donde obtemos

A D n+1 __ n+1 . n n—1
(E+6(B_C)+E)d+ = (BF" 4+ (1=28)F"+ BF") +

(55 --298-0))a— (F+ 5B -0) - 2 )

Reescreveremos entao, o sistema acima como
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G(tp)d"™ = F* + D1(t,)d" — D2(t,)d"*

onde

G=A+ At?8B — At*BC + At%
o [ = BF"+ 4 (1 —23)F" + 3F"1
e D1 =2A— At*(1 —26)B + At*(1 — 28)C

D2 = A+ At?3B — A*BC — Atg

Os exemplos que veremos adiante, mostram o movimento de uma corda que possui

seus extremos fixos.

3.10.1 Exemplo 1

Considere a solugao exata para o problema (3.10.1) dada por

(22 —x)e™!
u(z,t) = B —
com posicao inicial da corda
(2° — )
u(e,0) = 3
e velocidade inicial 5 )
O 4,0y = -2 1)
ot 2
onde
: 1 . : .
e a(x,t) =x+1,0useja, 10=1, p(r) = —— ey =1 (pois as extremidades sao

r+1
fixas a(t) =0e f(t) = 1)

o b(z,t) =2+ ,0useja, F=1eo(z,t) =1
o c(z,t)=1

o d(z,t)=1
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um(x,t)

0 0
-0.005
-0.01
-0.01
-0.02 -0.015
-0.02
-0.03 0,025
-0.03
0
Figura 3.3: Gréfico de u,,(z,1)
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P
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Figura 3.4: u,,(25,t) e u(25,t)
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A Figura 3.3 mostra o movimento de uma corda com extremos fixos.

A Figura 3.4 representa as solugoes exata e aproximada no ponto x = 25 (quanti-
dade de elementos considerados) com t € [0,1]. Verificamos que a solu¢do aproximada
encontrada para o problema (3.10.1) estd préxima da solugao exata conhecida, cujo erro

podemos ver na Tabela 3.1.

Nel| N | T 15} ELOO(O,T,LQ(Q)) ELoo(o,T,Hg(Q))
50 | 50 | 1.0 0.25| 0.000123 0.000750
50 | 50 [ 1.0] 0.5 0.000123 0.000749
50 | 50 | 1.0 | 1.0 0.000123 0.000749
50 [ 100 | 1.0 0.25 | 0.000122 0.000745
50 | 100 | 1.0 | 0.5 0.000122 0.000745
50 100 | 1.0| 1.0 0.000122 0.000745
100 | 50 | 1.0 10.25| 0.000123 0.000774
100 { 50 | 1.0 | 0.5 0.000123 0.000773
100 | 50 |1.0| 1.0 0.000123 0.000773
100 | 100 | 1.0 [ 0.25 | 0.000123 0.000769
100 { 100 | 1.0 | 0.5 0.000123 0.000769
100 {100 | 1.0 | 1.0 0.000123 0.000769

Tabela 3.1: Exemplo 1

Na Tabela 3.1, temos que Epe(o,1,22(0)) € ELo(0,7,11(02)) Obtiveram melhores resultados
quando tomamos Nel =50, N =100, T=1.0e 8 =0.25, 0.5 e 1.0.

Consideraremos agora, a forca externa nula com o intuito de encontrarmos uma

solucdo aproximada para o problema (3.1.6).

A Figura 3.5 representa esta solugao.
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um(x,t)

0.02
0.01

-0.01
-0.02
-0.03

Figura 3.5: Gréfico de u,,(z,1)

3.10.2 Exemplo 2

Considere a solugao exata para o problema (3.10.1) dada por

(. t) = sen(mc);os(wt)
7r
com posicao inicial da corda
sen(mx)
u(z,0) = —
e velocidade inicial 5
u

—(2,0)=0

at (.T, )
onde

: 1 : : <
o a(z,t) =x+1,ouseja, 19=1, p(x) = S en= 1 (pois as extremidades sao

fixas a(t) =0e f(t) = 1)
o b(z,t) =2+ ,0useja, E=1eo(z,t) =2
o c(x,t)=1
o d(xz,t)=1
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um(x,t)

u(x,t)
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0
Figura 3.6: Grafico de u,,(z,t)
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Exata --------
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t

Figura 3.7: u,,(25,t) e u(25,1)
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A Figura 3.7 representa as solugoes exata e aproximada no ponto x = 25 com t € [0, 1].

Verificamos que a solugao aproximada encontrada para o problema (3.10.1) esta préxima

da solucao exata conhecida, cujo erro podemos ver na Tabela 3.2.

Nel | N | T 5} ELOO(O,T,LQ(Q)) ELoo(o,T,Hg(Q))
50 | 50 | 1.0 0.25| 0.005719 0.034281
50 | 50 [ 1.0] 0.5 0.005735 0.034373
50 | 50 | 1.0 | 1.0 0.005762 0.034649
50 [ 100 | 1.0 0.25| 0.005731 0.034588
50 | 100 | 1.0| 0.5 0.005735 0.034529
50 100 | 1.0| 1.0 0.005742 0.034476
100 | 50 [ 1.0 10.25| 0.005731 0.035643
100 | 50 | 1.0| 0.5 0.005747 0.035801
100 | 50 |1.0| 1.0 0.005774 0.036045
100 | 100 | 1.0 [ 0.25 | 0.005743 0.035871
100 { 100 | 1.0 | 0.5 0.005747 0.035835
100 | 100 | 1.0 | 1.0 0.005754 0.035897

Tabela 3.2: Exemplo 2

Na Tabela 3.2, temos que Ere(o,7,2(0)) € Er~(or, HL()) obtiveram melhores resultados
quando tomamos Nel =50, N =50, T =1.0e § = 0.25.

Consideraremos agora a for¢a externa nula.

A Figura 3.8 representa esta solugao.
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um(x,t)

0.15
0.1
0.05

-0.05
-0.1

Figura 3.8: Gréfico de u,,(z,1)

3.10.3 Exemplo 3

Considere a solugao exata para o problema (3.10.1) dada por

u(z,t) =
com posicao inicial da corda
u(a: ) O) =
e velocidade inicial
ou

onde

ot

a(x,t) = 1-1-195—0 ,ouseja, 1o =1, p(x) =

sao fixas a(t) =0e [(t) = 1)

b(z,t) = x(x + 10) , ou seja, £ =1 e o(z,t) = L

1
c(x,t) = 0

d(z,t) =1

(x,0) = I Gl
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um(x,t)

0 0
-0.0005
-0.001
-0.001
-0.002 -0.0015
-0.002
-0.003 -0.0025
-0.003
0
Figura 3.9: Grafico de u,,(z,t)
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Figura 3.10: u,,(25,1) e u(25,t)
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A Figura 3.10 representa as solugoes exata e aproximada no ponto x = 25 com ¢ € [0, 1].

Verificamos que a solugao aproximada encontrada para o problema (3.10.1) esta préxima

da solucao exata conhecida, cujo erro podemos ver na Tabela 3.3.

Nel | N | T 5} ELOO(O,T,LQ(Q)) ELoo(o,T,Hg(Q))
50 | 50 | 1.0 0.25| 0.000016 0.000097
50 | 50 [ 1.0] 0.5 0.000016 0.000097
50 | 50 | 1.0 | 1.0 0.000016 0.000097
50 | 100 | 1.0 | 0.25 | 0.000016 0.000097
50 | 100 | 1.0| 0.5 0.000016 0.000097
50 100 | 1.0| 1.0 0.000016 0.000097
100 | 50 | 1.0 10.25| 0.000016 0.000100
100 | 50 | 1.0| 0.5 0.000016 0.000100
100 | 50 |1.0| 1.0 0.000016 0.000100
100 | 100 | 1.0 [ 0.25 | 0.000016 0.000099
100 { 100 | 1.0 | 0.5 0.000016 0.000099
100 | 100 | 1.0 | 1.0 0.000016 0.000099

Na Tabela 3.3, temos que Eper,r2(0) € ELW(O7T7H3(Q)) apresentam bons resultados.

Tabela 3.3: Exemplo 3
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um(x,t)

0.002 0.002
0.0015
0.001 0.001
0 0.0005
0
-0.002 -0.001
-0.0015
-0.003 -0.002
-0.0025
-0.003

Figura 3.11: Gréfico de u,,(z,t)

Considerando agora a forca externa nula, cujo objetivo é encontrarmos uma solugao

aproximada para o problema (3.1.6), temos a Figura 3.11 que mostra o movimento de

uma corda que possui seus extremos fixos.
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Capitulo 4

Vibracao de Cordas Elasticas

4.1 Formulacao do Problema

O modelo proposto a seguir também é uma extensao do modelo de Kirchhoff para

pequenas vibragoes de cordas eldsticas e o modelo é dado por

0%u O rouN® 102, ou
p(l’,t)w — |:b(£l?,t) /(;(t) <%> dx} @ +p (i[},t)a =0 (411)
onde Eo(r.t)
o(x,t
bz, t) = =22
1) ()

u(x,t) é o deslocamento vertical do ponto = da corda no tempo ¢, p é a densidade de
massa, o ¢ a se¢ao transversal da corda, v é a tensao e £ o médulo do modelo de Young
do material e a(t) e B(t) sdo fungdes que ddo movimento nos extremos da corda durante
a vibragao, sendo «(t) < G(t) e y(t) = B(t) — a(t).

No nosso modelo, consideraremos as extremidades fixas, ou seja, a(t) = 0 e B(t) = 1.

O problema que estudaremos serd o de determinar uma fungao u = u(z,t), no espago
das solugoes H} () N H?(R2), tal que,

o e [b(m,t) /01 <@)2d4 Pu w0, W t) € (0.1) % (0.7)

ot? Ox x? ot
u(0,t) = u(l,t) =0, 0<t<T
ou
u(z,0) = up(x) ,E(l’,O) = uy(x) O<z<l1

(4.1.2)
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4.2 Meétodo dos Elementos Finitos

4.2.1 Formulacao Variacional

Seja D(£2) o espago das fungoes testes, infinitamente diferenciaveis com suporte com-
pacto em Q e w € D(€2). Multiplicando a primeira equagao do Problema (4.1.2) por w e

integrando em Q = (0, 1), tem-se:

1 2 1 1
/ Ml(x,t)@w dx + / %Q(Mg(x,t)w) dx + / M;(z, t)%w de =0 (4.2.1)
0 0 0

ot? Ox Ox ot
onde
M (z,t) = p(x,t) (4.2.2)
My(z, ) = b(x, ) /0 (%) da (4.2.3)
Ms(x,t) = p'(z,t) (4.2.4)

4.2.2 Método de Galerkin

Considere um subespaco V,, gerado pelos m primeiros elementos da base do espaco
de Hilbert Hj (), isto é,
Vm - [(;01; 9027 (;O?n e 7(;Dm] (425)

onde [p;];eny ¢ uma base de HJ ().

Buscamos, entdo, uma solu¢ao aproximada u,, = u,(x,t) do Problema (4.1.2), no

subespago V,,.
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Solugao Aproximada

Aproximamos o Problema (4.1.2), pelo problema de determinar no espaco das solugoes

Vim, uma fungao u,, = u,,(x,t) , tal que,

( *u,, ou,, O Oy,
(Ml(l',t)W,w> + (W, a(Mg("Lt)w)) + <M3($,t)7,w> =0 Ywe Vm

U (0) = wom — Ug em H;(0,1)N H?*0,1)
Oy
L(O) = Uy — Uy em HJ(0,1)

\ Ot

(4.2.6)
Substituindo wu,, = u;,(x,t) na equacao (4.2.1), temos:

! 0%, aum 0 ! Oty

Como u,,(x,t) € V,,, podemos escrever

um(t,1) = ) di(t)gi(z), ¢i(z) € Vay (4.2.8)
i=1
e assim obtemos:

8um Z di(t)pi(x (4.2.9)
aum Z di(t a% , (4.2.10)

9%u,, .
o Z d; (t)pi(z), (4.2.11)

i=1

Substituindo de (4.2.9) a (4.2.11) em (4.2.7) e tendo w € V,, , podemos tomar em

particular, w =@, , j=1,--- ,m.

Zd’/ /M1J:t901 z)pi(z dx—i—Zd /8% )%(M2(I,t)<ﬂj($))dx

ox

+ ) [ M)y de =0 (12,12
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4.3 Funcao de Interpolacao

Usando a Secao 3.3 (Funcao de Interpolagao juntamente com Problema Local) men-

cionada no Capitulo 3, obtemos a seguinte equacao:

Sode [t ei@pie) e+ o [ DL i) de

2

+Zﬁ@/ﬂmmmwﬁww=o
a=1 x{

(4.3.1)
paral <a,b<2ee=1,2,---,m.

Devido a existéncia das fungoes M (z,t), My(x,t) e Ms(x,t) nas integrais, conside-
raremos essas fungoes constantes em cada elemento finito e. Logo, tomando M;(x,t) =
Mi(t), My(x,t) = Ms5(t) e Ms(x,t) = MS(t) e considerando = constante em cada ele-

mento finito e, obtemos:

2 x5 2 z5 Hot doe
e e e e e e Pa\T) OPp\ T
S o) [ i@+ Y aoe [C 2008,
= . a=1 i (4.3.2)
F OV [ et o =0
a=1 x§
paral <a,b<2ee=1,2,--- ,m.
4.4 Calculo das Matrizes
Denotando por
A:ZAZb7 B:ZBsb e D:ZDZb
e=1 e=1 e=1
Restringindo as matrizes A, B, D a cada elemento e temos:
x5
A =5(0) [ pilolita) do (441
g
™ 9 () dp ()
B¢ = M (t “ d 4.4.2
LY R e (44
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Do, = M5(t) [ vila)ei(o) do = M5(0)A3, (143

para 1l <a,b < 2.

As matrizes locais AS,, B, e D¢, sao de ordem (2% 2). Essas matrizes locais de ordem
(2 x 2) foram introduzidas devido ao fato delas terem muitos zeros, pois @, (x)py(x) =
0, se |a—b|>2.

3 3 (& (& (&
4.5 Matrizes Locais AY,, B¢, e D¢,

4.5.1 Matriz Local A,

A matriz local simétrica A%, dada em (4.4.1) por:

e
Tg

4 =50) [ pi@gile) da

€
Ty

com 1 <a,b<2.

Aplicando a transformagao isoparamétrica vista anteriormente no Capitulo 3 (3.5.1)
em (4.4.1) e utilizando a fungao definida em (3.6.2), vista também no Capitulo anterior,

obteremos os elementos da matriz local A¢, dados por

aMet) | 201
6 1 2

4.5.2 Matriz Local B,
A matriz local simétrica BS, dada em (4.4.2) por

. . xgagoga: o5 (x
By = Mgy [ 2D OA g,

1

com 1 <a,b<2.

Aplicando a transformagao isoparamétrica vista anteriormente no Capitulo 3 (3.5.1)
em (4.4.2) e utilizando a fun¢ao definida em (3.6.10), vista também no Capitulo anterior,

obteremos os elementos da matriz local B, dados por

e Ms3(t) 1 -1
Bab - h [ 1 1 ] (452)
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4.5.3 Matriz Local D,

A matriz local simétrica D¢, dada em (4.4.3) por:

D, = Mi(1) / " (o)) do

1

com 1 <a,b<2.

Aplicando a transformagao isoparamétrica vista anteriormente no Capitulo 3 (3.5.1)
em (4.4.3) e utilizando a fungao definida em (3.6.2), vista também no Capitulo anterior,

obteremos os elementos da matriz local D¢, dados por:

aMet) | 201

Do, =
ab 6 1 92

(4.5.3)

4.6 Matrizes Globais A, B e D

4.6.1 Matriz Global A

Sendo A¢, , a matriz local dada em (4.5.1) por

aMet) | 201
6 1 2

e __
Aab_

Aplicando o algoritmo visto anteriormente no Capitulo 3 em (3.7.8) na matriz AS, e

sendo ela simétrica e tridiagonal, optamos por coloca-la na forma de coluna, onde temos:

0 2(M(t)+ M) 1

o =

} 2(Mf(t)fM?(t)) 1 (4.6.1)

i Q(M{”_l(t)‘ + M (1)) 6

4.6.2 Matriz Global B

Sendo B¢, , a matriz local dada em (4.5.2) por

s M) [ 1 -1
ab h _1 1
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Aplicando o algoritmo (3.7.8) na matriz B¢, e sendo ela simétrica e tridiagonal, op-

tamos por coloca-la na forma de coluna, onde temos:

0 My (1) + M3(t)  —My() |

—My(t)  MF(t)+ M) —M3(t) (4.6.2)

S| =

_—M?”@ M?WQ;MT@ 6

4.6.3 Matriz Global D

Sendo D¢, , a matriz local dada em (4.5.3) por

avgt) | 201

DZb = 6 .

2

Aplicando o algoritmo (3.7.8) na matriz D¢, e sendo ela simétrica e tridiagonal, op-

tamos por coloca-la na forma de coluna, onde temos:

M;(t) + M)\ Ms(t) ]
S
M; (t) (Mﬂﬂ+Mﬁﬂ> M (t)
D=h 3 3

3 (4.6.3)

3 3

V0 (M;”%t)# ) ;

Substituindo de (4.6.1) a (4.6.3) em (4.3.2) podemos escrever (4.3.2) no seguinte
sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

Ad'(t) + Bd(t) + Dd'(t) = 0

onde denotamos

d(t) =d™(t) = | (4.6.4)
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4.7 Meétodo de S-Newmark

A equagao Ad"(t)+ Bd(t)+ Dd'(t) = 0 representa um sistema de equagoes diferencias
ordinarias de segunda ordem e o método escolhido para resolver esse sistema foi o método

de G-Newmark, visto anteriormente no Capitulo 3, em (3.8).

Usando as aproximagoes ja vistas no Capitulo 3, a discretizacao no tempo é dada por:

dn+1 - dnfl
) + B (Bd" + (1 —28)d" + Bd"™") + D (—> =0

2At
(4.7.1)

dn+1 —2q" + dnfl
A
(A

onde obtemos

A D n+l 2A n A D n—1
<@ + 6B+ @)d = (M (1 26)B)d <At2 + 6B 2At>d
(4.7.2)

Reescreveremos o sistema acima como

G(t,)d"™ = D1(t,)d" — D2(t,)d" " (4.7.3)

onde

D
G= A+At263+At§

o D1 =2A— At*(1-20)B

D2 = A+ At*3B — Atg

O sistema acima é resolvido de forma recursiva para n. Logo, para n = 0, temos o

sistema

G(to)d" = D1(ty)d® — D2(t)d

Logo, podemos entao, obter d' resolvendo o sistema acima, ja que conhecemos d°

através das condicoes iniciais e d~! pela diferenca central, dada por
d' =d" — 2Atd (0)

Como ja conhecemos os valores de d°, d', podemos entdo calcular o valor de d? para

n = 1 e assim sucessivamente.

Na resolucao do sistema linear utilizamos o Método de Eliminagao de Gauss.
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4.8 Simulacoes Numéricas

Serao mostrados nesta secao, alguns exemplos numéricos com o intuito de ilustrar al-
gumas caracteristicas do modelo de Kirchhoff para pequenas vibracoes de cordas elasticas

com densidade e secao transversal variaveis.

Resolver o problema (4.2.6), ou seja, encontrar u,,(z,t) implica em encontrar uma

solucdo aproximada do problema (4.1.2).

A forga externa aplicada é, em nosso caso, nula. Mas, para constatarmos que a solugao
aproximada esta sendo obtida corretamente, faremos exemplos numéricos cuja forga sera
nao nula. Donde teremos o problema

p

m,w% _ [b(az,t) /01 (%)zdx}% @) = Fwt) V) € (0.1) x (0,T)

ot
u(0,t) = u(l,t) =0, 0<t<T
ou
u(z,0) = ug(x) ,a(az,O):ul(x) O<z<l1
\

(4.8.1)

No célculo dessa forga externa f(x,t), substituimos a solugao exata u(z,t) definida a
priori e respeitando as condigoes de fronteira, na equacao definida em (4.8.1). Posterior-

mente, aplicamos o Método de 3-Newmark no seguinte sistema de equagoes ordinarias

Ad"(t) 4+ Bd(t) + Dd'(t) = F

Aplicando o Método de -Newmark no sistema acima, temos:

dn+1 _ 2dn + dn—l il . - dn+1 _ dn—l
A( A )+B(ﬁd + (1 —28)d" + j3d )+D<—2At >_
(BE™ + (1 —28)F" + BF" 1)
Donde obtemos
i—l—ﬂB—l—E dn+1:(ﬁFn+1+(1—2ﬁ)Fn+ﬁFn_l)—f-
At? 2At

24 . A D\
(E_ (1 _25>B)d - <@+ﬁ3— ﬂ)d !

Reescreveremos entao, o sistema acima como
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G(tp)d"™ = F* + D1(t,)d" — D2(t,)d"*

onde

G = A+At26B+At§
o " = BF"+t 4 (1 —28)F" + BF™!
o D1 =2A - At*(1 -283)B

o D2 = A+ At?3B —At%

Os exemplos que veremos adiante, mostram o movimento de uma corda que possui

seus extremos fixos.

4.8.1 Exemplo 1

Considere a solugao exata para o problema (4.8.1) dada por

com posicao inicial da corda

e velocidade inicial

°
b\
=
8
=
|
|

u(z,t) = (SU_W—ZJ)‘B_YS
u(z,0) = (@ 7; ?)
ou (P —x)

E(LO) !

b(x,t) = 1, ou seja, £ =1, o(x,t) = 1+ % e v = 1 (pois as extremidades sao
fixas a(t) =0e B(t) = 1)

A Figura 4.1 mostra o movimento de uma corda com extremos fixos.

A Figura 4.2 representa as solugoes exata e aproximada no ponto x = 25 com t € [0, 1].

Verificamos que a solugdo aproximada encontrada para o problema (4.8.1) estd bem

préxima da solucao exata conhecida, cujo erro podemos ver na Tabela 4.1.
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um(x,t)

-0.001

-0.002

-0.003

-0.0005
-0.001
-0.0015
-0.002
-0.0025
-0.003

-0.0005 T T T T T T T T
Exata --------
Aproximada -~
-0.001 - =
-0.0015 | e .
,’/”
/’///V
-0.002 - prd B
///
////
/’//
///
///
-0.0025 |- .
_0.003 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
t

Figura 4.2: u,,(25,t) e u(25,t)
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Nel | N | T | B | Ep~orr29) | Er=or,m(0)
50 | 50 | 1.0 ] 0.25 0.000001 0.000002
50 | 50 | 1.0 ] 0.5 0.000001 0.000002
50 | 50 | 1.0 ] 1.0 0.000001 0.000003
50 | 100 | 1.0 | 0.25 0.000001 0.000002
50 [100|1.0| 0.5 0.000001 0.000002
50 | 100 | 1.0 ] 1.0 0.000001 0.000002
100 | 50 | 1.0 0.25 0.000001 0.000001
100 | 50 | 1.0 0.5 0.000001 0.000002
100 | 50 [ 1.0| 1.0 0.000001 0.000002
100 | 100 | 1.0 | 0.25 0.000000 0.000001
100 | 100 | 1.0 | 0.5 0.000000 0.000001
100 | 100 | 1.0 | 1.0 0.000000 0.000001

Na Tabela 4.1, considerando Nel = N = 50, T' = 1.0 e # variando, temos que:

e Para § = 0.25, 3 = 0.5 e B = 1.0 percebemos que Ere~r2(Q)) apresenta bons

resultados e para 7 = 0.25 e 3 = 0.5, percebemos que ELMO’T’H&QD apresenta um

Tabela 4.1: Exemplo 1

melhor resultado do que para 3 = 1.0.

Considerando agora, Nel = 50, N = 100, T"= 1.0 e § variando, temos que:

e Para 3 = 0.25, 8 = 0.5 e 3 = 1.0 percebemos que Er( 1 20)) € Epeo0,1,12(9)

apresentam bons resultados.

Considerando, Nel = 100, N =50, T'= 1.0 e 3 variando, temos que:

e Para 3 = 0.25, 8 = 0.5 e 3 = 1.0, percebemos que Epe (o1 2(0)) apresenta bons

resultados e para § = 0.25, percebemos que Epe(or,m1(q)) apresenta um melhor

resultado do que para §=0.5¢e § = 1.0.

Considerando agora, Nel = 100, N = 100, T' = 1.0 e 3 variando, temos que:
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e Para 3 = 0.25, B = 0.5 e 3 = 1.0 percebemos que Er~(r120)) € Epeoo,1,129))

também apresentam bons resultados.

Consideraremos agora a for¢a externa nula com o intuito de encontrarmos uma solugao

aproximada para o problema (4.1.2).

-0.0005
-0.001

-0.001

-0.002 -0.0015

-0.002
-0.003 .0.0025

-0.003

Figura 4.3: u,,(25,t) e u(25,t)

A Figura 4.3 representa esta solucao.
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4.8.2 Exemplo 2

Considere a solugao exata para o problema (4.8.1) dada por

u(z,t) = %
com posicao inicial da corda
u(z,0) = ($27; ?)
e velocidade inicial o (1)
ot (2,0) = 4
onde
o p(z,t)=1+2°—x
o p(x,t)=2x—1
o b(x,t) = g, ouseja, E =1, o(x,t) = w e v = 1 (pois as extremidades

sao fixas a(t) =0e B(t) = 1)

um(x,t)

-0.001
-0.002
-0.003
-0.004
-0.005
-0.006
-0.007

-0.001
-0.002
-0.003
-0.004
-0.005
-0.006
-0.007

Figura 4.4: Grafico de u,,(z,t)

A Figura 4.5 representa as solugoes exata e aproximada no ponto x = 25 com ¢t € [0, 1].
Verificamos que a soluc¢ao aproximada encontrada para o problema (4.8.1) estd proxima

da solucao exata conhecida, cujo erro podemos ver na Tabela 4.2.
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um(x,t)

-0.0035

-0.0045 -

-0.0055 -

-0.0065 -

-0.0025 —

-0.003

-0.004

-0.005

-0.006

-0.007

Aproximada

1
0.1

1
0.2

1
0.3

1 1 1
0.4 0.5 0.6
t

1 1 1
0.7 0.8 0.9

Figura 4.5: u,,(25,t) e u(25,1)

Nel | N | T 5 Eree(0,r,02(0) ELoo(o,T,Hg(Q))
50 | 50 [ 1.0]0.25 | 0.000625 0.003653
50 | 50 [ 1.0] 0.5 0.000625 0.003653
50 | 50 | 1.0 | 1.0 0.000625 0.003654
50 1100 | 1.0 0.25| 0.000621 0.003628
50 | 100 | 1.0| 0.5 0.000621 0.003628
50 100 | 1.0| 1.0 0.000621 0.003628
100 | 50 [ 1.0 10.25| 0.000624 0.003771
100 | 50 | 1.0| 0.5 0.000624 0.003771
100 | 50 |1.0| 1.0 0.000624 0.003772
100 | 100 | 1.0 [ 0.25 | 0.000620 0.003746
100 { 100 | 1.0 | 0.5 0.000620 0.003746
100 | 100 | 1.0 | 1.0 0.000620 0.003746

Tabela 4.2: Exemplo 2
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Na Tabela 4.2, considerando Nel = N = 100, T'= 1.0, = 0.25, 0.5 e 1.0 percebemos
que Erer,r2(0)) obteve melhores resultados. Jd para Nel = 50, N = 100, T' = 1.0,

B =0.25,0.5 e 1.0, percebemos que Fp 7, m} (o) apresentou melhores resultados.

Consideraremos agora a forga externa nula.

-0.0005
-0.001
-0.0015
-0.002
-0.0025
-0.003
-0.0035
-0.004
-0.0045
-0.005

Figura 4.6: Gréafico de u(z,t)

A Figura 4.6 representa esta solugao.
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Capitulo 5

Analise Numérica para o Modelo de

Carrier

5.1 Formulacao do Problema

Além dos modelos propostos anteriormente, apresentaremos também um modelo

numérico para o Problema de Carrier, descrito a seguir:

0%u p() d%u
— —(kE+ A 2dr)=— =0 5.1.1
8t2 ( + /c;(t) Y x) 81'2 ( )

u(z,t) é o deslocamento vertical do ponto x da corda no tempo ¢, k e A sdo constantes

e a(t) e B(t) sdo fungdes que dao movimento nos extremos da corda durante a vibragao,
sendo a(t) < B(t) e y(t) = B(t) — a(t).

No nosso modelo, consideraremos as extremidades fixas, ou seja, a(t) = 0 e f(t) = 1.

O problema que estudaremos serd o de determinar uma fun¢ao u = u(z,t), no espago
das solugoes H}(Q2) N H*(Q), tal que,

/ 2 1 2
o _ [k+A/ Ude}%:O, Y(z,t) € (0,1) x (0,T)
0

ot? Ox?
u(0,t) =u(l,t) =0, 0<t<T (5.1.2)
\ u(x,0) = ug(x) ,%(az,O):ul(@") 0<zx<l1
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5.2 Método de Elementos Finitos

5.2.1 Formulacao Variacional

Seja D(£2) o espago das fungoes testes, infinitamente diferencidveis com suporte com-
pacto em Q e w € D(€2). Multiplicando a primeira equagao do Problema (5.1.2) por w e

integrando em Q = (0, 1), tem-se:

Yo% You o
i v dx + i %%(M(x,t)w) de =0 (5.2.1)
onde )
M(z,t) =k + )\/ u? d, (5.2.2)
0

5.2.2 Meétodo de Galerkin

Considere um subespaco V,, gerado pelos m primeiros elementos da base do espaco
de Hilbert Hj (), isto é,
Vin = [01, 02,03, + , Pm] (5.2.3)
onde [p;];en ¢ uma base de HJ ().

Buscamos, entdo, uma solu¢ao aproximada u,, = u,,(z,t) do Problema (5.1.2), no

subespaco V,,.
U (,1) = di(t)pi(r) € Vi (5.2.4)
Solugao Aproximada

Aproximamos o Problema (5.1.2), pelo problema de determinar no espago das solugoes

Vim, uma fungao u,, = u,,(x,t), tal que,

(% w) N <a“m 0 (M(x,t)w)) 0 Vwel,

ot?’ Oz 'Oz
U (0) = uom — g em H(0,1) N H?(0,1) (5.2.5)
O,

\

W(O) = Uy — Uy em Hé(O, 1)

Substituindo wu,, = um,(x,t) na equacao (5.2.1), temos:

L 0%y, Y ou,, 0
i 3?2 wdr + i %g(M(x,t)w)dx:O (5.2.6)




Como up,(z,t) € V,,, podemos escrever

U (2,1) =Y di(t)i(x), @i(x) € Vpy (5.2.7)
i=1
e assim obtemos

Oy, " Jpi(x)
Zrmo_ . 2.
o ;dxt) o (5.28)
0%*u,, Gl
S = > dl(Bei), (52.9)

Substituindo (5.2.8) e (5.2.9) em (5.2.6) ¢ tendo w € V,,, , podemos tomar em parti-
cular, w=¢; ,7=1,---,m.

m

St [ ety [ O5EDL 0w 00 de =0

=1

(5.2.10)

5.3 Funcao de Interpolacao

Usando a Secao 3.3 (Fungao de Interpolagao juntamente com o Problema Local)

mencionada no Capitulo 3, obtemos a seguinte equagao:

S de(r) / " dm+2de / * 0gila) gx(M(x,t)cpi(x))dx:O (5.3.1)

ox

paral <a,b<2ee=1,2,---,m.

Devido a existéncia da fungdo M (z,t) na integral, consideraremos essa fun¢ao cons-
tante em cada elemento finito e. Logo, tomando M (x,t) = M¢(t) e considerando x
constante em cada elemento finito e, obtemos:

Zd / @) de + S ds(Me(1) / b a“ogf) 8%555) dr—0  (532)

e
a=1 1

paral <a,b<2ee=1,2,---,m.

5.4 Calculo das Matrizes

Denotando por

A= ZAab, e B=) B

e=1
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Restringindo as matrizes A e B a cada elemento e temos:

e

Ay = [ b)) da (5:4.1)
. . "2 0 () 0w (x
Be, = Me(t) / %i ) %bi ) da (5.4.2)

Ty

para 1 <a,b < 2.

Agora, as matrizes A e B sao de ordem (2 x 2). Essas matrizes locais de ordem
(2 x 2) foram introduzidas devido ao fato delas terem muitos zeros, pois ¢, (x)py(z) = 0
se |a —b| > 2.

5.5 Matrizes Locais A, e B,

5.5.1 Matriz Local A,

A matriz local simétrica AS, dada em (5.4.1) por

e

A, = / oL (2)gi(x) da

e
1

com1<a,b<2.

Aplicando a transformagao isoparamétrica vista anteriormente no Capitulo 3 (3.5.1)
em (5.4.1) e utilizando a fungao definida em (3.6.2), temos os elementos da matriz local

A¢, dados por

Ae, = (5.5.1)

o=
N}
—_

5.5.2 Matriz Local B¢,

A matriz local simétrica BS, dada em (5.4.2) por

. . 5 0¢S(x) Opy(x
[

dz

com 1 <a,b<2.
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Aplicando a transformagao isoparamétrica em (3.5.1) em (5.4.2) e utilizando a fungao

definida em (3.6.10), temos os elementos da matriz local B¢, dados por

By, = L0 [ b ] (5.5.2)

h | -1 1

5.6 Matrizes Globais A e B

5.6.1 Matriz Global A
Sendo A¢, , a matriz local dada em (5.5.1) por

h 2 1
AZb:_
611 9

Aplicando o algoritmo visto em (3.7.8) na matriz AS, e sendo ela simétrica e tridia-

gonal, achamos mais conveniente coloca-la em forma de coluna, onde teremos:

0 41

1 41

ol

(5.6.1)

5.6.2 Matriz Global B

Sendo B¢

¢, » a matriz local dada em (5.5.2) por

Me(t 1 -1
ng: ()[

h -1 1

Aplicando o algoritmo visto em (3.7.8) na matriz B, e sendo ela simétrica e tridia-

gonal, achamos mais conveniente colocé-la em forma de coluna, onde teremos:

0 M)+ M*(t)  —M'(t) |

MUt MR+ MB(t)  —M2(t) (5.6.2)

SRS

I —M”;‘Q(t) Mm‘l(t)‘—% M™(t) 6
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Substituindo de (5.6.1) a (5.6.2) em (5.3.2) podemos escrever (5.3.2) no seguinte

sistema de equacoes diferenciais ordinarias:
Ad"(t) + Bd(t) =0
onde denotamos

dit) = d™(t) = | (5.6.3)

5.7 Método de -Newmark

A equagao Ad’(t) + Bd(t) = 0 representa um sistema de equagoes diferencias or-
dinarias de segunda ordem e o método escolhido para resolver esse sistema foi o método

de G-Newmark, visto anteriormente no Capitulo 3, em (3.8).

Usando as aproximagoes ja vistas no Capitulo 3, a discretizacao no tempo é dada por

n+1 _ n n—1
A(d 2d" +d

Af2 ) + B (Bd™ + (1 -20)d" + pd" ") =0 (5.7.1)

onde obtemos

A m+1 __ 2A - _ n __ i n—1
(@ + ﬁB)d o (E 1 26)B>d ( o +6B)d (5.7.2)

Reescreveremos o sistema acima como
G(tn)d™™ = D1(t,)d"™ — D2(t,)d"* (5.7.3)
onde
e G=A+At’3B
e D1 =2A—-At*(1-28)B
e D2=A+ At*3B

O sistema acima ¢ resolvido de forma recursiva para n. Logo, para n = 0, temos o

sistema

G(to)d* = D1(to)d" — D2(to)d
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Logo, podemos entao, obter d' resolvendo o sistema acima, ja que conhecemos d°

através das condicoes iniciais e d~!, por aproximacoes de Taylor, dadas por
d' =d' —2Atd (0)

Como ja conhecemos os valores de d°, d', podemos entao calcular o valor de d? para

n = 1 e assim sucessivamente.

Na resolucao do sistema linear utilizamos o Método de Eliminacao de Gauss.

5.8 Simulacoes Numéricas

Serao mostrados nesta secao, alguns exemplos numéricos com o intuito de ilustrar al-
gumas caracteristicas do modelo de Kirchhoff para pequenas vibracoes de cordas elasticas

com densidade e secao transversal variaveis.

Resolver o problema (5.2.5), ou seja, encontrar u,,(z,t) implica em encontrar uma

solucdo aproximada do problema (5.1.2).

A forga externa aplicada é, em nosso caso, nula. Mas, para constatarmos que a solugao
aproximada estd sendo obtida corretamente, faremos exemplos numéricos cuja forca sera

nao nula. Donde teremos o problema

((Pu [/{;_F)\/lu?dx}@_f(x,t), V(z,t) € (0,1) x (0,T)
0

ot? Ox?
u(0,t) =u(l,t) =0, 0<t<T (5.8.1)
ou
\ u(z,0) = up(x) ,E(x,O):ul(x) O<z<l1

No célculo dessa forga externa f(x,t), substituimos a solugao exata u(z,t) definida a
priori e respeitando as condigoes de fronteira, na equagao definida em (5.8.1). Posterior-

mente, aplicamos o Método de 3-Newmark no seguinte sistema de equagoes ordinarias

Ad"(t)+ Bd(t) = F

Aplicando o Método de B-Newmark no sistema acima, temos:

n+1_2n m—1
A(d d" +d

<5 )—f—B(ﬁdn—H—f—(l—Qﬁ)dn—f-ﬁdn_l) Z(ﬁFn—H—i—(l—Qﬁ)Fn—f-ﬁFn_l)
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Donde obtemos

(5 + BT = (P 4 (L= 207 4 9P

24 A .
<@—(1—25)B>d —(anﬁB)d L

Reescreveremos entao, o sistema acima como

G(tp)d"™ = F* + D1(t,)d" — D2(t,)d"*
onde
e G=A+ At’3B
o F*" = (GF™ 4 (1 -20)F" + BF™!
e D1 =2A—At*(1-28)B

e D2=A+ At*3B

5.8.1 Exemplo 1

Considere a solugao exata para o problema (5.8.1) dada por

ofavt) = E 2
com posicao inicial da corda
w0 = 2
e velocidade inicial 5 )
e ==
onde
e k=1
e \=1
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u(x,t)

0 0
-0.005
-0.01
-0.01
-0.02 -0.015
-0.02
-0.03 -0.025
-0.03
0
Figura 5.1: Grafico de u,,(z,t)
'0-008 T T T T T T T T
Exata --------
Aproximada - B
001 | o
-0.012 | -
/// B
-0.014 | L §
//
0.016 7 .
L
///
-0.018 | e .
///
///,
0.02 | S -
B
0022 | . -
e
y
0.024 -
/
_0.026 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1

Figura 5.2: u,,(25,t) e u(25,t)
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Nel | N | T | B | Ep~orr29) | Er=or,m(0)
50 | 50 | 1.0 ] 0.25 0.000051 0.000245
50 | 50 | 1.0 ] 0.5 0.000051 0.000185
50 | 50 | 1.0 ] 1.0 0.000050 0.000161
50 | 100 | 1.0 | 0.25 0.000050 0.000166
50 [100|1.0| 0.5 0.000050 0.000161
50 | 100 | 1.0 ] 1.0 0.000050 0.000158
100 | 50 | 1.0 0.25 0.000051 0.000580
100 | 50 | 1.0 0.5 0.000051 0.000245
100 | 50 [ 1.0| 1.0 0.000050 0.000164
100 | 100 | 1.0 | 0.25 0.000050 0.000209
100 | 100 | 1.0 | 0.5 0.000050 0.000174
100 | 100 | 1.0 | 1.0 0.000049 0.000161

Tabela 5.1: Exemplo 1

A Figura 5.1 mostra o movimento de uma corda que possui seus extremos fixos.

A Figura 5.2 representa as solugoes exata e aproximada no ponto x = 0.5 com ¢ € [0, 1].
Verificamos que a solugdo aproximada encontrada para o problema (5.8.1) estd bem

préxima da solucao exata conhecida, cujo erro podemos ver na Tabela 5.1.

Na Tabela 5.1, temos que Ere(or,2(0)) apresenta um melhor resultado quando 8 =
1.0, considerando Nel =100, N =100 e T" = 1.0. J& Erec(o.1,m3(q)) apresenta um melhor
resultado quando 8 = 1.0, considerando Nel = 50, N =100 e T = 1.0.

Consideraremos agora a for¢a externa nula com o intuito de encontrarmos uma solugao

aproximada para o problema (5.1.2).

A Figura 5.3 representa esta solugao, cujos extremos sao fixos.
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-0.005
-0.01
-0.015
-0.02
-0.025
-0.03

Figura 5.3: Gréfico de u,,(z,t)

5.8.2 Exemplo 2

Considere a solugao exata para o problema (5.8.1) dada por

senmx cos t

u(:z:, t) = 2
com posicao inicial da corda
senmx
u(z,0) = 22
e velocidade inicial 5
U
—(x,0) =0
L (.0)
onde
o k=1
e \=1

A Figura 5.5 representa as solugoes exata e aproximada no ponto x = 0.5 com ¢ € [0, 1]
. Verificamos que a solugao aproximada encontrada para o problema (5.8.1) estd proxima

da solugao exata conhecida, cujo erro podemos ver na Tabela 5.2.
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um(x,t)

um(x,t)

0.15
0.1
0.05

-0.05
-0.1
-0.15

Figura 5.4:

0.15
0.1
0.05

-0.05
-0.1
-0.15

0.12

04 oo

0.08 |-

0.06

0.04

0.02 |

-0.02

-0.04 |

-0.06 |-

-0.08 |-

-0.12

T
Exata
Aproximada

Figura 5.5: Grafico de u,,(0.5,t) e u(0.5,1)
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Nel | N | T | B | Ep~orr29) | Er=or,m(0)
50 | 50 | 1.0 ] 0.25 0.000247 0.000786
50 | 50 | 1.0 ] 0.5 0.000313 0.000996
50 | 50 | 1.0 ] 1.0 0.000445 0.001415
50 | 100 | 1.0 | 0.25 0.000219 0.000697
50 [100|1.0| 0.5 0.000235 0.000748
50 | 100 | 1.0 ] 1.0 0.000268 0.000852
100 | 50 | 1.0 0.25 0.000264 0.000855
100 | 50 | 1.0 0.5 0.000330 0.001069
100 | 50 [ 1.0| 1.0 0.000462 0.001496
100 | 100 | 1.0 | 0.25 0.000236 0.000763
100 | 100 | 1.0 | 0.5 0.000252 0.000816
100 | 100 | 1.0 | 1.0 0.000284 0.000921

Na Tabela 5.2, temos que Epe(o1,12(0)) € Er~ (0,1 (0) apresentam melhores resulta-

Tabela 5.2: Exemplo 2

dos quando 3 = 0.25, considerando Nel =50, N =100 e T = 1.0.

Consideraremos agora, a forca externa nula com o intuito de encontrarmos uma

solucdo aproximada para o problema (5.1.2).
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um(x,t)

0.15
0.1
0.05

-0.05
-0.1
-0.15

A Figura 5.6 representa esta solugao, cujos extremos sao fixos.

Figura 5.6: Gréfico de u,,(z,t)
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5.9 Conclusao

Neste trabalho, analisamos numericamente um modelo matematico relacionado a
equacao da onda, em evidéncia, as vibragoes de uma corda elastica com densidade e

secao transversal variaveis.

As simulacoes numéricas baseadas no Método de Elementos Finitos juntamente com o
Método de Diferencas Finitas, em especial, o Método de #-Newmark mostram a eficacia
do método quando construido um modelo cuja solugao exata é conhecida. Ao problema,
supomos primeiramente a fun¢ao sendo nao-nula com o objetivo de constatarmos que a
solugao aproximada estava sendo obtida corretamente, posteriormente, tomamos a fungao
sendo nula como propoe o problema original, cujo intuito era encontrarmos uma solucao

aproximada para o nosso problema.

Vimos trés modelos que possuem em suas equacoes termos nao-lineares, cujas fungoes
presentes nas equacoes algumas vezes dependem tanto do tempo quanto do espago ou

simplesmente sao constantes.

Para cada modelo foi tomado dois exemplos numéricos, cujo erro foi calculado nas
normas L?(Q2) e H}(2), tomando 3 igual a 0.25, 0.5 e 1.0.

Sugestoes para trabalhos futuros:

e Considerar outros métodos numéricos para a solucao dos problemas vistos.
e Acréscimo de novos coeficientes a equacao principal dos problemas.

e Considerar os extremos sendo varidveis.
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