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Resumo

Nesta dissertacao estudamos Métodos Numéricos para as Equacgoes de Evolugao do tipo
parabdlico e hiperbdlico, utilizando como modelo a equacao do Calor e a equagao da
Onda, no caso unidimensional e bidimensional. Para a resolu¢gao dos modelos no espago,
aplicamos o Método dos Elementos Finitos e estudamos a formulacao forte e fraca dos
problemas. Para a resolucao dos modelos no tempo, introduzimos o Método de Diferengas
Finitas, com o Método Generalizado Trapezoidal, para a equacao do Calor e o Método de
Newmark, para a equagao da Onda. Programas computacionais foram implementados
usando a linguagem C e alguns exemplos ntimericos serao mostrados para ilustrar o

comportamento das solucoes obtidas.
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Abstract

In this dissertation we study numeric method for evolution equations of the parabolic
and hyperbolic type, using as model the Heat equation and the Wave equation, with
fixed frontiers, in the one unidimensional and two-dimensional. For the resolution of the
models in space, we apply it Method of the Finite Elements and we study the formulation
strong and weak of the problems. For the resolution of the models in time, we introduce
Method of Finite Differences, with it Generalized method Trapezoidal, for the equation
of the Heat and the Method of Newmark, for the equation of the Wave. Computational
programs were implemented using the language C and some numerical examples will be

shown to illustrate the behaviour of the obtained solutions.
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Capitulo 1
Introducao

Nesta dissertacao estamos interessados em obter a existéncia e unicidade da solucao,
além do estudo numérico das Equagoes de Evolucoes do tipo parabdlico e hiperbdlico,
utilizando como modelo a equacao do Calor e a equacao da Onda. Para obter a solucao
numeérica introduziremos o Método de Elementos Finitos no espaco e o Método da Dife-

rencas Finitas no tempo. Trabalharemos com o caso unidimensional e bidimensional.

1.1 Proposta de Pesquisa

1.1.1 Caso Unidimensional
O problema parabdlico modelo que estudaremos é da forma:
ur(z,t) — gy (2, t) + fulx,t) = f(z,t), ¥ (z,t) € (0,1) x [0,T],
u(0,t) = u(l,t) =0, Vitel0,T) (1.1.1)
u(z,0) = up(x), Ve (0,1)

onde «v e 3 sdo constantes reais positivas e f = f(z,t) é uma fonte de calor, u(0,t) e u(1,t)
representam as temperaturas na fronteira em cada instante t, ou seja, a temperatura nos
extremos do intervalo sao fixas e up(x) é a temperatura inicial da barra. Vamos supor
que f = f(x,t) e up(r) sejam fungdes regulares.

A solugao u(z,t) representa a temperatura da barra em cada instante ¢ € [0, 7.
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O problema hiperbdlico modelo que estudaremos é da forma:
(g (2,1) — Qe (z,t) 4+ Bul(z,t) = f(x,t), ¥ (z,t) € (0,1) x [0,T],
u(0,t) = u(l,t) =0, Vitel0,T]

(1.1.2)
u(z,0) = up(x), Ve (0,1)

[ w(z,0) = uy(2), Ve (0,1)

onde « e (3 sa0 constantes reais positivas e f = f(x,t) é a forga atuando sobre a barra em
cada instante t € [0, T, u(0,t) e u(1,t¢) representam as condigoes de fronteira em cada
instante, u(z,0) = ug(x) é a posigao inicial da corda e uy(x,0) = uy(z) é a velocidade
inicial da onda.

A soluc¢ao u = u(x,t) representa a posi¢ao da corda em cada instante ¢ € [0, T], que

estd presa nos extremos.

1.1.2 Caso Bidimensional

Seja 2 C R? um conjunto aberto com fronteira suave I'.  Os elementos de € sao
denotados por ¢ = (x1,22) e m = (ny1,n2) = (Ng1,Ne2). Assumimos que a fronteira T’
admite a decomposi¢io I' =T, UT,, I', N T, = @. Denotamos por ¢; = ¢;(z) o fluxo de
calor. Assumimos que o fluxo de calor é dado pela lei de Fourier:

ou

q4; = —a—%-

O problema que estudaremos serd o de determinar no espago das solugoes H'(€2) uma
fungao u = u(x,t) tal que

(

u(x,t) — aAu(z, t) + fu(x,t) = f(z,t), (x,t) € Q2 x[0,7]

u=q(x), em I,

. (1.1.3)

—qni = —5—n; =p(z), emT,

3x]~ ‘
u(x,0) =up(x), Va e

\

onde a e [ sdo constantes reais positivas, a fungao g(x) é conhecida em I'; e a funcéo
p(zx) é conhecida em I'y,. A funcdo f = f(«,t) representa uma fonte de calor, v = ¢(x)

representa a temperatura na fronteira, onde a temperatura nos extremos do intervalo
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sao fixas e up(x) ¢ a temperatura inicial da barra. Além disso, considere p(x) e ¢(x)
suficientemente regulares de tal forma que pelo menos a solucao u(t) € H'(), para
t>0.

O problema hiperbdlico que estudaremos serd o de determinar no espago das solugoes

H'(Q) uma funcao u = u(x,t) tal que

up(x,t) — alu(z, t) + fu(z,t) = f(z,t), (z,t) € Qx[0,T]
u=q(x), em I,
ou
—qin; = —a—xjni =p(z), emT, (1.1.4)
u(x,0) = up(x), Vel
u(x,0) = uy (), Vel
\

onde « e [ sdo constantes reais positivas, a funcao g(x) é conhecida em I'; e a fungao
p(x) é conhecida em I'). Temos que u(0,t) e u(1,t) representam as condigdes na fronteira
em cada instante ¢, ug(x) é a posigao inicial da onda e ui(x) é a velocidade inicial da
onda. Além disso, p(x) e g(x) também sdo suficientemente regulares de tal forma que
pelo menos a solugao u(t) € H}(Q).

Utilizamos métodos niimericos para obtencao das solucoes aproximadas. O Método
de Elementos Finitos foi utilizado no espaco e como resultado, obtemos uma equacao

diferencial ordindria de primeira e segunda ordem para cada caso:
Ag¢'+ Bg=F (Calor) (1.1.5)

Ag" + Bg=F (Onda) (1.1.6)

onde A e B sao matrizes e F' o vetor forca . A obtencao destas EDO’s sera descrita em
detalhes nos Capitulos 2, 3, 4 e 5, para cada modelo estudado.

Para resolver as EDO’s (1.1.5) e (1.1.6) utilizaremos o Método das Diferengas Finitas
no tempo.

Para a equacao do Calor aplicaremos o Método Generalizado Trapezoidal com os

parametros de aproximacao dado por:

gt =0g""+(1-0)g" e F'=0r""4+(1-0F", 0€]0,1]

16



onde # é um parametro que pode ser determinado para obter melhor precisao e estabi-
lidade. Fixamos alguns valores de 6, como 6 = 0 (Método de Euler Progressivo), § = %
(Método de Crank-Nicolson), # = 1 (Método de Euler Regressivo).

Para resolver a EDO (1.1.6) aplicaremos o Método de Newmark

g*n _ egn—i—l + (1 _ 20)gn + an—l

onde # pode ser determinado para obter melhor precisao e estabilidade. Fixamos o valor
de 0, como 6 = 0 (Método da Diferenca Central), por exemplo.
Os Métodos de Diferencas Finitas serao descritos em detalhes nos Capitulos 2, 3, 4 e

5, para cada modelo estudado.

1.2 Descricao dos Capitulos

Este trabalho é constituido de 5 capitulos.

No capitulo 2 apresentamos o modelo unidimensional para a equacao do calor com ex-
tremidades fixas. Explicaremos em detalhes o Método de Elementos Finitos e os Métodos
de Diferencas Finitas que foram utilizados.

No capitulo 3 apresentamos o modelo unidimensional para a equacao da corda com
extremidades fixas. O Método de Diferencas Finitas utilizado sera detalhado.

No capitulo 4 o modelo bidimensional para a equagao do calor com temperatura fixa
nos extremos sera estudado. Explicaremos em detalhes o Método de Elementos Finitos
e o Método de Diferencas Finitas empregado.

No capitulo 5 o modelo bidimensional para a equacao da onda com extremidades fixas
sera estudado.

Exemplos nimericos serao exibidos para cada caso.
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Capitulo 2

Equacao do Calor

2.1 Formulacao do problema

O problema parabdlico modelo de interesse consiste em encontrar uma solucao fraca

u = u(z,t) no espago das solugoes L>(0,T; H}()) tal que
u(x,t) — gy (z,t) + fulx,t) = f(z,t), ¥ (z,t) € (0,1) x [0,T
u(0,t) = u(1,t) =0, Vitelo,T] (2.1.1)

u(z,0) = ug(x), Ve (0,1)

onde « e 3 sdo constantes reais positivas, f = f(z,t) é uma fonte de calor, u(0,t) e u(1,t)
representam as temperaturas na fronteira em cada instante t, ou seja, a temperatura nos
extremos do intervalo s@o fixas e ug(z) é a temperatura inicial da barra. Vamos supor que
f = f(z,t) e ug(x) sejam fungoes regulares. A solugado u(zx,t) representa a temperatura
da barra em cada instante ¢ € [0, T, que esta presa nos extremos.

A solugao do Problema (2.1.1), para uma forga f € L?((0,T; L*(0,1))), por exemplo,
pode ser obtida usando o Método de Separagao de Varidveis (Método de Fourier), no
qual a solucdo u(z,t) é representada por uma série infinita, como mostraremos a seguir.

Pelo principio de superposicao de solugao, vamos procurar solucoes da forma
(o]
u(@,t) =Y piui(x,t) (2.1.2)
i=1

A idéia é obter constantes ; tais que a condic¢ao inicial seja satisfeita, isto é, deseja-se

obter constantes tais que

u(z,0) = Z%‘ ui(zx,0) (2.1.3)

16



Para obter as u’s, utiliza-se entao o Método de Separacao de Varidveis, que consiste
1) )

em procurar solugoes de (2.1.1) em forma separada, isto é, do tipo
u(z,t) = ¢(x) T(t) (2.1.4)

Para isso, impoe-se que (2.1.4) seja solucao de (2.1.1) e resolve-se os problemas resul-
tantes. Temos que reduzir o Problema (2.1.1) a um sistema de EDO’s que, em principio,
sabemos resolver.

Se u(x,t) = ¢(x)T(t) satisfaz a condi¢ao de fronteira, devemos ter ¢(0)7T(t) =
¢(1)T(t) = 0 para todo t > 0. Entdo, se ¢(0) #0 = T(t) =0, Vt € [0,00), obtendo-se
apenas a solugao trivial ¢(z)T'(t) = 0, o que nao ajuda na construgao de uma solugao.

E preciso exigir ¢(0) = ¢(1) = 0, pois desejamos solugdes nio-triviais.

Substituindo (2.1.4) em (2.1.1);, temos

Bx) T'(t) — ¢’ (2) T () + fo(x)T(t) = 0 (2.1.5)
Dividindo esta equacio por ¢(z)T'(t), segue que
T ()T (1) - ad'(@)¢ ' (2) + B =0
T () T'(t) = ad'(2)¢ (2) - B (2.1.6)

Mas x e t sdo varidveis independentes e cada lado de (2.1.6) depende de apenas uma

delas. Portanto, ambos os membros de (2.1.6) devem ser constantes, ou seja, devemos

ter
T T (1) = ad”(@)6 (z) — B = —A (2.1.7)
onde A é uma constante chamada de Constante de Separacao.

Entao, conseguimos duas EDO’s:

T'(t) = —AT(t),  te[0,T]

(2.1.8)
-
o) = 2o ey
Em (2.1.8);, temos que, para qualquer valor de A, a fungao
T(t) = Ce™ (2.1.9)

é solucao , onde C' é uma constante arbitraria.

Impomos as condigoes de fronteira



onde ¢ é solucao da EDO
(=A+5)

«

¢ (r) = o(z), x€(0,1). (2.1.10)

Temos como solugao de (2.1.10)

() = acos(\/ X — Bz) + bsen(y/ X — PBx) (2.1.11)

onde a e b sao constantes arbitrarias.
Dali,
$(0)=0=a
(2.1.12)
o(1) =0 = bsen(v/A — ()

Como a = 0, para obter solu¢oes nao triviais, é preciso tomar b # 0, e portanto, é
preciso impor sen(y/A — ) = 0. Isto significa que os valores de (A — [3) para os quais
(2.1.10) tem solucdo nao trivial sao exatamente os que satisfazem /X — 3 = km, k =
0,1,2,--.

Consequentemente, as unicas solugdes nao triviais de (2.1.10) sao as fungdes
¢or(x) = bsen(kmx), k=0,1,2,---

onde b é uma constante arbitraria diferente de zero.

Tomando A\ — 8 = k%72 e substituindo em (2.1.9) temos
Tk(t> _ Ce(—k27r2+ﬁ)t

onde podemos tomar, por exemplo, C' = 1.

A superposicao
o0 o)
u(x,t) = Z () Ti(t) = Z sen(kmz)eTFTHO 0 < <1
k=1 k=1

é entao uma solucao formal de (2.1.1), sem a condicao inicial.

Impondo a condicao inicial, temos
o
u(z) = Zbksen(kﬁx), 0<z<I1.
k=1

O problema numérico é a convergéncia lenta da série de Fourier, mesmo quando usada
a denominada Transformada Rapida de Fourier. Essa é uma das razoes para introducao
do Método de Elementos Finitos.
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2.2 Método dos Elementos Finitos

2.2.1 Formulacao Variacional

Seja D(0,1) = {v € C§(0,1);v(0) = v(1l) = 0} o espago das fungoes testes com

suporte compacto em (0, 1). Note que a fun¢ao v = v(z) somente depende da variavel x.

Multiplicando a primeira equagao de (2.1.1) por v € D(0,1) e integrando em (0, 1)

obtém-se

/01 u(t)v da — a/()l Uy (t)0 d + ﬁ/ol u(t)v de = /01 f(t)vdz, YveD(01) (2.2.1)

Integrando por partes e denotando a forma bilinear a(u,v) por

1 1
a(u,v) = a/ Uy Uy dT + ﬁ/ uv dx
0 0

associado a norma
JullZ = al|[Vul® + 5]|ul|.

e denotando )
(Fo = [ v
entdo, o Problema (2.1.1), é equivalente a determinar v = u(z,t) satisfazendo
(ug,v) + alu,v) = (f,v), Vv € H}(0,1)
u(0,t) = u(l,t) =0, Vtel0,T]
(u(0),v) = (ug,v), Vv e H}0,1)

onde (2.2.4)3 representa a temperatura inicial de uma haste.

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

Note que estamos usando a propriedade de densidade do espago D(0,1) em H}(0,1)

e denotando u(z,t) por u e u(z,0) = u(0).

2.2.2 Meétodo de Galerkin

O Método de Galerkin consiste em aproximar o espago das solugoes Hj(§2) por um

subespaco de dimensao finita. Para aproximarmos tal espaco, definimos um subespagco

V,. gerado pelos m primeiros elementos da base do espago de Hilbert H} (), ou seja,

Vm = [(101a P2,$P3," " 790m]
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onde [p;];en ¢ uma base de Hj ().
Buscamos uma solugao aproximada wuy, = uy(z,t) do Problema (2.1.1), no subespago
Vin.

Problema Aproximado

Considere o Problema (2.2.4), redefinido no subespago V,,. Queremos determinar
uma solucdo uy, = up(x,t) € V,,, tal que,
(

(uh(t),v) + a(up(t),v) = (f(t),v), Vv EV,, C H}

$ un(0,8) = up(1,8) = 0, Vi€ [0,T] (2.2.6)

L (un(0),v) = (uon,v) — up forte em Hg(0,1).

Como up(x,t) € V,,, entdo ele pode ser representado por

up(z,t) = Z Gim (V)5 (). (2.2.7)

up (7, 1) = Zgém(t)soi(ﬂf), pi(r) € Vin (2.2.8)

A condigao inicial (2.2.6)3 significa que:

m [e.9]

Uop = Z(u07 902)901 — Uy = Z(Uo, ()01)(,0“ e1m Hol(o, 1), quand() m — o0

i=1 =1

onde ¢;n(0) = (ug, ;). Observe que no problema aproximado a varidavel tempo ainda é
continua e que os produtos internos (.,.) sdo definidos somente na variavel espacial .

Para se obter a solugao aproximada u,(z,t) € V,, é necessirio determinar os coe-
ficientes ¢, (t). Substituindo uy e u) dados em (2.2.7) e (2.2.8), respectivamente, em
(2.2.6); temos

(igém(t)wi(w),v> + a(igim(tm(a:),v) = (f(t),v), Vo eV, C H  (2:2.9)

Como <., ) ¢ definido em V,,,, podemos escrever

igém(t) (%(@w) + igz-m(t) a(soz-(w),v> = (f(t),v), Vv eV, C H}, (2:2.10)
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Podemos, em particular, tomar v = ¢;. Logo,

igém(t) (‘pi >+Zgzm ( ), pi(z )) = (f(ﬂ;%(x)) (2.2.11)

Definindo as matrizes

A=Ay = (pile),0i@), B =By =a(w@),(0) e F=F=(f),¢)),

(2.2.12)
obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias
Zgzm Alj—i_zglm :‘Fj7 para j: 17 , (2213>
que pode ser escrito na seguinte forma matricial:
[ Ag,(t) + Bgn(t) = F(t),  Vt€[0,T]
gm(t) =0 (2.2.14)
L gm<0) = ((U07@1)7(U07S02)a"' 7(“07907%)) = Jom
onde g,,,(0) é a condicio inicial, g, (t) = (gim(t), gom(t), "+, gmm(t))T é 0 vetor incognita.

Assim temos um sistema de m equacoes diferenciais ordinarias.

Para cada m, o sistema (2.2.14) tem uma tnica solugao local gm(t), t € 10,T,)], e pelo

Teorema de Caratheodory, obtemos a solugao uy(z,t) Z gim(t)i(x) do problema
(2.2.6) em V.
De (2.2.1), (2.2.2) e (2.2.3), as matrizes A, B e o vetor for¢a ' podem ser dados por:
1
0
b dyidyp;
B, :/ (@282 | oo da (2.2.16)
dx drx
F; —/ fyjdx (2.2.17)
0

Para estender a solugao local para todo t € [0, 7], segue o teorema (2.1) abaixo.
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2.2.3 Existéncia e Unicidade de Solucao

Usando o Método de Faedo-Galerkin, estudaremos a existéncia e unicidade de solucao

para o problema (2.2.4). Para estender a solugao local Vt € [0, T], segue o teorema:

Teorema 2.1. Seja f € L*(0,7;L%*0,1)) e ug € H{(0,1), entdo existe uma 1inica
solugao u : [0,T] x (0,1), u converge para a solu¢io do problema aprozimado (2.2.4)

satisfazendo as sequintes condigoes:

(i) w e L*0,T; H}(0,1)) N C°(0,T : L*(0,1))

(i1) %(u(t),v) +a(u(t),v) = (f,v), VYve Hy0,1) em L*(0,T).
(11i) u(0) = uy.

Demonstracao:

A idéia da demonstracao consiste em mostrar que existe uma sequéncia de solugoes
up(z,t) do problema aproximado, (2.2.6), pertencentes ao subespago V;, que s@o limita-
das, independente de m, possibilitando mostrar que essa sequéncia converge para solugao
exata u(z,t), quando m — oo, significando que cada vez mais o subespago V,,, se aproxima
do espago H}(0,1). Obtemos tal resultado na segao anterior.

O proximo passo é demonstrar que as solugoes sao limitadas independentemente de
m e t, que permitirao estender a solugdo em todo intervalo [0, 7] e obter a convergéncia
da sequéncia u, para u, solu¢ao do problema original no sentido do teorema. Para isso

sao necessarios algumas estimativas:

Estimativa 1: Considere v = uy(t) € V,, em (2.2.6). Entao obtemos:

(u;@),uh(t)) + a(uh(t),uh(t)> - ( f(t),uh(t)>. (2.2.18)

Mas
() = 2 (w61, (1) (2219)
a(unt), un(®)) = allun(8)]12 + Blun(8)| (2:2.20)
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onde estamos usando a equivaléncia entre as normas H'(0, 1) e L?(0, 1) no espago Hj (0, 1).

Por outro lado, da desigualdade de Schwarz temos

() = [ s < ([1r08)" ([ wor)”

. (2.2.21)
< [f®)lzz20,0) [un(t)]r201) < @W)P + Blun(t);
na ultima desigualdade usamos a seguinte desigualdade elementar:
b ™ 4o (2.2.22)
ab< —+¢ 2.
— 48 Y

onde a e b sao constantes reais, £ é uma constante positiva e considerando € = 3, a = f(t)
e b= |up(t)]. Substituindo os resultados em (2.2.18), obtemos

d
33 OF + alu Ol < ZIFOF (2.2.23)

Integrando a desigualdade em 0 a ¢, t < 7T,,, obtemos

Slun(H) 4o / Jun(D)]? < %monuﬁ / O (2.2.24)

Considere as constantes positivas {ci, ca, c3, ¢4}, definidas por: ¢; = min{1/2, o},

[un(0)]? < callun(0)]|?, c3 = max{cy,1/(40)} e ¢4 = c3/cy.
Entao a desigualdade acima pode ser escrita na forma:

O + [ B < (O + [ 150007) (2:2.25)

Mas por hipétese uy,(0) = ugy, converge forte para ug € Hj (0, 1), ug, é limitada em
H}(0,1), para m suficientemente grande. Temos também que f € L*(0,7;L?*(0,1)) e
portanto o segundo termo do lado direito é limitado. Dessa forma podemos escrever a

desigualdade na forma:
t
Jun(t)]” +/ Jun(t)]]* < s, (2.2.26)
0

a constante c; é positiva e independe de t e m.

De (2.2.3) obtemos do primeiro e segundo termos respectivamente que
(i) up ¢ limitada em L°°(0,T; L?(0,1))

(i) up, é limitada em L?(0,T; H3(0,1)),
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independentemente de m. Note que podemos estender a limitagao ao intervalo (0,7),

pois a limitacao independe do tempo t.

Estimativa 2: Considere v = u},(t) € V,, em (2.2.8). Entao obtemos:

(0, (1)) + a(wi(0), wh (1)) = (1), wi (D). (2:227)

Mas
(wh (0w (1)) = b )P (2.2.28)

1 d 1d

o (un(6), () = 5 IO + 5 G ®F = 5 Ga(mun(®). (2229

e usando a desigualdade de Schwarz, juntamente com a desigualdade elementar (2.2.3)

com ¢ = 1/2, obtemos

(100 0)) < 5 (1P + (D) (2:2.30)
Substituindo temos; p
[ (O + = a(un(t) un() < |F(0) (2:2:31)

Integrando a desigualdade em 0 a ¢, ¢t < T}, obtemos

/Ot i (1) + a(uh(t),uh(t)> < a(uh(O),uh(O)) + /Ot ()P (2.2.32)

Note que
a(un(0), un(0)) = alun (0)12 + Blun (0)* < collun (02 (2:2.33)

onde ¢g = max{«, ¢} sendo ¢ é a constante da desigualdade |u,,(0)]* < ¢&||ux(0)|*.
Por hipétese uy,(0) = gy, é limitada em H(0,1) e f € L?(0,T; L*(0,1)). Entao o lado
direito é limitada por uma constante, independentemente de m e t, permitindo concluir

que:
(iii) wj, é limitada em L?(0,T; L*(0,1))
(iv) wy, é limitada em L°°(0,7T; L?(0,1) N H}(0,1)) = L>=(0,T; H3(0,1))

O espago Hj(0,1) tem imersao compacta em L%*(0,1) e das estimativas (ii) e (iii),

segue do Teorema de Aubin-Lions, que a sequéncia u;, € C°([0,T; L*(0,1)). Como esse
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espaco é um espaco métrico completo, entao da sequéncia limitada «" podemos extrair

uma subsequéncia wu,,, que converge forte para u quase sempre em [0, 7] x (0, 1), ou seja,

lim  max |u,(t) — u(t)|r20,1) = 0 (2.2.34)

v—oo 0<t<T

Note que se a subsequéncia u, converge entao toda sequéncia u, também converge. Desde

que u € C°([0,T; L*(0,1)) entdo faz sentido tomar u(0) e além disso

o

Uy = Z(uo, i) = u(0) (2.2.35)

i=1

Vimos que u € L*(0,T; H3(0,1)) N C°(0,T; L*(0,1)) e que ug = u(0).
Convergéncia do Sistema Aproximado

Vamos mostrar que a sequéncia u, converge para u em L?(0,T; H}(0,1)).
De fato, como uy, ¢ limitada em L?(0,7T; H}(0,1)), entdo podemos extrair uma sub-

sequéncia de wu,, também denotada por uj, a qual converge para uma funcao u €
L*(0,T; Hy). Isto significa que

T T
/ (un (), v))0(t)dt — / (u(t), v)0(t)dt, Yo € HY0,1) ¢ V0 € L2(0,T). (2.2.36)
0 0
Usando a forma bilinear temos a forma equivalente
T T
/ a(up(t),v)0(t)dt — / a(u(t),v)0(t)dt, Vv € Hy(0,1) eVo € L*(0,T) (2.2.37)
0 0
Para o outro termo envolvendo a derivada no tempo temos da estimativa (iii), que u},
é limitada em L*(0,7T; L?(0,1)), o que significa

/OT %(uh(t),v)e(t) dt — /OT %(u(t),v)@(t)dt, Vo € HY(0,1) e V6 € L*(0,T) (2.2.38)

De (2.2.3) e (2.2.3), fazendo m — oo tem-se que

T T T T

/ %(uh(t),v)e(t) dt~|—/ a(up(t),v)6(t)dt — / %(u(t),v)@(t)dt—l—/ a(u(t),v)0(t)dt
0 0 0 0

(2.2.39)

para todo v € H}(0,1) e para todo 6§ € L*(0,T). Do Lema Du Bois Raymond, ver [8]

obtemos que

—(up(t),v) + alup(t),v) — —(u(t),v)) + alu(t),v), Yo e Hi(0,1) (2.2.40)



em L?*(0,T). Como o subespago V,, ¢ denso em H}(0, 1), conclui-se que o sistema apro-

ximado (2.2.6) converge quando m — oo para o sistema (2.1.1), ou seja

© (unt), ) + alun(0), v) — (F,0) — S (u(®) ) + alu(t),v) ~ (f,0), Vo HY0,1)
(2.2.41)
em L*(0,7)
Unicidade

Resta provar a unicidade de solugao. Suponha que existem duas solugoes, tal que
uy(z,t) # ug(x,t) e considere w(z,t) = uy(z,t) — ug(x,t). Substituindo no problema
(2.1.1), obtemos

wi(x,t) — awgy(z,t) + fw(z,t) =0, V(x,t) € (0,1) x [0,T]
w(0,t) = w(1,t) =0, Vit € [0, 7] (2.2.42)
w(xz,0)=0 Vo € (0,1),

que é equivalente a forma,

(wg,v) +a(w,v) =0, Vv € H}(0,1)

(2.2.43)
w(0)=0 VYve H}0,1).
Tomando v = w em (2.2.43) e integrando de 0 a ¢, obtemos
1 t
§|w(t)]2 + / |w(s)]|*ds = 0 (2.2.44)
0

Como os dois termos do lado esquerdo sao positivos, w = 0 é a tnica solucao possivel

para igualdade. Ou seja, uy(z,t) = ug(z,t).

2.3 Funcao de Interpolacgao

Para obtencao das matrizes A;;, B;; e o vetor forca F}, precisamos definir explicita-
mente as fungoes ¢;, base do subespago V,,, do espaco H}(0,1).

Utilizamos uma aproximacao por polinomios, por ser bastante conveniente, pois pos-
suem propriedades interessantes, como a de fungao analitica, que torna possivel o céalculo
de derivadas, de qualquer ordem, dos polinomios. Em geral, as fungoes bases w; do
subespago V;, das solugbes aproximadas sdo polinomios de grau k (se k = 1,2 e 3 te-

mos, respectivamente as fungoes bases lineares, quadraticas e splines ctbicas) definidas
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em cada elemento finito €2,. Para considerar explicitamente a dependéncia do grau do

polinémio k, definimos o espacgo de elementos finitos V¥(Q) N C%(Q), onde
Vi = V() = {vn € V0 € Pe(Qe)},

e vj, denota a restricao de vy, ao elemento e e Py, é o conjunto dos polindémios definidos
em §)., com graus menores ou iguais a k na variavel x.

O objetivo principal na escolha de ¢; é fazer com que as matrizes A;; e B;; sejam
matrizes especiais com muitos elementos nulos, obedecendo uma certa ordem. Este tipo
de matriz é denominada matriz esparsa e o sistema linear resultante, em geral, é bem
condicionado.

Nesse trabalho, as fungoes base ; escolhidas sao fungoes de interpolagao linear por

partes satisfazendo a seguinte condicao:
1, seit=7
pile;) = { o (2.3.1)
0, sei#j
onde z; € [0,1] é denominado né. Os nds sdo pontos discretos do intervalo [0,1], sendo
cada intervalo [x;, z;11] considerado um elemento finito e.

Tomando m + 1 divisoes em [0,1] definimos o passo
hz‘ = Tjyr1 — Ty, 1= 1, ,m (232)
No caso dos nds serem equidistantes, h; = h = 1/m.

Em cada né i, definimos a fungao linear ¢; por partes satisfazendo a condigao (2.3.2),

ou seja, @; para ¢t = 1---m é definida por:

( _ . — .
b R 961—1, V€ |1,z
Ty — Xj—1 hi—y
T—=Tip1  Tig1 — .
ele) =8 oo T Ve Tl (2.3.3)
0, Vo g [xi—laxi—l—l]

\

As fungoes ¢; podem ser representadas geometricamente como mostrado na Figura
(2.1).

De (2.3.3), podemos calcular a derivada de ¢; em rela¢do a x, obtendo-se:

(

" V€ (i)
, 1
aaf; () = o Vi € (i, it1) (2.3.4)
0, Vo (wio1,Ti41)
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Figura 2.1: Funcao base

Problema Local
Uma forma mais apropriada de determinar a solugao aproximada do Problema (2.2.6),
¢ através de solugoes locais. Para obtermos tais solugoes locais precisamos considerar uma

particao do dominio {2 em subregioes €2, tal que

O=J Q2nQ =0 c#s

e=1

Considere © = (0, 1) uma discretizacdo nao necessariamente uniforme dada por
$i+1:xi+h’i7 1=1,2,---m

onde 1 =0 e x,,11 = 1, devido as condig¢oes de fronteira.
Para cada intervalo [x;, z;1], considere um elemento e denominado elemento finito e
as coordenadas locais [z, z§] = [z;, ;+1]. Geometricamente, os m elementos podem ser

representados como na Figura (2.2).

Figura 2.2: Fungao base local

Para cada intervalo local [z, z§] do elemento e, definimos a funcdo de interpolagao
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local ¢¢(z) dada por:

( I e e
gpi = 2h ) V.T S [1’1,];2]
T — x§ e e
Phlr) =4 b =" L, Vo€ [af, a5 (2.3.5)
0, Vi & [x], 75

onde h, = x§ — 7.
A fungao de interpolagao ¢;(x) apresentada em (2.3.3) é a jungao das fungoes de

interpolacdo local 5! e ¢f, ou seja,

e—1

5!, Vae [z a5 = (3o, 2
pi(x) = ©1, Va € [af, 25] = [z, wi11] (2.3.6)
0, Va ¢ [xifhxz#l]

Denotando por A, matriz de ordem (mxm), B a matriz de ordem (mxm) denomidada

matriz rigidez e F' o vetor de ordem (m x 1) denominado de vetor forga, onde

A= Em:Agb, B= Em: BS,, e F= Em: Fe (2.3.7)
e=1 e=1 e=1

Restringindo as matrizes A, B e o vetor forca F' a cada elemento e, temos:

AS = /52 oS (z)py(z) dx (2.3.8)

z5 dot dot
ij:/e (a @C;x(ﬂﬁ) Wé’f) +b’902(x)g0§(a:)> dx (2.3.9)
k= N feo () dx (2.3.10)

para 1 <a,b < 2.

Denominamos por A¢, a matriz local de ordem (2 x 2), B¢, a matriz rididez local de

ordem (2 x 2) e F¢ o vetor forga local de ordem (2 x 1).
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2.4 Integracao Numérica

Para facilitar a montagem das matrizes locais apresentadas em (2.3.8) e (2.3.9) e
do vetor forga apresentado em (2.3.10), utilizaremos um método de integragao numérica.
Neste contexto, o método mais apropriado para o calculo das integrais é o da Quadratura
Gaussiana com dois pontos (; e (5, no interior, cuja integral é exata para polinomios de
grau < 3. Para maiores detalhes sobre a Quadratura Gaussiana veja [2].

A Quadratura Gaussiana no caso unidimensional é dada por

N

| 4@ ac =Y atcm,

=1

onde N é o numero de pontos de integracao, (; é a coordenada e w; é o peso associado a

V3

(;. Quando N = 2, entao, (; = —3 = —(y e w; = wy = 1. Nestas condigoes, o erro de
integracao ¢ dado por
_ 1 d%q(Q)
7135 dct

e a integral é calculada por

/llq(é) d¢ ~ q(—?) + q(?)

Desde que o intervalo de integragao da fungao ¢ seja o intervalo fechado [-1,1], entao,
para calcular as matrizes locais e o vetor forca local do elemento e, cujas coordenadas

sao dadas por [z§, x§], precisamos fazer a seguinte transformagao isoparamétrica:
f : [QJT,Z‘S] - [_17 1]
1
r—&(x) = h—(2x — 5 — %) (2.4.1)
€

onde h, = x5 — z$. A fungao inversa £! de ¢ é dada por

z°: [_17 1] - [ZET,JZ;]
1
£ — a¥(€) = 5(a5 + 25 + het) (242)
Além disso, p )
l,(i
= _— 2.4.
2 (2.4.3)

Iremos, entao, calcular as matrizes locais e o vetor forca local.
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2.5 Matrizes Locais Af,, B, e Forca Local F

Para os (m + 1) nés da discretizacao de = (0,1) temos m elementos. Logo, de
(2.3.7)

A= iAgb, B= ing e F= Zm:F
e=1 e=1 e=1

No intervalo [x§, 25], as inicas fungoes de interpolagao nao nulas sao as fungoes ¢f e 5,

e

definidas em (2.3.5). Assim, na matriz local AS

, 0s Unicos elementos nao necessariamente
nulos s@o os elementos A§;, AS,, A5, e AS, que pertencem a e-ésima e (e+1)-ésima linhas

e colunas. Logo, temos que:

e e+1
U
0 0
A€ — Af A — €
A5 A5 — e+1
0 0

€
ee’

Os elementos A§,, Af,, A5, e A5, podem ser representados respectivamente por A
AS 1 Ad o e AS op1- Analogamente, o mesmo ocorrerd com a matriz B¢. O vetor F°

terd os tnicos elementos nao necessariamente nulos sendo Ff e Fy. Assim,

t

F(f:[(), Ty 07 Flev F287 07 ) 0

e __ € e __ €
onde FY = Ff e Fy = F¢ ;.
Consideremos as submatrizes AS, e BS, matrizes de ordem (2 x 2) e FI¢ um vetor de

ordem (2 x 1) formados pelos coeficientes e coordenadas nao nulos, ou seja,

e e
All A12
e e
A21 A22

e e
Bll BIQ
e e
BQI BQ2

Y
Fy

e

A€ = — e Fe = (251)

)

As matrizes A¢, e BS, sao matrizes padrao dos elementos e e somente serao diferentes

se he = x5 — zf for diferente para cada elemento e.
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2.5.1 Matriz Local A¢,

A matriz local AS,, simétrica, é dada por (2.3.8) como sendo

e

A;:/‘wawﬁuwm

1

com 1 <a,b<2.
Aplicando a transformagao isoparamétrica (2.4.1) em (2.3.8) e lembrando que de

(2.4.3) temos

dz®  he
s~ 2
obtemos,
" he ! 3 3
t= [ Baoa© = [ aga=d-5)+(Y) @52
onde,

1) = (O (©)

Para explicitarmos a func¢ao ¢(&) precisamos definir a fungao de interpolagao ¢¢(§)

no intervalo [-1,1]. Por exemplo, usando polinémio de grau 1, temos:

( (1-9)

s©=""9 veerw
i) =4 wo="T2 veerin (25.3)
0, VEE [-1,1]

A fungao ¢(&) apresentada em (2.5.3) para £ € [—1, 1] é equivalente a fungao ¢ (x)
definida em (2.3.5) para = € [z, z§].

Utilizando a fungao (2.5.3) em (2.5.2), obteremos os elementos da matriz local A®
dada por (2.5.1).

o [ A0 A
Ay A,
e[ _he [N ey ae e [FO-0 09
A= [ a0 a=% [ wewoe-5 [ S5
he [ b,
_ g/_1(1 — 26+ €) de = (2.5.4)
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a,= [ a@ac=" [ womo - [ LTE0 g

1
he [ he
=3 /_1(1 — &) d¢ = n (2.5.5)

Por se tratar de uma matriz simétrica temos que A5, = Af,.

a5 = [ aeas =" [ omoa=7 [ EHE g

1 2 1 2 2
he [* o he
=— | (1+264&)ds=— (2.5.6)
8/, 3
De (2.5.4), (2.5.5) e (2.5.6) temos que a matriz de massa local AS, é
1| 2he he
A == 2.5.7
5] 257

2.5.2 Matriz Rigidez Local B,

A matriz de rigidez local B, simétrica, é dada por (2.3.9) como sendo

. / dit (x) dij(a)

. YT dz

1

+ B ea(x)py(x) de

8

[ dyt (@) dg () B e
_O‘/xe T dg dx + 5/90; ©o(x)py(x) d

1

para 1 <a,b < 2.

Vamos escrever (2.3.9) como

By, = a By + 5 Ay, (2.5.8)
onde o g () dt (2)
re 2 dyg(x) dep(x

Be, = / R T (2.5.9)

Ay = [ b)) da (2:5.10)

Temos que a matriz B, é formada pela soma de duas matrizes. Assim, é apropriado

estudar cada uma dessas matrizes separadamente.
Podemos observar que a matriz A, definida em (2.5.10) é a mesma matriz definida

em (2.3.8). Portanto, nos resta estudar a matriz B¢, dada por (2.5.9).
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Aplicando a transformagao isoparamétrica (2.4.2) em (2.5.9) e tomando

dypg — dyg d§ — deg 2
dr ~ d¢ dz dE h.

obtemos

o [t 2dgc 2dgph. [ (VB V3
b= [ s = [ 0a=o(=F)+a(F) s

onde,

q(§) = o\ Tde e

Para explicitarmos a fungao ¢(&), precisamos definir a derivada da funcao de inter-

2 (%%)

polacao ¢, (§) no intervalo [-1,1]. Derivando (2.5.3), obtemos

([ pi(§) 1
(3] dé) ] F e
deg(§) ] we(§) 1 B
o= p vee[-1,1] (2.5.12)
0 vé ¢ [_171]

Utilizando a funcéo (2.5.12) em (2.5.9), obteremos os elementos da matriz local B,

que é simétrica.

Be _ | B B
“ | By B,
e _ [ P 2def(©des(©) . (M2 1\[ 1
B, _/—1(](0 d§ = —1h_e d d d¢ = _1h_8<_§) (—§> dg
:/1 ds= (2.5.13)
1 2he h. D
e [ ot 2des(©des(&) . [t 2 1)\ /(1
Blz—/_lq(f) di—/_lh—e c%f jg d¢ = 1h_6(_§> (5) de
| 1
:/_1—%6 € = I (2.5.14)

Por se tratar de uma matriz simétrica temos que B3, = BYf,.

v _ [ [P 2des (&) des(€) L, [P 2 (1) /(1
322—/_1Q(£)d§—/_1h—e ;5 d2§ dg_/_1h_6(§)(§>d£
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| 1
= d¢é = — 2.5.15
/_1 oh = (2.5.15)

De (2.5.13), (2.5.14) e (2.5.15) temos que a matriz local B¢, é

o1
By, =| hy o {e (2.5.16)
“he  he
Aplicando (2.5.16) e (2.5.7) em (2.5.8) temos
al 1 -1 gh. | 2 1
B = O n 2.5.17
" he [—1 1 ] 6 [1 2] ( )

2.5.3 Vetor Forga Local F?
O vetor forca local F¢ é dado por (2.3.10) como sendo
2
Fy =/ fea(z) do

onde 1 <a < 2.

Aplicando a transformagao isoparamétrica (2.4.2) e a quadratura Gaussiana em (2.3.10)

obtemos
Fr= [T ratodo= [ p(Gsas e ooy de = [ aeas
V3 V3
=q (—?> +q (?> (2.5.18)
onde
1 he
0©) = (3ot + a5+ 10) ) ()5 (25.19)

onde ¢(&) é a funcdo de interpolagao do intervalo [-1,1]. Se tomarmos, em particular, a

fungao de interpolacao linear (2.5.3) obtemos

0© =5 (Gt + a5 4 00) 1 -0 (2.5.20)

Analogamente, para Fy tem-se

Fy = /11 3(§) d§ = CD(-?) +q2(§) (2.5.21),
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he

0l©) = £ (3005 + 25+ 0O ) 5O % (25.22)

ou se tomarmos, em particular, a fungao de interpolacao linear (2.5.3) obtemos

wl©) =" (Gt + a5 408 ) 1+ (2529

Para facilitar o calculo de ¢;(§) e g2(§) podemos interpolar f utilizando as fungoes de

interpolacao ¢,(£), a = 1,2. De fato:

F@©) =€) =D eal&)fs (2.5.24)

onde f¢ = f(&,). Logo,

25 ! dz® L2 dz*¢
F= [T ao= [ 105 e = [ (Seeae5 i)
z§ -1 -1 \p—q
(2.5.25)
Em particular, para a interpolacao linear, temos
-9 — 1+
$1 = 5 € Y2 = 5
dz¢ h
Por outro lado, d—z = ?e Logo
h 1
Fi= ([ eul®0i@)s5 + enlOeale)5) de (2.5.26)
~1
Fazendo os cédlculos, obtém-se os elementos do vetor forca local F'* dado por
2 e e
el | HiT D (2.5.27)
fi+2f;

2.6 Matrizes Globais A, B e Forca Global F

Iremos agora para a montagem das matrizes globais a partir das matrizes locais, visto

que de (2.3.7) temos

A:ijA;b, B:Zm:Bg’b e F=) F:
e=1 e=1
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2.6.1 Matriz Global A

Consideremos a matriz local definida em (2.3.8) e a funcao ¢,(x) definida em (2.3.5)
com [z§,x5] = [Te, Teq1]. Para calcularmos o coeficiente A.. da matriz global A basta

fazer i = j = e. Entao:

Ape = /0 1 Pe(2)pe() d

- /IE e(T)pe(x) do + /%H e(x)pe(x) da (2.6.1)

Em termos de contribuicao local, obtemos

e—1 e
T2

A= [ @6 @ ok [ i) da

e— e
1 Ty

= A5+ A5, (2.6.2)

Logo, o coeficiente A.. da matriz global A recebe contribuicdo dos elementos finitos

(e-1) e e, através da relagao

A;;l + Ail? para ¢ = 27 3a e, (263)

onde AS,' e A¢, sdo os coeficientes das matrizes locais A°~! e A° de ordem (2 x 2).

De forma andloga, o coeficiente A, .41 da matriz global é dado por
1 Tetl 5
Ao = [ eapen@ o= [ @pen@) o= [ apla) do = A,
) " (2.6.4)
Assim, o coeficiente global A, .y recebe apenas a contribuicao local do coeficiente
Af, da matriz local do elemento e. Da mesma forma, o coeficiente A, . recebe apenas
a contribuicao do coeficiente local A§, da matriz local do elemento e. Desta forma,
1 Tet1 5
A= [ een@e@ o= [ vn@ea) o= [ @) o= 4
) B (2.6.5)
De forma geral, a contribuicao local para os coeficientes da matriz global é dada pelo
seguinte algoritmo:

Parae=2,3,--- ,m, temos

Aee = A;;l + Ail
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Aper1 = A5, (2.6.6)
Ae+1,e - AS1

Para os coeficientes Ay e A,,41 41 relativo aos nés extremos, consideramos o se-

guinte:

A = /0 o1(x)p1(x) do = /% p1(z)p1(7) dov = /I2 pr(@)pr(z) de = Ay (2.6.7)

1 1
1 1

Da mesma forma, temos

zy"
Aporst = / o () () d

T
Am+17m+1 — Ag; (268)
De (2.6.6), (2.6.7) e (2.6.8) obtemos a matriz global A dada pelo algoritmo:
An = Ail
A=A+ A5, e=23,---.m
Acer1 = Af, e=2,3,---,m (2.6.9)

e
A6+1,6:A21 e:2j3)...)m
m
Am+1,m+1 - A22

Sendo a matriz local A¢, dada em (2.5.7) por

2he  he
A = 1
6| h. 2h.

a matriz global obtida através da utilizacao do algoritmo (2.6.9) é

2h, ha 0 0 0
hi (2hy + 2hy) hs 0 0 0
a0 hy (2hs + 2h3) " 0 0
0 - - 0
0 0 0 hon (2R + 2hni1) Bt
0 0 0 0 Bt 21 |

O algoritmo apresentado em (2.6.9) é geral e sua utilizagao resultard numa matriz
tridiagonal. Portanto, ele também serd utilizado na construgao da matriz de rigidez

global.
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2.6.2 Matriz Rigidez Global B

A matriz de rigidez local é dada em (2.5.17) por

1 -1 hol2 1
L0

-1 1 ] 6 [ 1 2 ]

By, = Blg, + B2,

~ (6]

Be, =2
ab

he

(2.6.10)

Aplicando o algoritmo (2.6.9) nas matrizes B1¢, e B2¢, separadamente, obtemos:

Matriz B1
& om0 0]
“wm Wte) R 0
gl 9 T Gt 0 0
0 0 K _% 0
0 0 _% (% hfﬂ) _h,:;l
L0 0 0 _h::—l hfﬂ i
Matriz B2
R o o 0
SRS R DR 0 0
m-| 0 % GEE) 0 0
0 0 ﬁhTm 0
0o 0l (dp ) S
L 0 0 0 0 Bt Bhmis

(2.6.11)

(2.6.12)

Através da utilizagdo do algoritmo (2.6.9) a matriz de ridigez global é obtida pela soma

de (2.6.11) ¢ (2.6.12):
B = B1+ B2

2.6.3 Vetor Forca Global F

(2.6.13)

Consideremos o vetor for¢a local definido em (2.3.10). Usando a funcao ¢, (z) definida

em (2.3.5), com [z, x5] = [T¢, Teyq], vamos calcular o coeficiente F, do vetor forga global

39



F. Entao:

e—1
o

e—1
1

F, = /Olf(x)gOZ(:L’) dr = xejlf(x)@fl(@ dr = /

Te—

F@es (@) do + [ F@)eito) da

=Fy '+ Ff (2.6.14)

Para F) e F}, 11, temos

R:Afwmmmzﬁﬁmﬁmm:ﬂ (2.6.15)
Pa+1=LA Fa)oun(e) dr= [ fa)eya) de = B (2.6.16

De (2.6.14), (2.6.15) e (2.6.16) obtemos o vetor forga global dado pelo algoritmo

F, = F}
F,=F'4+F, e=23--,m (2.6.17)
Fm—‘rl:FQ?nv 6:273a"'7m

Para obter F, explicitamente, calculemos Fy ' e Ff. Usando a interpolacio local da

fungao f(x) dada por
flx) = i) fs
a=1

onde f¢ = f(z¢), podemos escrever:

€ e
T3 T3

Wﬂ@%@mdrhﬁ/ (5(0)gi(a)) dr (26.18)

e
1

F= [ twe@d=s [
onde fi = f(x7) = f(ze) e f5 = f(25) = f(2eta)-
De (2.3.5) temos,

e

/ jz(go(f(x))2 dr =" (2.6.19)

1

/fwaMﬁuw¢w=E (2.6.20)

Substituindo em (2.6.18), conclui-se que
he .o = he .o
Fle — ?fl + Efz (2621)

De forma anéloga, temos

(@ @) de+ £ [ (o) do

Ty

@zéﬂ@@mmzﬁé

1
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he . he ..

Portanto, a forca F, é dada por

Pe—1 h

Fo= F 4 Fl = == (1 +2f57) + T2/ + f5), e=23--.m  (2623)

De (2.6.15) e (2.6.16), I} e F,, ;1 sao calculados por

r= [ iwedwa=g [ @) e [ ede) e
h h
SRV (2.6.24)
isto é, h
Fi=F'= 21+ 5) (2.6.25)
e
Fri1 = / f(x)ey(x)de = fI" / (7" (2)p5 () dz + f3" / <90§1($)>2dx (2.6.26)
e oy P o,
YNy (2.6.27)
ou seja, 3
Frur = B = (" + 243") (2.6.28)

Portanto, o vetor forca global F' é dado por
T
F= F17"'7Fm+1]

Em particular, se a malha é uniforme tem-se:

h
R eT )
h’ e—1 e e
Fezg(l +4f1+f2)7 622737"'5m
h m m
Fiq = g(f1 +2£3")
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2.7 Método das Diferencas Finitas

Seja f(t) € C"(0,T). Do teorema de Taylor, podemos expandir a func¢ao f(¢) na

forma:
A A At
F(t+ AL = F(t) + ALF(8) + 2—ff”(t) + 3—t!f’”(t) 4 4—2;]””(15) @1
e de forma andloga
A A NG
Flt= D) = F(2) = ML) + S0 = S0+ S0 (272)

Somando os termos (2.7.1) e (2.7.2), obtemos
ft— At) = 2f(t) + f(t + At) = AP (t) + O(AtY), (2.7.3)

onde O(At*) denota todos os termos de poténcia quatro ou superior de t. Assumindo
que estes termos sao pequenos quando comparados com poténcias inferiores de ¢ (¢ < 1)
e negligenciando os termos do lado direito, temos a seguinte aproximacao para a segunda

derivada da funcao,

1 (t) ~ ﬁ (f(t + At) = 2f(t) + f(t — At)), (2.7.4)

com o erro da aproximacao de ordem O(At?). A aproximagao (2.7.4) é denominada
Diferenca Central.
Por outro lado, podemos obter uma aproximacao centrada para a primeira derivada

de funcao f(t), fazendo a diferenga entre os termos (2.7.1) e (2.7.2), ou seja
flt+ At) — f(t — At) = 2Atf'(t) + O(AE?),
e dessa forma temos a seguinte aproximagao central para a primeira derivada
1
’t:—( t+ At) — t—At), 2.7.
Fit) = 5 (fE+ At = f( ) (2.7.5)

com erro de aproximagao de ordem O(At?).
Desprezando os termos com poténcia dois ou superior de At em (2.7.1) e (2.7.2),

temos também as seguintes aproximagoes para a primeira derivada:

f'(t) ~ i <f(t + At) — f(t)) (Diferenga Progressiva ou Adiantada), (2.7.6)

1) ~ Ait (f(t) —flt— At)) (Diferenga Regressiva ou Atrasada ), (2.7.7)
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sendo ambos os erros das aproximacoes de ordem O(h).

Notagao: Suponhamos que f é uma fungao das varidveis independentes x € [a, D]
et € [0,T] e seja a seguinte discretizagdo uniforme: a = xyg < 1 < -~-xyy = b e
O=to<ty <---ty=T,onde h =x;41 —x; e At = t,11 — t,, sdo denominados passos.

Assim h = (b—a)/M e At =T/N e cada elemento discreto pode ser obtido por,
T =x9+1th, 1=1,2,--- M

t,=nAt, n=12---,N.

Vamos denotar a fungdo f nos pontos discretos (z;,t,) da seguinte forma:
f(zi,tn) = f(xo + ih,nAt) = fI.

Ao aplicar o Método de Elementos Finitos no espaco obtemos um sistema de equacoes
diferenciais ordinarias cuja variavel é o tempo t. Esse sistema serd resolvido pelo Método
das Diferengas Finitas. Para evitar a profusao de indices, vamos suprimir em (2.2.14) o
indice m. Considere, entao, o sistema de m equagoes diferenciais ordindrias nos tempos
discretos t,, onde t, = nAt, n=20,1,--- N.

Ad'(t,) + Bg(t,) = F(t,), n=0,1,--- N
(2.7.8)
9(0) = go

2.8 Meétodos Numéricos

Vamos agora introduzir alguns dos métodos mais conhecidos da literatura para a

resolucdo numérica do sistema (2.7.8).

2.8.1 Método de Euler

Na diferenca regressiva temos que,

(9" ())i=t, = (a%_gt)) = A%(g" — g"_1>, (2.8.1)

onde a funcao g somente depende da variavel tempo t = ¢,,. Substituindo a aproximagao

no sistema (2.7.8) e usando a notacao dada, obtemos:

1
EA@” - g"—l) YBy"=F"  n=12-.-N (2.8.2)
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ou equivalentemente

(A+ AtB)g" = AtF™ + Ag™! = b, n=1,2---N (2.8.3)

Algoritmo 1:

Para inicializagdo do método iterativo regressivo, faz-se n = 1 em (2.8.3), obtendo-se
(A+ AtB)g' = AtF' + Ag° = b,

Mas F! = (f(x,to), wj(x)> é conhecida para todo x e ¢° = g(0) ¢ a condigao inicial
dada. Assim, resolvendo o sistema determina-se ¢! e sucessivamente obtemos todos os
gt,n=2--- N.

Ja na diferenca progressiva temos que,

(' ())=t, = (aga—it))n = é(g”“ — g"), (2.8.4)

Substituindo (2.8.4) em (2.7.8) e usando a notagao dada, obtemos:

1
EA(g”H - g") Y B =F", n=01,2-(N—-1) (2.8.5)

ou equivalentemente

Ag" = (A — AtB)g" + AtF" = " n=0,1,2-(N-1) (2.8.6)

Algoritmo 2:

Da mesma forma, iniciamos o método iterativo progressivo fazendo n = 0 em (2.8.6),
e obtemos
Agt = (A — AtB)g" + AtF° = ',
Temos que F° = (f(x, t1), w, (a:)) é conhecida e ¢° = ¢g(0) é a condigao inicial dada.

Assim, resolvendo o sistema, determina-se g' e sucessivamente obtemos todos os ¢",
n=1,---,(N-1).

Note que ao usar o método das diferengas regressivas, o erro de aproximacgao no tempo
é de O(Ab).
O método que descreveremos a seguir tem uma precisao melhor pois a ordem do erro

é O(At?)
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2.8.2 Meétodo de Crank-Nicolson

O método considera a diferenca progressiva (2.8.4) para o termo ¢'(t), mas nos ou-
tros termos que dependem de t e nao envolve derivadas no tempo, ¢é feita a seguinte

aproximagcao pela média aritmética,

gt

N

1 1 1
— §<gn +gn+1) e Fn+§ — §(F" 4 Fn+1). (2.8.7)

Fazendo as substituigdes em (2.7.8) obtemos:

A

B 1
At <9"+1 - 9") + 5" g = S(FTT A FT, (2.8.8)

2
que é equivalente a

At At At

(A+5B)g"" = (A= B)g"+ o (F"+F") =", n=0,1,---(N=1) (2.89)

Algoritmo:

Para inicializa¢do do método iterativo, faz-se n = 0 em (2.8.9), obtendo-se

At At At
(A+ 7B)gl = (A - 7B)g“ + 7(Fl + F% =,

Porém, F° = <f(x,t0),wj($)> e F! = (f(:v,tl),wj(m)) s@o conhecidas para todo x
e ¢ = g(0) ¢ a condigao inicial dada. Assim, resolvendo o sistema, determina-se g' e
sucessivamente obtemos todos os ¢". Como a funcao f(z,t) para todo x e para todo t é

conhecida entdo F™ e F"*! sdo conhecidos para todo n.

Pode se mostrar que o esquema (ver [7],[14],[15]) tem ordem de convergéncia O(At?).

2.8.3 Método Generalizado Trapezoidal: (6-Métodos)

Considere agora a mesma aproximagao do esquema de Crank-Nicolson, substituindo

a média aritmética pela média ponderada:

g =0+ (1—0)g" e  F=¢F"" 4 (1-0)F", 6€l0,1]. (2.8.10)

Algoritmo 1:

Fazendo as substituigoes em (2.7.8) obtemos a seguinte familia de métodos,
(A + 9AtB> gt = (A —(1- 9)AtB> g+ At(@F”“ +(1- 0)F”> — ot (2.8.11)
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paran=0,1,--- (N —1).

Para inicializacdo do método iterativo, fazemos n = 0 em (2.8.11) e obtemos
(A + eAtB)gl - (A (- 9)AtB>g0 AL <9F1 41— 9)F0> — !,

Temos que no tempo ¢ = 0, a temperatura inicial ¢° = ¢g(0) e a forca F° = (f(a:, to), w; (9:))
e F' = <f(x,t1),wj(x)> sao conhecidas para todo z. Assim, resolvendo o sistema,
determina-se g'. Para calcular as solugdes nos tempos n = 1,2,--- (N — 1), basta resol-
ver o sistema (2.8.11) para cada n.

Um outro método, conhecido como preditor-corretor, pode ser utilizado, onde o

célculo da derivada ¢'(t,) é considerado.
Algoritmo 2:
Considere o seguinte algoritmo:

A,Un+1 + BgnJrl — Fn+1
gn—i-l — gn + At’U”+9 (289)

" = Gt 4+ (1 — 0)o",

onde v™ e g" sao aproximacoes de ¢'(t,) e g(t,) respectivamente e F"™ = F(t,,,), At é
o incremento do tempo e 0 € [0, 1] é um parametro.

+

O problema computacional é determinar ¢g"*! e v"™! a partir dos valores conhecidos

do tempo anterior g" e v".
Inicializacao do Algoritmo

No tempo ¢ = 0 a temperatura inicial g° é conhecida. Entao, ¢’(0) pode ser determinado

fazendo t =ty = 0 em (2.7.8)1, ou seja

Ag'(0) + Bg(0) = F(0) & Ag'(0) = F° — Bg°

Resolvendo o sistema linear, determina-se ¢'(0) = v°.

Para n = 0,1--- (N — 1) o procedimento para determinar a solugdo aproximada é

dividido nas seguintes etapas:

n+1

(i) Definimos um preditor para ¢"*' na forma:

7 = g"+ (1 - 0)At"
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(ii) De (2.8.9)7 e (2.8.9); tem-se que

g = g 4 At = " Al <9v”+1 + (1~ 9)U”> =g" +0An™!

(iii) Substituindo (i7) em (2.8.9);, temos

(A + 0AtB> P+l = el _ gt

Resolvendo o sistema linear obtém-se v 1. Com v™"! calculado, entdo os valores de g™+

sao determinados por (ii). E assim sucessivamente paran =0,1--- (N — 1).

Podemos notar que:

(i) Se # = 0, obtemos o Método de Euler Progressivo (2.8.6);
(ii) Se § = 1/2, obtemos o Método de Crank-Nicolson (2.8.9);

(iii) Se 6 = 1, obtemos o Método de Euler Regressivo (2.8.3).

Convergéncia do Método Generalizado Trapezoidal

A anélise de estabilidade da familia de métodos foi analisada em [1][7], e dada pelo

seguinte teorema.
Estabilidade

Teorema 2.2. (i) Se § € [3,1] entdo o Método Generalizado Trapezoidal € incondici-

onalmente estdvel, ou seja, nao existe qualquer restricao ao passo At.

1

(ii) Se 0 € [0, 5] entdo o Método Generalizado Trapezoidal é condicionalmente estdvel,

ou seja, o passo At deve satisfazer a sequinte condi¢ao:

At < r(0),

2.9 Condicao de Fronteira

As matrizes globais A e B obtidas anteriormente através das matrizes locais A¢ e B¢
e o vetor forca global F' obtido através do vetor local F*° tiveram as condicoes de fronteira

do problema (2.2.14) negligenciadas.

47



Do problema (2.2.6) temos as condigoes de fronteira dadas pela segunda equacao que

devem ser respeitadas, ou seja
g(t)=0, paraz=0ex=1 (2.9.1)

Portanto, as resolugoes de (2.8.3), (2.8.6) e (2.8.9) precisam respeitar a condi¢ao
(2.9.1).

Considere o sistema (2.8.11)
(A + 9AtB> g = (A (- 0)AtB> g+ Al <9F”+1 +(1- 9)F">
=v"*t paran=0,1,--- (N —1)

e denotando por A a matriz
A= (A+0AtB) (2.9.2)

Pela substituigao de (2.9.2) em (2.8.11) obtemos

Agn—i—l _ bn—l—l
que corresponde a
[ Ay A O 0 0 |[gn ] [e+]
12121 12122 B 0 0 QSH bg“
A=l 0 o . 0 0 o=
O O i lem,m Am,m+1 gg{i-l b717’b
i 0 0 0 Am+1,m Am—l—l,m—l—l ] L g:LrLJ-ri-ll _ sz;ll _

Portanto, no sistema linear A ¢g"*! = b"*! de ordem (m + 1), as constantes g/ e
g:ﬁ:rll sdo conhecidas e assim passamos a ter (m — 1) incégnitas gy, .-+, g+! para as

quais queremos determinar a solugao.
Como a matriz global A é de ordem (m + 1) x (m + 1) e o vetor b possui (m + 1)
componentes, devemos transformar o sistema linear (2.8.8) de forma a assegurar que as

condicoes gt = gf,#l = 0 sejam satisfeitas. Assim, a primeira linha do sistema linear

(2.8.11) é dada por
Apgi ™+ Apgy ™t = ot
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E importante forcar o sistema para satisfazer a condigao g?“ = 0. Tomando 12111 =1,
A =0c¢ byt = 0, a igualdade é verdadeira e satisfaz g7 = 0. Para a segunda linha

temos
Agy gttt 4 Appgitt + 121239?r1 = byt

Agggi 4 Agggitt = b3t — Ay gt

apos os calculos tomamos Ay = 0.

Da mesma forma, para a tltima e a pentltima linha é suficiente assumir

A _ A _ n+l __
Am+1,m+l — 17 Am-l—l,m =0 e bm+1 -

Portanto, o sistema que satisfaz as condicoes de fronteira é dado por

(1 0 0 0 o[ gt 1 [ ot ]
0 Agp Ay 0 0 gyt by
il Asy ~ 0 0 : _
0 0 Apim 0
0 0 0 Apma Ampm gntt bt
0 0 0 0 VR O I el R R

O sistema pode entao ser resolvido.
Como a matriz A é simétrica e tridiagonal, o Método de Eliminacio de Gauss é

bastante apropriado para resolver o sistema, sendo o numero de operacoes da ordem

O(n).

2.10 Simulacoes Numéricas

Alguns exemplos numéricos serao mostrados nesta secao para ilustrar caracteristicas
do problema associado a Equacao do Calor no caso unidimensional com fronteira fixa.

Vimos que resolver o Problema (2.2.6), ou seja, encontrar u"(x,t) implica em encon-
trar uma solugao aproximada do Problema (2.2.4) e, assim, resolver o Problema (2.1.1).
Vamos considerar o Problema (2.1.1).

Para calcularmos a for¢a externa f(z,t), basta substituir a solugdo exata u(x,t),
que definimos a priori, e suas derivadas na primeira equagao de (2.1.1). Um programa

computacional em linguagem C foi implementado para a obtencao dos resultados.
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O conhecimento da solucao exata possibilita o calculo do erro definido por
E(xi,tn) = u(ws, tn) — u(24,t,) (2.10.1)

As normas L>(0,T; L*(Q)) e HY() do erro E sao definidas por

Ereco,m;12(0)) = max (/ |E| dm) (2.10.2)

dE 1/2
Epecorm @) = A (/Q(|E’2 + |£’2) d:z:) (2.10.3)
paratodot=1,--- men=1,---,N.
Para o caso discreto com a malha uniforme h = h; = z;,1 — x;, temos as normas
/2

ELOQ(O,T;L2 = Imax (hz |E‘ d(lf) (2104)

tn€[0,1]

m m aE’L 1/2
Erso,mm1Q) = maX} (h Z(\Ei\z) + hZ(\%P) dw) (2.10.5)
=1

tne[0,1
n€l i=1

Para os exemplos numéricos 1, 2 e 3, a seguir, consideraremos uma barra subdivida

em 10 elementos finitos e o passo de tempo At = 0.001.

2.10.1 Exemplo 1

Considere a temperatura inicial da barra dada por

1
u(z,0) = ug(x) = s sen(mx) (2.10.6)
e a solugao exata u(x,t) dada por
1 —at
u(z,t) = — sen(mx)e (2.10.7)

T2

Observe que a solugao exata definida em (2.10.7) satisfaz a condigao inicial (2.10.6).

Note que

sen(mx)e " [———i—oz—i— ﬁ], se a#an’+f3

flz,t) = (2.10.8)
0, se a=an?+ 3
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Vamos analisar o primeiro caso, onde a # ar?+ (3, o que implica em f(z,t) nao nula.

Em particular, se tomarmos a = a = § = 1, temos

1
u(z,t) = s sen(mz)e™, (2.10.9)

que implica em

f(z,t) = sen(mz)e™" (2.10.10)

T T
Solucao Exata ---------
Aproximada Theta = 1
Aproximada Theta = 0.5
Aproximada Theta = 0.25
Aproximada Theta=0 -

-~
0.06 | T~ .
0.04 | .
002 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.3: u"(0.5,t) e u(0.5,t) = e ™!

A Figura (2.3) mostra que as soluc¢oes aproximadas encontradas estdo bem préximas
da solugao exata quando z = 0.5 e t € [0, 1], para § = 1 (Método de Euler - Regressivo),
0 = 1 (Método de Crank-Nicolson), # = 0.25 ¢ § = 0 (Método de Euler - Progressivo). Ja
a Figura (2.4) mostra o mesmo resultado que o obtido na Figura (2.3), porém, reduzimos
o intervalo de t, onde ¢ € [0, 01], para melhor visualiza¢ao do comportamento das solugoes
aproximadas e exata, para cada Método de Diferencas Finitas empregado.

A partir desse resultado temos a segurancga que a solugdo do Problema (2.2.6) estd
sendo obtida corretamente.

A Figura (2.5) representa a solugao u”(z,t) parax € [0,1] et € [0, 1], com At = 0.001,
h=01lef=3.

Agora, passemos a analisar o segundo caso, onde

1
u(x,t) = — sen(mz)e (@7 +O) (2.10.11)
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0.062 T T T T T T

T T
Solucao Exata --------
Aproximada Theta=1 -~
Aproximada Theta=0.5 ———
Aproximada Theta=0.25
Aproximada Theta=0 -

0.061

006 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.5 0.501 0.502 0.503 0.504 0.505 0.506 0.507 0.508 0.509 0.51

Figura 2.4: u"(0.5,t) e u(0.5,t), para t € [0.50,0.51]

u(x,t)

0.08
0.07 | 0.08
0.06 | 0.07
0.05 0-06
0.04 0.05
0.03 0.04
0.02 0.03
0.01 0.02
0.00 0.01
0
0

Figura 2.5: Grafico de u"(x,t) para (2.2.6)
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o que implica em f(z,t) nula. Considere o = 3 = 1.

012 I ! T T T T T T
Solucao Exata --------

Aproximada Theta = 1

Aproximada Theta = 0.5

Aproximada Theta = 0.25
oLy Aproximada Theta=0 .
0.08 |
0.06 |
0.04 |

\

0.02 \ |

0 1 ) .\,\ | | I I

Figura 2.6: u(0.5,t) e u(0.5,t) = ,%2 o—(am?+p)t

A Figura (2.6) mostra as solugoes aproximadas e exata com a for¢a nula em x = 0.5
et € [0, 1], para diferentes valores de #. Reduzimos o intervalo de ¢, onde t agora varia
entre 0 e 0.02, na tentativa de melhor observamos as solugoes, como mostra a Figura
(2.7).

A Figura (2.8) representa a solucao u”(z,t) parax € [0,1] et € [0, 1], com At = 0.001,
h=01e6=3.

Convergéncia Numérica

(Tmi1 — 1)

Nel ’
onde 0 =y < wy < -+- < py1 =1, x € [0,1] e Nel = 10,20,50 e 100, onde Nel é o

numero de elementos da malha.

Fixamos o passo de tempo At = 0.001 e variamos o espacamento h =

Dentro os métodos estudados, o Método de Crank-Nicolson mostrou melhor desem-
penho quando f(z,t) é ndo nula. Para valores de 6 € [%, 1], obtivemos resultados incon-

dicionalmente estéveis, com a convergéncia da solugao u”(x,t), variando os valores de h.

1

Porém, para valores de ¢ € [0, 5), os resultados sao condicionalmente estéveis, havendo
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0.105 T T T
Solucao Exata --------
Aproximada Theta=1
Aproximada Theta = 0.5
Aproximada Theta = 0.25

Aproximada Theta=0 -

0.1

0.095

0.09

0.085

0.08

0 0.005 0.01 0.015 0.02

Figura 2.7: u"(0.5,t) e u(0.5,¢), para t € [0,0.02]

u(x,t)

0.04
0.03
0.02

0.01

0.00

Figura 2.8: Grafico de u"(x,t) para (2.2.6)

o4



At | h | Erscorm) | Er=omri29)
=1 0.001 | 0.1 0.000007 0.000006
(Euler 0.001 | 0.05 0.000005 0.000005
Regressivo) || 0.001 | 0.02 0.000007 0.000007
0.001 | 0.01 0.000008 0.000008
6 =0.5 0.001 | 0.1 0.000001 0.000001
(Crank 0.001 | 0.05 0.000000 0.000000
Nicolson) 0.001 | 0.02 0.000002 0.000002
0.001 | 0.01 0.000003 0.000003
0.001 | 0.1 0.000002 0.000002
0 =0.25 0.001 | 0.05 diverge diverge
0.001 | 0.02 diverge diverge
0.001 | 0.01 diverge diverge
=0 0.001 | 0.1 0.000005 0.000004
(Euler 0.001 | 0.05 diverge diverge
Progressivo) || 0.001 | 0.02 diverge diverge
0.001 | 0.01 diverge diverge

Tabela 2.1: Anélise dos resultados para f(z,t) nao nula
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divergéncia da solucao quando utilizamos, por exemplo, At = 0.001 e h > 0.0667, para
6 = 0.25, como mostra a Tabela (2.1).

At h | Erecomrai©) | Ereor2@)
0=1 0.001 | 0.1 0.000121 0.000105
(Euler 0.001 | 0.05 0.000201 0.000187
Regressivo) || 0.001 | 0.02 0.000279 0.000270
0.001 | 0.01 0.000287 0.000283
0=0.5 0.001 | 0.1 0.000451 0.000389
(Crank 0.001 | 0.05 0.000107 0.000099
Nicolson) 0.001 | 0.02 0.000016 0.000015
0.001 | 0.01 0.000003 0.000003
0.001 | 0.1 0.000616 0.000532
0 =0.25 0.001 | 0.05 diverge diverge
0.001 | 0.02 diverge diverge
0.001 | 0.01 diverge diverge
=0 0.001 | 0.1 0.000782 0.000675
(Euler 0.001 | 0.05 diverge diverge
Progressivo) || 0.001 | 0.02 diverge diverge
0.001 | 0.01 diverge diverge

Tabela 2.2: Andlise dos resultados f(z,t) nula

Analogamente, quando f(z,t) = 0, o melhor resultado é observado para o Método de

Crank-Nicolson, como mostra a Tabela (2.2).

2.10.2 Exemplo 2

Consideremos, agora, a temperatura inicial da barra dada por

1
u(z,0) = ug(x) = 3 sen(mx) (2.10.12)
e a solucao exata u(z,t) dada por
1
u(z,t) = 3 sen(mx) cos(mt) (2.10.13)

Observe que a solugao exata definida em (2.10.13) satisfaz a condigao inicial (2.10.12).
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o4 I ' T T T T T T
Solucao Exata -
Aproximada Theta = 1

\ Aproximada Theta = 0.5
Aproximada Theta = 0.25
01 \ Aproximada Theta=0 - -

0.05 | \ i

-0.05 - \ B

-0.15 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 2.9: u"(0.5,t) e u(0.5,t) = § cos(mt)

A Figura (2.9) mostra que as solugoes aproximadas encontradas estdo bem préximas
da solugao exata quando z = 0.5 e t € [0, 1], para § = 1 (Método de Euler - Regressivo),
0 = 1 (Método de Crank-Nicolson), # = 0.25 ¢ § = 0 (Método de Euler - Progressivo).

Na Figura (2.10) temos o mesmo resultado que o obtido na Figura (2.9), porém, redu-
zimos o intervalo de t, onde ¢ € [0.50,0.51], para melhor visualizagdo do comportamento
das solugoes aproximadas e exata, para cada Método de Diferencas Finitas empregado.
A partir desse resultado temos a seguranga que a solu¢ao do Problema (2.2.6) esta sendo
obtida corretamente.

O grafico (2.11) representa a solugao u(x,t) para x € [0,1] e t € [0,1], com At =
0.001, h=0.1e0 = %

Convergéncia Numérica

(merl - xl)

Fixamos o passo de tempo At = 0.001 e variamos o espacamento h = Nel )
e

para Nel = 10, 20, 50 e 100, onde Nel é o nimero de elementos da malha.

Obtivemos melhor resultado com o Método de Crank-Nicolson como mostar a Tabela
(2.3), onde observamos que o erro é inversamente proporcional ao tamanho da malha.

Para valores de 6 € [%, 1], obtivemos resultados incondicionalmente estéveis, com a
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0 T T T T T T r . :

Solucao Exata ---------

Aproximada Theta=1 -

Aproximada Theta = 0.5
Aproximada Theta = 0.25

h Aproximada Theta=0 - .
-0.001
-0.002
-0.003
-0.004

-0.005 1 1 ! ! . ) ) . .

0.5 0.501 0.502 0.503 0.504 0.505 0.506 0.507 0.508 0.509 0.51

Figura 2.10: «"(0.5,¢) e u(0.5,t), para t € [0.50,0.51]

u(x,t)

010
— o1
L 1 o008
0.05 0.06
0.04
0.00 0.02

0
-0.02
0.05 0
-0.06
-0.10 -0.08
0.1

0

Figura 2.11: Gréfico de u"(z,t) para (2.2.6)
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At h | Epecora1 Q) | Ereor2@)
=1 0.001 | 0.1 0.000465 0.000401
(Euler 0.001 | 0.05 0.000119 0.000110
Regressivo) || 0.001 | 0.02 0.000067 0.000065
0.001 | 0.01 0.000069 0.000068
=05 0.001 | 0.1 0.000484 0.000418
(Crank 0.001 | 0.05 0.000114 0.000105
Nicolson) 0.001 | 0.02 0.000018 0.000018
0.001 | 0.01 0.000007 0.000007
0.001 | 0.1 0.000499 0.000431
0=0.25 0.001 | 0.05 diverge diverge
0.001 | 0.02 diverge diverge
0.001 | 0.01 diverge diverge
=0 0.001 | 0.1 0.000518 0.000447
(Euler 0.001 | 0.05 diverge diverge
Progressivo) || 0.001 | 0.02 diverge diverge
0.001 | 0.01 diverge diverge

Tabela 2.3: Anélise dos resultados

convergéncia da solugao u"(x,t), variando os valores de At e h. Porém, para valores de
6 € [0, %), houve divergéncia da solucao quando utilizamos, por exemplo, At = 0.001 e
h > 0.0667, para 6 = 0.25

2.10.3 Exemplo 3

Consideremos a temperatura inicial da barra dada por
u(z,0) = up(x) = sen(mwx) (2.10.14)
e a solucao exata u(z,t) dada por
u(z,t) = sen(mwz)(cos(nt) + sen(mt)) (2.10.15)

A solugao exata definida em (2.10.14) satisfaz as condigdes iniciais (2.10.15).
As Figuras (2.12) e (2.13) representam as solugbes exata e aproximada no ponto
x = 0.5, para § = 1 (Método de Euler - Regressivo), § = 3 (Método de Crank-Nicolson),
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1.5 T T T T T T

T T
Solucao Exata ---------
Aproximada Theta = 1
Aproximada Theta = 0.5
Aproximada Theta = 0.25
1 Aproximada Theta=0 -

0.5 B

Figura 2.12: u"(0.5,t) e u(0.5,t) = (cos(wt) + sen(mt))

1 T T T T T T T T
Solucao Exata ---------
Aproximada Theta = 1
Aproximada Theta = 0.5
0.995 | Aproximada Theta = 0.25 .
Aproximada Theta=0 - -
0.99 | J
0.985 | §
0.98 - N
0.975 | i
0.97 i
0.965 | N
096 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0.5 0.501 0.502 0.503 0.504 0.505 0.506 0.507 0.508 0.509 0.51

Figura 2.13: u"(0.5,t) e u(0.5,t), para t € [0.50,0.51]
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0 =0.25e60 =0 (Método de Euler - Progressivo). Na Figura (2.12), o intervalo de ¢
analisado varia entre [0,1] e na Figura (2.13), vemos que o intervalo ¢ é [0.50,0.51], onde
podemos analisar melhor o resultado.

Observe que a solugao exata e aproximada encontradas estao bem proximas. Podemos

garantir que o método empregado é convergente para a solugao.

u(x,t)

1.50
1.00
0.50

0.00

-0.50

Figura 2.14: Gréfico de u"(x,t) para 6 = 1

A Figura (2.14) representa a solugao u(z,t) para x € [0,1] e t € [0,1], com At =
0.001, h=01c6 =1

Convergéncia Numérica

Analisaremos o comportamento do erro da solucao aproximada obtida no Exemplo 3.
Fixamos o passo de tempo At = 0.001 e variamos o espagamento h = W, para
Nel = 10, 20, 50 e 100, onde Nel é o nimero de elementos da malha. O erro é calculado
nas normas L>(0,T; H'(Q)) e L>(0,T; L*(2)).

Pode-se observar pela Tabela 2.4 que o erro é inversamente proporcional ao tama-
nho da malha. Observamos que o Método de Crank-Nicolson apresentou os melhores
resultados entre os métodos estudados, como ja era esperado.

Para valores de 0 € [%, 1] obtivemos resultados satisfatérios com a convergéncia da
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At h | Epecora1 Q) | Ereor2@)
=1 0.001 | 0.1 0.005254 0.004536
(Euler 0.001 | 0.05 0.001346 0.001248
Regressivo) || 0.001 | 0.02 0.000829 0.000804
0.001 | 0.01 0.000815 0.000802
=05 0.001 | 0.1 0.005472 0.004724
(Crank 0.001 | 0.05 0.001285 0.001192
Nicolson) 0.001 | 0.02 0.000208 0.000202
0.001 | 0.01 0.000072 0.000071
0.001 | 0.1 0.005645 0.004873
0=0.25 0.001 | 0.05 diverge diverge
0.001 | 0.02 diverge diverge
0.001 | 0.01 diverge diverge
=0 0.001 | 0.1 0.005855 0.005055
(Euler 0.001 | 0.05 diverge diverge
Progressivo) || 0.001 | 0.02 diverge diverge
0.001 | 0.01 diverge diverge

Tabela 2.4: Anélise dos resultados

solugao u™(x,t), variando os valores de At e h. Porém, para valores de 6 € [0, %) houve
divergéncia da solucao quando utilizamos, por exemplo, At = 0.001, A~ > 0.0536, para
0 =0.25.
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Capitulo 3
Equacao da Corda

Neste capitulo faremos um estudo semelhante ao apresentado no capitulo 2, traba-

lhando agora com a Equacao da Corda com fronteira fixa.

3.1 Formulacao do problema

O problema hiperbdlico modelo que estudaremos sera o de determinar no espaco das
solugoes H}(0,1), para cada ¢, uma fungao u = u(x,t) € L>=(0,T; H}(2)) tal que:

(1) — Qg (z,t) + Pu(z,t) = f(x,t), V(z,t) € (0,1) x [0,T]

u(0,t) =u(l,t) =0 Vtel0,T], (3.1.1)
u(z,0) = ug(x) Ve (0,1),
w(z,0) = ug(x) Ve (0,1).

onde « e 3 sa0 constantes reais positivas e f = f(x,t) é a forga atuando sobre a barra em
cada instante ¢ € [0,77], u(0,¢) e u(1,t) representam as condigoes de fronteira em cada
instante, u(z,0) = ug(x) é a posigao inicial da corda e us(x,0) = uy(z) é a velocidade
inicial da corda.

A solugao u = u(x,t) representa a posigao da corda em cada instante ¢ € [0, T.

3.2 Método dos Elementos Finitos

3.2.1 Formulacao Variacional

Seja D(0,1) = {v € C§(0,1);v(0) = v(1l) = 0} o espago das fungoes testes com

suporte compacto em (0, 1). Note que a fun¢ao v = v(z) somente depende da variavel x.
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Multiplicando a primeira equagdo de (3.1.1) por v € D(0,1) e integrando em (0, 1)

obtém-se
1 1 1 1
/ u' (t)v dx — a/ Uz (T)V dm+ﬁ/ u(t)v doe = / f)vdx, YveD(0,1) (3.2.1)
0 0 0 0
Integrando por partes e denotando,
1 1
a(u,v) = a/ Uy (t)v, do + ﬁ/ u(t)v dx, (3.2.2)
0 0

com a norma induzida definida por |Ju||, e

(Fo = [ fyeds. (3.2.3)

entao (3.1.1) é equivalente a determinar u = u(z,t) satisfazendo

(

(W', v) + alu,v) = (f,v), Vv e Hi(0,1)

(w(0),v) = (ug,v), Vve H}0,1) (3.2.4)

(W' (0),v) = (uy,v), VYove H0,1).

\

3.2.2 Método de Galerkin

Utilizaremos o Método de Faedo-Galerkin, apresentado na Segao (2.2), para obter o

problema aproximado.

Problema Aproximado
Considere o Problema (3.2.4), redefinido no espago das solugoes V,,,. Queremos de-

terminar uma solugao wuy, : [0,7] — V;, solugao do seguinte sistema
(

(up(t),v) + a(up(t),v) = (f(t),v), Yv eV,

Uh<0,t) = uh(l,t) = O, Vit e [O,T]
(3.2.5)
up(0) = ugp, — up forte em HE(0,1)

| 4, (0) = uy, — uy forte em L*(0,1)

Como up(x,t) € V,,,, entdo ele pode ser representado por
un(z,8) = gim(t)i(2). (3.2.6)
i=1
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uy (x,t) Zg (), i(z) eV, (3.2.7)

Para se obter a solu¢do aproximada uy(x,t) € V,, é necessario determinar os coe-
ficientes g (t). Substituindo wuy, e uj, dados em (3.2.6) e (3.2.7), respectivamente, em
(3.2.5); temos

(id%(ﬂ%(w)w) + a(igim(t)goi(x),v) = (f,v), Vv € Vi (3.2.8)

Como (., ) sao definidos em V,,,, podemos escrever

i%(ﬂ( ) Zgzm ( i), ):(f,v), Vv € Vi, (3.2.9)

Podemos, em particular, tomar v = ¢;. Logo,

igé’m(t) (soz- )+Zgzm ( ), @i )) = (f(t),cpj(l“)> (3.2.10)

Definindo as matrizes

A= a; = (wil2),03(@)), B = by = a(@i@), 5(@)) e F = f; = (£(8), 94(2)),

(3.2.11)
obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias
m Y m .
> gi(t) aij+ > gim(t) by = f;, para j=1,---,m (3.2.12)
i=1 i=1
que pode ser escrito na seguinte forma matricial:
Ag(t) + Bgm(t) = F(t), Vi e[0,T]
(3.2.13)

9n(0) = ((xt0, 01), (0, 92), -+, (10, 9m) ) = gom

onde ¢,,(0) é a condigao inicial, g, (t) = (g1m(t), gom(t),+ , Gmm(t))? é 0 vetor incégnita.
Assim temos um sistema de m equacoes diferenciais ordinarias.

Para cada m, o sistema (3.2.13) tem uma tnica solucéo gm(t) e pelo Teorema de Ca-

rathéodory, portanto, obtemos a solucao uy(z,t) Z Gim(t)i(x) do Problema (3.2.4),

em V,,. Note que a solugdo up(z,t) é local, desde que o tempo t € [0, Tp,[, T, >0
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De (3.2.2) e (3.2.3), as matrizes A, B e o vetor for¢a ' podem ser dados por:

1
0
Lo dy; do;
B;; = ) o) d 2.1
1
0

3.2.3 Existéncia e Unicidade de Solucao

A existéncia e unicidade de solugdes locais do Problema (3.1.1) sdo dadas pelo Teo-

rema a seguir.

Teorema 3.1. Dados f € L*(0,T;L*(0,1)), uo(z) € H}(0,1) e uy(z) € L*(0,1), entdo
existe uma unica solu¢ao u : Q =[0,7]x(0,1) — R para o Problema (3.1.1) satisfazendo

a sequinte condi¢do:
(i) u € L=(0,T; HL(0,1))
(i) u' € L>(0,T; L*(0,1))
(iii) w" € L2(0,T; H-1(0,1))
(iv) %(u’(zﬁ),v) +a(u(t),v) = (f,v), Vo€ HY0,1).*
(v) u(x,0) = ug(z), (x,0)=wu(x), Ve (0,1).

* {A igualdade deve ser entendida no sentido das distribuigoes em (0, '), representada

por D'(0,7)}.

Demonstragao:

Antes de iniciar a demonstracao, vamos verificar se faz sentido os dados iniciais
u(z,0) = uo(x) € H0,1) e /(z,0) = ui(z) € L*(0,1). Com efeito, seja u(x,t)
satisfazendo as condigdes do teorema. Usando as condigoes (i) e (ii), obtemos que
u € C°0,T); L*(0,1)) e u € C*([0,T); H}(0,1)) e de (ii) e (iii) obtemos que u' €
C°([0,T]; H71(0,1)) e v’ € Cy([0,T]; H3(0,1)), e assim faz sentido calcular u(z,0) e
u'(z,0).
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Pelo Teorema de Carathéeodory, o sistema de equacoes diferencias ordinarias possui
uma solucao local u,(t), Vt € [0,t,,[, 0 <t, <T. Para prolongar a solugao ao intervalo

[0, T, sdo necessarias algumas estimativas, que se seguem.

Estimativa 1: Seja v € u)(t) € V,,, em (3.2.5);). Entao

(uh (£), un () + alun(t), uy,(t)) = (f (), up(t))-

Mas 1d
5 77l O = (i (1) 1, (1)),
%%Huh(t)\’i = alup(t), uy(t)),

usando a desigualdade de Schwarz e elementar temos

(1) un(®) < 5 (1FOF + (luy (0)]*)

N =

Substituindo termo a termo e multiplicando por 2 obtemos;

d

d
Z@OF + Zlun @l < [FOF + [ (O)F

Integrando a inequacao de 0 a t < T', obtemos
t t
i (O + Nlun(®)z < [uh (0) + un(0)]2 +/ f(s)[ ds +/ |uy,(s)|” ds
0 0
Por hipdtese
1. u},(0) = uy;, converge forte para u; em L?(0,1), o que significa lim |uy, —ui| =0

2. up(0) = gy, converge forte para uy em Hj (0, 1), entao, hlim ||uon — wo|| = 0.
— 00

t T
3. f € L*0,T;L*0,1)) entao / |f(s)]* ds < / |f(s)]? ds < c.
0 0
Assim, podemos escrever que
t T
G OF 4 @< e [ WEPds<e [ hePds (3217
0 0
Logo da desigualdade de Gronwall segue que:
|uj, (t)] < ¢, independente de h e t
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ou seja
(uj,) ¢ limitada no espago L>(0,7T; L*(0,1)) C L*(0,T; L*(0,1)). (3.2.18)
Da limitacao de u), em (3.2.17), conclui-se também que

min{a, B} (llun | + [un]) < llunlla = allunll + Blun] < e
Logo,
(up) é limitada em L>(0,T; H}(0,1) C L*(0,T; Hi(0,1)), (3.2.19)

independente de h e t. As estimativas (3.2.18) e (3.2.19) sao suficientes para prolongar a

solucdo u,, ao intervalo [0, 7.
Passagem do limite

De (3.2.18) e (3.2.19), sendo os espagos L*(0,T; L*(0,1)) e L*(0,T; H3(0,1)) comple-

tos, existem subsequéncias de (up)nen, também denotadas por (uy) tais que:
1. wy, converge fraco para u em L?(0,T; H:(0,1)), denota-se, u" — .
2. uj, converge fraco para v’ em L?(0,T;L?*(0,1)), denota-se, uj — u'.

Observacgao: Deve-se tomar cuidado com a segunda afirmacao, na verdade precisa-
mos provar que realmente u) — u’. Com efeito suponha que uj, — y em L?(0,T; L*(0,1)).
Da primeira convergéncia temos que u,, — u em L*(0,T; H}(0,1)) C L?(0,T; L*(0,1)).
Entao consequentemente u,, — u em D'(0,T; L*(0,1)). Por definigao de distribuigao,
temos que % = u), — Z—Q; = o' em D'(0,T;L*0,1)). Por outro lado u/, — x
em L*(0,T;L*0,1)) c D'(0,T;L*0,1)). Assim da unicidade do limite conclui-se que

x =u'. O

Mostremos agora, que o sistema aproximado (3.1.1) converge para

d

- (0),0) +alu(t),v) = (f,v), Vo€ H}(0,1) em D'(0,7).

Com efeito, usando a defini¢ao da convergéncia fraca em (3.2.19), tem-se que

/OT(u;n(t),w)dt - /OT(u’(t),w)dt Yw € L*(0,T; L*(0,1))
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Tomando em particular w(z,t) = 6(t)v(z), com 6§ € D(0,T) C L*0,T) e v €
H(0,1) € L*(0,1), e substituindo temos

/ (u), Gdte/ v)fdt Vv e L*(0,1) e V0€ D(0,T).
De onde se conclui que
(u},(t),v) — (u/(t),v), quando h — oo em D'(0,T), Yo € L*(0,1). (3.2.20)
Logo
d / d / ! 2
a(uh(t),v) — E(u (t),v), quando h — oo em D'(0,7), Yv € L*(0,1). (3.2.21)

De forma andloga, em (3.2.18), tomando w(z,t) = 6(t)v(z), com 6 € D(0,T) C
L*(0,T) ev e Hy(0,1) € H(0,1), e substituindo obtemos

/ ((up 0dt—>/ )0 dt Vv e Hy0,1) e VOe D(0,T).
Ou seja

/0 a(up, 9dt—>/ v)0 dt Vv e Hy(0,1) e V0€ D(0,T).
Portanto

a(uy(t),v) — a(u(t),v), quandom — co em D'(0,T), Vv € H(0,1).  (3.2.22)

De (3.2.20) e (3.2.21) temos a convergéncia procurada, ou seja,

%wm v)+a(un(t),v)—(f,v) — jt( (1), v)+a(u(t),v)—(f,v), Vo € HL(0,1) (3.2.23)

no sentido de D'(0,T) O.

Para estabelecer estimativa de erro na norma L?((2), é necessdrio mais regularidade
para a solugao do problema (2.1.1). Para isso anunciaremos dois teoremas de regularidade

cuja demonstragao sera omitida:

Teorema 3.2. Seja (2) um aberto e limitado do R™. Dados f e 38—{ e L*(0,T; L*(0)),
up(x) € HF(Q) N H?*(Q) e ui(z) € HYQ), entdo eriste uma tinica solu¢io u : Q =
[0,T] x Q — R para o problema (2.1.1) satisfazendo a segquinte condi¢ao:

(i) u e L=(0,T; Hg(Q) N H*(Q))
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(ii) v € L*(0,T; H(Q))
(111) u" € L*(0,T; L*(Q))
(v) v —aAu+ fu=f, quase sempre em Q = [0,T] x Q
() u(,0) = wolz), (2,0 = wi(x), Vo Q.
Teorema 3.3. Seja (Q) um aberto e limitado do R™. Dados f € L*(0,T; H}(Q)), uo(x) €

HY Q)N HA(Q) eui(z) € HY (), entido existe uma tinica solugio u: Q = [0,T]xQ — R

para o problema (2.1.1) satisfazendo a sequinte condigdo:
(i) w e L¥(0,T; HY(Q) () HA(9)
(ii) v € L>(0,T; H(Q))
(iii) v’ € L*(0,T; L*(Q))
(v) v —alAu+ fu=f, quase sempre em Q = [0,T] x Q
(v) u(z,0) =up(z), u'(z,0)=u(x), Voel
A demonstracao dos teoremas (3.2) e (3.3) podem ser encontradas em [1] e [9].

A escolha da funcao de interpolacao, assim como o calculo da integracao numérica e
das matrizes locais e globais para a equacao da corda foram analisadas de forma analoga

a equagao do calor, nas Segoes (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6), respectivamente.

3.3 Meétodos Numéricos

Usando (3.2.6) e (3.2.7) na equagao (3.2.5); obtemos o seguinte sistema de equagoes

diferenciais ordindrias:

Agll (t) + Bgn(t) = F(t), vt € [0,7]

9m(0) = gom 91 (0) = gim

onde g (t) = (Gim(t), gam(t), -, Gmm(t))T é o vetor incognita, go,, é a posicao inicial e

gim € a velocidade inicial da onda. Assim temos um sistema de m equagoes diferenciais
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ordinarias. Suprimindo o indice m do sistema e considerando os tempos discretos t,,

onde t, =nAt, n=20,1,---N, temos

Ag"(t,) + Bg(t,) = F(t,), Vt € [0,T]
(3.3.1)
9(0)=g0  ¢'(0) =

3.3.1 Método da Diferenca Central

Usando Diferenca Central (2.7.4) no sistema de equagdes para aproximar a segunda

derivada obtemos que,

<g"“ — 29" + g”“)
(At)?

+ Bg" = F" n=0,1,---(N—-1) (3.3.2)
que é equivalente a

Ag'th = (2A — (At)’B)g" + (At)’F" — Ag"™"  n=0,1,--- (N —1) (3.3.3)

Algoritmo:

Para inicializa¢do do método iterativo, faz-se n = 0 em (3.3.3), obtendo-se
Agt = (24 — (At)’B)g° + (At)*F° — Ag™* (3.3.4)

As matrizes A e B do lado direito sao conhecidas e independentes de t, o passo At é

dado, F° ¢ a forca, conhecida para todo tempo t e ¢° é dado pela posicao inicial da onda.

1

O termo g~ é obtido pela velocidade inicial g;. De fato considere a diferenca centrada

(2.7.5), ou seja,
n+l gn—l

/ g
(5 () = £

Fazendo n = 0, temos
1

1 —
! . g —4g _
g(0) = 2At 1

onde ¢; é a velocidade inicial dada. Assim podemos obter o termo ¢! da relacao
g ' =gt — 2Aty,

Substituindo em (3.3.4), obtemos para primeira iteragao o sistema

At)? At)?
Ag' = (A — %B)go + %FO + AtAv,
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Como a matriz é nao singular entao o sistema linear de m equacoes tem uma tinica
solugao g' = (gi,93, -+ ,gl). Para calcular as solugdes nos tempos n = 1,2,--- N,
basta resolver o sistema (3.3.3) para cada n.

Assim, podemos obter
u(z;, t) = Zgi(t)%(l"i) = gi(1).
i=1
As aproximacoes para a primeira e segunda derivadas em relacao ao tempo sao ambas

de ordem O(A#?).

Em Diferencas Finitas existe uma restrigao chamada Condigao CFL (Courant-Friedrichs-

Lewy), que consiste em At < h, ou seja, existe r € R = r = % < 1.

3.3.2 Familia de Métodos Implicitos - Aproximacgao f-Newmark

Considere o sistema (3.3.1) e a seguinte aproximacao para (3.3.1);

(gnJrl _ an + gnfl)

RN

+ Bg*™ = F*™ (3.3.5)

onde ¢** = Og™ + (1 — 20)g™ + 0g"'. Fazendo as substituigoes, obtemos o seguinte

sistema algébrico de equacoes lineares

(A + Q(At)zB) gt = <2A —(1- 20)(At)23> g" — <A + 9(At)23>g”*1 -
T+ (AR(O(F 4 ) o+ (1 20) )
paran =0,1,--- (N —1).
Algoritmo:

Para inicializacado do método iterativo, fazemos n = 0 em (3.3.6) e obtemos
(A + 0(At)23> g' = <2A (1- 29)(At)23) ¢ — (A + 9(At)2B> g
+(A(O(F + P + (1-20)F°)
Mas, como vimos anteriormente, ¢~ = g' — 2Atv,. Entao, temos
(A + e(m)?zz) gl = (A ~la- 29)(At>23> 9 + At <A + (At)298> "
- SAR(O(F 4 FY) + (1 20) F°)
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Temos que no tempo ¢t = 0, a temperatura inicial ¢° = ¢(0) e as forgas F~! =
<f(x,t1),wj(:1:)), F° = (f(:c,to),wj(:c)> e F1 = (f(a:,tl),wj(x)> sao conhecidas para
todo z. Assim, resolvendo o sistema, determina-se ¢g'. Para calcular as solucoes nos
tempos n = 1,2,--- (N — 1), basta resolver o sistema (3.3.6) para cada n.

O método de aproximacao acima é conhecido como Método #—Newmark. Este método
é um Método de Diferencas Finitas que foi apresentado por Newmark em 1959, e a partir
de entao vem sendo largamente utilizado para a resolucao de problemas dinamicos.

Note que, quando € = 0, obtemos o Método da Diferenca Central.

Para que o esquema numérico (3.3.6) seja incondicionalmente estdvel no tempo é

necessario que § > 1. Ver [7] e [10].

3.4 Simulacoes Numéricas

Exemplos numéricos serao mostrados nesta secao para ilustrar algumas caracteristicas
do problema associado a Equacao da Onda no caso unidimensional com fronteira fixa.

Vimos que resolver o Problema (3.2.5), ou seja, encontrar u"(x,t) implica em encon-
trar uma solugao aproximada do Problema (3.2.4), e assim resolver o Problema (3.1.1).

Para calcularmos a forga externa f(x,t), basta substituir a solucao exata u(x,t), que
definimos a priori, e suas derivadas na equagao de (3.1.1);. Dada a solugao exata, o
erro entre a solugdo numérica e a exata serd calculado nas normas L>(0,T; L*(Q)) e
L>(0,T; H} (), dados por (2.10.4) e (2.10.5).

Para os exemplos numéricos 1 e 2, a seguir, consideraremos uma barra subdivida em

10 elementos finitos, o passo de tempo At = 0.001 e as constantes a = 3 = 1.

3.4.1 Exemplo 1

Consideremos a posicao inicial e a velocidade inicial da corda dadas por

u(z,0) = sen(mx) (3.4.1)
ur(z,0) =0 (3.4.2)

e a solucdo exata u(z,t) dada por
u(z,t) = sen(mwx)cos(wmt) (3.4.3)

Observe que a solucao exata definida em (3.4.3) possui a condigoes iniciais (3.4.1) e
(3.4.2).
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Temos que

(—w?n? + ar? + B)sen(mx)cos(wnt), se w #\[a+ %

77

fla,t) = 5
0, se w=/at+—

m

(3.4.4)

Primeiramente, construiremos um exemplo numérico onde a forca externa é nao nula.

Em particular, tomando w = a = 3 = 1, temos
u(z,t) = sen(mwx)cos(mt),

que implica em

f(z,t) = sen(mz)cos(mt)

T T
Solucao Exata --------
Aproximada Theta = 0

0.6

0.4

-0.2

04

-0.8

Figura 3.1: u"(0.5,t) e u(0.5,t) = cos(mt)

(3.4.5)

(3.4.6)

A solucao aproximada encontrada estd bem préxima da solucao exata quando x = 0.5

et € [0,1], para # = 0 (Método da Diferenga Central), como mostra a Figura (3.1). Na

Figura (3.2) reduzimos o intervalo de ¢, onde ¢ varia entre [0.50,0.51], pois assim temos

uma melhor visualizacao das solugoes exata e aproximada.

A partir desse resultado temos a seguranca que a solugdo do Problema (3.2.5) estd

sendo obtida corretamente.
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0 T T T T . : , I
Solucao Exata --------
Aproximada Theta=0
0005 _
001 F _
-0.015 |- _
-0.02 | _
-0.025 |- _
-0.03 - . _
-0.035 | . . |
-0.04 1 1 1 1 I 1 1 | |

0.5 0.501 0.502 0.503 0.504 0.505 0.506 0.507 0.508 0.509 0.51

Figura 3.2: u"(0.5,¢) e u(0.5,t), para t € [0.50,0.51]

u(x,t)
1.00 o8
F 4 0.6
0.50 04
0.2
0.00 . 0
-0.2
-0.50 04
-1.00 'g'g

0

Figura 3.3: Grafico de u"(x,t) para (3.2.5)
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A Figura (3.3) representa a soluciao u"(x, t) ao longo do tempo ¢, ou seja, o0 movimento
da corda com seus extremos fixos.

Agora, passemos a analisar o segundo caso, onde

u(z,t) = sen(mx)cos(\/a + %mﬁ) (3.4.7)

o que implica em f(z,t) nula. Considere a = 3= 1.

Solulcao ExataI rrrrrrrrr
Aproximada Theta = 0
0.8 | |

06 |- i
0.4 4

02| -

02} J
04 | .
0.6 | .

-0.8 | .

1.2 ! ! ! ! ! ! ! ! !

Figura 3.4: u"(0.5,1) e u(0.5,t) = cos(y/a + St)

As Figuras (3.4) e (3.5) mostram as solugoes aproximada e exata para a for¢a nula em
x=0.5,t€0,1] et €[0.50,0.51], respectivamente quando # = 0 (Método da Diferenga
Central).

Na Figura (3.6) temos a representacao da solucao u"(z,t) para x € [0,1] e t € [0, 1],
com At =0.001, h=0.1e 60 =0.
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008 i T T T T T T T T
Solucao Exata —--------
Aproximada Theta=0

-0.085 |- |
-0.09 T |
-0.095 |

-0.1 |
-0.105 |
-0.11 | L |
-0.115 ]
-0.12 L I | ) ) | , I I

0.5 0.501 0.502 0.503 0.504 0.505 0.506 0.507 0.508 0.509 0.51

Figura 3.5: u"(0.5,¢) e u(0.5,t), para t € [0.50,0.51]

u(x,t)
1.00 — 0.8
050 o8
0.00 0.2
0
-0.50 -0.2
0.4
-1.00 0.6
0.8
0

Figura 3.6: Grafico de u"(z,t) para (3.2.5)
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Convergéncia Numérica

(merl - 1’1)

Nel
onde z € [0,1,0 =21 < 23 < -+ < Typ1 = 1 e Nel = 10,20,50 e 100, onde Nel é o

numero de elementos da malha. Analisaremos a convergéncia para § = 0. O erro nas
normas L>(0,T; L*(Q)) e L>®(0,T; H}(2)) serd calculado conforme (2.10.4) e (2.10.5),

respectivamente.

Fixamos o passo de tempo At = 0.001 e variamos o espacamento h =

flz,) At | h | Erecormi) | Ereoriz)
0.001 | 0.1 0.008874 0.007660
sen(mx)cos(wt) || 0.001 | 0.05 0.001604 0.001486
0.001 | 0.02 0.000737 0.000712
0.001 | 0.01 0.000534 0.000517

Tabela 3.1: Andlise dos resultados para f(z,t) nao nula

S t) | At | h | Er~orme) | Ereomo)
0.001 | 0.1 | 0.009560 0.008252
0 | 0.001]0.05| 0.001839 0.001704
0.001 | 0.02 | 0.000721 0.000696
0.001 | 0.01 |  0.000584 0.000565

Tabela 3.2: Anélise dos resultados para f(z,t) nula

Vemos que o erro ¢é inversamente proporcional ao tamanho da malha quando f(x,t)
é nao nula, assim como, para f(z,t) nula. Ou seja, quanto maior a discretiza¢ao, menor

O erro.

Observe, agora, a Figura (3.7), considerando que a forga empregada é nao nula.

Na figura da esquerda, utilizamos At = 0.01 e h = 0.1, ou seja, At < h. Veja que a
solucao u”(z,t) converge. Porém, quando utilizamos At > h, no nosso exemplo, At =
0.25 ¢ h = 0.1, a solugao u"(x,t) diverge. Este resultado estd de acordo com a conhecida
Condigao CFL (Courant-Friedrichs-Lewy), onde o dominio numérico deve estar contido

.. . N t
dentro do dominio de solucao para haver convergéncia, isto €, exister € R = r = 5 <1
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Figura 3.7: u"(0.5,t) e u(0.5,t) quando At = 0.01 e h = 0.1 e quando At = 0.25 e
h=0.1

3.4.2 Exemplo 2

Vamos considerar a posicao inicial da corda e a velocidade inicial dadas por
u(z,0) = ug(z) = 2*(x — 1)? (3.4.8)

uy(2,0) = uy (z) = 2%(x — 1)? (3.4.9)

e a solucao exata u(z,t) dada por

u(z,t) = 22t +1)(z — 1) (3.4.10)

u(x,t)

0.10 0.1

0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

Figura 3.8: Grafico de u"(x,t) para (3.2.5)
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A Figura (3.8) mostra o movimento de uma corda que possui seus extremos fixos, ou
seja, a posicao u"(x,t) ao longo do tempo t. Ja a Figura (3.9) representa as solucoes

exata e aproximada no ponto z = 0.5, para § =0, h=0.1 e t € [0, 1].

0.13

Solu‘cao Exata‘ ,,,,,,,,
Aproximada Theta=1 .

0.12
0.11

0.1
0.09
0.08

0.07

0.06

Figura 3.9: v(0.5,t) e u(0.5,t) = 15(t + 1)

0.0946

T T
Exata --------

0.0944 a—

0.0942 |-

0.094

0.0938 |~

0.0936

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.5 0501 0502 0503 0504 0505 0506 0507 0508 0.509 0.51

Figura 3.10: u"(0.5,t) e u(0.5,t) para t € [0.50, 0, 51]

Utilizando o intervalo t € [0.50,0.51] para as solugoes exata e aproximada, podemos

observar melhor o resultado obtido, como mostra a Figura (3.10).
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Convergéncia Numérica

Analisaremos o comportamento do erro da solucao aproximada para o exemplo 2.
Fixamos o passo de tempo At = 0.001 e variamos o espacamento h, onde h = %,
para Nel = 10, 20, 50 e 100, onde Nel é o numero de elementos da malha.

O erro nas normas L (0, T; L*(Q)) e L>(0, T'; HY(€)) sera calculado conforme (2.10.4)

e (2.10.5), respectivamente.

At | b | Erxormie) | Ereonzo))
=0 | 0.001] 01| 0.000502 0.000431
Diferenca || 0.001 | 0.05 |  0.000200 0.000184
Central | 0.001 | 0.02 |  0.000038 0.000036
0.001 | 0.01 |  0.000029 0.000028

Tabela 3.3: Anélise dos resultados

Observe pelos resultados da Tabela (3.3) que o erro é inversamente proporcional ao
tamanho da malha. Aumentar o niimero de divisoes no espaco, ou seja, refinar a malha,
nem sempre implicard na melhora do resultado, conforme a condi¢ao CFL (Courant-

Friedrichs-Lewy), a nao ser que At < h.
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Capitulo 4

Equacao do Calor - Caso

Bidimensional

Neste capitulo faremos um estudo semelhante ao apresentado no Capitulo 2, tratando

agora o caso bidimensional da equagao do calor com fronteira fixa.

4.1 Formulacao do problema

Seja Q2 C R? um conjunto aberto com fronteira suave I'. Os elementos de € sao
denotados por & = (z1,22) e n = (n1,n2) = (N1, Ny2). Assumimos que a fronteira T’
admite a decomposicao I' = m, I',NT, = 0. Denotamos por ¢; = ¢;(x) o fluxo de
calor. Assumimos que o fluxo de calor é dado pela lei de Fourier:

R
%= 8xj‘

O problema que estudaremos sera o de determinar no espaco das solugoes H'(£2) uma

fungao u = u(x,t) tal que

(

u(x,t) — alAu(z,t) + pu(x,t) = f(x,t), (x,t) € Q2 x[0,T]

u=q(xz), em [,

. (4.1.1)

—qin; = _a_:cj"i =p(z), eml,

u(x,0) =up(x), Ve

\
onde « e [ sdo constantes reais positivas, a funcao ¢(x) é conhecida em I'; e a funcao

p(x) é conhecida em I',. A funcéo f = f(«,t) representa uma fonte de calor, u = ¢(x)
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representa a temperatura na fronteira, onde a temperatura nos extremos do intervalo
sao fixas e up(x) é a temperatura inicial da placa. Além disso, considere p(x) e g(x)
suficientemente regulares de tal forma que pelo menos a solugiao u € H(Q).

Se I' = I';, entao a condicao de fronteira ¢ conhecida como condigao de Dirichlet.
Se I' =T, entao a condigao de fronteira é conhecida como condi¢cao de Neumann. Se
I'= m, entao a condicao de fronteira é conhecida como do tipo misto.

O problema (4.1.1) terd a solugao determinada pelo Método dos Elementos Finitos
no espaco e o Método de Diferencas Finitas no tempo.

Em [1] e [8], provou-se a existéncia e unicidade de solugdo do Problema (4.1.1).

4.2 Método dos Elementos Finitos

4.2.1 Formulacao Variacional

Seja D(Q) = {v € C°(Q);v = 0 em I',;} o espago das fungdes testes com suporte
compacto em 2. Multiplicando a primeira equagao do Problema (4.1.1), por v, integrando

em () e usando o teorema da divergéncia,

/Aude:—/VqudQ —l—/qinivdF
Q Q r

conclui-se que

/utde + a/VqudQ +ﬁ/ude:/fde - a/ pvdl', Yve D(Q)
Q Q Q Q r

p

(4.2.1)
onde usamos que —q;n; = —a—uni =p(x)em ', e que v =0em T,
€
Denotando a forma bilinear a(u,v) por
a(u,v) = a/ VuVudQ + ﬁ/ uv df2, (4.2.2)
Q Q
e
(ug,v) = / v dQ (4.2.3)
Q
(f,v) = / fodQ (4.2.4)
Q

(p,v) = /F pvdl (4.2.5)
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entao (4.1.1) é equivalente a determinar u = u(x,t) € H* satisfazendo

(ut,v) + a(u,v) = (f,v) — a(p,v), Vv € D(Q)
(4.2.6)

(u(0),v) = (uo,v),

Note que estamos usando a propriedade de densidade do espago D(Q2) em H}(Q) e

denotando u(z,t) por u e u(x,0) = u(0).

4.2.2 Método de Galerkin

Seja
H={uec H(Q);u=qgemT,} (4.2.7)

Sejam H,, C H, V,, C D(2) subespacos de dimensao finita dos espacos de Hilbert H

e D(9). Considere os elementos u" € H,, satisfazendo a condigao

ul = w" + ¢, (4.2.8)

onde w" € V,, e ¢" é uma funcao que satisfaz a condicio de fronteira de u, ou seja,

he v ) oalz), Yxel,
q"(x) —{ 0, Vrel, (4.2.9)

Nestas condigoes, temos
u'(z) = w'(z) + ¢"(2) = q(x), Ve,

As funcoes v" € V,,, sao, em geral, funcoes lineares por partes. Assim, para dominios
em geral, a fronteira 02 de €2 pode nao coincidir com a fronteira aproximada I'.

Restringindo a equagao (4.2.6); aos subespagos V,, e H,,, temos
(ul o) + a(u, ") = (f,0") — a(p,v")p, V" €V, (4.2.10)
Por (4.2.8), temos
(w" +¢")e, ") + a(w” + ¢, ") = (f,0") — a(p, v")r, Vot eV,

(W), ") + (g, v") + a(w", o) + a(q", o) = (f,0") — a(p,v")r, V"€V,

Levando em consideracao que a funcao g depende apenas de x, temos que
gi () = 0= (gf,v") =0
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Entao,

(wl, v") + a(w™, V") = (f,0") — a(p,v")r — a(¢",v"), V" €V, (4.2.11)

Podemos, agora, formular o problema aproximado.
Problema Aproximado

Considere o Problema (4.2.6), redefinido no subespago V,,,. Queremos determinar

h

uma solucao u" = w" 4+ ¢" € H,,, solucao do seguinte sistema

(w?7 )+ CL('LU v ) (f v ) - a(phvvh>r - a’<qhvvh>7 v Uh € Vm

(4.2.12)
(uh(0),v") = (ugn, v") — g forte em HE(0,1).
Seja {1, 2, 3, ,m} uma base do subespago V,. Dessa forma, todo elemento
wy, € V,, pode ser representado por
t) = Zgjm(t)gpj(I)a vj € Vin (4'2'13)
e
wi(z,t) Zng i), ¢ €V (4.2.14)

Substituindo (4.2.13) e (4.2.14) em (4.2.12),, tem-se

(X gimer ") +a( X gsnlt)es o) = (1:0") = alpe)r —alg "), ¥o* € Vi,
J_l ~ (4.2.15)

A igualdade permanece valida tomando, em particular, v* = ;, ou seja,
- / - h

(Z Gim ()05 %-) + a(Zgjm(t)soj, %) = (f, i) —alp,pi)r —a(q", i) (4.2.16)
j=1 j=1

Da linearidade da forma a(.,.), segue que

> G 03) + 3 gimalei03) = (0 f) = aleip)r —algig") - (4217)

j=1
Denotando
Mij = (@i,%), l<i,5<m (4.2.18)
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Nij = a(%%), l<i,5<m (4.2.19)
Fi = (¢i, ) = algi,p)r — algi,¢"), 1<j<m (4.2.20)

a formulacao (4.2.12) pode ser escrita na forma matricial

Mg (t) + Ngn(t) = F(t), Vtel0,T]
(4.2.21)
9 (0) = (0, 1), (10, 22), -+ , (o, #m) ) = Gom

onde ¢,,(0) é a condigao inicial, g, (t) = (g1m(t), gom(t),+ , G (t))T é 0 vetor incégnita.
Assim, temos um sistema de m equagoes diferenciais ordinarias.

De (4.2.2) a (4.2.5), as matrizes M, N e o vetor forca F' podem ser dados por:

Q
dy; d‘P'
Ny = [ (@Y 5500 do 4.2.2
[ @ 22+ o) (1223
E:/f%m—m%mrwwwﬂ (4.2.24)
Q

4.3 Discretizacao do Dominio

Consideremos uma particao do dominio €2 em subregioes (2., de tal forma a satisfazer

as condigoes
Nel

Q:(UQe) e QNQ=0 se e#k
e=1

onde Nel é o numero total de elementos. Na particao do dominio definimos os nés globais
A, A=1,2,--- ,Nno, onde Nno é o nimero total de nés da malha.
Optamos por trabalhar com subregides (). retangulares, considerando 4 nés locais

para cada elemento finito €.
Construcao da Malha

Para a geragao da malha, consideremos no dominio {2 um retangulo da forma (a, b) x
(¢,d). Os elementos finitos (2., que serao representados por e, também serao retangulos.
Para obter os elementos retangulares, basta subdividir os intervalos [a, b] e [c, d] e fazer o
produto cartesiano. Ha diversos tipos de malhas possiveis, tais como a malha geométrica,
malha radical e em particular, a malha uniforme. Para gerar a malha uniforme, considere

o seguinte procedimento:
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Define-se h = (b — a)/Nelx e k = (d — c¢)/Nely, onde Nelx e Nely sdo os nimeros de

elementos nas diregoes x e y, respectivamente. Logo,

r; = xg+th, 1=1,2,--- /Nelx, com xy=a,

y; = yo+gk, t=12--- Nely, com yy=c.

Assim,
Nelx Nely
la,b] X [¢,d] = U [T, Tip] X U [yjayj-l-l]
i=0 =0

A subrotina DataInput faz a geracao da malha uniforme, onde em particular, toma-
mos a =c=0eb=d=1. Dessa forma, h = 1/Nelx e k = 1/Nely.

Para gerar malha nao uniforme dentro da subrotina DataInput, basta entrar com
as coordenadas x e y manualmente. A subrotina Datalnput gera as posigoes (i,7) das

coordenadas (z[i],y[j]), onde i = 0,1,2,--- Nelx e j =0,1,2,---  Nely
N6 Global — Posicao: Subrotina NoPos

O préximo passo é identificar o né global A com a sua posigao (i, j), obedecendo a
enumeragao sucessiva horizontal. A posigao i do né é o resto da divisao de (A — 1) por

(Nelx + 1), que serao representados na linguagem C por
(7,7) = NoPos(A),
onde

i = (A—1)%([Nelx + 1),
j = (A-1)/(Nelx+1).
Por exemplo, considere a malha dada na Figura 4.1:
Temos, portanto, 25 nés globais, 16 elementos (representados por um circulo) e Nelx =

Nely = 4. Por exemplo, o né global A = 18 é representado pelo par ordenado (i,j) =
(2,3).

Posicao — N6 Global: Subrotina PosNo

Esta subrotina faz o processo inverso da subrotina NoPos, isto é, dada a posicao,
identifica-se o né global A,

A = PosNo(i, j),
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Figura 4.1: Malha de elementos retangulares

através da relagao

A=jNelx+1)+i+1

Assim, na posicao (1,4), temos o n6 A = 22, considerando a malha anterior.
Elemento — Posicao: Subrotina ElmPos

Para cada elemento e, temos 4 noés globais. Para identifica-lo é suficiente conhecer a
posicao de apenas um desses nos, que adotaremos neste caso, como sendo o menor no
global (veremos adiante que este né global corresponde ao né local a=1) do elemento e,
dado pela relacao:

Dado um elemento e, a sua posigao (i, 7) é dada pelo resto e o quociente da divisao.

Temos
(7,7) = ElmPos(e),
onde
i = (e—1)%Nelx,
j = (e—1)/Nelx.

Por exemplo, considere o elemento e = 8 da malha anterior. Entao, (i,7) = (3,1).

Observando a Figura 4.1, verifica-se que na posigao (3,1) temos o n6 global A = 9 que
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é o representante do elemento e = 8. De forma andloga temos e = 11 = (7,5) = (2, 2),

que ¢é a posicao do né6 A = 13.
N6 Local — N6 Global: Subrotina NoLG

A subrotina NoLG identifica os nds locais a = 1,2,3,4 de cada elemento (retangulo)
com os nos globais A da malha,

A = NoLG(a, e)

da seguinte forma:

Dado um elemento e, o primeiro passo é identificar sua posicao através da subrotina
anterior, (7,7) = ElmPos(e).

Sabemos entao, que na posigao (i, j) existe um né global A que representa o elemento
e. O no global A sera entao o primeiro né local a = 1 do elemento e. Assim, a = 1 <
(i,7). Para a = 2, temos o né global (A + 1) que é identificado pela posi¢ao (i + 1, 7).
Para a = 3, temos a posicao (i + 1,7 + 1). Para a = 4, temos a posicao (7,5 + 1).

Geometricamente, temos

1 2

Com a posicao identificada, o né6 A pode ser encontrado pela funcao PosNo.

Considere a Figura 4.1 e o elemento e = 10. Entao ,

NoLG(1,10) = 12, NoLG(2,10) = 13,
NoLG(3,10) = 18, NoLG(4,10) = 17.

A identificacao é extremamente importante pois permite elaborar calculos locais em
cada elemento e e depois transporté-los para os nos globais, onde realmente a solucao é
obtida.

Numero de Equacoes do Sistema: EgNo

Alguns nés globais podem ter seus valores prescritos, ou seja, a solugao us = u(A)
pode ser conhecida devido as condig¢oes de fronteira. Assim, para estes nds nao é ne-

cessario gerar equagoes no sistema. Desta forma, a subrotina EqNo identifica o n6 global
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A com a sua correspondente equagao eqn[A] no sistema e o ntimero total de equagoes Neq
do sistema. Assim, temos

I = EgNo[A4],

onde I = 1,--- ,Neq. Por conveniéncia, para os nés onde os valores sao prescritos,
tomamos / = 0. E claro que o numero de equacoes é menor ou igual ao nimero de nos
globais, Neq < Nno.

Por exemplo, suponhamos que a solu¢ao us = u(A) seja conhecida nos nés globais
A =1{2,3,8,12,22,24} da Figura 4.1. Entao, tem-se que

A 112131456 |7|8|9]|10]11]12]13
eqn(Al] | 1 {0 | O |2 3|4 |5]0|6]7|8]0/|9
A 14 (15 |16 | 17|18 |19 |20 | 21 |22 |23 |24 | 25
eqnf[A] |10 |11 |12 |13 | 14|15 |16 |17 O | 18| O | 19

Logo, temos 19 nés globais onde a solugao nao é conhecida e assim o nimero de
equagoes Neq = 19. Podemos observar que o n6 global A nao corresponde, em geral, a
A-ésima equacao, como acontece no caso unidimensional. Se, em particular, no lugar da
solugao ser prescrita nos nés acima, tivermos derivada da solucao prescrita nestes nos,
entdo Neq = Nno, pois neste caso a solu¢ao é desconhecida em todos os 25 nos A da

malha.
Valores de Fronteira: Fronteira,CondFront

Para cada né global A | introduzimos as condi¢oes de fronteira do tipo Dirichlet e
do tipo Neumann. Nas condigoes de fronteira do tipo Dirichlet, a solu¢ao ug = u(A) é
prescrita no né, enquanto na condicao de fronteira de Neumann a derivada normal de
u(x) nond A é prescrita. Inicialmente precisamos identificar quais sao os nés da fronteira
do dominio. Para isso introduzimos a subrotina Fronteira.

Consideremos, por exemplo, o retangulo [a, b] X [¢, d] sendo o dominio com as fronteiras

definidas por:

I' = {(z,0) €09; a <z <b}
Iy = {(by) €90 c<y<d}
I's = {(z,d) € 0; a <z <b}
Iy = {la,y) €y c <y <d}

(
(
(
(
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Entao, precisamos identificar os nds pertencentes a cada uma das fronteiras I';, inde-
pendentes se sao do tipo Neumann ou Dirichlet. A subrotina Fronteira tem essa fungao,
além de quantificar os nés de cada fronteira pela expressao Nbn[i] (Numero de nés da
fronteira [i]). Assim, por exemplo, para a malha da Figura 4.1, temos os seguintes nds

globais em cada fronteira:

L, = {1,2,3,4,5} Nbn[l] =5

Iy = {5,10,15,20,25}  Nbn[2] =5
I3 = {21,22,23,24,25})  Nbn[3] =5
r, = {1,6,11,16,21}  Nbn[4] =5

O préximo passo na subrotina CondFront, o operador deve definir as funcoes e as
condicoes de fronteira do problema a ser implementado. O programa permite que sejam
definidas, condicoes de fronteira de Dirichlet e Neumann em cada uma das fronteiras I';,
mediante duas opcoes:

(Dirichlet): typ (A) = 1, a solugao é conhecida.

(Neumann): Bv, a derivada da solucao é conhecida.

A partir da introdugao dos dados da fronteira, a subrotina CondFront associa todos
os nos de cada fronteira I'; aos seus valores e as formas de contribuicao de cada tipo de

fronteira na obtencao da solucao numérica do problema.
Construcao do sistema linear

Seja N o conjunto de nés da malha e N, o conjunto dos nés do tipo 1, isto é, os nds
para os quais a solugao ¢ conhecida. Entao, o conjunto N — IV, representa os nés para
os quais a solucao devera ser determinada.

Seja A € N um né global. Definimos sobre A uma funcao interpolante linear ¢4
satisfazendo a condicao:

1, se A= B,

palB) = { 0,sc A£B, VBEN (43.1)

Para A € N — N,, o conjunto das funcoes lineares ¢4 geram um espaco vetorial linear
por partes V" que é um subespaco do espaco V. Assim, toda funcao w" € V" pode ser

escrita por

w'(z) = Z 9BpB(T). (4.3.2)

BEN-N,
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De forma anéloga, para a obtencao do sistema linear tem-se que:

Z ((PAa SOB)QIB_'_ Z a(@A?SpB)gB = (@A?f)_a(@A>p)F_a(@A>qh)a VAe N — Nq
BEN-N, BEN-N,

(4.3.3)
Variando os nos globais A em N — N, tem-se um sistema linear com Neq equagoes.
Para definir a matriz dos coeficientes é necessario estabelecer uma identificacao entre o

né A e a sua equagao através da subrotina EqNo. Seja
I =eqn[A] e J =eqn[B,

onde 1 # I, J, # Neq. Entao, o sistema linear é definido por

Neq Neq

> Mg+ Nugs=Fi, (4.3.4)
J=1 J=1
onde
Mry = (¢a,98), (4.3.5)
NIJ - a(SOAy SDB)v (436)
Fr = (pa, f) — alpa, p)r — alpa, ¢"). (4.3.7)

4.4 Interpolacao dos Dados Iniciais

Para a equagao da onda, a for¢a f é definida em todo & = (z1,x2) € Q e as fungoes
q e p sao definidas em todo ¢ € I'; e ® € Iy, respectivamente.
Usando os polinomios ¢4, base do subespago V,, como polinomios interpoladores,

temos que

@) =" a@)fa, (4.4.1)

AeN

¢"(r) = > oalr)qa, (4.4.2)
AEN,

p'(z) = Z pa(T)pa, (4.4.3)
AeN,

onde fa = f(za), ga = q(xa) e pa = p(x4). Usando a definicao de p4(z), temos entao,

fa=f"xa), aa=q"(a) e pa=p'(za).
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Substituindo em (4.3.7), obtém-se

Fr=3 (pavn)fe—a ) (paes)ps— ) alpa ¢p)as. (4.4.4)

BEN BeN, BeN,

Usando a defini¢ao dada em (4.2.24), temos

FI=Z/Q¢AsoBdeQ—aZ

BEN BEN,

/ wapppp dl’y — Z Napqs. (4.4.5)
FP

BeN,

De forma andloga, usando (4.2.22) e (4.2.23), podemos escrever (4.3.5) e (4.3.6),

respectivamente, como

MIJ = ((10147 SOB) = / PAYB an (446)
Q
Nij=alpa, op) = / (aVpaVep + Boaps) d, (4.4.7)
Q

onde I = eqn[A] e J = eqn[B|.

Porém, a formulagao (4.4.5), (4.4.6) e (4.4.7) para obtencao das matrizes M, N
e do vetor forca F' em todo o dominio 2 nao é a mais conveniente. Um apropriado
procedimento é definir as funcoes de interpolacao ¢ 4 para cada elemento finito e, onde ¢ 4
é um polinomio interpolador em €2, e vale zero em 2—(2., onde €2, é o dominio do elemento
e. Dessa forma, a funcao ¢4 é denominada funcao de interpolacao local e é denotada por
©%. Usando a discretizagao do dominio €2 dado anteriormente, introduzimos as matrizes

locais M., N, e a forca local F, definidas para cada elemento finito e por

M = (0%, 0%) = /Q il A, (4438)
Niy = aldh o) = [ (aViETes + Beied) do (4.4.9)
Q
Fi=) / Papsfedd—a ) / Paeps AT — Y Nipgs, (4.4.10)
Ben /L BeN, /1% BeEN,

onde I = eqn[4], J =eqn[B] e 1 <I,J < Neq.
Logo, as matrizes globais M, N e o vetor forca F' sao obtidos por

Nel Nel Nel

M=) M N=) N° F=>» F° (4.4.11)
e=1 e=1 e=1

As matrizes M§;, N§; e o vetor for¢a Fy definidos em (4.4.8), (4.4.9) e (4.4.10) tém

ordem (NeqxNeq), (NeqxNeq) e (Neqx 1), respectivamente. Mas a funcao de interpolagao
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% tem suporte compacto em (2, e assim as matrizes e o vetor forca sao nulos para todos
os nés B & (..

A desvantagem deste procedimento estd no armazenamento das matrizes M€, N€¢ e
o vetor forca F¢ e também no nimero desnecessario de operacoes entre zeros. Faremos,

entao, a introducao dos nos locais.
No6s Locais

Considere 2, um retangulo como dado abaixo:

4 3

1 2

Localmente, define-se as fungoes de interpolacao local dadas por

1,s¢e a=0b
“(zf) = ’ ’ 4.4.12
¥ ( b) { 0, se a#b, ( )

onde x; é a posi¢ao do né local do elemento e. Para cada elemento e, definimos as

matrizes locais M*¢ = MS,, N® = Ng, e o vetor forca local F'* = F; por

M, = (0%, ) = / o ()4 () i, (44.13)

e

= alhei) = [ (aVeL @) + B w)ei(o)) dn (14.14)

Z/ Pa(T)py(z fbdQ—aZ/ )y (x)py dl' — Z by (2 (4.4.15)

onde 1 <a,b<4.

A introducao do né local permite obter uma matriz local M, e uma matriz local N£, de
ordem (4 x4), que sao submatrizes das matrizes M§,; e N§, formadas pelos elementos nao
necessariamente nulos de M7, e N5;. Analogamente, o vetor F¢ é formado pelas quatro
coordenadas nao necessariamente nulas de F7. Estabelecendo uma relacao entre os nos
locais a e os nés globais A, determina-se a contribuicao de cada elemento e na obtencao
das matrizes globais M e N e do vetor forca F. Além disso, é necessario relacionar o
né global A e a correspondente equagao do sistema. Isto é feito pela subrotina EgNo,
definida por

I =eqn[4], 1<1I <Neq.
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A composigao entre as duas relagoes nos permite relacionar o né local a com o niimero

da equacao I correspondente, através de
I = eqn|NoLG(a, €)] = eqn[A].

Variando e = 1,2,---  Nel, as matrizes globais M, N e o vetor forca F' do sistema

linear sao obtidos por

Nel Nel Nel

M=) M, N=> N F=>Y Ft (4.4.16)
e=1 e=1 e=1

4.5 Funcao de Interpolacao
Considere Q. C © um quadrildtero representado como na Figura (4.2).

e
Ly

Figura 4.2: Um quadrilatero

Para cada (2. definiremos as funcgoes teste ou funcao de interpolacao, de tal forma

que:
(i) ¢ é de classe C' no interior de cada Q°,
(ii) ¢¢ é continua no interior de cada elemento I'. da fronteira,

onde a = 1,2, 3,4 sao nés de cada quadrilatero e e = 1,2,--- ,Nel sao os elementos da
malha.

A enumeragao dos vértices (nds) é ordenada no sentido anti-hordrio. Para cada lado do
quadrilatero definiremos uma fungao de interpolagao linear ¢ satisfazendo as condigoes

i) e ii) e além disso, vamos impor as condigoes de interpolagao:

1, sea=05b
o) = ’ ’ 4.5.1
@(b) {O,sea;«éb, ( )
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onde 1 <a,b<4euxp

= ((z1)5, (x2)5)-

Observacao: Para simplicar, passaremos a utilizar a seguinte notagao

Assim, de (4.5.2) e

r=(x

(4.5.1), temos que zj =

Y) & T = (21,72)

(5, y5)-

(4.5.2)

Queremos determinar ¢f, ¢5, ¢S, ¢, interpoladores lineares satisfazendo (4.5.1).

Usando os polinomios de Lagrange, obtém

onde i = (2, y7), 25

(@, y) =

(T, y) =

= ($gvyf)7

$3 = ($§>y§)> T,

(z —25)(y — y5)
(2§ — 25)(yi — v5)’
(z — 27)(y — v5)
(25— 2 (Y - yS)
(z —29)(y — ¥i)
(25— 25) (3 — )’
(z — 25)(y — vf)
(z§ — 333)(3/% - yl)

¢ pode ser representada graficamente por

Em particular, quando o dominio é o quadrado biunitario [—1, 1]

Figura 4.3: Funcao de interpolagao

de interpolacao ¢, tem a forma simples, ou seja, denotando

&= (-

temos

va(§,m) =

17_1)7 62 =

(17_1)7 §3:(1a1>7 54: (_
1A=90-n=30-¢-n
A+ =n) =3 0+&=—7
i+ +n) =7 (1+E+n
1A=80+n)=510—-E&40

= (x5, 5). A funcao de interpolacao

x [—1,1], a funcao

(4.5.3)



para (5777) € [_17 1] X [_17 1]
Podemos observar que o polinémio interpolador ¢,(§,n), a = 1,2,3,4, no quadrado
biunitario é mais simples. Assim, é conveniente fazer uma parametrizacao entre os dife-

rentes elementos de €. e o quadrado biunitario [—1, 1] x [—1, 1], denotado por .

4.6 Transformacao Isoparamétrica

Considere a seguinte aplicagao

(5777) € Qb = (fL‘,y) € Qe

definida por

2(&m) =Y @al&m)as, (4.6.1)
y(&m) = wal& )y, (4.6.2)

As fungoes (4.6.1) e (4.6.2) s@o biunivocas entre o quadrilatero 2. e o quadrado

biunitario €2.

Definindo
(617771) = <_17_1)7 (527772) = (17_1)7 (637773) - (171>7 (547774) = (_171)7463)
(4.6.3)
entao,
! xé, se a=2b
T\Sh, = a\Sbh 332 = v ’
(&, 7m0) ; a6, ) { 0 s ath
1 ye, se a=»b
Y(Eo 1) = o(&om)ye =9 " ’
(&) ;w(bnb) {0, se a#b.
Observe a transformagao, geometricamente, na Figura 4.4, onde = x(§) = (x,y) e
¢=¢(z) =(&n)
Com a notacao vetorial, as aplicagoes (4.6.1) e (4.6.2) podem ser dadas por
4
z(§) =) wa(), (4.6.4)
a=1
onde
1 e e e e e e e e e e e e
z(&m) = Z[(l'l + 5+ af + 2f) — (¢ + 2§ — 2§ — xf) n — (2] — 25 — x5+ 2f) ¢
1
y(&m) = Zlf+ye+us+vh) — W8 +ys —vs —va) n— (uf —v5 —ys +yi) &

4
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(-1,1) (1,1) - (x5, v5)
T T A
o (25, 95)
-
-1 _
(1.1) T e N e 0 (25, 5)

Figura 4.4: Transformacao isoparamétrica

Para verificar a existéncia da funcao

E=21:Q, — O
(z,y) — &(x,y)=(n)

usaremos o Teorema da Fungao Inversa. A funcdo ¢, é diferenciavel e portanto x(§)

é diferenciavel. Assim, podemos calcular o Jacobiano da transformacao isoparamétrica

dado por
or e
_ 9 0
J = det [ oy 8_2 ] >0 (4.6.6)
o On

Como = = Q, — Q. é bijetora e de classe C! (pois ¢, tem classe C1) e o Jacobiano
é positivo, entao, o Teorema da Funcao Inversa garante a existéncia da funcao inversa

7l =¢6:Q, — Q, com 7! de classe C'. Assim, temos um mapeamento entre os

elementos finitos €2, e €2,.
Calculo do Jacobiano

A fungao de interpolacao ¢,, dada em (4.5.3), pode ser representada em {2, na seguinte

forma compacta
1
%(5777) = 1(1 + 6(15)(1 + 77a77)> a=1,23/4, (467)

com (&,,1,) definida em (4.6.3).

Entao, temos a derivada da funcao ¢,(§) dada por

9p1(6) _ —1 901(n) _ —1
o 40 o8 T 4

9p2(§) _ 1 dpa(n) _ —1

a‘ﬁa(g) _ %25 - 1 wazgn 4 (4 6 8)
¢ des(6) _ 1 Deslm) _ 1 6.

73 47 o 4

04 (§) e | Opa(n) _1
¢ 47 0¢ 4



O gradiente da funcao ¢, pode ser representado em (2, na seguinte forma compacta

Va(§,n) = }l(é“a(l +1am)s Ma(l + faf)), a=1,2,34. (4.6.9)

Assim, o gradiente da funcao ¢,(£) é dado por

Vo) = (7 7)
Vpa(§) = Ves(e) = (1, 1) (4.6.10)
V(&) = (F3)

Usando as fungoes x (&) definidas em (4.6.4) e Vi, (§) em (4.6.9), podemos calcular

o Jacobiano da transformagao entre €2, e ). da seguinte forma:

Oox Ox 4 0 0 4
(a_g’ 877) =D ( 52” (& m), 8%"(5,77)) = 2Vea(&m), (4.6.11)
a=1 a=1
By 0\ <~ . (O 90, N
(8_6’ 8_77) - ;ya ( 2e &), a—n(é,n)) = ;yav%(&n), (4.6.12)

Utilizando V¢ (&, n), podemos calcular o Jacobiano da transformagcao entre o quadrado
biunitario €2, e o quadrilatero €2.. Quando €2, é um retangulo, o Jacobiano pode ser
calculado por

1
J = (@ —af)(yz — vf) = Jdady”. (4.6.13)

Se os retangulos sao uniformes, entao o Jacobiano é constante para todo elemento,

sendo, portanto, desnecesséario o calculo para cada elemento.
Gradiente da Funcao de Interpolacao

Precisamos, agora, calcular Vg, (z,y) no quadrado biunitario €2, usando a trans-

formacao isoparamétrica. Temos que

v, Ovq
Vg&a(x,y) - (ax ) ay )

Dp,  0p, 08 s O
dr O Oz On Oz
O, 0p, 08 Opp, O
dy — 9¢ 0y O oy

(4.6.14)

99



Na forma matricial temos

0P, % @ 0,
Je | = % % e (4.6.15)
dy dy Oy on

O primeiro termo do lado direito de (4.6.15) pode ser calculado usando a matriz

Hessiana z¢ definida por

ax ax 1( e e 6+ 6) 1( €+ e e 6)
2 A ——(2] —a5 —a5+xy) ——(2] +a5—2a5—7x

J]g _ gg gz _ th 1 2 3 4 1 2 3 4 (4616)
% oy —Z(yf—yS—y§+yi) —Z(yf+y§—y§—yi)

Da definicao de z(§,n) dada por (4.6.1) e (4.6.2), calcula-se a matriz x,. Entao, a

inversa de x¢ é dada por

o0& 0 Jy ox
e _ |0z oy | _1 on  on | _ 1
(m§) - ga: = @ 8_% = j _a_g a_z = j T¢, (4617)
ox Oy 0¢ o3

onde J = J(§,n) = det(z¢) e ¢ é a matriz adjunta de xe.
Substituindo em (4.6.15) temos

Dpq dy  Ox o
_ Lo o 0¢
C,Oxa = j _@ a_x agpa (4618)
dy o6 0¢ on
agp“ 1 e e e e 1 e e e e 8800‘
égx B 1 _%(%‘*’yz—y:’,_%) %(351‘*‘%_553_%) o€ (4.6.19)
Pa —J e e e e e e e e 8 a o
Ay J 1(91 — Yy — Y3 +yg) _1(951_%_5”3“‘554) 52

A matriz :cgl calculada em (4.6.17) para quadrilateros pode ser simpificada se calcu-

lada para retangulos, pois as fungoes £(z, y) e n(x, y), neste caso, sdo dadas explicitamente

por
E(x,y) = die ((x — )+ (z — :173)), (4.6.20)
) = 2= (=10 + (= 15)) (16.21)

Observe que (£,7) é um mapeamento entre o retangulo €2, e o quadrado biunitério

(). Assim temos

ot o€ 2
=05 0
(zg) ™ = (3% 2;; — | dwe (4.6.22)
9 9 0
or 0Oy dYe



Portanto,

a(pa a(pa aspa 2 a(p[l 2
= . 4.6.2
(8:6’ 8y> (85 dx.,” On dy. (4.6.23)

4.7 Quadratura Gaussiana

Seja f : O, C R? — R uma funcao integravel, onde

1,1
rao=[ [ s dcan (47.1)
o —1J-1
Para o niimero de pontos interiores igual a dois nas diregoes £ e 7, os pontos sao

em = (L20) @w- (20,

)

(&.m8) = (3 5 __\/37\/_§)’

Com pesos

W, = Wy = w3 = wy = 1.

Logo, temos
4

| fem da= > F(&me)- (4.7.2)

k=1

4.8 Matrizes Locais M, N, e Forca Local F

4.8.1 Matriz Local M},

A matriz local M, é dada por (4.4.13) como sendo

M, = / o (204 () d2 (48.1)

onde 1 < a,b <4.

A matriz M¢, é uma matriz simétrica, portanto My, = Ms,, M7, = Mg, My, = Mg,
M3y = Mgy, M3, = Mg, e Mg, = M.

Aplicando a transformagao isoparamétrica em (4.6.7) e lembrando que de (4.6.13)
temos que o Jacobiano é dado por

1
J = 7@y —ai)(ys — vy) = Jdady”.
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obtemos,
Mg, = | [J]ea(§)es(§) dd (4.8.2)

Qp
sendo £ = (§,m) el <a,b< 4.
Utilizando a fungao de interpolacao ¢,(§,7) em (4.6.7), obtemos os elementos da

matriz local MS,. Porém, optamos por usar a quadratura Gaussiana.

4.8.2 Matriz Rigidez Local

A matriz rididez local NS, é dada por (4.4.14) como sendo

Mo = [ (@Vei@ Vi) + Bei@pile) do
onde 1 < a,b < 4 e pode ser escrita como

NG =a [ Vei(z)Ves(z)dQ + B | ¢S(z)es(x) dQ

Qe Qe
—a N+ 3 MS, (4.8.3)
onde
NI, = / o (2)g () d (4.8.4)
Ne, = / Vit () Vg () 4O (4.8.5)
Qe

Temos que a matriz N, é formada pela soma de duas matrizes. Assim, é apropriado
estudar cada uma dessas matrizes separadamente.

Podemos escrever a matriz N 7, COMO

0 )0
N:b—/ Vil (2) Vs (x) dQ = Z/ ?;k ‘g;l %) i (4.8.6)
kl=1
Como
a@a _ a(pa agz
Ox, & Oy,
tem-se )
Y g O&; Dy, O
N¢ = dsdy 4.8.7
o 2;1 7 ‘a@axka@axl (4.8.7)
Usando (4.6.23), obtém-se
2
A 4]J| / dpa Doy
Ne, = i) 188
P Ldatdat Jo, 96 08 (4.8.8)
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Definindo a matriz @)4;; como

0pq Oy / ! / 00 Dy
i = I 40y, = dedn
Qatiy /Q o e, "= ) og v, ©

1
N;b:4"]| Z dr ed eQabz]

i,7=1

temos que

onde 1 < a,b < 4.

Usando a quadratura Gaussiana, definimos

Oa Oy
0&; 0&;

Assim, a integral (4.8.9) pode ser calculada por

fabij =

4
Qabz’j = Z fabz’j(&a 771)
=1

onde 1 <1,7 < 2.

(4.8.9)

(4.8.10)

(4.8.11)

Podemos observar que a matriz M¢, definida em (4.8.4) é a mesma definida em (4.8.1).

4.8.3 Vetor Forca Local ¢

O vetor forca local F¢ é dado por (4.4.15) como

4 4
Z/ Palz)h(2) [y dQ—aZ/ z)py dl' — ZNbe( );
b= b=1

com 1 < a,b <4 e pode ser escrita por
:fj_apz_qs7 &:172,3,4,

onde

=3 / A () dr
- © ()5 ()5 AT
;/gw o5 (x)p

q = ZNbe( )
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Calculo de f¢

De (4.6.20) e (4.6.21), as fungdes &(z,y) e n(x,y) sdo aplicacoes isoparamétricas entre
(). e o quadrado biunitario 2.

Dessa forma, tem-se

=R / i) i =35 / II©giE) de
= 71> f5()Qus, (4.8.16)
onde
Qus = / 5 (605 (€) A, (48.17)
Qp

Usando as defini¢oes de ¢,(§,n) dada por (4.6.7), a matriz @y, pode ser calculada

diretamente ou usando-se quadratura Gaussiana.
Calculo dos valores de fronteira ¢ e p¢

Os vetores p¢ e ¢ definidos anteriormente sao as condicoes de fronteira do tipo Neu-
mann e Dirichlet, respectivamente, os quais influenciam na forga local F¢ para os nos

globais A que pertencem a fronteira I', ou I'y, onde I', N Ty, = 0.
Calculo de ¢

Por definigao
4
e = Noygi(z), 1<a<d.
b=1

Somente sao calculados as coordenadas (g5, ¢5, g5, ¢5) que satisfazem a condigao do né
global A € I';, onde A = NoLG(a,e).
Por definigao de interpolacao, g5 = q(z§) = ¢(B) , onde B é o né global correspondente

a (b,e). Assim, se B € I, a solugao do problema g(x) é conhecida neste né e portanto,

Se B ¢ I';, entao ¢; = 0. Assim, o calculo de ¢¢ ¢ feito através do seguinte procedi-

mento:
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Definimos na subrotina CondFront se os nés B € I'; sdo do tipo = 1, isto é, typ(B)

1. Se existe pelo menos um né B = NoLG(b, e) do tipo typ(B) = 1, entao,

4
¢ = Nogi(z), 1<a<4
b=1

Caso contrario, ¢; = 0.

Calculo de p¢

Por definigao

v=Y [ vt
b=1/T»
onde p§ = p(z§) = p(B).

Definimos dois tipos de n6 B € I'y. Os nés com fluxo na direcao z sao os nds

pertencentes as fronteiras I'y = I'y; e I's = I',3 e 0s nés com fluxo na dire¢ao y sao os nds
da fronteira pertencentes a I'y = I'jg e I'y = ['p4.

n
4 Y3

— N, Qe — Ny
1 n i 2

Figura 4.5: Normais externas

Geometricamente, mostramos a fronteira I', na Fig. 4.5.

Assim, definimos as fronteiras horizontais e verticais por I',; U3 € I')o UT'py para o

qual o fluxo normal na direcao y e direcao x sao conhecidos, respectivamente.
Definimos a matriz P, por

Pu= [ i, (4.8.18)
I
Entao,
4
po=> Pupj, 1<a<4. (4.8.19)
b=1

105



Para determinar o vetor p¢ é suficiente determinar a matriz P, em cada uma das
fronteiras I';.
Para calcular a matriz P, em I'); e I',3, observe que a funcao de interpolagao linear
s6 depende de x. Assim, em ')y, as fungdes ¢, (z,y) = ¢q(x, y7) sdo dadas por
. _ €
pr(a ) = 2 palayf) = L gy = (2,55) = () = 0.
Ty — T Ty — X1

Em I')3 temos ¢, (7, y) = pa(z, y5) dadas por

T — x$ Tr — xS
ey ey _ O ey _ 1 ey 2 ]
p1(z,93) = pa(2,y3) =0, w3(z,5) P Pa(z, y5) g

As funcoes de interpolacao dadas acima sao obtidas das funcgoes de interpolacao
(4.5.3), definidas sobre retangulos.

Usando a definigao de P, conclui-se em I',1, que os coeficientes nao necessariamente
nulos sao PH, Plg, Pgl, P22 € em Fpg sao P33, P34, P43, P44.

Os coeficientes sao calculados por

e e

T2 dx® T2 dx®
Py Z/ 901(35)901(1’)611’: 3 = Py, Py Z/ 901(33)902(96’)d$= 6 = Py

1 1

Entao a matriz P, para a fronteira I'y; ¢ dada por

0
0
0
0

o O O O

D
S O =N
S O NN

Analogamente, para a fronteira I',; tem-se

dxz® dxz®
Py3 = Py = 3 Py = Pys = 6

Assim, em I')3 a matriz

o o O

0 0
dzc | 0O 0
0 2
0 1

o = O O

0

O célculo da matriz P, para as fronteiras I'p; e I'p4 sao andlogas ao caso anterior,
exceto que as funcgoes de interpolagao s@o agora constantes em relacao a x. Assim para

a fronteira 'y

o, y) = Pa(25, )
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eem ['py
©a(r,y) = 0a(2], ).

Fazendo os célculos obtém-se a matriz P, em I'); dada por

0000
ef0 210
Pab:dy
6 10120
0000
Em I',4 a matriz é dada por
2 0 01
dy¢ 1 0 0 00
Pab: Y
6 0000
1 0 0 2

As matrizes P,, definidas em I'y; e I'p3 e as definidas em I'j5 e I,y podem ser respec-

tivamente compactadas na forma:

210 0
dzc |1 2 0 0
P, — 4.8.20
"6 |00 21 (4.8.20)
001 2]
(2 0 0 1]
el o210
p, =Y (4.8.21)
6 |01 20
100 2]

Considere o né global A associado ao né6 local a do elemento e pela relagao,
A = NoLG(a,e).

Se o fluxo normal estd definido na dire¢ao = entao o né A € I'), UT'y4 e a matriz Py,
¢ definida por (4.8.21).

Se o fluxo normal estd definido na direcao y entao o né A € I')y UT',3 e a matriz Py,
estd definida por (4.8.20).

Consideremos um elemento e da malha para o qual os nés locais a = 2,3 estao

associados a nds globais Ay, A, onde Ay, Ag € I'o.
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Por definicao
4
P = Pupj.
b=1
Para o elemento considerado

pp=0 se b=1,4,

Entao,
pi < 0
(4 (4 (4 dye € (4
Py < PP 4 piPas = ?( Py + 15)
(4 (4 (4 dye (4 (A
Py < Dol + piPa3 = T(pz + 2]93)
py < 0

Desde que I', NI'; = ¢, entao, neste caso a forga local Iy recebe a contribuigao de I',,

nas seguintes coordenadas:

Fy — f5+p5
Fy «— f5+p3

As coordenadas FY e Fy nao recebem contribuigao da fronteira I', do elemento e.
Analogamente, suponhamos que para os nos locais a = 1,4 tenhamos os nés globais
associados Ay, Ay € I'4. Neste caso,

e

e e (& dy (&4 (&4
pi — piPu+piPuy = ?(21?1 +p4)

p5 «— 0
ps «— 0

T ¢
5 (pf + 2p5)

py <« PiPn+piPu =
e a contribui¢ao do elemento e para a forga local é dado por

Fy — fi+p]
Fy «— fi+np;
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Consideremos agora um exemplo no qual o fluxo é prescrito nos nos locais a = 3,4,

associados aos nés globais As, Ay € I',3. Procedendo de forma andloga temos

pi «— 0
Py «— 0

e

x € e
6 (2293 + p4)

Py — p5Pss +piPsy =
e

e e e dx e e
Py — p3Pus+piPu = ?@3 + 2P4)

Assim para os dois nés globais prescritos As e Ay temos as seguintes contribuigoes

para a forca local

e e (2
Fy — f5+ps
e e €
Fy — fi+p]
De forma andloga considerando os nods locais a = 1,2 associados aos nés globais

Ay, Ay € Ty tem-se

e

(&) (&) (&) dx (&4 (&4
Py« pPiPu+p5Pe = —(2p] + p3)

6
(& e e xe (5] (&4
Py — DPiPoa+pyPay = 5 (P} + 2p5)
p5 «— 0
p; «— 0

Assim,
Y — fi+n
Fy — fy+15
Os valores p¢ = p(z¢,y¢) = p(A), onde p = p(x,y), sdo prescritos no problema.
Quando calculamos o valor de p¢, no exemplo anterior, consideramos dois noés globais
para o qual o fluxo é prescrito. Mas, a quantidade de nés prescritos em cada elemento

pode ser diferente de 2 (dois), e portanto, terfamos contribui¢do em mais ou menos

coordenadas na forga local F¥.
Contribuicao da Fronteira de Neumann: TractionBoundary

Vimos que a contribui¢ao dos valores de fronteira de Neumann, sao definidos pelas

matrizes (4.8.20) e (4.8.21), quando o fluxo estd definido na diregdo = e y. A partir da
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identificacao de todos os nos de fronteira feita pela subrotina CondFront, é necessario
entao identificar a direcao do fluxo para inserir os valores referentes as matrizes corres-
pondentes, ou seja, para calcular o valor de pS em I'y, I'y, I's, I'y. Esse procedimento
é feito pela subrotina TractionBoundary, que obviamente somente se aplica aos valores

de fronteira do tipo Neumann.
Calculo da Matriz P,, com parametrizacao

Para o cédlculo da matriz P,,, usamos o fato de que os elementos sao retangulos.
De um modo mais geral, se os elementos da malha sao quadrilateros, entao um dos
procedimentos para o calcular os elementos da matriz é através da parametrizacao. Para
isso, considere os segmentos de reta (tx, + (1 —t)z,) e (txp +tx,) e as seguintes fungoes
de interpolacao:

g0a<txb +(1- t)xa) =1—t

©p <t:vb +(1-— t):na> =t.

Entao, tem-se que

1, se x=u2z,
Qoa(x) = {

0, se z=umx

Logo

1
P, :/gOZQDZdF:/ ot + (1 — )a) ooty + (1 — D)) |Tup| dt
T 0

1
r
:/ (1 =)t |Top| P L
0 6

1
Pu=Pu = [ wieidt = [ ultn+ (1= 1)) @ulten + (1= 0)za) [La d
r 0

1
L'y
:/ £2 [Tap| P L1
0 3

onde dI' = |I"gp| dt sendo |I'gp| 0 comprimento do segmento de reta entre os nés a e b.

Em particular, no caso do retangulo, |I'y| = dz® ou |I'yp| = dy® se o segmento de reta

¢é horizontal ou vertical, respectivamente.
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4.9 Matrizes Globais M, N e Forca (Global F

Passaremos, agora, a montagem das matrizes globais a partir das matrizes locais,

visto que de (4.4.16) temos

Nel Nel Nel

M:ZI abs N:z; abs F:Z;Fae

Temos que as matrizes M€, N€¢ sao matrizes quadradas de ordem 4 (para quadrildteros
lineares) e o vetor forga F° tem ordem (4 x 1). As matrizes globais M e N sao quadradas
com ordem Neq e F' um vetor com ordem (Neq X 1), onde Neq é o nimero de equagoes
do sistema linear.

A forma como as matrizes locais e as forcas locais contribuem para as matrizes M e
N e o vetor F, pode ser dada nas seguintes etapas:

I) Identificacdo do né local (e,a) com o né global A, usando a subrotina:
A = NoLG(e, a).

IT) Identificagao do né global A com o nimero da equagao correspondente no sistema,

eqn[A], através da subrotina EgNo.

Como consequéncia das condicoes de fronteira, o nimero de equagoes Neq do sistema
linear é menor ou igual ao nimero de nés (Nno) A da malha.

Consideremos um exemplo para ilustrar a montagem da matriz global M e do vetor
forga global F'. A montagem da matriz global N é feita de forma andloga a montagem de
M. Considere o exemplo dado pela Figura 4.1, onde assumimos os conjuntos de vetores

de fronteira:
r,= {1,3,5,22,24},

T, = {6,10,16,20}.
Seja A = NoLG(a,e), A=1,2,...,25, a=1,2,3,4, e = 1,2,..., 16, entao

16 16 16
M=) M N=» N F=>» F°
e=1 e=1 e=1
Na 1% etapa, estabeleceremos uma identificagao entre nods locais do elemento e com os

nos globais, dados pela tabela:
a\e | 1/2[3|4 |56 |7 |8|9|10[11]|12|13|14]| 15|16

4 16 | 7|89 |11]1213|14]16 |17 ] 18|19
o 7|1 819110121314 |15|17 18|19 20
10 (12 |13 |14 | 15|17 |18 |19 |20 |22 | 23 | 24 | 25
9 |11 12|13 |14 |16 |17 |18 19|21 |22 |23 |24

| O | =W

1 |1]2
2 1213
3 | 7|8
4 16|7
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Na 2% etapa, estabeleceremos uma identificagao entre os nés globais

equagoes dados pela tabela:

e o numero de

A | 1]2]3]4 678|910 11[12]13
eqn[4] | 0 [ 1| 0 034|567 [8]9]10
A | 14|15]16| 17|18 |19 |20 |21 | 22|23 |24 |25
eqn[4] [ 111213 |14 |15 (16| 17|18 0 | 19| 0 | 20

Assim, o nimero de equagoes do sistema linear Neq = 20, com o niimero total de nds

Nno = 25, e o ntimero de nds prescritos ¢é igual a 5. Neste caso, a matriz global M tem

ordem 20 x 20 e os coeficientes sao calculados através do seguinte procedimento, onde

somente serao listados os coeficientes da banda superior da matriz simétrica que recebem

contribui¢ao do no:

1) Para o n6 A = 1, o valor ja esta prescrito e assim este n6 nao gera a equagao.

2) Para o né A = 2, temos a 1* equagao do sistema e portanto precisamos calcular a

1* linha do sistema: My, Mia,- -+, Mineq- Mas 0 né6 A = 2 pertence aos elementos e = 1
e e = 2, mas precisamente 2 = NoLG(1,2) = NoLG(2,1). Assim

3) O né A = 3 é prescrito e portanto semelhante ao né A = 1.

Mll
M
M14
M5

«—

«—

«—

«—

My, + M7y
My,
My + M7y
My

4) Para o n6 A =4, temos a 2* linha do sistema. Assim

Mz
Mas
Mg
Moy

«—

“«—

«—

«—

5) O n6 A =5 é semelhante ao n6 A = 3.

6) Para o n6 A = 6, temos a 3* linha do sistema dado por

My, + My,
My + M7,
My,
My,
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7) Para o né A = 7, temos a 4 linha do sistema dado por
My M3y + MP, + Mgy + M3,
Mys — M$, + M3,
Mg — M3,
Mg Mgy + M7,
My10 — M163
8) Para o n6 A = 8, temos a 5* linha do sistema dado por
Mss — M3, + M3, + M, + M,
Mse — M3, + M,
Msg — M3,
M50 < Mgy + M,
Msq1 — M173
Assim, sucessivamente, a matriz global M do exemplo pode ser representada na Fi-
gura 4.6, onde os coeficientes com simbolos * sao nao necessariamente nulos e apenas

estao simbolizando os elementos da forma M;; com ¢ > j.

Analogamente, o vetor forca F; é dado por

F, «— Fy+F}
F, « FE+F!
Fy «— F{+F
Fy, — FJ+F+F+F
Fy — Fj+F +F+Ff
Fs «— F+F}+F+F}
F, «— F{+F
Assim, sucessivamente, calcula-se F' = [Fy, F, - -, Fyeq)-

Tomando as matrizes globais M, N e o vetor global F', é possivel agora escrever o

problema numa forma matricial dada por:
Mg +Ng=F (4.9.1)

sendo g = [g1, 91, "+, gms1]" O vetor incégnita.
As matrizes M e N obtidas pelo método de elementos finitos, tem uma estrutura es-
pecial, isto é, uma matriz do tipo banda no qual permite uma compactacao minimizando

o problema de armazenamento.
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Figura 4.6: Matriz global M

Conhecidas as matrizes M e N e o vetor F, determinar a solugao do Problema (4.2.12)
se resume a determinar a solu¢ao da equagao diferencial ordinaria (4.9.1).

Assim, o problema de valor inicial (4.2.12) consiste em encontrar g(t) tal que,

{ Mg (t)+ Ng(t) = F (£92)

9(0) = go

onde ¢g(0) é a temperatura inicial da chapa.
Do Problema (4.2.12), temos ainda as condigoes de fronteira que devem ser respeita-

das, o que veremos a diante.
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4.10 Métodos Numéricos

Os procedimentos usados neste capitulo sao exatamente os mesmos que foram utili-
zados no Capitulo 2, para o caso unidimensional. Assim, os seguintes sistemas iterativos

podem ser novamente utilizados
o (M + AtN)g" = AtF"+ Mg ' =0b", n=1,2---R (Euler Regressivo)

o Mgt = (M—AtN)g"+AtF* =bp"* n=0,1,2,--- (R—1) (Euler Progressivo)

At At At
. (M+7N)g"+1 = (M——N)g”+7(F”+1+F"):b”“, n=01,--(R-1)

2
(Crank-Nicolson)

° Mvn—i-l + Ngn-H — Fn+1
gnJrl — gn + AtanrG

e R Y ks (Trapezoidal Generalizado)

sendo a implementagao feita da mesma forma que a apresentada na segao (2.8).
Para cada instante de tempo t,, = nAt, com 0 <t, < T, obtém-se g,, com n € N.

Resolvendo o sistema linear
Mg +Ng=F,
obtém-se o vetor solu¢ao g = (g1, , greq)-

Como a solugao aproximada é dada por

uh = + gt = w"(z), sex € Q2 —T,
¢"(z), sex €T,

e a associacao entre o né global A e sua correspondente equacao I no sistema é dada por
I =eqn(A), 1<1<Neq

tem-se

WA = gr, seAe N —N,,
qa, seAe€ Ny,

e a solucao aproximada u(x) é dada por

Nno

u'(z) = u"(A)pa(z).
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4.11 Erro da Solucao Numeérica

Para o célculo numérico do erro nas normas dos espagos L>(0,T; L*(Q)) e H'(Q) ou
H} () serd utilizada a solugao exata, conhecida a priori em alguns casos particulares.
Para o célculo do erro em H'(£;) ou H{(£2;), é necessario o cdlculo do gradiente de

uma funcao v(z), dada por
Nno

v) = dapa(z), (4.11.1)

Assim o gradiente Vv é dado por

Nno

= daVpa(z). (4.11.2)

h

Denotemos por u e u” a solucio exata e aproximada, respectivamente, e por Vu e Vu”

os respectivos gradientes. Definimos o erro F na norma L>(0,T; L?(Q2) e na seminorma
HY(Q) por

2
| Bl 0,7;22(0)) = max (/ lu — h|2dQ) ) (4.11.3)

tn€(0,1]

1/2
</|Vu w’w%m) : (4.11.4)

| B 2o 0,750 () = RN

paratodon=1,---,N.
O céalculo das normas podem entao ser efetuados por um método de integracao

numérica, como por exemplo, a quadratura Gaussiana.

4.11.1 Norma L>(0,T;L?*(f2)) e seminorma H'(()

Seja a interpolacao da funcao v () representada em termos de elementos e coordenadas

locais por
Nel

sza o (@ (4.11.5)

e=1 a=1

Para o cdlculo da norma do L*°(0,T; L?(Q2)) considere

Nel

b= [ vopir= [ 33 e

e=1 a,b=1

Nel

=2 Z (dede/ e (x)es(x) dx)- (4.11.6)

e=1 a,b=1
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/ ()5 () e = / 24 (6)5(6) T S,

onde J é o Jacobiano da transformacao isoparamétrica entre €2, e, definido anterior-

mente. Entao, obtemos
Nel

vl = Z Quy Y _ J deds, (4.11.7)

a,b=1 e=1
onde os coeficientes (), da matriz local foram anteriormente calculados usando quadra-
tura Gaussiana para obtencao em (4.8.18) da forga local f¢.
Por outro lado, a seminorma é dada por

Nel

Hle—/\VU( ydx_zzczede Z/ Vit (1) Vil (z )dQ) (4.11.8)

e=1 a,b=1

Usando a transformacao isoparamétrica entre €2, e 2, temos

2 2

4J 0@, Opy 4]
VigaVigy de = d&dn = T eno wabiis
/Qe Fairn z:: @ Jo, 06 06 "= 2 (@@

i=1

onde Qupi ¢ a matriz definida em (4.8.11) para i = j.

Entao, obtemos
Nel

|U||1 - Z Z Zd Qabu (4119)

i=1 a,b=1 e=1

4.12 Simulacoes Numéricas

Exemplos numéricos serao mostrados nesta se¢ao para ilustrar algumas caracteristicas
do problema associado a Equagao do Calor no caso bidimensional com fronteira fixa.

Vimos que o Problema (4.1.1) é equivalente ao Problema (4.2.6), e redefinindo-o
no subespaco V,,, podemos aproxima-lo pelo Problema (4.2.12). Vimos também que
o Problema (4.2.12) se resume a determinar a solugdo do Problema (4.9.2). Para tal,
utilizaremos o Método de Diferencas Finitas para alguns valores de 6.

Para calcularmos a forga externa f(x,t), basta substituir a solucao exata u(x,t), que
definimos a priori, e suas derivadas na equagao (4.1.1);. Dada a solucdo exata, o erro
entre a solugao numérica e a exata serd calculado nas normas L>(0,7; L?(€)) e H' (),
dados por (4.11.3) e (4.11.4).

Para o exemplo numérico, assumiremos que
(1) a=p=1
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(2) = 1[0,1] x [0,1]
(3) A forga f = f(x,t) é dada por
f(xz,t)=0 (4.12.1)
Sob estas condigoes, verifica-se que a fun¢ao u = u(x,t) dada por

1
u(x,t) = Psen(wx)sen(wy)e_(2“2+1)t (4.12.2)

é uma solucao exata da equacao diferencial do calor e que
1
u(x,0) = —sen(mx)sen(my) (4.12.3)
0

¢ a condicao inicial do problema.

Considere as fronteiras denotadas por
Iy = {(z,0)€0Q; 0
I, = {
;s = {
Iy = {(0,y) €0 0<y<1}

Exemplo

Analizaremos a condigao de fronteira de Dirichlet. Neste caso I') =0 e

com
0, emlIy,

0, emlI,,

Q(.T) — q2

0, emlIy,,

0, emlIy,.

Assumiremos a discretizacao em ambos os eixos com passo h = 4. Logo, o niimero
de elementos e na direcao-x e direcao-y € igual a 4, isto é, Nelr = Nely = 4. Entao, a
malha possui 5 nés no eixo-x e 5 nés no eixo-y e, portanto, o nimero total de nés Nno =
25 e o numero total de elementos Nel = 16, os quais sao enumerados em ordem crescente
da esquerda para a direita. Veja a figura 4.1. Temos 16 nés para o qual o valor da solugao

é conhecido. Assim, precisamos determinar a solucao numérica em 9 nés, entre eles:
{7.8,9,12,13,14,17, 18,19}
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Os valores e o tipo de fronteira sao introduzidos como dados na subrotina CondFront,
onde relembramos que os nés A da fronteira do tipo typ[A] = 1 sdo os nds cujos valores
sdo prescritos e a subrotina NoPos(A) tem a funcao de identificar o né A com a posigao
da malha para que seja possivel o célculo da fungao ¢(x) = ¢(z,y) definida na fronteira
I';. A subrotina PosNo tem a funcao inversa. Identificando todos os nés da malha cujo
valor de fronteira é prescrito, o préoximo passo é estabelecer o nimero de incégnitas
(equagoes) do sistema linear, pois nao necessariamente o né A corresponde a A-ésima
equagao, o que ¢ feito pela subrotina EqNo. Dessa forma, para o nosso Exemplo, como
vimos, as incognitas sao os nés: A = {7,8,9,12,13,14, 17, 18,19}, que corresponderao as
equagoes: eqn|[A] =1,2,--- 9 do sistema linear, desde que, para os outros nds a solugao
é conhecida. Assim, Neq =9 e as matrizes [M]gxg € [N]gxo.

Para cada elemento e = 1,2, 3, .., 16, calculamos as matrizes locais M, e N¢,, dadas
por (4.8.2) e (4.8.3). Como estamos usando uma malha uniforme, o Jacobiano J é
constante e, além disso, dzy = dx; = 1/4.

A forga local F¢ ¢ definida em (4.8.12) por

Fy = [ — apg — q,

onde f¢, p¢ e ¢¢ sao definidos, respectivamente, por (4.8.13), (4.8.14) e (4.8.15).
No Exemplo, I', = ¢, logo, p; = 0. Assim,

Fo=J—a
Os elementos e = {6,7, 10, 11} ndo possuem nds na fronteira. Logo, para esses elementos
e = fa-

Para todos os outros elementos restantes o vetor ¢ contribui pra a forca local F?, a =
1,2,3,4.
A matriz Global M e N e o vetor Forga F' sao dados por

Nel Nel Nel

MZXHK N:E?W,FZE?W

e resolvendo o sistema linear M¢'(t) + Ng(t) = F', obtém-se a solu¢ado numérica aproxi-
mada.

As Figuras (4.7) e (4.8) representam a solugao u”(x,t) para z € [0, 1], y € [0, 1], com
0= %, At =0.001, h=0.1,t =0 e t = 0.5, respectivamente.
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Figura 4.7: Gréfico de u"(x,t), t =0

Figura 4.8: Gréfico de u"(z,t), t = 0.5
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Convergéncia Numérica

($m+1 - $1)

Nel ’
onde 0 =y <y < - < py1 =1, & € [0,1] e Nel = 10,20,50 e 100, onde Nel é o

numero de elementos da malha.

Fixamos o passo de tempo At = 0.001 e variamos o espacamento h =

O Método de Crank-Nicolson mostrou melhor desempenho dentre os métodos estu-
dados. Para valores de 0 € [%, 1], obtivemos resultados incondicionalmente estéveis, com
a convergéncia da solucao u”(z,t), variando os valores de At e h. Porém, para valores
de 6 € [0, %), os resultados sao condicionalmente estaveis, em que houve divergéncia da
solucao quando utilizamos, por exemplo, At = 0.001 e A > 0.0676, para 0 = 0, como
mostra a Tabela (4.1).

At h | Epecorm1 () | EreorL2@)
0=1 0.001 | 0.1 0.000442 0.000425
(Euler 0.001 | 0.05 0.000323 0.000317
Regressivo) || 0.001 | 0.02 0.000206 0.000203
0.001 | 0.01 0.000113 0.000109
=05 0.001 | 0.1 0.000351 0.000299
(Crank 0.001 | 0.05 0.000110 0.000099
Nicolson) 0.001 | 0.02 0.000019 0.000011
0.001 | 0.01 0.000007 0.000004
=0 0.001 | 0.1 0.000782 0.000675
(Euler 0.001 | 0.05 diverge diverge
Progressivo) || 0.001 | 0.02 diverge diverge
0.001 | 0.01 diverge diverge

Tabela 4.1: Anélise dos resultados
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Capitulo 5

Equacao da Onda - Caso

Bidimensional

Neste capitulo faremos um estudo semelhante ao apresentado no Capitulo 3, tratando

agora o caso bidimensional da equacgao da onda com fronteira fixa.

5.1 Formulacao do problema

Seja Q2 C R? um conjunto aberto com fronteira suave I'. Os elementos de € sao
denotados por & = (z1,23) e n = (n1,n2) = (N1, Ne2). Assumimos que a fronteira T’
admite a decomposicao I' = m, I',NT, = 0. Denotamos por ¢; = ¢;(z) o fluxo da
onda. Assumimos que o fluxo é dado pela lei de Fourier:

_ Ou
qi = oz, .
O problema que estudaremos serd o de determinar no espago das solugoes Hi(€2) uma
fungao u = u(x,t) tal que

¢

utt<m7t) o OéAU(IZJ,t) —i—ﬁu(m,t) = f(‘,E?t)’ (.’B,t) € x [OaT}
u=q(x), em I,
ou
—qin; = _5_33]-7% =p(z), eml, (5.1.1)
u(x,0) = up(x), Vel
u(x,0) = uy (), Vel
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onde « e [ sdo constantes reais positivas, a funcao g(x) é conhecida em I'; e a fungao
p(x) é conhecida em I',,. A funcdo f = f(x,t) representa uma fonte de onda, u = g(x) e
(%;ni = p(z) representam as condiges na fronteira, ug(x) e uy(x) sdo a posigao e a velo-
cida inicial da onda, respectivamente. Além disso, considere p(x) e ¢(x) suficientemente
regulares de tal forma que pelo menos a solugao u € H} ().

Se I' = T';, entao a condicao de fronteira é conhecida como condigao de Dirichlet.
Se I' = T, entao a condigao de fronteira é conhecida como condi¢ao de Neumann. Se
I'= m, entao a condicao de fronteira é conhecida como do tipo misto.

O Problema (5.1.1) terd a solugdo determinada usando o Método dos Elementos
Finitos no espago e o Método de Diferengas Finitas no tempo.

Em [1] e [8], provou-se a existéncia e unicidade de solugao do Problema (5.1.1).

5.2 Método dos Elementos Finitos

5.2.1 Formulacao Variacional

Seja D(Q2) = {v € C3°(2);v = 0 em I';} o espaco das funcoes testes com suporte
compacto em 2. Multiplicando a primeira equacdo do Problema (5.1.1), por v, integrando

em §) e usando o teorema da divergéncia,

/Aude:—/VqudQ —l—/qmivdf‘
Q Q r

obtém-se

/uttde+a/VqudQ+ﬁ/ude:/fde — a/ pvdl’, Ywve D(Q)
Q Q Q Q r

p

(5.2.1)
onde usamos que —q;n; = —%ni =p(x)em ', e que v =0em I,
J
Denotando a forma bilinear a(u, v) por
a(u,v) = a/ VuVvdQ + B/ uv dSQ, (5.2.2)
Q Q
e
(utt; U) = / UV dQ (523)
Q
(f,v) = / fvdQ (5.2.4)
Q

(p;v) —/F pvdl (5.2.5)

P
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entao (5.1.1) é equivalente a determinar u = u(x,t) satisfazendo

(

(g, v) + a(u,v) = (f,v) — a(p,v), Yv € D()
{  (w(0),v) = (uo,v), (5.2.6)

\ (u(l),v) = (u1,v),

5.2.2 Meétodo de Galerkin

Seja
H={uec H(Q); u=qgem[,} (5.2.7)

Sejam H,, C H, V,, C D(2) subespacos de dimensao finita dos espacos de Hilbert H

e D(Q). Considere os elementos u" € H,, satisfazendo a condigao

u = w" + ", (5.2.8)

onde w" € V,, e ¢" é uma funcdo que satisfaz a condicio de fronteira de u, ou seja,

() :{ g(z)’ \;z Z?‘f (5.2.9)

Nestas condigoes, temos
u'(z) = wh(z) + ¢"(2) = q(z), VzeT,

As funcoes v" € V,, sdo, em geral, funcdes lineares por partes. Assim, para dominios
em geral, a fronteira 02 de €2 pode nao coincidir com a fronteira aproximada I'},.

Restringindo a equagao (5.2.6); aos subespagos V,, e H,,, temos
(ul, ") + a(u",v") = (f,o") — a(p,v")pr, V"€V, (5.2.10)
Por (5.2.8), temos
(w" + )i, v") + a(w" + ¢",0") = (f,v") — a(p,v")r, Vo' € V,

(Wi v") + (g, v") + a(w", 0") + alg", ") = (f,0") = a(p,o")r, V" €V,

Levando em consideracao que a funcao ¢ depende apenas de x, temos que
(g 0") =0
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Entao,

(wh, ") 4+ a(w”,v") = (f,v") — a(p,v")r —a(q",v"), V" €V, (5.2.11)
Podemos, agora, formular o problema aproximado.
Problema Aproximado

Considere o problema (5.2.6), redefinido no subespago V;,,. Queremos determinar uma

h

solucao u" = w" 4+ ¢" € H,,, solucao do seguinte sistema

;

(wzﬁ ) + CL(’(U v ) (f v ) - a<phvvh)r - a(qhvvh)7 v Uh € Vm

(u(0),v") = (ugpn, v") — g forte em HE(0, 1), (5.2.12)

| (@"(1),0") = (uip, v") — wy forte em L*(0,1).

Seja {1, P2, 3, ,m} uma base do subespago V,. Dessa forma, todo elemento

wy, € V,, pode ser representado por

)= gimt)pi(x), ©; € Vi (5.2.13)
=1
(§]
wh (x,t) Zgjm (), ¢ €Vy (5.2.14)

Substituindo (5.2.13) e (5.2.14) em (5.2.12);, tem-se

(Zg D) + (32 aunlt)es ") = (F0%) = a0 — alg”, ), V0P €V,
~ (5.2.15)

A igualdade permanece vélida tomando, em particular, v* = ;, ou seja,
— " - h

(Z Iim()pj, sm-) + a(Zgjm(t)saj, %) = (fipi) — alp,pi)r —alq", i) (5.2.16)
j=1 j=1

Da linearidade da forma a(.,.), segue que

Zg]m ('0“ (10]) + Zgjm(t)a((p“ (10]) = (9017 f) - Oé(%,p)r - a((Pi, qh) (5217>

j=1
Denotando
Mij = (@i,%), l<i,5<m (5.2.18)
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Nij = a(sompj), l<i,5<m (5.2.19)

Fy = (i, f) — a(esp)r —aleiq"), 1<j<m (5.2.20)

a formulacao (5.2.12) pode ser escrita na forma matricial

([ Mg" (t) + Ngn(t) = F(t), Vte[0,T]

< gm(()) = ((UOa 901)7 (UOv 502)7 ) (UO’ (Pm)> = Jom (5'2'21)

[ gml(1) = (01, 00), (ur2), -+, (1, 6m) ) = G

onde ¢,,(0) e gn(1) sao as condigoes iniciais, gm(t) = (gim(t), Gom(t), 5 Gmm ()T € 0
vetor incégnita. Assim, temos um sistema de m equacoes diferenciais ordinarias.

De (5.2.2) a (5.2.5), as matrizes M, N e o vetor forga F' podem ser dados por:

Q
dp; dp;
@S+ o) (5229
F, = / fidQ — alpi,p)r — alpi, ¢") (5.2.24)
Q

Passaremos, agora, para a construcao do sistema linear, ja que a discretizacao do
dominio, assim como a construcao da malha e as subrotinas utilizadas no programa

foram feitas de forma anédloga as apresentadas nas se¢ao (4.3).

5.3 Construcao do sistema linear

Seja N o conjunto de nés da malha e N, o conjunto dos nés do tipo 1, isto é, os nds
para os quais a solugao ¢ conhecida. Entao, o conjunto N — NV, representa os nds para
os quais a solucao devera ser determinada.

Seja A € N um né global. Definimos sobre A uma funcao interpolante linear ¢4

satisfazendo a condicao:

1, se A= B,

PalB) = { 0, e A4B, YBEN (5.3.1)
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Para A € N — N, o conjunto das fungoes lineares ¢4 geram um espaco vetorial linear
por partes V" que é um subespaco do espaco V. Assim, toda funcao w” € V" pode ser

escrita por

w'(z)= ) gses(x). (5.3.2)

BEN-N,

De forma anéloga, para a obtencao do sistema linear tem-se que:

Y (eaen)ds+ Y alpa,vp)gs = (pa, f)—alea,p)r—a(pa,¢"), YA€ N = N,
BEN-N, BEN-N,

(5.3.3)
Variando os nés globais A em N — N, tem-se um sistema linear com Neq equagoes.
Para definir a matriz dos coeficientes é necessario estabelecer uma identificacao entre o

né A e a sua equagao através da subrotina EqNo. Seja
I =eqn[A] e J =eqn[B,

onde 1 # I, J, # Neq. Entao, o sistema linear é definido por

Neq Neq
> Mgy +> Nijgs=Fy, (5.3.4)
J=1 J=1
onde
My = (pa,¢8), (5.3.5)
N1y = a(pa, ¢B), (5.3.6)
Fi = (pa, f) — alpa, p)r — alpa, ¢"). (5.3.7)

5.4 Interpolacao dos Dados Iniciais

Para a equagao da onda, a for¢a f é definida em todo & = (21, x2) € Q e as fungoes

q e p sao definidas em todo ¢ € I'; e € I, respectivamente.

@)=Y pale)fa, (5.4.1)

AeEN
¢"(r) = > walr)qa, (5.4.2)
p'(x) = eal@)pa, (5.4.3)
AEN,
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onde fa = f(za), ga = q(xa) e pa = p(x4). Usando a definicao de p4(z), temos entao,
fa=f"za), qa=q"(xa) e pa=p'(za).

Substituindo em (5.3.7), obtém-se

Fr=Y (pavpn)fz—a ) (paen)s— Y alpa ¢p)s. (5.4.2)

BEN BeN, BeN,

Usando a definigao dada em (5.2.24), temos

FIZZ/QSOASOBdeQ—OéZ

BEN BeN,

/ pappppdly, — Y Napgs. (5.4.3)
FP

BeN,

De forma andloga, usando (5.2.22) e (5.2.23), podemos escrever (5.3.5) e (5.3.6),

respectivamente, como

MIJ = ((PA, SOB) = / PAYB an (544>
Q

Nij=alpa, oB) = /Q(a(VgoA)(VgOB) + Bpapp) d, (5.4.5)

onde I = eqn[A] e J = eqn[B|.
Porém, a formulagao (5.4.3), (5.4.4) e (5.4.5) para obtengao das matrizes M, N
e do vetor forca F' em todo o dominio {2 nao é a mais conveniente. Um apropriado
procedimento é definir as func¢oes de interpolagao ¢4 para cada elemento finito e, onde
w4 € um polinomio interpolador em €2, e vale zero em {2 — )., onde €2, é o dominio do
elemento e. Dessa forma, a funcao ¢4 é denominada funcao de interpolacao local e é
denotada por ¢4. Usando a discretizagao do dominio €2 dado na se¢ao(4.3), introduzimos

as matrizes locais M., N, e a forca local F, definidas para cada elemento finito e por

M) = (5 %) = / oy AL, (5.4.6)
Ni; = a(v%, ¢5) = /Q (V) (V%) + Behes) dQ, (5.4.7)

Fsz/QsOZw"’BdeQ—aZ

BEN BeN,

onde I = eqn[A], J =eqn[B] e 1 <I,J < Neq.

/ Papsps AT — Y Nipas, (5.4.8)
r5

BeN,

Logo, as matrizes globais M, N e o vetor forca F' sao obtidos por

Nel Nel Nel

M=) M, N=) N F=) F° (5.4.9)
e=1 e=1 e=1
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As matrizes Mj;, N§; e o vetor for¢a Fy definidos em (5.4.6), (5.4.7) e (5.4.8) tém
ordem (NeqxNeq), (NeqxNeq) e (Neqx 1), respectivamente. Mas a funcao de interpolagao
v tem suporte compacto em ()., e assim as matrizes e o vetor for¢a sao nulos para todos
os nés B & (..

A desvantagem deste procedimento esta no armazenamento das matrizes M€, N€¢ e
o vetor forca F° e também no numero desnecessario de operacoes entre zeros. Dai, a

introducao dos nds locais, que é feita de forma andloga a segao (4.4).

Observacao: A apresentacao da Funcao de Interpolacao, Transformacao Isopa-
ramétrica, Quadratura Gaussiana e o Célculo das Matrizes locais MS, e N, e do Vetor
Forga local F?, assim como a montagem das Matrizes Globais M, N e do Vetor Forca
F sao feitas de forma andloga a apresentada nas segoes (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) e (4.9),

respectivamente.

Tomando as matrizes globais M, N e o vetor global F', é possivel escrever o problema

numa forma matricial dada por:
M¢"+ Ng=F (5.5.8)

sendo g = [g1, 1, , gm+1]" O vetor incdgnita.

As matrizes M e N obtidas pelo método de elementos finitos, tem uma estrutura es-
pecial, isto é, uma matriz do tipo banda no qual permite uma compactacao minimizando
o problema de armazenamento.

Conhecidas as matrizes M e N e o vetor F', determinar a solucao do problema dado
em (5.2.12) se resume a determinar a solugao da equacao diferencial ordinaria (5.5.8).

Assim, o problema de valor inicial (5.2.12) consiste em encontrar g(t) tal que,

Mg"(t) + Ng(t) = F
9(0) = g0 (5.5.9)
9(1) =g
onde g(0) e g(1) sao as condigoes iniciais.
Do Problema (5.2.12), temos ainda as condigoes de fronteira que devem ser respeita-

das, que veremos a diante.

5.5 Meétodos Numéricos

Os procedimentos usados neste capitulo sao exatamente os mesmos que foram utili-

zados no Capitulo 3, para o caso unidimensional. Assim, os seguintes sistemas iterativos
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serao novamente utilizados

° Mgn—H — (2M—(At)QN)gn+(At)2Fn_Mgn_l, n:O,l,-..(R—1>

(Diferengas Finita)

o (M +0AN)gt = (2M — (1= 20)(AL2N)g" — (M + 6(ADN) g +
(At (o(Fret+ Ft) + (1-20)F7), n=0,1,-(R—1)
(

Familia de Métodos Implicitos - Aproximacao 6 - Newmark)

sendo a implementagao feita da mesma forma que a apresentada na segao (3.3).
Para cada instante de tempo t,, = nAt, com 0 <t, <T, obtém-se g,, com n € N.

Resolvendo o sistema linear
Mg"+ Ng=F,

obtém-se o vetor solu¢ao g = (g1, , greq)-

Como a solugao aproximada é dada por

h
w'(z), sex e Q-1
ISR RO :
¢"(x), sex €T,
e a associagao entre o né global A e sua correspondente equacao I no sistema é dada por

I =eqn(A4), 1<1<Neq

tem-se
W (A) = gr, seAeN—N,,
qa, seAe Ny,

e a solucao aproximada u(x) é dada por

Nno

u"(z) = Y u"(A)pa(o).

5.6 Simulacoes Numéricas

Para ilustrar algumas caracteristicas do problema associado a Equacao da Onda com
fronteira fixa, mostraremos alguns exemplos numéricos.

Vimos que o Problema (5.1.1) é equivalente ao Problema (5.2.6), e redefinindo-o
no subespaco V,,, podemos aproxima-lo pelo Problema (5.2.12). Temos também que
o Problema (5.2.12) se resume a determinar a solugdo do Problema (5.6.1). Para tal,

utilizaremos o Método de Diferencas Finitas com alguns valores de 6.
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Para calcularmos a forca externa f(z,t), basta substituir a solugao exata u(z,t), que
definimos a priori, e suas derivadas na equagao (5.1.1);. Dada a solucdo exata, o erro
entre a solugao numérica e a exata serd calculado nas normas L>(0,T; L*(Q2)) e H(Q),
dados por (4.11.3) e (4.11.4).

Considere

(1) a=p=1
@) 9 =[0,1] % [0,1]
(3) A forga f = f(x,t) é dada por
f(xz,t) =0

Sob estas condigoes, verifica-se que a fun¢ao u = u(x,t) dada por

u(z, t) = sen(mz)sen(my) cos (, [2a + g 7rt>

é uma solucao exata da equacao diferencial da onda,

u(x,0) = sen(mz)sen(my)

Ut(m, 0) =
sao as condigoes iniciais.
Considere as fronteiras denotadas por
Iy = {(z,0)€00; 0<x<1}
Iy = {
;s = {
Iy = {(0,y) €0 0<y <1}

Para a unicidade de solucao do problema em €2 vamos considerar alguns tipos de

fronteira correspondendo & solugao exata u(x,t).

Exemplo. Fronteira de Dirichlet

Neste caso I', =0 e



com

0, emlIy,
0, emI,,
Q(.’L') — q2
0, emlI,,
0, emlIy,.

Assumiremos a discretizacdo em ambos os eixos com passo h = 4. Assim, Nelr =
Nely = 4. Assim, a malha possui 5 nds no eixo-x e no eixo-y, sendo, portanto, o niimero
de nés Nno = 25 e o ntmero total de elementos Nel = 16, que sao numerados em ordem
crescente da esquerda para a direita. Em 16 nds temos que a solucao é conhecida.

Precisamos apenas encontrar a solucao numérica para 9 nos:
{7,8,9,12,13,14,17,18,19}

A metodologia empregada para determinarnos a solugao numérica para a Equagao da

Onda é a mesma utilizada na segao (4.12) para a Equagao do Calor.

Figura 5.1: Gréfico de u"(x,t), t =0

Nas Figuras (5.1) e (5.2) temos a representagao da solugao u"(x,t) para z € [0, 1],

y €10,1], h=0.1, 0 = 0. Fixamos t = 0 e t = 0.5, respectivamente .
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Figura 5.2: Gréfico de u(z,t), t =1

Convergéncia Numérica

($m+1—I1)
Nel ’
onde x € [0,1,0 =21 <22 < - < Ty1 = L, 0=y <yo < -+ < Y1 =l e

Fixamos o passo de tempo At = 0.001 e variamos o espacamento h =

Nel = 10,20,50 e 100, onde Nel é o nimero de elementos da malha. Analisaremos a

convergéncia para 6 = 0.

fla,t) | At | h | Ep=emrue) | Ereoreg)
0.001 | 0.1 | 0.008955 0.007970
0 | 0.001]005] 0.001623 0.001499
0.001 | 0.02|  0.000635 0.000602
0.001 | 0.01 |  0.000594 0.000504

Tabela 5.1: Anélise dos resultados para f(z,t) =0

Vemos que o erro ¢ inversamente proporcional ao tamanho da malha, ou seja, quanto

maior a discretizacao, menor o erro.
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Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho analisamos numericamente um modelo matematico para as equagoes
do tipo parabdlico e hiperbdlico.

As simulagoes numéricas baseadas no Método de Elementos Finitos juntamente com
o Método de Diferencas Finitas, em especial o Método Generalizado Trapezoidal, para a
Equagao do Calor e o Método de Newmark, para a Equagao da Onda, mostram a eficacia
do método quando construido um modelo cuja solucao exata é conhecida. Ao problema,
supomos primeiramente a funcao sendo nao-nula com o objetivo de constatarmos que a
solucao aproximada estava sendo obtida corretamente, posteriormente, tomamos a fungao
sendo nula como propoe o problema original, cujo intuito era encontrarmos uma solugao
aproximada para o problema dado.

Os resultados numéricos obtidos para a Equacao do Calor e para a Equacao da Onda,
no caso unidimensional e bidimensional, mostraram-se eficientes, principalmente quando
utilizamos 0 = % para o calor, e # = 0 para a onda. A medida que refinamos as malhas,
o erro foi proporcionalmente reduzido.

Podemos concluir também que o Método de Euler Progressivo, quando temos (6 = 0)
¢ condicionalmente estével e os Métodos de Euler Regressivo, quando (# = 1) e Crank-
Nicolson, quando (0 = %) sao incondicionalmente estaveis no caso do Calor.

Um possivel desdobramento do trabalho desenvolvido poderia considerar a e 3 nao

constantes, ou ainda os extremos nao fixos.
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