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Resumo

LOURENCO, Cristiane Mota. Otimizacao do valor ordenado aplicado a alocagao
de recursos humanos. 2009. 85 f. Dissertagao (Mestrado em Informadtica) - Instituto
de Matematica, Ntcleo de Computacao Eletronica, Universidade Federal do Rio de

Janeiro, Rio de Janeiro. 2009.

Neste trabalho propomos uma nova formulagao para o problema de alocagao de
professores em turmas. A abordagem proposta permite o controle do percentual de
professores satisfeitos (de acordo com os horérios e disciplinas que desejam minis-
trar). A alocagao é determinada via otimizacao do valor ordenado das preferéncias

(problema OVO), o que difere da formulac¢ao tradicional (Minimax).

Sao apresentados alguns testes numéricos para a comparacao entre as duas for-
mulagoes.

Palavras chaves: Otimizacao do Valor Ordenado, Programagcao Linear Binaria,

Problema de Tomada de Decisao.



Abstract

LOURENCO, Cristiane Mota. Otimizacao do valor ordenado aplicado a alocagao
de recursos humanos. 2009. 85 f. Dissertagao (Mestrado em Informadtica) - Instituto
de Matematica, Ntcleo de Computacao Eletronica, Universidade Federal do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro. 2009.

In this work, we provide a new approach for the problem of assigning teach-
ers/professors to classes. The proposed formulation allows to control the percentage
of teachers/professors satisfied (in accordance with disciplines and schedules who
wish to teach). The allocation is obtained through order value optimization of the

preferences (OVO problem) which differs from the standard formulation (Minimax).

Some numerical tests are presented in order to compare and analyze both for-
mulations.

Key words: Order Value Optimization, Binary Linear Programming, Decision-
making Problems.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 O Problema de Alocacao de Recursos Hu-
manos

A alocacao de qualquer tipo de recurso tem por objetivo distribui-lo da maneira
mais apropriada possivel, sob determinadas circunstancias e em determinado ambi-
ente. Atualmente esta questao vem despertando grande interesse de cunho economico,
pois almeja-se aumentar os lucros, diminuir os gastos, mas sem afetar a produtivi-

dade.

A anélise prévia das variadas formas de se organizar os recursos humanos pode
suscitar maneiras menos custosas de manter seus funcionarios e maneiras mais pro-
dutivas (e consequentemente lucrativas) de distribui-los. Para uma grande quanti-
dade de varidveis e/ou de restri¢oes/exigéncias, a anédlise se torna mais complexa,
sendo necessario o uso de ferramentas matematicas e computacionais.

Tendo em vista este contexto, abordaremos um caso particular do Problema de
Alocacao de Recursos Humanos. A resolucao deste consiste na construcao de escalas
de servicos e de horarios, onde a finalidade é satisfazer a demanda de seus bens ou
servicos da maneira mais proveitosa possivel.

A complexidade desse tipo de problema aumenta de acordo com o nivel de
exigéncia que a solugao deve satisfazer, tais como minimizar os custos, atender as
preferéncias do trabalhador, distribuir igualmente os empregados entre os turnos,
combinar as pessoas de maneira a formar uma melhor equipe, satisfazer as restrigoes
quanto ao local de trabalho e/ou horario, etc.
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Pensando nisso, Dantzig foi o primeiro a estudar o Problema de Alocagao de
Recursos Humanos. Em 1954, ele publicou o artigo [19] que tinha por objetivo
otimizar o uso da mao-de-obra. Varios fatores foram considerados, entre eles as
habilidades dos funcionarios, os custos envolvidos, a eficiéncia obtida, a capacidade
maéxima operacional, a quantidade/tempo de intervalos, os dias de folga e os finais
de semana livres.

Veremos na préxima secao que este tipo de problema ja foi tema de muitas
pesquisas.

1.2 Breve Histoérico da Alocacao de Recursos Hu-
manos

O problema da distribuicao de funcionédrios em postos de servicos em diferentes
horarios fez surgir estudos sobre os varios tipos de escala e periodos de trabalho. Para
explicitar a evolucao das pesquisas em torno da Alocacao de Recursos Humanos,
vamos citar alguns artigos que divulgaram resultados sobre o referido assunto.

e Segal [38] abordou o problema de alocar operadores de telefone de uma central
de atendimento em turnos com horarios de entrada, saidas e pausas variadas
(o intervalo para o almogo e/ou para o lanche e dois intervalos de descanso
durante cada turno). A solugao foi encontrada utilizando uma modelagem
baseada em redes (grafos). Emmons tratou do mesmo problema em [21], sendo
que dividiu a semana em duas partes: dias de final de semana e dias uteis.
Escalas rotativas foram criadas para estabelecer os dias de folga e os dias de
trabalho dos funcionarios durante o final de semana.

e No artigo [30], Mason et al. investigaram um caso periédico de alocagcao.
Trata-se de um sistema baseado na simulacao e otimizacao do pessoal adu-
aneiro do Aeroporto Internacional de Auckland na Nova Zelandia. O sistema
alocava o pessoal em tempo parcial com seis dias de trabalho e trés dias de
folga de maneira a garantir o bom fluxo das bagagens e mercadorias.

e Em [28] Lin, Lai e Hung desenvolveram um sistema de apoio para administrar
a distribuicao de funcionarios de acordo com a demanda prevista de um servico
que funcionava 24 horas por dia. Neste estudo, as taxas de abandono do servico
sao relacionadas com a carga hordria exigida. Foi utilizada uma abordagem
de programacao inteira mista para alocar os funcionarios.
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e Brusco e Jacobs [15] trataram de problemas com restrigdes relativas ao horario
de inicio do servico. Eles desenvolveram uma heuristica para construir os
quadros de horarios dos que trabalhavam meio expediente e dos que trabalha-
vam em tempo integral. J4 Burns e Carter [16] foram os primeiros a dar uma
solugao satisfatéria para o problema dos dias de folga obrigatérios.

e Em [8], Bartholdi et al. montaram um quadro de hordrio de maneira a mi-
nimizar a mao-de-obra e consequentemente reduzir os custos. Este problema
foi tratado via Programacao Linear Inteira, usando uma matriz bindria com
entradas nulas e unitarias para criar uma escala rotativa.

e Beaumont [9] pesquisou se funciondrios de uma empresa preferiam jornadas
de trabalho longas com longos intervalos de descanso ou jornadas curtas com
intervalos de descanso curtos. O problema foi formulado com programacao
linear inteira mista e os dias de trabalho e as folgas ao longo de um periodo
de um ano foram estabelecidos.

A medida que o problema tem mais caracteristicas, a quantidade de variaveis
aumenta (ver [10]) e isto acarreta a necessidade de procedimentos mais sofisticados
para solucionar os problemas modelados por programacao inteira e de acelerar as
verificagoes de convergéncia do método utilizado. Aykin [6], Bartholdi et al. [§],
Bechtold e Jacobs [11], Brusco [14], Jarrah et al. [26], Brusco e Jacobs [15] tentaram
acelerar a convergéncia, reduzindo o nimero de variaveis.

Na ultima década, iniimeras aplicacoes foram modeladas como um Problema de
Alocacao de Recursos Humanos. Podemos citar:

e Bard et al. [7] apresentam um estudo sobre a alocac@o de recursos humanos
nos Correios dos Estados Unidos cujo o problema é formulado como em pro-
gramagcao linear inteira binaria.

e Blochliger [12] foca nos modelos de alocagao de recursos humanos, exemplifi-
cando com a alocacao de servigos e tarefas praticadas em um hospital.

e Ernst et al. [22] relatam a preocupagao de uma empresa em atender as deman-
das de uma forma rentavel e satisfatéria em relacao a uma série de requisitos,
tais como acordos laborais flexiveis, preferéncias dos funciondrios quanto a
cargo e funcao, quais servigos devem funcionar sé meio expediente e se os
turnos terao a mesma duracao.
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H4 varios artigos recentes na area da saude cujo tema foi a satisfacdo e/ou

insatisfacao do trabalhador com suas tarefas laboriais, as suas causas e como isto

afeta o desempenho nas atividades a serem realizadas:

A autora de [32] abordou a satisfagao no trabalho e o clima organizacional.
Através do reconhecimento da importancia destes aspectos na pratica geren-
cial, buscou proporcionar ao enfermeiro subsidios para favorecer o estabeleci-
mento de uma equipe de enfermagem e de um ambiente de trabalho saudaveis.

No artigo [1] foi verificada a existéncia de relacao das condigoes de trabalho
com a satisfagao e das caracteristicas do trabalho com a motivacao.

As autoras de [42] investigaram os motivos geradores de satisfacao e de insatis-

facao com trabalho dos funcionérios de um Centro de Material e Esterilizacao
de um hospital. Além disso, elas abordaram o respectivo grau de satisfacao
ou de insatisfacao para poder caracterizar o perfil desse tipo de funcionario.

Em [31], as autoras tracaram o perfil dos profissionais de enfermagem nos
aspectos pessoais e profissionais; descreveram a percepgao dos mesmos acerca
da satisfacao e do estresse no trabalho, além dos fatores de estresse no centro
cirtargico.

Em [23] foi considerada a importancia da satde do trabalhador e a sua in-

fluéncia sobre os servigos por ele prestados. E mostrado que o bom relaciona-
mento interpessoal, o apoio dos colegas e a satisfacao em trabalhar com os
colegas sao elementos motivadores no ambiente de trabalho.

No artigo [37], as autoras identificam o nivel e os motivos de satisfacao dos
enfermeiros com o trabalho hospitalar.

Assim, notamos que a aplicabilidade da Alocagao de Recursos Humanos é rele-

vante, pois ela pode contribuir e muito para a melhoria qualitativa dentro de orga-

nizagoes que possuem servicos desenvolvidos por equipes. Os tultimos artigos men-

cionados relatam também a satisfacdo e/ou insatisfagdo do trabalhador com suas

atividades laborais.

Esse tipo de problema ja foi abordado em outras areas, incluindo a educacao.

Vejamos alguns trabalhos sobre a designagao de professores:
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Em [18] fizeram a distribuicao dos professores no Colégio da Policia Militar -
PR usando modelagem matematica e um software préprio para resolver pro-
blemas de otimizacao.

Os autores de [17] usaram e compararam varios algoritmos na construgao do
quadro de horarios de uma escola padrao da Italia.

No trabalho [34] é apresentado um ambiente de apoio & construcao de horério
escolar que foi aplicado na rede estadual de ensino do Ceara.

Ja o autor de [27] desenvolveu uma modelagem matemética para o problema
de uma escola da rede municipal de Prudentépolis - PR e resolveu através de
um software préprio para problemas de otimizacao.

No trabalho [25] foi desenvolvido um protétipo com trés algoritmos (exato,
heuristico e misto) utilizado para montar o quadro de horario escolar. A
distribuicao das turmas ¢ feita de maneira a atender as preferéncias dos pro-
fessores, além das exigéncias pedagogicas e operacionais na Escola Municipal
Planalto dos Pinheiros, no municipio de Araucaria-PR.

Em [13] pesquisaram como montar uma grade hordria em uma institui¢ao
de ensino superior, sendo que foi necessario fazer a otimizacao também dos
recursos fisicos.

Entretanto, nao foi encontrado na literatura trabalho que investigasse e modelas-

se a influéncia do percentual de professores satisfeitos com a alocagao e distribuicao

de trabalho. Isto justifica o tema abordado nesta dissertacao. Na proxima secao,

descreveremos o nosso objetivo e as suas ligagoes com as pesquisas citadas.

1.3 Objetivo

Ha& vérias publicagoes sobre alocacao de recursos humanos, mas a maioria delas

foca na minimizacao do custo ou na maximizacao do lucro, poucos abordam os

fatores qualitativos como o bem estar dos funcionarios, sua relacao entre os colegas

e a motivacao no trabalho.

O aumento do bem-estar dos funcionarios traz uma melhoria na qualidade dos

servigos e/ou dos produtos, hd uma diminuigdo do absenteismo e da quantidade de

licengas médicas devido ao degaste laborial. Alguns trabalhos como [9], [32], [1], [42],
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[31], [23], [25] e [37], citados na segao anterior, se concentraram no funciondrio e nas
diversas influéncias (boas ou mas) que o servigo por ele realizado sofre. As influéncias
variam de acordo com a equipe em que o funcionario estd inserido, de acordo com o
cargo, com as perspectivas de ser promovido, com a quantidade de horas trabalhadas,
com o reconhecimento do seu trabalho, com a motivacao e satisfacao em realizar
determinado servigo.

A resolucao e modelagem de problemas de Alocacao de Recursos Humanos que
tenham por objetivo aumentar a satisfagdo e/ou bem estar dos funcionarios é pouco
explorada. Estudos como [23] e [1] comprovam que quanto maior for a satisfa¢ao
do funcionario, maior e melhor sera a sua produtividade. Esta é, portanto, uma
das maneiras de obter melhoramento qualitativo dos servigos prestados e/ou dos

produtos oferecidos e consequentemente, do beneficio/lucro para a instituicao.

Neste trabalho foi realizada a modelagem e resolucao numérica de um caso
particular do Problema de Alocacao de Recursos Humanos que visa maximizar a
satisfacao dos funcionarios com a alocacao para o qual serao designados. Para
tanto, sera utilizada uma formulacao especifica de otimizacao, a formulagao OVO
(Otimizagao do Valor Ordenado) que nos permite ter um maior controle do grau de
satisfacao do grupo de funcionarios.

Simulacoes numéricas ja foram realizadas em literatura recente com esta for-
mulacao voltada para a Alocacao de Recursos Financeiros, mais especificamente no
célculo de Valor de Risco (VaR). A Alocagao de Recursos Humanos constitui uma
nova aplicacao dessa formulacao.

Nosso objetivo é alocar um grupo de professores em disciplinas com horarios
predeterminados, de maneira que tenhamos um percentual controlado de pessoas
insatisfeitas com suas alocacoes. Vamos considerar a preferéncia de cada professor
em relacao as disciplinas e aos horarios.

Mesmo quando comparada com abordagens similares, a metodologia que usamos
oferece uma vantagem singular: controle mais preciso sobre o grau de satisfagao.
Nas outras metodologias se maximiza a média ou o valor minimo da satisfacao. J&
com a formulacao OVO, podemos escolher o percentual de pessoas satisfeitas que
desejamos.

Na secao seguinte sao apresentadas as idéias gerais que envolvem a formulacao
OVO e os trabalhos ja desenvolvidos usando esta formulagao como ferramenta para
solucionar problemas de minimizacao.
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1.4 A formulacao OVO

O Problema de Otimizacao do Valor Ordenado ou Problema OVO ¢é uma gene-
ralizacao do Problema Minimax. Se tomarmos um conjunto de funcoes continuas,
o Problema Minimax consiste em minimizar a fun¢do de maior imagem (fungao
méxima) deste conjunto, enquanto que o Problema OVO nos permite minimizar
outras combinacoes de funcgoes, para isto, colocamos as funcoes em ordem crescente
e depois podemos minimizar a que ficou na 1%,2%, 3%, ..., m-ésima posicao.

A abordagem OVO foi proposta em 2003 por R. Andreani, C. Dunder e J. M.
Martinez no artigo [2]. Eles apresentaram as motivag¢oes do problema, um método
do tipo Cauchy! para solucioné-lo e a prova da convergéncia deste método, além do
algoritmo e de um exemplo numérico.

O Problema de Tomada de Decisoes e o Problema de Modelagem de Padroes
Ocultos sao as motivagoes do Problema OVO (ver se¢ao 2.3). A obtencao da solucao
destes problemas através da formulacao OVO é mais vantajosa do que a Minimax.
Ao escolhermos o nivel a que iremos minimizar, temos a possibilidade de toma-lo
de forma mais adequada e assim, poupar trabalho operacional e obter uma resposta
mais realista.

No artigo [3] os mesmos autores relacionam os minimizadores locais e os pontos

estacionarios da formulacao do problema OVO e os problemas de otimizacao com
restri¢oes de equilibrio.

O trabalho [4] acrescenta um método quase-Newton que generaliza o método
apresentado em [2]. Neste tltimo, as fungdes f; sao aproximadas linearmente, j& em
[4] elas sao feitas por fungdes quadraticas. A vantagem do novo método é a con-
vergéncia superlinear ou quadratica que é obtida quando sao acrescentadas hipoteses
mais restritivas.

No proximo capitulo exibiremos mais detalhes da formulacao OVO.

1O método do tipo Cauchy usa a idéia de méxima descida para efetuar a minimizacao da funcao
OVO.
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Capitulo 2

Problema OVO

No capitulo anterior vimos que o Problema de Alocacao de Recursos Humanos
ja foi abordado varias vezes e com diversas restricoes, mas nenhum deles tem um
controle preciso sobre o grau de satisfacao dos funcionérios. Com a formulacao OVO
podemos determinar o percentual de pessoas que queremos que fiquem satisfeitas.
Neste capitulo apresentaremos a teoria matematica da abordagem OVO.

2.1 Definicao do Problema OVO

O Problema de Otimizacao do Valor Ordenado ou Problema OVO ¢é uma gene-
ralizacao do Problema Minimax.

Considere um conjunto de fungoes continuas W = { f1, fa, ..., fm} definidas em
Q CR™

A funcao maxima deste conjunto é aquela que possui imagem maior ou igual as
das outras fung¢oes do conjunto, isto é,

fmaX(x> = max {f](.%)}

7j=1,...m

O Problema Minimax consiste em minimizar a fun¢do maxima do conjunto
acima:

min - fiax ()
sa x €
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Exemplo 2.1.1. Vamos obter a fun¢ao maxima do conjunto W = { f1, fa, fs, f1} de

fungoes continuas definidas em [0, 4] tais que

filz) = 0227 +0.9;

fo(x) = sin(z) +2.4;

fa(z) = 04z +1.8; (2.1)
faz) = —sin(z —0.8) + 1.5,

A Figura (2.1) mostra os gréficos destas funcoes.

Figure 2.1: Gréfico do conjunto de fungoes W.

Dado o conjunto de funcoes para encontrarmos a func¢ao maxima, basta olharmos
para cada intervalo do dominio que tem como limites as abcissas dos pontos da
intersecao das fungoes. Observando a Figura 2.1 que contém os graficos das funcoes
dadas podemos obter os intervalos e a fungao maxima em cada um deles:

e em [0, 2.7] a fungao que tem maior imagem é fo,
e em (2.7, 3.3] a fun¢do que tem maior imagem é f3,

e em (3.3, 4] a fun¢ao que tem maior imagem ¢é f.

Entao, a expressao da funcao maxima é

fa()
fmax(®) = < fa(x)
fi(x)

sin(z) + 2.4,x € [0, 2.6593]
0.42 + 1.8,x € [2.6593, 3.3452) (2.2)
0.22% +0.9,x € [3.3452, 4]
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A Figura 2.2 mostra as quatros fungoes e na cor mais escura a fun¢ao maxima

Jmax(2).

3

— fC MAX

Figure 2.2: Exemplo de fungao maxima.

Agora, vamos falar do Problema OVO e de sua funcao objetivo, a funcao OVO.

Na formulacao deste problema podemos escolher qual funcao minimizar. Para
isto, colocamos as funcoes do conjunto em ordem crescente para cada ponto do
dominio e depois podemos minimizar a que ficou na 1¢,2% 3%, ..., m-ésima posi¢ao.

A funcao que fica na p-ésima posicao é chamada de funcao OVO ou funcao do
Valor Ordenado de ordem p, sendo que p € {1,2,...,m}. Entao vamos simbolizé-la
com um indice i,. Para cada nivel p fixo, a funcao OVO ¢é uma funcao definida por
partes, dada por

f(x) = fi,(x), Yo eQ, i,e{1,2,3,...,m} (2.3)

onde as imagens das fungoes sao ordenadas de maneira crescente para cada x,

fir@)(®) < fio@w) (@) < oo < fir(y (). (2.4)

Note que quando p = 1, a funcao fi,)(x) é a de menor valor em z. Quando

p =2, a fungao fi,) () tem a segunda menor imagem em x e assim sucessivamente.
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Mais ainda, para os casos em que p = 1 ou p = m temos problemas conhecidos.

Se p =1, entao f(z) = fi,@)(x) = min{fi(x),..., fm(x)} que é um Problema
Minimin.

Se p = m, entao f(x) = fi, (@) (2) = max{fi(x), ..., f(x)} que é um Problema
Minimax.

Como ja dissemos, a funcao OVO ¢ continua e definida por partes, mas nao é
suave. A suavidade é perdida devido a troca das funcoes f; que definem as imagens
em cada trecho do dominio.

O Problema OVO minimiza a fungao OVO de ordem p € {1,2,3,...,m}:

min flp(l")(x>
s.a x €. (2.5)

Esta funcao generaliza a idéia de funcao maxima e é isto que torna o Problema
OVO uma generalizacao do Problema Minimax.

Exemplo 2.1.2. Vamos obter a funcao OVO de ordem p = 2 do mesmo conjunto
de fungoes (2.1) do exemplo anterior.

45

0 015 i 1‘.5 ‘2 2.‘5 é 315 4
Figure 2.3: Exemplo de funcao OVO com p = 2.

A fun¢ao OVO de ordem p = 2 aparece na cor mais escura na Figura (2.3) e é

denotada por f;,:
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(z) = 0.42 + 1.8, z € [0,0.3]
B (x) = —sin(z — 0.8) + 1.5, x € [0.3,1.1]
iz () = filz) = 0222+ 0.9, z € [L.1,2.9]
(x) =sin(z) + 2.4, z € [2.9,4]

(2.6)

Quando minimizamos a funcao OVO ou a funcao maxima, todas as funcoes
que téem imagem menor ou igual também terao suas respectivas imagens reduzi-
das, mas com a funcao OVO podemos escolher o percentual que nos interessa e
desconsiderando as demais.

Na segao seguinte falaremos da teoria que embasa o algoritmo de convergeéncia
local da formulacao OVO.

2.2 Algoritmo da Formulacao OVO

Considere 2 C R™ um conjunto fechado e conexo.

Sejam f1, fo, ..., fm funcgoes tais que f; : € — R para ¢ = 1,...,m, com
derivadas parciais continuas em um conjunto que contém 2.

Denotaremos o gradiente de f; por g;, isto é,

Suponha que existam ¢, L € R tais que, para i =1,...,m,
lgi(x)]|, <ec, Ve e (2.7)
19i(y) — 9i(@)lloe < Llly — 2lloc, Y,y € Q. (2.8)

A desigualdade (2.7) assegura que cada f; terd gradiente limitado para todo
ponto do dominio, e a desigualdade (2.8) garante que todas as fungdes f; sao Lips-

chitz continuas.

Proposigao 2.2.1. De (2.8) e usando a Teorema do Valor Médio obtemos que
1i(y) = fil@)] < elly = ] (2.9)
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Demonstracao. Como f :R™ — R, o Teorema do Valor Médio toma a forma:
1f () = f@)] < ly = zfl sup ||V (2 +i(y — 2))l[ee, T € (0,1).
Definindo = + t(y — ) = w € 2, de (2.7) temos que

V()| < ¢, Yw € Q,

entao
sup ||V f(w)|| < c.

Logo, |f(y) = f(@)] <|ly = #[loo sup ||V f(w)lloe < ¢fly = #[cc- U

Proposigao 2.2.2. De (2.8), temos que a seguinte desigualdade é valida:

fiy) < fi(@) + g;(2)" (y — 2) + gHy—ﬂfH?x,- (2.10)

Demonstragao. A seguinte igualdade é valida para todo x,y € R™ (ver [20]):

fiy) = fi(z) — g;j(x) (y —x) = /O gi(x+t(y —x)" (y — x) — gj(=)" (y — x)dt.

Como

1

/0gj(17+t(y—x))T(y—w)—gj(x)T(y—w)dt:/O lg;(z+t(y—x))—g;(x)]" (y—a)dt,
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calculando a norma da igualdade temos que

IN

IN

Pelas desigualdades (2.9) e (2.10) vemos que os valores das imagens de f; e

através de

Dai, podemos concluir que o max{g;(z)} ¢é limitado e conseqiientemente que
j

1 £i(w) = fi(z) — g;j(2)" (y — =)
/0 03 + 1y — 2)) — gy (@) (y — )| dt

[ s+ = 0) = g, o = )] por (25) emos
/01L|!t<y—x>uoo Iy — )|, dt

L[ - o a

LH(?J_@H?,O/Oltdt

2
31y —2)ll%

i) — (@) — g5() (g~ )] < g — ll

L
< Z

. 2

fily) = fi(x) — g;(2)" (y — x)

Fw) < 1)+ 0,(@) (w — )+ 5y — .

das distancias entre elas sdo limitados superiormente. Este fato garante que f;(y)
¢ uniformemente continua (a medida que tomarmos os pontos do dominio mais

proximos, mais proximas estardo suas imagens) e que V f; é limitado. Isto é notério

| fily) — fi(z)] <e

||y_x||oo

IV filloo <

max{gj(xk)Td} também é limitado.
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Como estes dados estao presentes no Algoritmo 2.2.1 a seguir, podemos afirmar,
apos estas verificacoes, que ele estd bem definido.

Durante o algoritmo, precisamos de um conjunto que guarde os indices das
funcoes f; que estao a uma distancia e suficientemente pequena da fungao OVO.
Veja a definicao a seguir:

Definicao 2.2.1. O conjunto de indices das fungoes f; em uma vizinhanca da fungao
OVO f(z) no ponto z é dado por

I(z) ={j €{1,2,...,m} tal que |f(z)— f](ZL‘)| <e},

com € > 0 suficientemente pequeno.

Exemplo 2.2.1. Observando a figura 2.3 podemos visualizar como sao obtidos os
elementos deste conjunto:

Considere os pontos 1.1, 2 e 2.9 do dominio. Observe as fungoes que definem as
imagens mais préximas da imagem da funcao OVO com e suficientemente pequeno.
Na vizinhanca da funcao OVO no ponto

e 0.2 temos apenas a funcao f3, entao 1.(0.2) = {3}

e 1.1 temos as fungoes f; e fy, entao I.(1.1) = {1, 4}

e 2.9 estao definidas as fungoes fi e fo, entao 1.(2.9) = {1, 2}

Vamos agora, ao algoritmo do Problema OVO.

Algoritmo 2.2.1. - Algoritmo do Problema OVO
Sejam n € (0,1], 0 € (0,1), 0 < Opmin < Omae < 1 € A > 0,¢ > 0 ntimeros reais.
Segue os passos da k-ésima iteracao, sendo xy € €2 um ponto inicial arbitrario:

Passo 1 - Resolver o subproblema:

min  My(d)
sa xp+de (2.12)
]l < A.

onde My(d) = max g;(xx)"d, com d € R".
J€le(xr)

27



Seja d;, uma solucao de (2.12). Obtenha dj, tal que

T + dy € €,
ldil| < Ae
Se My (dy) = 0 pare.
Passo 2 - Fazer a busca linear:
Faca oo < 1. Se

tome o = o, Tpi1 = T + qp dj e encerre a iteragao.

Caso contrério, escolha ay € [Omin @, Omar @, faga o <— a4 e verifique a condigao

(2.14) novamente.

O
No problema (2.12), fazendo w = IIIlE(lX : g;(wx)"d, é possivel obter um problema
jE e\ Tk
de otimizacao convexo equivalente:
min w
sa  gi(z)td <w, Vje I(xy) (2.15)
rr+d e '
ldlloe < A.

Resolveremos este problema em vez de (2.12) no Passo 1.

Em linhas gerais, o Algoritmo do Problema OVO busca uma direcao de deslo-
camento no passo 1 e decide quanto andar nesta direcao no passo 2.

Nesse algoritmo, o conjunto I.(z) armazena os indices das fungoes ordenadas
que possuem imagem em uma e—vizinhanca da imagem da funcao OVO.

Portanto, no Passo 1, o vetor d serd determinado de modo que g;(z)"d seja o

menor possivel, mantendo a viabilidade.

Quando My (d) < 0, podemos garantir que d é uma dire¢ao de descida para todas

as fungoes f; cujos indices estao em I.(z).
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A desigualdade (2.13) assegura que o vetor dj terda a mesma diregao da solugao

dj, mas com comprimento n vezes menor do que o de dy.

O Passo 2 executa uma busca linear semelhante a busca de Armijo [33, 24], mas

é menos exigente, uma vez que My(d) pode ser nao-negativo.

Vejamos agora, em que condi¢oes o Algoritmo do Problema OVO para de exe-
cutar.

2.2.1 Critério de Parada do Algoritmo do Problema OVO

O algoritmo tem convergéncia linear, local e para quando

ou seja, quando xj é um ponto e-6timo (ver Defini¢ao 2.2.2 a seguir).

Quando My (d) > 0, temos

M.(d) = max V f;(z)"d >0,

JEle()

entao, existe alguma funcao f; para o qual

Vi) d >0

e isto significa que a dire¢ao d nao é de descida para todas as fungoes f; que estao

a uma distancia menor ou igual a € da funcao OVO.

Definigao 2.2.2. Dizemos que z é e-6timo se

D(z)={deR"| (x+d) € Qe My(d) <0,Vj € I.(x)} =0.

O conjunto D ¢ formado pelas direcoes de descida viaveis tomadas a partir do
ponto z, para todas as funcoes que tem imagem a uma distancia inferior a e da
imagem da funcao OVO.

Se D ¢é um conjunto vazio, nao hé nenhuma direcao de descida viavel a partir
do ponto x, entao nao ha como encontrar outro ponto viavel com imagem menor do
que a imagem de .
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O teorema seguinte garante que o Algoritmo 2.2.1 estd bem definido, a demons-
tragao dele pode ser encontrada em [2].

Teorema 2.2.1. Suponha que z; é o resultado da k-ésima iteragao do Algoritmo
2.2.1 do Problema OVO.

(a) O algoritmo para em xj se e somente se z é e-6timo.

(b) Mesmo que o algoritmo nao pare em xy, a iteragao estd bem definida e

. 20mzn7k(1 - 0) €0min
% 2 mm{ LA? 7 3eA [7
onde
Ve = — max {gj(xk)Tdk} > 0.
]Ele(mk)

Em outras palavras, existe uma cota inferior para o tamanho do passo ay.

Encerramos aqui, a exibicao dos resultados tedricos relevantes para nossa aplicagao.
Na préxima secao discursaremos sobre as aplicacoes motivadoras da criacao da for-
mulagao OVO: a Modelagem de Padroes Ocultos e o Problema de Tomada de De-
cisoes.

2.3 Aplicacoes da Formulacao OVO

Na Tese de Doutorado [36] foram exibidas duas aplicagoes da Formulagao OVO.
A primeira delas foi a localiza¢ao de padrdes ocultos em um nuvem de pontos (Mo-
delagem de Padroes Ocultos). A vantagem de se abordar este problema com a
formulacao OVO é que a influéncia dos pontos espurios presentes na nuvem sao
eliminados. A segunda aplicacao refere-se ao céalculo do Valor de Risco que é um
caso particular do Problema de Tomada de Decisoes. Com a formulacao OVO deste
problema pode-se escolher o nivel de risco ao qual o investimento sera submetido.
Além disso, pode-se estimar a perda futura diante deste nivel de risco p escolhido.

2.3.1 Modelagem de Padroes Ocultos

O problema dos Padroes Ocultos busca revelar uma curva (um padrao) que se

ajuste ao conjunto de pontos (diagrama de dispersao) que carregam informacoes
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corrompidas. Na maioria das vezes nao podemos tracar uma curva que passe por
todos os pontos, mas podemos determinar uma curva que passe proximo dos mais
significativos. Os padroes assim construidos sao chamados de padroes ocultos.

Considere a funcao f;(z) que mede o erro da observagao i quando utilizado o
vetor de parametros z € R™. O objetivo é encontrar o vetor de parametros que gera
0 menor erro para todas as observagoes.

Se minimizarmos o erro maximo de todas as observacoes teremos um Proble-
ma Minimax, mas na pratica minimiza-se um percentual dos erros correspondentes
aos dados mais corretos e descarta-se os erros relativos aos pontos discrepantes
(esptrios). Entao, minimiza-se a fungao OVO de ordem p correspondente ao per-
centual escolhido.

O célculo da estimativa é muito sensivel a presenga de pontos espurios (com
informagoes corrompidas); quanto maior o nimero destes, mais distante do modelo
correto estara o padrao encontrado. A eliminagao da influéncia de erros sistematicos
é uma caracteristica notavel da formulacao OVO para este problema.

Vejamos um exemplo:

Seja 2 um conjunto que apresenta uma nuvem de pontos (x;,y;) € g a suposta
curva oculta com coeficientes z1, 23, . . ., 2.

Para estimar os coeficientes de g vamos calcular o erro entre as imagens dos
pontos de Q. A funcao f;(z) mede o erro entre a imagem exata y; de x; e aquela
obtida por g¢:

fl(z) = [yl - g(zaxi)]za

onde y = (y1, Y2, - - -, Ym) representa a imagem fornecida pela nuvem de pontos.

Para cada vetor de parametros z, podemos ordenar os valores dos erros, e de-
terminar qual é a funcao f;, (z) que se situada na p—ésima posicao

fir(2) € fi,(2) <0 < fin(2)
que serd minimizada.

Vaérios exemplos de nuvens de pontos foram mostrados em [36] Entre as curvas

ocultas havia elipses, parabolas, “bananas”, polinomios e até polinomios trigonomé-
tricos.
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2.3.2 Problema de Tomada de Decisao

Os problemas de Tomada de Decisao visam analisar as possibilidades apresen-
tadas e as consequéncias de cada escolha realizada. Desta forma, podemos imaginar
o comportamento futuro da tal escolha, através das funcoes que a modelam e assim,
nos prevenir contra possiveis resultados tidos como ruins ao processo analisado.

Considere Q2 C R™ o espago das decises representadas por z e f;(z) o custo da
decisao x, sob as condicoes do cenario i.

Se minimizarmos o maior custo teremos uma solucao por meio da formulacao
Minimax. Na pratica, costumamos minimizar a funcao que ficou no nivel p que cor-
responde a um valor abaixo do maximo. O Problema OVO nos permite escolher e
minimizar um nivel p diferente do maximo (mais proximo da realidade) e conseqiien-
temente encontrar uma resposta mais realista e com menor custo operacional.

Vejamos um exemplo:

Sejam x uma das possibilidades de investimento em uma carteira e f;(z) a funcao
que descreve a perda prevista sob as condigoes do cenario i. Apds descrever e ordenar
todas as fungbes (cendrios) possiveis para cada x, temos que a p-ésima colocada
descreve o nivel de risco p para o investimento realizado.

Esta funcao é a OVO que esta funcionando da mesma maneira que a funcao
Valor de Risco - VaR discreta !. Este conceito representa a perda méxima esperada
para a carteira, a um nivel de significancia v € [0, 1] (ou nivel de confianga 1 — ),
em um intervalo de tempo determinado.

A grande vantagem da utilizagao do VaR ¢é o fato de representar uma medida
de risco de mercado em apenas um numero.

Com a formulagao OVO deste problema pode-se escolher o nivel de risco ao qual
o investimento serd submetido (quanto maior for a possibilidade de retorno, maior

também serd o risco) e estimar a perda futura diante de nivel p escolhido.

Na tese de Salvatierra [36], hd um capitulo todo dedicado & utilizagao da funcao

OVO no célculo do VaR. J& existem outras formulacoes baseadas na formulacao
OVO, as quais citamos brevemente no Apéndice A.

Encerramos aqui a parte tedrica da formulacao OVO. No préximo capitulo de-
screveremos e modelaremos um caso particular do Problema de Alocagao de Recursos
Humanos, a alocacao de professores. Alocaremos um grupo de professores tentando

!Para maiores informagoes a respeito do Value at Risk consulte [40]
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minimizar a insatisfacao deles com suas respectivas alocagoes Apds modelar este
problema, de Programagao Linear Inteira binaria 0 - 1, utilizaremos a formulagao
do problema OVO para encontrar sua solucao 6tima, se existir.
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Capitulo 3

Alocacao de Professores

Neste capitulo, descrevemos o Problema de Alocagdo de Recursos Humanos
estudado, mais especificamente o Problema de Alocagao de Professores. Relataremos
como sera o tratamento dos dados para obtermos as informagoes necessarias para
formular o seu modelo por meio da abordagem OVO.

3.1 Caso particular da Alocacao de Recursos Hu-
manos

Os problemas de alocagao vem da necessidade de otimizar os recursos disponiveis.
As solugoes destes problemas resultam da anélise das possiveis combinagoes que po-

dem ser feitas com os elementos envolvidos. A medida que a quantidade destes
elementos aumenta, o problema se torna cada vez mais complexo e ¢ preciso auxilio
de alguma ferramenta computacional para conseguir decidir o que, como, onde e
quando os envolvidos serao alocados.

Os problemas de alocacao de recursos humanos visam partilhar um periodo de
tempo e/ou uma porcao de trabalho de varias maneiras, a diversas pessoas. Como
existem muitas possibilidades de fazer tais combinagoes, solucionar tais problemas
nao ¢é trivial.

Sabemos que um funcionario satisfeito produz mais e melhor. Por isto interessa
a instituicao empregadora, saber qual a preferéncia dos candidatos quanto a cargo,
disponibilidade, carga horéria, capacidade e experiéncia de cada um, para organiza-
los da melhor forma possivel. Entao modelamos o problema de maneira a maximizar
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a satisfacao de um percentual dos funcionarios.

No nosso problema os funcionarios sao professores, isto é, a alocacao de pro-
fessores é um caso particular da Alocagao de Recursos Humanos. Em geral, os
problemas de Alocacao de Professores visam distribui-los nas turmas a serem aten-
didas, mas estda nao é uma tarefa facil de ser realizada, visto que sempre ha exigéncias
a serem cumpridas e estas exigéncias variam de acordo com o grau de ensino e de
instituicao para instituicao.

No ensino fundamental e médio, todos os professores sao alocados com a mesma
carga horaria, a disciplina é fixa, a disponibilidade do professor é considerada e nao
pode ter tempos vagos (o que torna a alocacao dificil). J& no ensino superior, os
professores podem ser alocados com carga horarias diferentes, a disciplina nao é
fixa, a disponibilidade do professor é considerada, os horarios das turmas de cada
disciplina sao previamente fixados e pode haver tempos vagos no quadro de horarios
(o que torna a alocagdo mais flexivel).

Entao encontrar uma solucao viavel no ensino fundamental e médio ja é satis-
fatorio. Como no ensino superior a alocacao é mais flexivel, podemos buscar por
aquela que maximiza a satisfacao do corpo docente.

Ainda hoje, a maioria dos quadros de hordrios nas instituicoes de ensino sao
feitos manualmente, o que despende muitas pessoas e muito tempo, mas ja existe

varios trabalhos que investigam e buscam pela alocacao informatizada dos profes-
sores.

As modelagens para este tipo de problema, normalmente utilizam ntmeros
binarios para representar a associacao entre cada professor, cada disciplina e cada
horario de aula, gerando assim um numero alto de variaveis. O programa testa
todas as possibilidades, ou seja, cada professor sera testado com todas as disciplinas
e em todos os horarios, entao pelo principio multiplicativo o niimero de variaveis é
o produto do ntimero de professores, com o nimero de disciplinas e com o nimero
de horarios de aula.

Além disso, ha um grande nimero de restrigoes: os hordarios das turmas, as so-
breposicoes de horarios, a quantidade minima e méaxima de turma por professor, a
quantidade de turmas a serem atendidas, as areas de especializacao e a disponibili-
dade de cada docente, etc.

Na grande maioria dos trabalhos de alocacao sao utilizadas heuristicas para a
obtencao da solugao, tais como algoritmos genéticos, simulated annealing, busca
tabu, mas aqui vamos abordar o problema de forma diferente, via formulacao OVO.
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No problema de alocacao que estudamos queremos alocar professores em turmas
com horarios pré-fixados, mas considerando as preferéncias de horario e disciplinas
dos professores. Temos que decidir que professor alocar em qual disciplina, em qual
horario, em quais turmas e com que carga horaria. Para fazer isto, vamos primeira-
mente mensurar a preferéncia de cada um, quanto a disciplinas e aos horarios.

Na secao seguinte vamos falar especificamente da alocagao de professores estu-
dada.

3.2 Descricao da Alocacao de Professores Pro-
posta

As variaveis np, nt, nd, nh representam respectivamente, o nimero de profes-
sores, o numero de turmas, o numero de disciplinas e a quantidade de intervalos
de aula. Para simbolizar professor, disciplina e intervalo de aula usamos i, j e k
respectivamente.

Queremos alocar um grupo de np professores em nt turmas, sendo nd disciplinas
e nh intervalos de aula possiveis, mas de maneira a minimizar a insatisfacao com as
respectivas alocagoes.

Examinamos um departamento universitario contendo professores de varias areas
de conhecimento. Cada turma r estd associada a uma disciplina j com horério h
previamente fixado. As preferéncias dos professores quanto as disciplinas e aos
horarios sao consideradas e o salario de cada professor ¢ é fixo independentemente
da quantidade de turmas que ele lecione.

A varidvel d,; representa o grau de satisfacao do professor ¢ em lecionar a disci-
plina j. Para mensurarmos este grau de satisfacao, vamos atribuir valores de 0 a 3,
sendo que quanto maior for o grau de satisfacao maior serd o valor atribuido:

3 : o professor ¢ gostaria muito e pode lecionar a disciplina j;
2 : o professor i gostaria pouco, mas pode lecionar a disciplina j;
1 : o professor ¢ nao gostaria, mas pode lecionar a disciplina j;

0 : o professor ¢ nao pode lecionar a disciplina j.

As preferéncias citadas acima, em geral, sao de conhecimento da equipe que
elabora o quadro de horarios, uma vez que pode-se verificar se cada uma das dis-
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ciplinas pertence ou nao a area de formagao académica do professor; o refinamento
desses dados provém da consulta direta a cada professor.

A disponibilidade do professor ¢ no horario k& sera simbolizada pela variavel hy;
e recebera um dos valores abaixo:

3 : o professor ¢ quer e pode lecionar no horario k;
2 : o professor i quer pouco, mas pode lecionar no horario k;
1 : o professor ¢ nao quer, mas pode lecionar no horario k;

0 : o professor i nao pode lecionar no horario k.

O horario de cada turma r na disciplina j serd expresso por t; em uma tabela.
Os valores presentes na tabela serao os intervalos k previamente estabelecidos.
Quando nao houver turma de uma determinada disciplina, a varidvel ¢;, recebera o

valor nulo.

A variavel de decisdo é X = (x;;1), que representa a alocacao do professor i,
na disciplina j e horério k. Todos os resultados desta varidvel podem ser expressos
através de um tensor de terceira ordem X, ;«x, sendo que as entradas sé podem ser
nulas ou unitarias. Se a alocacao for efetivada sera sinalizada com a unidade, caso
contrario com o zero.

As variaveis i, j, k, r variam respectivamente, nos conjuntos D, P, T, H:
e P - conjunto dos professores;

e D - conjunto das disciplinas;

e H - conjunto dos intervalos das aulas;

e T' - conjunto das turmas que cada disciplina deve ter.
Em um caso geral, o tensor de terceira ordem ¢é da forma

X#PX#DX#H7

onde #P, #D, #H denota a cardinalidade do conjunto P, D e H, respectivamente.

A funcao f; : R#¥P>#Px#H s R mede o grau de satisfacao do professor i com
as possiveis alocacoes. O dominio desta funcao ¢ composto pelos pontos ;. Esta
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funcao leva em consideracao que a satisfacao do professor varia de acordo com o
atendimento ou nao das suas preferéncias por disciplina e por horario, além da
quantidade de turmas a lecionar.

Os coeficientes ' o, 8, A\ € R, tais que o + 3+ A = 1 possibilitam a atribuicio
de peso as preferéncias dos professor.

A variavel v indica a quantidade maxima de turmas que um professor pode
lecionar. A expressao abaixo é a funcao que representa a preferéncia do professor i:

X)=aY" <dzx> s (hZ) . ( szw)

jeD keH k:EH JjE€D jeD keH
[\ - ~~ ~~
1 2

3

Note que f;(X) é uma combinagao convexa das trés preferéncias em questao.
Veja a indicagao com as chaves na expressao 3.1 acima. Cada numero indica o
seguinte:

1. preferéncia pela disciplina;
2. preferéncia pelo horario;

3. quantidade de turmas.

Na terceira parte tomamos o complementar da quantidade de turmas associada
a cada professor, pois queremos medir o grau de satisfacao de cada um deles quanto
a quantidade de trabalho, sabendo que nesta aplicacao, o salario de cada professor
¢ fixo, independentemente da quantidade de turmas que ele lecionar. Portanto,
uma quantidade grande de turmas gera sobrecarga de trabalho e diminui o grau de
satisfacao.

A fungao de preferéncia f;(X) pode ser reescrita da seguinte forma:
JED keH

Agora, vamos modelar as restrigoes. Seja N* o conjunto dos ntimeros naturais
sem o zero.

LA notacdo R, representa o conjunto dos niimeros reais nao-negativos.
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Todas as variaveis sao binarias:

zijr €40, 1}, Vie P,Vje D, Vk € H.
Cada professor i s6 pode estar alocado a uma disciplina j, no horario k:

Y <1, VieP,VkeH.

j€D
A quantidade de turmas por professor nao deve ultrapassar v € N*:
szijk S v, Vi € P.
jED keH
O total de turmas a serem atendidas deve ser p € N*:
22D =
i€P jeD keH

A quantidade de turmas, por disciplina deve ser igual aquela expressa pelo
vetor nt(j):

Z Zlﬁzjk =nt(j), Vj € D.
icP keH
Deve haver um professor alocado em todas as turmas:
> wij, =1, VreT,VjeD.
ieP

Nenhum professor pode ser alocado a uma disciplina que ele tenha atribuido
nivel de satisfacao zero:

l’ijkgdzj, VZGP,VJED,VI{?GH

Nenhum professor pode ser alocado a um horario que ele tenha atribuido nivel
de satisfacao zero:

:pijkgh;ﬂ-, VZGP,V]ED,\V’]{JGH
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e Nenhum professor pode lecionar em turmas que tenham horarios k; e ko coin-
cidentes:

Tijky +xijk2 < 1, ViEP,VjED,klekQEH.

Apresentaremos o modelo na formulacao OVO e na formulacao Minimax em
subsecoes distintas para podermos relatar as especificidades de cada uma.

3.2.1 Modelo na Formulacao OVO

Na formulacao OVO, a fun¢ao objetivo é uma funcao OVO e na alocagao estu-
dada cada uma das suas partes (lembre que a fungdo OVO é definida por partes) é
uma das funcoes de preferéncia f;.

Apos obtermos a funcao f; de cada professor ¢, vamos ordena-las em ordem
crescente, depois vamos escolher o nivel p € {1,2,3,...,m} que representa o grau
de satisfacao desejado, em seguida escreveremos a funcao OVO respectiva a este
nivel e por fim vamos minimiza-la.

A funcao objetivo é do tipo OVO
F(X) = fi,o0(X), i,pe{l,2,...,m}

onde as imagens de cada fungao estao em ordem crescente, VX = x;;4, isto ¢,
Jico)(X) < fioon(X) <o < fioo(X).

Como a maximizacao de uma funcao é o mesmo que a minimizacao do oposto
desta funcao, iremos trabalhar com a minimizacao do oposto da funcao OVO.

O problema descrito € linear, exceto pela fungao objetivo que é linear por partes:
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min —fi, x)(X)
sa x,, € {0, 1}, Vie PVje D,Vke H

Y <1, VieP,Vke H

jeD
szzjk <7 VieP

JED keH

D) Bp B

i€P jeD keH

ieP keH

> @i, =1, VreT,vjeD

i€EP

:L‘z‘jk;gdija ViEP,VjGD,Vk?EH
:pijkgh;ﬂ-, ViGP,VjED,VkEH

Tij ky + Tij ko < 1, ViEP, \V/jGD

Para facilitar a implementacao numérica, a varidvel de decisao x;;; ¢ transfor-
mada em um tnico vetor coluna w de np X nd x nh linhas. Assim, o nimero total
de variaveis é np x nd x xnh.

Para fazer tal transformacao montamos a Tabela 3.1 da seguinte forma:

e Cada coluna apresenta um k fixo, conforme se avanca nestas colunas para
direita, o k varia até nh (quantidade de aulas), isto é, 1 < k < nh.

e As linhas foram separadas em conjuntos/blocos de np (nimero de professores),
cada bloco apresenta um j fixo e ¢ variando até np.

e O j varia a cada bloco de np linhas e seu maior valor é nd (ntimero de disci-

plinas).

As coordenadas do vetor w sao os valores dispostos na Tabela 3.1. Cada coluna
contém np x nd componentes do tensor. A disposicao delas nas colunas sera utilizada
para ordena-las.
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k=1 k=2 e k=nh
Z1,1,1 T1,1,2 ce T1,1,nh
x2.1,1 €21,2 ce T2.1,nh
j=1 x3,1,1 x3,1,2 cee T3,1,nh
Tnp,1,1 Tnp,1,2 S Tnp,1,nh
21,2,1 21,2,2 cee Z1,2,nh
22,1 X222 cee X2.2,nh
=2 3,21 3,22 . 3,2,nh
Tnp,2,1 Tnp,2,2 cee LTnp,2,nh
Z1,nd,1 T1,nd,2 cee L1,nd,nh
T2.nd,1 T2 nd,2 S T2 nd,nh
j=nd X3,nd,1 T3,nd,2 S T3,nd,nh
Tnpnd,1l | Tnpnd2 | --- Tnp,nd,nh

Table 3.1: Transformacao do tensor em vetor

Para fazer tal ordenacao realizamos os seguintes passos:

e Comegaremos a ordenacao a partir da 1° coluna. Apds termina-la passaremos
para a 2° coluna, depois passaremos para a 3° coluna e assim sucessivamente,
até chegar a ultima coluna que estd na nh-ésima posicao.

e Ordenaremos as componentes de cada coluna de cima para baixo. Ao terminar
de preencher a 1° coluna passamos para o topo da 2°, ao terminarmos de
preencher a 2° coluna passamos para o todo da 3° e assim sucessivamente até

chegar a ultima coluna.

Em outras palavras, a primeira coluna contém da 1° até a (np x nd)-ésima
coordenada, a segunda coluna contém da (npxnd+1)-ésima até a (npxndx2)-
ésima coordenada, e assim sucessivamente, até chegar a ultima coluna que
contém da (np x nd x (nh — 1))-ésima até a (np x nd x nh)-ésima coordenada.

Usaremos uma férmula para relacionar as componentes do tensor com as coor-
denadas do vetor. Para obter a féormula fizemos as seguintes observagoes dos dados

da Tabela 3.1:
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e Cada coluna tem (np x nd) componentes do tensor, aquela que esté na k-ésima
posigao tem (k — 1) colunas anteriores, o que corresponde a (k —1) X np X nd

coordenadas anteriores no vetor.

e Cada bloco tem np componentes. Aquela que estd no j-ésimo bloco tem (j—1)

blocos anteriores, o que corresponde a (j — 1) X np coordenadas anteriores no
vetor.

e Cada linha dentro de um bloco corresponde a uma entrada do vetor. Depois
de localizar a coluna e o bloco da componente desejada, devemos localizar a
linha i desta componente. As (np X nd) linhas da 1° coluna do tensor sao
mantidas na mesma posicao no vetor; ja as outras sao acrescidas de multiplos
de (np x nd) a medida que k aumenta.

Entdo a componente z;;; (que estd na linha ¢, do bloco j, da coluna k), se
localiza na posigao i+ (j —1) x np+ (k— 1) x np x nd do vetor w. Nesse caso, temos
a formula:

rijp=w(i+ (j—1)xnp+ (k—1) xnp x nd). (3.4)

Cabe observar que os gradientes das fungoes (3.2) sdo dados por

0, se i#1,

Vfi(zijr) = —R o (3.5)
Oédij—i—ﬁ hki_)\a Se ’LIZp

Como cada f; é linear, entao a funcao OVO formada por estas, também é linear
por partes. Sendo assim, as hessianas sao nulas, ou seja,

V2 fi(zije) = 0, ¥ 55, € {0,1}.

Agora que ja temos o modelo resta implementar alguns testes e depois comparar
os resultados obtidos com os de outro método padrao.

Para compararmos os resultados obtidos pela formulacao OVO vamos primeira-
mente reescrever o Problema 3.3 na formulagao Minimax. Vamos fazer isto na
proxima secao para no capitulo seguinte podermos comparar os resultados.
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3.2.2 Modelo na Formulagao Minimax

Como as restricoes e as fungoes de preferéncia 3.2 ja sao lineares, para reformu-
larmos, basta acrescentarmos uma nova variavel w € R tal que

_fz(xmk> < w, Vi € P, VJ S D, Vk € H.
Estas desigualdades representam restrigoes que deverao ser adicionadas ao mo-
delo.
Depois disto, alteramos a fun¢ao objetivo para w.

Sendo assim, o problema 3.3 na formulacao Minimax pode ser reescrito como:

min w

sa —filzyr) <w, Vie P,VjeD,Vke H
ziir €{0,1}, Vie P,Vje D, Vke H
d <1, VieP,Vke H

jED

szzjkﬁ v, VieP

jeD keH

YD wa=m

ieP jeD keH (3.6)

ZZ?[Zijk = nt(j), VjeD

i€eP keH
> wijy,, =1, Vie PYjeD
=

wiyr < diy, Vi€ P,Yje D, VkeH

R
flfijkghki, ViGP,VjED,VkGH
Tijky + Tijksy <1, V’iEP, VJED

onde k; e ky sao horarios coincidentes.

Os testes propostos no formato Minimax foram resolvidos numericamente usan-

do o software MPL (Mathematical Programming Language)?. Utilizamos a rotina

2Consulte o endereco eletrénico www.maximal-usa.com para maiores informacoes.
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LPSolve que implementa o método Branch and Bound [39, 41] que descreveremos
brevemente na proxima secao.

3.3 Método Branch and Bound

O problema estudado é de programacao linear inteira com variaveis binarias,
isto é, tanto a funcao objetivo quanto as restricoes sao lineares e cada uma das
n =1 X j X k variaveis sé podem assumir o valor nulo ou a unidade. Uma maneira
de encontrarmos as solugoes 6timas dele é averiguar todas as 2" possiveis solucoes.

O método Branch-and-Bound faz isto, realizando ramificagdao e eliminagao. A
ramificacao consiste em dividir o problema em dois subproblemas com conjuntos
solu¢do menores (com uma das variaveis da solugao fixada), ja a eliminagao descarta
subproblemas que nao contenham a solucao 6tima.

Essa eliminacao é feita se houver algum subproblema com conjunto solugao vazio
ou com solucao maior do que o limite superior da solucao 6tima.

Cada subproblema trabalha com uma diferente parte do conjunto solugao. A
busca pela solucao dos subproblemas também inclui operacoes de ramificacao e
eliminagao. Assim, o algoritmo induz a uma arvore de enumeragao, onde cada né
representa um (sub)problema e a raiz corresponde ao problema original que se quer
resolver.

Com a ramificacao o conjunto solucao do problema original S é particionado em
conjuntos menores, isto é, com um ntmero menor de solugoes a serem verificadas.
Para problemas com variaveis inteiras bindrias como o nosso, basta fixar uma das
variaveis em 0 ou em 1. Para isto, sao criados novos nés na arvore, cada um é

onde ki,...,k, € {0,1}. Cada né

possui determinadas variaveis fixas em 0 ou em 1 e outras livres.

associado a um novo (sub)problema Sy,

n

Vejamos um exemplo:

Um problema S com n variaveis pode ser particionado nos dois subproblemas
So={S|z; =0} e Sy ={S|z; =1}, onde z; é uma varidvel qualquer do problema
S. Cada um dos dois subproblemas gerados tem (n — 1) varidveis e portanto, 2(*~1

solucoes para serem testadas.

Dai, hd trés opcoes para se atacar os subproblemas: resolver (se for possivel),
particionar novamente ou descartar.
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Figure 3.1: Esquema do método Branch & Bound para o exemplo.

Antes de particionar qualquer subproblema é feito o calculo do limite superior
do valor 6timo do respectivo subproblema. Este valor limitante é fundamental, pois
sao usados para limitar o crescimento da arvore. Se a solucao encontrada em um
subproblema é maior do que o seu respectivo limite superior, entao este subproblema
¢é descartado. Ter conjunto solucao é vazio é outro fator que causa o descarte de um
subproblema.

Sendo assim ha trés possibilidades para os subproblemas de S:

1)os dois subproblemas foram descartados, entdao o problema inicial S tem con-
junto solucao vazio,

2)os dois foram expandidos, entao hé quatros novos subproblemas para avaliar-

mos (ramificar, resolver ou descartar),

3)um foi descartado e o outro expandido, entao ha dois novos subproblemas para

avaliarmos (ramificar, resolver ou descartar).

Estes algoritmos possuem um grande potencial de paralelizacao porque as com-
putagoes das sub-drvores (subproblemas) podem ser realizadas de modo quase in-
dependente. Utilizando este método, ¢ possivel eliminar um grande ntmero de
combinagoes possiveis para a solucao.
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Ao gerar uma arvore com a topologia que tira partido da propriedade descrita, é
garantido que o melhor subconjunto solugao seja encontrado. Na pior situagao este
algoritmo reduz-se a uma pesquisa exaustiva.

No préximo capitulo serao apresentados os resultados numéricos obtidos imple-
mentando o Algoritmo 2.2.1 no MATLAB (MATrix LABoratory). Para efeito de
comparac¢ao, mostraremos também os resultados provenientes da formulacao tradi-
cional Minimax linear obtida através de um software préprio para problemas de
otimizagao lineares chamado MPL (Mathematical Programming Language).

Agora que temos os modelos genéricos do problema de alocacao estudado na
formulagao Minimax e na formulacao OVO, podemos implementar alguns testes.

Vamos apresentar no préoximo capitulo, os trés testes implementados e os res-
pectivos resultados numéricos.
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Capitulo 4

Testes e Resultados Numéricos

Neste capitulo descreveremos os testes implementados e em seguida mostraremos
seus respectivos resultados numéricos obtidos pela formulagao OVO e pela for-
mulacao Minimax, para efeito de comparacao.

Os resultados podem apresentar solu¢ao tnica ou mais de uma. Cada solucao
é composta de variaveis de decisao, sendo que cada uma delas indica uma maneira
diferente de alocar os professores. Todas as possibilidades de alocar cada professor
sao testadas (por isso temos np X nd x nh varidveis para cada teste). Como sé as
variaveis que assumem o valor unitario indicam alocacao efetivada, as tabelas com
os resultados apresentam apenas os indices destas variaveis.

Para obter a solu¢ao na formulagao OVO utilizamos o Algoritmo 2.2.1 com 1000
pontos iniciais gerados aleatoriamente (técnica multi-start). Este algoritmo gera
uma sequéncia nao crescente usando direcao de busca e converge a minimos locais.

A formulagao OVO foi implementada e resolvida numericamente no MATLAB
(MATrix LABoratory)!. Veremos a partir da préxima se¢ao a descrigao dos testes

e seus respectivos resultados.

Para testar as rotinas que desenvolvemos, implementamos primeiramente, dois
testes menores com 72 variaveis e depois que tudo estava funcionando bem, passamos
a um terceiro teste com 300 variaveis.

!Para mais informacoes visite o site o www.mathworks.com

48



4.1 Teste 1:

Alocar 3 professores em 6 turmas, sendo 4 disciplinas distintas e 6 horarios

possiveis.

Este teste tem np X nd x nh = 3 x 4 x 6 = 72 variaveis.

As informacoes referentes as preferéncias dos professores quanto as disciplinas

estao na Tabela 4.1.

Disciplinas
Professores | 1 2 3 4
1 0 1 3 3
2 2 210
3 1 3 0 2
Table 4.1: Preferéncias de disciplinas d

O expediente foi particionado nos seguintes intervalos de aulas:

Horério 3: 8h - 12h, segunda-feira;

Horario 6: 8h - 12h, terca-feira.

As preferéncias dos professores quanto aos horarios estao na Tabela 4.2.

e cada professor do teste 1.

Horario 1: 8h - 10h, segunda-feira e quarta-feira;
Horario 2: 10h - 12h, segunda-feira e quarta-feira;

Horario 4: 8h - 10h, terca-feira e quinta-feira;
Horario 5: 10h - 12h, terga-feira e quinta-feira;

Professores
Horarios | 1 2 3
1 0 1 2
2 2 0 1
3 2 3 0
4 1 2 3
5 3 1 2
6 1 3 1

Table 4.2: Preferéncias de horarios de cada professor do teste 1.
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Os horarios das turmas sao pré-fixados e estao na Tabela 4.3.

Disciplinas
Turmas |1 2 3 4
1 3 4 2 5
2 0 6 0 1

Table 4.3: Horarios das turmas por disciplinas do teste 1.

Neste teste, os conjuntos D, P, H e T possuem os seguintes elementos:

D ={1,2,3,4} é o conjunto de disciplinas oferecidas;
P ={1,2,3} é o conjunto de professores;

H =1{1,2,3,4,5,6} é o conjunto de horarios.

T = {1,2} é o conjunto de turmas de cada disciplina;

Escolhemos pesos iguais para cada parcela de f;: a ==\ = %

O numero maximo de disciplinas por professor v foi modificado varias vezes.

Fizemos testes numéricos com v =2, vy =3 e v = 4.

Ja a quantidade de turmas ¢ fixada em p = 6.
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Modelo do Teste 1 na formulagao OVO:

min _fip(X)(X)

s.a w5, € {0,1}, Yie P,Vje D, Vke H
<1, ViePVke H
jeD

ZZZL‘UkS v, Vie P

jeD keH

2D D mk =6

icP jeD keH

YD wip=nt(j), Vi€ D

icP keH
injtrj =1, VreT,VjeD (4.1)
icP

zijr < d;, Vie P,Yje D, Vke H

Tijr < hii, Vie P,Vje D, Vke H
Tij1 a3 <1, Vie P,VjeD
Tijo + 253 <1, Vie P,Vje D
Tija + Tije <1, Vie P,Vje D

Tijs +xij6§17 V'L’EP, VJED

Este teste tem solucao tnica para todos os trés niveis p possiveis da formulacao
OVO, mas varia quando modificamos a quantidade maxima de turmas por professor,
pois o nivel de satisfagao do grupo poder ser alterado.
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Modelo do Teste 1 na formulagao Minimax:

min w

sa —fi(wip) <w, Vi€ P,Yje€ D, Vke H
zijr €4{0,1}, Vie P,Vje D, Vke H

 wp <1, ViePVke H

jeD

ZZ%J’“S v, Vie P

je€D keH

SIS

1€eP jeD keH

YD wip=nt(j), Vi€ D

i€P keH

> @i, =1, Vie PYjeD

i€EP

l’ijkgdzj, ViGP,VjED,VkGH
xijkghkl-, ViEP,VjED,VkEH
Lij1 +xij3§1, VZGP,VJED
xijZ +ZL'Z‘J'3§1, V’LEP,VJED
xij4 +xij6§17 V’LEP,VJED

Lijs +J7ij6§1a ViGP, VJED
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4.2 Resultados numéricos do Teste 1:

A solugao na formulagdo Minimax esta na Tabela 4.4 e sua imagem ¢ -3,333:

prof disc hor
1 3 2
1 4 5
2 1 3
2 2 6
3 2 4
3 4 1

Table 4.4: Resultado do teste 1 na formulacao Minimax.

Como podemos ver na tabela,

e o professor 1 ficou com as disciplinas 3 e 4, nos horarios 2 e 5, respectivamente,

e o professor 2 ficou com as disciplinas 1 e 2, nos horarios 3 e 6, respectivamente,

e o professor 3 ficou com as disciplinas 2 e 4, nos horarios 4 e 1, respectivamente.

Observando este resultado concluimos que as restricoes foram satisfeitas, pois

e cada professor s6 foi alocado a uma disciplina em cada horario,

todos os professores ficaram em disciplinas e em hordrios com niveis de pre-

feréncia diferente de zero,

as turmas estao nos horarios fixada na Tabela 4.3,

as turmas estao na quantidade determinada pelo vetor nt(j),

as turmas de mesma disciplina nao estao no mesmo horario,

as professores nao forma alocados em turmas de horarios coincidentes,

a quantidade maxima de turmas por professor v nao foi ultrapassada,

a quantidade total de turmas fixada foi atendida.
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Na formulagao Minimax ao variarmos a quantidade maxima de turmas v = 2

para v = 3 ou para v = 4 a solucao permaneceu a mesma da Tabela 4.4.

Ja ao tratarmos este teste pela formulacao OVO encontramos solugoes distintas
ao variarmos os valores de . Para cada variacao desta alteramos os valores de p
também. Como sao 3 professores, a funcao OVO foi implementada com p =1, p = 2
e p = 3, obtendo as alocagoes expostas nas subsecoes a seguir.

4.2.1 Resultados obtidos com v = 2

e Se p =3, a imagem ¢ -3,3333 e o resultado é o da Tabela 4.5.

prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 3 2 1 3 2 1 3 2
1 4 5 1 2 4 1 4 5
2 1 3 2 1 3 2 1 3
2 2 6 2 2 6 2 2 4
3 2 4 3 4 1 3 2 6
3 4 1 3 4 5 3 4 1

Table 4.5: Resultado do teste 1 com vy =2¢ p = 3.

Uma das solugoes coincide com a solucao na formulagao Minimax, isto sempre

acontece quando estamos trabalhando com o p maximo.

e Para p = 2, a imagem também ¢ -3,3333 e o resultado é o mesmo daquele

apresentado na Tabela 4.5.

e Quando p = 1, encontramos duas solugoes com imagem -3,6666. As solugoes

estao na Tabela 4.6.

1

W W N N =

3

IS O

prof disc hor | prof disc hor
2 1 3 2
6 1 2 4
3 2 1 3
4 2 2 6
1 3 4 1
5 3 4 5

Table 4.6: Resultado do teste 1 com v =2e p=1.
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Quando mudamos a quantidade maxima de turmas por professor a solugao
também se modifica.

Se a quantidade maxima de turmas por professor for v = 3, temos mais de uma
solugao distinta para cada p. Veja na proxima subsecao.

4.2.2 Resultados obtidos com v =3

e Se p = 3, temos trés professores satisfeitos. As solugdes encontrados estao na
Tabela 4.7 e a imagem ¢é -3,6667. Além destas, ainda temos o resultado da
formulacao Minimax como solucao para este caso.

prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2
1 4 5 1 2 4 1 2 4 1 4 5
2 1 3 1 4 5 2 1 3 1 2 6
2 2 4 2 1 3 3 2 6 2 1 3
3 4 1 2 2 6 3 4 1 2 2 4
3 2 6 3 4 1 3 4 5 3 4 1

Table 4.7: Resultado do teste 1 com vy =3 e p = 3.

e Para p = 2, temos dois professores satisfeitos. O resultado esta na Tabela 4.8
e a imagem ¢ -3,6667.

prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 3 2 1 3 2 1 3 2

W N DN = =
BN R DN
— O W Ot e
W W W N =
N N L )
Tt = O W =~
W W N DN =
N N L
Tt = O W =~

Table 4.8: Resultado do teste 1 com v =3 e p = 2.

e Se p = 1, temos apenas um professor satisfeito. O resultado esta na Tabela
4.9 e a imagem ¢ -4,6667.
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prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 3 2 1 3 2 1 3 2

W W W NN
NS RETAGETA NO I
S U — B W
W NN = =
I N IS o)
—= Oy W Ul
W W N N =
[NCRETEN NS TAN
S = o W Ot

Table 4.9: Resultado do teste 1 com vy =3 e p=1.

4.2.3 Resultados obtidos com v =14

Se a quantidade maxima de turmas por professor for v = 4, temos as solugoes
das Tabelas 4.10, 4.11 e 4.12:

e Se p = 3 que corresponde a considerar 3/3 = 100% dos professores na hora de
fazer a alocacao, a imagem ¢ -4 e o resultado esta na Tabela 4.10.

prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2
1 4 5 2 1 3 1 4 5 1 2 4
2 1 3 2 2 6 2 1 3 1 4 5
2 2 4 3 4 1 2 2 6 2 1 3
3 2 6 3 2 4 3 2 4 2 2 6
3 4 1 3 4 5 3 4 1 3 4 1

Table 4.10: Resultado do teste 1 com v =4 e p = 3.

Vemos entao que ha quatro formas distintas de fazer a alocacao e ainda ter
todos os professores satisfeitos, sendo que a terceira delas é a mesma da solucao
na formulagao Minimax.

e Se p = 2 que corresponde a levar 2/3 = 66,67% dos professores em consi-

deracao para fazer a alocacao, a imagem é -4 e o resultado estd na Tabela
4.11.

e Se p =1 que corresponde a considerar 1/3 = 33,33% dos professores na hora
de fazer a alocagao, a imagem é -5 e o resultado esta na Tabela 4.12.
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prof disc hor | prof disc hor
1 3 2 1 3 2
1 4 5 1 4 5
2 1 3 2 1 3
2 2 4 2 2 6
3 4 1 3 4 1
3 2 6 3 2 4

Table 4.11: Resultado do teste 1 com y =4 e p = 2.

prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 3 2 1 3 2 1 3 2
2 1 3 1 2 4 1 2 4
2 2 6 1 4 5 2 1 3
3 4 1 2 1 3 2 2 6
3 2 4 2 2 6 3 4 1
3 4 5 3 4 1 3 4 5

Table 4.12: Resultado do teste 1 com y=4ep=1.

Observe que quanto menor o valor de p, menor é a imagem encontrada. Isto
ocorre porque quanto menor a quantidade de professores satisfeitos, menor é o grau
de satisfacao do grupo como um todo.

4.3 Teste 2:

Alocar 3 professores em 8 turmas, sendo 4 disciplinas distintas e 6 horarios
possiveis. Neste teste temos duas turmas a mais a serem contempladas.

Este teste também tem np x nd X nh = 3 x 4 x 6 = 72 variaveis. Este teste é
uma modificacao do anterior. Fizemos isto para ver se ao aumentar a quantidade
de algum dos dados do problema, ainda encontrariamos alguma solucao.

Aumentamos a quantidade de turmas a serem atendidas, mas se continuarmos
com as tabelas de preferéncias iguais as do Teste 1, o problema fica infactivel. Por
isso, mudamos também as tabelas de preferéncias. Ja os conjuntos D, P, H e T
continuam iguais aos do Teste 1.
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As informacoes referentes as preferéncias dos professores quanto as disciplinas
sao exibidas na Tabela 4.13.

Disciplinas
Professores |1 2 3 4
1 2 1 3 3
2 2 2 1 3
3 1 3 3 2
Table 4.13: Preferéncias de disciplinas de cada professor do teste 2.

As preferéncias de cada professor quanto aos horarios estao na Tabela 4.14.

Professores
Horarios | 1 2 3
1 3 1 2
2 2 3 1
3 2 3 3
4 1 2 3
5 3 1 2
6 1 3 1

Table 4.14: Preferéncias de horarios de cada professor do teste 2.

Os horarios das turmas sao pré-fixados e estao na Tabela 4.15:

Disciplinas

Turmas |1 2 3 4
1 3 4 2 5

2 5 6 4 1

Table 4.15: Horarios das turmas por disciplinas do teste 2.

Assim como no teste anterior, escolhemos os pesos iguais para cada parcela de
fisistoé,a=06=X\= é Aqui, o nimero maximo de disciplinas por professor esta

fixado em 7 = 3 e a quantidade de turmas em p = 8.
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Modelo do Teste 2 na formulagao OVO:

min _fip(X)(X)

s.a w5, € {0,1}, Yie P,Vje D, Vke H
<1, ViePVke H
jeD

YN wi <3, VieP

j€D keH

2D D mk=8

1€eP jeD keH

YD wip=nt(j), Vi€ D

i€P keH

> wij, =1, VreT,VjeD

ieP

l'ijkgdij, ViEP,VjED,VkEH

Tijr < hii, Vie P,Vje D, Vke H
Tij1 a3 <1, Vie P,VjeD
Tijo + w53 <1, Vie P,VjeD
Tija + Tije <1, Vie P,Vje D

Tijs +xij6§17 V'L’EP, VJED

Este teste tem varias solugoes para um mesmo nivel p. Veja que as preferéncias

dos professores sao todas diferentes de zero, isto possibilita diversas maneiras de

fazer a alocacao, aumentando assim, a possibilidade de encontrarmos mais de uma

solucao para cada percentual p.
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Modelo do Teste 2 na formulagao Minimax:

min w

sa —fi(wip) <w, Vi€ P,Yje€ D, Vke H
zijr €4{0,1}, Vie P,Vje D, Vke H

 wp <1, ViePVke H
JjE€D
YN wi <3, VieP

jeD keH

I IS

ieP jeD keH

YD wip=nt(j), Vi€ D

ieP keH (4.4)

> @iy, =1, VreT,VjeD

i€EP

l’ijkgdzj, ViGP,VjED,VkGH
xijkghkl-, ViEP,VjED,VkEH
Tij1 +ZL'Z‘J'3§1, V’LEP,VJED
Xij2 +xij3§1, VZGP,VJED
Lij4 +xij6§17 V’LEP,VJED

Tij5 +xij6§17 Vz’EP, VJED

A formulacao Minimax tem solugao unica e pode ser vista na secao a seguir.

4.4 Resultados numéricos do Teste 2:

A solugao na formulagdo Minimax esta na Tabela 4.16 e teve imagem -4,333:
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prof disc hor
1 4 1
1 4 5
2 1 3
2 2 4
2 3 2
3 1 5
3 2 6
3 3 4

Table 4.16: Resultado do teste 2 na formulagao Minimax.

Agora, vamos exibir as solugoes obtidas através da formulagao OVO.

Como sao 3 professores, a funcao OVO foi implementada com p =1, p =2 e
p = 3, obtendo as respectivas alocacoes:

e Para p = 3 que corresponde a considerar 3/3 = 100% dos professores na hora
de fazer a alocacao. Encontramos imagem -4,333 e o resultado da Tabela 4.17.

prof disc hor | prof disc hor
1 4 1 1 4 1
1 4 5 1 4 5
2 1 3 2 1 3
2 3 4 2 2 4
2 2 6 2 3 2
3 3 2 3 1 5
3 2 4 3 2 6
3 1 5 3 3 4

Table 4.17: Resultado do teste 2 com v =3 e p = 3.

Veja que uma das solugoes coincide com aquela encontrada pela formulagao
Minimax.

e Para p = 2 que corresponde a considerar 2/3 = 66,67% dos professores na

hora de fazer a alocacao. Encontramos imagem -4,333 e os resultados estao
nas Tabelas 4.18 e 4.19:
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prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2
1 3 4 1 3 4 1 3 4 1 1 3
1 4 5 1 1 5 1 1 5 1 1 5
2 1 5 2 1 3 2 4 1 2 4 1
2 2 6 2 4 ) 2 1 3 2 2 4
3 4 1 2 2 6 2 2 6 3 3 4
3 1 3 3 2 4 3 2 4 3 4 5
3 2 4 3 4 1 3 4 5 3 2 6
prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 4
1 3 4 1 3 4 1 3 4 1 1 5
1 4 5 1 1 5 1 1 5 2 4 1
2 4 1 2 2 6 2 4 ) 2 1 3
2 1 3 2 4 1 2 2 6 2 2 6
2 2 6 3 1 3 3 2 4 3 3 2
3 1 5 3 2 4 3 1 3 3 2 4
3 2 4 3 4 5 3 4 1 3 4 5
prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 4 1 1 4 1 1 4 1
1 2 4 1 3 2 1 3 2
1 4 5 1 1 5 1 3 4
2 1 3 2 3 4 2 1 3
2 1 5 2 2 6 2 4 )
3 3 2 3 1 3 2 2 6
3 3 4 3 4 5 3 2 4
3 2 6 3 2 4 3 1 5

Table 4.18: Resultado do teste 2 com y =3 ep=2.
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prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 4 1 1 4 1 1 4 1 1 4 1

W NN DN ==
_— N =W R W
U O W N Ot i~
W NN DN - =
W N = = =W
N O Ot W Ut =~
W NN DN - =
N DN = W= W
= O W N Ot e
W W NN ==
_— W N R =
W N Oy Ot Ot W

3 2 4 3 2 4 3 4 5 3 2 4
prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor

1 4 1 1 4 1 1 4 1 1 4 1
1 3 4 1 1 3 1 1 3 1 1 3
1 4 D 1 1 5 1 4 5 1 1 5
2 2 6 2 2 4 2 2 4 2 3 4
2 1 d 2 4 5 2 1 5 2 2 6
3 3 2 3 3 2 3 3 2 3 3 2
3 1 3 3 3 4 3 3 4 3 2 4

3 2 4 3 2 6 3 2 6 3 4 5
prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor

1 4 1 1 4 1
1 1 3 1 2 4
1 1 D 1 4 5
2 3 2 2 3 2
2 2 4 2 1 3
3 3 4 2 2 6
3 4 D 3 3 4
3 2 6 3 1 5

Table 4.19: Outro Resultado do teste 2 com vy =3 e p = 2.

Veja que foram encontradas 21 solugoes distintas para p = 2, isto significa
que temos 21 maneiras de fazer a alocacao e ainda ter 66,67% dos professores
satisfeitos.

e Quando p = 1, temos 1/3 = 33,33% dos professores considerados na hora
de fazer a alocacao. Para este nivel encontramos imagem -5.6667 e foram
encontradas as 6 solugoes que estao nas Tabelas 4.20:
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prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 4 1 1 4 1 1 4 1

1 3 2 1 3 2 1 3 2
1 4 5 1 4 D 1 4 D
2 3 4 2 1 3 2 1 3
2 1 5 2 3 4 2 2 4
2 2 6 2 2 6 3 3 4
3 1 3 3 2 4 3 1 D
3 2 4 3 1 D 3 2 6

prof disc hor | prof disc hor | prof disc hor
1 4 1 1 4 1 1 4 1

1 3 2 1 3 2 1 3 2
1 4 5 1 4 D 1 4 D
2 3 4 2 2 4 2 1 3
2 2 6 2 1 S 2 2 4
3 1 3 3 1 3 2 1 d
3 1 ) 3 3 4 3 3 4
3 2 4 3 2 6 3 2 6

Table 4.20: Resultado do teste 2 com y=3ep=1.

Obtemos mais de uma solu¢ao em todos os niveis p, pois neste teste a quantidade
de turmas nao pode ser distribuida igualmente entre os trés professores, e isto por
si 8O ja gera varias maneiras de realizar a alocacao.

4.5 Teste 3:

Alocar um grupo de 5 professores em 13 turmas de 5 disciplinas distintas com
12 horarios possiveis.

Este teste tem np X nd x nh =5 x 5 x 12 = 300 variaveis.

Note que este teste possui um nimero maior de variaveis do que os testes ante-
riores.

As informacoes referentes as preferéncias dos professores quanto as disciplinas
sao exibidas na Tabela 4.21.
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Disciplinas
Professores |1 2 3 4 5
1 0 3 1 3 3
2 2 1 0 3 3
3 30 2 3 1
4 1 3 3 0 2
5 32 3 10

Table 4.21: Preferéncias de cada professor por disciplinas do teste 3.

O expediente foi particionado nos seguintes horarios:

Horario 1: 8h - 10h, segunda-feira e quarta-feira;
Horario 2: 10h - 12h, segunda-feira e quarta-feira;
Horario 3: 13h - 15h, segunda-feira e quarta-feira;
Horario 4: 15h - 17h, segunda-feira e quarta-feira;
Horario 5: 8h - 10h, terca-feira e quinta-feira;
Horario 6: 10h - 12h, terga-feira e quinta-feira;
Horario 7: 13h - 15h, terga-feira e quinta-feira;
Horario 8: 15h - 17h, terca-feira e quinta-feira;
Horario 9: 8h - 10h, quarta-feira e sexta-feira;
Horario 10: 10h - 12h, quarta-feira e sexta-feira;
Horario 11: 13h - 15h, quarta-feira e sexta-feira;
Horario 12: 15h - 17h, quarta-feira e sexta-feira;

As preferéncias de cada professor quanto aos horarios estao na Tabela 4.22:
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Professores
Horéarios | 1 2 3 4 5
1 0 3 1 0 2
2 1 3 1 0 2
3 2 3 0 1 2
4 3 2 0 1 1
5 2 0 1 3 0
6 2 0 1 3 0
7 0O 1 0 2 3
8 0O 1 0 2 3
9 3 0 3 1 2
10 3 0 2 1 0
11 1 2 2 0 3
12 1 2 3 0 2

Table 4.22: Preferéncias dos professores quanto aos horarios do teste 3.

Neste teste, o grupo de professores deve ministrar para 13 turmas que tem os
horarios estabelecidos e apresentados na Tabela 4.23:

Disciplinas
Turmas |1 2 3 4 5
1 9 5 11 1 2
2 3 10 6 12 9
3 7T 8 0 4 0

Table 4.23: Horarios das turmas por disciplina do teste 3.

Neste caso, os conjuntos D, P,'T’, H possuem os seguintes elementos:
e D ={1,....,5} - disciplinas oferecidas;
e P=/{1,...,5} - professores;

e T'=1{1,...,3} - turmas que devem ser atendidas por cada disciplina;
o H ={1,..,12} - hordrios das aulas.

Neste teste, tomamos a = =\ = %, y=3epu=13.
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Modelo do Teste 3 na formulagao OVO:

min _fip(X)(X)

s.a w5, € {0,1}, Yie P,Vje D, Vke H
<1, ViePVke H
jeD

YN wi <3, VieP

j€D keH

YD) IPPEITRE

1€eP jeD keH

YD wip=nt(j), Vi€ D

i€P keH

> wij, =1, VreT,VjeD

ieP

l'ijkgdij, ViEP,VjED,VkEH

Tijr < hii, Vie P,Vje D, Vke H
Tij1+ w9 <1, Vie P,Vje€D
Tijo + Tij10 <1, YVie P,VjeD
Tijzs+x;n <1, Vie P,VjeD

xij4+xij12 < 1, V1 EP, VJ eD.

Este modelo apresentou solugoes distintas quando variamos os niveis de p. Como

as tabelas de preferéncia possuem varios valores diferentes de zero; isto permite

maior quantidade de solugoes viaveis, entao ao mudarmos o percentual p a solucao

tende a mudar também.
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Modelo do Teste 3 na formulagao Minimax:

min w

sa —fi(wip) <w, Vi€ P,Yje€ D, Vke H
zijr €4{0,1}, Vie P,Vje D, Vke H

 wp <1, ViePVke H

JjE€D

YN wi <3, VieP

je€D keH

2> D wue=13

1€eP jeD keH

YD wip=nt(j), Vi€ D

ieP keH (4.6)
> @iy, =1, VreT,VjeD

icP

i < dij, Vie PVje D Vke H

Tijr < hy, Yie P,Vje D, Vke H

Tij1+ x50 <1, Vie PVjeD

Tijo+ x50 <1, Vie P,VjeD

Tijz+xy;n <1, Vie P,VjeD

Tija+ X512 <1, YVie P,VjeD.

Note que neste teste temos mais restricoes para serem atendidas e este é um
fator que dificulta a obtencao das solucoes.

Na proxima segao estao os resultados do Teste 3.
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4.6 Resultados numéricos do Teste 3:

A solucao na formulacao Minimax é unica e estd na Tabela 4.24 e obtemos
imagem -4.333:

prof disc hor
1 2 10
1 5 9
2 1 3
2 4 4
2 5 2
3 1 9
3 4 1
3 4 12
4 2 5
4 2 8
4 3 6
5 1 7
D 3 11

Table 4.24: Resultado do teste 3 na formulacao Minimax.

Agora, vamos ver algumas solugoes obtidas através da formulacao OVO, sendo
que em todas elas mantemos fixo v = 3. Como sao 5 professores, a fungao OVO foi

implementada com p = 1, 2, 3,4, 5, sendo que corresponde a ‘g x 100% de professores

a serem considerados.
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e Para p = 5, obtemos 100% de professores satisfeitos e a solucao da Tabela 4.25
com imagem -4.3333.

prof disc hor | prof disc hor
1 5 9 1 2 10
1 2 10 1 5 9
1 3 11 2 1 3
2 5 2 2 4 4
2 4 4 2 5 2
2 1 7 3 1 9
3 3 6 3 4 1
3 1 9 3 4 12
3 4 12 4 2 5
4 2 5 4 2 8
4 2 8 4 3 6
5 4 1 5 1 7
5 1 3 5 3 11

Table 4.25: Resultado do teste 3 com v =3 e p=5.

Toda vez que p = max a solucao da formulagao Minimax coincide com a da
formulacao OVO e por isto uma das solucoes é a mesma da Tabela 4.25.
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e Quando p = 4, obtemos 80% de professores satisfeitos e a solucao estd exposta
na Tabela 4.26. Sua respectiva imagem é -5.3333:

prof disc hor
1 4

LU = W WD NN ==
=N DN W OO s = s WD
— — —

O WS 0o O 5~ Otk

Table 4.26: Resultado do teste 3 com vy =3 e p = 4.
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e O nivel p = 3 corresponde a 60% de professores satisfeitos. A solucao estd na
Tabela 4.27 e sua imagem ¢ -5.6667:

prof disc hor
1 5 9
2 10
5 2
1 3
4 4
1 9
3 11
4 12
2
3
2
4
1

U O = W W WD NN

Table 4.27: Resultado do teste 3 com vy =3 e p = 3.
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e Quando p = 2, temos 40% dos professores satisfeitos e as solucoes estao na
Tabela 4.28, cuja a imagem ¢é -5.6667:

prof disc hor
1 5

LU = W WD NN ==

=N DN WO RN R W
= — —

O WD N OG0 O RN

Table 4.28: Resultado do teste 3 com y=3ep=2.

A ileod .
Como aqui 2 temos 2 professores que foram privilegiados e estes sao os
professores 3 e 5 que estao com menos turmas que os outros.
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e Quando p = 1, temos 20% dos professores satisfeitos e as solucoes estao na
Tabela 4.29 e a respectiva imagem € -6:

prof disc hor
1 4

QU R W W WD NN =
= = N W R RN~ O N Ot
— — =

o N O U O 00w SO

Table 4.29: Resultado do teste 3 com y=3ep=1.

Note que a quantidade de turmas por professor nao é a mesma. O professor 5
ficou com apenas uma turma, enquanto todos os outros ficaram com 3 turmas, o
que reflete bem o que quer dizer 20% dos professores levados em consideragao para a
satisfagao. Devemos lembrar que 20% do total de professores corresponde a apenas
um professor.

Aqui encerramos a exibicao dos resultados e na préxima secao faremos um
andlise deles.

4.7 Analise dos Resultados

Observe que a imagem e a solucao do p = max encontradas pela formulacao
OVO coincide com aquelas encontradas pela formulacao Minimax. Isto acontece
(como ja dissemos no Capitulo 2), porque a formulagao OVO é uma generalizagao da
formulagao Minimax, sendo que esta tltima corresponde a primeira quando p = max.

Vimos que alguns problemas podem ter solugao tinica, mesmo quando variamos
o p e outros podem ter varias solucoes para um mesmo p. Isto acontece devido
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a quantidade de solucoes que é possivel obter com a mesma imagem. Ha muitos
minimizadores locais e os glabais nem sempres sao tnicos, mas a quantidade deles
é sempre finita.

Como o dominio da funcao OVO utilizada é R™ e o contradominio é o conjunto
discreto {0, 1}, podemos dizer que a quantidade maxima de solugoes é 2™. Isto
decorre do fato de s6 haver duas possibilidades para cada variavel de decisao testada:
representar uma alocacdo efetivada (x;;5, = 1) ou representar uma alocacao nao
efetivada (z;;5 = 0). De todas as possilidades testadas varias ndo satisfazem as
restricoes do problema e por isto sao descartadas. Entre aquelas que sao viaveis,
procuramos pelas que maximizam a satisfacao. Entao o nimero de solugoes ¢ finito
e no maximo igual a 2".

No Teste 1, podemos observar que para o total maximo de turmas fixo, as
variagoes dos valores de p nao alteraram a solucao obtida. Isso ocorre, porque
nas tabelas de preferéncias deste teste, os professores tinham preferéncias distintas
para disciplina e para horario, ou seja, nao havia mais de um professor querendo
a mesma disciplina ou o mesmo horario com o mesmo nivel de preferéncia. Isso
impede que ocorra empates no valor da funcao de preferéncia e consequentemente
suprime as variacoes na solucao. Em outras palavras, isto faz com que as alteracoes
nos valores de p ( que controlam o total de professores levados em consideragao

durante a minimiza¢ao) nao provoquem alteragoes na solugao.

Entretanto, quando permitimos valores maiores que 2 para 7, observa-se uma
variagao nas solugoes (associadas as alteragoes de p). Embora as preferéncias estejam
distribuidas da mesma forma, consegue-se fazer uso da quantidade maior de turmas
para ”‘onerar”’ mais um professor e assim privilegiar outro, aumentando sua satis-
fagao.

No Teste 2, temos que alocar 8 turmas para 3 professores. Nesse caso, mesmo
levando em consideracao a satisfacao dos 3 professores, sabemos que 2 deles ficarao
com 3 turmas e apenas um ficara com 2 turmas. Este fato por si s6, ja indica varias
maneiras disto ser feito, o que sugere a presenca de varios minimizadores globais
para p maximo (p = 3). Quando o valor de p é menor e passamos a privilegiar uma
quantidade menor de professores, este comportamento fica cada vez mais acentuado
e a presenca de varios minimizadores globais ocorre.

No Teste 3, o niimero de variaveis é significativamente maior, em decorréncia
de um numero maior de horérios disponiveis. As tabelas de preferéncia possuem a
maioria dos niveis de satisfacao diferentes de zero e esta caracteristica indica que
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variacoes de p suscitam variagoes na solucao.

Pode-se observar que em alguns casos também obtemos mais de um minimizador
global, embora estes ja nao sejam tantos quanto aqueles obtidos no Teste 2. Uma
justificativa para isso pode ser a presenca de mais restri¢oes de horarios coincidentes.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, apresentamos uma nova abordagem para o problema de alocacao
de recursos humanos, mais especificamente, para o problema de alocacao de profes-
sores em turmas de determinadas disciplinas, em horario previamente fixados em
uma instituicdo de ensino. Além de aloca-los queremos também ter a maior satis-
facao possivel para um percentual controlado de professores. A satisfacao de cada
um com a sua respectiva alocacao reside no atendimento de algumas preferéncias.

Foi apresentada uma modelagem original para o problema abordado, conhecida
como formulagdo OVO (Otimizagao do Valor Ordenado). Com o intuito de sua re-
solucao, foi estudada a formulagao OVO, tedrica e computacionalmente e sua imple-
mentacao foi executada no software Matlab. Esta formulacao nos permite controlar
o percentual de satisfacao do grupo investigado. Quanto maior o percentual, mais
dificil fica satisfazer todas as restri¢oes do problema. Esse controle do percentual
de professores satisfeitos com a possivel alocagao é o que a distingue da abordagem
tradicional Minimax (minimizacao do valor méaximo da insatisfagao).

A alocagao de um grupo de professores para uma quantidade arbitraria de tur-
mas de disciplinas distintas em horarios pré-fixados tem uma série de exigéncias
que devem ser cumpridas: nao pode haver turmas da mesma disciplina no mesmo
horario, nenhum professor pode ser alocado em turmas com horarios coincidentes e
nem em disciplinas ou horarios com nivel de satisfacao zero.

Foram realizados testes numéricos que permitiram a comparacao entre a abor-
dagem proposta e a abordagem Minimax, onde foi validada a abordagem nova e
constatada a influéncia do percentual de satisfacao na alocacao dos professores.

O problema estudado tem restrigoes lineares e a fungao objetivo é uma funcao

7



OVO que ¢ linear por partes, pois as funcoes que a compoe sao lineares. Sendo
assim, acreditamos que se o algoritmo OVO usado for adaptado para estruturas
lineares sera possivel obter melhores resultados mais rapidamente, sendo este um
dos pontos de continuidade deste trabalho.
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Apeéendice A

Extensoes da formulacao OVO

O conceito da formulagao OVO é ampliado para LOVO (Low Order-Value Op-
timization) e HOVO (High Order-Value Optimization) em [5]. A formula¢gao LOVO
trabalha com a soma das p menores funcoes, enquanto que a formulagcao HOVO tra-
balha com a soma das p maiores. As fungoes podem ser tomadas apds a ordenacao
e depois fazer a soma ou equivalentemente, fazer todas as combinacoes possiveis de
somas tomadas p a p e depois tomar a menor delas para a formulacao LOVO e a
maior delas para o caso da formulacao HOVO. Esta equivaléncia é vantajosa porque
transforma qualquer problema escrito na formulacao LOVO ou na formulacao HOVO
em um problema escrito na formulacao OVO que ja tem teoria fundamentada para
encontrar a solugao.

No artigo [5] sdo apresentadas ampliagoes do conceito da formulacao OVO: o
LOVO (Low Order Value Optimization) e o HOVO (High Order Value Optimiza-

tion).

O LOVO consiste na minimizacao da soma das p menores funcoes, ja o HOVO
consiste na soma das p maiores fungdes com p € {1,2,...,7},

Dadas r funcgoes Fi, Fy, ..., F, definidas em um subconjunto 2 de R™ e um
inteiro p € {1,2,...,r}, define-se as fungoes LOVO e HOVO,respectivamente por

e L,: Q=R
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e H,: Q=R

onde {iy(z),...,i.(x)} ={1,...,r} e

Se as fungbes F; sdo continuas, a fungdo S,(x) é continua também, ja que é
a soma de fungoes continuas. Entretanto, mesmo que todas as funcoes F; sejam
diferencidveis, S,(z) geralmente ndo é diferenciavel. As formulacoes sao definidas

da seguinte forma:

e LOVO
min L, (z)
sujeito a x € 2 (A1)
¢ HOVO
min H,(x) (A.2)

sujeito a x € )

Existem duas formas de abordagem para as formulagoes LOVO (e HOVO), a
saber:

1. Pode-se realizar a ordenacao das r funcoes envolvidas, e posteriormente fazer
a soma das p menores, no caso do LOVO (e das p maiores, no caso do HOVO);

2. Pode-se fazer todas as possiveis somas com p fungoes e depois tomar a menor
delas, no caso do LOVO (e a maior delas, no caso do HOVO).

Vejamos esta equivaléncia de maneira mais tedrica:

Sejam = C(r,p) = p!(:iip)! o total de possibilidades de se tomar p funcoes em um
conjunto onde héa r fungoes. O conjunto {1,...,r} contém exatamente m diferentes
subconjuntos C1, ..., C,, de cardinalidade p.
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Seja fi(z) a fungao que representa a soma das fungoes de cada subconjunto
C;, i € {1,...,7n}

filz) = ZFj(x), Vi=1,...,m, x¢€f.

JeC;

Temos que frin(x) = min{ fi(x),..., fi(x)}, isto é, a funcao f,.;, é a menor
das somas. Entao, podemos afirmar que f,;, = Ly(x),z € Q. Com esta informacao

reeescrevemos a formulacao LOVO como

nlhlj%nn (f\f”

sujeito a x € €.

O problema (A.3) é um caso particular de (A.1), basta tomar p =1 e
Fi(z) = fi(x), comi=1,...,m.

A fungao HOVO é H,(2) = fiaz, onde fie = max{fi(x),..., fm(z)}, isto é, a
funcao f.qe € a maior das somas. Podemos reeescrever a formulagao HOVO como

min fm(m:
sujeito a = € 2 (A4)

O problema (A.4) é um caso particular de (A.2), basta tomar p =m e
Fi(z) = fi(x), comi=1,...,m.

As formulagoes LOVO e HOVO nao sao diferenciaveis, mesmo que as f; o sejam.
No artigo [5] é mostrado que apesar desta caracteristica, métodos diferenciaveis sao
aplicados na sua resolucao e preservam a convergencia. A grande quantidade de
minimizadores locais dificulta a resolugao do problema LOVO. Por este motivo, em
muitas aplicacoes é necessario a utilizagao de ferramentas de otimizacao global para
obter um valor inicial adequado.

Na proxima secao exibiremos um caso particular conhecido da formulagao LOVO
e um da formulacao HOVO.

81



A.1 Casos Particulares das Extensoes da Formu-
lacao OVO

O método dos Minimos Quadrados é um caso particular do LOVO e o Valor de
Risco Condicional (CVaR), do HOVO. Vamos justificar isto, nas subsegoes seguintes.

A.1.1 Quadrados Minimos

O Método dos Quadrados Minimos [33, 35] é um processo que busca minimizar

a soma dos quadrados dos residuos. Nos problemas em que este método obtem
solucoes com sucesso, a funcao objetivo f tem a forma:

fl)=> rix) (A.5)

J=1

onde cada funcao r; : R* — R™, j = 1,...,m com m > n ¢ diferencidvel e ¢
chamada de residuo.

Os quadrados das fungoes 7;(z) sao utilizadas para medir a discrepancia entre o
modelo e as informagcoes fornecidas pelo comportamento do fenomeno observado. Ao
minimizar a fungao (A.5), os valores encontrados sao aqueles que mais se aproximam
do modelo sugerido pelos dados.

Considere, por teste, que a fungao ¢(z,t;), i« € N é um bom modelo para um
determinado fenomeno que acontece no instante ¢; e no vetor . Uma maneira de
medir a diferenga entre o modelo e a imagem y; = (x,t;) observada durante os
experimentos é calcular

m
> (8w, 1) =y

Jj=1

que coincide com (A.5) se tomarmos r;(z) = ¢(x,t;) — y;.

m
Ao obtermos a menor soma Z[(b(x, t;) — y;]?, teremos que cada parcela
j=1
[p(2,t;) — y;]* é a menor e consequentemente teremos que [¢(z,t;) — y;] é a menor

possivel, como desejado inicialmente.
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Esse método é frequentemente utilizado para ajustar curvas e encontrar padroes
ocultos. Entretanto, esta técnica sofre muita influéncia dos dados esptrios; quanto
maior for a quantidade destes, pior serda o resultado fornecido pelo método, visto
que este calcula o residuo de todos os pontos dados.

Quando p < r, a formulacao LOVO é mais robusta do que a formulacao OVO,
pois considera a soma dos quadrados das p menores distancias, enquanto na for-
mulacao OVO apenas a p—ésima menor distancia.

A.1.2 Valor de Risco Condicional - CVAR

Uma importante aplicacao da formulacaio HOVO ¢ a minimizacao do Valor
de Risco Condicional (CVaR - Conditional Value-at-Risk) durante o processo de
otimizacao de carteiras de investimento (portfolio optimization).

Apesar de amplamente utilizado, o VaR nao tem caracteristica desejaveis como
a conexidade e a diferenciabilidade. O CVaR ¢ a esperanca de que a perda estimada
dos ativos que pertencem a carteira de investimento, seja maior ou igual do que o
VaR (VaR < CVaR). Consequentemente, ele é extremamente sensivel a presenga de
cenarios catastroéficos.

Como ja dissemos antes, o VaR (Valor de Risco) representa a perda méaxima
esperada para a carteira, a um nivel de significancia v € [0, 1] (ou nivel de confianga
1 — ), em um intervalo de tempo determinado. Quanto maior for o valor do VaR,
maior a probabilidade de perda. O CVaR ¢ uma extensao do VaR e pode ser visto
como um média ponderada entre o VaR e a esperanca das perdas que o excedem.
Na dissertacao [29] encontramos um estudo comparativo entre o VaR e o CVaR.

O CVaR corresponde a funcao HOVO, quando adotamos as funcoes de perdas
ordenadas. Cada f; representa a perda no cendrio 7 e queremos minimizar as maiores
perdas para obter a menor perda total possivel. Podemos fazer isto escolhendo a
maior perda de cada cendario, somando e depois minimizando-as. Como vimos na
se¢ao anterior, é justamente isto que propoe a formulacao HOVO.

Além disso, se as fungoes f; sao convexas, o problema de minimizar o CVaR
(problema HOVO) é um problema convexo. Se as fungoes f; sao afins, este problema
pode ser estudado com as técnicas de Programacao Linear.
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