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Resumo

Neste trabalho estudar-se-4 a existéncia e unicidade de solugoes globais e a anéalise

numérica de um sistema associado a uma equacao de difusao nao linear, dada por

L
ut—M(/ udx)um—i—f(u):() em (),
0

onde @ é o retangulo [0, L] x [0,7[ com L > 0, T' > 0 arbitrario.

A existéncia de solugoes globais serao estabelecidas por meio do Métodos Faedo-
Galerkin e compacidade. A unicidade de solugao sera obtida pelo Método da energia.
Para a anélise numérica serao usados os Métodos de Elementos Finitos e Diferencas
Finitas.

A implementagao computacional sera feita em linguagem C. E finalmente, serao

apresentados no corpo da dissertacao alguns exemplos com simulagao numérica.
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Abstract

In this work one studies the existence and uniqueness of global solutions and the

numerical analysis of a system associated with the nolinear difusion equation, namely

L
ut—M(/ udx)um—i—f(u):() em (),
0

where @ is the rectangle |0, L] x [0, T with L > 0, T' > 0 arbitrary.

The existence of global solutions will be established by Faedo-Galerkin and compact-
ness methods. The uniqueness solution will be get by energy method. For numeric
analysis will be used the finite element method and finite difference method.

The computer implementation will be done by C language. And finaly, will be pre-

sented some exemples with numeric simulation.
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Capitulo 1

Introducao

Equagoes de difusao lineares e nao lineares sao modelos matematicos que descrevem
diversos fenémenos da fisica, biologia, quimica, etc. Dentre estes modelos de diferentes

areas da ciéncia pode-se citar:

1. A equacgao de Fisher-Kolmogorov - Foi originalmente utilizado para descrever a

propagacao de populagoes bidlogicas.

2. O sistema FitzHugh-Nagumo - Surge como modelo de transmissao de sinais sobre

0s axoénios do nervo e no tecido cardiaco.

3. O modelo de difusao térmica na teoria de reatores quimicos e de combustao - Este
modelo descreve a temperatura, as concentragoes de espécies quimicas, e as reagoes
que ocorrem no material, especificando a quantidade de espécies produzidos ou

consumidos na reacao.

Neste trabalho considera-se a seguinte equacao de difusiao nao linear

ut—M</0Ludm)um+f(u):O, )

sendo M e f fungoes reais com valores reais. A equacao (*) modela, por exemplo, a
migracao de bactérias em um recipiente ou propagacao de calor em um condutor, onde
u representa a densidade de bactérias no recipiente ou a temperatura instatanea no
condutor.

No caso de uma migragao de bactérias, o meio é de suma importancia e assim tem-se

M(/OLu(t) dx),

naturalmente o termo nao local



o qual representa a populacdo total de bactérias em |0, L[, ou seja, a velocidade da mi-
gragao depende da populagao total em |0, L[. Além disso, a fungao f(u) representa,

genericamente, situagoes fisicas externas que atuam inversamente proporcional ao ope-

Lo=w—M (/OLu(t) dx) .

Para n > 1 este tipo de equagao foi estudada por Chipot-Lovat [4], considerando
f = f(x), e por Menezes [12|, considerando f = f(u).

rador

1.1 Proposta de Pesquisa

Propoe-se investigar o seguinte problema misto

wg (z,t) — M (/OLu(t) dx) Upe (2,1) + flu(z, 1)) =0 em Q,

u(0,t) =u(L,t) =0 para t >0, (1.1)

u(x,0) =ug (z) com z € 0, L],

onde @ ¢ o retangulo 0, L[ x [0,7] com L > 0, T' > 0 arbitrario.
Como resultado do estudo do problema (1.1) serd mostrado:
e [Existéncia e unicidade de solugoes;
e Métodos Numéricos para o problema;

e Simulagdo numérica das solugoes obtidas.



Capitulo 2

Resultados Basicos

Neste capitulo apresenta-se os pré-requisitos necessarios para desenvolver os capitulos

subseqiientes.

2.1 Preliminares

Definicao 2.1 (Convergencia Fraca) Sejam E um espago de Banach e (u,),en uma

sequéncia de E. Entao u, — u se, e somente se, (p,u,) — (p,u), Vo € E'

Definigao 2.2 (Convergencia Fraca FEstrela) Sejam E um espago de Banach,
0 € E' e (0,)ven uma sequéncia de E'. Diz-se ¢, = ¢ fraco estrela se, e somente

se, (py,,u) — (p,u), Yu € E.

Teorema 2.1 (Banach-Steinhaus) Sejam E e F dois espacos de Banach. Seja (T;);er
uma familia (nao necessariamente enumerdvel) de operadores lineares e continuos de E
em F. Suponha que sup,; || T;(z)| < oo para todo x € E. Entao sup ||T;||(z,r < oo.
Dito de outro modo, existe uma constante C' tal que ||T;(z)|| < C||z||, Vo € E e Vi € I.

Demonstragao: Ver [1] [
Proposicao 2.1 Seja E um espago de Banach e (x,) uma sucessao em E. Se verifica:
(I) Se x, = x em o(E,FE'), entao (f,x,) — (f,x), Vf € F',
(II) Se x,, — x fortemente, entio x, — = fracamente para o(E,E'),

(III) Se x, — x fracamente para o(E, E'), entdo ||x,| € limitada e ||z| < liminf ||z,],



(IV) Se x, — x  fracamente para o(E,E') e se f, — [ fortemente em E' (isto €,

”f'fl - f||El - 0)7 entao <fn7xn> - <f7 $>
Demonstragao: Ver [1] [

Observacgao 2.1 A parte (I11) da proposi¢ao é uma consequéncia do Teorema de Banach-

Steinhaus.

Teorema 2.2 Seja E um espago de Banach separdvel e seja (f,) uma sucessao limitada

em E'. Entao existe uma subsucessio (fp,) que converge para a topologia o(E', E)

Demonstracao: Ver [1] n

2.2 Espaco das Distribuicoes Escalares

Definicao 2.3 Dada uma funcao continua, ¢ :  C RY — R, onde Q € um aberto,
denomina-se suporte de ¢ ao fecho em Q do conjunto dos pontos x tais que p () # 0.

Simbolicamente

supp () = {z € Qo (2) 0} -

Representa-se por C§°(€2) o espago vetorial das fung¢oes continuas e infinitamente

derivaveis em €2, com suporte compacto em (2.

2.3 Convergéncia em C;°(Q?)

Dado §2 como acima, considere o espago vetorial topologico C§°(€2). Diz-se que uma
seqiiéncia (¢,), oy de fungdes em Cg° (€2) converge para ¢ em Cg° (£2) quando forem

satisfeitas as seguintes condigoes:

i) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K, VveN

i) D%, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espago vetorial C§° (€2) munido da nogao de convergéncia definida acima, sera

representada por D (2) e denominado de espago das fungoes testes.



Denomina-se distribuicao escalar sobre €2 a toda forma linear 7" : D (2) — R con-
tinua com respeito a topologia de D (§2). Isto significa que se uma seqiiéncia (¢, ),

convergir, em D ({2) para ¢, entao,
T(py) — T'(p) em R.

O valor da distribui¢ao 7" na fungao teste ¢ sera representado por (7', ¢).

O conjunto das distribui¢oes escalares sobre €2 é um espaco vetorial real, denotado
por D'(£2), denominado espaco das distribui¢oes escalares sobre ).

Dado um aberto Q2 do RY denota-se por L? (Q) , 1 < p < 00, o espaco vetorial das
(classes de) fungdes mensuraveis u : Q@ — R tais que |u|’ é integravel no sentido de

Lebesgue em €2, equipado com a norma

iy = ([ P @) "

No caso p = oo denota-se por L™ (€2) o espago vetorial das (classes de) fun¢oes mensu-
raveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em €2, isto é, existe uma constante C' > 0
tal que

lu(z)] < C quase sempre em 2,

onde quase sempre significa a menos de um conjunto de medida nula.
Neste espago considera-se a seguinte norma

[l ooy = sup ess |u(z)] Yue L™ ().

O espago LP(2), 1 < p < o0, com sua respectiva norma, é um espago de Banach.
Em particular, quando p = 2, tem-se que L? (2) ¢ um espago de Hilbert cuja norma e

produto interno serao definidos e denotados, respectivamente por

|U|L2(Q) = (/Q |U(95)|2 dﬂf)m € (U’U)LZ(Q) = /QU (z)v(z) du.

Lema 2.3.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L, (). Entio T, = 0 se, e somente se,

u =0 quase sempre em ().

Demonstracao: Ver [1]. [



2.4 Convergéncia e Derivagao em D’ ()

A sequéncia de distribuigoes escalares (7},), oy converge para a distribuicao escalar T
em D’ () quando
(T, ) — (T, ¢) em R,Vp € D(Q).

Com esta nogao de convergéncia, D’ (£2) é um espago vetorial topoldogico e tem-se as

seguintes cadeias de imersoes continuas e densas
D(Q) — LF(Q) — L. (Q) — D' () para 1<p< oo.

Dada uma distribuigao 7' em D’ () e dado um multi-indice « € N¥ define-se a
dertvada distribucional de ordem o de T como sendo a forma linear e continua D*T :
D (2) — R dada por

(DT, @) = (—1)!*'(T, D*¢) para todo ¢ € D ().

2.5 Espacos de Sobolev

2.5.1 Convergéncia em L? e no dual de L*

Diz-se que uma sequéncia (¢, ) converge para p em L? (Q) se |l¢, — ¢[|ppq) — 0, para
1 <p<oo. Sepe qsao indices conjugados, isto é, i + % =1com 1< p < oo, entao o
dual topolégico de LP (), que serd de notado por [L? (Q)]', é o espaco L7 (£2). No caso
de 1 < p < o0 0 espago vetorial LP () é separavel e, para 1 < p < 0o, é reflexivo. Para

demonstragao destes e outros fatos relacionados aos espagos L? (Q2) consulte Brezis [1].

Teorema 2.3 Sejam (fy),cy C LP () e f € LP(Q), tais que

1 = Fllp@) — 0.

Entao existe uma subsequéncia (fn,)pey d€ (fn),en que converge quase sempre para f em
Q, e existe h € LP () tal que | f,, (z)| < h(z), Yk € N quase sempre em ).

Demonstracao: Ver [1]. n

Definigao 2.4 Seja H um espago de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma

sequéncia de elementos (w,) de H tais que

t) [lwnlly =1 VYn, (wp,wn) =0 Vn,m, m#n;

i1) O espago gerado pela (wy), oy € denso em H.



Sejam m > 0, um numero inteiro positivo e 1 < p < co. O espago de Sobolev de
ordem m , modelado sobre L? (Q2), aqui denotado por W™ (), é por defini¢ao o espago
vetorial das (classes de) fungoes de LP (€2) para as quais suas derivadas até a ordem «,
no sentido das distribuigoes, pertencem a LP (€2), para todo multi-indice a, com |a| < m.

O espago W™P (Q) serd equipado com norma

1/p
Fullymagey = (3 1%l ) 1< p <o

laf<m

e quando p = oo, define-se

HuHWvaO(Q) = Z HDQUHLOC(Q)‘
laj<m
Proposicao 2.2 Os espagos lineares W™P () equipados das respectivas normas acima

sao espacgos de Banach.

O espago WP (€2) é um espago reflexivo se 1 < p < oo e separavel se 1 < p < co. No
caso particular em que p = 2, o espago W™? () é um espaco de Hilbert, que é denotado
por H™ (€2). Simbolicamente

H™(Q) ={ue L*(Q); Du € L* () ,Va, |a| < m}

cuja norma e produto interno sao dados respectivamente, por

fulloey = (3 1002y ) " e (@) = 32 (D", D)
laj<m la|<m

O espago H™ (2) com a estrutura topologica acima, é um espago de Hilbert, contin-
uamente imerso em L% (Q).

O dual topologico do espago W3™" () é representado por W4 () se 1 < p < 0o
com p e ¢ indices conjugados. Se ¢ € W™™4(2) entdo ¢ |pq) pertence a D’ ().
Quando p = 2, WS”’Q (Q) é denotado por H{"(Q2), cujo dual é o espaco denotado por
H=™(Q). A caracterizagdo de W~="" (Q2). é dada por:

Teorema 2.4 Seja T € D' (). Entdao, T € W~™P () se, e somente se, existem g, €
L1(Q) tais que T = > D%g,.

laj<m

Demonstragao: Ver [1]. [



Lema 2.5.1 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q C RY um aberto limitado em al-

guma direcao. Se u € H} (), entdo existe uma constante C' > 0 tal que
2 2
ul72(0) < C1VUll2q) -
Demonstragao: Ver [1]. [

Observagao 2.2 Usando a desigualdade de Poincaré conclui-se que em H} (2), as nor-

mas ||ul| g1y € [Vulpzq) sio equivalentes.

2.6 Espagos L? (0,7T; X) e Distribuigoes Vetoriais

Sejam X um espaco de Banach real com a norma ||-||, 7" um ntamero real positivo e
Xe a fungdo caracteristica do conjunto . Uma fungao vetorial ¢ : (0,7) — X, é dita
simples quando assume apenas um numero finito de valores distintos. Dada uma fungao

simples ¢ : (0,7) — X com representagao canonica

k
=1

onde F; C (0,T) é mensuravel, i = 1,2, ..., k, dois a dois disjuntos, m (F;) < oo e ¢; € X,

1 =1,2,..., k. Define-se a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

/0 Pt =Y m (B

Diz-se que uma fung¢do vetorial u : (0,7) —— X ¢é Bochner integravel

(B -integrdvel) se existir uma sequéncia (¢, ),y de fungdes simples tal que:

veN

i) ¢, — uem X, qs. em (0,7);
T
%) lim lor (1) — om ()| dt = 0.
0

k,m—o0

Uma fungao vetorial u : (0,7) C R — X ¢é fracamente mensurdvel quando a fungao
numérica t — (P, u (t)) for mensuravel, V& € X’ onde X’ é o dual topoléogico de X. Diz-
se que u é fortemente mensurdvel quando u for limite quase sempre de uma sequéncia
(¢v),en de fungdes simples. Em particular, quando u for fortemente mensuréavel, entao

a aplicac@o t +— ||u (t)||y € mensuravel a Lebesgue.



Denota-se por LP (0,7;X), 1 < p < oo, o espago vetorial das (classes de) fungoes
u: (0,T) — X fortemente mensuraveis e tais que a fungdo ¢ — ||u (t)||% € integravel a

Lesbegue em (0,7T"), munido da norma

T 1/p
T ( [ o dt) .

Quando p =2 e X = H é um espago de Hilbert, o espago L? (0,T; H) é também um

espago de Hilbert cujo produto interno é dado por

(0, 0) oo zorn) = / (u(s),0(s))y ds.

Por L*>(0,T;X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungoes
u: (0,7) C R — X que sdo fortemente mensuraveis e tais que t — |[ju (t)||y € L™ (0,T).
A norma em L*> (0,7; X) é definida por

HuHLOO(O,T;X) =sup ess [lu(t)| x -
te(0,T)

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entdao LP (0,7"; X') é um espago reflexivo
e separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espaco de Banach LY (0,75 X"), onde p
e p' s@o indices conjugados, isto é, % + z% = 1. Mais precisamente, mostra-se que para

cada u € [LP (0,T; X)]', existe u € L¥ (0,T; X') tal que

T
(u, 90>(Lp(0,T;X))’pr(o,T;X) - /0 (W (t), e (1) xrexdt.

No caso, p = 1, o dual topoldgico do espago L' (0, T'; X) se identifica ao espago L™ (0, T; X").
O espaco das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denominado espago

das distribuigbes vetoriais sobre (0,7") com valores em X, o qual serd denotado por
D'(0,T; X).

Definigao 2.5 Seja T € D' (0,7; X). A derivada de ordem n € definida como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por
arr d"p
—_— =(-1)"(T,—= ),V D'(0,T).
(Gre) =M (155 wee D 0.

Por C°([0,7];X), 0 < T < oo representa-se o espaco de Banach das fungoes con-

tinuas u : [0, 7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||U||00([0,T};X) = tgﬁ%’ﬁ [l (@)l -

9



Por C? ([0,T]; X) denota-se o espaco das fungoes u : [0,T] — X fracamente continuas,
isto ¢, a aplicacdo t — (v, u (t)) x, x ¢ continua em [0,7],Vv € X".
Quando X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a

continuidade da aplicacao t — (u(t),v), para Vv € H.

Teorema 2.5 (Aubin-Lions) Sejam By, B, By espa¢os de Banach, By e By reflexivos,
a imersao de By em B é compacta, B tmerso continuamente em By, 1 < pg, p1 < 00, €,
W o espago

W ={ue L (0,T;By); v € L (0,T;B;)}

equipado da norma ||ully, = |lul| oo 1.5y + 10l o107,y Entao W € um espago de

Banach, e a imersao de W em LP° (0,T; B) € compacta.
Demonstracao: Ver [§]. [

Observagao 2.3 Uma consequéncia do Teorema de Aubin-Lions 2.5: se (u,), oy € uma
sequéncia limitada em L? (0,T; By) e (ul,), oy € uma sequéncia limitada em L* (0,T; By)
entio (u,),cy € limitada em W. Dai, seque que existe uma subsequéncia (u,,),.y de

(ty), ey tal que u,, — u forte em L*(0,T;B).

Proposicao 2.3 Sejam V e H espagos de Hilbert, V' continuamente imerso em H,
ue LP(0,T;V)eu € LP(0,T;H), com 1 < p < o0, entdo

we C([0,1]; HynC® ([0,7]: V).

2.7 Outros Resultados Uteis
Sejam D C R¥*l e F': D — RY. Diz-se que F satisfaz as condicoes de Carathéodory

sobre D quando

e F'(t,T) é mensuravel em ¢, para cada T fixo;
e ['(t,T) é continua em Y, para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D, existe uma func¢ao real integravel my (t) tal que
|F (t,T)] < mg (t), para todo (¢, ) € D.

Definicao 2.6 Uma solugcao no sentido estendido do problema de Cauchy
X'=F(t,X)
X (to) = Xo

¢ uma fung¢ao ® = ®(t) absolutamente continua tal que, para algum [ real, tenha-se
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i)  (t,P(t)) eR, Vt € [to— B, to+ F;

i) D'(t) = F(t,®(t)) para todo t € [to— [, to+ 3], exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Considere-se o retangulo R = {(¢,T) € R¥™; |t —to| < a, |T — To| < b}, coma,b >

0. Entao tem-se os seguintes resultados:

Teorema 2.6 (Carathéodory) Seja F: R — RY satisfazendo as condigoes de Carathéodory
sobre R, entao sobre algum intervalo |t —to| < 5 (8 > 0), existe uma solug¢ao no sentido

estendido do problema de valor inicial

X'=F(t X)
X (to) = To.

Corolario 1 (Prolongamento de solugao) Sejam D = [0,w] x B, com 0 < w < o0
e B={TeRY;|T|<b}, b >0 eF nas condigies de Carathéodory. Seja ® (t) uma
solucao de

X' = F(t,X)
X (0) = Xy, |Xo| <0.

Suponha que em qualquer intervalo I onde ® (t) estd definida, se tenha, |® ()| < M,
para todo t € I, M independente det e M < b. Entao ® tem um prolongamento até
0, w].

Lema 2.7.1 (Lions) Sejam Q um aberto limitado do RY xRy, g,, e g fungdes de LI(Q),
1 < g < o0, tal que ||gmllze) < C, gm — g quase sempre em Q. Entio g, — g na
topologia fraca de L(Q).

Demonstragao: Ver [8]. |

Lema 2.7.2 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial) Sejan (-) uma fun¢ao
ndo negativa, absolutamente continua em [0,7T].

i) Semn satisfaz para t q.s. a desigualdade diferencial

n () <y ) +et)n(t), (2.1)

onde ¢ (t) e ¢ (t) sao fungoes nao negativas e integraveis em [0,T], entdo

n(t) < elostons [n (0) + /Ottb (5) e‘f‘f“"”)drd‘s}

< cheoe [y 0+ [ w(s) |
11



para todo 0 <t <T.
1)  Em particular, se ' < ¢n em [0,T] en(0) =0, entdo

n=0 em [0,7T]

Demonstragao: Multiplicando ambos os membros de (2.1) por effo P tem-se

4

& (16 ) 1 (9 = () n () e T < g ) S0

para 0 <t < T quase sempre.

Consequentemente, para cada 0 < ¢ < T, conclui-se

S

0 () = edo et {77 0) + /0 - Josiry (5) ds} < oJyetnar {n 0) + /0 ' b (5) ds]

para 0 <t < T quase sempre. [

Lema 2.7.3 (Desigualdade de Gronwall - Forma Integral) Sejam u, ¢, fungées

reais nao negativas em [0,T] satisfazendo

u(t) <e(t)+ /0 Y (o)u(o)do (2.3)

para todo t € [0,T]. Entdo para todo t € [0,T] tem-se

m03¢@+£w@mwnﬁwww.

Demonstragao: Considerando o funcional auxiliar

1= [vuds
Assim, de (2.3)
n' () =v®)u(t) <) () +n(t). (2.4)

Definindo
F () = n(t) e hov@ir (2.5)

obtém-se



Integrando ambos os membros,

/ (s e —Jo w(m)dT g

De (2.5) obtém-se

/ w ef wT)d'rdS
mas de (2.3) u (t) — ¢ (t) < n(t) e assim
/ Y (s ef v(mdr g

e obtém-se o resultado desejado.
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Capitulo 3
Aspectos Tedricos

O objetivo aqui é estabelecer a existéncia e unicidade de solucoes globais para o
problema de valor inicial e de fronteira associado & uma equacao de difusao nao linear, a

saber

u (x,t) — M (/0 u(t) dx) Uz (2,8) + f(u(z,t)) =0 em Q,

w(0,t) =u(L,t) =0 para t >0, (3.1)
u(z,0) =wuo(z) em ]0,L][

onde u : Q) =|0, L[x]0,T[— R.

O conceito de solugbes para o problema (3.1) é dado por:

Definigao 3.1 Uma solugao o global e fraca do problema (3.1) é uma func¢ao u = u(z,t)

definida em ) com valores reais tal que
we L (0,T; L2 (0,L)) N L* (0,T; Hy(0, L)), w, € L2(0,T; H™'(0,L)),  (3.2)

a funcgao u satisfaz a identidade integral

_/OT /OL[uv]e’ da dt+/0T [M (/OL u(t) dx) /OL[uxva dx} dt + y
/OT /OL[f(U)v}H dz dt =0, (3.3)

para todo v € H}(0,L) e para todo 0 € D(0,T), com T > 0 arbitrdrio. Além disso, u

satisfaz a condi¢ao inicial
u(x,0) = ug(x) para todo x € (0, L).

Para estabelecer a existéncia de solugao do sistema misto (3.1) no sentido da Definigao

3.1, é necessario assumir as seguintes hipoteses:
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(i) f:R — R é lipschitziana, ou seja, existe uma constante K > 0 tal que

|f(v) = f(w)|] < K|v—w]| paratodo v,weR e f(0)=0. (3.4)

(i) A fungdo M : R — R ¢, também, lipschitziana com constante A > 0, i.é.,

|M()\1) — M(>\2)| < A|/\1 — /\2| para todo )\1, MER e M(/\) > mg > 0. (35)

Teorema 3.1 Se ug € Hy (0, L), f satisfaz a hipdtese (i) e M satifaz a condigao (i1),

entdo existe uma unica solugao u de (3.1) no sentido da Defini¢ao (3.1).

A demonstracao do Teorema 3.1 é baseada no Método de Faedo-Galerkin, seguindo

as seguintes etapas:

1) Existéncia de solugbes aproximadas;

1) Estimativas sobre as solugdes aproximadas;
i31) Limite das solugoes aproximadas;
iv) Verificagdo dos dados iniciais;

v) Unicidade de solugoes.

3.1 Existéncia de solugoes aproximadas

A existéncia de solucoes sera mostrada pelo método Faedo-Galerkin. Assim, considera-

se (ip)) ;o uma base hilbertiana de H}(0, L) e para cada m € N e denota-se por

V= [(;017 (RS} (;Dm]v

o sub-espago de Hj gerado pelos primeiros m vetores de (¢;)jen.

O Problema Aproximado associado a (3.1) consiste em encontrar u™ € V™ definida

por
u™(x,t) = Z gim(D)pi(z) com  g;m € CHJ0,T), (3.6)

solucao do problema

(WP (), ) + M ( R da:) (W (1), ¢2) + (F@™(0),0) = 0,
u™ (z,0) = uom (),
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para todo ¢ € V™ onde (', ) em (3.7) representa o produto intermo de L?(0,L). A

condigao inicial do sistema (3.7) em V"™ & determinada por:

u ( = Uom = Z gzm SOZ

onde pode-se escolher g;,(0) = @, com agy, = (ug, @;). Logo,

Zazmgpz - Z an SOZ)SOZ (38)
=1
Como V™ & um subespaco denso em H}(0, L) e ug € H}(0, L), tem-se
Ugm — Uy forte em  Hy (0, L). (3.9)

O sistema aproximado (3.7) possui solu¢oes u™ definidas em [0, ¢,,[. Essas solugoes sao
obtidas por meio do Teorema de Carathéodory (2.6). De fato, analisa-se cada parcela do
sistema (3.7); a seguir:

I) Primeira parcela:

w0, ¢) = (fg;mu)wi(m),soj(x))
_ ng Vips) com j—1,..m. (3.10)
1) Segunda parcela:
([ o @) o, 0
/Zgzm e dx)(zgzm (£e(@), (£)e(a))

= M(t Zgzm (0i)zs (¢j)e) com j=1,..m, (3.11)

onde M(t) = M(/OL u™(t) dx).

IIT) Terceira parcela:

(f(u™(), ) = <(.§:gim<t)(pi(x))’%(x)) (3.12)
3.12



Substituindo (3.10)-(3.12) no sistema (3.7), obtém-se o seguinte Problema Aproximado:

Zgzm 901790] +M Zgzm %)xa 90J ( (Zgzm l) y P ) =0

i=1
u™(z,0) = ugm — up forte em HJ (0, L).

Denotando por:
Ai; = [(@i, 05)lmxms Bij = [((0i)zs (¢5)2)lmxms

Ci0) = [(H(Eame@)er)| 5 YO = im0 gm0 g

i=1 mx1

Yz)m = [glm<0)a g?m( ) cee agmm(o)]t = [a01> ce 7050m]?m><17

e substituindo no sistema Problema Aproximado acima obtém-se:
AGY'() + MO)BY (H) + Ci(t) =0, Y(0) = Yo, (3.13)

A matriz A;; = [(¢i, ©j)]mxm € invertivel. De fato, considere 2™ = > ajp;(x) =0 e
=1

a=(ay,...,a,)" tal que Ao = 0. Entao,
m m
Z(%‘, pjla; =0 = (Z Qi %’) =0.
i=1 1=1
Multiplicando a ultima equacao por «; e somando em j, para todo j = 1,...,m. Tem-se,

(Z Qi Pi, Zaﬂpj) =0<= (2",2") =0« \zm\%g(ovL) =0<«<=z2z"=0em V™.

i=1 i=1
Logo,
Zozicpiz()<:>ai:() paratodo ¢=1,...,m,
i=1
pois os (¢;), com i = 1,...,m, sdo L.I., e portanto Ao = 0 = a = 0 <= Ker(A4) =
ﬁ
{0} o

De (3.13), denotando A;; = A, B;; = B e C;(t) = C(t), tem-se
Y'(t)+ A (M@#)B)Y (t)+ A7'C(t) =0,  Y(0) =Y.
O qual é equivalente a

Y'(t) = F(,Y(t), Y(0)=Y, (3.14)



onde
F(t,Y)=—-A""(M#)B)Y(t) — A7'C(t).

O Sistema (3.14) satisfaz as hipoteses do Teorema de Carathéodory 2.6. Portanto, para
cada m determina-se Y (t) solugao tnica de (3.14). Assim, de (3.6), para cada m € N
existe uma tnica solu¢ao u™ do sistema aproximado (3.7) definida em [0, t,,,[, para algum
tm € (0,T]. Usando a Estimativa I a seguir, serda mostrada que u™ é definida em todo

intervalo [0, 7], para todo T' > 0 arbitrario.

3.2 Estimativas sobre as solucoes aproximadas

Obtém-se agora estimativas que permitirao estender as solugoes aproximadas u" ao

intervalo [0, co[ e passar o limite m — oo no problema (3.7).

3.2.1 Estimativa I

Fazendo ¢; = u™ (t) em (3.7); tem-se:

(g (1), um(8)) + M / W(1) da ) (i (6), 2 (6) + (F (™ (1), (1) = 0. (3.15)

Analisando as integrais dos dois primeiros termos da equagao (3.15), tem-se

(up (1), um (1) = /Ou;n(x,t>um(x,t) da::%/o O e ) dr

1d )
_ la 1
Sl @), (3.16)

onde | - | representara a norma em L?(0, L).

Usando a hipotese (3.5)s a segunda parcela pode ser limitada inferiormente por

M(/OLum(t) dr) (1) 2 (1)) = M(/OLum(t) dr) /OL|u;n (2.4) 2 dz
— M(/Lum(t) ) [u () (3.17)

> molu () [

A terceira parcela é limitado superiomente usando desigualde de Cauchy-Schwartz.
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De fato,

|(f (W™ (@), u™ ()] < / | (™ () [e|u™ (2, )| dz

< (/ 1 (w.1) |Rdx) (/ am xt|Rdx)

= |f@™ @)™ ()]

1/2

Usando a hipotese (3.4), tem-se
[f (@™ (@) = [f (@™ (1)) = fO)] < K[u™(t) = 0] = K|u™(t)]. (3.18)
Substituindo esta desigualdade na precedente, resulta
[(f @™ (1), u™ ()l < Klu™ (@)™ (#)] = Klu™(#)]*. (3.19)
Substituindo (3.16)-(3.19) em (3.15), tem-se
5= [ (OF +moluf (O] < Klu™ (1),
Integrando de 0 a ¢, resulta:
1 ! 1 !
S OF +mo [ (s)Pds < Sluonf? + K [ (o)ds
0 0

De (3.9) tem-se que |ugn|? ¢ limitada independente de m, pois (ugm,) ¢ uma sucessao

convergente em H{ (0, L). Portanto, existe uma constante real C' > 0 tal que

t t
%mwmﬁmw/ﬂw@W@gC+K/ﬂm¢W@, (3.20)
0 0

¢
para todo m € N e para todo t € [0,7]. Como mo/ |u™(s)]*ds > 0, aplicando a
0
Desigualdade de Gronwall 2.7.3, tem-se

1 t
ymwwgc+K/pﬁ@mﬁg@M‘mmm®meNetemjL (3.21)
0

Ou seja, |[u™(t)|%, < 20eKT = O} para todo m € N. Dai,
) L2(0,L)

u™(t)], ) =sup ess |u™ (t)| < C}.
’ ( )‘L O.T.L20.0) — 7 20 7 [u™ (t)] 1
Assim tem-se
(UW™),pey € limitada em L™ (0,77 L* (0, L)) . (3.22)

19



Voltando a (3.20) e usando (3.21), obtém-se
1 t
§|um(t)|2 + mo/ lu™(s)|*ds < Oy paratodom € N e t¢€|0,T] (3.23)
0
Dai, observando que 3|u™(t)|> > 0 e mg > 0 resulta

T
/ |u™(t)|?dt < C; para todo m € N.
0

Portanto,
(u™), ey € limitada em L? (O, T; H&(O7 L)) , (3.24)

Lema 3.2.1 A estimativa (3.24) é suficiente para usar do Coroldrio 1 sobre prolonga-

mento de solugoes. De fato,

Como gim € CY([0,T)), veja (3.6), tem-se
W™ (t)]> < C para todo t € [0,T], T > 0.
Dai, prolonga-se as solugées u™(z,t) ao intervalo [0,T] para T > 0 arbitrdrio.

3.2.2 Estimativa I1

Nesta estimativa sera usado o operador projecao
P, : L*(0,L) — V™ definido por v +— P,,(v) = Z(U,gpi)goi.

De fato, de (3.1); e (3.6) obtém-se a equagao aproximada

i(u?(t)’ Pi)pi = i (M (/OL u™(t) dﬂf) UZQ(t)M) i + g(f(um(t)), i)pi = 0.

i=1 i=1

Da definigao de P,, pode-se escrever

Pty = o (2 ([ ) 0) ) Wh0)) + P (" () =0
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Desta identidade e do fato de
w(t) € V™ C Hy(0, L) — L*(0,L) = [L*(0, L)) — [H}(0,L)]" = H7(0, L)
continuamente, entao
L
up'(t) = P, (M ( / um<t>) uzw)) ~ Pu (Fu™(1))). (3.25)

A identidade (3.25) é verificada no sentido L>(0,T, H*(0, L)). De fato, analisando cada
termo do lado direito de (3.25) tem-se

P, <M ( / ") d:c) u;;(t)>

H-1(0,L)
= sup < ( ) uﬁ(t)) 790>
©

= sup (Pm (M ( d:v) u%(t)) ,gp)
@EHL(0,L) L2(0,L)

llell<1

R

R

([ o ar) 20 Re) R
([ o ae)|,
e

De (3.24) tem-se que u™(t) € L*(0,L) — L'(0,L) e M ¢é continua, assim existe C' > 0

fal que )
‘M (/0 W (f) dx)

|Pm(90w)|L2(0,L) < lpalr2o,) < 1.

= sup
YEHZ(0,L)
lle]I<1

= sup
pEHZ(0,L)
llell<1

‘ (ull (1), Pm(‘»Or))L?(O,L) ‘R

< sup
@eH}(0,L)
[lell<1

|u;t (t)|L2(07L) |P’m(90z)|L2(07L) . (326)
R

< C' independente de m e t.
R

Além disso,

Portanto, dai e de (3.26) resulta

'Pm (M (/OL W (1) dx) u;g;(t))
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A segunda parcela do lado direito de (3.25) é limitada superiormente como segue:

a1 O,y = 50 [(Pn(S07 ) 2)
lell<1

- f?> (Pu(fm @) )

= sw (S ), Pule)
pEHZ(0,L)
llol|<1
sup | f(u"(t))[z2(0,0) | P (0) ] 22(0,L)- (3.28)

wEHL(0,L)

l|pl|<1

H=1(0,L)x H{(0,L) | g

L2(0,L) |

L2 (OzL) R

IN

Tem-se que

|P(#)|L20,0) = [#lz20,) < 1 ede (3.18), [f(u™(#))|z20,0) < K[u"(t)|r20,1)-

Assim,

P70 @)] s S KWWz, (3.29)

Substituindo (3.27) e (3.29) em (3.25), resulta

i Olon < [P (a0 ([ wr0) )

< Clu*(t)] + Ku™(t)|.

L Pa(rmen)

H—l( , H_I(O,L)

Elevando ao quadrado e utilizando a desigualdade de Young
" ()00 < Ol (@)1 + K™ ()] +2C Jug ()] K |u™(¢)]
< CHu @) + K™ ()] + O Ju ()] + K2 u™ (1)
< 2RI + K2 (1))
Integrando de 0 até t, resulta
t T T
/ (5210 ds < C° [/ ()2 dt + K/ (82 dt] com Cp = 2[C2 + K2
0 0 0
Dai e de (3.24), tem-se

T
/ lu(t)|* dt < Oy independente de m e t.
0

Portanto,
(U )men € limitada em L*(0,T; H (0, L)). (3.30)
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3.3 Convergéncia das Solucoes Aproximadas

As limitagoes em (3.22), (3.24) e (3.30) sao suficientes para a passagem ao limite,

quando m — 00, no sistema aproximado (3.7).

3.3.1 Limite na parcela linear de (3.7)

Do Teorema 2.2 e estimativa (3.22) existe uma subsequéncia de (u™), . a qual sera,

também, denotada por (u"™) convergente na topologia fraco estrela de L™ (0,7T; L* (0, L))

meN
para u, 1sto &,

W™ >y oem L% (O,T;L2 (O,L)) quando m — oo. (3.31)

Agora, da Teorema 2.2 e estimativa (3.30) existe uma subsequéncia de (u}") a

meN»

qual serd também denotada por (u}") convergente para u; na topologia fraca de

L*(0,T; H (0, L)). Ou seja,

meN

u —=u, em L*(0,T;H'(0,L)) quando m — oc. (3.32)
A convergéncia em (3.31) significa

(u™, 90>Loo(o,T;L2(o,L))xLl(o,T;L2(0,L)) — (u, 90>Loo(o,T;L2(o,L))xLl(o,T;LZ(o,L)) 1

para todo ¢ € L' (0,7; L? (0, L)) . Em particular, considerando ¢ (z,t) = v (z) 6 (t) com
0eD(0,T)C L*(0,T) C L' (0,T) e ve L?(0,L), resulta

/0 (u™ (t),v) 0 (t) dt —>/0 (u(t),v)0(t) dt. (3.33)
Dali, tem-se
(u™ (t) ,v) — (u(t),v) em D'(0,T) para todo v € L*(0, L). (3.34)

Sendo o operador diferencial continuo no espago das distribuigoes, tem-se de (3.34) que:
d m d 2
pr (u™(t),v) — g7 (u(t),v) paratodo ve L*(0,L).

Dai, de (3.33) e integracao por partes, tem-se que
T T T
/ (uf™(t),v)0 dt = —/ (u™(t),v)8" dt — —/ (u(t),v)d dt, (3.35)
0 0 0
para todo 6 € D(0,T) e v € L*(0, L).
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3.3.2 Limite nas parcelas nao lineares de (3.7)

Para tomar o limite nos termos nao lineares necessita-se de resultado de compacidade.
De fato, Fazendo By = H} (0,L), B=L*(0,L) e By = H'(0,L) com py=p; =2 e

aplicando o Teorema de Aubin-Lions 2.5, conclui-se que a imersao de

W ={v;velL?(0,T;Hy(0,L)) e v, €L*(0,T;H"(0,L))}

em L?(0,T;L*(0,L)) = L?(Q) &, também, compacta.
De (3.24) e (3.30) obtém-se, em particular, que

u™ = u fracoem  L*(0,7; H} (0,L)) quando  m — o0, (3.36)
u® —~w; fracoem  L?(0,T;H*(0,L)) quando m — oo, '

respectivamente. Pelo Teorema de Rellich-Kondrachoff tem-se que imersao de H; (0, L)
em L?(0,L) ¢ compacta. Dai, e de (3.36) a convergéncia na topologia fraca de W &

transformada em convergéncia forte em L? (Q). Veja, também, a observacio 2.3. Assim,

u™ — u forteem L?(Q) quando m — oo. (3.37)

L
e Convergéncia na parcela M (/ u™(t) d:r;) (ul(t), p;) de (3.7).
0

Deve-se mostrar que

(M ( /0 " u™ () dx> u?(t),goz) — (M ( /0 Lu(t) dw) ux(t),gox) dt,  (3.38)

quando — o0, para todo ¢ € L?(0,T; Hg(0, L)).
Fazendo, em particular, ¢ (x,t) = v (x) 6 (t), para todo v € H}(0, L) — L? (0, L) com

6 € D(0,T) e integrando de 0 a T, resulta

[ (e ([ o an) ooy ae — [ (3 ([t o)t ) o,

(3.39)

quando m — oo. Portanto, serd mostrado a seguir a convergéncia (3.39). Note que,

utilizando propriedade de produto interno, tem-se

(M </OL u (t) dac) u?(t),vx) _ (M (/OL u(®) dx) ux(t),vx) -
(M ( /0 ") da:) W) — M ( /O ") dm) ux(t),vm) L (3.40)
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L
Subtrai-se e adiciona-se M (/ u™(t) dx) u.(t) ao segundo membro de (3.40), para
0

obter
(m (/ da:> ()—M</0Lu(t) dq:) (1), 02 ) =
(M (/Lu > ) — M (/OL u(t) d;p) wp(t)+
M (/0 um ) (t)— M (/OL u(t) dx) ux(t),vx> _

/O Cur ) ()~ ual1)] + (3.41)
|

M (/0 u™ ) ul'(t) — ug(t), v,) +
{M (/0 () d:c) M </OL u(®) d:c)} (1), v2)

Dai, e da desigualdade triangular, tem-se

<M </OL W™ (#) dm) W (t) — M </0L u(t) dx) uz(t),vgc)

M ( /0 ’ u™(¢) d:r:) ) ‘(u;,”(t) —ug(t),ve) |+ (3.42)

([ i) ([ )|

Agora, analisa-se a segundo membro de (3.42).

/_\/—\
h
2
v
VR
c\
h
I~
=
QU
S
N———
—_
=
ol
S
8
~—~—
I

<
R

| (wt), ) |

R

(a) Como L?*(0,L) — L'(0,L) e u™(t) € L*(0, L), entao u™(t) € L'(0,L). Ou seja,

/OL u™(t) dz < /OL ™ (t)] dz < oo.

Sendo |u™(t)|r1(0,0) < C tem-se pela continuidade de M que sup |[M(t)|r < Co.

te[0,C]
L
‘M (/ u™(t) dx)
0

(b) Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, tem-se

Logo,

< Cy independentemente de m. (3.43)
R

|ui(t) — uﬂc(t)|L2(0,L) |UI|L2(0,L)
C'luz'(t) — ul‘(t)|L2(07L) , pois v, € L*(0, L).

|(ui (t) — uw(t)7vfc)|R <
<
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Da convergéncia (3.36); tem-se

u™ —u, em L*(0,T;L*(0,L)) quando m — oo,

ou seja,
u™ —=wu, em L? paratodo te€]0,T].
Dalf,
uz'(t) — uz(t)| 20,y — 0 quando m — oo.
Assim,

[(ul'(t) — ug(t),vy)|[g — 0 quando m — oo. (3.44)

T

(c) De (3.37) tem-se u™ — u forte em L?(0,T;L*(0,L)). Portanto, pelo Lema de
Lions 2.7.1

(i) u™(t) — u(t) quase sempre em (0, ).
Por outro lado, como u™(t) € L*(0,L) — L*(0, L) entao

L L
/ u™(t) dx| < / |u™(t)|g dz < C.
0 R Jo

De (i), (i7) e do Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue, resulta
L

(i) tim [ (o) da - /0 u(t) dz.

()

De (7it) e pelo fato de M ser continua em R, tem-se

‘M (/OLM) o) 1 (/OLU@ )

(d) Finalmente, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, tem-se

— 0 quando m — oo. (3.45)
R

(4 (1), Vo) g < ()l 20,y [Velr2ory <6 (3.46)

pois u, e v, € L*(0,L). Substituindo (3.43)-(3.46) em (3.42), obtém-se

‘(M (/OL u™ () dm) um(t) — M (/OL u(t) dx) ux(t),vx>

quando m — oo.

—0, (3.47)
R

Dai e de (3.40) tem-se (3.39). Portanto, (3.38) é verdade.
e Convergéncia na parcela <f(um(t)), gp) de (3.7).
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Utilizando propriedade de produto interno, obtém-se

(£ ®).9) = (F®),0) = (@ ®) = F(u®),¢).

Fazendo, em particular, ¢ (z,t) = v (z)0 (¢) , para todo v € H}(0,L) — L?(0,L) com
0 € D(0,T) e integrando de 0 a T, resulta

/ [ @).0) - (Fute). )] dt = / [ - s o de. 349

Tomando o modulo em (3.48), resulta

A v) = (Flu(e).0)]o0) d| <

/0 /0 |(F(u™ (@, 8)) = fu(z, 6) | v(@)[e]0(t)]r dz dt.

Como 6 € D (0,T), entao existe C' > 0 tal que |0(t)|g < C para todo t € [0,T]. Apli-
cando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, na variavel espacial x, no segundo membro

da desigualdade acima, resulta

’ / LR 0), ) — (Fu(e) )00 dt‘

2
CK/ /|u xt—umt|2dx /|v |dx dt.

Aplicando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwartz, agora em ¢, no segundo mem-

bro da desigualdade acima, obtém-se

( / TW (w™(t)),0) = (f(u(t)), )]0(t) dt‘

C1 K //]u (x,t) xt!dedt //\v \2dxdt

1/2
Note que (/ / lv(x)|* d dt) ¢ limitado. Assim, existe K; > 0 tal que
o Jo

| /OTW (" (1),0) = (Fult), 00 dt| <

P " (3.49)
K1</ / W™ (2, 1) — u(z, )|? do dt)
o Jo
Usando a convergéncia (3.37) no segundo membro de (3.49), tem-se
T L 9 1/2
(/ / [ (2, t) — u(z, t)|” do dt) — 0 quando m — oo. (3.50)
o Jo
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Portanto, usando (3.49) e (3.44) em (3.48), obtém-se

/0 (f(u™(t)),v)0(t) dt —>/0 (f(u(t)),v)0(t) dt. (3.51)

para todo §# € D(0,T) ev € H (0, L).

3.3.3 Passagem ao limite no sistema (3.7)

Fazendo-se, em particular, ¢(z,t) = v(x)0(t) com v € H}(0,L) e # € D(0,T) em
(3.7); e integrando de 0 a T', tem-se

L

/OT [(UT (t),v) + M</o u™(t) dx) (ul* (t),ve) + (f (W™ (t)) 71,)} 0(t) dt = 0.

Fazendo m — oo na identidade integral acima e usando (3.35), (3.38) e (3.51), obtém-se

—/OT(u(t),v)e’ dt+/OTM (/OL u(t) d:c) (uz(t), v2)0 dt
+ /OT(f(u(t)), )0 dt — 0, (3.52)

para todo 8 € D (0,T) e para todo v € Hy (0, L). Isto prova a identidade integral (3.3).
A afirmagao (3.2) é uma consequéncia de (3.22), (3.24) e (3.30).

Observacao 3.1 De (3.52) e do Lema 2.3.1(Du Bois Raymond), obtém-se

(u (), 0) + M(/O ult) dx) (e (£),05) + (f(u),0) =0 qs. em ]0,T],
w(0,t) =u(L,t) =0 para t >0, (3.53)

u(z,0)=uy em [0, L],

em D' (0,T) para v € Hj (0,L). Ou ainda, usando a densidade de D (0,T) em L> (0,T)
pode-se afirmar que a identidade (3.53) € verificada em L> (0, T) para todo v € H} (0, L) .
Conclui-se de (3.53)1 que

ut—M</Lu dx)um%—f(u):o
0

no sentido de L= (0,T; H'(0,L)) =
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3.4 Verificacao dos Dados Iniciais

De (3.24) e (3.30) tem-se u € L*(0,T; H3(0, L) e u; € L*(0,T; H*(0, L)), respectiva-
mente. Assim,
u € C°([0,T); H (0, L)) N C2 ([0, T]; Hy (0, L)). (3.54)
Portanto faz sentido definir w em ¢t = 0, isto é, u(0) faz sentido.
Considera-se agora 0 : [0,7] — R tal que 8 € C'([0,T]), 6(0) = 1 e 6(T) = 0.
Multiplicando (3.7); por 6 e integrando de 0 a T', resulta

/OT(ul”(t), )0 dt + /OTM (/OL u™(t) dm) (W (t), ¢2)0 dt + /OT(f(um(t))’ 0)0 dt = 0.

Integrando por partes a primeira integral, obtém-se

o], - [ w0 as [ar ([ ) . eon e+

0

| nan. e i =o.

Pela definicao de 0 resulta

—(Uom, ©) —/OT(um(t),w)e’(t) dt+/OTM (/OLum(t) dx) (W™ (1), o0)0(E) dt +
/oT(ﬂ“m(t)), p)0(t) dt = 0.

Tomando o limite m — oo e utilizando (3.9) resulta
- [ a -+ [ v [ do) o, eo a +
| ). 60) dt = (uo.0)

Integrando por partes a primeira integral, tem-se

~ 00|+ [t oo ae [ ar ([Cute dr) o) oo an+

0

/0 (F(ult)). )B(t) dt = (o, ).

Dai e da definicao de 6, resulta

00+ [ [t 30( [ 00 ) ) + (00, 9] 060 b = (00,9

/

'

=0
Logo, (u(0),¢) = (ug,p) para todo ¢ € H(0, L), e portanto, pelo Teorema de Du Dois
Raymond (2.3.1)

u(0) =up q. s. em |0, L[.
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3.5 Unicidade de Solucgao

Sejam u e u duas solugdes do problema (3.53); no sentido da definigao (3.1). Tomando

~

w(t) = u(t) — u(t), obtém-se

(3.55)
w(0,t) =w(L,t) =0 para t>0
w(z,0)=0 em [0, L],
Adicionando-se e subtraindo-se M ( fOL u(t) dx ) u, no segundo termo de (3.55), tem-se

)
/0 ’ ) d:v) Wa(b), vx) -

{M ( / ") dx) M ( OLa<t) dx)} (), 0,) = (3.56)

Subistituindo (3.56) em (3.55);, obtém-se

(wi (), v) + M ( /0 "aw dx) (s (£), vs)+
e ( Cul) i)t ( | “a )] (w0 02(0) + (00 = F@(0).0) =
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Fazendo v = w(t) em (3.55) observando a modificagao em (3.57), obtém-se
L

(we(t),w(t)) + M </ u(t) dx) (wy, wy)+
0

[M </OL u(t) dx) - M </OL u(t) dx)] (uz (), we () + (f(u(t)) - f(ﬂ(t)),w(t)) =0 (3.58)
w(0,t) =w(L,t) =0 para t>0,

w(z,0) =0 em [0, L]
Analisando as integrais de (3.58), no primeiro termo, tem-se

(we (1), w(t) = A1www@>mzéézgmuﬁ

1d, o
= Sl (3.59)

Usando a hipdtese (3.5)q, a segunda parcela pode ser limitada inferiormente por

M(/()Lﬁ(t) dx) (ws (1), wa (1)) = M(/OLa(t) da:) /OL]ww(t)Q
L
= ([ a0 do ) Lo > molus ). (360

Na terceira parcela, usando a hipotese (3.5);, tem-se

‘(M(/OLu(t)dx>—M(/L ()da:)) [CROR™S
A/OLu(t)dx—/o () da <A‘/

A quarta parcela é limitado superiormente usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz.

S

(3.61)

7| [ue@)] e

‘(uz (1), w,;)

|(f(u@) = f@®), wt)]p < [f(ult)) = f@@))rlwt)e
< Klu(t) — u(t)|[w(?)]
= Klw(t)]? (3.62)

Substituindo (3.59)-(3.62) em (3.58) tem-se

S lw OF + mou () < Klu(t)P + A s (0)] [ (1)) (3.63)

R

/OL w(t) dx

Como u,(t) € L?*(0, L), para algum C' > 0, tem-se

Al o

‘um )| Jwa(t)] < AC’/O lw(t)|r do |w,(t)]
= AC|w(t)|11(0,1)[ws(t)] < Colw(t)] Jw, ()],
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pois L?*(0, L) — L'(0, L). Dai, considerando ¢ > 0 e utilizando a desigualdade de Young,

obtém-se
Al [ty o] o] ol < S poto)] v ot < 5L oo +5 o
’ S f 2 2
Dai, e de (3.63), resulta
1d 9 ) 2 )
- _ = < (K120
a0 OF + (mo— ) luatf < (54 ) o)
Escolhe-se € > 0 tal que my — 5§ > 0. Ou seja, 0 < & < 2myg. Assim,
1d
S WO < Kolw(t), (3.64)

2

s
onde Ky = K + 2— Integrando (3.64) de 0 até t, resulta:
£

1 ! 1
510OF < Ko [ fu(s)Pds + w0,
0
Aplicando o Lema de Gronwall, tem-se
1 2 ' 2 1 2 _ 1 2 KoT
§|w(t)\ < Koy [ |w(s)|ds+ 5]w(0)| < ilw(O)\ e parat € [0,T].
0
Ou seja, [w(t)|*> < |w(0)[?eXoT = 0. Daf resulta,

lw(t)|*> <0 para todo t €]0, T

Mas |w(t)|*> > 0, portanto, w(t) = 0, quase sempre em [0,7T], para T' > 0 arbitrario.

Como,
w(t) =wu(t) —v(t) em [0,7] e w(t)=0.

Conclui-se que u(t) —v(t) =0 = u(t) =v(t) em [0,7].
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Capitulo 4
Aspectos Numéricos

Neste capitulo sera desenvolvido o estudo numérico do problema (3.1) por meio dos
Métodos de Elementos Finitos na variavel espacial e Diferencas Finitas na variavel tem-

poral.

4.1 Formulacao Variacional

No problema (3.1) a equagao ¢ homogénea, isto é, o segundo membro ¢ uma fungao
g = 0. Por conveniéncia numérica sera considerada g uma func¢ao suficientemente regular

nao identicamente nula, a saber

w (z,t) — M (/0 u(zx,t) dx) Uge (T, 1) + f(u(z,t)) = g(z,t) em |0, L[x]0, T
u(0,t) =u(L,t) =0 para t>0, (4.1)

u(z,0) =wuo(z) em ]0,L][

Multiplicando (4.1); por v e integrando de 0 a L, obtém-se a formulagao variacional

dada por

(ut(t), v) +M ( /0 ’ u(t) d:c) (ux(t), vx) + ( Flu(®)), v) - (g(t), U) (4.2)

para todo v € H}(0, L), onde (-, -) representa o produto interno de L?(0, L).
De fato, ao se multiplicar a equacao (4.1); por uma fungao regular ¢ : @ — R tal

que ¢(-,t) =0 em x =0 e x = L e integrando-se sobre @ =|0, L[x]0, T, resulta
L
/ gz, £) — M ( / (1) dx) (1) + Flu(a, 1) — gla )] b(x, t) da dt = 0.
Q 0
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Em particular, assumindo-se ¢(z,t) = v(2)0(t) com v € H}(0,L) e § € D(0,T),

obtém-se:

/OT { /OL () — M ( /OL u(t) dm) ta(1) + f(u(t)) = glz.1)|v dx} o(t) dt = 0.

Integrando por partes a segunda parcela e como v € H} (0, L), resulta

- /OL[um(t)v] de = —vux(t)’ij/OL Uy (t)v, dr = /OL Uy (), dz.

Substituindo esta identidade na precedente, tem-se

/OT |:/0L[Ut(t)v + M (/OL u(t) dm) Uy ()vg 4+ f(u(t))v — g(t)v)] dq:] o(t) dt = 0.

Pode-se entao escrever
/OT [(Ut(t),v) + M (/OL u(t)d:p) (ug(t),ve) + (f(u(t)),v) — (g(t),v):| a(1) dt =0, (4.3)

para todo 6 € D(0,T) e v € H}(0, L).
Sendo esta equagao vélida para todo # € D(0,T) e para todo v € H}(0, L), deduz-se
que (4.3), verificada no sentido de D'(0,T") e portanto

(ur(t), v) + M (/0 U(t)dx) (ua(t), v2) + (f (u(t)), v) = (9(t), v)

4.2 Meétodo de Faedo Galerkin

Denota-se por (¢;)iey uma base hilbertiana de Hj(0, L) formada pelas fungoes de
interpolacao definidas, neste caso, pelas splines cubicas. Seja V™ = [p1, ¢, ..., @], um
subespago gerado pelos m primeiros vetores da base (p;)ien. O Problema aproximado

associado a (4.1) consiste em encontrar solugoes

m

up(z,t) = u™(x,t) = Zdi(t)%(:c) em V™, (4.4)

i=1

onde d;(t) sao incognitas a serem determinadas, isto é, os nos sao pontos discretos do
intervalo [0, L]. Tomando m — 1 divisdes em [0, L] define-se h = h; = x;11 — x; para
i=1,...,m,com h=L/(m—1).
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4.3 Problema Aproximado

O problema aproximado associado a (3.1) é definido pela formulagao variacional (4.2)

restrito a V™. Ou seja,

(u’h,v)—l—]\/[(/oLuh(t) dx) (%,vx)+<f(uh),v>:(g(t),v> em Q,

up(0, t) = up(L, t) =0 para todo t >0, (4.5)

up(x, 0) = upo(z) em (0, L).

Tomando em particular v = ¢; em (4.5) tem-se:

o 01 ([ oty @) (P2 0.) + (£(ul0) ) = (00.5). (09

Usando a defini¢ao de uj, em (4.4) na equagao (4.6) para cada termo, tem-se:

L m m L
o (up,p;) = / Zdé(t)ij dx:zdé(t)/ pip; dr
i=1 0

Zd’ (pi,p;) ,paratodoj=1,...m

(4.7)

= M(d(t) ) di(t) ( (i), (soj)x),

i=1

para todo j =1, .. mondeM (/ Zd i d )

o (flun(t),p;) = /0 f(Zdi(t)%)@j dx, paratodo j=1,...,m. (4.9)

Substituindo (4.7)-(4.9) em (4.6), obtém-se:

m

Zd’ (puries) + M(d(0) 3 di(t) (20, (2 ) +

i=1

< (Z i SO%) v%) = (g(t),¢;), para todo j =1,...m

(4.10)
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Dai, define-se as matrizes:

A=ay = /OL pip; dr = (i, p5); B =by = /OL(%)x(%)z dr = ((%‘)x , (SOj)a:);

C(un(t)) = ¢ :/0 f (Z di(ﬂ%’) pj dr = <f (Z di@)%) 7903') :

Note que A e B sdo matrizes quadradas de ordem m e C'(u,(t)) € uma matriz m x 1.
Assim, obtém-se de (4.10) o seguinte sistema nao linear de equagoes diferenciais ordinérias

na variavel temporal ¢:

Ad'(t) + M (d(t)) Bd(t) + C(un(t)) = G(2)
(4.11)

t
onde d(t) = [di(t), ..., (dn(t)]" é o vetor incognita e G(t) = (g(t),apj) ¢ um vetor de
ordem m X 1 denominado vetor forca global.

O sistema de equagoes diferenciais ordinarias (4.11) sera resolvido pelo Método das

Diferencas Finitas.

4.4 Método de Elementos Finitos

O método de elementos finitos consiste em introduzir fun¢oes bases com suporte pe-
queno, localizado nos pontos nodais dos elementos. Neste caso, o objetivo é fazer com
que as matrizes dos coeficientes do sistema (4.11) sejam matrizes especiais com muitos
elementos nulos obedecendo uma certa ordem. Matrizes deste tipo sao denominadas ma-
trizes esparsas e o sistema resultante, em geral é bem condicionado. Outra caracteristica
importante é que as matrizes A e B sao simétricas, o que facilita a determinacao e solugao

do sistema de equagoes.

4.4.1 Funcao de Interpolacao

No ajustamento e interpolacao de fungoes, a aproximacgao por polindmios ou fungoes
trigonométricas é muito conveniente, ja que possuem a propriedade de fungao analitica,
que torna possivel calcular as derivadas de qualquer ordem.

As fungoes splines sao polindémios de grau k£ com continuidade da derivada de ordem
k — 1 nos noés comuns entre segmentos. Uma spline ciibica, é uma func¢ao polinomial

continua por partes, onde cada parte ¢ um polindmio de grau menor ou igual a 3 no
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intervalo [x;, z;41] com ¢ variando em {1, 2,3, ..., m—1}, com primeira e segunda derivadas
continuas. Assim, as curvas nao tém picos e nem trocam abruptamente de curvatura nos
nos.

Para o célculo das matrizes globais, as fungoes base ¢; do subespaco V™ do espago
H}(0, L) serao, nesse problema, polinomios ciibicos por partes, também conhecidos como

B-spline, definidos, para i = 1,2, ..., m, por:

3

( % se T € [Ti—g, ®i1;
;1+ 3(x ;hxzw) n 3( ;}?1)2 3= :lhii)zl)g se x € [mi_1,y);
Bi(z) = %l N 3(xi-21h_ ) n 3(x221h2— x)* S(xizlhs— x)? se x € [1i, Tip);
% se T € [Tip1, Tiyal;
0 se x¢[zio,xia

\

Assume-se que os pontos discretos do intervalo [0,L] estdo igualmente espagados, ou
seja, tem-se uma malha uniforme de comprimento h = x;,1 —z;, comz; =0 e x,, =L

para todo ¢ = 1,2, ...m. cuja derivada :

( 3(x — x;_9)°
4h3
3 B—re) w—wea)t

4h 2h2 4h3
_ 3 3(xipr—1x) 9wy — x)?
gz =) Tah ( ;;112 ., X +41h3 L z € [z, Tia;
 3(wiyg — @)
4h3

se T € [T, i);

s T € [Tiy1, Tigal;

0 se =z ¢ [Il‘_g, IH_Q].

Mostrar-se que B;(x) de fato é uma base para os splines ctibicos, ou seja, toda spline
cubica pode ser escrita como combinacao linear das B-splines. Nota-se que para as fungoes
By, B,, B,_1 e B,, precisa-se introduzir os pontos nodais auxiliares:
T_ 9, T_1 € Tymi1, Tmao que dependem dos valores na fronteira. Considera-se o intervalo
(0, L) com x1 =0 e x,, = L com os valores de fronteira nulos. As fung¢oes Bs, ..., B, 2

se anulam nas fronteiras de cada intervalo que as definem, mas as funcoes By, By, B,,_1
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e B,, nao satisfazem. Com esse objetivo, considere:

wi(r) = Bi(z), i=3,..,m—2,
p1(x) = Bi(z) — 4Bo(x), p2(x) = Ba(x) — Bo(x), (4.12)
90m71($) = Bmfl<x> - Berl(x)? @m(m) = Bm(*r) - 4Bm+1(x)'

Tem-se que B;(z;) = 1 e Bij(x;1) = Bi(z;41) = 1/4, entao é facil de verificar que
©1(0) = ¢2(0) = @m-1(L) = pm(L) = 0 e portanto satisfazem os valores de fronteira.
Contudo o conjunto formado por [p1, P2, ... o] € L.D., com

m—1

p1(z) = Z di(t)pi(),

~

De fato, pelas condigoes de fronteira tem-se,

;

up(r1,0) = d}p1(21) + d3pa(z1) = 0
up(72,0) = dYp1(x2) + dpa(x2) + dips(a2)
§ un(z;,0) =d}_ypi1(x) + d)pi(x;) + Ay o (25)

Un(Tm-1,0) = dpy_oPm—2(Tm-1) + dpy_19m-1(Tm-1) + Ay om(Tm—1)
up (T, 0) = dy,_ 1 Pm-1(Tm) + () = 0

\

Dai, de (4.12), obtém-se o sistema

;

d-04+d-0=0
1 1

1 1

1 1
ngn—Q + dgn—l + _d(r)n = up(Tpm-1,0)
do - 0+d-0=0

\

representado na forma matricial
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(000 0 0 ol @1 [ o ]
S S S R dy uno(22)
01 1 1 9
d? = upo(x;)
0 + 1 3§ 0
o L+ 11 .y o (Tm—1)
0 .. ....0 0 0] [d ] [ 0O ]

O sistema acima possui infinitas soluc¢oes o que implica que conjunto formado por
(01, @2, ... om] € L.D. , e portanto, V™ é o subespago gerado por V™ = [pa, ©3, ... Om—1].
Dessa forma a solugao aproximada ¢ um polinémio ctubico com up(0) = u,(L) = 0, dado

por :
m—1

up(x,t) = Z d;(t)pi(x) com p; € V™,

1=

As funcgoes B; podem ser representadas geometricamente como mostrado na figura.

1
1!

Pl
: : : : : 4
L J L J L J L J

XTi—2 Ti—1 Ti-1 x; x; Tiv1 Ti41 Tit2

Figura 4.1: Funcao base local: spline ctbico

4.4.2 Calculo das Matrizes

Utilizando a base spline ctbica, definida anteriormente, pode-se explicitar numerica-
mente cada elemento a;; das matrizes globais A e B. Estas matrizes sao heptagonais,
uma vez que um spline cibico se anula fora do intervalo [z;_o, x;12]. Assim pode-se cal-

cular genericamente todos os elementos a;; com |i — j| < 3 e a;; = 0 para |i — j| > 3.
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Para os elementos a;; de fronteira, isto ¢, elementos com ¢,7 < 3 ou ¢,j > m — 2 faz-se

os ajustes na fronteira utilizando as definigoes em (4.12) .

Calculando os elementos da matriz A:

L L
i :/0 ©iP; dx:/o ;i dx.

A matriz A = (aij) é simétrica, 10g0 Aii+1 = Qi1 Qii42 = Q424 € Q43 = Aj434- Assim

para todo ¢ = 3,...,m — 2, tem-se:

e Para o elemento a;;

L L Tit2
Qg :/ pip; dx :/ gp? dx :/ <p? dx
0 0 Xi_o

i—

Ti_1 T Tit1 Ti4-2
:/ w?daz—i—/ gofdx—i—/ go?dx—i—/ ©? dr
Ti_2 Ti_1 T Tit1

K3

h 297h  297h h - 151h

=112 T 560 T h60 112 140

e Para o elemento a; ;41

L Ti42
Qji+1 = Qi1 Z/ ©iPiy1dT Z/ Yipit1 dx
0

Ti—1

g Ti41 Tit2
= / PiPiy1 d —i—/ Oipip1 d +/ ©ipit1 dr
xT 1 X

i— [ Ti+1

129h n 933h . 129h  1191h
2240 2240 2240 2240 °

e Para o elemento a; ;42

L Tiyo
Qiiyo = Qip2; = / Pipiya dr = / PiPiya dr
0 T;

Tit1 Ti42
= / Pipitra dv +/ Oipir2 dv

Tit1

3h +3h _3h
112 112 56
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e Para o elemento a; ;43

L Ti42
Qi it3 = Qg3 = / ©ipits dr = / ©iPits dx
0

Tit1
h

2240

Os elementos da matriz A proximos da fronteira, isto é, os elementos proximos de x; = 0

e x,, = L, com auxilio de (4.12), sao calculados da seguinte forma:

e Para o elemento aq;

L L T2 3
a1 :/ pro1de :/ vt du =/ vt dz +/ ¢t do
0 0 1 x2

1Th b 31k

=% T12” 10

e Para o elemento a9

L T2 x3
a1z = ag :/ P12 dr:/ P12 dx+/ P12 da
0

1 2

23h N 129h  T73h
80 2240  2240°

e Para o elemento a3

L x2 3
a3 =az = P13 dr = / P13 dx +/ P13 dx
0 x1 x2
B h i 3h B 29h
40 112 560°

e Para o elemento ags

L To xs3 x4
Ugo = / 0oy dr = / @5 d +/ @5 d +/ @5 dx
0 T ) x3

17h  297h h 41h

35 260 112 40 °
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e Para o elemento ass

1 2

L x9 xs3 T4
Qo3 = Q32 = / Vo3 dr = / a3 dx +/ Patp3 dx +/ a3 dx
0

T3
_ 2h N 993h, N 129h  17h
35 2240 0 2240 32

e Para o elemento a,,—1 -1

L L
Am—1,m—1 Z/ Pm-1Pm-1 dx :/ 903n—1 dx
0 0

Tm—2 Tm—1 Tm
— [ [T e [

m—3 Tm—2 Tm—1

h 297h  17h  41h

112 T 560 T35 40

e Para o elemento a,, »,

L Tm—1 Tm
A, :/ OmPmdr :/ gp?n dm+/ gofn dx
0

Tm—2 Tm—1

_h17h 31k

112 780 140

e Para o elemento a,, ;,—1

L Tm—1 Tm
-1 = Am—1,m =/ OmPm—1 dx =/ OmPm—1 dx +/ OmPm—1 dx
0

Tm—2 Tm—1

1295, N 23h _ T73h
© 2240 80 2240°

e Para o elemento a,, ,,—2

L Tm—1 ITm
Umm—2 = Qm—2m = / OmPm—2 dr = / OmPm—2 dr + / OmPm—2 AT
0

Tm—2 Tm—1

3h h 29

112710 " 560°
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e Para o elemento a,,—1 m—2

L
Um—-1,m—2 = dm—2m—-1 = / Pm—1Pm—2 dx
0

Tm—2 Tm—1
= / Pm—1Pm—2 dx +/ Pm—-1Pm—2 dl’""

Tm—3 Tm—2

Tm
+/ Cm—1Pm—2 dx
Tm—1

120h 993k  2h  17h
T 9240 T 2240 35 32
A forma matricial de A,,«., é dada por:
- 31h  T73h 29h h 0 0 ]
140 2240 560 2240
773h  41h  17h 3h h
2240 40 32 56 2240
20n  17h 151k 1191h
560 32 140 2240
h 3h  1191h | _ 3h h
A 2240 56 2240 h 56 2240
h . : 151h 1191k  3h h
2240 140 2240 56 2240
0 o b . 191h 151h 1Th 29h
2240 2240 140 32 560
3h 17h 41k T73h
56 32 140 2240
0 0 h 20h 773k 31h
! 2240 560 2240 140 4

Calculando os elementos da matriz B:

bi; = /OL(%)I(%)zdl' = /OL (), (i), dz.

Analogamente a matriz A , a matriz B = (b;;) é simétrica , ou seja, b;;

Assim para todo ¢ = 3...m — 2, tem-se:
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e Para o elemento b;;

L L ) Ti42 9
b =:/"<¢»Iwyudx=:/°<wnx¢z:u/ (i) da
0 0 Ti—2

Tio1 T; Tit1 Ti42
= / (%)i dx + / (%)i dx + / (%)i dx + / (%)i dx
Ti-2 Ti—1 x; Tit1

_9+51+51+9_3
- 80h  80h  80h  80h  2h’

e Para o elemento b; ;11

L $2+2
biit1 = biy1, —/ (0i)y (Piv1), / 2 (@it1), dx
0

x; x,+1 Ti+2
=/ (1), (pis1) w+/ 9mom%/'(MA%MAw

Ti+1

2187 B
"~ 160h 160h 160h 32h'

e Para o elemento b; ;19

L Tit2
biiva = biy2; = / (%‘)x (%’+2)x (z)dx = / (%‘)x (90i+2)x dx
0 x

Tit1 Ti+2
= / (i), (Piy2), dx + / (i), (@it2), dx

e Para o elemento b; ;43

L Ti42
biivs = bitz; = / (%)x (90i+3)m dr = / (%’)x (90¢+3)m dx
0

Tit1

3
160

Para o calculo dos elementos b;; proximos da fronteira procede-se de modo analogo ao

efetuado com os elementos da matriz A. Deste modo tem-se:
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e Para o elemento by

L T2 3
= [fde= [ [
0

Tl T2

111 9 3

=son Tson " o

e Para o elemento by

a=tn = [ o Geatr= [ o0, oot [ (o0, (o), o

Tl T2

27 N 21 129
40h ~ 160h  160h°

e Para o elemento b3

o=t = [ (o0 Geatr= [ o, (eo s [ (o, (o), o

1 2

3 9 3

20h  40h 8K’

e Para o elemento by

L X9 T3 T4
b = [ tdr= [ fars [Ceiar s [Tz
0

X1 T2 T3

B 6+51 N 9 39
"~ 5h  80h  80h  20h°

e Para o elemento bys

L
baz = b3a :/ (902)1(903)336155
0

= /m(%)x(@s)zdx + /xS(QOQ)x((P;),)de} + /u(%)z(%)xdx

1 z2 z3

3 87 21 21

= 20h  160h T 160h _ son

e Para o elemento b,,_1 ;1

L Tm—2 Tm—1 Tm

2

b1 = / (Pm1)? = / (om1)? + / (om1)? + / (P )?
0 Tm—3 Tm—2 Tm—1

9 o1 6 39

=30 Tson T5n T 20n
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e Para o elemento by, ,,

L Tom—1 Tm
b = / ()2 da = / ()2 d + / ()2 de
0

Tm—2 Tm—1

9 111 3

=Son Tson o

e Para o elemento by, ,,—1

L
bm,m—l - bm—l,m - / (gOm>1, ((pm—l)$dl‘
0

= [ . om e+ [ (o, o

Tm—2 Tm—1

21 N 27 129
160h  40h  160h°

e Para o elemento by, 2

L
bmfl,m72 - bm72,m71 :/ (@mfl)x(gpmfZ)xdx
0

= / xmﬁ(som—l)x(som—z)xdfrﬂL / xmil(sam—l)m(som—z)xdx

Tm—3 Tm—2

‘l’/ (Om-1)z(Pm—2)dr
Tym—1

21 87 3 21

= 160n 160k T 20h — SOR
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A forma matricial de B,,yx,, € dada por:

3 120 3 3 . .
oh  160h 20h  160h
129 39 21 9 3
160h  20h 80k  20h  160h
3 21 3 9
“8h 80h  2h 32k
399 . S R B
s_ | 160 20h 32h 20h  160h
. _3 . 3 9 9 3
160h 2h 32h  20h  160h
3 . 9 3 21 3
0 O “Teon T3k 2 sn 20m
9 21 39 129
" 20h 80k 20h  160h
3 3129 3
0 O “i6on “sh ion  oh

4.5 Calculo do termo nao linear C'(uy(t)):

Para o célculo do termo néo linear C(uy(t)), aproxima-se f(uy) utilizando o ponto
médio de cada elemento no tempo t = t,. Deste modo para cada intervalo [z;,x;11] a

seguinte aproximagcao esta sendo considerada para qualquer varavel espacial x:
Zj+1

[ (Gt ) + fatas, ), do

z;

(ﬂw@¢»+fwmﬁbm)/ o d.

Ty

N —

L”“fmwwwm -

J

DN | —

Assim, tem-se a matriz C'(u(z;,t)) = C;(t), onde cada elemento de ¢;(t) é dada por:
| It
cj(t) = ¢ =3 > (@) + flu(zi)), ;)

i=j—2

Deste modo, para todo j = 3...m — 2, tem-se:
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e Para o elemento ¢;

/fuh%

I
= Bl o=
N

=

Tj42
[ e i
Tj—2

(f(U(mj—z)) + f(u(l'j—l))> /:H o; dz +

[NSRIE

(f(uta;

&
Q

) ) [ pda

DO | —

(Flata) + Flatare) [y de+

N | —

Tj+2

fluas) + Flalepa)) [ g da

Zj+1

N

flu(aj-2)) + flules1)) + 55 (Flula;) + Flue) +

Para os elementos préximos da fronteira, tem-se:

e Para o elemento ¢

L
c1 :/o fup)pr dx

- %(f(ucc )+ fuw) [~ dos

3 (7o) + s(utes)) [

= (1 ulon) + S (0ten) + 55 (slutes) + Satea)
=[Sty + Zﬂu(m) g lule)]
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e Para o elemento ¢y

& = /0 " fwe dr = 5 (Futen) + F(utea)) ) / 2 do+
3 () + 1 (utw) [ o o
3 (Flulw) + F(ute))) [ o da
= 2 () + () + S (Flate) + () )+
oo (Futa) + F(u(e))
= |3l + 5 luten) + S flulea) + g Flutea)]

e Para o elemento ¢,,_1

L
Cm—1 :/ f(uh)SOm—l dr =
0
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e Para o elemento ¢,,

L 1
:/0 flup)pm de =

3
%(f(u(a:ml)) +f(u(:cm))>/ : O dT
h
= = (F(u(@n-2)) + f (ulwn-1) )+
Th
3—2<f( W) + f(ulz )))
h
— |33 )+ i) + g flutn)]
Pode-se representar C(t) como um produto de matrizes dada por:
CTh bk 1 ]
2 o1 o= 0o 0 Fu())
sho2th 3h b . .
32 32 8 32 fu(zz))
h 3h 11h
32 8 16 8
c=1 o 3% S Flu(z)
h 11h 3 h
L R T W
3h 21h 5k f (1))
8 32 16
h h Th flu(zm))
| ° "1 om ] '

4.6 Meétodo das Diferencas Finitas

Neste sess@o sera desenvolvido o estudo numérico do problema misto (4.1) por meio

do Metodo de Diferengas Finitas na variavel temporal.

Considere d € C"*1(0,T), onde d(t) é o vetor incognita definido em (4.4). Do teorema

de Taylor pode-se expandir a fung¢ao d(t) da seguinte forma:

(@
2!

(AL)°

d(t + At) = d(t) + Atd'(t) + d"(t) + 3 —2d"(t) +
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Despreza-se os termos de poténcia maior ou iguais a 2 de At em (4.13). Entao a aproxi-

macao para primeira derivada é dada por

2 = d+ AAti —d(t) "

A aproximacgao acima é conhecida como sendo uma Diferenga Adiantada e possui erro de

aproximacao de ordem O(At).

4.6.1 Notacao

Supde-se d(t) uma fungdo da variavel independente ¢ € [0,7] e com a seguinte dis-
cretizagao uniforme: 0 =ty <t; <ty < .. <ty =T,sendoh =x; 1 —x;e At =1, 1—1t,
que s@o denominados passos. Assim, At = T'/N e cada elemento discreto obtém-se da

seguinte maneira:
t,=nAt, n=0,1,2,...,N.
Denota-se a fungao d(t) nos pontos discretos (t,) da seguinte forma:
d(t,) = d(nAt) = d".

Dai, a diferenga adiantada (4.14) no tempo discreto t,, é reescrita por
od dvtt —dn
<E)t:tn = <T) com erro  O(At). (4.15)

4.6.2 Familia de Métodos

Considere a aproximagao (4.15) para d'(t) e para os termos G(t) e d(t) que dependem
de t e ndao envolvem derivadas considere a média ponderada para o tempo discreto "+,

Isto é,
d(t) =d(t,) = d" onde A0 = g4t (1—6)d" e

G(t) = G(t,) = G" onde G"" =0G"*! + (1 - 0)G".

Fazendo as substituigdes no sistema (4.11) obtém-se

At
d(0)=d’ com n=0,1,2,..N

n+1 _ Jn
A (u) + M"B(0d™ + (1 — 6)d™) + C" = 0G™* + (1 — 6)G"
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Multiplicando-se por At e arrumando algebricamente de forma conveniente, obtém-se a

familia de métodos,

(A+0AtM"B)d"t! = (A — (1 —0)AtM"B)d™ + At (§G" ! + (1 — §)G™) — AtC™
(4.16)
d(0)=d” com n=0,1,2,..N

Em particular tem-se:
(i) Se @ =0 obtém-se o Método de Euler Progressivo;
1
(ii) Se 0 = 5 obtém-se o Método de Crank-Nicolson;

(iii) Se @ =1 obtém-se o Método de Euler Regressivo.

Nesse trabalho, sera utilizado o Método de Crank-Nicolson porque é o método que
possui melhor ordem de convergéncia, O(At?), e apresentou bons resultados nas simula-

¢Oes numéricas. Assim, substituindo o 6 por 1/2 em (4.16) obtém-se:

(A + gM”B) dntt = (A — gM”B) dm + % (G +G") — At (C™)

2 2 (4.17)
d0)=d* com n=0,1,2,...N
Para iniciar o método toma-se n = 0 em (4.17), isto é
A At At
(A + —tM°B> d' = (A - —MOB) "+ = (G'+G°) — At (C")
2 2 2 (4.18)

d(0)=d’ com n=0,1,2,..N.

As matrizes A, B e C sao conhecidas enquanto o passo de tempo At é dado. Mas é
necessario conhecer o vetor d° = (d%,d9,...d%,_,,d°). A partir da solugao inicial, que

também é conhecida, isto é, uy(z,0) = upg, para todo = € [0, L], tem-se que

n=>0
d(t,) = d(nt,) =d"
d(to) = d(0) = d°

De (4.4) pode-se escrever
un(,0) =y dipi(x) (4.19)
De (4.19), observando a definigdo de ¢; em (4.12) tem-se:

up(w;,0) = di_ypi(x;) + d) o) + dYy i)

1 1
:Zd§71+d§’+1d§’+1 para ©=2,..,m— 1.
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De onde obtém-se
( 1

1

1 1
Z_ld?_l _'_ d? + Zd?_;’_]_ - /U/h<xi, O)

1
—do = Uh(xm—h 0)

1
10me + Ay + 7,

!

Fixando-se a solugao para qual d) = d2, = 0, em particular e representando-se o sistema

em sua forma matricial, obtém-se

1 zlx 0 : : d3 ez
1 1
rE S Y
d? = Uho(.ilﬁi)
1 1
0 3 1 3
I 0 1 1 | L dy, | | uno(Tm-1) |
Este sistema pode ser representado da forma Ad® = b, com d° = (d9,...,d° )
eb = (u(zy),...,u(xm_y))". A éuma matriz nio singular, e portanto, para conhecer

o vetor d® = (d3, ...,d°,_,)", e consequentemente o vetor d° = (0,d,...,d° ,,0)", basta
determinar a solucao para o sistema acima.

Uma vez conhecido o vetor inicial d° = (0, d3, ...,d°,_,,0)! e a solugao inicial up(z, 0),
determina-se d" = (df,d3, ...,d") resolvendo o sistema (4.17) para cada n , obtendo-se

entdo a solugao aproximada de (4.5) dada por uy(z;,t,) resolvendo o sistema

up(zitn) = di i) + difpi(i) + dify i)

1 1
= Zd?,l +d + Zd?ﬂ para i =1,...,m.

para todon =0,1,2,..., N.
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Capitulo 5
Simulacoes Numéricas

Neste capitulo serd mostrado algumas simulagoes numéricas com objetivo de analisar
o comportamento da solugao aproximada do sistema 4.5 associado ao sistema homogéneo
4.1.

Para analisar a viabilidade do método quanto a precisao da solu¢ao aproximada serao
construidos diversos problemas cuja solucao é conhecida para o modelo nao homogéneo
com forga g conhecida. Apos os calculos dessas solugoes e a constatacao que a solugao
aproximada esté sendo obtida corretamente, através de andlise de tabelas, retorna-se ao
problema original com a for¢a g nula.

Por hipdtese do teorema de existéncia 3.1 as fungoes f(u) e M ( fOL U d:)j) devem ser
lipschitziana no intervalo (0, L). Nas simula¢oes numeéricas, dividas em duas etapas, serao
utilizados L = 1 e T' = 1, o que significa dizer que z e ¢ serdo tomados no intervalo (0, 1).

Primeiro, depois de mostrar-se que a fungao f(u) = u? ¢é lipschitziana para |u| <1 e
a funcdo f(u) = sen(u) ¢ lipschitziana para todo u € R, serdo feitas simulagoes para a
equagao u; — Uz, + f(u) = g, fazendo-se M (fol u dx) =1, f(u) = ud e f(u) = sen(u).
Apo6s analise de comportamento da solucao aproximada obtida em relacao a solugao

conhecida, sera exibido o caso homogéneo, isto ¢, caso onde g = 0. Como contra-exemplo
1

(u—1/4)

para o caso homogéneo desta etapa sera utilizada a funcao f(u) = que nao é
lipschitziana no intervalo (0, 1).

Na segunda etapa, utilizando as mesmas func¢oes f(u) e condigbes iniciais da etapa
anterior, a equagao a ser considerada para as simulagoes numéricas sera dada  por
uy — M (fol u dx) Uz + f(u) = g, onde em particular, toma-se M <f01 u d:v) — elfowdz),
Posteriormente, como na etapa anterior, sera exibido o caso homogéneo.

A solugao exata serd denotada por u e as solugoes aproximadas serao denotadas por
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uy € Uy, na primeira e segunda etapa respectivamente.

Na construcao das tabelas de erro, primeiro, fixa-se os passos de tempo At = 0.01
e At = 0.001 respectivamente, e faz-se variar o espagamento h = 1/(m — 1), para
m = 11,21,51,101,501 e 1001, onde m é o numero de nés no intervalo [0,1]. Os
valores correspondentes de h para os m numeros de nés dados, sao respectivamente
h = 0,1;0,05;0,02;0,01;0,002; e 0,001. Em seguida, de modo analogo, constroi-se
tabelas fixando-se o espacamento h e fazendo-se variar os At passos de tempo.

O erro na norma discretizada de L>(0,T’; L*(0, L)) ¢ denotado e definido por

Eo =t |luin — ' llzmi2200,0)) = sup ess |u;(tn) — u" ()] 20,1
tn €[0,T]
L 1/2
= sup ess (/ |u(zi, tn) —um(xi,tn)@dx) :
tn€[0,T] 0
para todo i = 1,...,m e n =1,...,N, onde u™(x;,t,) é a solugao aproximada do

problema (4.1).

5.1 Problema u; — u,, + f(u) =g

. . . . 1 . P
Neste primeiro problema considera-se em particular M ( fo u dac) = 1, e assim seré

investigado a solucao do sistema

g (2,1) — Uy (x,8) + fu(z,t)) = g(x,t) em Q,
u(0,t) =u(l,t) =0 para t€ (0,1) (5.1)
u(z,0) =wuo(z) em ]0,1],

onde u : @ =]0,1[x]0, 1[— R.

5.1.1 Exemplo 1

Para esse problema particular (5.1) considera-se, neste exemplo, f(u) = u® para

x €[0,1] e t € [0,1] e entdo substituindo no sistema (5.1), o sistema a ser resolvido sera

Uy (1,1) — Ugy (7,1) + 0’ (2,1) = g(2,t) em Q,
u(0,t) =u(l,t) =0 para t € (0,1) (5.2)
u(z,0) =wug(z) em ]0,1]

onde u : @ =|0,1[x]0, 1[— R.
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Problema nao homogéneo

Seja a solugao exata u(z,t) construida para (5.2), dada por
u(z,t) = sen(mz)e"™"

com condicao inicial u(x,0) = sen(mzx) e valores de fronteira u(0,t) = u(1,t) = 0. Subs-

tituindo convenientemente a solugao exata na equagao (5.2); obtém-se a forga externa
_ (77r2t) 3
g(z,t) = (sen(rz) e )"

Note que , para a u(z,t) escolhida, |u(x,t)| < 1e f(u) = u? é lipschitziana para x € [0, 1]
e para todo t € [0, 1].
De fato, tem-se que

|sen(mx)| < 1 para todo x € R

—n2t .
e como e "' é decrescente tem-se que

e < e = 1.

Dai tem-se
lu(z, t)| = |sen(xz)| [eC7 D] < 1.
Considere agora u(x,t) = u; e u(x,t) = uy onde z € (0,1) e t € (0,1). Deste modo

tem-se

lu? —u3] = [(ur —ug)(ui + uy - ug +u3)| = [(ur — ug)| - |(uf 4+ uy - up + u3)|
|- (

(ug — ug)| - (2u? + 2u) < Cl(uy — us)|,

onde C' = 2u? + 2u3. Conclui-se entao que

[ (ur) = fug)] < Cl(ur = ug)l.

e portanto f(u) = u?® ¢ lipschitziana para z € [0, 1] e para todo ¢ € [0, 1].

As solugoes exata u e aproximada uy, estao representadas em escala logaritmica, para
melhor visualizar o erro, nas figuras: Fig 1 e Fig. 2. Sendo z = 0.5 fixo e h = 0.1.
Na Fig. 1 foram realizados 20 iteragoes no sistema com At = 0.05 e na Fig. 2, foram

realizados 50 iteragdes com At = 0.02 | para t € [0, 1].
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Fig. 1 - Solucao Exata u(0.5,t) e Solugao Aproximada uy(0.5,t), com At = 0.05.
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Fig. 2 - Solugao Exata u(0.5,¢), Solu¢do Aproximada up(0.5,t) com At = 0.02.

Nota-se que as solugoes exata u e aproximada wu; estao bem préximas, e portanto, grafi-
camente fica evidente a eficiéncia do método numérico utilizado. Entao a solucao do

problema (5.2) esta sendo calculada de maneira satisfatoria.
Convergéncia Numérica.

Analisa-se agora o comportamento do erro da solu¢ao aproximada wuy, para problema (5.2)

com a condigdo inicial u(z,0) = sen(wx) e a forga externa g(z,t) = (sen(wm)e(’”%))?’,
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sendo At = 0.01 e At = 0.001, respectivamente.

At h | Ere1;2(0,L)) At h | Ere©mr;2(0,L))
0.01 | 0.1 | 4.2122x 1073 0.001 | 0.1 | 4.3910 x 10~*
0.01 | 0.05 | 4.2561 x 103 0.001 | 0.05 | 4.3922 x 10~*
0.01 | 0.02 | 4.2701 x 1073 0.001 | 0.02 | 4.4053 x 10~*
0.01 | 0.01 | 4.2721 x 1073 0.001 | 0.01 | 4.4074 x 10~*
0.01 | 0.002 | 4.2728 x 1073 0.001 | 0.002 | 4.4081 x 10~*
0.01 | 0.001 | 4.2728 x 1073 0.001 | 0.001 | 4.4081 x 10~*

Observa-se que ao se fixar At passos no tempo e diminuir A nao implica necessariamente
na diminui¢ao do erro. Existe um ponto A* 6timo o erro é menor. Neste exemplo, o h*
6timo é tal que 0.05 < h* < 0.1.

Analogamente a tabela anterior, analisa-se o comportamento do erro da solugao

aproximada uy, para o problema (5.2), variando agora o At, sendo h = 0.01 e h = 0.001,

respectivamente.

h At | Epeor:22(0,0) h At | Eps(o,r;22(0,1))
0.01 | 0.1 | 3.0286 x 107* 0.001 | 0.1 | 3.0291 x 107!
0.01 | 0.05 | 3.1971 x 102 0.001 | 0.05 | 3.1978 x 102
0.01 | 0.02 | 8.2613 x 103 0.001 | 0.02 | 8.2625 x 1073
0.01 | 0.01 | 4.2721 x 1073 0.001 | 0.01 | 4.2728 x 1073
0.01 | 0.002 | 8.7854 x 10~ 0.001 | 0.002 | 8.7868 x 10~*
0.01 | 0.001 | 4.4074 x 10~4 0.001 | 0.001 | 4.4081 x 10~

Ao se fixar h e aumentar numero de iteragbes no mesmo intervalo de tempo, o erro
tornou-se cada vez menor.

As tabelas mostram que o Método Numérico empregado é eficiente e seguro para
se encontrar a solugao aproximada do problema (5.2), uma vez que os valores de erro
encontrados sao sufcientemente pequeno.

Sabe-se que [7] que a ordem de convergéncia do método de Crank-Nicolson para o
problema parabdélico linear ¢ O(At?) na norma L°°(0,T; L?(0, L)) e o raio de convergéncia
préoximo de 2.

Seja E; o erro na norma L*(0,L) e considere h = (5 x 2*1)~1. Entdo o raio de

In(Z)

Eit1

In(2)

convergéncia r é dado por r =

58



A tabela a seguir apresenta o raio de convergéncia da solugao aproximada do problema
(5.2) tomando At = h?2.

At h Er(o,r;22(0,)) | raio de Convergéncia

(1/10) | 1/10 | 4.2122 x 1073

(1/20)2 | 1/20 | 1.0922 x 103 1.94727
(1/40)2 | 1/40 | 2.7559 x 1074 1.98671
(1/80)% | 1/80 | 6.9061 x 10~° 1.99658
(1/160)% | 1/160 | 1.7275 x 1075 1.99913
(1/320)% | 1/320 | 4.3196 x 1076 1.99976
(1/640)% | 1/640 | 1.0800 x 1076 1.99986

Observa-se que, semelhante ao caso linear, o raio de convergéncia aproxima-se de 2, o

que comprova serem bons os resultados obtidos nesta simulacao.

Problema homogéneo

Os resultados apresentados no problema nao homogéneo comprovam a eficacia do
método e asseguram que a solugao do sistema (5.2) estd sendo calculada satisfatoria-
mente. Desta forma pode-se esperar que a solu¢ao obtida pelo método aplicado ao mesmo
problema com g = 0 seja também satisfatoria. Assim, determinar-se numericamente a
solugao uy, desconhecida do caso homogéneo e exibi-se o seu grafico.

A figura a seguir apresenta a solugdo aproximada u; do problema homogéneo do
sistema (5.2) para o qual foram realizadas 100 iteragdes no sistema, sendo a condi¢ao
inicial u(x,0) = sen(mzx) , os valores de fronteira u(0,t) = u(1,tf) = 0, com h = 0.1 ¢
At =0.01.
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Solugao Aproximada

oo
=N RN o

Fig. 3 - Solucdo Aproximada uy(x,t) para equacio u; — Uz + u® = 0.

O grafico a seguir apresenta o comportamento da solucao aproximada u; do problema
homogéneo para o sistema (5.2) nos tempos ¢ = 0.0, 0.05, 0.1 e 0.2, sendo utilizandos

At = 0.01 passos no tempo e h = 0.01.

1 . .

0.8

0.6

04 r

0.2 r

Fig. 4 - Solugdo Aproximada uy(x,t) para u; — tze +u = 0 ao longo do tempo.
Influéncia do Termo nao Linear f(u) = u?

Com objetivo de analisar a influéncia do termo nao linear u?, foram feitas simulacoes

para as equacoes linear u; — Uy, = 0 e nao linear u; — ug, +u® = 0, ambas com a mesma
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condi¢ao inicial u(z,0) = sen(mz). Em cada caso, foram realizadas 100 iteragdes no

sistema, sendo A = 0.01 passos no tempo e h = 0.01.

0.7 . . .

Linear
0.6 t = 0.05NNao Lincar .
0.5 r i
04 B l = 1 T
s —
03 B // \\ —
0.2 | / =02 \ ]
0.1}, T -
/ g 0 \
0 -l | | | | —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 5 - Equacao linear u; — ugz, = 0 e nao linear uy — ugy + ud = 0.

Constata-se graficamente que, ao se incluir o termo f(u) = u?®, a solugdo aproximada

u € menor, ou seja, a solucao nao linear apresenta uma amplitude menor que a solucao

linear. O que é de se esperar, pois ©® funciona como amortecedor da onda.

5.1.2 Exemplo 2

Neste exemplo considera-se f(u) = sen(u) com z € [0,1] e ¢t € [0, 1] para o problema
particular (5.1). Assim, substitituindo f(u) = sen(u) em (5.1) o sistema a ser resolvido

U (x,1) — Ugy (2, 1) + sen(u(x,t)) = g(z,t) em Q,
u(0,t) =u(l,t) =0 para te (0,1) (5.3)
u(z,0) =wug(z) em ]0,1],

onde u : @ =|0,1[x]0, 1[— R.

Problema nao homogéneo

Seja a solugao exata u(z,t) construida para (5.3) dada por

2
u(z,t) = sen(mx)e = 7Y
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com condi¢ao inicial u(x,0) = sen(mzx) e valores de fronteira u(0,t) = wu(1l,t) = 0.

Substituindo-se a solucao exata na equagao (5.3);, obtém-se a forga externa

1
glo,t) = §7T286”(7W)€(_%7r2t) + sen <Sen(7m)e(_%”2t)> .

Tem-se que f(u) = sen(u) é lipschitziana para x € [0, 1] para todo ¢ € [0, 1]. De fato,
—1 < sen(u) <1 para todo u(zx,t) € R.

Em particular, para u(z,t) escolhida, tem-se 0 < wu(z,t) < 1 em () e neste caso
sen(u) < Cu, para algum C € (0,1). Tomando o médulo tem-se |sen(u)| < Clu|.

Como no exemplo anterior, as solugoes exatas e aproximadas estao respresentadas em
escala logaritmica nas figuras Fig. 6 e Fig. 7 para = = 0.5 fixo, sendo h = 0.1. Na Fig.6
utilizou-se 20 iteragoes no tempo, com At = 0.05, e Fig.7, 50 iteragdes com At = 0.02 ,

para t € [0, 1].
1 I ‘
— AprOleada
~~ Exata
0.1 ¢ |
\
\\
0.01 |
0.001 D
0.01 o 1
t

Fig. 6 - Solucao Exata u(0.5,t) e Solucao Aproximada up(0.5,%), com At = 0.05.
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Fig. 7 - Solucao Exata u(0.5,t) e Solucao Aproximada up(0.5,%), com At = 0.02.

Também neste exemplo, as solugoes aproximada uy e exata u estao bem proximas,

mostrando que a solugao do problema (5.3) esta sendo calculada de maneira satisfatoria.
Convergéncia Numérica.

Analisa-se o comportamento do erro da solugao aproximada para o problema (5.3) com
forga externa g(z,t) = %W2sen(7rx)e(’%”2t) + sen (sen(mz)e(’%“%)) e condi¢do inicial

u(z,0) = sen(mx), sendo At = 0.01 e At = 0.001 respectivamente.

At h Ereo1;2(0,1)) At h Erec0,1,02(0,1))
0.01| 0.1 | 29522x1073 0.001 | 0.1 | 2.9859 x 1073
0.01 | 0.05 | 5.7814 x 1073 0.001 | 0.05 | 1.8057 x 10~
0.01 | 0.02 | 6.4889 x 1073 0.001 | 0.02 | 5.1004 x 10~
0.01 | 0.01 | 6.5817 x 1073 0.001 | 0.01 | 5.9893 x 104
0.01 | 0.002 | 6.6103 x 1073 0.001 | 0.002 | 6.2636 x 104
0.01 | 0.001 | 6.6112 x 1073 0.001 | 0.001 | 6.2720 x 104

Observa-se, nas tabelas, que o ponto h* 6timo é tal que 0.02 < h* < 0.05 para At fixo.
Nas simulacoes feitas para este exemplo, o menor erro obtido foi 6,9119 x 107° para

At = 0.001 e h = 0.4545. De modo analogo, analisa-se o comportamento do erro da
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solugao aproximada uy, para o problema (5.3) com A = 0.01 e h = 0.001 , respectivamente.

h At | Ereo.1:02(0,1)) h At | Ereo.1;02(0,1))
0.01 0.1 1.2256 x 107! 0.001 0.1 1.2262 x 1071
0.01 | 0.05 | 4.6523 x 1072 0.001 | 0.05 | 4.6560 x 1072
0.01 | 0.02 | 1.4145 x 1072 0.001 | 0.02 | 1.4175 x 1072
0.01 | 0.01 | 6.5817 x 1073 0.001 | 0.01 | 6.6112 x 1073
0.01 | 0.002 | 1.2329 x 1073 0.001 | 0.002 | 1.2612 x 1073
0.01 | 0.001 | 6.6112 x 1073 0.001 | 0.001 | 6.2720 x 10~

Observando as tabelas de erro conclui-se que o Método Numeérico empregado é eficiente
para se encontrar a solugao aproximada do problema (5.3), uma vez que o valor do erro
encontrado mais uma vez é suficientemente pequeno.

Analisa-se agora o raio de convergéncia da solugao aproximada para o problema (5.3)

tomando At = hZ.

At h Ers(0,m;2(0,0)) | raio de Convergéncia

(1/10)* | 1/10 | 2.9522 x 1073

(1/20)2 | 1/20 | 7.8421 x 104 1.91250
(1/40)2 | 1/40 | 2.0594 x 104 1.92895
(1/80)* | 1/80 | 5.2915 x 107 1.96053
(1/160)2 1/160 | 1.3418 x 1075 1.97945
(1/320)% | 1/320 | 3.3789 x 107 1.98956
(1/640)2 | 1/640 | 8.4775 x 1077 1.99487

Observa-se, também para este exemplo, que o raio de convergéncia é préoximo de 2,

mostrando sao bons os resultados obtidos na simulagao.

Problema homogéneo

Como feito no exemplo anterior, ap6s a anélise dos resultados apresentados no caso
nao homogéneo comprovando a eficicia do método e assegurando que a solugao do sistema
(5.3) esta sendo calculada de modo satisfatorio, determina-se numericamente a solugao
uyp, desconhecida do caso homogéneo.

A figura a seguir apresenta o gafico da solucao aproximada wu; para o caso homogéneo

do sistema (5.3) deste exemplo, sendo a condicao inicial u(x,0) = sen(nz) e os valores
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de fronteira u(0,t) = u(1,t) = 0. Foram feitas 100 itera¢oes no sistema, sendo At = 0.01

passos no tempo e h = 0.1.

Solugao Aproximada

\\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\\

Al
DA

Fig. 8 - Solugao Aproximada up(x,t) para equacao u; — Uz, + sen(u) = 0.

Nas figuras Fig. 3 e Fig. 8 observa-se que os gréficos das solugoes aproximadas para
as equacoes Uy — Uyy +u> = 0 € Uy — Uyy + sen(u) = 0 sao bem proximos. Isto se deve ao
fato de que para |u| < 1 as fungoes u?® e sen(u) tem valores relativamente proximos.

A figura Fig. 9, a seguir, apresenta o grafico do comportamento da soluc¢ao aproxi-
mada uy, do sistema (5.3), para o caso homogéneo, nos tempos t = 0.0, t = 0.05, ¢t = 0.1
et = 0.2, sendo utilizados At = 0.01 passo no tempo e h = 0.01. Nesta simulagao foram

realizadas 100 iteracoes no sistema.
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Fig. 9 - Solu¢ao Aproximada up(x,t) para uy — ug, + sen(u) = 0 ao longo do tempo.
Influéncia dos Termos nao Lineares f(u) = sen(u) e f(u) = u?

O grafico a seguir apresenta o resultado de simulagoes feitas com o objetivo de estabelecer
uma comparagao entre a influéncia do termo nao linear f(u) = u?® do exemplo 1 e o termo
nao linear f(u) = sen(u) do exemplo 2 em relagao a equagao linear u; — u,, = 0. Nas
trés simulacoes foram realizadas 100 iteragoes no sistema, sendo utilizados a condigao

inicial u(x,0) = sen(wz), At = 0.01 passos no tempo e h = 0.01.

0.7 -
Linear
Exemplo 1
0.6 Exemplo 2 -~ 4
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0 /- 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T

Fig. 10 - Eq. linear:u; — tzz = 0, Exemplo 1:u; — tge + u® = 0 e Exemplo 2: uy — Ugy + sen(u) = 0.
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Observa-se que a solu¢@o do problema com o termo nao linear f(u) = sen(u) possui

uma amplitude menor que a solucao do problema com o termo f(u) = u?, amortecendo
mais rapidamente a onda.
5.1.3 Exemplo 3

1

Agora, como contra-exemplo desta primeira etapa, considera-se f(u) = m
u —

para o caso homogéneo do sistema (5.1), isto é, considera-se ¢ = 0. Sendo a condigao
inicial u(z,0) = sen(mx) e os valores de fronteira u(0,t) = wu(1,t) = 0 , ou seja, o
mesmo modelo estudado anteriormente com exce¢ao do termo f(u) = ——. E

(u—1/4)

entao substituindo-se f(u) e ¢ = 0 no sistema (5.1), o sistema a ser resolvido sera

U (T, 1) — Ugy (x,1) + =0 em Q,

1
(w—1/1)
u(0,t) =u(l,t) =0 para te€ (0,1) (5.4)
u(x,0) =ug(x) em ]0,1],
onde u : @ =|0,1[x]0, 1[— R.
Note que f(u) = (u_lm
pois, escolhendo-se u; — 1~ e uy — {r, tem-se f(u;) — —oo e f(uz) — 400 e portanto
nao existe £ € R tal que |f(uy) — f(ug)| < kluy — us|. Ou seja, f(u) =

lipschitziana.

nao satifaz a condigao (3.4); para todo z € (0,1) et € (0,1),

u+1/4 nao é
Simulacoes feitas utilizando diferentes discretizagoes no espaco, e no tempo apresen-
taram solugoes bem diferentes para um mesmo ponto, mostrando assim que a solucao
aproximada uy, diverge.
As tabelas abaixo mostram alguns resultados obtidos para a solugao aproximada do
sistema (5.4) no ponto (0.5;0.5) que comprovam a afirmacao acima. Na primeira tabela

fixa-se At = 0.01 e faz-se variar o valor de h, na segunda fixa-se h = 0.01 e faz-se variar
At .

At | h | up(0.5;0.5) ho | At | un(0.5;0.5)
0.01| 0.1 | —0.23493 0.01| 0.1 | —0.45922
0.01 | 0.05 | 1.01076 0.01 | 0.05 | 0.44957
0.01 | 0.02 | —0.55089 0.01 | 0.02 | —0.07300
0.01| 0.01 | 24.36102 0.01 | 0.01 | 24.36102
0.01 | 0.005 | 2.01969 0.01 | 0.005 | 0.36686
0.01 | 0.002 | 3.87443 0.01 | 0.002 | 2.64633
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L
5.2 Problema Original u, — M / udr | g+ flu) =g
0

Agora serao feitas simulagoes numéricas para o problema original (4.1) depois de ter
verificado a viabilidade e a convergéncia dos métodos para os modelos simplificados, ou
seja, para os modelos em que M (fOLu dx) = 1. Define-se entao uma M (fOLu dx)

satisfazendo as condi¢oes do Teorema de Existéncia, isto é, define-se uma M ( fol u dx)
que seja lipschitziana em (0,1) e M <f01 u dx) > 0.

Neste caso sera tomado M < fol U d:z:) — el dw), que é uma func¢ao continua e derivavel
em todo seu dominio. Fazendo fol u dr = c(t), tem-se e“Y) > 0 para qualquer C(¢) com
valores reais. Escolhe-se entdo u(z,t) e us(z,t) com x € (0,1) et € (0,1) tal que
fol up dr = a(t) e fol uy dr = b(t). Toma-se a = max{a(t)} e b = max{b(t)}, com
b > a. Como elfo® %) ¢ derivavel em para todo fol u dxr € R, em especial, é derivavel

para folu dr € [a,b]. Pelo Teorema do Valor Médio, existe um ¢ € (a,b), tal que
b __ La b__ La
() = eb C . Mas = —°

—a —a
entao

€ R, portanto existe um k£ > 0 € R tal que |(e)| < k e

e’ — e = () (b—a).
Tomando o modulo tem-se

" — el = ()| [(b— a)| < k|(b— a)

M(/OllLde)_M(/oluldx) gk‘(/ud:p—/ud)‘

paratodoa € Re b e R.
Entao o problema utilizado para esta etapa de simulagoes numéricas seréd dado por

e portanto

ug (x,t) — elfo dm)um (x,t) + f(u(x,t)) = g(z,t) em Q,
u(0,t) =u(1,t) =0 para te€ (0,1) (5.5)
u(z,0) =uo(z) em ]0,1],

onde u : @ =|0,1[x]0,1[— R.

5.2.1 Exemplo 4

Para o problema original (5.5) considera-se, neste exemplo, f(u) = u® que, como

visto no exemplo 1, é lipschitziana para x € [0, 1] para todo ¢ € [0, 1]. Substituindo-se
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f(u) = u? no sistema (5.5), o sistema a ser considerado para as simulagoes sera dado por
ug (z,t) — elou dz)um (z,t) +u®(2,t) = g(x,t) em Q,
u(0,t) =u(l,t) =0 para te (0,1) (5.6)
u(x,0) =ug(z) em ]0,1],

onde u : @ =|0,1[x]0, 1[— R.

Problema nao homogéneo
Seja a solugao exata u(x,t) construida para (5.6) dada por
u(z,t) = sen(ma)e"™Y,

com condigao inicial u(x,0) = sen(mzx) e valores de fronteira u(0,t) = wu(1,t) = 0.
Substituindo-se a u(z,t) escolhida na equagao (5.6); obtém-se a forga externa

2
-7t
26(

)
gz, t) = —m*sen(nz)e ™" | 1 - €<w + (sen(rz) 6(_7r2t))3.

As solugoes exata e aproximada estao representadas, em escala logaritmica, na figura
Fig. 11 para z = 0.5 fixo, sendo h = 0.1. Foram realizadas 50 iteragoes no sistema, com

At = 0.02 passos no tempo.

T ,{Aproximada

- Exata

0.1F \ 7
AN

\ J

N\

0.01

0.001

T
1

0.0001

1e-005 — R
0.01 0.1 1

t
Fig. 11 - Solucao Exata u(0.5,t) e Solucao Aproximada up(0.5,1), com At = 0.02.

O grafico mostra que o erro é muito pequeno entre as solugdes aproximada uy, e exata
u. Pode-se entao concluir que a solugao @y, do problema (5.6) esta sendo calculada de

maneira satisfatoria.
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Convergéncia Numérica.

Analisa-se agora o comportamento do erro da solugao aproximada para o problema (5.6)
a2
com forca externa g(z,t) = —misen(rz)e™D(1 — eGeT")) 4 (sen(mz) e(_”2t))3 e

condicao inicial u(x,0) = sen(rz), sendo At = 0.01 e At = 0.001 respectivamente.

At h | Ere.1;12(0,1)) At h | Ere.1;12(0,1))
0.01 0.1 7.3146 x 1073 0.001 0.1 8.5413 x 1073
0.01 | 0.05 | 6.8979 x 1073 0.001 | 0.05 | 4.8518 x 1073
0.01 | 0.02 | 7.0280 x 1073 0.001 | 0.02 | 4.8032 x 1073
0.01 | 0.01 | 7.0445 x 1073 0.001 | 0.01 | 4.7977 x 1073
0.01 | 0.002 | 7.0494 x 103 0.001 | 0.002 | 4.7964 x 103
0.01 | 0.001 | 7.0495 x 1073 0.001 | 0.001 | 4.7964 x 103

Nas tabelas acima, observa-se que para At = 0.01 o A* 6timo é tal que 0.02 < h* < 0.05.
De modo anélogo, analisa-se o comportamento do erro da solugao aproximada para o

problema (5.6) com h = 0.01 e h = 0.001 , respectivamente.

h At | Ereo1;02(0,1)) h At | Eps(o,m;22(0,1))
0.01 | 0.05 | 2.7718 x 107! 0.001 | 0.05 | 2.7724 x 10!
0.01 | 0.02 | 3.4489 x 102 0.001 | 0.02 | 3.4500 x 102
0.01 | 0.01 | 7.0445 x 1073 0.001 | 0.01 | 7.0495 x 1073
0.01 | 0.002 | 4.8656 x 1073 0.001 | 0.002 | 4.8641 x 1073
0.01 | 0.001 | 4.7977 x 1073 0.001 | 0.001 | 4.7964 x 103

A medida que diminuimos o passo At no tempo para t € (0,1), o erro torna-se cada vez
menor. As tabelas apresentaram valores suficientemente pequeno para o erro cometido
nas simulagoes. Dai, pode-se concluir que o Método Numérico empregado é eficiente para
se encontrar a solugao aproximada u, do problema associado ao sistema (5.6).

Neste exemplo, a simulacao feita com At = 0.1 apresentou resultado nao satisfatorio.

Problema homogéneo

Agora, fazendo g = 0, pode-se determinar numericamente a solugao u;, do sistema
(5.6) para o caso homogéneo e exibir o seu grafico. A figura Fig. 12 apresenta as solugoes
aproximadas uy, e u, para o caso homogéneo dos sistemas (5.2) e (5.6), respectivamente.

Em ambos os casos foram utilizados a mesma condigao inicial u(z,0) = sen(nx) e valores
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de fronteira u(0,t) = u(1,t) = 0 do caso ndo homogéneco. Nestas simulagoes foram feitas

100 iteragoes no sistema com At = 0.01 passos no tempo e h = 0.1.

Aproximada

u dCE)

1
Fig. 12 - Soluc¢ao Aproximada up(z,t) para equagao u; — ello Uy +ud =0 e

Solugao Aproximada uy,(x,t) para equacio us — Ugy + u = 0.

Constata-se graficamente que, com a mesma fonte externa f(u) = u3

, a0 se considerar
1 1 - . SO . .
M ( fo u dx) — o dm), a solucgao aproximada u;, diminui, isto é, a amplitude da solucao

up, € menor que a da solugao uy,.

Influéncia do Termo nao Linear M < fol U dx) = e(folu dz)

Simulagoes feitas com M < fol u dx) — o dm), mostraram que a solu¢ao aproximada

uy, decal mais rapidamente, pois sendo elo v dr) crescente, o termo _ellow dw)um fara
com o valor da solugao aproximada u;, diminua conforme pode ser observado na Fig. 12.

A Fig. 13 apresenta a solugao aproximada wuy(z;0.1) para u; — elo u D) g + 1 = 0
e a solugao aproximada wuy(r;0.1) para u; — Uz, + u®> = 0. A Fig. 14 apresenta a

wdz)y . +u? = 0 e a solucdo aproximada

solugdo aproximada uy,(x;0.2) para u; — elo
up(2;0.2) para us — Uy, + u® = 0. Foram realizadas 100 iteragoes para cada simulacao

com At = h = 0.01 e a condicao inicial u(z,0) = sen(nz).
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Fig. 13 - Solugao Aproximada uy(x;0.1) para equagao u; — elo v )y +u? =0 €

Solugao Aproximada uy(z;0.1) para equagao us — Uge + u® = 0.
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Fig. 14 - Solugao Aproximada uy(x;0.2) para equagao uy — elo u 4) e +uP =0 e

Solugao Aproximada uy,(x;0.2) para equagao u; — Uy + us = 0.

Nota-se nas figuras Fig. 13 e Fig. 14 que, para os tempos t = 0.01 e t = 0.02, a
amplitude da solucao aproximada u;, € menor que a solugao uy,, confirmando as afirmagoes
anteriores.

Observa-se também, de comparacoes anteriores, veja Fig. 5, que sob as mesmas
condigoes, a amplitude de da solugao u;, é menor que solugao aproximada da equagao

linear u; — Uz, = 0.
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5.2.2 Exemplo 5

Agora considere, para o problema (5.5), f(u) = sen(u) lipschitziana para z € [0, 1]
e para todo t € [0, 1], como visto no exemplo 2. Assim, substituindo f(u) = sen(u) no

sistema (5.5), o sistema a ser investigado sera dado por
ug (x,t) — elJoude)y (x,t) + sen(u(z,t)) = g(x,t) em Q,
u(0,t) =u(l,t) =0 para t € (0,1) (5.7)
u(x,0) =ug(z) em ]0,1],

onde u : @ =|0,1[x]0, 1[— R.

Problema nao homogéneo
Seja a solugao exata u(z,t) construida para (5.7) dada por
2
u(x,t) = sen(mx)e= 7Y,

com condigdo inicial u(x,0) = sen(mx) e valores de fronteira u(0,t) = wu(1,t) = 0.
Susbstituindo u(x,t) na equacao (5.7);, obtém-se a for¢a externa

(372

()
g(x,t) = sen(ﬂx)WQe(_%ﬁzt) —5te + sen <sen(7rx)e(_%”2t)> .
As solucoes exata u e aproximada uj estdo respresentadas, em escala logaritmica, na
figura Fig. 15 para x = 0.5 fixo, sendo h = 0.1 e At = 0.02 passos no tempo. Foram

realizadas 50 iteracoes no sistema para ¢ € [0, 1].

1 S— T
— A roximada
‘&\\Exata
0.1} _
0.01 + \Y
0.001 o
0.01 01 1
t

Fig. 15 - Solugao Exata u(0.5,t) e Solucao Aproximada up(0.5,1), com At = 0.02.
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O grafico mostra que o erro entre as solugbes aproximada u, e exata u é muito
pequeno. Pode-se entao concluir que a solugao u,do problema (5.6) esta sendo calculada

satisfatoriamente.
Convergéncia Numérica.

Analisa-se agora, para este exemplo, o comportamento do erro da solugao aproximada
uy, para o problema (5.7) com condigao inicial u(z,0) = sen(wz) e a forca externa
(=377t

g(z,t) = sen(mz)m?e2™0(—L 4 e )) 4 sen(sen(ma)el"271), sendo At = 0.01 e

At = 0.001 respectivamente.

At h | Ere,1;12(0,L)) At h | Ere.1;12(0,1))
0.01| 0.1 5.5716 x 1073 0.001 | 0.1 2.7080 x 1073
0.01 | 0.05 | 7.2840 x 1073 0.001 | 0.05 | 1.3233 x 1074
0.01 | 0.02 | 7.7376 x 1073 0.001 | 0.02 | 4.9032 x 1074
0.01 | 0.01 | 7.7802 x 1073 0.001 | 0.01 | 5.6605 x 10~4
0.01 | 0.002 | 7.8174 x 1073 0.001 | 0.002 | 5.8920 x 10~
0.01 | 0.001 | 7.8222 x 1073 0.001 | 0.001 | 5.8991 x 104

Observa-se que o ponto h* 6timo, para este exemplo, é tal que 0.05 < h* < 0.1 para
At = 0.01 passos no tempo e 0.02 < h* < 0.05 para At = 0.001.

Analisa-se agora o comportamento do erro da solu¢ao aproximada uy, para o problema
(5.6) com h = 0.01 e h = 0.001 , respectivamente.

h At | Epec(o,r;02(0,1)) h At | Ereco,m522(0,1))
0.01] 0.1 5.3982 x 107! 0.001 | 0.1 5.3994 x 101
0.01 | 0.05 | 1.3986 x 10! 0.001 | 0.05 | 1.3991 x 10~*
0.01 | 0.02 | 2.5400 x 102 0.001 | 0.02 | 2.2542 x 102
0.01 | 0.01 | 7.8020 x 1073 0.001 | 0.01 | 7.8222 x 1073
0.01 | 0.002 | 1.1766 x 103 0.001 | 0.002 | 1.2005 x 1073
0.01 | 0.001 | 5.6605 x 10~4 0.001 | 0.001 | 5.8991 x 10~

A medida que diminuiu-se o valor At passos no tempo e aumentou-se o nimero de
iteracoes no sistema, o erro tornou-se cada vez menor. Conclui-se entao que a solugao

aproximada u;, do problema (5.7) esté sendo calculada satisfatoriamente.
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Problema homogéneo

Apos a anélise dos resultados apresentados no caso nao homogéneo comprovando a
eficacia do método determina-se numericamente a solugao u;, desconhecida do sistema
(5.7) para o caso homogéneo.

A figura Fig. 16 apresenta a solu¢ao aproximada wuj e uj, para o caso homogéneo
dos sistemas (5.3) e (5.7), respectivamente. Sendo a condicao inicial u(x,0) = sen(nz)
e valores de fronteira u(0,t) = u(1,f) = 0. Foram realizadas 100 iteragoes no sistema,

sendo At = 0.01 passos no tempo e h = 0.1.

Aproximada

oo
OO0

T

Fig. 16 - Solugao Aproximada uy(x,t) para equagao uy — elo v ) + sen(u) = 0 e

Soluc¢ao Aproximada up(z,t) para equagao u; — Uz, + sen(u) = 0.

A Fig. 17 apresenta a solugao aproximada uy(x;0.1) para u,g—e(fo1 u dz)

Uzz+sen(u) =0
e up(x;0.1) para u; — uz, + sen(u) = 0. A Fig. 18 apresenta a solugdo aproximada
up(x;0.2) para u; — elowdly, sen(u) = 0 e up(2;0.2) para uy — Uy, + sen(u) = 0.
Foram realizadas 100 iteragoes para cada simulacao com At = 0.01 passos no tempo,

h = 0.01 e a condigao inicial u(z,0) = sen(mz).
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Fig. 17 - Solu¢ao Aproximada uy(x;0.1) para equagao uy — elo v )y + sen(u) = 0 e

Solug¢ao Aproximada up(z;0.1) para equagao u; — ugy + sen(u) = 0.
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0.02

Fig. 18 - Solugao Aproximada up(x;0.2) para equagao u; — o

Up

T

0.6

wdr)y .+ sen(u) =0 e

Solucao Aproximada up(z;0.2) para equagao u; — gy + sen(u) = 0.

As figuras Fig. 16, Fig. 17 e Fig. 18 mostram que as simulagoes feitas com a inclusao

1
de M( fOLu dx) = eUO v dm), apresentam solucao aproximada wu; com amplitude menor

em relacao a solucao uy, semelhante ao ocorrido com o exemplo 4.



Capitulo 6
Conclusoes

Estabeleceu-se nesta dissertacao:

(a) A existéncia e unicidade de solugao global fraca para um problema misto associado

a uma equagao de difusao nao linear,
L
up — M (/ u(t) dx) Uz + f(u) = 0;
0

(b) Analise numérica relacionadas com o modelo de difusao do item (a) utilizando o

método de elementos finitos e diferencas finitas para a resolucao do problema,;

(c) Simulagbes numéricas para o problema u; — uy, + f(u) = g, onde M ( fol u daz) =1,
tomando-se em particular f(u) = u® e f(u) = sen(u), analisando-se:
e O comportamento do erro da solucao numérica aproximada;

e O comportamento da solugao aproximada do problema homogéneo ao longo

do tempo;

e A influéncia do termo nao linear f(u) no modelo homegéneo.

(d) Simulagoes numeéricas para o problema original u; — M ( fol u dm) Uze + f(u) = g,
1
tomando-se em particular M (fol u da;) = e(ou dm), flu) = ud e f(u) = sen(u),
analisando-se:
e O comportamento do erro da solucao numérica aproximada;

e O comportamento da solugao aproximada do problema homogéneo ao longo

do tempo;

. A 1 (fl u dx) A
e A influéncia do termo M ( fo u dx) = e\Jo no modelo homogéneo.
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