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RESUMO

O produto cartesiano de grafos é uma operacao da Teoria dos Grafos. Nesse
trabalho, foram desenvolvidas propriedades relacionadas A existéncia de emparel-
hamentos perfeito e quase-perfeito no grafo gerado por esta operacao, em funcao
de seus fatores. Com esses resultados, foram desenvolvidas propriedades sobre o
ntimero desemparelhante do grafo gerado pelo produto em funcao de seus fatores.
O numero desemparelhante de um grafo G, denotado por mp(G), é o nimero mi-
nimo de arestas que precisam ser removidas de G tal que o grafo resultante nao
admita emparelhamento perfeito nem quase-perfeito; em redes de interconexao, é
considerado um critério topolégico relacionado a tolerancia a falhas de aresta — por
exemplo, para um sistema multiprocessador em que seja essencial cada processador
possuir a qualquer instante um parceiro especial. Com os resultados teéricos obtidos,
foi possivel calcular o nimero desemparelhante de topologias de rede de interconexao
que sao produto cartesiano de grafos, a saber: hiper-Petersen, Petersen n-dobrado,
cubo-Petersen dobrado, hiper-estrela, estrela-cubo e hipercubo (este tltimo, ja an-
teriormente sabido). Foi mostrado também que se duas topologias de tamanho
par forem 6timas em relagao ao nimero desemparelhante, a topologia criada pelo
produto delas também sera.

Palavras-chave: Produto Cartesiano de Grafos, Emparelhamento Perfeito, Emparelha-
mento Quase-Perfeito, Redes de Interconexao, Topologia de Rede, Tolerancia a
Falhas, Numero Desemparelhante.



Matching in Cartesian Product of Graphs and its Application to
Interconnection Networks

ABSTRACT

The cartesian product of graphs is one of the operators in Graph Theory. In this
work, we have developed several properties related to the existence of perfect and
almost-perfect matchings in the product graph, by analyzing its factors. Proper-
ties of the matching preclusion number of the product graph were also studied. The
matching preclusion number of a graph G, denoted by mp(G), is the minimum num-
ber of edges that must be removed from E(G) such that the resulting graph admits
no perfect/almost-perfect matching. It is a topological criterion in interconnection
networks, related to edge fault-tolerance; for instance, in some multiprocessor sys-
tems, where it is crucial that each processor has a special partner at any given
time. The theoretical results obtained in this work lead to the determination of the
matching preclusion number of several topologies based on the cartesian product:
Hyper Petersen, Folded Petersen, Folded Petersen cube, Hyperstar, Star-cube and
Hypercube (for this latter topology, it was already known). We have also shown that
if two topologies with even number of vertices each are optimal with respect to the
matching preclusion number then their cartesian product also has this property.

Keywords: Cartesian Product of Graphs, Perfect Matching, Almost-Perfect Match-
ing, Interconnection Networks, Network Topology, Fault Tolerance, Matching Preclu-
sion Number.
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1 INTRODUCAO

Existe interconexao em diferentes niveis em um sistema de computacao: entre ni-
cleos em um chip, entre chips em uma placa, entre placas em uma méquina, e entre
computadores espalhados em uma sala, ou em um edificio, ou mesmo pelo planeta.
Com o advento de novos paradigmas de processadores multinicleo, avancos em sis-
temas de multiprocessamento, e a Internet, vieram desafios e oportunidades para

inovagao na arquitetura de interconexao.

A topologia de uma rede de interconexao, geralmente representada por um grafo, tem
papel fundamental no desempenho geral de um sistema. Existem diversos critérios
topologicos utilizados na avaliagdo das diferentes topologias, todos relacionados a
um ou mais destes itens: custo, desempenho, restri¢oes fisicas, requisitos da rede. O
problema de encontrar uma topologia “melhor”, tanto para casos gerais como para
casos especificos, nao é tido como resolvido, face ao niimero de novas topologias que

tém sido propostas recentemente.

A Teoria dos Grafos é um sélido subsidio para estudo dessas topologias e tem sido
utilizada também como ferramenta para geracao de novas — uma espécie de cria-

cao de topologias em laboratorio algébrico. Uma das estratégias é a utilizacao do
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produto cartesiano de grafos, considerado um adequado sintetizador de topologias
devido a caracteristicas interessantes desta operagao que fazem manter no grafo ge-
rado certas propriedades dos grafos fatores. Exemplos de topologias sintetizadas pelo
produto incluem: hiper-Petersen (DAS; BANERJEE, 1992), shuffle-produto (RO-
SENBERG, 1992), hiper-deBruijn (GANESAN; PRADHAN, 1993), 4rvores malha-
conectadas (EFE; FERNANDEZ, 1994), Petersen dobrado (OHRING; DAS, 1994),
cubo-Petersen dobrado (OHRING; DAS, 1996), hiper-estrela (AL-AYYOUB; DAY,
1998) e estrela-cubo (DATTA; BISWAS, 2004). Topologias classicas como torus,

malha e hipercubo também sao produto cartesiano de grafos.

O estudo de propriedades do produto permite analisar de forma mais geral as to-
pologias originadas por esta operacao. Tal fato motivou estudos (YOUSSEF, 1995;
DAY; AL-AYYOUB, 1997) sobre algumas das propriedades do produto em fungao
de seus fatores, entre elas: conectividade, grau, didmetro, escalabilidade, simetria
de vértices, otimalidade de esquemas de comunicacao, imersao, existéncia de ca-
minhos paralelos e estrutura recursiva. Propriedades estudadas em outros traba-
lhos incluem: conectividade (CHIUE; SHIEH, 1999; XU; YANG, 2006; KLAVZAR;
SPACAPAN, 2008; SPACAPAN, 2008; LU; XU, 2009), difusdo (broadcasting) (OH-
RING; IBEL; DAS, 1995; BAO; IGARASHI; OHRING, 1998), tenacidade (CHOU-
DUM; PRIYA, 1999), variagao do diametro (degradacao de desempenho) no evento
de falha (XU; XU; HOU, 2005; BANIC; ZEROVNIK, 2008), alocagao de recursos
(IMANI; SARBAZI-AZAD; ZOMAYA, 2009) e existéncia de caminhos/ciclos hamil-
tonianos (ZARETSKII, 1966; BATAGELJ; PISANSKI, 1982; DIMAKOPOULOS;
PALIOS; POULAKIDAS, 2005; CADA; FLANDRIN: LI, 2009).

O problema de emparelhamento é classico na Teoria dos Grafos. Varias situagoes
podem ser modeladas como problemas de emparelhamento em grafos. Para redes em
que é essencial cada processador possuir a qualquer instante um parceiro especial,

é desejavel que sua topologia — o grafo que a modela — admita emparelhamento
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perfeito ou quase-perfeito. Em 2005 foi introduzido (BRIGHAM et al.) o conceito
de nimero desemparelhante de um grafo G, denotado por mp(G), que é o nimero
minimo de arestas quaisquer que, se removidas de G, o deixam sem emparelha-
mento perfeito nem quase-perfeito. Na ocasiao, seu valor foi determinado para
alguns grafos, a saber: K,, K,,,, hipercubos e grafo de Petersen. Em redes com
necessidades de emparelhamento perfeito, o niimero desemparelhante é uma me-
dida da robustez da rede no caso de falha de arestas. Tal fato estimulou estudos
posteriores acerca do ntimero desemparelhante de outras classes de grafos, em es-
pecial as utilizadas como topologia de rede de interconexdo: grafos (n,k)-estrela e
grafos de Cayley (CHENG; LIPTAK, 2007); grafos (n,k)-arranjo e grafos de Cayley
(CHENG et al., 2008); grafos tipo-hipercubo e grafos recursivo-circulantes (PARK,
2008); hipercubos k-arios (WANG et al., 2010).

O objetivo deste trabalho é dar continuidade ao estudo de propriedades da operacao
do produto cartesiano de grafos e também ao estudo do nimero desemparelhante
de topologias de rede de interconexao, de forma combinada: estudar a existéncia
de emparelhamento perfeito/quase-perfeito no produto cartesiano de grafos e desen-
volver propriedades para o ntimero desemparelhante de grafos gerados pelo produto
(em fungao dos seus fatores), possibilitando estudo do namero desemparelhante das
topologias sintetizadas por essa operacao (as existentes e as que assim forem sinte-

tizadas no futuro).

Os resultados obtidos com este trabalho de continuidade estdao concentrados no
Capitulo 4, cujo inicio se d& na pagina 60. Os capitulos anteriores apresentam
conceitos considerados como pré-requisito para acompanhamento dos resultados. O
Capitulo 2 apresenta conceitos da Teoria dos Grafos, incluindo defini¢coes bésicas
e introducao de topicos pertinentes ao trabalho, tais como produto cartesiano de
grafos, emparelhamento em grafos e conceitos de conjunto desemparelhante e ni-

mero desemparelhante. O Capitulo 3 apresenta conceitos de Redes de Interconexao,
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abordando a relevancia da topologia para o desempenho da rede e os respectivos des-
dobramentos: os critérios topologicos para avaliar topologias, exemplos de topologia,
o desafio de escolher ou criar topologias, o produto cartesiano como sintetizador de
topologias, e o nimero desemparelhante visto como critério topologico. O Capitulo
5 arremata o trabalho apresentando conclusoes, consideragoes finais e indicacoes de

trabalhos futuros.
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2 CONCEITOS DA TEORIA DOS GRAFOS

Neste capitulo sao apresentados conceitos basicos da Teoria dos Grafos utilizados ao
longo do trabalho. A notagao e a terminologia adotadas, quando nao explicitamente

indicado, sdo tais como as utilizadas em (BONDY; MURTY, 2008).

2.1 Introducao

A abstracao é essencial para se tratar matematica e computacionalmente um pro-
blema. Grafo é uma estrutura matematica utilizada para modelar situacoes onde ha
elementos e possiveis ligacoes entre pares desses elementos. Os elementos sao cha-
mados de vértices; e as ligacoes, de arestas. Por exemplo, tais elementos poderiam
representar cidades, com as ligacoes significando as vizinhancas entre as cidades; ou

pessoas, onde as ligagoes poderiam representar conexoes de amizade.

Ha diversas situacoes da vida real que podem ser abstraidas com esta modelagem. A
partir dai, os resultados cientificos obtidos pelo estudo dos grafos e seus algoritmos
podem ser aplicados ao problema modelado: um dispositivo que informa a melhor

rota quando fornecidos um mapa, uma origem e um destino, utiliza um dos algo-
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ritmos de menor caminho da literatura (o mapa é modelado tal como um grafo, e a
origem e o destino sdo vértices deste grafo); uma empresa que precisa conectar suas
dispersas redes de telecomunicagdo, de forma a minimizar o custo das ligagoes entre
cada rede, podera utilizar um algoritmo — também da literatura — que encontra
a drvore geradora minima de um grafo; o computador utilizado para escrever este
trabalho, por ter conexao com a Internet, é um vértice do gigante grafo que repre-
senta a rede mundial de computadores conectados, para o qual diversos conceitos e
algoritmos de grafos sao utilizados a fim de implementar cada interacao realizada

entre os computadores na Internet, sempre atentando para a eficiéncia.

2.1.1 Definicoes e Desenhos de Grafos

Em termos formais, um grafo G ¢ um par ordenado (V(G), E(G)), onde V(G) é
um conjunto nao vazio de vértices e E(G) um conjunto de pares ndo-ordenados de
elementos (ndo necessariamente distintos) de V(G), chamados arestas. Se e = u, v é
uma aresta, entao se diz que e liga u e v, e que os vértices u e v, chamados adjacentes
ou vizinhos, sao as extremidades de e. Os ntimeros de vértices e arestas em G sao

comumente denotados por n e m que sao, respectivamente, a ordem e o tamanho de

G.

Além da representacao por meio da definicao de seus conjuntos e funcao de incidén-
cia, um grafo pode ser representado graficamente — a proposito, é dai que vem a
origem do termo grafo. Uma maneira comum de desenhé-lo é representar os vértices
por pontos e as arestas por linhas; assim, cada linha liga dois vértices se, e somente
se, eles forem adjacentes. A forma como esses pontos e linhas sdo desenhados é
irrelevante, bem como suas posicoes relativas. O que conta é a informagao represen-
tada pelas ligagoes entre os vértices. Seguem dois exemplos. Para simplicidade de

notagdo, representamos por uv o par nao-ordenado {u,v}.
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Seja o grafo G(V(G), E(G)), onde V(G) = {u,v,w,z,y} e E(G) = {eq, ez, €3, 4, €5,
€6}, COm € = uv, €3 = VW, €3 = W, €4 = TY, €5 = YU € g = UT. Sua representacao
poderia ser feita como na Figura 2.1(a). E seja o grafo R(V(R), E(R)), onde V(R) =
{v1, v9, V3,04, V5, V6, V7, 08} € E(R) = {e1, e, e3, €4, €5, €6, €7, €8, €9, €10, €11, €12}, COM
€1 = U1V2, €3 = V2U3, €3 = U3V4, €4 = V4Us, €5 = V4Us, €6 = VU4Vg, €6 = UsUs, €7 = U5V,
€s = Usl7, €9 = Vg7, €19 = Vg, €11 = V7lg € €13 = V1Ug. Sua representacao poderia

ser feita tao livre e artisticamente quanto como na Figura 2.1(b).

Yy
e5 e4
u X
et e3
v e2 w
(a) G

Figura 2.1: Desenho dos grafos G e R. Exemplo de representacao grafica.

Uma aresta com extremidades iguais é um lagco. Duas ou mais arestas com o mesmo
par de extremidades sao ditas arestas paralelas. Um grafo é simples quando nao
possui lagos nem arestas paralelas. Na Figura 2.1, o grafo G é simples e o grafo
R nao é simples pois possui laco (e7) e arestas paralelas (es e e5; es e eg). Ha
grafos em que as arestas tém direcao, ou seja, a existéncia de uma aresta ligando o
vértice u ao vértice v nao implica a existéncia de ligacao de v a u; os chamamos de
grafos direcionados, ou digrafos. Neste trabalho, os grafos referenciados sao simples

e nao-direcionados, com excec¢ao do grafo representado na Figura 2.1(b).

Dois grafos G e H sao isomorfos — o que é representado por G = H — se existem
bijecoes 0: V(G) — V(H) e ¢: E(G) — E(H) tais que existe e = uv em G se,

e somente se, existe ¢(e) = 0(u)f(v) em H; tal par de mapeamentos é chamado
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de isomorfismo entre G e H. Mais intuitivamente: grafos isomorfos sao os que
podem ser desenhados da mesma forma, ignorando possiveis diferencas dos rétulos
de vértices e arestas. O automorfismo de um grafo é um isomorfismo entre o grafo
e ele mesmo. Se o grafo for simples, entao o automorfismo é uma permutacao «
de seu conjunto de vértices que preserva as adjacéncias: se uv é uma aresta, entao
a(u)a(v) também é. O automorfismo reflete a simetria de um grafo: se existe um
automorfismo que mapeia v a v, significa que u e v sao vértices similares. Se todos
os vértices do grafo forem similares entre si, trata-se de um grafo vértice-transitivo
ou wvértice-simétrico. A Figura 2.2 mostra quatro grafos isomorfos entre si. Nota-se
também que os quatro grafos sdo vértice-transitivos (por serem grafos isomorfos,

bastaria notar que um deles ¢ vértice-transitivo).

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.2: Desenho de quatro grafos isomorfos entre si e vértice-transitivos.

Um passeio em G é uma seqiiéncia finita nao-vazia W = vgejviesvs...€,0,, Cujos
termos sao alternadamente vértices e arestas, observando que, para 1 < ¢ < k, as
extremidades de e; sao v;_1 e v;. Os vértices vy e vy sdo, respectivamente, a origem
e o destino de W; e os demais sdo os vértices internos de W. Se as arestas de um
passeio W forem distintas, entao W é uma trilha. Se, além disso, W nao possuir
vértices repetidos, W ¢ dito um caminho. Os termos passeio, trilha e caminho,
que a principio tendem a serem confundidos e cuja diferenciacao é importante que
seja observada, apresentam caracteristicas que fazem sentido se trazidas para uma
analogia com a vida real: (1) em um passeio por Londres, é bastante razoavel

percorrer a Tower Bridge mais de uma vez (passeio permite repeticao de arestas);
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(2) em uma trilha na Floresta da Tijuca, com destino ao Pico da Tijuca, repetir um
trajeto significa que o guia da excursao provavelmente estd perdido — é possivel,
porém, que o grupo passe por um mesmo ponto mais de uma vez, caso fizesse parte do
plano desviar para visitar um mirante e voltar ao mesmo ponto, e continuar seguindo
com destino ao pico — (trilha permite repeticao de vértices, mas ndo de arestas); (3)
no famoso caminho francés que leva a Santiago de Compostela, o peregrino saira de
Saint-Jean-Pied-de-Port com destino & catedral para ver o manto de Sant’Tago sem
querer “desviar do caminho”, da forma mais direta possivel (caminho nao permite
repetigdo de vértices — e nem de arestas, conseqiientemente). O tamanho de W,
também bastante intuitivo, é o nimero de arestas percorridas, £ no exemplo. Diz-se
que W é fechado se possuir origem igual ao destino e se possuir tamanho maior que
zero. Uma trilha fechada em que a origem e os vértices internos nao se repetem é
um ciclo. Um caminho que percorra todos os vértices de um grafo é dito caminho
hamiltoniano; analogamente, um ciclo contendo todos os vértices do grafo é um ciclo

hamiltoniano. Um grafo ¢ hamiltoniano se admite ciclo hamiltoniano.

O grau de um vértice v em um grafo GG, denotado por dg(v), é o ntimero de arestas
de G incidentes a v. Um vértice de grau zero é chamado vértice isolado. Denota-se
por (G) e A(G) os graus minimo e maximo dos vértices de G, e por d(G) o grau

1
médio — que é dado pela formula — Z dg(v). A distdncia entre os vértices x e y,
n

veV
denotada por dg(x,y), é o tamanho do menor caminho de z a y. O didgmetro de um

grafo G é a maior distancia entre todos os pares de vértices de G, e é denotado por
D(G). O grafo da Figura 2.2.a, chamemos de P, é assim caracterizado: 0(P) = 3,
A(P)=3,d(P)=3e D(P)=2.

Um grafo F' é dito subgrafo de G se V(F) C V(G) e E(F) C E(G). Qualquer
subgrafo F' de G pode ser obtido por repetidas operacoes de remocao de vértice ou
aresta: o grafo G — v é um subgrafo de GG onde o vértice v é removido com todas as

arestas incidentes a v; o grafo G \ e é um subgrafo de G onde a aresta e é removida.
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A conectividade de um grafo G nao completo é o niimero minimo de vértices que se
removidos de G o tornam desconexo, e ¢ denotada por k(G). Para grafos completos,
tem-se por defini¢ao que k(K,) =n—1. A aresta-conectividade de um grafo conexo
G, denotada por £'(G), é o nimero minimo de arestas cuja remogao de G resulta

em um grafo desconexo.

2.1.2 Alguns Grafos e Familias de Grafos

Alguns grafos e familias de grafos sao particularmente caracterizados e recebem um
nome proprio. O grafo apresentado na se¢do anterior, Figura 2.1(a) pagina 20, é
conhecido pelo nome de grafo casa. Ja o da Figura 2.1(b), chamemos de grafo pao-
de-agicar, nao é um grafo conhecido. Ficam famosos os que desempenham papel

relevante na Teoria dos Grafos. Esta secao apresenta alguns.

(a) K1 (b) K2 (C) K3 (d) K4 (e) K5

Figura 2.3: Desenho dos grafos Ki, Ky, K3, K4 e Ks.

Um grafo completo com n vértices, denotado por K,, é um grafo simples em que
cada vértice ¢ adjacente a todos os demais vértices. Sua representacao pode ser
vista na Figura 2.3. Um grafo G é bipartido se V(G) puder ser particionado em
dois subconjuntos, X e Y, tal que toda aresta de G tem uma de suas extremidades
em X e a outra em Y. Tal particao (X,Y) é chamada de biparticio do grafo e é
representada por G[X,Y]. Um grafo completo bipartido, denotado por K, ,, ¢ um
grafo simples com particao (X,Y), onde | X| = m e |Y| = n, em que cada vértice de

X ¢ ligado a cada vértice de Y. Sua representacao pode ser vista na Figura 2.4.
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NANDS ¢

K325, Ki6=57

Figura 2.4: Desenho dos grafos: Ky9, Ka3, K33, K13= Sse K;6= 5.

A palavra “caminho” é utilizada para referenciar um grafo ou um subgrafo cujos
vértices e arestas sao termos de um caminho tal como descrito na Secao 2.1.1. O
mesmo é valido para a palavra “ciclo”. Ambos designam familias bastante conhecidas,
e que estao desenhadas na Figura 2.5: P, é um caminho com n vértices e C,, um

ciclo com n vértices.

e AN
P (b) Cs (c) Cy4 (d) C (e) Cs

Figura 2.5: Desenho dos grafos: P, Cs, Cy, Cs, e Cy.

Um grafo G é conezxo se existe caminho de = a y para todo =,y € V(G), e desconero
caso contrario. Uma drvore é um grafo conexo que nao possui ciclo. O grafo estrela
com n vértices, denotado S, é uma arvore em que todos os vértices, exceto um
(chamado central), estdo ligados a um tnico vértice central; pode ser visto também
como um grafo completo bipartido em que uma das particoes tem cardinalidade 1,

ou seja: S, = K ,,—1 , como indicado nas figuras 2.4(d) e 2.4(e).

O grafo da Figura 2.2 — apresentado na Secao 2.1.1 pagina 21 — é bastante conhecido
e tem nome: grafo de Petersen. Foi utilizado por Julius Petersen (dai o nome) para

refutar uma conjectura que até entdo era aceitavel. “De fato, [o grafo de Petersen|
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é uma notavel configuracao que serve como contra-exemplo para muitas previsoes
otimistas sobre o que pode ser verdadeiro para grafos em geral” (KNUTH, 2008,

tradugao nossa)’.

100, 110

010

101 111

1 01 1 001 011

(a) Borboleta (b) @1 (c) @2 (d) Qs

Figura 2.6: Desenho dos grafos borboleta e hipercubo (Q1, Q2 e @3).

A Figura 2.6(a) mostra o grafo borboleta (ou gravata). O grafo hipercubo de di-
mensao n, ou n-cubo, representado por @),, tem como conjunto de vértices todas
as seqiiéncias binarias de tamanho n, estando dois vértices ligados se diferem em

exatamente um digito. As figuras de 2.6(b) a 2.6(d) sao desenhos de hipercubo.

2.2 Produto Cartesiano de Grafos

O produto de dois grafos simples G e H — estes chamados fatores — é um novo
grafo T', onde V(T') = V(G) x V(H) e cujas adjacéncias entre os vértices de T' podem
ser definidas por diferentes regras. Cada regra determina e identifica um tipo de
produto. As regras estao associadas as relacoes que os vértices de cada grafo fator

possuem entre si.

A Tabela 2.1 mostra a regra para adjacéncia dos quatro tipos de produto mais

usuais, sendo o produto cartesiano o de interesse deste trabalho. A tabela apresenta

141]t is, in fact, a remarkable configuration that serves as a counterexample to many optimistic

predictions about what might be true for graphs in general.” (KNUTH, 2008)
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mais de um nome — e por vezes mais de uma representagao — para um mesmo tipo
de produto. Trata-se dos nomes e representacoes mais comumente utilizados. Nao

existe consenso na literatura quanto a terminologia e a notagao.

Tabela 2.1: Os quatro mais usuais tipos de Produto de Grafos

Nome(s) Representacao(oes) | Regra para Adjacéncia*
Produto Cartesiano ggg [ (91 = g2 € hihe € E(H)) ou
Produto Cruzado GoH (h1 = hy e 192 € E(Q)) |
Produto Categorico
Produto Direto
Produto Fraco Gx H [ 9192 € B(G) e hnhy € E(H) |
Produto Tensorial
Produto Lexicografico GeH [ (9192 € E(G)) ou
Composicao G[H] (g1 =92 e hhy € E(H)) |
Produto Forte GRH Produto Cartesiano unido ao
Produto Normal Produto Categorico

* Adjacéncia entre (g1, h1) e (g2, ha), vértices em V(G) x V(H)

Neste trabalho, tal como adotado em (BONDY; MURTY, 2008), o produto carte-
stano de G e H é representado por G [ H — o que permite representacao sem
ambigiiidade — e tem como conjunto de arestas o conjunto de todos os pares
(91, h1) (g2, h2) tais que: ou gi1g> € E(G) e hy = hy, ou hihy € E(H) e g1 = go.
Equivalentemente, tem como conjunto de arestas F(GO H) = (V(G) x E(H)) U
(E(G) x V(H)). Cabe ressaltar que este produto, em outras referéncias, é denomi-
nado Produto Cruzado ou representado por G® H / G x H. A segao seguinte exibe
exemplos de produto cartesiano de grafos e a Se¢ao 4.1.1 (pagina 61) apresenta uma

forma de interpretar visualmente a operacao.
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2.2.1 Da Beleza

Esta secao apresenta alguns grafos conhecidos que podem ser definidos como o

produto cartesiano de grafos.

(a) KQ O K2 = 04 = QQ (b) P4 O P5 = gmde(4 X 5)

100, 110

00 10 1 000, 010

[] / 101 111

01 1" 001 011

(€) QU Ky = Ko DKy O Ky = (K3)? = Q3

sy (e

(d) Cs 0 Ky = 5-prisma e) C5 O C5 = torus

Figura 2.7: Desenho dos produtos (a) Ky O Ky = Cy = @, (b) P, 0 P; = grade
(4: X 5), (C) Qg ] K2 = K2 ] Kg ] KQ = (K2)3 = Q37 (d) 05 ] KQ = 5—prisma, (e)
C5 O Cg = torus

O produto cartesiano de duas arestas, mostrado na Figura 2.7(a), é um ciclo com
quatro vértices (Cy) ou, equivalentemente, um hipercubo de dimensao dois (Q)s).
O hipercubo pode ser visto como o sucessivo produto cartesiano de arestas; mais
precisamente @), = (K3)", como ilustrado na Figura 2.7(c). O produto de dois

caminhos P, e P, é o grafo grade(m x n); a Figura 2.7(b) mostra o grafo Py [ P.
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O produto de um ciclo C,, e uma aresta K ¢ um n-prisma (Figura 2.7(d)); e de um

ciclo com outro ciclo ¢ um torus (Figura 2.7(e)).

O grafo torre (m x n) representa todas as possiveis movimentagbes da torre em
um tabuleiro de xadrez com dimensao (m x n). Cada vértice representa uma casa
do tabuleiro, e cada aresta representa a possibilidade de um movimento da torre.
Os rotulos dos vértices podem ser expressos da forma (r;,c;), onde 1 < i < m e
1 <7 < n, representando a casa situada na linha reta ¢ e na coluna j do tabuleiro.
Visto que a torre pode “andar” na vertical ou na horizontal, sem limitagao quanto
ao nimero de casas, o conjunto de arestas deste grafo é formado por todos os pares

(riyc;) (rir ), tais que: (r; =1y e c; #cy) ou (1, #ry e ¢j = cj).

Figura 2.8: Desenho do grafo torre (8 x 8). Possiveis movimentacoes da torre em
um tabuleiro de xadrez com dimensdo 8 x 8 (Kg [ Ky).

Outra forma de definir o grafo torre (mxn) é considera-lo como o produto cartesiano
de dois grafos completos: K,,[JK,. Ao leitor mais curioso, segue um breve desvelar.
E interessante notar que a regra para adjacéncia do grafo torre seria semelhante a
do produto cartesiano de grafos, se na seguinte circunstancia: as condicoes do tipo
r; # 1y pudessem ser substituidas por ;7 € X, onde X é um conjunto de arestas.

Ora, facamos isso. E necessario um grafo — chamemos de R — cujos vértices sao os
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elementos 7;, onde i < m, e cujo conjunto de arestas E(R) contenha as rela¢oes que
representam a condi¢ao ;1 se r; # ry. Assim, cada vértice r; devera estar ligado
a todos os demais vértices de R. Esta é justamente a definicao de grafo completo,
isto &, o grafo recém-criado R é isomorfo a K,,. Fagamos o mesmo para a condi¢ao
c; # cj, e obteremos o grafo C' isomorfo a K,. Seja T' = RO C. Teremos que
V(T)=V(R) x V(C), ou seja, vértices da forma (r;, ¢;) assim como no grafo torre.
Também o conjunto de arestas de T serd igual ao do grafo torre, pois foi assim
criado. Deste modo, o grafo T" é um grafo torre, e um grafo torre de dimensao m xn
pode ser definido como o produto cartesiano de grafos completos (K, O K,). A

Figura 2.8 mostra um grafo torre de dimensao 8 x 8.

2.2.2 Da Utilidade

O produto, assim como outras operacoes em grafos, é fonte de geragao de novo grafo
a partir de seus operandos. Ao estudar de forma geral os efeitos da operacao, pode-se
chegar, a partir das propriedades dos grafos fatores, a resultados sobre propriedades

do grafo gerado pelo produto.

Exemplo: Deseja-se saber se o hipercubo, que é o sucessivo produto cartesiano de
grafos K5, é bipartido. Sabe-se que o produto cartesiano gera um grafo bipartido se,
e somente se, os dois grafos fatores forem bipartidos (a demonstracio é apresentada
no Capitulo 4; por ora, tomemos a afirmagao como verdadeira). Entdo, conclui-se
que o hipercubo é bipartido se, e somente se, K, for bipartido. E trivial verificar
que o grafo Ky (uma aresta) é de fato bipartido. Logo, tem-se que o grafo hipercubo

é bipartido.

O produto cartesiano, em particular, herda as propriedades dos grafos fatores de

forma interessante sob o ponto de vista dos critérios topologicos avaliados em redes
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de interconexao — questao abordada no Capitulo 3. Portanto, é uma operacao propi-
cia para a criacao de novas topologias, além de oferecer possibilidades de andlise

destas topologias em func¢ao das topologias fatores.

2.3 Emparelhamento em Grafos

Varias situacoes podem ser modeladas como problemas de emparelhamento em
grafos, como por exemplo: maximizar o nimero de contratacdes concretizadas em
uma agéncia de empregos, dadas as ofertas de trabalho, os candidatos, e as res-
pectivas possibilidades de cada candidato preencher cada vaga ofertada; encontrar
uma divisao de quartos entre pesquisadores hospedes de um hotel onde ocorre um
seminario, tal que cada quarto possua exatamente dois pesquisadores e que pes-
quisadores num mesmo quarto sejam amigos. Esta secao apresenta a definicdo de

emparelhamento em grafos e conceitos relacionados.

2.3.1 Emparelhamentos Perfeito e Quase-Perfeito

Um emparelhamento (ou um conjunto de arestas independentes) em um grafo G é
um conjunto M C E(G), tal que nenhum par de arestas em M possui extremidade
em comum. Dizemos que M satura um vértice v e que v ¢ M-saturado se existir
aresta em M que seja incidente a v. Um emparelhamento em G é mdzimo se satura
o maior numero possivel de vértices de G. O nidmero de independéncia de aresta de
G, denotado por o/(G), é a cardinalidade de um emparelhamento maximo em G.

Geralmente o desafio é encontrar em um grafo G um emparelhamento méximo.

Seja n o numero de vértices de G. Se cada vértice de G for incidente a alguma aresta

de um emparelhamento M, dizemos que M é um emparelhamento perfeito. Nota-se
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que um emparelhamento perfeito possui cardinalidade n/2 e que sua existéncia é
possivel somente quando n é par. Para os casos em que n é impar, existe definicdao
similar: se cada vértice de (G, exceto um, for incidente a alguma aresta de um
emparelhamento M, dizemos que M é um emparelhamento quase-perfeito. Nota-
se que um emparelhamento quase-perfeito possui cardinalidade (n — 1)/2 e que
sua existéncia é possivel somente quando n é impar. A Figura 2.9 mostra alguns
exemplos; cada aresta do emparelhamento estd indicada por uma linha tracejada

proxima e paralela & respectiva aresta.

®

Figura 2.9: Exemplo de: (a) um emparelhamento maximo (e ndo perfeito); (b) um
emparelhamento perfeito; (¢) um emparelhamento quase-perfeito

Se G admite emparelhamento perfeito, entao dizemos que G é emparelhdvel. Ana-
logamente, se G admite emparelhamento quase-perfeito, entdo dizemos que G é

quase-emparelhdvel.

2.3.2 Conjunto Desemparelhante e Niimero Desemparelhante

Um conjunto desemparelhante F de um grafo G é qualquer subconjunto de arestas
de G que satisfaga a seguinte condi¢ao: G \ F nao é um grafo emparelhavel nem
quase-emparelhavel. Ou seja, um conjunto desemparelhante ¢ formado por arestas
que, se removidas de um grafo com ntumero par (impar) de vértices, o deixa sem

possibilidade de formar emparelhamento perfeito (quase-perfeito).
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O nimero desemparelhante de um grafo G, denotado por mp(G), é a cardinalidade
de um conjunto desemparelhante 6timo de G. Ou seja, dentre todos os possiveis
conjuntos desemparelhantes de GG, qual a cardinalidade minima deles? Se G nao
é emparelhavel nem quase-emparelhavel, temos que mp(G) = 0 (pois, neste caso,
remover zero arestas é o suficiente para que G nao seja emparelhavel nem quase-

emparelhével).

(a) (b)

Figura 2.10: Exemplo de conjunto desemparelhante para: (a) Cy; (b) K3

Um conjunto desemparelhante para o grafo Cy, por exemplo, poderia ser um conjunto
de duas arestas consecutivas, como ilustrado na Figura 2.10(a). Este conjunto deixa
um vértice isolado e impossibilitado de participar de qualquer emparelhamento. E
um conjunto desemparelhante 6timo, pois (é observavel que) todos os possiveis sub-
conjuntos de E(Cy) com cardinalidade menor que dois nao sdo desemparelhantes,
permitindo concluir que mp(C,) = 2. O grafo K3 admite emparelhamento quase-
perfeito de trés formas distintas: corresponde a selecionar uma tnica aresta das trés
existentes em F/(K3), pois cada aresta satura dois vértices e deixa somente um nao
emparelhado. Assim, o tnico conjunto desemparelhante é o proprio F(K3), como

ilustrado na Figura 2.10(b), permitindo concluir que mp(k;) = 3.

Os conceitos de nimero desemparelhante ? e de conjunto desemparelhante * foram
introduzidos em 2005 (BRIGHAM et al.), tendo sido exposto como um problema re-
lacionado a duas areas de estudo em grafos iniciadas por Harary (HARARY, 1983a,b,

2termo original: (perfect-matching) preclusion number
3termo original: (perfect-matching) preclusion set
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1984; HARARY; PLANTHOLT, 1986). A primeira lida com conectividade geral e
condicional, e a segunda com mudanca de invariantes. Tais estudos buscam des-
cobrir como se comporta o valor de uma invariante com a remocao de um vértice
ou de uma aresta, ou com a inclusao de uma aresta. No problema considerado em
(BRIGHAM et al., 2005) deseja-se saber quantas arestas podem ser removidas de
G sem reduzir o (G) — se G for emparelhavel, o nimero de arestas é exatamente
mp(G) — ; sdo desenvolvidas propriedades gerais do niimero desemparelhante de um
grafo; e seu valor é determinado para alguns grafos e classes de grafos, a saber: K,

K, n, hipercubos e grafo de Petersen.
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3 CONCEITOS DE REDES DE INTERCONEXAO

Um sistema (do grego systema) é um conjunto de elementos interconectados, de
modo a formar um todo organizado (BERTALANFFY, 1977). Em um sistema de
computacao, assim como em qualquer outro, os elementos precisam estar interco-

nectados. E assim estao, através da rede de interconexao.

Existe interconexao em diferentes niveis em um sistema de computacao: entre ni-
cleos em um chip, entre chips em uma placa, entre placas em uma méaquina, e entre
computadores espalhados em uma sala, ou em um edificio, ou mesmo pelo planeta.
Com o advento de novos paradigmas de processadores multinticleo, avangos em siste-
mas multiprocessadores, e a Internet, vieram desafios e oportunidades para inovagao

na arquitetura de interconexao (HENNESSY; PATTERSON, 2007).

Independentemente do proposito, uma rede de interconexao precisa trafegar o maximo
de informacao com o minimo de tempo — dadas as restri¢coes de custo e viabilidade
de implementacao fisica —, visando nao se tornar o gargalo do sistema. A arqui-
tetura da rede de interconexao tem papel fundamental (XU, 2001; DUATO; YA-
LAMANCHILI; NI, 2003; HSU; LIN, 2008) em um sistema paralelo ou distribuido,

visto que o desempenho geral do sistema ¢ influenciado pelo desempenho da rede,
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que por sua vez é determinado pela sua topologia. E o que as secdes subseqiientes
abordam: topologia de rede; critérios topologicos comumente avaliados; exemplos
de topologias propostas; o desafio de escolher a topologia mais adequada para um
cenario; e o desafio de criar uma topologia mais adequada para um cenério. Neste
trabalho, os exemplos e defini¢coes sao voltados para as redes de interconexao que

realizam a intercomunicagao entre processadores em um sistema multiprocessador.

3.1 Topologia de Rede

A fungao desempenhada por um sistema é determinada pelas funcoes de seus ele-
mentos e pela maneira como esses elementos estao interconectados. A maneira em
que os elementos de uma rede estao interconectados é descrita pela topologia de
rede. A estrutura topologica pode ser modelada por um grafo: em sistemas multi-
processadores, os vértices representariam processadores; e as arestas, ligacoes diretas
entre processadores. De fato (HSU; LIN, 2008), esta é uma abordagem universal-
mente aceita e adotada por engenheiros e cientistas da computacao. Devido a essa
correspondéncia, por vezes a topologia é designada como se fosse ela propria um
grafo, e vice-versa. Uma diferenca é a definicio de tamanho: na teoria dos grafos,
corresponde ao nimero de arestas; em redes, ao ntimero de vértices. E, quando no

contexto de redes, € mais comum referenciar vértice por nd e caminho por rota.

Em um sistema multiprocessador, podemos imaginar a seguinte situacao: em algum
estoque central existem dados acumulados a serem processados, e estes sao divididos
entre os processadores do sistema; os processadores trabalham sozinhos no dado
recebido e ap6s um tempo precisam prestar contas, sincronizar informacoes uns
com os outros ou pegar mais trabalho; depois retornam para o trabalho individual,
parando ap6s um tempo para se comunicarem novamente; e assim sucessivamente,

até o programa em execucao terminar.
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Dados cinco elementos processadores, qualquer grafo conexo com cinco vértices po-
deria ser uma topologia para a rede de interconexao deste sistema. As arestas indi-
cariam a possibilidade de processadores se comunicarem diretamente entre si. Duas
possibilidades extremas estao na Figura 3.1. Nitidamente, a intercomunicagao apre-
sentaria melhor desempenho se cada processador pudesse se comunicar diretamente
com todos os demais processadores, sem a necessidade de utilizar intermediarios, o
que seria representado por um grafo completo de cinco vértices e dez arestas (Figura
3.1(a)). Porém, cada aresta significa uma ligacao a ser fisicamente construida entre
dois processadores: além de existirem as limitagoes de natureza espacial, um niimero
excessivo de arestas poderia elevar o custo de tal forma a tornar a rede inviavel. No
outro extremo, um caminho com cinco vértices e quatro arestas (Figura 3.1(b))
minimizaria o custo. Mas com esta topologia, além de o desempenho ficar possivel-
mente comprometido (a depender da necessidade de comunica¢io), alguns requisitos
essenciais para redes de interconexao — como simetria e alta tolerancia a falhas, que

estao apresentados na secao seguinte — nao sao atendidos satisfatoriamente.

Figura 3.1: Formas extremas de conectar 5 vértices: grafos Ps e K5

Avaliar quao boa é uma topologia consiste em equacionar custo e desempenho le-
vando em consideracao os aspectos e requisitos da rede a ser construida. Alguns dos

principais critérios relacionados a topologia de rede sao apresentados na Secao 3.1.1.
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3.1.1 Critérios Topolbgicos

De uma maneira geral, os critérios topolégicos sao comumente relacionados a pro-
priedades de simetria, diametro e distancia média, grau, escalabilidade, tolerancia
a falhas, possibilidade para algoritmos paralelos, estrutura recursiva, imersao de

outras topologias, existéncia de caminhos paralelos:

e Propriedades de simetria
A simetria em uma topologia favorece o balanceamento de carga e tende a
simplificar o desenvolvimento de algoritmos. Se o grafo da topologia é vértice-
simétrico, cada processador da rede pode ser visto como qualquer outro, ou
seja, existe uma visao comum da rede a partir de qualquer de seus processa-
dores. Como eles podem desempenhar papel similar, reduz a complexidade
do desenvolvimento de algoritmos paralelos e de esquemas de comunicagao —
por exemplo, um mesmo algoritmo de roteamento pode ser utilizado em cada
processador. Além de simplificar a implementacao de algoritmos, conduz a
distribuicao igualitaria, o que tende a minimizar congestionamento em pro-
cessadores. Se é aresta-simétrico, tende a minimizar congestionamento em

ligagoes/canais.

e Diametro e Distancia Média
A informacao precisa trafegar de um processador para outro. Se dois proces-
sadores estiverem a uma distancia d, ou seja, se é preciso percorrer d arestas
para ir de um processador ao outro, entao sempre que esses processadores se
comunicarem serao necessarios d passos para tal. O valor maximo da distancia
entre quaisquer processadores de uma rede é o diametro — como apresentado
na Secao 2.1.1 — e esta diretamente associado a laténcia, que é definida como
0 tempo que uma mensagem leva apo6s sua criacao na origem para chegar ao

n6 destino. O problema de encontrar uma rota para trafegar uma mensa-
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gem de um processador origem para um processador destino, conhecido como
problema de roteamento, tem como limite inferior o diametro da rede. Por
representar a distancia de pior caso, o diametro ¢ um dos parametros utili-
zados na analise de complexidade de muitos algoritmos. A distancia média é
utilizada no lugar do diametro quando se deseja analisar a complexidade de
caso médio. Em nome da eficiéncia, redes com pequenos diametro e distancia

média sao preferiveis.

Grau

Uma estratégia para obter diametro pequeno é aumentar o ntimero de arestas,
sendo o extremo tornar a topologia um grafo completo e conseqiientemente
com diametro igual a um. Sabe-se que todo grafo completo com mais de qua-
tro vértices nao é planar. Assim, para conectar cinco ou mais processadores
desta forma em um tnico chip, por exemplo, seria necessario utilizar chips
multicamadas, aumentando consideravelmente a complexidade e o custo de
construcao da rede. A depender do grau do vértice e do tamanho dos mate-
riais utilizados, a implementacao poderia até mesmo ser impossivel. Ou seja,
apesar de um grau alto dos vértices trazer beneficios relativos a desempenho,
em uma rede existe um limite fisico e financeiro para esse valor, pois repre-
senta o nimero de ligacoes a serem fisicamente construidas e anexadas a um

processador. Portanto, o grau de uma rede é tao melhor quanto menor.

Escalabilidade

Estéa relacionada com a capacidade de a rede crescer e respectivo esforco ne-
cessario, e também com a qualidade desse crescimento. Se, por exemplo, o
numero de processadores crescer n vezes, o poder de processamento desta rede
aumentara n vezes? Até mais elementar: é possivel fisica e logicamente crescer
n vezes? Escalabilidade implica que os demais elementos da rede, como canais
de entrada e saida, crescam proporcionalmente com o aumento do ntumero de

processadores, caso contrario se tornariam o gargalo do sistema, diminuindo a
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eficiéncia geral da rede que teoricamente deveria ser aumentada com o acrés-

N

cimo de processadores. Outra questao associada a escalabilidade — e que
alguns autores como DUATO; YALAMANCHILI; NI (2003) preferem tratar
separadamente e chamar de Fxpansibilidade Incremental, mas que neste tra-
balho serd considerado dentro de Escalabilidade para ficar em consonancia
com a maioria dos artigos aqui referenciados — ¢é a granularidade na escolha
do nimero de processadores que uma topologia oferece. Algumas topologias
crescem exponencialmente no ntimero de vértices entre dois tamanhos consecu-
tivos de sua instancia. Crescer de 2 para 4 processadores pode parecer razoavel.
No entanto, crescer de 1024 para 2048 processadores sem a possibilidade de
um numero intermediario pode ser inconveniente ou inviavel, se o desejado é
crescimento incremental de acordo com necessidade e disponibilidade finan-
ceira gradativas. Outras topologias permitem aumento intermediario entre
instancias consecutivas a custa de nao utilizar todos os recursos fisicamente
implementados, ou seja, gerando desperdicio. Em linhas gerais, é interessante
que uma rede possa crescer de forma incremental, com possibilidade de au-
mento gradativo do ntimero de processadores e com minimo de desperdicio, e

que a capacidade geral e real da rede acompanhe/reflita esse crescimento.

Tolerancia a falhas

Esta relacionado & confiabilidade/estabilidade. E desejavel que a rede conti-
nue a operar de forma confidvel mesmo se um processador ou alguma ligacao
falhar. As redes podem ser construidas para operagao continua em um nimero
limitado de falhas, e a tolerancia a falhas mede o tamanho dessa robustez.
Geralmente é caracterizada pela conectividade de vértices e conectividade de
arestas do grafo. Ha também parametros que avaliam a qualidade do que sobra
ap6s uma falha, como a tenacidade, que mede o compromisso de minimizagao

da relagao custo:beneficio de uma rede quando em eventos de falha.
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e Possibilidade para algoritmos paralelos e esquemas de comunicacao

A topologia pode dificultar ou mesmo impossibilitar que algoritmos paralelos,
a serem distribuidos nos diferentes nés da rede, possam executar corretamente
e de forma eficiente. Além dos algoritmos de fins especificos, ha os esquemas
de comunicacao que uma rede de interconexao precisa realizar para funciona-
mento basico, como a difusao (broadcasting) — um padrao de comunica¢do em
que um no precisa enviar uma mensagem para todos os demais n6s do sistema.
E desejavel que a topologia permita implementacio simples e eficiente desses

algoritmos.

Estrutura Recursiva

Uma topologia possui estrutura recursiva se cada instancia sua puder ser criada
conectando-se instancias menores desta mesma topologia, e conseqiientemente
se tiver uma configuragao unitaria béasica que dara origem as maiores. E uma
caracteristica que traz relativa simetria a topologia e que favorece a implemen-

tacao de algoritmos do tipo Dividir para Conquistar.

Imersao de outras topologias

Geralmente os algoritmos consideram no seu padrao de comunicacao a topo-
logia da rede onde serao executados. Para esses casos, é necessario que a rede
possua determinada estrutura topologica, mesmo que apenas logicamente, du-
rante toda a execucao do algoritmo: para manter sua eficiéncia, ou mesmo para
permitir sua execucao. A possibilidade de simular uma topologia com outra é
uma caracteristica interessante, pois prové portabilidade aos algoritmos. Um
algoritmo que seja muito eficiente, e que seja especifico para uma topologia,
pode ser aproveitado para uma outra, desde que seja possivel simular logica-
mente a original com essa outra.

Mapear uma topologia em outra e preservar certas propriedades é modelado
como um problema de imersao em grafos. Ha mais de uma abordagem para o

problema; em redes de interconexao, ¢ geralmente definido da seguinte forma.
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Sejam os grafos G e H. Uma imersao de G em H é um homomorfismo de G em
H, que pode ser considerado como um mapeamento ¢: V(G) — V(H) tal que
para cada (z,y) € E(G), a imagem ¢((z,y)) é um (é(x), ¢(y))-caminho em
H. Se existe uma imersao de G em H, entao dizemos que G pode ser imerso
em H. O grafo G é chamado grafo visitante; e H, grafo anfitridao. A imersao
é dita ponto-a-ponto se ¢ é um mapeamento injetivo. Isto ocorre quando G
é isomorfo a algum subgrafo de H, o que é chamado de imersdo isomdrfica.
Esta é a imersao ideal, pois um algoritmo desenvolvido para a topologia G
apresentaria exatamente o mesmo desempenho se executado na topologia H
(mais especificamente: no subgrafo de H que é isomorfo a G).

No entanto, ha casos em que a imersao nao é ponto-a-ponto. Pela definicao
de imersao aqui utilizada, é permitido que uma aresta de G seja simulada por
um caminho (de tamanho nao necessariamente 1) em H. Se esse caminho for
grande, pode comprometer o desempenho do algoritmo. A imersao sera tao
melhor quanto menor esses caminhos em H utilizados para simular arestas
de G. Com o objetivo de avaliar a qualidade da imersao, ha o conceito de
dilatacio de uma imersao ¢: dil(¢) = max, yep){(¢(x), (#(y))-caminho em
H}. A dilatagao dil(¢) é uma medida de eficiéncia da comunicagao quando H
simula G. O objetivo é encontrar, entre todas as possiveis imersoes de G em
H, a de menor dilatacao. O valor obtido por |V(H)| / |[V(G)| é a expansdo da

imersao e mede a razao de utilizacao da rede H quando esta simula G.

Existéncia de caminhos paralelos

E importante que exista mais de um caminho possivel entre quaisquer dois
vértices em uma rede. Dois caminhos sao paralelos se nao possuirem vértices
em comum, exceto e necessariamente os vértices de origem e de destino. A
existéncia de caminhos paralelos contribui para a tolerancia a falhas: se um
caminho de X a Y estiver indisponivel, devido a falha de vértice ou de aresta,
X e Y ainda conseguiriam comunicar entre si (por um outro caminho); e

permite que o trafego de dados ocorra em paralelo, estratégia essencial se a
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quantidade de dados a ser transferida for grande: divide-se o dado em pacotes

menores, cada qual a trafegar por um caminho diferente.

3.1.2 Exemplos de Topologia

Nesta secao sao apresentadas brevemente algumas das topologias mais comuns para
redes de interconexao. A Tabela 3.1 exibe o numero de vértices, o didmetro e o
grau méximo destas topologias. As figuras das topologias estao mostradas de forma

agrupada a partir da pagina 54.

e Malha (ou Mesh)
A topologia malha-(m,d), denotada M(m,d), ¢ um grafo com conjunto de
vértices:

V = [m]?

e conjunto de arestas:

E = {{(ad_l...ao), (bd_l...b(])} | (li,bi S [m},i | a; — bz | = ].}

Pode ser vista como o produto cartesiano de d grafos P,,. Se d for igual a
1, é chamada Barramento (ou Array Linear; ou Malha 1D; ou 1D Mesh) e é
equivalente ao grafo caminho apresentado na Secao 2.1.2: nao possui caminhos
alternativos em caso de falha (conectividade baixa); tende a causar gargalos
nos vértices centrais; possui diametro grande, baixo custo e baixo desempenho.
Se d for igual a 2, é chamada malha 2D (ou 2D Mesh) e é equivalente ao grafo
grade(m x m): bastante adequada para execucao de algoritmos paralelos que

trabalham com manipulagao de matrizes; nao é simétrica.

e Torus

A topologia torus-(m,d), denotada T'(m,d), é um grafo que consiste em uma
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malha-(m, d) e, adicionalmente, arestas de contorno ligando:
(ad_l...aiﬂ(m - 1)ai_1...a0) a (ad_l...aiﬂ 0 ai_l...ao)

para todo i € [d] e todo a; € [m] com j # i. Pode ser vista como o produto
cartesiano de d grafos C,,. Se d for igual a 1, é chamada Anel (ou Torus
1D) e é equivalente ao grafo ciclo apresentado na Se¢ao 2.1.2, sendo similar ao
array linear exceto por uma aresta que conecta os nos extremos, o que traz:
simetria, reducao do diametro pela metade, criacao de um caminho alternativo

entre quaisquer dois elementos. A Figura 3.2 ilustra a topologia T'(4, 2).

Arvore Binaria Completa

Nesta topologia, cada n6 é ligado a um né pai e a dois filhos, com excec¢ao do
no raiz (que ndo possui n6 pai) e das folhas (que ndo possuem nos filhos). Uma
Arvore binaria completa de n = 2" —1 noés, onde h ¢ a altura, ¢ denotada T'(n).
Compartilha algumas caracteristicas com o array linear, como baixo custo
(n vértices sdo conectados com n — 1 arestas) e baixa conectividade. Possui
vantagem em relagdo ao diametro, que é igual a altura da arvore (2[log n]).
Algoritmos tendem a executar mais rapido em arvore binaria do que em array
linear. E uma topologia conveniente para operacdes de banco de dados e

dicionario, por exemplo. A Figura 3.3 ilustra a topologia 7'(15).

Borboleta
A topologia borboleta de dimensao d, BF(d), é um grafo com conjunto de

vértices:

V=[d+1] x [2)
e conjunto de arestas £/ = F4 U E5, com
By ={{G,a),(@+1,a)}|icd,ac[2'}e
By = {{(i,a),(i+1,8)} | i € [d], a, 8 € [2]%, a e § diferem somente na i-ésima posicao}

A Figura 3.4 ilustra a topologia BF(3).



e Shuffle-exchange
A topologia shuffie-exchange (STONE, 1971) de dimensdo d, SE(d), é um

grafo com conjunto de vértices:
vV =[2"
e conjunto de arestas £/ = F4 U E5, com
By = {{(ag_1...a0), (ag_1...a0)} | (ag_1...a0) € [2]%, @ =1 — ap} e
By = {{(ag—1...a0), (apag_1...a1)} | (ag_1...a0) € [2]}
A Figura 3.5 ilustra as topologias SE(3) e SE(4).

e Ciclos cubo-conectados
A topologia ciclos cubo-conectados (PREPARATA; VUILLEMIN, 1981),

CCC(d), € um grafo com conjunto de vértices:
V={(a,p)ac 2 ped}
e conjunto de arestas:
E = {{(a.p), (a,(p+1) mod d)} | a € 2], p € [d]} U
U {{(a,p), (b,p)} | a,b € [2]%, p € [d], a = b exceto para a,}
A Figura 3.6 ilustra a topologia CCC/(3).

e DeDBruijn
A topologia deBruijn (PRADHAN; REDDY, 1982; BERMOND; PEYRAT,
1989; SAMATHAM; PRADHAN, 1989) b-aria de dimensao d, denotada DB(b, d),

¢ um grafo com conjunto de vértices:
V={ve

e conjunto de arestas E que contém todas as arestas {v, w} com a propriedade
que

w € {(x,v4-1,..,v1)} : © € [b]}, onde v = (v4_1, ..., Vo)
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Quando somente um parametro é fornecido, este representa d e considera-se
que a rede é binaria (b = 2). A Figura 3.7 ilustra as topologias DB(2,2) e
DB(2,3).

e Hipercubo (ou n-cubo)
A topologia hipercubo de dimensao n, denotada H,, é o grafo hipercubo @,
como descrito na Secao 2.1.2. Possui simetria, conectividade igual a n e dia-
metro que cresce logaritmicamente com o nimero de vértices. O tamanho
da rede deve necessariamente ser poténcia de 2, um inconveniente. E uma
topologia utilizada em muitas méaquinas comerciais com multiprocessamento
(SAAD; SCHULTZ, 1988; HARARY; HAYES; WU, 1988); considerada uma
das mais populares por atender muitos dos requisitos de rede desta natureza e
por apresentar um bom equilibrio entre custo e desempenho. Devido & grande
aceitacao e ao sucesso em aplicacoes reais, o hipercubo ¢ utilizado em muitos

estudos como referéncia para fins de comparacao.

3.1.3 A Escolha da Topologia

Inexiste topologia que seja a melhor em todos os critérios. Grau pequeno e tolerancia
a falhas, por exemplo, sao intrinsecamente caracteristicas inversamente proporcio-
nais. E a seta do custo que vai para uma direcdo, e a do desempenho que vai para
outra oposta. Na pratica, escolhe-se a topologia que mais adequadamente atende

aos requisitos do sistema a ser implementado.

E um problema interessante equacionar tantos critérios. T&o interessante que se
limitado a apenas dois destes critérios (diametro e grau, em relacdo ao ntimero de
vértices) chega-se ao famoso problema grau/diametro (n, A, D), proposto por E. F.
Moore, que é assim formulado: qual o maior niimero possivel de vértices n que um

grafo pode ter, tal que seus vértices tenham grau no maximo A e seu didmetro seja
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Tabela 3.1: Parametros de algumas redes de interconexao

Topologia Nl’u'ne].ro de Diametro Cfrzjlu
Vértices Maximo
Malha 1D (array linear) k k-1 2
Torus 1D (anel) k k/2 2
Malha 2D k2 2k — 2 4
Torus 2D k2 k 4
Malha 3D k3 3k —3 6
Torus 3D K? 3k/2 6
Arvore Binaria Completa 2k — 1 2k — 2 3
Borboleta 28(k + 1) 2k 6
Hipercubo 2k k k
Ciclos cubo-conectados 2Fk 2k 3
Shuffle-exchange 2k 2k — 1 4
DeBruiyn binaria ok k 4

onde k é o indice da topologia, quando aplicavel

no maximo D7

Seja v um vértice do grafo. Havera no maximo 1 +A+A(A—1) +...+ A(A-1)P~1

vértices com distancia 0, 1, 2, ..., D de v, o que acarreta um limite superior para o
problema:
oy la-nP—1a
n
- A—2

O lado direito da equacao é chamado Limite de Moore (Moore Bound) e denotado
por Ma p. Ha muitos estudos e questoes abertas relacionados a esse problema. Uma
visao geral de seu estado-da-arte foi publicado em estudo recente (MILLER; éIRAN,
2005).

Um grafo com nimero de vértices exatamente igual a Ma p ¢ denominado grafo
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Moore. Para diametro D = 1 e grau maximo A > 1, grafos Moore sao os grafos
completos K, 1; para D = 2, sao o C5 quando A = 2, o grafo de Petersen quando
A = 3, e o grafo Hoffman-Singleton (HOFFMAN; SINGLETON, 1960) quando A =
7. Assim, caso somente o diametro e o grau maximo fossem os parametros analisados,
o grafo de Petersen seria uma topologia superior ao hipercubo de dimensao trés
(Q3), pois este possui diametro maior (D = 3) e grau méaximo igual (A = 3)
para um nimero de vértices menor (8). Porém, apesar de simétrico e apresentar
boa conectividade, o grafo de Petersen nao é hamiltoniano nem planar, além de
apresentar baixa escalabilidade e nao possuir estrutura trivial para implementacao
de algoritmos e esquemas de comunicagao, o que na pratica o torna uma opgao

inferior ao hipercubo Q3.

Entre uma arvore e um grafo completo, h4 um vasto conjunto de topologias possi-
veis. Muitas foram propostas e estudadas, tendo sido algumas delas implementadas.
Porém e complementarmente, muitas ainda nao foram propostas, seja porque estu-
dos demonstraram serem inferiores as existentes dadas as necessidades, ou mesmo
porque ainda nao foram descobertas ou “criadas”. Eis um desafio, daqueles de rampa
ingreme; e contemporaneo, pois novas topologias continuam sendo estudadas e pro-

postas.

3.2 Redes de Produto (Cartesiano)

A Teoria dos Grafos tem se mostrado nao apenas um soélido subsidio para analisar
topologias de rede de interconexao, mas também uma eficaz ferramenta matemaética
para gerar novas topologias (XU, 2001; BERMOND; DELORME; QUISQUATER,
1986). Esta se¢ao apresenta uma das ferramentas utilizadas para criagao de topolo-

gias: o produto cartesiano de grafos.
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3.2.1 Topologias Sintetizadas pelo Produto Cartesiano

O produto cartesiano possui propriedades que o tornam um potencial sintetiza-
dor de topologia para redes de interconexao. Algumas destas propriedades estao
descritas a seguir. O nimero de vértices do grafo gerado pelo produto cresce mul-
tiplicativamente em funcao dos fatores, enquanto o grau dos vértices, o didmetro e
a distancia média, crescem aditivamente. Isso implica que se ambas as topologias
fatores possuirem grau e didmetro que sejam logaritmicos ou sublogaritmicos em
fungdo de seu tamanho (nimero de vértices) — uma propriedade desejavel —, a
topologia gerada pelo produto também o serd. Outra implicagdo é a maior esca-
labilidade e flexibilidade na escolha do tamanho da topologia: a faixa de possiveis
valores para o tamanho de uma rede assim gerada — por ser o produto do tamanho
das topologias fatores — é geralmente mais densa do que as de cada topologia fator.
Raciocinio similar ¢ aplicado para o grau, para o diametro e para a distancia média,

que correspondem & soma dos respectivos parametros nas topologias fatores.

Muitas das topologias propostas e estudadas sao redes de produto (cartesiano). Das
topologias cléssicas apresentadas na Secao 3.1.2, sao exemplos: a malha, o torus e o
hipercubo. E recentemente o produto tem sido investigado como um método para
combinar propriedades desejaveis das redes fatores na geragao de novas topologias
(AL-AYYOUB; DAY, 2002). Algumas das topologias propostas com este intuito

sao apresentadas a seguir:

e Hiper-Petersen (DAS; BANERJEE, 1992)
A topologia hiper-Petersen de dimensao n, denotada H P,, n > 3, é o produto
cartesiano de um hipercubo de dimensao (n — 3) e um grafo de Petersen.
Possui alto grau de simetria e de conectividade, diAmetro pequeno, e cobre

25% mais no6s utilizando o mesmo nimero de arestas que o hipercubo (DAS;

BANERJEE, 1992). A Figura 3.9 mostra a topologia H P5, como desenhada
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no trabalho de DAS; BANERJEE.

Shuffle-Produto (ROSENBERG, 1992)

A topologia shuffle-produto, denotada PS5, ,,, € o produto cartesiano de redes
deBruijn DB(n) e DB(m). Foram obtidos resultados referentes a imersao,
a simulacao de rede, e a layouts VLSI para essa topologia (ROSENBERG,
1992).

Hiper-deBruijn (GANESAN; PRADHAN, 1993)

A topologia hiper-deBruijn de ordem (m,n), denotada HD(m,n), é o produto
cartesiano do hipercubo de dimensao m e da rede deBruijn binaria de di-
mensdo n. E mais atrativa do que seus grafos fatores, possui maior flexi-
bilidade em relacdo ao niimero de conexdes por nos e permite layouts VLSI
simples (GANESAN; PRADHAN, 1993). A Figura 3.11 (HSU; LIN, 2008)
mostra a topologia HD(2,2).

Arvores malha-conectadas (EFE; FERNANDEZ, 1994)

A topologia arvores malha-conectadas de dimensdo r, MCT,(2" — 1), é o
produto cartesiano de r arvores binarias completas de altura h. E compu-
tacionalmente mais eficiente que malhas 2D e que arvores completas binarias
(EFE; FERNANDEZ, 1994). A Figura 3.12 (EFE; FERNANDEZ, 1994) mos-
tra a topologia M CTy(7).

Petersen dobrado (OHRING; DAS, 1994)

A topologia Petersen n-dobrado, denotada F'P,, é o produto cartesiano de
n grafos de Petersen. Apresenta simetria de vértices e arestas, otimalidade
na tolerancia a falhas, diametro de crescimento logaritmico, e permite algo-
ritmos simples de roteamento/difusio e imersao de outras topologias, tais como

anel, malha multidimensional, hipercubo e arvore binaria completa (OHRING;

DAS, 1994). A Figura 3.10 (HSU; LIN, 2008) mostra a topologia F' Ps.
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e Cubo-Petersen dobrado (OHRING; DAS, 1996)

A topologia cubo-Petersen dobrado de dimensao k, denotada FPQ,, é o
produto cartesiano de um hipercubo de dimensdo n e k grafos de Petersen. E
uma generalizacao da topologia Petersen dobrado, e foi proposta para prover
maior escalabilidade, visto que a Petersen dobrado cresce em poténcia de dez.
E simétrica, regular, com otimalidade na tolerancia a falhas e diametro de
crescimento logaritmico, e permite execugao de algoritmos paralelos e imersao
de outras topologias, tais como anel, malha multidimensional, hipercubo e

arvore binaria completa (OHRING; DAS, 1996).

Hiper-estrela (AL-AYYOUB; DAY, 1998)

A topologia hiper-estrela, denotada Sy, n,...n., € 0 produto cartesiano de k
grafos estrela! S,,, Sp,,..., Sp,. E um membro da classe de grafos simétricos
Cayley, possui escalabilidade maior do que o grafo estrela e que o hipercubo,
possui niimero de arestas menor do que o hipercubo e o grafo estrela para um
tamanho minimo requerido, tem maior eficiéncia na difusao (broadcasting), e

apresenta maior potencial do que o grafo estrela para imersao de topologias

populares como malhas e hipercubos (AL-AYYOUB; DAY, 1998).

Estrela-cubo (DATTA; BISWAS, 2004)

A topologia estrela-cubo, denotada SQ,,,, € o produto cartesiano do grafo
estrela (AKERS; HARD; KRISHNAMWTHY, 1994) de dimensao m e do hi-
percubo de dimensao n. Obtém beneficio do didmetro pequeno e grau sublo-
garitmico do grafo estrela e favorece a portabilidade de algoritmos das exis-
tentes aplicagdes paralelas baseadas em hipercubo (DATTA; BISWAS, 2004).
A Figura 3.13 (HSU; LIN, 2008) mostra a topologia SQs3 3.

LA topologia estrela referenciada foi proposta em 1994 (AKERS; HARD; KRISHNAMWTHY),

um grafo de Cayley, e ndo deve ser confundida com o grafo estrela apresentado na Se¢do 2.1.2.
Desenhos da topologia estrela Sa, S3 e S4 podem ser vistos na Figura 3.8 (HSU; LIN, 2008), Pagina

56.
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3.2.2 Estudo da Classe Geral

O estudo da classe geral do produto cartesiano de grafos integra descobertas exis-
tentes na literatura em um campo de conhecimento unificado; permite uma meto-
dologia geral (dividir para conquistar, por exemplo) para estudo futuro de redes de
produto e o desenvolvimento de algoritmos de rede genéricos tais como roteamento
e imersdo. Tal fato motivou estudos (YOUSSEF, 1995; DAY; AL-AYYOUB, 1997)
sobre algumas propriedades do produto cartesiano em funcao de seus fatores, entre
elas: conectividade, grau, diametro, escalabilidade, simetria de vértices, otimalidade
de esquemas de comunicagao, imersao, existéncia de caminhos paralelos e estrutura

recursiva. Propriedades estudadas em outros trabalhos incluem:

e Conectividade (CHIUE; SHIEH, 1999; XU; YANG, 2006; KLAVZAR; SPA-
CAPAN, 2008; SPACAPAN, 2008; LU; XU, 2009);

e Difusdo (broadcasting) (OHRING; IBEL; DAS, 1995; BAO; IGARASHI; OH-
RING, 1998);

e Tenacidade (CHOUDUM; PRIYA, 1999);

e Variacao do diametro (degradacao de desempenho) no evento de falha (XU;

XU; HOU, 2005; BANIC; ZEROVNIK, 2008);
e Alocacao de recursos (IMANI; SARBAZI-AZAD; ZOMAYA, 2009);

e Existéncia de caminhos/ciclos hamiltonianos (ZARETSKII, 1966; BATAGELJ;
PISANSKI, 1982; DIMAKOPOULOS: PALIOS; POULAKIDAS, 2005: CADA:
FLANDRIN; LI, 2009).
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3.3 Numero Desemparelhante como Critério Topolégico

Os conceitos de nimero desemparelhante e conjunto desemparelhante estao apre-
sentados na Secao 2.3.2. Para redes em que é essencial cada processador possuir
a qualquer instante um parceiro especial, se o nimero desemparelhante do grafo
que modela a topologia subjacente for grande, significa que a respectiva topologia
serd robusta no caso de falha de aresta (BRIGHAM et al., 2005). Isto é, o nimero

desemparelhante é um parametro de rede relacionado a tolerancia a falhas.

Tal fato motivou estudos acerca do niimero desemparelhante — e respectivos conjun-
tos desemparelhantes — de classes de grafos utilizadas como topologia de rede de

interconexao:

e em 2007, CHENG; LIPTAK obtiveram resultados para grafos (n,k)-estrela
(CHIANG; CHEN, 1995) e grafos de Cayley (AKERS; KRISHNAMURTHY,
1989);

e em 2008, CHENG et al. obtiveram resultados para os grafos (n,k)-arranjo
(DAY; TRIPATHI, 1992) e grafos de Cayley (AKERS; KRISHNAMURTHY,
1989);

e também em 2008, PARK obteve resultados para grafos tipo-hipercubo e grafos
recursivo-circulantes (PARK; CHWA, 1994);

e em 2010, WANG et al. obtiveram resultados para hipercubos k-arios.

Motivou também a criagdo de uma variagdo do conceito de niimero/conjunto de-
semparelhante, chamado ndmero/conjunto desemparelhante condicional (CHENG
et al., 2009), em que as arestas do conjunto desemparelhante devem ser tais que o

grafo resultante da remocao delas, além de nao possuir emparelhamento perfeito nem
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quase-perfeito, nao possua vértice isolado. A idéia desta variagao vem da observacgao
de que, em um evento aleatério de falha de arestas, é muito pequena a probabilidade
de que todas as arestas a falhar possuam um vértice em comum. Desconsiderando
este caso (acreditado pouco provavel), qual o proximo conjunto desemparelhante
minimo? Isto é o que a variacao deseja identificar. O numero desemparelhante

condicional foi determinado para:

e grafos completos bipartidos, grafos completos e hipercubos, em 2009 (CHENG
et al.);

e grafos tipo-hipercubo m-dimensionais com m > 5 e grafos bipartidos tipo-
hipercubo m-dimensionais com m > 3, em 2009 (PARK; SON);
e hipercubos k-arios, em 2010 (WANG et al.).

No Capitulo 4 deste trabalho, sao desenvolvidas propriedades do niimero desempare-
lhante do produto cartesiano de grafos em funcao de seus fatores, visando possibilitar

o estudo desse parametro nas redes de produto.
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Figura 3.2: Topologia torus 7'(4,2)
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Figura 3.3: Topologia arvore binaria completa T'(15)
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Figura 3.4: Topologia borboleta BF(3)
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Figura 3.5: Topologia shuffle-exchange SE(3) e SE(4)
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Figura 3.7: Topologia deBruijn DB(2,2) e DB(2,3)
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Figura 3.12: Topologia arvores malha-conectadas MCTy(7) = T(7) O T(7)
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4 RESULTADOS

Dados dois grafos cujo nimero desemparelhante é conhecido, o que pode ser infe-
rido sobre o ntimero desemparelhante do produto cartesiano destes grafos? Neste
capitulo é estudada a operacao do produto cartesiano de grafos e sao desenvolvidas
propriedades do ntimero desemparelhante desta operacao. A secao primeira retine a
notacao utilizada no capitulo e apresenta uma forma de interpretar visualmente o
produto cartesiano de grafos com o objetivo de favorecer a assimilacao das demons-

tracoes seguintes. A segunda secdo apresenta os resultados propriamente ditos.

4.1 Preliminares

Consideracoes validas para o capitulo: G, G e G5 sao grafos simples e nao-direcionados;
as notagoes sao como as introduzidas no Capitulo 2, e relembradas/complementadas

a seguir:

dg(x) é o grau do vértice x de G
0(G) é o grau minimo de G

A(G) é o grau maximo de G
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d;(G) é o i-ésimo elemento da seqiiéncia nao-decrescente de graus dos vértices de G
le(z,y) é a distancia® entre os vértices = e y de G

D(G) é o diametro de G

mp (G) é o numero desemparelhante de G

m = [V(G)]  ny= V(G

n = |V(G)|, caso exista G no contexto

n = |V(G; OG3)| = ny X ng, caso exista Gy 0 G5 no contexto

4.1.1 Uma Interpretacao Visual do Produto Cartesiano de Grafos

Antes da apresentacao dos resultados deste capitulo, é descrita uma interpretagao

visual do produto cartesiano de grafos para melhor compreensao das segoes seguintes.

O produto cartesiano de dois grafos G; e G2 — ou simplesmente G1 G5 —, descrito

na Secao 2.2, pode ser visualmente interpretado da seguinte forma:

1 - Desenhar Gy;
2 - Substituir cada vértice v de G por uma copia de Gy {que chamaremos de vG2};
3 - Transformar cada aresta uv € G; em ny arestas, ligando uGs a vGo {essas nq

arestas devem ligar os vértices correspondentes das copias de Gs}.

A grosso modo, o produto cartesiano de dois grafos GG; e Gy gera um grafo com n,

copias de G, ligadas “a la” Gy.

A interpretacao de K3 [ (Y4, representada na Figura 4.1, seria:

L Aqui a distdncia nao sera denotada por dg(z,y) devido & existéncia, neste capitulo, de vértices
representados na forma (z,y), o que tornaria mais trabalhosa a diferenciacdo entre a notagdo de
distancia e as notacoes relacionadas a grau.
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(a) Passo 1 (b) Passo 2 (¢) Passo 3 (Final)

Figura 4.1: Desenho de K3 CYy

(1) Desenhar um Kj;
(2) Substituir cada vértice de K3 por um Cy;
(3) Transformar cada aresta uv de K3 em 4 novas arestas, ligando uCy a vCy pelos

seus vértices correspondentes.

hi

h5 h2

(h4,a2) (h3,a2)

a2 a2
./. ate” "3 (h4.a1) h3,.a1)
(b)

(a) Passo 1 Passo 2 (c) Passo 3 (Final)

Figura 4.2: Desenho de H [0 K, (Grafo Casa [ Aresta)

Ha outro exemplo na Figura 4.2: o produto cartesiano do grafo Casa (H) e uma
aresta (K3). Os vértices foram rotulados a fim de evidenciar outras caracteristicas
visuais do produto. Observa-se claramente a regra para adjacéncia exposta na Secao
2.2: para que, no produto cartesiano de um grafo F' por um grafo G, vértices da

forma (f1,91) e (fa2,92) estejam ligados, ou bem fifo € E(F) e g1 = go, ou bem
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9192 € E(G) e fi = fo. Assim, as arestas sdo exclusivamente de dois tipos: (1)
as que ligam vértices diferentes entre si apenas pelo primeiro elemento (exemplo:
(h1,a1)(h2,a1)); e (2) as que ligam vértices diferentes entre si apenas pelo segundo
elemento (exemplo: (hy,a1)(h1,a2)). As referéncias a estes tipos de aresta, dado um
grafo G1 [0 G, serdo feitas da seguinte forma: (1) arestas do territdrio de Gy, ou
G1-arestas; (2) arestas do territorio de Go, ou Ga-arestas. Percorrer uma aresta
do territério de Gy significa transitar de uma copia de G5 para outra, e vice-versa.
Equivalentemente, em linguagem de conjuntos: E(G; O G5) = Gi-arestas U G-

arestas, onde Gi-arestas = (E(G1) x V(G3)) e Ga-arestas = (E(Gy) x V(Gh)).

O leitor é convidado a revisitar os desenhos expostos na Secao 2.2 e reinterpreté-
los com a abordagem exposta. A idéia é que escritor e leitor compartilhem uma

maneira de interpretar visualmente o produto.

4.1.2 Algumas Propriedades Conhecidas do Produto Cartesiano de Grafos

Esta subsecao apresenta a demonstragao para algumas propriedades conhecidas do
produto cartesiano de grafos e tem dois propoésitos: o primeiro é apresentar as
propriedades em si, e 0 outro é familiarizar o leitor com determinada maneira de
analisar o produto. Visto que os enunciados sao sabidamente corretos, as provas
formais desta segao deram lugar a uma abordagem menos rigorosa e mais visual,

que servirao como aquecimento para a segao seguinte.

Observacao 4.1.1. O produto cartesiano de grafos é uma operacao comutativa.

Prova. Sejam G, e Gy grafos simples. Temos da defini¢ao de produto cartesiano de

grafos que:

V(GO Gy) = V(Gh) x V(Ga).
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E que:
E(GyOG,) = (E(Gy) x V(G2)) U (E(Gy) x V(GY)).
Da comutatividade do produto cartesiano de conjuntos, temos que:
V(Gh) x V(Gy) =V (Gse) x V(Gy) = V(G2 OGY).
E da comutatividade da uniao de conjuntos, temos que:
(E(Gh) XV (G2))U(E(Ge)xV(Gy)) = (E(G)xV(G1))U(E(G)xV(G,y)) = E(G,0Gh).

Logo, V(G1 O Gy) =V (G, OGy) e E(GyOG,) = E(GyOG), o que demonstra a

comutatividade da operacao.

Observacao 4.1.2. G, Gy = G, O Gy,

Prova. Da Observacao 4.1.1, temos que o produto cartesiano ¢ comutativo, logo
G, 0OGy = G, UG

Visualmente, seria: o produto cartesiano de dois grafos G; e G5 gera um grafo com
ny copias de G ligadas “a la” G;. Na Figura 4.1.c ha 3 copias de C} ligadas “a la”
K, seguindo a interpretacdo visual de K3 0 Cy. E possivel observar esta mesma
figura como sendo 4 coépias de K3 ligadas “a la” C}, que seria a interpretacao da

operacao Cy [ K.

Observacao 4.1.3. A identidade do produto cartesiano de grafos € o grafo K.

Prova. Sejam G e I grafos simples. Temos da definicao de produto cartesiano de

grafos que:
V(GOI) =V(G) x V().
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E que:
EGOI) = (EG)xV()U(EU) xV(Q)).

Para que I seja a identidade do produto cartesiano de grafos, é necessario que
G O I = G para qualquer grafo simples G. Ou seja, devem ser observadas as duas
seguintes condicoes:

V(G)x V() =V(G). (1)

(B(G) x V(1)) U(E(I) x V(G) = B@).  (2)

Observa-se que a primeira condicao é satisfeita para qualquer G somente quando

|[V(I)| = 1; e a segunda, somente quando |V (I)| =1e |E(I)| =0. Logo, I = K.

Seguindo a interpretacao visual de GO K;: (1) desenhar o grafo G e substituir cada
vértice de G por um K (ou seja, trocar um vértice por um vértice; fazer nada).
Ou de K; O G: (1) desenhar o grafo K e substituir cada vértice de K; (ou seja, 1

vértice) por uma copia de G.

Observagao 4.1.4. dg, 06, ((z,9)) = dg,(z) + dg,(y).

Prova. Da regra de adjacéncias do produto cartesiano de grafos, tem-se que vértices
da forma (x1,71) e (v2,y2) — onde x1,79 € Gy € y1,y2 € G5 — estao ligados se:
(1) xyzg € E(G1) e y1 = y2, ou (2) y1y2 € E(G2) e 1 = x9. Assim, o namero de
arestas incidentes ao vértice (x,y) sera correspondente ao (1) nimero de vezes em
que z é extremidade de arestas em G; somada ao (2) namero de vezes em que y é
extremidade em arestas de Ga, ou seja dg,(z) + dg,(y). Outra forma de abordar:
E(G10OG,) = (E(Gy) x V(Gy)) U (E(G2) x V(Gy)), entao as arestas incidentes a
(x,y) sao (E.(Gy) x {y}) U (E,(G2) x {z}), onde E,(G1) ¢ o conjunto de arestas
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incidentes a * em Gy — cuja cardinalidade ¢ dg,(v) — e E,(G2) ¢ o conjunto de

arestas incidentes a y em Gy — cuja cardinalidade é dg, (y).

Observagao 4.1.5. §(G1 O Gy) = §(G1) + 0(Gs).

Prova. Da Observacdo 4.1.4, temos que dg, 06, ((2,y)) = dg, () +da, (y). Assim, o
valor de dg, 0, ((7,y)) € minimo quando dg, () e dg,(y) assumem valores minimos,

ou seja, quando assumem valores §(G1) e 6(G3), respectivamente.

Observagio 4.1.6. A(G1OGs) = A(G1) + A(Gs).

Prova. Da Observacdo 4.1.4, temos que dg, 0, ((z,y)) = dg, () +dg,(y). Assim, o
valor de dg, 0, ((7,v)) € méximo quando dg, (x) e dg,(y) assumem valores maximos,

ou seja, quando assumem valores A(G1) e A(Gy), respectivamente.

Observagfio 4.1.7. £G1 DGQ((xlv yl), (l’g, yg)) = ggl (ZL’l, 1’2) + EGQ (yl, yg).

Prova. O caminho de (z1,y1) a (22, y2) pode conter Gi-arestas e Go-arestas. As G-
arestas sao as que ligam vértices que diferem pelo primeiro elemento; e as Go-arestas,
pelo segundo elemento. E valido ressaltar que cada aresta pode alterar somente 1
dos elementos. As Gi-arestas sao da forma E(G1) x V(G3). Um possivel caminho
de (z1,y1) a (x9,y1) é obtido selecionando Gi-arestas da forma E(Gy) x {y;}, e é
possivel encontrar um com tamanho (g, (71, %2) se selecionadas as arestas de um

menor caminho de r; a x2 em G;. O mesmo vale para um caminho de (x2,y;)
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a (xq,y2), cujo tamanho seria {g,(y1,y2). Assim, existe um caminho de (x1,y;) a
(22, y2) de tamanho lg, (1, 22)+la, (Y1, y2), que corresponde ao caminho de (x1,y;) a
(x2,y1) adicionado ao caminho de (z9,y1) a (2, y2). Para verificar que esse caminho
& minimo, é necessario observar que todo caminho de (x1,y1) a (22, y2), considerando
somente as (Gi-arestas e os primeiros elementos dos vértices, é uma trilha em G, de
T1 a Tq, cuja cardinalidade é no minimo {¢, (z1,x2). O mesmo ocorre considerando
as Gao-arestas, sendo uma trilha em G5 de y; a yo, cuja cardinalidade ¢ no minimo
le, (Y1, y2). Logo, um caminho de (x1, 1) a (22, y2) ndo serd menor que (g, (1, x2)+

€G2 (yh yQ)

Observagao 4.1.8. D(G; 0 Gs) = D(G1) + D(Gs).

Prova. Da Observacao 4.1.8, tem-se que lo, o, ((z1,y1), (T2, y2)) = lg, (1, 22) +
le, (Y1, y2). Assim, o valor de lg, o, ((71,¥1), (T2, y2)) € maximo quando lg, (1, x2)
e o, (y1,y2) assumem valores méximos, ou seja, quando assumem valores D(G1) e

D(Gs), respectivamente.

O

Proposicao 4.1.9. O grafo G, U Gy € bipartido se, e somente se, ambos Gy e Go

forem bipartidos.

Prova. Da condicdo necessaria: suponha que um dos grafos, seja G2, nao seja bi-
partido. Sabe-se que um grafo é bipartido se, e somente se, nao possui ciclo impar.
Logo, pela hipotese, G5 necessariamente possui ciclo impar. Visto que havera n,
copias de G5 em G L Go, conclui-se que a existéncia de ciclo impar em G5 implica
na existéncia de ciclo impar em G; L1 Gy. O mesmo vale para G, dada a comuta-

tividade da operacao. Portanto, para que G [0 G5 seja bipartido, é necessario que
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ambos G7 e G5 sejam bipartidos (ndo possuam ciclo impar).

Da condigao suficiente: Sejam C' um ciclo em G1 0G5 e (1, y1) um vértice em C. O
ciclo C é formado por Gi-arestas que compoem uma trilha valida Wy de 1 a x1 em
GG1, e por Ga-arestas que compoem uma, trilha valida W5 de y; a y; em G5. Como
|C| = |W1| + |[Ws]|, para que G7 TG4 possua ciclo impar ¢ necessario que pelo menos
um dos grafos fatores admita trilha fechada de tamanho impar. E facil observar que
um grafo sem ciclo impar nao admite tal trilha. Dado que G; e G5 nao possuem
ciclo impar (sdo bipartidos), conclui-se que G; G5 também nao possui ciclo impar

(é bipartido).

4.2 Resultados propriamente ditos

4.2.1 Emparelhamento Perfeito ou Quase-Perfeito no Produto Carte-

siano de Grafos

Nesta secao sao desenvolvidas propriedades do produto cartesiano de grafos rela-
cionadas a emparelhamentos perfeito e quase-perfeito, necessarias para posterior

desenvolvimento de propriedades do niimero desemparelhante do produto.

Proposicao 4.2.1. Se G1 ou Gs € emparelhdvel, entao Gy 1 Gy é emparelhdvel.

Prova. Seja G o grafo emparelhavel, e seja Fy/(G1) um emparelhamento perfeito
em G. E possivel obter um emparelhamento perfeito em G; 0 G5 a partir de G-
arestas desta forma: Ep(G1) X V(G3). Como E)p(Gy) satura todos os vértices em
V(G1), por ser um emparelhamento perfeito em Gy, o produto Ep(Gy) x V(Gy) ird

saturar todos os vértices de V(G1) x V(G2), ou seja, todos os vértices em V (G10G,).
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A Figura 4.3(a) ilustra um caso em que apenas um dos grafos (G2) é emparelhavel,
e a partir de Ga-arestas é formado um emparelhamento perfeito em G [J G,. Na
Figura 4.3(b), ambos os grafos sdo emparelhaveis, o que permite obter pelo menos 2
emparelhamentos perfeitos em G [ G5: um a partir de Gi-arestas, e outro a partir

de Gy-arestas.

(a) Emparelhamento perfeito em G 0G5 a partir de um emparelhamento perfeito em Go (G = Cs
e G2 = P2)

(b) Dois emparelhamentos perfeitos em G7 O G2 a partir de emparelhamento perfeito em grafos
fatores: um a partir de G1, e outro a partir de Go (G1 = Cy e Go = P).

Figura 4.3: Emparelhamento perfeito em Gy U G5, dados que GGy ou G5 sdao empa-
relhéveis.
Proposicao 4.2.2. Se Gy e Gy sdao ambos quase-emparelhdveis, entao Gy 1 Gy €

quase-emparelhdvel.
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Prova. Sejam Ey(Gp) e Ey(G2) emparelhamentos quase-perfeitos em G e G,
respectivamente, e sejam © € G; e y € Gy os vértices nao saturados por estes
emparelhamentos. E possivel obter um emparelhamento quase-perfeito em G; 0 Gy
de duas formas: (1) (Ep(G1) X V(G2))U(EwN(G2) x{z}) ou (2) (En(Ge) xV(Gy))U
(Ey(G1) x {y}). Em ambos os casos, (x,y) sera o vértice nao saturado. A Figura

4.4 ilustra a idéia.

(b) (Em(Gz2) x V(G1)) U (Em(G1) x {y})

Figura 4.4: Duas formas de formar um emparelhamento quase-perfeito em G G5,
dados que G e G3 sao quase-emparelhaveis (G; = C3 e Gy = Ps).
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4.2.2 Numero Desemparelhante do Produto Cartesiano de Grafos

O conceito de numero desemparelhante varia de acordo com a paridade do niimero
de vértices de um grafo, portanto ha dois casos: (1) quando o grafo possui nimero
par de vértices, desejamos saber o niimero minimo de arestas a serem removidas
do grafo para que o mesmo nao seja emparelhavel (ndo admita emparelhamento
perfeito); (2) quando possui nimero impar de vértices, desejamos saber o nimero
minimo de arestas a serem removidas do grafo para que o mesmo nao seja quase-
emparelhavel (ndo admita emparelhamento quase-perfeito). Por conta disto, fre-
qlientemente as propriedades relacionadas a este conceito precisam ser tratadas por

cada tipo de caso.

Existe um limite superior natural para o nimero desemparelhante, que foi observado

no trabalho que introduziu o conceito:

Observagao 4.2.3. mp (G) < 0(G) sen € par. (BRIGHAM et al., 2005)

Prova. Corresponde a remover todas as arestas incidentes a um vértice v de grau
minimo, deixando v isolado e impossibilitado de participar de algum emparelha-

mento. O

Observacao 4.2.4. mp(G) < di1(G) + d2(G) se n € impar. (BRIGHAM et al.,
2005)

Prova. Similar a idéia da prova na Observagao 4.2.3, porém corresponde a isolar

dois vértices de menor grau. O

Observemos, entao, um limite superior natural para o nimero desemparelhante do

produto cartesiano:
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Observacao 4.2.5. mp (G; O Gy) < 6(Gy1) + 6(Ga) se ny X ng € par.

Prova. Da Observagao 4.2.3, temos que mp (G) < 6(G) se n é par. Da Observacao
4.1.5, temos que 6(G1 O Go) = 6(G1) + §(Ga). Assim, temos que: mp (G; O Gy) <
3(G1OG,) = 6(Gh) + 6(Ga).

]

Observagéo 4.2.6. mp (G1|:|G2) S dl(G1)+d1 (G2)+mzn(d1 (G1)+d2(G2), d2(G1)+

di1(Gs)) se ny X ny € impar.

Prova. Diretamente da Observacao 4.2.4 vem que mp (G) < di(G) + da2(G) se n é
impar, e da Observacao 4.1.4 que dg, 0, ((z,y)) = dg, (z) + da, (v).

O proximo passo é propor limites inferiores para o nimero desemparelhante do
produto cartesiano. Sao considerados trés casos: (1) ambos os grafos fatores pos-
suem ntumero par de vértices; (2) exatamente um grafo fator possui namero par de

vértices; (3) nenhum grafo fator possui nimero par de vértices.

Proposigao 4.2.7. mp (G1 O Gy) > mp (G1) + mp (Gs) se ambos ny e ny forem

pares.

Prova. Se existe um emparelhamento perfeito M em Gy, é possivel construir um
emparelhamento perfeito em G [ Gy utilizando as arestas equivalentes a M em
cada uma das ny copias de Gy (Proposigao 4.2.1). Entao, para que o grafo G; 0 Gy
nao possua emparelhamento perfeito construido desta forma, é necessario que pelo

menos uma das copias de G; em G [ Gy ndo possua emparelhamento perfeito. O
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ntimero minimo de arestas a serem removidas de uma cépia de G; para garantir esta
condigao ¢ exatamente mp (G1), por definigdo. Analogamente, precisamos considerar
o emparelhamento perfeito construido com Gs-arestas. Assim, é necessario remover
pelo menos mp (G1) + mp (G2) arestas para que nao haja emparelhamento perfeito
deste tipo em G1 0G2. A coeréncia da proposicao é mantida se G (G2) ndo admitir

emparelhamento perfeito, pois neste caso mp (G1) =0 (mp (G = 0)). ]

Proposigao 4.2.8. mp (G; O Gs) > mp (G1) se ny for par e ny impar.

Prova. Retirando menos do que mp(G;) arestas, todo subgrafo correspondente a
uma copia de (G; continuara tendo um emparelhamento perfeito, e portanto G; LG,

também.

]

Proposigao 4.2.9. mp (G10G3) > min(mp (G1); mp (G2)) se ambos ny e ny forem

impares.

Prova. Retirando menos do que min(mp (G1); mp (Gs)) arestas, todo subgrafo cor-
respondente a uma copia de G; (ou de Gs) continuard tendo um emparelhamento
quase-perfeito. Tomemos entao emparelhamentos quase-perfeitos para as copias de
(1, de modo que os vértices nao-saturados sejam correspondentes. (Isto sempre é
possivel, uma vez que foram retiradas menos do que mp (G) arestas.) Consideremos
a copia de Gy que contém estes vértices nao-saturados. Como foram retiradas me-
nos do que mp (G2) arestas, pode-se definir um emparelhamento quase-perfeito para
esta copia de G,. Concluimos que G LI G5 continuard tendo um emparelhamento

quase-perfeito. O

Com os limites superior e inferior apresentados, o nimero desemparelhante de al-

gumas topologias de rede baseadas em produto cartesiano pode ser calculado em



74

funcao de suas topologias fatores. Alguns exemplos sao apresentados a seguir, com
as seguintes consideracoes: o grafo de Petersen esta denotado por P; o hipercubo

de dimensdo n por @Q,; e o grafo estrela (Cayley) de dimensao n, por S,.

A topologia hiper-Petersen (DAS; BANERJEE, 1992), denotada HP,,, n > 3, é o

produto cartesiano de um hipercubo de dimensao (n — 3) e um grafo de Petersen.

Corolario 4.2.10. mp (HP,) = n.

Prova. E sabido que:
mp (Qn—3) =n — 3 e que mp (P) =3 (BRIGHAM et al., 2005).
Como HP, = @Q,—3 0 P, temos (da Observagao 4.2.5) que:
mp (HP,) < 8(Qu_s) +6(P) = (n—3) +3 = n.
E temos (da Proposigao 4.2.7) que:

mp (HP,) > mp (Qu-3) + mp(P) = (n—3)+3=n.

A topologia Petersen n-dobrado (OHRING; DAS, 1994), denotada F'P,, é o produto

cartesiano de n grafos de Petersen.

Corolario 4.2.11. mp (FP,) = 3n.

Prova. E sabido que:

mp (P) =3 (BRIGHAM et al., 2005).
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Como FP, = P", temos (da Observagao 4.2.5) que:
mp (FP,) <§(P) xn=3n.
E temos (da Proposigao 4.2.7) que:

mp (FP,) > mp(P) xn=3n.

A topologia cubo- Petersen dobrado de dimensio & (OHRING; DAS, 1996), deno-
tada F'PQ, x, é o produto cartesiano de um hipercubo de dimensao n e k grafos de

Petersen.

Corolario 4.2.12. mp (FPQ, ) = 4n.

Prova. E sabido que:
mp (Qn) =n e que mp (P) =3 (BRIGHAM et al., 2005).
Como FPQ, = Q.0 P* | temos (da Observagao 4.2.5) que:
mp (FPQny) < 6(Qn) + (6(P) x n) =n+3n =4n.
E temos (da Proposicao 4.2.7) que:

mp (FPQpy) > mp(Qn) + (mp(P) X n) =n+ 3n = 4n.

A topologia hiper-estrela (AL-AYYOUB; DAY, 1998), denotada Sy, n,y...n.s € O

produto cartesiano de k grafos estrela.
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k

,,,,,

=1

Prova. E sabido que:
mp (S,) =n — 1 (CHENG; LIPTAK, 2007).

Como Snyng...ng = Sny O .Sy, O...0OS,,, temos (da Observagao 4.2.5) que:

.....

k
P (Sny o) < 0(Smy) +6(Sny) + oo+ 0(Sn) = Y (n; — 1),
=1

E temos (da Proposigao 4.2.7) que:

k
mp (Snina,ni) = MP (Sny) +mp (Spy) + .o+ mp (S,) = Z(nz - 1).

=1

A topologia estrela-cubo (DATTA; BISWAS, 2004), denotada SQy,.n, € 0 produto

cartesiano do grafo estrela de dimensao m e do hipercubo de dimensao n.

Corolario 4.2.14. mp (SQun) =m+n — 1.

Prova. E sabido que:
mp (Sp) =m — 1 (CHENG; LIPTAK, 2007), e que

mp (Q,) =n (BRIGHAM et al., 2005).

Como SQpn = S, OQ,, , temos (da Observacao 4.2.5) que:

mp (SQmn) <0(Sm) +0(Qrn) =(m—1)4+n=m+n—1.
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E temos (da Proposi¢ao 4.2.7) que:

mp (SQm.n) = mp(Sm) +mp(Qn) =(m—1)+n=m+n—1.

A topologia hipercubo de dimensao n, denotada @),, é o produto cartesiano de n
arestas (grafos K3). O namero desemparelhante do hipercubo é conhecido e foi
calculado com prova especifica que considerou caracteristicas particulares do grafo

estudado. O objetivo do Corolario 4.2.15 é apresentar uma prova alternativa:

Corolario 4.2.15. mp (Q,) =n (BRIGHAM et al., 2005, Teor. 12)

Prova. E facil verificar que:

mp (Ks) = 1.

Como @, = (K3)", temos (da Observacao 4.2.5) que:
mp (Qn) < 0(K3) X n=n.
E temos (da Proposicao 4.2.7) que:

mp (Qn) = mp (K3) X n = n.

Os corolarios de 4.2.10 a 4.2.15 apresentaram o nimero desemparelhante de seis
topologias. Os casos apresentados sao do tipo em que os limites superior e inferior

para o nimero desemparelhante do produto cartesiano se igualaram, esmagando
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suas desigualdades e possibilitando chegar ao nimero desemparelhante exato. Re-
sultados para outras topologias poderiam ser demonstrados utilizando a mesma
idéia. Uma indagacao natural é se os limites inferior e superior sempre se igualam.
A resposta é nao. E o que h4 em comum entre os grafos destas demonstragoes que
levou & igualdade dos limites? E valido recordar um dos significados aplicados do

nimero desemparelhante.

O ntamero desemparelhante mp (G) é um critério topoldgico relacionado a tolerancia
a falhas. Para redes em que é essencial cada processador possuir a qualquer ins-
tante um parceiro especial, se o niimero desemparelhante do grafo G (que modela a
topologia subjacente) for grande, significa que a respectiva topologia seré robusta
no caso de falha de aresta. Ou seja, mp (G) serd tao melhor quanto maior. Dado
que, quando G possui nimero par de vértices, o limite superior natural de mp(QG)
é o grau minimo de G (Observagao 4.2.3), uma topologia de tamanho par pode
ser considerada 6tima em relacdo ao nimero desemparelhante se mp (G) for igual a

d(G) (simplesmente porque nao tem como ser maior).

O que ha de comum entre as topologias citadas nos corolarios, além de possui-
rem tamanho (nimero de vértices) par, é a otimalidade de suas topologias fatores
quanto ao namero desemparelhante (mp (G) é exatamente igual a §(G)). E é inte-
ressante notar que o produto cartesiano manteve na topologia gerada a otimalidade
das topologias fatores — pois gerou topologias também 6timas quanto ao nimero

desemparelhante —, o que se faz enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.2.16. Sejam G, e Gy grafos com nimero par de vértices. Se G e G

forem dtimos quanto ao numero desemparelhante, entio G U Gy também o serd.

Prova. O ntmero desemparelhante de um grafo G é limitado superiormente pelo

grau minimo deste grafo, sendo considerado otimo quando a igualdade
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em mp (G) < §(G) é satisfeita. Assim, se Gy e Gy sdo 6timos quanto ao nimero

desemparelhante, temos que mp (G1) = §(G1) e mp (G2) = 0(G2).

Temos (da Observagio 4.2.5) que:
mp (G1 O Gs) < §(Gh) + 5(Gs).
E temos (da Proposigao 4.2.7) que:
mp (G1 O Ga) = mp (G1) +mp (G2).

Mas:
mp (Gh) = 8(Gh) e mp (Ga) = 5(Ga).

Logo:

O fato de o produto cartesiano gerar topologias 6timas quanto ao ntimero desem-
parelhante, dado que as topologias fatores o sao e possuem tamanho par, ¢ uma
propriedade que fortalece a idéia de que o produto cartesiano ¢ um adequado sin-

tetizador de topologias de rede de interconexao.
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5 CONCLUSAO

Vérias situacoes da vida real podem ser modeladas como problemas em grafos. A
partir dai, os conhecimentos disponiveis na Teoria dos Grafos podem ser utilizados
para tratar o problema especifico. O desenvolvimento de propriedades teoéricas de
uma estrutura matemaética enriquece a biblioteca disponivel do respectivo campo

de conhecimento.

Neste trabalho, foi estudada a operacao produto cartesiano de grafos. Foram de-
senvolvidas propriedades sobre a existéncia de emparelhamentos perfeito e quase-
perfeito no grafo gerado pelo produto em funcao de seus fatores. Com estes re-
sultados, foram desenvolvidas propriedades sobre o numero desemparelhante do
grafo gerado pelo produto. E um trabalho de continuidade do estudo da classe
geral do produto cartesiano de grafos. Propriedades estudadas em outros traba-
lhos incluem: conectividade (CHIUE; SHIEH, 1999; XU; YANG, 2006; KLAVZAR;
SPACAPAN, 2008; SPACAPAN, 2008; LU; XU, 2009), difusdo (broadcasting) (OH-
RING; IBEL; DAS, 1995; BAO; IGARASHI; OHRING, 1998), tenacidade (CHOU-
DUM; PRIYA, 1999), variagao do diametro (degradagao de desempenho) no evento
de falha (XU; XU; HOU, 2005; BANIC; ZEROVNIK, 2008), alocagao de recursos
(IMANI; SARBAZI-AZAD; ZOMAYA, 2009) e existéncia de caminhos/ciclos hamil-
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tonianos (ZARETSKII, 1966; BATAGELJ; PISANSKI, 1982; DIMAKOPOULOS;
PALIOS; POULAKIDAS, 2005; CADA; FLANDRIN; LI, 2009).

Dentro do contexto de redes de interconexao, o nimero desemparelhante de um
grafo (que modela uma topologia) é um parametro associado a tolerancia a falhas.
Os resultados obtidos neste trabalho possibilitaram o calculo do nimero desempare-
lhante de algumas topologias de rede de interconexao que sao produto cartesiano de
grafos, a saber: hiper-Petersen (Corolario 4.2.10); Petersen n-dobrado (Corolario
4.2.11); cubo-Petersen dobrado (Corolario 4.2.12); hiper-estrela (Corolario 4.2.13);
estrela-cubo (Corolario 4.2.14); hipercubo (Corolario 4.2.15 - prova alternativa a
apresentada em (BRIGHAM et al., 2005, Teor. 12)). E um trabalho de continui-
dade do estudo do niimero desemparelhante de topologias de rede de interconexao.
Topologias estudadas em outros trabalhos incluem: grafos (n,k)-estrela e grafos de
Cayley em 2007 (CHENG; LIPTAK); grafos (n,k)-arranjo e grafos de Cayley em
2008 (CHENG et al.); grafos tipo-hipercubo e grafos recursivo-circulantes em 2008
(PARK); hipercubos k-arios em 2010 (WANG et al.).

O produto cartesiano de grafos é considerado um adequado sintetizador de topolo-
gias por herdar as propriedades dos grafos fatores de forma interessante do ponto de
vista dos critérios topologicos comumente analisados. Nesse trabalho, foi observada
uma nova propriedade desejavel da operacao: a otimalidade do niimero desempare-
lhante é herdada dos grafos fatores, quando eles possuem numero par de vértices.
Ou seja, se duas topologias de tamanho par forem 6timas em relagao ao ntimero de-
semparelhante, a topologia criada pelo produto delas também sera. Essa observacao

reforca o produto como boa estratégia para criacao de topologias.

O fato de o produto cartesiano ser um adequado sintetizador de topologias contri-
buiu para intensificar o estudo da operagao, o que pode ser observado pelo volume de

trabalhos citados no segundo paragrafo deste capitulo. Além de enriquecerem a Teo-
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ria dos Grafos, esses trabalhos auxiliam a analise de topologias de redes de produto.
Assim, a comunidade tem um bom motivo para desenvolver novas propriedades do
produto cartesiano de grafos. Nesse trabalho, foram estudadas propriedades rela-
cionadas a emparelhamento. H& intmeras a serem (re)estudadas. So para citar
algumas: existéncia de caminho ou ciclo hamiltoniano, niimero dominante, nimero
desemparelhante condicional, e a possibilidade de desenvolvimento de algoritmos
em grafos mais eficientes (que levem em consideracdo o fato de o grafo ser produto
cartesiano). E, dentro de cada propriedade, ha muitas questdes a serem abordadas.
Sobre o nimero dominante, por exemplo, Vizing conjecturou (VIZING, 1963) que,
para quaisquer grafos finitos G e H, é valido que v(G)v(H) < v(GOH), onde v(G)
é o nimero dominante de um grafo G. Com quase meio século de vida, a conjec-
tura ainda é pesquisada nos dias de hoje (CLARK; SUEN, 2000; BRESAR, 2001;
CLARK; ISMAIL; SUEN, 2003; HARTNELL; RALL, 2003; SUN, 2004; BRESAR,
2005; HENNING; RALL, 2005; BRESAR; RALL, 2009; HOU; LU, 2009; AHA-
RONIL; SZABO, 2009). Em 2008 foi publicado um livro IMRICH; KLAVZAR;
RALL dedicado ao produto cartesiano de grafos, com o objetivo de oferecer um
ambiente unificado das propriedades conhecidas da operacao (algumas delas recen-
temente provadas) e alguns problemas interessantes em aberto na area. Ou seja, o
produto cartesiano de grafos ¢ um topico onde ha muito o que ser desenvolvido; um

tema fértil para trabalhos futuros.
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