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RESUMO

O objetivo deste trabalho é o estudo e a andlise numérica da equacao de Korteweg-
de Vries na forma linear, bem como a demonstracao de existéncia e unicidade da
equacoes linear e nao-linear.

O efeito do damping localizado é analisado sobre os pontos de vista tedrico e
numérico em ambas as equacoes.

Palavras-chave: Andlise numérica, Equagao Korteweg-de Vries, Simula¢ao numeérica.



Numerical Analysis and Simulation of Korteweg-de Vries Equation

RESUMO

The aim of this work is the numerical analysis of the linear Korteweg-de Vries
equation along with the existence and uniqueness proof of linear and non-linear
equations.

The effect of the localized damping is also analysed under theoretical and numerical
perspective at both equations.

Palavras-chave: Numerical Analysis, Korteweg-de Vries Equation, Numerical Sim-
ulation.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contexto

A simulacao computacional representa um dos ramos mais ativos da Engenharia
atualmente. Diversas empresas, antes da fabricacao efetiva de um produto, prototi-
pam no computador seu problema fisico buscando um melhor entendimento e/ou
previsao sobre seu comportamento.

Esta demanda faz jus a necessidade de uma matematica avancada e de recursos com-
putacionais muito eficientes. Consequentemente, a capacitacao de pessoas fluentes
em modelagem fisica, matematica e computagao é uma necessidade.

Apesar de nao se tratar especificamente de um problema fisico oriundo da enge-
nharia, como veremos mais adiante, este trabalho se encaixa no contexto descrito
acima pela necessidade de solidos conhecimentos matematicos e recursos computa-
cionais apurados. O enfoque serd a comprovacao analitica dos métodos numéricos
de aproximagao e computacional de resultados teodricos, enquanto o foco da enge-
nharia hoje em dia é extrair as caracteristicas de um modelo a partir da simulacao

computacional.



12

1.2 As Equacoes linear e nao-linear

A equacao de Korteweg-De Vries! forma uma familia de equacoes designadas gene-
ricamente por

U+ Uy + Upyr + [P(u)], = 0.

1
Neste estudo sera tomado P(u) = §u2 sob o dominio [0, L] x [0, 7] e adicionando o
termo a(z)u juntamente com a condigoes iniciais e de fronteira especiais, obtém-se:

(W U+ Uger + Uty +a(z)u = f, V(z,t) € (0,L) x (0,T)

u(0,t) =u(L,t) =0, Vte|0,T]

(1.1)
uy(L,t) =0, Vtel0,T]

u(z,0) = ug(x), Vzel0,L].

Desconsiderando o termo de damping acima e linearizando a equagao acima em

\

torno da solu¢do u = 0 pode-se obter a equacao na forma linear (novamente com o
termo de damping):
(W Uy + Uger +a(x)u=f, V(z,t) € (0,L)x (0,T)

uw(0,t) =u(L,t) =0, Vte|0,T]

(1.2)
uy(L,t) =0, Vtel0,T]

u(z,0) = ug(x), Vae|0,L]

onde, em ambas as equagoes, a € L*(0, L) satisfaz a(z) > ag > 0 quase sempre num

\

2 ¢ 0 nome "localizado"é

aberto w C (0,L). A funcdo a é denominada "damping"
devido a sua atuacao num subconjunto w de L. A entendimento de sua influéncia
nas equacoes acima ¢ um dos objetivos deste trabalho. Apesar de o estudo ser
direcionado para o problema homogéneo, as equagoes acima foram escritas na forma

nao-homogénea para validacao dos métodos numéricos.

!doravante denominada "KdV’.
’fisicamente, damping é qualquer efeito que tende a reduzir a oscilacdo em um sistema e é
modelado como sendo uma forca sincronizada com a velocidade, mas em direcao oposta.
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1.3 Historico

H& mais de 170 anos, enquanto conduzia experimentos para determinar o design mais
eficiente para certos tipos de botes, o jovem engenheiro escocés John Scott Russell
(1808-1882) fez uma surpreendente descoberta cientifica. Segue o texto original
escrito por Russell em 1845:

"I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn
along a narrow channel by a pair of horses, when the boat suddenly
stopped - not so the mass of the water in the channel which it had
put in motion; it accumulated round the prow of the vessel in a
state of violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled
forward with great velocity, assuming the form of a large solitary
elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of water, which
continued its course along the channel apparently without change
of form or diminution of speed. I followed it on horseback, and
overtook it still rolling on at a rate of some eight or nine miles an
hour, preserving its original figure some thirty feet long and a foot
to a foot and a half in height. Its height gradually diminished,
and after a chase of one or two miles I lost it in the windings of
the channel. Such, in month of August 1834, was my first chance
interview with that singular and beautiful phenomenon which 1
have called the Wave of Translation.”

Este evento aconteceu no canal Union em Hermiston, perto do campus Riccarton
da Universidade de Heriot-Watt, em Edimburgo.

Durante toda a vida Russell permaneceu convicto que sua onda solitaria ("Wave of
translation’) era de fundamental importancia, mas os cientistas do final do século
XIX e inicio do seculo XX nao deram muita importancia. A fama de Russel se dava
por outros méritos.

Investigagoes tedricas foram realizadas por Lord Rayleigh e Joseph Boussinesq em
1877 ¢, finalmente, por Diederik Korteweg e Gustav de Vries (16) em 1895. Apods
esse periodo, apenas por volta da década de 1960 as idéias de Russell comecaram
a ser apreciadas, quando cientistas comecaram a usar os computadores digitais mo-
dernos para estudar a propagacao de ondas nao-lineares.

Do ponto de vista moderno, as ondas solitarias sao usadas como elemento cons-
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trutivo para formular o complexo comportamento dindmico de sistemas de ondas
em diversos campos da ciéncia: de hidrodinamica até 6tica nao-linear, de plasmas
até ondas de choque, de tornados até o Great Red Spot de Jupiter, de particulas

elementares de matéria até particulas elementares de pensamento.

1.4 O Método de Galerkin e os Elementos Finitos

Dado o seguinte problema variacional abstrato
Procura-se por v € V tal que b(u,w) = f(w), Yw e W

onde be L(VxWk)e feW.
O Método de Galerkin consiste em substituir os espagos V' e W por subespacos de
dimensao finita V,,, C V e W,, C W, encontrar solucao do problema aproximado

nesses subespagos
Procura-se por u,, € V,, tal que b(tum, wy) = f(wm), Yw, € Wy,
e estabelecer estimativas que mostrem a existéncia de u satisfazendo

lim w,, = u.
m—0o0

Isto é, a sequéncia de solucoes encontradas é convergente.

Quando V = W e V,, = W,, denomina-se o Método de Riez-Galerkin e quando
V =W mas V,, # W,, denomina-se o Método de Petrov-Galerkin.

Os subespacos V,,, e W, sao de dimensao finita e por isso possuem uma base
DLy ooy Pm € G1, ..., O, Tespectivamente. Ou seja, dado u,, € V,, existem oy, ..., a,,

tais que
i=1

O Método dos Elementos Finitos consiste em escolher bases otimizadas que trans-

formem o problema aproximado num sistema nao-linear (quando a equac¢do em
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questao for nao-linear) ou sistema linear (quando a equagdo for linear). A téc-
nica para escolha das bases é baseada no particionamento do dominio (espacial) da
equacao.

Para detalhes dos Métodos, ver (30), (12), (11), (29) e (9), para uma abordagem

mais computacional.

1.5 O Método das Diferencas Finitas

Quando a equacao possui uma variavel temporal (como exemplo, a KdV), a dis-
cretizacao das varidveis espaciais através do Método dos Elementos Finitos recai
num sistema de equacoes diferenciais ordinarias que pode ser escrito genericamente

da seguinte forma:
X'(t) = F(t, X(t)), te(0,T)

X(0) = Xo,

onde X (t) = (xl(t), e ,xn(t)>T denota o vetor das incognitas e F': (0,7) x R" —
R™ um campo vetorial continuo (podendo ser inclusive ndo-linear, como sera visto
adiante).

O Método das Diferencas Finitas é usado para encontrar uma solucao aproximada
para o sistema acima e ele se baseia na aproximagcao por polindnios de Taylor.
Para o caso escalar, sejam f : I — R derivavelem t € [ e At > 0 tal que t+ At € [.

Entao,

ft+At) = f(t)+hf(t) +r(At),

r(At
onde r(At) é o erro de aproximagao que satisfaz lim r(at)
At—=0 At

Da equacao acima, pode-se dizer que a derivada de f em t pode ser aproximada pelo

= 0.

quociente

pop LB 10
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Dado N € N, seja At =

uniforme do conjunto [0, 7], onde t,, = nAt,n = 0,--- , N. Aplicando a aproximacao

%. Define-se por {0 = tg, 11, -+ ,ty = T} uma discretizagao

da derivada acima sobre os pontos da discretizacao, tem-se

f(ta) = f(t”“)A; f(t) ¥n=0,--- ,N—1.

O caso vetorial é analogo e sera omitido. Ver (30) e (1) para maiores detalhes.

Basta notar agora que tomando o sistema de E.D.O. em cada ponto da discretizacao

e aplicando a aproximacao da derivada descrita acima, obtém-se:
X(tn-H) - X(tn)
At

= F(ty, X(tn)), n=0,---,N—1

X(tg) = Xo.
Denotando X™ = X(t,) e escrevendo F" = F(t,, X(t,)), chega-se ao sistema de
equacoes algébricas
X = X7 f AtFY, n=0,--- N -1

X (to) = Xo,
que é resolvido iterando n de 0 a N — 1.
E importante frizar que a discretizacio da derivada descrita acima (chamada Método
de Euler Explicito) é apenas um caso dentre muitos que podem ser obtidos através
do polinémio de Taylor.
Pode-se também aproximar o valor num determinado ponto ponderando-se os valores
nos arredores. O método geral (que também foi adotado neste trabalho) para esse

tipo de aproximacao ¢ o Método de #-Neumark, dado por:
X(t,) =0X"" +(1-0)X",

onde 6 € [0, 1].

Ver (30) e (1) para outros casos com aplicagdes em E.D.P. e (28) para outros métodos
de solugao de problemas de valor inicial, bem como as andlises de convergéncia. (27)
contém codigos em C+-+ que implementam varios métodos para estes problemas.
Esses trés métodos descritos serao aplicados nos proximos capitulos para o estudo

da equacao KdV tanto no ambito computacional quanto no analitico.
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1.6 Formulacao variacional

O Método dos Elementos Finitos nao pode ser aplicado diretamente nas equagoes
acima, ditas "Formulacoes Forte". Para utiliza-lo é necessaria a Formulacao Fraca
da equacao, também conhecida como Formulacao Variacional. Essa formulacao é
de suma importancia tanto para o estabelecimento da existéncia e unicidade das
solugoes das equacoes pelo Método de Galerkin, bem como para a estimativa do
erro de aproximacao pelo Método dos Elementos Finitos.

O conjunto D(0,L) = {v € C*(0,L);v(0) = v(L) = 0} é denominado espago das
fungoes teste com suporte compacto. Tomando v € D(0, L), multiplicando (1.1) por

v e integrando sobre (0, L), obtém-se:

L L L
/ o' (t)vdz +/ ug (t)vdx +/ Uz () vd
0 0 0

+ /OL u(t)ug (H)vdr + /OL a(z)u(t)vdr = /OL f()vdz

Integrando por partes e lembrando que v(0) = v(L) = 0:

L ol L L
/ Ugze (D)0AT = Uy (2, t)0() — / Uz (L) U dr = —/ Uz (L) 0 d.
0 0 0

=0
Substituindo

L L L
/ o' (t)vdx —i—/ Uy (t)vda —/ Uy () v dx
0 0 0

+ /OL u(t)ug (t)vd + /OL a(z)u(t)vde = /UL f(t)vdz.

Introduzindo a notacao

(0.q) = / pl)q(a)de,
obtém-se:

<u’(t),v) + (ux(t),v> _ <um(t),vx> + (u(t)ux(t),v>

+(a(x)u(t),v> = (f(t),v),Vv € D(0, L).
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Estabelecida essa formulacdo define-se em quais espacos buscar-se-a por u e v. A
escolha desses espacos leva em consideracao as exigéncias da formulacao variacional
juntamente com as condigoes de fronteira do problema que nao foram usadas para
se obter o resultado acima.

Com isso, quanto a u(t), precisa-se que u(t), u,(t), u..(t) sejam quadrado integraveis

a Lebesgue em [0, L] e que satisfacam u(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) = 0. Define-se por
V ={ue€ H*(0,L)N Hy(0,L);u,(L) =0}

o espaco onde serd buscada a solucao u do problema variacional.

Quanto a v, tomar-se-a v € V.

Lembrando que D(0, L) é denso em H?(0,L) e que V C H?*(0,L) N H,(0, L), entdo
D(0,L) é denso em V. Assim pode-se formalizar a formulacao variacional:

([ Procura-se por v : [0,T] — V tal que Vv € V vale

<u’(t),v> n (um(t),v> _ (um(t),vx) + <u(t)um(t),v) v <a(x)u(t),v> - ( f(t),v)

\ (u(()),v) - (uo,v>.

Procedendo de modo anélogo com (1.2):

Procura-se por u : [0,T] — V tal que Yv € V vale

<u’(t),v) + (um(t),v) — (um(t),vx) + (a(x)u(t),v) - ( f(t),v)

\ <u(0),v> - (uo,v).

Proposicao 1.1. Considere V' o conjunto definido acima munido do produto interno

L L
(u,v)v :/ uxvxdm+/ Uy Vg AT
0 0

e da norma duzida pelo produto interno

L L
HuH%/ :/ (ux)zdx+/ (U )?dex.
0 0

Entio V € um espago completo na norma do H*(0, L) N H}(0, L).
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Prova: Tomando uma sequéncia de Cauchy (v, )nen em V e sendo V. .C H?(0, L) N
H(0,L), tem-se que (v,)nenny € uma sequéncia de Cauchy em H?(0, L) N Hy (0, L)
possuindo limite v € H?(0, L) N H(0, L), pois este é um espaco completo. A de-
monstragao estara concluida quando provar-se que v,(L) = 0. Com efeito, na reta

ocorre a imersao continua H?(0, L) < C(0, L), entao
max |[(vp)s — vz|| < [ —v|| = 0, 1 — 0.
Portanto, a convergéncia ¢ uniforme. Entao
(Un)z(z) —> vy(x), Vo el0,L].

Mas (vy,).(L) = 0, logo, v, (L) = 0.
Assim, V é um espago completo na norma do H?(0, L) N H} (0, L). 0O

Corolario 1.1. Nas hipdteses da proposi¢io acima, existe um conjunto (w;)ien que
¢ base de V.

Define-se V = {v € V;v,(0) = 0} e por V,, o subespaco gerado pelas m primeiras
fungdes da base de V, isto é, V,, = (w1, -+, wy) (cada w; satisfaz (w;),(0) = 0)3.

O problema aproximado é entao definido por:

([ Procura-se por u,, : [0,7] — V,, tal que Yv,, € V,, vale:

(00 m ) + ()@ 0m) = ((m)ealt), (W) )
+<um(t)(um)x(t),vm> + (a(x)um(t),vm> - ( f(t),vm>

\ <um(0), Um> = <u0, vm>

3V também & completo.
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Analogamente, no problema linear tem-se:

Procura-se por u,, : [0,T] — V,, tal que Vv, € V vale:

(a0, 0m) + (o)) = ((m)as®), 0. )
#(al)un(t), vm) = (£0),vm).

\ (um(O), vm) = (uo, Um>

1.7 Objetivos

Este trabalho tem o propésito de realizar um estudo de analise numérica da equacao
linear, onde serao feitas as estimativas do erro entre a solucao exata e a solugao
aproximada obtida com a utilizagdo dos Método dos Elementos Finitos (na variavel
espacial) e Diferencas Finitas (na variavel temporal). Simula¢des computacionais
validarao as estimativas.

No entanto, devido a sua importancia, um estudo de existéncia e unicidade da
solugao da equacao KAV pelo Método de Galerkin também foi incluido.

Além disso, objetiva-se comprovar numericamente duas propriedades tedricas da
equacao de KdV. Ambas foram provadas no artigo "Stabilization of the Korteweg-
de Vries Equation with localized damping"(21) e se referem & atuacdo do termo de
damping as equagoes KdV linear e nao-linear.

Antes da descricao das propriedades, precisa-se estabelecer uma outra entidade im-
portante que estd intimamente relacionada ao estudo: a energia total do sistema.

Define-se por energia associada ao problema a seguinte integral:

m@:1£|m%mmx



21

A primeira propriedade relaciona-se com a equagao (1.2) com f = 0. Neste caso,

multiplicando a equagao (1.2) por u e integrando sobre (0, L), obtém-se:

L L L L
/ wudx + / uu,dr + / Uy AT + / a(x)uldz = 0. (1.4)
0 0 0 0

Usando as condigoes de fronteira, tem-se:

dE(t) 1, - 27 _
pTas 2um(0,t) —1—/0 a(z)u*de =0 =
E 1 b

dd—it) = —§ui(0,t) - /o a(r)uldr < 0.

Em (32) prova-se que, quando a(x) =0 e

2
Le&= {%\/kukup, k,leN} (1.5)

existem A € C e u € H3(0,L), ug # 0, tais que

dUO d3UQ
Mg + —2 = L
u0+dx+ o 0, z€(0,L)
(1.6)
dug(0 dug(L
ug(0) = ;)i):uo(L): ;i ) _g

Observa-se entdao que u(x,t) = ug(z)e* satisfaz (1.2) com f = 0. Além disso, as

condigoes iniciais de (1.6) mostram o ndo-decaimento da energia associada:

dE(t)_ 1, 1 9
- 5%(07@— §(U0)x

(0)e* = 0. (1.7)
Por outro lado, em (21) foi provado que, quando a(z) > ag > 0 numa vizinhanca de
x=0ex = L, entao o decaimento é garantido para qualquer valor de L.

A segunda propriedade é relativa a equagao ndo-linear (1.1) com f = 0. Neste caso,
o artigo faz uma andlise do decaimento da energia considerando a localizagao w do
damping.

Prova-se que, quando as condicoes iniciais pertencem a uma bola de raio R em

L*(0,L) e o conjunto w tem a forma w = (0,8) N (L — §, L), entao assegura-se o
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decaimento exponencial da energia associada a equacao.
Nota-se em (21) que o conjunto w onde o damping atua contém uma vizinhanga de
cada extremidade de [0, L]. No entanto, foi provado em (26) que o decaimento da

energia associada & equagao (1.1) independe da localizagdo do damping.

1.8 Distribuicao dos capitulos

Este texto se divide em seis capitulos e um apéndice.

No segundo capitulo sao descritas as notacoes, definicoes e teoremas que serao uti-
lizados no desenvolvimento dos capitulos subsequentes. Faz-se um breve relato so-
bre Derivada Fraca, Convergéncia, Espacos de Sobolev, Teoremas de Caratheodory,
Aubin-Lions, Douglas-Dupont, Lema de Gronwall nas formas continua e discreta,
entre outros.

O terceiro capitulo é dedicado ao estudo da existéncia e unicidade da equacao KdV
pelo Método de Galerkin. Optou-se por uma abordagem construtiva: inicialmente
mostra-se a existéncia e unicidade da equacao linear (1.2) com a = 0; em seguida
adiciona-se o termo de damping e faz-se o mesmo procedimento; finalmente o mesmo
estudo é realizado para (1.1).

O quarto capitulo trata a anélise numérica da equacao linear. Novamente uma abor-
dagem construtiva: inicialmente obtém-se resultados para a = 0, para em seguida,
obter-se resultados com a # 0. Graficos e tabelas de erros sao exibidos, bem como
os resultados numéricos sobre o comportamento da solucao quando L pertence ao
conjunto £ de Rosier (primeira propriedade tedrica).

O quinto capitulo versa sobre a equacao KdV nao-linear. Graficos e tabelas de erros
sao mostrados, junto com os resultados numéricos sobre a localizacao do damping e
o correspondente decaimento da energia (segunda propriedade teorica).

O sexto e 1ltimo capitulo tras a conclusao do trabalho e comentarios gerais.

O apéndice descreve o programa produzido para suportar os resultados apresenta-



dos, bem como as técnicas computacionais utilizadas.
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2 NOTACOES, DEFINICOES E RESULTADOS BASI-
COS

Neste capitulo apresentam-se os pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento

os capitulos subsequentes.

2.1 Preliminares

Dado o funcional linear ¢ : E — R, denota-se ¢(u) por (p,u). O conjunto dos

funcionais lineares sobre E ¢é escrito por E’.

Definicao 2.1 (Convergéncia Fraca). Sejam E um espago de Banach e (u,),en uma

sequéncia de E. Entao u, — u se, e somente se, (o, u,) — (p,u), Vo € F'.

Defini¢ao 2.2 (Convergéncia Fraca Estrela). Sejam E um espaco de Banach, ¢ €
E' e (p,)en uma sequéncia de E'. Diz-se ¢, = ¢ fraco estrela se, e somente se,

<(,0,,,U> — <99,U>, Yu € E.

Teorema 2.1 (Banach-Steinhaus: Teorema da Limitacdo Uniforme). Sejam E e F
dois espacos de Banach. Seja (T;);cr uma familia (ndo necessariamente enumerdvel)

de operadores lineares e continuos de E em F. Suponha que sup ||T;(z)|| < oo para
icl
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todo x € E. Entao sup||T;||(g,r) < co. Noutras palavras, existe uma constante C

tal que || Ti(z)|| < Cllz||, Ve € E e Vi€ 1.

Prova: Ver (3). 0

Proposicao 2.1. Seja E um espaco de Banach e (x,,) uma sequéncia em E. Verificam-

se que:

(I) Se x,, — x fortemente , entao x, — x fracamente em o(E,E'),
(II) Sex, — x fracamente em o(E, E'), entdo ||z, ¢ limitada e ||| < liminf ||z,||,

(ITI) Se z, — x fracamente em o(E,E') e se f, — [ fortemente em E' (isto é,
[ fn = fller = 0), entao (fn,zn) = (f, 7).

Prova: Ver (3). 0

Observacao 2.1. A parte (III) da proposicao é uma consequéncia do Teorema de

Banach-Steinhaus.

Teorema 2.2. Seja E um espaco de Banach separdvel e seja (f,) uma sucessao

limitada em E'. Entdo existe uma subsucessio (f,,) que converge na topologia de

o(E' E).

Prova: Ver (3). 0

2.2 Espaco das distribuicoes escalares

Definicao 2.3. Dada uma funcdo continua ¢ : Q2 C RY — R, onde Q € um aberto,

denomina-se suporte de ¢ ao fecho em S do conjunto dos pontos x tais que p(z) # 0.
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Simbolicamente

supp(p) = {v € Qs p(x) £ 0} .

Representa-se por C§°(€2) o espago vetorial das funges continuas e infinitamente

derivaveis em (), com suporte compacto em ).

2.3 Convergéncia em C{°(1)

Dado € como acima, considere o espago vetorial topologico C§°(£2). Diz-se que uma
sequéncia (¢, ) en de fungdes em C§°(£2) converge para ¢ em C°(€2) quando forem

satisfeitas as seguintes condigoes:

i) Existe um conjunto compacto K C (Q tal que

supp(¢) C K e supp(p,) C K, VYvreN

1) D%, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espago vetorial C§°(Q2), munido da nogao de convergéncia definida acima, sera
representado por D(Q2) e denominado espago das fungoes testes.

Denomina-se distribui¢cao escalar sobre Q a toda forma linear T : D(Q2) — R
continua com respeito a topologia de D(2). Isto significa o seguinte: uma sequéncia

(pu)ven converge, em D(Q)), para ¢, se
T(p,) — T(p) em R.

O valor da distribui¢do 7" na fungao teste ¢ sera representado por (7', ¢).

O conjunto das distribuigoes escalares sobre {2 é um espaco vetorial real, denotado
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por D'(R2), denominado espaco das distribuicoes escalares sobre €.
Dado um aberto © do RY denota-se por LP(2) , 1 < p < oo, o espago vetorial das
(classes de) fungdes mensuraveis u : 2 — R tais que |ulP é integravel no sentido de

Lebesgue em 2, equipado com a norma

||u||Lp(Q) = (/Q |u(I)|de)%‘

No caso p = oo denota-se por L>®(€2) o espaco vetorial das (classes de) fungoes
mensuraveis a Lebesque e essencialmente limitadas em €2, isto é, existe uma constante

C > 0 tal que

lu(z)| < C  quase sempre em €,

onde quase sempre significa a menos de um conjunto de medida nula.

Neste espago considera-se a seguinte norma
||| o) = supessu(x)| Vu € L>(Q).

O espago LP(2), 1 < p < oo, com sua respectiva norma, ¢ um espaco de Banach.
Em particular, quando p = 2, tem-se que L*(2) ¢ um espago de Hilbert cuja norma

e produto interno serao definidos e denotados, respectivamente por

iy = ([ [u@Pdn)t e (o)) = [ u(wpu(o)ds
Q Q
Ver (19) para maiores detalhes sobre Integral de Lebesgue.

Lema 2.1 (Du Bois Raymond). Dada u € L, (), seja a forma linear T, definida
em D(§2) por

(T, p) = /Qu(x)ap(x)dx, Vo € D(Q).

Entao T, = 0 se, e somente se, u = 0 quase sempre em €.

Prova: Ver (20). 0
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2.4 Convergéncia e derivacao em D'((2)

A sequéncia de distribuiges escalares (7),),en converge para a distribuicao escalar

T em D'(§2) quando
(T,, ) — (T, ¢) em R,V € D(Q).

Com esta nogao de convergéncia, D'(€)) é um espaco vetorial topologico e tem-se as

seguintes cadeias de imersoes continuas e densas
D(Q) — LP(Q) < L (Q) — D'(Q) para 1 < p < oo.

Dada uma distribuicdo 7' em D’(Q2) e dado um multi-indice o € NV define-se a
derivada distribucional de ordem o de T como sendo a forma linear e continua

DT : D(Q2) — R dada por

(DT, @) = (—1)l*l(T, D*p)  para todo ¢ € D(Q).

2.5 Espacos de Sobolev

2.5.1 Convergéncia em L? e no dual de L?

Diz-se que uma sequéncia (p,) converge para ¢ em LP(Q2) se ||¢, — ¢||Lr@) — 0,
para 1 < p < oo. Se p e ¢ sao indices conjugados, isto é, %%—% =1com1<p<oo,
entdo o dual topologico de LP(12), que serd denotado por [LP(9)] "¢ 0 espaco L(Q).
No caso de 1 < p < oo 0 espago vetorial LP()) é separavel e, para 1 < p < oo, é
reflexivo. Para demonstragao destes e outros fatos relacionados aos espagos LP(2)

consulte (3).

Teorema 2.3. Sejam (f,)neny C LP(Q) e f € LP(Q2), tais que

| fn = fller@) — 0.
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Entao existe uma subsequéncia (fy, )ren de (fn)nen que converge quase sempre para

f em Q, e existe h € LP(Q) tal que | f,, (z)| < h(x), Vk € N quase sempre em Q.

Prova: Ver (3). 0

Definicao 2.4. Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma

sequéncia de elementos (wy,) de H tais que

(Z) ”wTZHH = 1ﬂvn7 (wnawm) — O,Vn,m,m # n,

(11) O espago gerado pela (wy)nen € denso em H.

Sejam m > 0, um numero inteiro positivo e 1 < p < oco. O espaco de Sobolev de
ordem m, modelado sobre LP(2), aqui denotado por W™P(Q), é por defini¢ao o
espaco vetorial das (classes de) fungoes de LP()) para as quais suas derivadas até
a ordem «, no sentido das distribuigoes, pertencem a LP({2), para todo multi-indice
a, com |a] < m. O espago W™P(Q) sera equipado com norma
1
lullwmoie = (D2 IDultq)"s 1<p<oc.
la|<m
e quando p = oo, define-se
lullwmeo@ = D 1D ull (o).
laj<m
Proposicao 2.2. Os espacos lineares WP (Q) equipados com as respectivas normas

acima sao espacos de Banach.

O espago W™P(Q) é um espaco reflexivo se 1 < p < oo e separavel se 1 < p < 0.

No caso particular em que p = 2, o espaco W™?2(2) é um espaco de Hilbert, que é
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denotado por H™(£2). Simbolicamente
H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q), |a] < m}

cuja norma e produto interno sao dados, respectivamente, por

1
lullimiey = (3 1D%ula@) " @ (wv) = 3 (D™, D) 12qe)
la|<m la]<m

O espago H™()) com a estrutura topoldgica acima, ¢ um espago de Hilbert, conti-
nuamente imerso em L2(2).

Define-se W;""(Q) como sendo o fecho de D(Q2) em W™P(Q) e seu dual topologico
¢ representado por W™™9(Q)) se 1 < p < oo com p e g sendo indices conjugados.
Se ¢ € W™™9(Q) entdo ¢ @ pertence a D'(Q). Quando p = 2, WJ*(Q) é
denotado por HJ*(2), cujo dual é o espaco denotado por H~(Q2). A caracterizacdo

de WP (Q)) é dada por:

Teorema 2.4. Seja T € D'(Q2). Entao, T € W=P(Q) se, e somente se, eristem
Ja € LYUQ) tais que T = ngm D%g,.

Prova: Ver (3). 0

Lema 2.2 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RY um aberto limitado em alguma

direcao. Entdao existe uma constante C > 0 tal que

Prova: Ver (3) ou (20). 0O

Observagao 2.2. Usando a desigualdade de Poincaré conclui-se que em H} (), as

normas |[ul| g € |Vulr2q) sio equivalentes.
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2.6 Espacos LP(0,7; X) e distribuigoes vetoriais

Sejam X um espago de Banach real com a norma || - ||x, 7 um nimero real positivo
e xg a funcdo caracteristica do conjunto E. Uma fungao vetorial ¢ : (0,7) — X
é dita simples quando assume apenas um ntmero finito de valores distintos. Dada

uma fun¢ao simples ¢ : (0,7) — X com representagao canonica

K
o(t) = Z XE:Pis
i=1

onde E; C (0,7) é mensuravel, i = 1,2,--- | k, dois a dois disjuntos, m(E;) < oo e

p; € X,i=1,2,--- , k. Define-se a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

T k
/0 p(t)dt = Zm(Ei)QDi'

Diz-se que uma funcao vetorial u : (0,7) — X & Bochner integravel (B - integrdvel)

se existir uma sequéncia (¢, ),en de fungdes simples tal que:

i) o, — uwem X, q.s. em (0,7);

T
ii) Tm [ en(t) = pn(®)llxdt = 0.
0

k,m—o00

Uma fun¢do vetorial u : (0,7) C R — X é fracamente mensurdvel quando a fun¢do
numérica ¢ — (P, u(t)) for mensuravel, V& € X', onde X’ é o dual topologico de
X. Diz-se que u é fortemente mensurdvel quando u for limite quase sempre de
uma sequéncia (¢, ),en de fungdes simples. Em particular, quando u for fortemente
mensuravel, entdo a aplicagao t — ||u(t)||x é mensuravel & Lebesgue.

Denota-se por LP(0,7;X), 1 < p < 00, 0o espaco vetorial das (classes de) fungoes
u: (0,T) — X fortemente mensuraveis e tais que a funcao t — |ju(t)||% é integravel

a Lesbegue em (0,7), munido da norma

T
1
oo = ([ lute) ety
0
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Quando p =2 e X = H ¢ um espaco de Hilbert, o espago L*(0,T; H) é também um

espaco de Hilbert cujo produto interno é dado por

(uav)L2(0,T;H):/O (u(s),v(s))pds.

Por L*(0,T; X) representa-se o espaco de Banach das (classes de) fungoes u :
(0,7) ¢ R — X que sdo fortemente mensuraveis e tais que t — |ju(t)||x €
L>(0,7). A norma em L>(0,7; X) é definida por

[l o< 0.7:x) = sup ess|lu(t) | x-
te(0,7)

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entdo LP(0,7; X) é um espaco refle-
Xivo e separavel, cujo dual topologico se identifica ao espaco de Banach LP (0, T; X'),
onde p e p’ sdo indices conjugados, isto é, % + z% = 1. Mais precisamente, mostra-se

que para cada u € [LP(0,T; X)], existe & € L” (0,T; X') tal que

T
<U»@)(LP(O,T;X))/pr(o,T;X) Z/ @(t)ﬂ@(t»X’det-
0

No caso, p = 1, o dual topoldgico do espago L'(0,T;X) se identifica ao espago
L>(0,T; X").

O espaco das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7") em X & denominado espaco
das distribuicoes vetoriais sobre (0,7") com valores em X, o qual sera denotado por
D'(0,T; X).

Definigao 2.5. Seja T € D'(0,T; X). A derivada de ordem n € definida como sendo

a distribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

dnT d
— o) = (—1)MT, =X D(0,T).
(o) = (1T, 22), v € DO, T)

Por C°([0,T]; X), 0 < T < oo representa-se o espaco de Banach das fungoes con-
tinuas u : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

Jullenqoig = ma (el
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Por C2([0,T]; X) denota-se o espago das fungoes u : [0,T] — X fracamente con-
tinuas, isto &, a aplicacdo t — (v, u(t))x x ¢ continua em [0, 7], Vv € X'
Quando X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a

continuidade da aplicagao t — (u(t),v)y para Vv € H.

Teorema 2.5 (Aubin-Lions). Sejam By, B, By espa¢os de Banach, By — B < By
By e By reflexivos, a imersao de By em B é compacta, B imerso continuamente em

By, 1 <pg, p1 <00, e, W o espago
W ={ue L’(0,T;By);u € L"(0,T; By)}

equipado da norma ||ullw = ||ullzro0.1;80) + ||| Lrr(0,1:81)- Entdo W é um espago

de Banach, e a imersio de W em LP°(0,T; B) € compacta.

Observacao 2.3. Como consequéncia do Teorema de Aubin-Lions tem-se: se (u,)yen
¢ uma sequéncia limitada em L?(0,T; By) e (u,),en € uma sequéncia limitada em
L*(0,T; By) entio (u,),en € limitada em W. Dai, seque que existe uma subsequéncia

(uy, Jken de (w,)pen tal que u,, — u forte em L*(0,T; B).

Proposicao 2.3. Sejam V e H espacos de Hilbert, V continuamente imerso em H,
we LP0,T;V)eu € LP(0,T;H), com 1 < p < oo, entdo

u € C°[0,T]; H).

2.7 Outros resultados ateis

Sejam D C RN*le F: D — RY. Diz-se que F satisfaz as condi¢oes de Carathéodory
sobre D quando

e F(t,T) é mensuravel em ¢, para cada T fixo;

e F(t,T) é continua em Y, para cada t fixo;
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e Para cada compacto K em D, existe uma fungao real integravel my(t) tal que

|F(t,0)|| < mg(t), para todo (¢,T) € D.

Definicao 2.6. Uma solugao no sentido estendido do problema de Cauchy

X' = F(t, X)
{ X(to) = XO

é uma funcao ® = O(t) absolutamente continua tal que, para algum [ real, tenha-se

1) (t,9(t) eR, Vt e [ty — B,to+ S];

it)  D'(t) = F(t,D(t)) para todo t € [to — B, to + B, exceto em um conjunto de

medida nula.

Considere o subconjunto fechado R = {(t,T) € RNt ||t —to]| < a, || T — Tol| < b},

com a,b > 0. Entao valem:

Teorema 2.6 (Carathéodory). Seja F' : R — RY satisfazendo as condigoes de
Carathéodory sobre R, entao sobre algum intervalo |t — to] < B (8 > 0) existe uma
solucao no sentido estendido do problema de valor inicial
{ X' =F(tX)
X(to) = Yo.
Corolario 2.1 (Prolongamento de solugao). Sejam D = [0,w] x B, com 0 < w < 00
e B={Y € RY;||T| < b}, b >0 e F nas condigoes de Carathéodory. Seja ®(t)

uma solucao de
X'=F(t, X)
X(0) = Xy, | Xo| <.
Suponha que em qualquer intervalo I onde ®(t) estd definida, se tenha, ||®(t)|| < M,
para todo t € I, M independente det e M < b. Entao ® tem um prolongamento

até [0, w].
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Lema 2.3 (J. L. Lions). Sejam Q um aberto limitado do RY x Ry, g,, e g fung¢des
de L9(Q), 1 < q < o0, tal que ||gm|Le@) < C, gm — g quase sempre em Q. Entdo
gm — g na topologia fraca de L1(Q).

Lema 2.4 (Gronwall - Forma Diferencial). Seja n(-) uma fun¢do ndao negativa,

absolutamente continua em [0,T).

(i) Se n satisfaz
() < (1) + e()n(t), g.s. em [0, 7] (2.1)

onde p(t) e Y(t) sao fungdes nao negativas e integraveis em [0,T], entdo

o o(s)ds
n(t) < [n(0)+ [y e(s)e o W)d"dﬂe/o

t o(s)ds
sh@+£w@ka

para todo 0 <t <T.

(2.2)

(ii)  Em particular, se f < on em [0,T] e n(0) =0, entdo

n=0em|0,T].

Prova: Ver (20) ou (28). 0

Lema 2.5 (Gronwall - Forma Integral). Sejam wu, @, fungdes reais nao negativas

em [0,T] satisfazendo
0+ [ vio

para todo t € [0,T). Entdo para todo t € [0,T] tem-se

9 /0 W(5)6(s)el I g,

Prova: Ver (20) ou (28). 0



36

2.8 Definicoes e teoremas utilizados em analise numérica

Em prol do desenvolvimento a ser realizado nos capitulos subsequentes, dedica-se
esta secao as definicoes e teoremas a serem utilizados na andlise numérica, tanto
pelo Método dos Elementos Finitos, quanto pelo Método de Diferencas Finitas.

Mais detalhes sobre o contetdo desta se¢do podem ser encontrados em (30).

Definicao 2.7 (Notagdo). Dada uma discretizag¢ao uniforme {0 = to,--- ,tx =T},
escreve-se At = t,.1 —t,. Dada uma fungao w com dominio em [0,T)], define-se por

w™ o valor que w assume no ponto t, = nAt, isto é, w" = w(t,). Assim, também

se definem:
wn+% _ wn—l—l + ’LU”
B 2
w™ = Gw™ !t + (1 — 20)w™ + fw"™ !
wn+9 — an+1 + (1 . e)wn
wn+1 —w"
Jw™ts =
e At
n n—1
w" —w
Jw"z =
o At
Sug wnJr% —w" % wn—l—l wn—l
v At N 2At
62 . wn+1 — 2™ + wn—l
w =
At?
onde 0 € [0, 1].

Definicao 2.8 (Norma discreta). Seja a discretiza¢io uniforme de [0, L] dada por
{z1 = 0,29, ,xy, = L}, com h = x4y — ;. Dada fungio w € L*(0,L) ou
w € HY(0, L), define-se a norma discreta em L*(0, L) por:

lwlZag,py = h Y lw()
i=1
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Dada fungio w € HY(0, L), define-se a norma discreta em H'(0, L) por:

= 3 L Ow(wg) o\ 3
ol = (B3 lwP)* + (301247 ey
=1 1=1

Definicao 2.9 (Norma discreta em Distribuigdes Vetoriais). Seja a fun¢io w €
L*(0,T;H), onde H é um Espaco de Sobolev. Define-se a norma discreta em w €
L*(0,T; H) por:

N
|20z = A W I3
n=0

Seja a fungio w € L>*(0,T; H), onde H é um Espago de Sobolev. Define-se a norma
discreta em w € L>(0,T; H) por:

[l Zoe 0,71y = max{[Jw" |z, n =1, N}

Lema 2.6 (Gronwall - Forma discreta). Dadas fungdes ¢ e nao negativas definidas

num conjunto discreto {t",n =0,--- N}, com 1) nao crescente. Se
T—1
QDTSI/)T—FCAtZ(pTL: VT:Oa"'7Na
n=0
entao

" <YTexp(et™), V7T =0,---,N.
onde a constante positiva c independe de T.

Lema 2.7 (Dupont). Seja w : [0,T] — L*(Q) tal que w™ = w(t,) € L*(Q). Supondo
At < 1, entao

o1 1
w2 "%2(9) < c[flw> ”%2(9) + H(SwH%?(O,tn;L?(Q))]

HwnH%Q(Q) < C[HwOH%%Q) + H(SwH%Q(O,tn;LQ(Q))]
Proposicao 2.4 (Resultados da Teoria de Aproximacao). Seja p =2 oup =00 e
H um espaco de Hilbert.

1) |[6wl|rro,r:m)y < erllw|| Loo.r;m)
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2) 102w Leo,r:m) < ol|wW” || oo,
3) 16w’ | ooy < callwll oo,z

4) por 1 e 3, obtemos:
||6w0n||LP(07T;H) < C4Hw/HLP(0,T;H)

5) Somatdrio por partes (andlogo & integrag¢do por partes)

N-1 Ni—1

At Z SOn(W’n_% _ [gle—lq/}Nl—l _ (p1¢0} _ At Z 5S0n—%¢n
n=1 n=2
N-1 N1—1

A 5 = [ - ] - Ay G
n=1 n=2

onde 2 < N; < N.

Lema 2.8 (Douglas-Dupont). Sejam u(t),u'(t),u"(t) € H*(Q) e seja u(t) o in-
tepolador de u(.,t) em H*(Q) para todo t € [0,T]. Entao

lu(t) = )]l < A= Ju(®)]| e o)
[/ (8) = @ (£)||s < k™12 (£) | v (o

o (8) = @ (8) s < B2 (1) e

onde 0 <s<k+1.
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3 ESTUDO DA SOLUCAO FRACA

Neste capitulo mostrar-se-a a existéncia e unicidade das solucoes das equacoes exi-
bidas no Capitulo 1. Para tal, a demonstracao é dividida em trés partes: primeiro, o
problema linear com termo de damping nulo; segundo, o problema linear com termo
de damping nao-nulo; por tltimo, o problema nao-linear com termo de damping nao-
nulo. Dessa forma estuda-se a influéncia de cada termo, a medida que sao inseridos.
Utiliza-se o Método de Galerkin nas demonstragoes dos teoremas e as notacoes e
definicoes do Capitulo 2 serdo amplamente exploradas. Algumas diretrizes deste

capitulo foram extraidas de (17).

3.1 Existéncia e unicidade da equacao linear

A formulacao forte do problema linear é:

(W Uy + Uger = f2,t),  (2,t) € (0,L) x (0,7)
uw(0,t) =u(L,t) =0, te€]0,T]

u. (L, t) =0, telo,t

u(z,0) = up(x), =z €l0,L].

\
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Teorema 3.1. Dados f, f' € L*(0,T; L*(0,L)) eug € V, entdo existe tinica solugdo
(fraca) u para o problema (3.1) da classe:

w € C(0,T; L0, L)) NL*(0,T;V)

u € L*0,T;L*0,L)).

Prova: A formulacao variacional de (3.1) é dada por: procura-se por u : [0,T7] = V

tal que
<u’(t),v) n (ux(t),v> . (um(t),vx> - ( f(t),v),Vv ev. (3.2)

Sistema Aprozimado: O problema aproximado é dado por: procura-se u,, : [0,7] —

V,n descrita por
=2 gim(tywix) (3.3)
i=1

que satisfaz

() 0m) + (m)a®)sm) = (W)ea®)s (0)a) = (FE)0). (3.4)

Substituindo (3.3) em (3.4) e fazendo v,, = w;, obtém-se:

(55 ) (5 0101) (3 0.

I
~~
—
=
E

Usando a bilinearidade do produto acima, obtém-se:
Zgz{m(t) (wiij> +Zgim(t)< Wi x?“’]) Zgzm ( Wi)aas (wj>x> = <f(t)awj>'
i=1 i=1

Define-se as matrizes
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E o vetor
gm(t) = <g1m(t), T >gmm(t)> : (3.10)

Substituindo (3.7) - (3.10) em (3.5), obtém-se o seguinte sistema de equagoes dife-
renciais ordinarias:
Ag'(t) + Bg(t) = F(t)
(3.11)
g(O) = Gom = <<u07w1)7 Ty <u07wm))-

O sistema de equagoes diferenciais ordinarias (3.11) possui solugao local em (0, 7},)
garantida pelo Teorema de Carathéodory (Capitulo 2). Para estender a solucao a
todo [0, 7] deve-se demonstrar que as solugoes aproximadas sdo limitadas indepen-
dentemente de m. Dessa forma obtém-se a convergéncia da sequéncia u,, para u,

solugdo de (3.1). As estimativas necessarias sdo desenvolvidas a seguir.

FEstimativa I: Tomando v, = u,,(t) em (3.4) e omitindo o indice m, obtém-se:

(u’(t),u(t)) + (uw(t),u(t)> . <um(t),um(t)> - <f(t),u(t)). (3.12)

Do primeiro termo do membro direito de (3.12):

1d
(), u(t ) = ——|lu@®)|* 1
(w(®),u) = 3 Zlu®] (3.13)
Integrando por partes no segundo termo do membro esquerdo de (3.12):

z=L

(W(t), u(t)) — u2(, 1)

_ <u(t),u$(t)) -

=0

(ux(t), u(t)) —0. (3.14)
Integrando por partes no terceiro termo do membro esquerdo de (3.12):

z=L

(um(t), um(t)) = u2(z, 1)

_ (um(t),ux(t)) -

z=0
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Finalmente, no termo do lado direito de (3.12) usam-se a desigualdade elementar

1 1
ab < =a® + §b2:

2
1
(£, u)) < SIFOI + S lute)) (315)
Substituindo (3.13) - (3.15) em (3.12), obtém-se:
1d 1 1 1
LN + 5e2(0.0) < PO + 5l (3.16)

Multiplicando (3.16) por 2, integrando sobre (0,¢), com ¢ € (0,7,,) e retornando

com o indice m, obtém-se:

e (1)]2 + / (1n)2(0, 5)ds < [um(O)|]” + / 1 (s)|ds + / it (s)|Pds. (3.17)

Mostrar-se-4 agora que a equagao (3.17) satisfaz as hipoteses do Lema de Gronwall.
De fato, nota-se inicialmente que o membro esquerdo é positivo. No membro direito,
um(0) converge forte em V para u(0), por hipotese, sendo portanto, limitada. Além
disso, por hipotese, tem-se f € L?(0,T; L*(0, L)).

Dessas consideracoes conclui-se que sao satisfeitas as hipoteses do Lema de Gronwall
e portanto

U € L (O,T; L2(0, L)). (3.18)

e é limitada.

Além disso, voltando a equagao (3.17), como u,, é limitada, tem-se que

/O (tm)3(0, 5)ds (3.19)

também é limitada. Assim

(tm)2(0) € L*(0,T). (3.20)

FEstimativa II: Tomando v, = xu,,(t) em (3.4) e omitindo o indice m, obtém-se:

(u’(t),xu(t)) + (uz(t),xu(t)> _ (um(t), [xu(t)]m) - ( f(t),xu(t)). (3.21)
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Do primeiro termo do membro esquerdo de (3.21):

(w(0).2u(t)) = %%(gg,u?(t)). (3.22)

Integrando por partes no segundo termo do membro esquerdo de (3.21):

(ur(t),:cu(t)> = zu?(z,t) —(u(t),[xu@)h)

r=L

=0

= —(u(t), [wue)))

(3.23)
= —(u),ut)) = (ult), zus(t)) =
(uet),2u0)) =~
Integrando por partes nos terceiro termo do membro esquerdo de (3.21):
(e (0)s [0 ) = (e (8), () + (D), 20 (1)),
Analisando em separado os termos acima, tem-se o primeiro:
(). u®)) = =[O
E o segundo:
(uggm(t),xuz(t)) = zui(z,t) jzj — (ugg(t), [z, (t)] >
= (), wl®) ~ (walt), 2uea(t)) =
(aelt). 70, 0)) = 50
Logo,
(a0, Fru(0)]s) = =5 a0 (3.24)

Finalmente, do termo do lado direito de (3.21) usa-se a desigualdade de Cauchy-

Schwarz:

(st < [[ ora] [ [ et ora]

< @l (= w0)
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E a desigualdade elementar:

(£ 2un(®) < SN + 5 (w020)- (3.25)
Substituindo (3.22) - (3.25) em (3.21), obtém-se:
S (220) 4 SO < S+ 1O + 3 (n020). (3:26)

Multiplicando (3.26) por 2, integrando-a sobre (0,t), com t € (0,7,,) e retornando

com indice m, obtém-se:

t
2 2
(2:020) +3 [ Netmn)e (s < ltnl 110

#(raz0) + s+ [ (i (o))

Deve-se mostrar que estao sendo satisfeitas as condicoes do Lema de Gronwall. De

(3.27)

fato, o membro esquerdo é positivo, visto que o primeiro termo é um produto de

funcgoes positivas

(x,u%(t)) = /OL zu? (t)dr >0

t
e / ltma(5)[[2ds & positivo.
0

Quanto ao membro direito, u,, é limitada devido a Estimativa I. Também o é

<:r;,u72n(0)) = /OL zu? (x,0)dw

pOIS uy,(z,0) converge forte para ug(z) em H}. Por ultimo, f € L*(0,T; L*(0, L)).
Como consequéncia:

U € L (o,T; L2(0, L)).
Voltando a equacao, prova-se que
(tn)s € L? (0,T; L2(0, L)). (3.28)

Logo,
U € L2 (O,T; HL(0, L)). (3.29)
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Neste ponto tem-se condicoes de mostrar a existéncia de uma solu¢ao
we L™ <O,T; H2(0, L)).

Para isso, basta mostrar que v, € L*(0,L) = vy, € H%(0,L). Com efeito, para
todo ¢ € D(0, L) tem-se:

L
<v:v:vac7<;0> = _<Uza:7 g0$> = <Ux7(p;tx> = / U:E@a:xdx
0
L
Como v, € L*(0, L) entao, / VpPeedr < 00 € portanto vy, € H2(0, L).
0

No contexto deste trabalho a afirmagio acima mostra que u, € L*(0,7; L*(0,L)) =
Upre € L2(0, L; H2(0, L)). E a seguinte equagao

ut:f_ux_u:rmc

mostra que u; € L*(0,T; H2(0, L)).

Este resultado, entretanto, nao é tutil para as necessidades de analise numérica que
serao apresentadas no proximo capitulo. Desenvolver-se-a as préoximas duas estima-
tivas para se obter uma solucao mais regular.

O intuito é derivar (3.4) em relagao a t, no entanto, o Teorema de Caratheodory
fornece uma solugao g(t) de classe C*(0,T,,) do sistema (3.11). Nestas circunstan-
cias, nao se pode derivar u,, (t) diretamente em relagao a t sem antes demonstrar a
existéncia dessa segunda derivada.

O procedimento é denominado Método das Diferencas e sera dada apenas uma breve
idéia do método, visto que os detalhes sao técnicos.

O método consiste em avaliar (3.4) em t + At (At > 0 tal que t + At € [0,T,,]),
subtraindo de (3.4) avaliada em ¢ e multiplicando o resultado por 1/At:

(u;@(t + AAti — Uy, (1) | Um) N ((um%c(t + AAt?f — (um)a(t) 7 vm)

(P ) PR Y U R B (U
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Com isso, pode-se provar que

(u;n(t + At), Um> — (u’m(t), vm>
| A |

< C,

para alguma constante C' > 0 independente de At. Assim, toma-se o limite quando
o parametro tende a zero.

O problema aproximado, neste caso, é dado por:

(u%(t),wn) + <(um);(t),vm) - ((um)'m(t)a (Um)f”> B (f/(t)wm)’ (3.30)

Yo, € V,, C V.

No entanto, no decorrer da demonstragao a seguir, serd necessario um resultado

mostrando a limitagao de [|u/ (0)||. Toma-se entdo ¢t = 0 em 3.4:

(0, 0) + (()2(0): 0 ) = (W) (0), () ) = (£(0), 03 ).

Tomando v, = u,,(0) acima e reorganizando os termos da equagdo, tem-se:
[, )2 = (£0) = () (0) + () (0), 4, (0))
< [£(0) = ()2 (0) 4 (tm)az (0)]]- |z, (0)]] =

[ (O] < NF(0) = (wm)a(0) + (tm)az (0]

O termo ||f(0) — (um)z(0) + (tm)z(0)]| é limitado, inicialmente, pelas hipoteses
sobre f e, além disso, como u,,(0) converger para uy em V', resulta que ||u,,(0)||y é
limitado.

Consequentemente, ||u, (0)] é limitado, independente de m.

FEstimativa III: Tomando v, = u,,(t) em (3.30) e omitindo o indice m, obtém-se:

(0 ®).0®) + (0, 0®0) = () = (FO@). (331)




47

Analisando o primeiro termo da equacao (3.31):
1d
”t,’t):—— )2, 3.32
(w0 '(1) = 521w @) (3.52)
Para a analise do segundo termo usa-se o fato de que as condicoes de fronteira sao
invariantes a derivagao em t. Por isso, «/(0,t) = v/ (L,t) = 0. Logo, integrando por
partes

(w0, (®)) = () (a1

Entao,
(u;(t), u’(t)> ~0. (3.33)

O terceiro termo, também pela integracao por partes:

() ) = (20|~ (shl0). 1)

=0
(3.34)
= SOL(0.0),
O quarto e ultimo termo:
/ / 1 / 2 1 ! 2
(F®.0®) < SIFO + 51w @ (3.35)
Substituindo (3.32) - (3.35) em (3.31), obtém-se:
ld ! 2 1 1\2 1 / 2 1 ! 2
i - <= - . .
e+ 0.0 < SUPOIP + )] (3.36)

Multiplicando por 2, integrando sobre (0,t) com t € [0,7,,] e retornando com o

indice m, obtém-se:

e (8)]2+ / (), 200, 8)ds < [|u, (0)]?+ / 1/(s)2ds + / e (3)]Pds. (3.37)

Para mostrar que estao satisfeitas as condi¢oes do Lema de Gronwall, nota-se ini-
cialmente que o membro esquerdo é positivo. Como no membro direito tem-se
e L*0,T; L*0, L)) e u,(0) limitado, conclui-se que se estd em acordo com as

hipoteses do Lema de Gronwall. Logo,

., € L® (O,T; L2(0, L)). (3.38)
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Como consequéncia de (3.37) tem-se que

JACBARCSTE (3.30)

é limitado. Assim

(um),(0) € L*(0,T). (3.40)

Por outro lado, a seguinte afirmacao é vilida em conjuntos limitados:
p<q= LY Q) C LP(Q).
Aplicando-a, juntamente com a estimativa (3.38), conclui-se que

€ L2 <O,T; L2(0, L)). (3.41)

Estimativa IV: Finalmente mostrar-se-a que (ty, )z € L*(0,T; L*(0, L)). Com efeito,
por hipotese, tem-se f € L*(0,T; L*(0, L)), e (3.41), (3.29) mostraram que u.,,, (), €

L?*(0,T; L*(0, L)). Pela formulagao variacional aproximada, tem-se:

(o0 ) = = () =, = ()0 (3.42)

Donde conclui-se a afirmagao sobre ().

Convergéncia do dado inicial: Provou-se pelas Fstimativas que

Up € limitada em  L2(0,7; V),
W &limitada em L2(0,T: L?(O,L)).

m

O Teorema de Aubin-Lions afirma entdao que
U € CO([O,T]; L2(0, L)). (3.43)

Como esse espago é um espaco métrico completo, entao da sequéncia (wy, )men pode-

se extrair uma subsequéncia u, que converge uniformemente para u , ou seja,

lim max ||u,(t) — u(t)||r2(0,0) = 0. (3.44)

v—00 0<t<T
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Desde que u € C°([0,T]; L*(0, L)), entao faz sentido tomar u(0) e além disso:

Uy = i(uo, w,—) = u(0). (3.45)

=1

Convergéncia do Sistema Aprorimado: Tem-se que mostrar que o problema varia-

cional aproximado (3.4) converge para o problema variacional (3.2). Mostrar-se-a
via analise cada termo de (3.4).

Com efeito, a estimativa (3.28) implica que pode-se extrair de (u,,), uma subsequén-
cia, também denotada por (u,,)., que converge fraco para u, € L?(0,T; L*(0, L)).

Isto significa que para qualquer w(z,t) € L? (O, T; L*(0, L)) temos

//umxwa:td:cdt%//ux (x,t)dxdt.

Por outro lado, pode-se considerar w(x,t) = v(x)0(t), onde § € D(0,T) C L*(0,T)
ev € HJ(0,L) C L*(0,L). Assim,

// U )2V d:cdt—>//ux t)dzdt =
/O ((um)x, dt—>/ U, v(@) ) O(t)dt =

<(um)x,v(x)> — (ux,v(x)), em D'(0,7),

sendo esta tltima a convergéncia no sentido das distribui¢oes. Logo,

/0 (0 )o0). ) 011t — /0 (1 (0). ) 0(0) -

Vv € Hy(0,L),v0 € D(0,T).

Além disso, procedendo de modo analogo em (3.41):

/O %(u (), v dt—>/ < Jotyt -

Vv € Hj(0,L),v0 € D(0,T).
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E, finalmente, pela Esmativa 1V

/0 ((um)m(t),vx>6(t)dt—> /O (um(t),vw>9(t)dt, )

Vv € HY(0,L),Vv0 € D(0,T).

Logo, por (3.46) - (3.48):
[ (00000 + (0101, 0)000) + Q) )0 1 —

/OT [%(“(t)’ ”)9 (t) + (um(t),vx>9(t) + (Um(t), v)e(t)]dt

Vv € Hy(0,L),v0 € D(0,T). (3.49)

Donde, no sentido das distribuicoes,

(0.0 + ()a(0).0) + (dan(t). ) — 5 (utt).0)

—l—(um(t),vz) + (ux(t),v), Vo € HY(0,L).

Unicidade da Solug¢do: Sejam uy(z,t) e ug(z,t) duas solucoes para o problema (3.1).

Definindo w(x,t) = uy(z, t)—us(z, t) e provando que w = 0, concluir-se-a a unicidade
da solucao. Com efeito, w satisfaz:

.

W+ Wy + Weae =0, (2,1) € (0,L) x (0,7)
w(0,t) =w(L,t) =0, tel0,T]

we(L,t) =0, te]0,t

w(xz,0) =0, z€]l0,L]

\

Multiplicando a primeira equacio acima por w e integrando sobre [0, L], obtém-se:

(w’(t),w(t)> + (wm(t),w(t)> — (wm(t),wx(t)) =0.



Analisando termo a termo da equacao acima, tem-se o primeiro termo:

O segundo termo, pelas condicoes de fronteira, se anula:

(wx(t),w(t)> — w2z, t)| - (w(t),wx(t)> =

z=L

=0

(wx(t),w(t)) ~0.

No terceiro termo, também pelas condicoes de froteira, nota-se que

(wmm(t), w(t)) = Wy (x, t)w(z, t)

x=L

=0

<wm(t), w(t)) —_ (wm(t), wx(t)>

E que

— (wea(®),wa(0)) =

(s (8), () = —%wg(o,t).
Logo,
(1el0) wa(1)) = 02(0.1).

Substituindo os trés termos na equacao original, obtém-se:

Integrando sobre [0,t], com t € (0,T'), e lembrando que w(0) = 0, obtém-se:

lo@®]* < [lw(O)]* = [lw®)]* < 0.

Donde conclui-se que
lw(®)]]* = 0.

Isso assegura que w(t) = 0 e assim a unicidade esta garantida. ]

_ <wm(t),wm(t)) -

ol

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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3.2 Existéncia e unicidade da equacao linear com termo de
damping

Neste caso, o procedimento seguird o roteiro do problema anterior. O problema
linear com termo de damping é dado por:

(

W4 Uy + Ugey + a(x)u=f, (x,t) € (0,L) x (0,7T)

uw(0,t) =u(L,t) =0, te€(0,7T)
(3.53)
u.(L,t) =0, te(0,7T)

u(z,0) = ug(x), x€(0,L).

\

onde a € L*(0, L) e satisfaz a(z) > ag > 0 quase sempre em um aberto w C (0, L).

Teorema 3.2. Dados f, f' € L*(0,T;L*(0,L)), ugp € V ea € L>=(0,L) com a(x) >
agp > 0 quase sempre em w C [0, L]. Entdo existe unica solu¢io (fraca) u para o

problema (3.53) da classe:
u € C(0,T;L*0,L)) N L*(0,T;V),
o € L*0,T;L*0,L)).

Prova: A formulacao variacional do problema linear com termo de damping é dada

por: procura-se por u : [0,7] — V tal que Yv € V vale

(u’(t),v) + (ux(t),v> - <um(t),vx> n <a(:)3)u(t),v> - ( f(t),v). (3.54)

Sistema Aprozimado: Considerando-se a base (w;), de V,,, a formulacdo varia-

cional aproximada relativa ao problema linear com termo de damping ¢ dada por:

procura-se

U (2,1) = gim (H)wi(z) (3.55)
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como em (3.3) satisfazendo

(), ) + (e @), 0m) = (W )ial0), ) ) + (@@t (), 0 ) = (f10m).

(3.56)
Substituindo (3.55) em (3.56) e fazendo v, = w;, obtém-se:
(3 oty ) + (3 000 1) = (3 ()00 ().
- :l - (3.57)
—i—(Z gim(t)a(x)wi,wj> = (f, wj).
Defini-se as matrizes:
A= (a;j) = (wi,wj>, (3.58)
B=(by) = ((werw;) = ((@)asle). (w)e) + (al@)wiwy),  (359)
F(t) = (f;) = (£.wy). (3.60)
an(®) = (910 (0), gm0 (3.61)
Substituindo (3.58) - (3.61) em (3.57), obtém-se:
g(t)A+g(t)B = F(t)
(3.62)

g(O) = Gom = <<u07w1>7 Ty (anwm))
O sistema linear (3.62) possui soluc¢ao em (0, 7},,) garantida pelo Teorema de Carathéodory

e 840 necessarias as estimativas que permitem estender a solucao para todo (0, 7).

Estimativa I: Tomando v, = u,(t) em (3.56) e omitindo o indice m, obtém-se:

(w0, u®) + (w0 u(t)) = (e 0),1a8)) + (ale)ut), ult)) = (F(0),u(®)).
(3.63)
Observa-se que a diferenga entre (3.12) e (3.63) é o termo de damping. A analise

individual dos termos feita em (3.13) - (3.15) continua valida. Ou seja,

(w'(#),u(®)) = 5 llu@®I, (3.64)
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(ua(t), u(t)) =0, (3.65)
(1 (), 0s(6)) = —52(0,1), (3.66)
(F0).u0) < SUFOP + o)) (3.67)
Além disso, o termo de damping em (3.63) satisfaz:
(a(@yu(t), u®)) < lalp=o.n e (3.68)
Substituindo (3.64) - (3.68) em (3.63), obtém-se:
L9 + 220, < SIFOIF+ G+ lal)lu@. (3,69
2dt ) 2 o ’ '

Multiplicando (3.69) por 2, integrando sobre (0,¢), com ¢t € (0,7,,) e retornando

com o indice m obtém-se:

(&) + / ((t)a]2(0, 8)ds < [|um(0)]]? + / 1£(s)]2ds
(3.70)

+(1+2||a||oo)/0 [t (5) |2 ds.

Para se mostrar a validade das hipoteses do Lema de Gronwall, utilizam-se os mes-
mos argumentos usados na Estimativa I |ver (3.17)] da demonstragdo do problema
relativo a equagao linear. Basta adicionar o termo (1 + 2|a|Loo(07L)), que ¢ limitado
pois, por hipotese, a € L*(0, L).
Logo,

U € L <0,T; L2(0, L)). (3.71)
Além disso, nota-se que

[ 0,590

é limitado.

FEstimativa II: Tomando v, = xu,,(t) em (3.56) e omitindo o indice m, obtém-se:

(u’(t), mu(t)) + (ux(t), xu(t)) - <um(t), [xu(t)]x> + (a(m)u(t), xu(t)) — ( (1), xu(t)) .
(3.72)
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Analogamente, as analises feitas em (3.22) - (3.25) sao validas:

(u'(t),xu(t)) = %% (u(t), xu(t)), (3.73)
(uet), () = 3 Ju(t) (3.74)
(s 1), Tru(t))s) = 2 0P (3.75)
(), 2u(t)) < SISO + 5 (2.02)). (3.76)
Além disso,
(a(ac)u(t), a:u(t)) < lalz=(o.z) <u(t), xu(t)) . (3.77)
Substituindo (3.73) - (3.77) em (3.72), obtém-se:
5 (2020) + a2 < (1)
(3.78)

FlFOI+ [5 + lalmon] (2. 42(1)).

Multiplicando (3.78) por 2, integrando-a sobre (0,t), com t € (0,7},,) e retornando

com o indice m, obtém-se:

(x,ui(t)) + 3/; () (5)]1?ds < Humll;(

0.T:L2(0.L))
(3.79)

+/0t 1£(s)]1%ds + [1 + 2|alz=0.0)] /Ut (x,ufn(s)>d&

Analogamente, provam-se as hipoteses do Lema de Gronwall utilizando-se os ar-
gumentos da Estimativa II |ver (3.27)| relativa ao problema da equacdo linear. A

limitagao do termo [1 4 2|a|r= ()] ¢ dada pela hipotese a € L**(0, L). Com isso,
U € L (o,T; L2(0, L)).
Voltando a equagao (3.78), tem-se

(t)s € L? <O,T; L2(0, L)). (3.80)
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Logo,
U € L? <O,T; HL(0, L)). - (3.81)

Pelos mesmos argumentos da secao anterior, teriam-se condicoes de encontrar uma
solugao u € L*(0, L; H~2(0, L)). No entanto, precisa-se de uma solu¢ao mais regular
e as duas proximas estimativas servem para este proposito. Uma andlise com o
Método das Diferencas similar aquela na se¢ao anterior permite que se derive (3.54)

em relacao a t:
(u"(t), v) + (u;(t), U) — <u;x(t), %) + (a(m)u’(t), v) = (f’(t), v), Vo e V. (3.82)
O problema aproximado, neste caso, é dado por:

() v ) + ()8 0m) = (W )a (8), (o)) + (ala)et (8). )

- (f’(t),vm), Vo, € Vi C V.

Estimativa II1: Tomando v, = u),(t) em (3.83) e omitindo o indice m, obtém-se:

(w0 ®) + (w0, 0'®) = (w000 + (al@l (1), (1)) = (£ (1)),
(3.84)

Os trés primeiros termos do membro esquerdo de (3.84) e o termo do membro direito

foram analisados na se¢ao anterior (3.32) - (3.35):

: (3.85)

(u;(t), u'(t)) — 0, (3.86)
(44 1), 14(0)) = 5()20.0), (3.87)

LF I + Sl (1. (3.88)

Além disso,
(@) (), 4/®) < lalz~o.n W/ O] (3.89)
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Substituindo (3.85) - (3.89) em (3.84), tem-se:

1d 1 1 1
SO + 50,0 < SIFOIF + (5 +lalen) @I (3.90)

Multiplicando (3.90) por 2, integrando sobre (0,¢) com ¢ € [0,T,,] e retornando com

o indice m, obtém-se:

H%@W+Au%@$%ﬁwm@W+AHﬂﬂWs
(3.91)

¢
+(1+ |a|Loo(07L))/ |2 (s)]|*ds.
0

Prova-se que as hipoteses do Lema de Gronwall sao satisfeitas por meio dos argu-
mentos usados na Estimativa 111 |[ver (3.37)] relativa ao problema da equagao linear

e do fato de que a € L>(0, L). Com isso,
W, € L® <O,T; L2(0, T)). (3.92)
Como consequéncia, conclui-se que

| 0. 5)as. (3.93)

é limitado. Assim tem-se
(um),(0) € L*(0,T). (3.94)

Por outro lado, a afirmacao
p<q= LY Q)N LPQ) (3.95)
junto com a estimativa (3.92) concluem que

€ L2 <O,T; L2(0, L)). (3.96)

Estimativa IV: Finalmente mostrar-se-a que (ty, ). € L*(0,T; L*(0, L)). Com efeito,
por hipétese tem-se f € L*(0,T; L*(0,L)). Mostrou-se por (3.81), (3.80) e (3.96)
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que Upy, (U )z, vl € L2(0,T; L*(0, L)). Logo, pela equagao KdV linear com damping

Ty Um

(3.53), tem-se

((um)m, vm) = —(f(t) —u — (Up)z — a(T) U, v).

Donde concluimos a afirmacao sobre ()

Convergéncia do dado inicial: Provou-se pelas Fstimativas que

Uy, € limitada em L2 (0, T, V)

u!, & limitada em L2 <O,T; L*(0, L))

m

O Teorema de Aubin-Lions afirma entao que
U € CO([O,T]; L2(0, L)). (3.97)

Como esse espago ¢ um espaco métrico completo, entao da sequéncia (U, )men pode-
se extrair uma subsequéncia u, que converge uniformemente para u, ou seja,

lim max |u,(t) — u(t)||r20.0) = 0. (3.98)

v—oo 0<t<T

Desde que u € C°([0,T]; L*(0, L)), entao faz sentido tomar u(0) e além disso:

oo

Uy = Z(uo, w,-) = u(0). (3.99)

i=1

Convergéncia do Sistema Aprorimado: Novamente, tem-se que mostrar a convergén-

cia do problema variacional aproximado com termo de damping (3.56) para o pro-
blema variacional com termo de damping (3.54) . Mostrar-se-4 via analise cada
termo de (3.56), utilizando-se os resultados (3.46), (3.47) e (3.48) ja estabelecidos
pelo problema linear.

Com efeito, Vv € H} (0, L),v0 € D(0, L) C L*(0,T) , valem:

/0((um)x(t)7v)9(t)dt—>/o (us(t),v)0(t)dt, (3.100)
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/0 %(um(t),v)e(t)dt—>/0 %(u(f),v)e(t)dt, (3.101)
/0 ((tm) s (1), 02) 0(8)dt — /0 (1t (1), 02 )00, (3.102)

Além disso, por (3.81), tem-se:
(3.103)

/0 (a(@)um(t),v)0(t)dt — /0 (a(z)u(t),v)0(t)dt.

Logo, por (3.100) - (3.103):

+(u$(t), v)&(t) + <a(:v)u(t), v)e(t)} dt
Vv € Hy(0,L),v0 € D(0,T).

Donde, no sentido das distribuicoes,

%(um(t),v) # (m)0).0) + ((n)eat).00) + (al@(1).0) —

%(u(ﬂw) + (um(t),vz) + (uz(t),v) + (a(x)u(t),v),Vv € H}(0,L).

Unicidade da Solug¢do: Sejam uy (z,t) e ug(z, t) duas solugoes para o problema (3.53).

Definindo w(x,t) = uy(z, t)—us(z, t) e provando que w = 0, concluir-se-a a unicidade

da solucao. Com efeito, w satisfaz:

(W W + Wege +a(x)w =0, (z,t) € (0,L) x (0,T)

w(0,t) =w(L,t) =0, te€[0,T]

wo(L,t) =0, te0,1]

| w(z,0)=0, z€]l0,L]
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Multiplicando a primeira equacao acima por w e integrando sobre [0, L], obtém-se:

(w’(t),w(t)) + (wx(t),w(t)> + <wm(t),wz(t)> + <a(w)w(t),w(t)> —0. (3.104)

Os trés primeiros termos ja foram analisados em (3.50) - (3.52):
/ 2
—— . 1
(w/(t),w®) = 52w (3.105)
(wm(t),w(t)) ~0. (3.106)

(wm(t),wx(t)) - —%wi(o,t). (3.107)

Quanto ao quarto termo, nao ha o que ser feito. Vé-se apenas que é positivo, desde

que a(x) > ap > 0:

0 < aollw(®)|? < <a(m)w(t),w(t)>. (3.108)

Substituindo os termos (3.105) - (3.108) na equagao original (3.104), obtém-se:

S I + 502(0,0) + (alz)u(e), w(n)) =0.

Como w2(0,t) e <a(a:)w(t), w(t)) sao estritamente positivos, afirma-se que:

Integrando sobre [0,t], com t € (0,T"), e lembrando que w(0) = 0, obtém-se:
lo@®I* < [lw(O)]* = [lw®)]* < 0.

Donde conclui-se que

lw(®)]]* = 0.

Isso assegura que w(t) = 0 e assim a unicidade esta garantida. ]
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3.3 Existéncia e unicidade da equacao nao-linear com termo
de damping

Este é o ultimo passo para completar a demonstracao da existéncia e unicidade da
solugdo da equagao de Korteweg-De Vries. Adiciona-se o termo nao-linear u(t)u, (%)
e seguir-se-a o procedimento feito no decorrer desse capitulo. O problema nao-linear

com termo de damping ¢ definido por:

(

U+ Uy + Uy + vty +a(x)u=f, V(x,t) € (0,L)x (0,T)

w(0,t) =u(L,t) =0, te€][0,T]
(3.109)
u(L,t) =0, te€][0,T]

u(z,0) = up(x), x€l0,L].

\
onde a € L*(0, L) e satisfaz a(z) > ay > 0 quase sempre em w C (0, L).

Teorema 3.3. Dados f, f' € L*(0,T; L*(0,L)), uo € V e a € L>(0, L) com a(x) >
ap > 0 quase sempre em w C [0, L]. FEntdo eriste uinica solu¢io (fraca) u para o

problema (3.109) da classe:
u € C(0,T;L*0,L)) NL*0,T;V)

o e L*(0,T;L*0,L)).
Prova: Para esta equacao tem-se a seguinte formulagao variacional: procura-se por

u: [0,T] — V tal que

(u’(t),v) v <u$(t),'u) - (um(m%) + (u(t)ux(t),v>
(3.110)

+<a(m)u(z€),v) = (f(t),v), Yv e V.

Sistema Aprozimado: Considerando-se a base (w;)!, de V,,, a formulacdo varia-

cional aproximada relativa ao problema nao-linear com termo de Damping é dada
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por: procura-se
m

U (2,1) = gim (D) wi(2) (3.111)

i=1

como em (3.3) tal que

(@), 0m) + (m)a(®),0m) = (W )ea(®), @) ) + (1) )a(E), v

—i—(a(m)um(t),vm) = (f(t),vm>.
(3.112)
Substituindo (3.111) em (3.112) e fazendo v, = w;, obtém-se:

<§: g;m(t)wz’;wj) + <Zm: gim(t)(wi)$,wj> — (i gim(t)(wi)xx,wjgc)

+ (i gh (t)a(z)w;, wj) + ( [i Gim (1) (W) ] [i Gim (1) (w3,) o ()], (wj)x>

= (f(t),wj).
(3.113)

O capitulo 5 apresenta mais detalhes do porqué a equagao (3.113) produz um sistema
nao-linear de equacoes diferenciais ordinarias da forma:
Ag'(t)+ C(t)g(t) = F(t)
(3.114)
9(0) = gom = <(u0,w1), Ty (Uo,wm))
O sistema ndo-linear (3.114) possui solu¢ao em (0,7,,) garantida pelo Teorema de

Caratheodory e sao necessarias estimativas que permitem estender a solucao para
todo (0, 7).

FEstimativa I: Tomando v, = u,,(t) em (3.112) e omitindo o indice m, obtém-se:

(@), u®)) + (o), 6t)) = (tealt),wa0)) + (wyralt), u(t))
(3.115)
+(alw)u(), u(t)) = (£(1),ult)).



63

Entretanto, nota-se que neste caso, integrando por partes no termo nao-linear:

z=L

(u(t)uz(t), u(t)) = u3(z,t)

— (ut), [uu(t).) =

(u(t)ux(t), u(t)) —0.

Com isso, pode-se usar a Estimativa I do problema linear com termo de damping

porque o novo termo inserido (termo nao-linear) possui contribui¢ao nula. Logo,
Uy € L <0,T; L2(0, L)). (3.116)

Além disso, nota-se que

/0 [(wn)2]*(0, 5)ds. (3.117)

é limitado.

FEstimativa II: Tomando v, = zu,,(t) em (3.112) e omitindo o indice m, obtém-se:

(u’(t),a:u(t)) + (ux(t),xu(t)> - (um(t), [xu(t)]x> + (u(t)ux(t),xu(t))

+<a(x)u(t),xu(t)> - ( f(t),:vu(t)).

(3.118)
Sabe-se, pelas equacdes (3.73) - (3.76), que:
(1), ru(r)) = %%(m,uQ(zﬁ)), (3.119)
(et), wu(t)) = — Ju(t) | (3.120)
(ae®), [0 ) = 2O (3.121)

(0 7u(t)) < SISO + 5 (2.02)). (3.122)
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Além disso,

<u(t)ux(t), xu(t)) )

(u(t)ux(t),a;u(t)) - —(u(t),u2(t)) - 2<u(t),$u(t)uz(t)> —

(u(t)ux(t),xu(t)> - —§(u(t)u(t), u(t)).
Como L>(0,L) C L3(0, L), pode-se escrever:

(u(t)ux(t),xu(t)) - —%(u(t)u(t),u(t)) - /0 w(t)’dr < Lju(t) ey (3.123)
Substituindo (3.119) - (3.123) em (3.118) , obtém-se:
1d

3 1
5 (2:020) + Sl @I < S I + L))

(3.124)
Sl FOIE+ [5 + lalle] (2,020

Multiplicando (3.124) por 2, integrando sobre (0,t), onde t € (0,7},,) e retornando

com o indice m, obtém-se:

/0 (202,(9)ds + 3 / Ol ds < (2,62,0)) + (o], (ors2201)

t t
2Ll +/0 1£(5)I1Pds + [1 + 2]lall] /0 (.02, (5) ) ds.
(3.125)
A explicagao do porqué (3.125) esta nas hipoteses do Lema de Gronwall se da pelos
mesmos argumentos da FEstimativa IT |ver (3.79)] do problema da equacdo linear
com termo de damping. Com isso,
(Up)e € L2 (o,T; L?(O,L))
(3.126)
wn € L% (O,T; L?(O,L)).
Logo:
U € L? (O,T; HL(0, L)). (3.127)
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Usando o mesmo argumento da secao anterior, sao satisfeitas as condi¢oes para en-
contrar uma solu¢ao u € L*(0, L; H=2(0, L)). No entanto, é necessaria uma solugio
mais regular e as duas proximas estimativas se destinam a este propoésito. Uma
andalise com o Método das Diferencas similar aquela da primeira secao permite que

se derive (3.110) em relagao a t:

(u”(t),v) + (u;(t),v) — (%(t),%) + ([um(t)um(t>]',vm)
(3.128)

—l—(a(m)u’(t),v) = (f’(t),v), Vv e V.

Assim, o problema variacional aproximado ¢ dado por:

(@) vm) + (o8, 0 ) = (W )ea (0, 0m) ) + ([t (Ot (D) 0

+(a<x)u;n(t), vm> _ ( o) vm>.

(3.129)
Estimativa II1: Tomando v, = u,,(t) em (3.129) e omitindo o indice m:
(v ), w®) + (w00 ®) = (e 0.10,0)) + ([l @), (1))
(3.130)
+(at@)e ), w®) = (£©.00).
Permanecem validos os resultados de (3.85) - (3.89):
(w0 ww) = gl @R (3.131)

<u;(t),u’(t)) —0, (3.132)

(s (), (1)) = —502(0.1), (3133)
(@) (), 4/(®) < lalz~o.n W/ O], (3.134)
(F0.0) < SIFOI + 5l (1) (3.135)

Quanto ao termo nao-linear, tem-se que:

([u(t)uz]’(t), u’(t)) _ (u’(t)um(t), u'(t)) + (u(t)u;<t), u’(t)). (3.136)
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O primeiro termo de (3.136) é:

(wOuw@.w®) = WP )

= —(ut). [w®)).) (3.137)

— —2(u(t)u;<t),u'(t)).
Substituindo (3.137) em (3.136):
() @), () = (e (o), (1)) + 5 (wleyu (), (1)

= 5 (w00 (0) (3.135)

1
< glua®leon e/ @)1

Substituindo (3.131) - (3.138) em (3.130):
1d , 1, 1 )
I [P, . < 2|
@+ S0, < SO
(3.139)

1
Hlue (B e=(0.0) + lalzeo,n) + S HIw @
Multiplicando (3.139) por 2, integrando sobre (0,t), com ¢ € [0,T,,], e retornando

com indice m, obtém-se:

e (6)]2 + / (), J2(0, 8)ds < ||u, (0)]]? + / 1(s) 2ds
(3.140)

t
2 g 1) + 2HelEm00 + 1) /0 I (s)|%ds.

A demonstragao do porqué (3.140) esta nas hipoteses do Lema de Gronwall segue
os moldes da demonstracao apresentada na Estimativa III para a equacao (3.91)
juntamente com o fato ji demonstrado de que (u,,), € L*(0,T;L*(0,L)) e a €
L>(0, L).
Logo,

o, € L® (O,T; L2(0, T)). (3.141)



Com este resultado retorna-se a equacao (3.140) para concluir que

[ 0.9

é limitado. E portanto,

ul (0) € L*(0,T).

Além disso, pela implicacao p < ¢ = L%(Q2) C LP(2) conclui-se que

., € L2 <0,T; L2(0,T)>.
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(3.142)

(3.143)

(3.144)

Estimativa IV: Mostrar-se-a4 agora que Uy, (uy,), € L*(0,T; L*(0, L)) ao se mostrar

que U, (ty,), € L(0,T; L0, L)).
De fato, fixando t € [0, 7] e usando a desigualdade de Holder, obtém-se:

i (8) (o () Baer) = / i (2, )t (2, )P

< 1 ()2 e 0.2 [ () (£))? | 20,1
= [[(m ()| w0, | (tm )2 (D) 720,
Usando agora que H}(0, L) < L?*(0, L), existe constante c3 > 0 tal que
|- Mlz20,0) < esll - llmacon)
independentemente de ¢, donde se obtém que
[t (8) () () |22 0,1 < €3l (um)a|* < 5 Mg = M.

E assim,

Hum(um)m||L°°(0,T;L2(O,L)) =sup ess |Un (t)(um).(t)] < M.

Logo,

U (U)o € L7°(0,T; L*(0, L)) = U (um). € L*(0,T; L*(0, L)).

(3.145)
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Estimativa V: Finalmente mostrar-se-a que (u,).. € L*(0,T; L*(0, L)). Com efeito,
tem-se por hipotese que f € L*(0,T;L*0,L)). Mostrou-se por (3.126), (3.127),
(3.144) e (3.145) que U, (Um )z, Um (Um )2, v, € L*(0,T; L*(0, L)).

Assim, pela equacao KdV nao-linear com damping (3.109), tem-se

((um)m, vx> =— (f(t) — = (Um)e — U (Um) e — a(T) U, v).

Donde se conclui a afirmagao sobre () zzs-

Convergéncia do dado inicial: Provou-se pelas Fstimativas que

Uy 6 limitada em L2 (O, T; V>

¢ limitada em L2 (o,T; L2(0, L)).
O Teorema de Aubin-Lions afirma entao que
U € C°<[O,T]; L2(0, L)). (3.146)

Como esse espago é um espaco métrico completo, entao da sequéncia (s, )men pode-
se extrair uma subsequéncia u, que converge uniformemente para u, ou seja,

lim max |ju,(t) — u(t)||L2(0,2) = 0. (3.147)

v—ro0 0<t<T

Desde que u € C°([0,T]; L*(0, L)), entao faz sentido tomar u(0) e além disso:

oo

Uy = Z(uo, wi) = u(0). (3.148)

=1

Convergéncia do Sistema Aproximado: Finalmente resta provar a convergéncia do

problema variacional aproximado nao-linear com termo de damping (3.112) para
o problema variacional nao-linear com termo de damping (3.110). Mostrar-se-a
via analise de cada termo de (3.112), utilizando os resultados (3.126), (3.144) e
Estimativa IV ja estabelecidos. Com efeito, Vv € H(0,L),V0 € D(0, L) C L*(0,T):

/OT ((um)x(t), v)e(t)dt — /OT (ux(t), v)e(t)dt, (3.149)
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/0 ' %<Um(t), v)o(t)dt — / ' %(u(t), v)olt)d, (3.150)

/OT((um)m(t) )9( dt—>/ Uge (t vx)e(t)dt (3.151)

/0T<“( (), v )60t — / (t),v)0(¢)dt. (3.152)

A demonstracao da convergéncia do termo nao-linear exige mais cautela. Inicial-

mente, nota-se que, pela Desigualdade Elementar:

()t o] < 3 I + 51 ) )7

Como os termos do membro direito sdo limitados, vide (3.126) e (3.127), a equacao

acima mostra que

() € L1(0, T3 12(0, 1) ).
Mas como L' (0,T; L*(0, L)) é um espago nao-reflexivo, tem-se somente que
<um(um)x,v) —* (w,v) em L™ (O,T; L2(O,L)> e Vv € L*(0, L)

isto é,

/ (o) —> / (w.o).

Por outro lado, nota-se que:

/OT <um(um)x — U( Uz + U(Up ) — Uy, v)

o (I P P (3.159)

= [ (=l [ wllm)e = ]0)

O primeiro termo do membro direito de (3.153) converge para zero porque u,, — u
forte em L*(0,T; H}(0,L)) (consequéncia do Teorema de Aubin-Lions) e porque

(). € limitado. Analogamente, (u,,), — u, por (3.126) e u é limitada.
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Pela unicidade do limite, w = uu,.

Agrupando (3.149) - (3.152) e a convergéncia do termo nao-linear acima, obtém-se:
Trd
— (U (£),0)0(t) + | (t)2(t), v )O(t) + ( (Upn)ze(t), v |O(E
/OM (1), 0)008) + ((un)a(8),0)0(8) + ((tm)ea(t), 02 )B(2)

+<um(t)(um)x(t), v)@(t) + (a(x)um(t), v)e(t)} dt —s

(3.154)

+(u(t)um(t), v)G(t) + (a(x)u(t), v)G(t)] dt,

Vv € H}(0,L),v0 € D(0,T).
Donde, no sentido das distribuicoes,

%(um(t),v) + <(um)x(t),v> + ((um):ca:x(t)?v)

I |
~
/
I
—~
~
S~—
4
N——
+
/N
<
8
—~
~
SN~—
4
N——
+
/N
<
8
8
8
~—~
~
S~—
S
N——

Unicidade da Solu¢do: Sejam uq(x,t) e ug(z, t) duas solugdes para o problema (3.109).

Definindo w(z,t) = uy(x,t) — us(x,t) e provando que w = 0, concluir-se-4 a unici-
dade da solucao. Com efeito, w satisfaz:

p

W 4 Wy + Waze + U (U1)e — uz(uz), +a(x)w =0, (z,t) € (0,L) x (0,T)
w(0,t) =w(L,t) =0, te0,T]

wy(L,t) =0, tel0,t

w(z,0) =0, xz€]0,L]

\
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Multiplicando a primeira equacao acima por w e integrando sobre [0, L], obtém-se:

(w @ w0®)) + (ws(t). D) = (wea 1), wst))

(3.155)

+(u1(u1)x _ u2(u2)m,w(t)> v (a(x)w(t), w(t)) — 0.

Os seguintes termos ja foram analisados em (3.105) - (3.108):

0 < agllw(®)]* < (a(z)w(t), w(t)).

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)

Quanto ao termo nao-linear, usa-se integragao por partes e o fato de u; e uy serem

L>(0,T; L*(0,L)):

\ (ul(ul)x — ug(uz)z, w(ﬂ) |

IN

<

<

31714

(1wt — a3

%|<[u1+uQ
(

Substituindo os termos (3.156) - (3.160) na equacao (3.155), obtém-se:

2dt 2

=L o)+ Su2(0.1) + (alehwl)wn) =

— (U1 (Ul)m - U2(u2>za w(t)>

](ul (u1)e — u2(U2)e, w(ﬂ) |

0.
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Como w?(0,t) e <a(x)w(t), w(t)> sdo estritamente positivos, afirma-se que:

Integrando sobre [0,¢], com t € (0,7, e lembrando que w(0) = 0, obtém-se:
lo@®I* < [lw(O)]* = [lw®)]* < 0.

Donde conclui-se que

lw®)]” =o.

Isso assegura que w(t) = 0 e assim a unicidade esta garantida. ]
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4 ANALISE NUMERICA DA EQUACAO LINEAR

Estabelecida a existéncia e unicidade da solucdo para a equacao de Korteweg-de
Vries, tornou-se possivel o estudo da convergéncia dos métodos numéricos que serao
aplicados nos problemas linear com e sem termo de damping.

Dividiu-se este capitulo em quatro secoes. Na primeira tratar-se-a o problema line-
ar sem termo de damping, suas estimativas em tempo continuo e discreto, e, por
fim, resultados computacionais de simulacao e convergéncia obtidos para fins de
validacao dos métodos. Na segunda secao seguir-se-ao os mesmos passos da secao
anterior, mas no contexto do problema linear com termo de damping. Na terceira sao
mostrados os resultados de simulacao com f = 0. Na tltima secao sao apresentados
os resultados computacionais relativos a primeira propriedade teoérica, enunciada no

Capitulo 1.
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4.1 Estimativa de erro da equacao KdV linear

Considera-se a formulagao forte da equacao KdV linear estabelecida no capitulo 1:

(

W4 Uy + Ugee = f(x,t), V(x,t) € (0,L) x (0,7T)

w(0,t) =u(L,t) =0, Vte[0,T]
(4.1)
u(L,t) =0, Vtel0,t

u(z,0) = up(x), Vzel0,L].

\

A formulacao variacional: procura-se u : [0,7] — V solugao de:

(u'(t),v) n <ux(t),v> _ (um(t),vx> _ ( f(t),v). (4.2)

Bem como a formulagao variacional aproximada: procura-se u : [0,7] — V,,, solucao
de:

(e ®)s0) + (W)t o) = ((w)aal®), 0)i) = (FO0m). (43)

O subespaco de dimensao finita V,,, C V possui indice m para enfatizar sua relagao

com a dimensao.

4.1.1 Tempo continuo

O objetivo é estimar o erro

[ = | L0122 0,0)) = e [u(t) = wm ()| L2(0,1)

= max}(/o ‘U(%t)_um(x?t)‘de)i

tel0,T

gerado pela utilizagao do Método de Galerkin, onde u(t) é solucao de (4.2) e u,,(t)
¢ solucao de (4.3).
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Como V,, é subespago de V', a equagao (4.2) é valida para v,, € V,,. Entao, tomando

v = Uy, em (4.2) e subtraindo de (4.3), obtém-se:

(u’(t) il (1), vm> n (ux(t) () (t), vm> . (um(t) () ea (), (vm)x> — 0. (4.4)

Para se provar a estimativa, introduz-se a Projecao de Rayleigh-Ritz definida em

(18):

satisfazendo:
<um(t) (b)) (Um)x) —0, Yo, €V,

Nota-se que, sendo a projecao u(t) € V;, e {¢i(x),¥;(x)} uma base de Hermite de
Vin, entao podemos escrever

m

u(z,t) = Z i (£)ps(2) + ) (s )am (£))(2), (4.5)

i=1
logo, u(x;,t) = wpm(t) e ty(x;,t) = (ug)im(t). Além disso, u,(L,t) = u,(L,t) = 0.
Dessa forma, u(t) também é denomidada interpolante de u. Esta projecdo sera

usada para decompor o erro da seguinte forma:

e(t) = u(t) — un(t)

= wu(t) +u(t) —u(t) — uy(t) (4.6)
= p(t) +£(1).
Logo,
le@I < [lu(t) —u(®)]] + [Ju(t) — un(?)]]
(4.7)
= [le@I =+ ll€@)]-
A idéia da decomposicao do erro e a introducao da projecao foram desenvolvidos em
(36).

O erro p(t) entre a solugao aproximada e sua interpolante sao conhecidos pela Teoria

de Interpolacao definidas no Capitulo 2. Resta encontrar estimativas para o termo

1€



76

Observacgao 4.1 (Hipoteses de regularidade). Para obter-se as estimativas de erros
entre a solucao exata e a aproximada, obtida pelo Método dos Elementos Finitos,
¢ necessdaria mais reqularidade da solucao. Esta regqularidade serd assumida como

hipdtese adicional:

(H1) ' € L*0,T;V).
(H2) " € L2(0,T:V).
(H3) w" € L*0,T;V).

Teorema 4.1. Sob as hipdteses de regqularidade (H1), (H2), (H3) acima e dada
ug € V, tem-se que a solucao numérica obtida pelo Método dos Elementos Finitos

possui a sequinte estimativa:
||U(t) — Um(t)HL?(O,L) S Ch, Vt Z 0,

onde a constante positiva c independe de h.

Prova: Somando e subtraindo @'(t), u,(t), U (t) respectivamente nos trés termos

de (4.4), obtém-se:
(010 +€(0)vm) + (pl)) + &(8),0m) = (pre(®) + Eaal®), (vm)a) = 0.
Por definicao de projeciao, tem-se <pm(t), (vm)x) = 0. Entéao:

(PO + €0 0m) + (&0 + po(t).vm) = (& (8). (wn)2) = 0.

Tomando v, = £(t) acima, obtém-se:

(P1(0) + €0, 60) + (&l6) + po(),€(6)) = (Eal8), &) =0

Rearranjando os termos:

(€®.60) + (£0.60) = (8. &) = =(/1.60) = (n1).60)- (4.8)



77

Analisam-se inicialmente os termos do membro esquerdo de (4.8). O primeiro é:

(¢0).60)) = g lEDI* (19

Usando integracao por partes no segundo termo de (4.8):

z=L

(&0.60) =@ - (c0.em) =

r=

(&0).60) =o0.

z=L
= 0 pois, visto que sao conhecidos os valores de u(z,t) em

Tem-se que £2(z,t)

x =0ex = L, também serao conhecidos os valores de u e u,, nesses pontos. Com
isso, &(x,t) = u(z,t) — up(z,t) em z = 0 e z = L implica £(0,t) = &(L,t) = 0.
Usando a integracao por partes no terceiro termo de (4.8):

z=L

(6. &(0) = &o(a 1)

(6:0), ().

z=0

Como &,(L,t) = u,(L,t) —u,(L,t) = 0, obtém-se:

(6aelt), &0) = ~5E20,8) (410
Usando a desigualdade elementar em ambos os termos do membro direito de (4.8):
/ 1 / 2 1 2
(P0.£0) < 51O+ 5lEDI, (4.11)
1 g, 1 2
(pe(0),€1)) < 5o + S ) (4.12)
Substituindo (4.9) - (4.12) em (4.8), obtém-se:
Ld 2, Lo TN 2 2
SSIEDIP + 50,0 < IFOIP + 5 le. I + @I (4.13)

Multiplicando (4.13) por 2 e integrando sobre (0, t), tem-se:

M@W+A£&@%SM®WﬁAM%Wm+AWMMWH24M@Ww
(4.14)
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Como £(0) = u(0) —u,,(0) é limitado e também o sdo p’ e p, (pelo Lema de Douglas-

Dupont, Capitulo 2), é permitido, entao, aplicar o Lema de Gronwall:

M@WSM@WﬁAW%W%+AWMMW& (4.15)

Como u(0) — u,,(0) = £(0) + p(0), tem-se £(0) = u(0) — u,,(0) — p(0) e portanto,
1€ = [1u(0) — um(0)]] + [lp(0)]]-

Param =0 et =0, o Lema de Douglas-Dupont fornece
lp(0)] < ch?||u(0)lv-
Além disso, também supoe-se
1u(0) — um (0[] < ch*[|u(0) v

Logo,
1€O)I1* < eh*u(0)[IF = ch*|luolly-

Tomando m = 0 e m = 1 no Lema de Douglas-Dupont, obtém-se que:

t t
Awwwws%%wwwwa
/MIH@</W>H%<%/WUHMS

Substituindo as equagbes acima em (4.15), obtém-se:

t t
et < eort {uall + [ W oIRash + eat? [ ol s,
0 0

Como o espaco V,,, possui dimensao finita, as normas sao equivalentes e isso permite

extrair a raiz termo a termo. Portanto,

5O < e { ol + 101110 § + xblal

Por outro lado, tomando m = 0 no Lema de Douglas-Dupont, tem-se:

ol < exhlel .7



79

Assim, sabendo que |[u(t) — u,(t)]] < ||pt)]] + [|€(2)]| e que h* < h, quando h < 1,

obtém-se

6) = w1 < e { Tl + 101 + Dl )

Donde se conclui:

lu(t) = wm(t)| 20,y = O(R). ] (4.16)

4.1.2 Tempo discreto

Nas estimativas anteriores para o problema semidiscreto considerou-se a variacao
continua do parametro £, mas, na pratica, o tempo ¢ varia discretamente.

Em geral, nas equagoes do tipo parabdlico e hiperboélico usa-se o Método dos Ele-
mentos Finitos para a variavel espacial e o Método das Diferencas Finitas para a
varidvel temporal. Nada impede o uso do Método dos Elementos Finitos também na
variavel temporal. Apesar de tal abordagem ser matematicamente razoéavel, prova-
se que isso destrdi propriedades importantes de propagacao.

Sendo assim, utilizar-se-4 o Método das Diferencas Finitas (Método de Euler Pro-
gressivo para a aproximacao da derivada, em conjunto com o Método Trapezoidal
Generalizado) na variavel temporal e o Método dos Elementos Finitos na varidvel
espacial (ambos apresentados no Capitulo I) para obter a estimativa de erro ||u—1u,,||
em alguma norma de Sobolev.

Considerando as notacoes, definicoes e teoremas estabelecidos no Capitulo 2, anuncia-

se:

Teorema 4.2. Sob as hipdteses de reqularidade (H1), (H2) e (H3) da se¢io anterior
e dada ug €V, a solucao numérica obtida pelo Método dos Elementos Finitos e pelo

Meétodo Trapezoidal Generalizado para

96[%,1} e Atgg
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possui a sequinte estimativa:
||U — U’mHL‘X’(O,T;LQ(O,L)) S C(h + Atr)

1 1
0nderz1quand00>§er:2 quando@za

Prova: O erro entre a solugao aproximada u, e a solugao exata u" é definido por:

De modo analogo ao feito no problema semidiscreto, introduz-se a projecao u",n =

0,---, N, satisfazendo u" € V,,, e:

(uZx - ﬂ2x7 (Um)x> = 07 v’Um € Vm>vn7

Assim decompoe-se o erro na forma:

n__ .n n _ .n ~n ~n n _n n
e =u" —u, =u" —u" +u" —u,;, =p"+E£"

Como as estimativas para p™ sao conhecidas pelo Lema de Douglas-Dupont, basta
estimatimar o termo &", paran =0,---, N.

Para tal, avalia-se a formulacao fraca do problema (4.2) nos tempos t = t,,1 e
t = t,,, multiplicando-as por 6 e (1 —6) (com 0 < # < 1), respectivamente. Soma-se

o resultado:
n+60 n+60 n+0 o n+60
(ut ,v)+<u$ ,v)—(um ,v:,;)f(f ,v), Vv e V.
. 1 . . .
Somando e subtraindo o termo <5u"+2 , v) no primeiro termo acima, tem-se:

<5u"+%,v> + (ugﬁe,v) — <u§j9,vx> = <f”+9,v) — (u?*ﬂv) + <5u"+%,v>

<f”+" +g”,v>, Vo eV,
(4.17)
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1
com ¢" = ou"tz —ultl.

Considera-se agora o sistema aproximado no subespaco V,,, dado por:
1
(00, o)+ ()20 ) = ()2 (W) ) = (74,0 ),
Yo, € Vip, Yn=1,---,N.

Tomando, em particular, v = v,, € V,, C V em (4.17) e subtraindo de (4.18),

obtém-se

a1

(5u"+% —Sum 2, vm> - (uW — (um)3 ", vm> - (UZI ?— (um) 5’ (vm)x> = (9"> Um)-
(4.19)

Somando e subtraindo os seguintes termos interpolantes em (4.19) ¢ (a)n%, (@)3+?

\n+0 : , .
e (U)m , respectivamente, obtém-se:

(90745 4+ 065 o) + (00 + €247 0m) = (Pt + €, (wm)e ) = (9" 0m).
Pela definicao de projecao (pg;”’, (vm)x> = 0,Vn. Entao
<6p”+% + 5§”+%,vm) + <£§Z+9 + pﬁ*e,vm) - (fﬁ;e, (vm)x) = (g”,vm).
Rearranjando os termos:
(7% v ) + (€, v ) = (€57 ) ) = (97 0m) = (84,0 ) = (477, vm).
Tomando v, = £"*?, chega-se a equacio:

<5£n+%,§n+o> n (5;1—1-675714-6) B ( ;L;e,ggw) _ <gn’§n+6)
(4.20)
—<5p”+%, £n+9) _ (pg+9’€n+0>_

Analisam-se, inicialmente, os termos do membro esquerdo de (4.20).

1
No primeiro termo supoe-se 6 > 2 usam-se as defini¢des, a bilinearidade de (.,.) e
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a Desigualdade Elementar (entre a terceira e quarta equagoes):
() = (5 e u-ax)
- Lo 5o - Slee) - 5o e)

0 -1+ 26 1-6
_ n+1(12 __ n+l ¢n ) _ n||2

0  —1+20\ .12 1—0 —=1+20\, .
(-T2 hemee - {150+ 2 e

1
= gag U =gy

Vv

(4.21)
No segundo termo do membro esquerdo de (4.20), tem-se:
(rremr) = (0g+ (- 006 + (1 - 0)¢”)
= (ertet) + (1 0P (ene) (4:22)

+0(1—0) (&1, €7) + 61— 6) (2.6,

Sabe-se que (fx(t), f(t)) = 0, como foi provado para estimar o tempo continuo. Com

isso, os dois primeiros termos da equagao (4.22) sao nulos. Logo,

(gr.em) = o -0) (gt en) +o0 - o) (gem).

Integrando por partes o primeiro termo do membro direito da equacao acima, obtém-

se:

(r+9,6m7) = —01 - 0) (71, &2) + 001 - ) (1.61) =
(4.23)

<§g+€, §n+9> =0.
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Integrando por partes o terceiro termo do membro esquerdo de (4.20):

(e, &) =l o)

r=

(€n+e €n+6>
(4.24)

(e, ) = —%[5;#912(0, t).

Por fim, aplica-se a desigualdade elementar em todos os termos do membro direito
de (4.20):
1 1
(gm&0) < SlanP+leele

1 1
(dm+16m0) < a4 Sllene (4.25)
(e,670) < Zlor ol + e
Antes de substituir as analises individuals na devida equagéo, nota-se que:
lE™*01% = 11667 + (1 — )" [I> < 011" |1* + (1 — O)]|€"[|*. (4.26)
Substituindo (4.21) - (4.25) em (4.20) e considerando (4.26), obtém-se:

1 1 1
n+1||2 n n+60 < Zllg™||? - n+5 |2
o I = 2} + e 2(0.0) < gl + 1607+

3
Hpgﬁe\l“ 9||£"“H2 5 (1= O)€*.

Agrupando os termos semelhantes:

1 3 n 1 3 n L
Lim - sohienie - ok + Sa-o e+ e o

(4.27)
< g+ Slop 52 + o]
Multiplicando (4.27) por 2At:
(1= 38} 12 + AHEP(0,7) < {1+ 3801~ )} "]
(4.28)

1 V1
+ALg" |2 + Atflopm |2 + At g2,
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Desmembrando 1+ 3A¢(1 — 6) = 1 + 3At — 3At6 e considerando [£7+9]2(0,¢) > 0,

obtém-se
{1 =3At0} [|€"+H]* < {1 — 3At0)} (€717 + 3ALE™||* + Atllg™|)?

(4.29)
+AH|6p™ 2|2 + Al ozt
Somando (4.29) de n =0,--- , N — 1:
N-1 N-1
{13080} [[€V]* < {1 — 3At0)} [|€°]* + 3A > 1€"* + At Y (1"

n=0 n=0

N-1 N-1

ALY 6oz ALY o
n=0 n=0

Como At < % e > % implicam 1 — 3At# > 0, aplicando o Lema de Gronwall na

forma discreta, obtém-se:

At =
N2 < ]¢0)2 |2
VI < P+ =" 2 )
(4.30)
N-1 N-1
cAt 1 cAt
5 n+5 ||2 n+6 2.
3At

onde ¢ = eXp(l_—SAwN) > 0.
Avalia-se agora os termos do membro direito da equagao (4.30).
O primeiro termo ¢é [|€%]| = ||u(0) — w(0)]|. Como u(0) = ug & conhecida, toma-se:

1€°] < eh®Juoll- (4.31)

Para os terceiro e quarto termos utilizam-se as propriedades de aproximacao exibidas

no capitulo 2 e o Lema de Douglas-Dupont com m =0e m = 1:

N—-1 ) tn
AtY ot < / 10/(s)]1%ds
n=0

to
N 4.32
< ant [ )R .

to

= 02h4HU/H%2(O,T;V)'
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N—-1 tn
ALY [ < / loa(s) 12ds
n=0

to

tx (4.33)
< ant [ fus)lds

to

201,112
= csh HuHLQ(O,T;V)'
Usa-se a seguinte igualdade para avaliar o segundo termo:

2w =)

n+60 — un—i—% o (0 .
2

u

donde se obtém:

no__ n+i n+60
gt = ou"Tr —uy

1 n 1 ]_ n n
R U R SR I

= g + 9.
O termo g7 é:
n 1 n+1 n 1 n+1 n
v = E(U _U)_§<ut - uy')
1 tn41
= X (s — tn)(tn1 — s)u™ (s)ds.
tn

Na dltima equacao acima aplica-se a seguinte mudanca de variaveis: s — ¢, =

At9,9 € [0,1]. Nota-se, aléem disso que 9(1 — ) > 1,9 € [0, 1]. Entao,

1 fnt1 "
N / (5 — t2)(tes — )" (s)ds =

tn

t2 1
= / 91 — 9" (9)d. =
0

At4 tny1 At4
lgr|I* < " ()I1ds = —llu" 20, v

=64 ), 64
Multiplicando a desigualdade por At e fazendo a soma para n = 1,--- N — 1,
obtém-se:

4 N-1
ol < LAY s
9 L2(0,T;L2(0,L)) = 64 L2(tn tnt1;V)
=0 (4.34)

< C3At4HumH%Q(0,T;V)'
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Quanto ao termo g3, tem-se:

1

n 1 n+1 n ftt "
= 0- ) =) =0-35) [ Wls)ds
tn

Usando a desigualdade de Holder, tem-se:

2 1 2 1 fnt1 " 2
ol < 057 aasl[[ T wlPas
tn tn
1 2 i " 2
< a0 [ ) s
tn

1
< At(& — §)QHU”(S)H%Q(tn,tnﬂ;v)ds'

Multiplicando a desigualdade por At e fazendo a soma paran = 1,--- /N — 1,

obtém-se:

N-1
H92H%2(0,T;L2(0,L)) - AtZHQSHQ
n=0

(4.35)
1
< AP0 P Ba
Substituindo (4.34) e (4.35) na equacao que define g", obtém-se:
||gn||%2(0,T;L2(O,L)) < ||gl||%2(0,T;L2(O,L)) + ||92”%2(0,T;L2(O,L))
(4.36)

1
< C4At4”um‘|i2(0,T;V) + A0~ §)QHUHH%2(07T;V)'

Finalmente, substituindo (4.31) - (4.36) em (4.30), obtém-se:

I€V1 < et {llwolly + 1o oo b + 2?0

1
+03At4HuWH%2(O,T;V) + C4At2<0 - 5)2”u”H%2(0,T;V)'

Em espacos de dimensao finita todas as normas sao equivalentes. Entao extrai-se a

raiz quadrada da equagao acima:

1EN| < erh? {{uollv + |v/ || 20,y } + c2hllull 20,70

1
+03At2||U”/”LQ(07T;V) + C4At(9 — 5) ||UHHL2(O,T;V)-
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Por hipotese u, v/, u”,v" € L*(0,T;V) e ug € V. Lembrando que h* < h quando

h < 1, entao tem-se que:

1
€1 Lo 0,1;0200,)) < € {h + A2+ At(H — 5)} ‘

Por outro lado, fazendo m = 0 no Lema de Douglas-Dupont, obtém-se:

le@Il < exh?|lull 20,70 =

ol Lo o.1:020,0)) < crh®|ullp20.v)-
Logo
1
HU — um||Loo(0’T;L2(O7L)) S C {h + Atz + At(@ — 5)} .

1
No caso 6 > 2 obtém-se a estimativa de erro:
[ = [ oo mi22(0,)) < ¢{h + At}
1
E, finalmente, no caso 6 = 3 obtém-se:

U — Um, Lo (0,T;L2(0,L)) = C . u
I | <c{h+At*}

4.1.3 Simulagoes e convergéncia

Mostrar-se-a agora a formulagao matricial do problema linear e, ao final, uma tabela

com os resultados de simulagao e convergéncia.

Mesmo que essa formulacao matricial agrege o termo de damping, os resultados

de simulacao nesta subsecao foram feitos tomando a = 0. Isso possibilita que, na

proxima secao, ao se tratar do problema linear com termo de damping, a formulacao

matricial abaixo continue sendo valida.

Considere o problema aproximado definido no Capitulo 1, secao 5:

(et 0)) + (0 () ®)) = (s (i )ea()

+<vm,a(x)um(t)> = (vm,f(t)), Yo, € V,, C V.

(4.37)
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A escrita acima difere um pouco daquela apresentada anteriormente, mas como
(.,,.) : L*(0,L) x L*(0,L) — R é uma forma bilinear, isso nao faz diferenca. Por
outro lado, o modo que a formulacao estd descrita acima torna mais natural o
preenchimento das matrizes.

Os Polinomios de Hermite definidos abaixo foram escolhidos para compor a base de
V,» pois estes satisfazem as condicoes definidas em V' e, como é sabido, formam uma
base completa para H?(0, L).

Sejam [a,b] C R e {a = zg, 21, - ,xy_1,2y = b} uma discretizacdo de [a,b]. Para
cada n6 x; define-se dois elementos de fungao base, a saber ¢;(x) (interpola a funcao)

e Y;(x) (interpola a derivada da fungao), satisfazendo:

ei(ri) =0  @i(zi)) =1 @i(ripa) =0
pi(xic) =0 i) =0 @i(wip1) =0
(4.38)
VYi(zi) =0 Yi(zi) =0 i(xia) =0
Yizi) =0 Yi(zi) =1 Yi(ripa) =0

e se anulando nos demais nos da discretizacdo. Tomando um intervalo [z;, ;1] C
[a,b] e uma malha uniforme h = x;,1 — x;, explicitam-se as fun¢des que formam a

base de Hermite:

( x;xl —1)2(2 W +1), Vo € i1, Tiy1].
p(r) = (4.39)
0, caso contrario .
(x — xl)( v ;sz — 1)2, Vo € [xi_1, Ty
U(x) = (4.40)
0, caso contrario .

Nas Figuras 4.1 e 4.2 sao representadas as duas fungoes que formam ¢; enquanto
que, nas Figuras 4.3 e 4.4, sao representadas as duas fun¢oes que formam . Todos
os graficos foram plotados no intervalo [0, 1].

Agora, estabelecida a base, vé-se que, dado u,,(t) € V,,, existem co(t),--- ,cn(t) e
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1 1
08 08
06 06
04 04
02 02
L 02 04 06 08 i L 02 04 06 08 i

Figura 4.1: 1 funcao base de ¢ Figura 4.2: 2 funcao base de ¢

(2] 02 04 06 08 1

]

(X7
.02

01
o0

008
0.06

0.06
0.08

(1]
01

o2
012

L 02 04 06 08 i

: g : i an

Figura 4.3: 1* funcao base de ¢ Figura 4.4: 2 funcao base de v



do(t),- -+ ,dn(t) tais que
=3 e 4505 (2). (1.41)

Substituindo a expressao de u,,(t) na formulagao aproximada, obtém-se:

(v 2200 + di005) + (o fj 46)(03).)

(e Do)+ s + (10 st + 03]

+icj(t)< (pr)x>+§:d(>(vm (¥5) )
=360 (e (@) = S50 ()i ()
+§:Cg(t) (Um,a(x)%) + Zm:dﬂ(t)( ( Wﬂ)

- (vm, f(t)), Vo € Vi C V.

T
Tomando v, = ¢;, U, = ¥; e definindo X(t) = (co(t), ceem(t), do(t), - - ,dm(t))

obtém-se o seguinte sistema linear:

{iz EE]X’@H[W NW}X(t): {F%N (4.42)
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onde:

A7 = (A7) = (@) 9i()

B = (Bf) = (wi(a), ()

AY = (A%) = (vi(a). (o))

BY = (B}) = (vi(). v4(@))
M? = (M5) = (9ile). (@) + a(@)p4(2) ) = (#i(2). &}(@))
N7 = (Nf) = (wila), (@) + al@)s(@) = (i), ¥ (@)
MY = (M) = (i), ¢ (@) + alw)es (@) — (4(2), &)
NY = (N5 = (vi(a), 0 (2) + a@)y(0) — (¥i(e), ¥)())

Reescreve-se o sistema de equagoes diferenciais lineares, resumidamente, por:

MX'(t) + KX (t) = F(¢)
(4.43)
X(0) = (0(0), -+, cm(0), do(0), -+, dm(0) )

Para terminar a formulacao matricial do problema resta discretizar a variavel tem-
poral. Dado [0,7] e uma discretizacao {0 = to,t1, -+ ,t, = T}, utiliza-se o Método
de Euler Progressivo juntamente com o Método #-Newmark da seguinte forma:

X(tpyr) — X(t,) X"l — X"
At N At ’

X'(t,) =

X(t,) =0X"" + (1-0)X"
Substituindo acima, obtém-se:

X — X n n n n
M=+ K(0X™ 4 (1= ) X") = 65" + (1 0)F".
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E finalmente,

M + AtIK ) X" = (M — At(1 — O)K ) X" + 0F" + (1 — 6)F"
( )xmet = ( ) (1-0)

2 m)

on(cgj... oy d87...7d9n>_

Considera-se, para fins de validagao do método, nas simulacoes abaixo os valores

L=1,T=1,a=0. Como condicao inicial, toma-se:

1
uo(x) = ﬁx(x — L)*. (4.44)
Nota-se que esta condicao inicial satisfaz as trés condicoes de fronteira.

Como solucao exata, toma-se:

1

u(z,t) = uo(z)e " = ﬁ[)ﬁ(l‘ — L)%™t

O termo f = —u' — uy — Uype € dado pela expressao:
1 2 _—t 1 2 —t 6
flz,t) = —ﬁx(x —L)e " + ﬁ((x — L)Y +xz(x—L))e "+ T2¢
Na Tabela 4.1 encontra-se o resultado de ordem de convergéncia. Para obter tais
nameros considera-se a formula (ver (30)):

ln(Ei/EiH)

P="ne

onde p é a ordem de convergéncia e E; = trerf&)Tc] {1 Ei(t)||22(0,0) } € 0 erro associado &
malha h = 5 - 2071,

A Figura 4.5 abaixo compara o erro obtido entre a solu¢do numérica encontrada e
a solucdo exata descrita acima. Foi plotada considerando h = 1/160, At = 1/160 e

as curvas representam o erro para o tempo fixo ¢t = 0.5.



Tabela 4.1: Convergéncia da equacao linear sem termo de damping

0 N=m=5-2"! 1w — | oo 0,7,02(0,1)) Ordem de Convergéncia
0.75 20 1.7207 x 107 —
40 0.8576 x 107° 1.00448
80 0.4308 x 107° 0.993268
160 0.2165 x 10~ 0.992253
320 0.1085 x 10~° 0.9961
0.5 20 3.8541 x 10~ —
40 0.7289 x 10~ 2.3367
80 0.1922 x 10~ 1.98841
160 0.0549 x 10~ 1.80651
320 0.0212 x 1077 1.37306
107 . : : : : : : : : :
i O Theta=05

Theta =0.75 |]

Erro

a 0.1 02 03 04 05 0B 07 ng 049 1
Espago

1|:| | ] 1 ] ]

Figura 4.5: Grafico do erro entre § = 0.5 e § = 0.75.
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4.2 Estimativa de erro da equacao KdV linear com termo de
damping

Procede-se agora um estudo analogo ao realizado na secao anterior considerando
a(x) > ag > 0 quase sempre em w C (0,L) . A formulacao forte da equacao KdV
linear com termo de damping é dada por:

[ U+ Uy + U + a(z)u = f(z,t), V(z,t) €(0,L) x (0,T)

uw(0,t) =u(L,t) =0, Vte[0,T]
(4.45)
u. (L, t) =0, Vte]0,t]

u(z,0) = ug(x), Vael0,L].

\

A formulagao variacional: determinar u : [0, 7] — V solugao de

(w(0),0) + (we®),0) = (weel®),0) + (al)ue),0) = ((1),0). (4.46)

Bem como a formulagdo variacional aproximada: determinar w,, : [0,7] — V,,

solucao de

(u;n(t),vm> n ((um)x(t),vm) . ((um)m(zﬁ), (vm)x> + (a(x)um(t),v) - ( f(t),vm>.
(4.47)

As mesmas consideracoes sobre o subespaco de dimensao finita V,,, sao validas nesta

secao.

4.2.1 Tempo continuo

O objetivo é estimar o erro

[ = w0, 15220,0)) = Jnax [u(t) = tm(t) || 22(0,1)

= max}(/o ‘u(x’t)—um(x,t)|2dx)§

te[0,T
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gerado pela utilizagdo do Método de Galerkin, onde u(t) ¢ solugao de (4.46) e uy,(t)
¢ solucao de (4.47).

Como V,, é subespaco de V, a equacao (4.46) é valida para v,, € V,,. Entao,
tomando v = v, em (4.46) e subtraindo de (4.47), obtém-se:

;

(U/(t> —u,(t), Um) + (um(t> — (U)o (1), Um) - <um(t) — (Um) e (1), (Um)r>
+(al@)u(t) = un(®)], vm ) =0,

(u(()) — um(O),vm) =0, Yo, € V.

(4.48)
A Projecao de Rayleigh-Ritz permanece:
P: VvV - V.
u(t) — Pu(t) =u(t)
satisfazendo:
(t(8) = T (t), (0)a) =0, Voo € V.
Logo,
le@®Il < flu(t) —u@)] + [[u(t) — um@)]
(4.49)

= lle@I + €@

O erro p(t) entre a solugao aproximada e sua interpolante sao conhecidos pela Teoria

de Interpolacao definidas no Capitulo 2. Resta encontrar estimativas para o termo

1EE)-

Teorema 4.3. Seja o damping satisfazendo a(x) > ag > 0. Sob as hipdteses de
regularidade acima (H1), (H2), (H3) e dada uy € V', tem-se que a solu¢io numérica

obtida pelo Método dos Elementos Finitos possui a sequinte estimativa:

||U(t) — um(t)”Lz(O,L) S Ch,

onde a constante positiva c independe de h.
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Prova: Somando e subtraindo @' (t), @, (t), u..(t) respectivamente nos trés termos

de (4.48), obtém-se:
(P O+ ) 0m )+ (o O+ 0). v ) = (Pra O+ (D), (v)e )+ () DO+ (D], 1) = 0.
Por definicio de projeciio, tem-se (pm(t), (vm)x> — 0. Entio:
(PO +€ ), vm) + (&0 +pe(8), 0) = (&al), (0n)s) + (a@)p(®) +€(E)], v ) = 0.
Tomando v, = £(t) acima, obtém-se:

(00 +€@.€0)) + (&) + po().60)) = (&), &(1)

+(a@)lp(t) + €0 £@) =0,

Rearranjando os termos:

(4.50)
~(pal0):£®)) = (al@)lo(®) +£(1)). 60))-

Os termos do membro esquerdo de (4.50) foram analisados na se¢ao anterior, nas

equagoes (4.9) - (4.12), e serdo apenas repetidos abaixo.

(€0.€0)) = e (151)
(&0.€0) =0, (452)
(6uelt), 1) = —5E200,1) (153)

Os dois primeiros termos do membro direito da equagao (4.50) também ja foram
analisados.

(p6).€0) < 5IP @I + %Hg(tw. (4.54)

N — N~

(nel0).€0)) < Sloa()IP + o) (4.55)
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Usa-se, nos terceiro e quarto termos, o fato de a € L*°(0, L) juntamente com a

desigualdade elementar:
(atdn(t.0) < lalle {017 + S0P} (4.56)

(a()e),£0)) < llall )] (157)
Substituindo (4.51) - (4.57) em (4.50), obtém-se:
1
2

d 1 1 1
EDI + 50,8 < SN O + Slo=(B)]*+

(4.58)
1 3
sllallo1? + {1+ Jlale e
Multiplicando (4.58) por 2 e integrando sobre (0,t), tem-se:
t t
||§(?f)||2+/O &(0,t)dt < ||€(0)||2+/0 1o (t)[*dt+
(4.59)

/0 s (8) 2 + ]| / lo(t)|12dt + {2 + 3]l ) / )|t

Como £(0) = u(0) — u,,(0) é limitado e também o sdo p, p, e p’ pelo Lema de

Douglas-Dupont, permite-se entao usar do Lema de Gronwall:

le@|* < H§(0)|I2+/0 Hp’(t)IIth+/0 ||pz(t)||2dt+\|al|oo/0 lp(®)|I*dt.  (4.60)

Como u(0) — u,(0) = £(0) + p(0), tem-se £(0) = u(0) — u,,(0) — p(0) e portanto,
1€(0)|| = ||w(0) — un (0)]] + || p(0)]|. Para m =0 et =0, o Lema de Douglas-Dupont
fornece

1O < k2 u(0)]v-

Além disso, também supoe-se
[u(0) = um (0)|| < ch?[|u(0)]|v.

Logo,
IEO)* < ch*[u(O)[F = ch*[luoll3-
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Tomando m = 0 e m = 1 no Lema de Douglas-Dupont, obtém-se que:

t t
| Inlas < et [ jolas
0 0

t t
/ lo(s)[Pds < ch® / ()2 ds,
[ eatoiieas < [ otoias < e [ ats) s

Substituindo as equagbes acima em (4.60), obtém-se:

e < e[l + [ WENRds + lale [ Tl

t t
+ [ Nu)Rds] + [ us) s
0 0

Como o espaco V,, possui de dimensao finita, as normas sao equivalentes e isso

permite extrair a raiz termo a termo. Portanto,
t t t
et < e { e + [ 1w + lall [ Ru(o)lves p+-ean [ )l
0 0 0
Por outro lado, tomando m = 0 no Lema de Douglas-Dupont, tem-se:
(O] < il 1)

Assim, sabendo que [[u(t) — u, ()| < [lp@®)| + ||£(®)]], tem-se:

)= < e { ol + 10111y + Nl ) bteatllo

Donde se conclui:
llu(t) — Um(t)Hm(o,L) = O(h). m (4.61)

4.2.2 Tempo discreto

Teorema 4.4. Seja o damping satisfazendo a(x) > ag > 0. Sob as hipdteses de

reqularidade (H1), (H2) e (H3) da se¢cdo anterior e dada ug € V', a solugcdo numérica
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obtida pelo Método dos Elementos Finitos e pelo Método Trapezoidal Generalizado

para

06[%,1} e Atgﬁ

possui a sequinte estimativa:
HU — umHLOO(O,T;LQ(O,L)) S C(h + Atr)

1 1
0nde7°zlpam97é§ er:2pam9:§.

Prova: O erro entre a solugao aproximada v, e a solugao exata u" é definido por:
n

—_— n _
e"=u"—-u,, n=01---, N.

De modo analogo ao feito no problema semidiscreto, introduz-se a projecao u",n =
0,---, N, satisfazendo u" € V,,, e:
n ~n
(uxx - u:r:m (Um)fﬂ) - O’ vUm € Vma ‘v’n
Assim decompoe-se o erro na forma:

n __ n n _ ,n ~n ~n n _ n n
e =u" —uy, =u" —u" +u" —u,;, =p" +£".

Como as estimativas para p" sao conhecidas pelo Lema de Douglas-Dupont, basta
estimatimar o termo &", paran =20,---, N.
Para tal, avalia-se a formulagado fraca do problema (4.46) nos tempos t = t,41 e

t = t,, multiplicando-as por 0 e (1 — 0) respectivamente. Soma-se o resultado:
(u?w,v) + <u2+9,v> — (ugie,vx> + <a(m)u”+9,v> = (f”+9,v>, Yo eV.
Somando e subtraindo o termo <5u"+%, v) no primeiro termo acima, tem-se:
(5u”+%,v> + <u2+9,0> — (ugja,vz> + (a(x)u"*ﬂv)
= (f”+97v> — <u?+9,v> + <5u”+%,v> (4.62)

= (f””—i—g"?v), Yv eV,
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1
onde ¢g" = du"tz — ut?,

Considera-se agora o sistema aproximado no subespaco V,,, dado por:

(30 om) + (am) m) = ()27, ()
(4.63)

—|—<a(£17)un+0 vm> = <fn+9’vm>, Yo, € Vip, Yn=1,--- N.
Tomando, em particular, v = v,, € V,, C V em (4.62) e subtraindo de (4.18),

obtém-se
1
<5u”+% — 5ufn+2,vm> + (u;l*e — ()", Um> + (a(x)[u”+9 — unto], vm>

— (e = () (0n)e) = (97 vm)-
(4.64)

Somando e subtraindo os seguintes termos interpolantes em (4.64) §()"*2, ()",

(@)% e (u)"*?, respectivamente, obtém-se:
(90745 40675, v ) + (P + €240 ) = (pid? + €287, (0. )

+<&(a:)[p”+9 + £”+0],vm> = (g”,vm>.

Pela defini¢do de projecao (pggje, (vm):C) = 0,Vn. Entao
<5pn+% + 5€n+%’vm> (gn—i—@ + pn+6 > (5;1;-9’( m)a )

+<a(r)[p”+9 + £”+9],Um> = (g”,vm>.

Rearranjando os termos:
) o (%) = (2.0 = () ~ (73

(o 0m) = (al@)lp™* + €7, v ).
Tomando v, = £"*?, chega-se a equacio:

<5§n+%’€n+6> + <£;z+97£n+0> - (fgje’é;we) _ <gn7£n+9> _ <5pn+%7£n+9>

= (oo, e0) = (ata)lors? + ), 670).
(4.65)
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A analise dos termos do membro esquerdo foi realizada nas equagoes (4.21) - (4.25)

e é apenas repetida aqui:

1 1
(g3, 6m0) = == {12 = "%} (4.66)
(f;ﬂr@’ £n+9> — 0’ (467)
(6%, 6) = —S P 0.0), (165)

1 1
) B
, 1 1
(dpmt.6m00) < Sl + Sl (4.69)

(v, 670) < Zllorol + 2l

Além disso, o termo de damping é:

(alx)er?,em) < fallx €™
1 1 (4.70)
(alo)2,624%) < fall {417 + S16912

Substituindo (4.66) - (4.70) em (4.65) e considerando (4.26), obtém-se:

1 1 1
n+1(2 n n+9 < Zllg™|? - n+ 2 n+0 2
o €I = €71} + I 2(0.0) < gllg™I? + g6 47 + 105

1 3 3
+5llallocllp™ 11 + 501+ llalloo) 1€ + 5 (1 = O)(1 + [lalloo)[1€7 ]

Agrupando os termos semelhantes:
1 3 1 3
— 2801 n+1(2 1 — 1 ni|2
{3 — 300+l bl = {55 + 30 - )1+ Jallo) f 17

1 1 iy 1 .
&0 ) < Sl + 5 Loz + H5p P2+ Sllalloollo™ 1.
(4.71)
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Multiplicando (4.71) por 2At e considerando [£7+9]2(0,¢) > 0:
{1=3At0(1 + [lafloo) €™ 1" — {1 = 3A0(1 + [lallo) } 167"
< AU+ [lalloo)[I€717 + Atllg™|1* + At o2 (4.72)
+AL|6p" 2|2 + Al
Somando (4.72) de n=0,--- ,N — 1:

{1=3At0(1 + [lalloo)} €717 = {1 = 3At0(1 + [lall)} 18]

N-—1 N-—1 N-—1
<BA(L+ Jlalloo) Y IEM 1P+ A8 Y g1+ At > [l
n=0 n=0 n=0

(4.73)
N-1 N-1
+ALY 69" 2P + Atllallee > 10"
n=0 n=0

Como a(z) > ag > 0,0 > L e At <

5 ; implicam 1 — 3AtI(1 + |lall) > 0,

__2
3(1+a0
pode-se aplicar o Lema de Gronwall na forma discreta:

N-—1 N-1
IENI> < 1E01 + A > [lg" 1> + et Y [lont)?
n=0 n=0

(4.74)
N-1 N—-1
1
+eAEY 16" 2|7 + cAtlalloo Y 0™
n=0 n=0

3AL(L + flall)
1— 3At0(1 + ||a||oo)> > 0.

onde ¢ = exp (

Todos o0s termos do membro direito de (4.74) foram analisados nas equagoes (4.31)

- (4.36) na se¢ao anterior. Sumariamente, tem-se:

I1€°11% < exh?|Juoll7. (4.75)

N-1

il
Aty (162 < coh | 720 10wy (4.76)

n=0
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N-1

ALY [l < e lullFao iy, (4.77)

n=0

N-1

AEY N7 < esh®(lullF 0.y (4.78)
n=0

n 1
19" 1220 2:200.0)) < D 0" 122010 + AL (0 — 5)2HUHH%2(O,T;V)' (4.79)

Finalmente, substituindo (4.75) - (4.79) em (4.74), obtém-se:

112 < enh {luoll? + 11220 7oy + Nallclltl a0z} + cah?ullZao oy

1
Fes A 7200wy + AP0 = SVl 720 0,0

Em espacos de dimensao finita todas as normas sao equivalentes. Entao extrai-se a

raiz quadrada da equagao acima:

IEME < erh? {lluollv + v/l 200y + llallsollull 2z } + c2hillull 2 ravy

1
AP ) + A0 = )00,

Por hipotese u, v/, u”,u” € L*(0,T;V) e ug € V, entdo tem-se que:

1
|‘£N||L°°(O,T§L2(O7L)) S C {h + At2 —’- At(@ - 5)} .

Por outro lado, fazendo m = 0 no Lema de Douglas-Dupont, obtém-se:

1N < erh®||ull 20y =

1ol Lo 0.152200,2)) < 1P ||ull L20,3v)-
Logo,
1
||U — um||L°°(0,T;L2(O7L)) S C {h + AtQ + At(9 — 5)} .
1 ) . .
Quando 6 > 5 se obtém a estimativa de erro:
||U — umHLC’o(O,T;LQ(O,L)) S C{h, + At} .
1
E quando 0 = 3 obtém-se:

Hu—umHLoo(O,T;y(o’L)) < C{h+At2}. ]
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4.2.3 Simulacoes e convergéncia

Todas as anéilises realizadas na subsecao ’Simulacoes e Convergéncia’ da secao an-
terior permanecem validas. Todavia, as simulacoes agora apresentarao o termo de
damping atuando tanto em todo [0, L] quanto em apenas parte [0,d] U [J, L] do
dominio.

Considera-se ainda, para fins de validacao dos métodos, nas simulacoes abaixo os
valores L = 1, T = 1 e a = 1 atuando sobre w C [0, L]. Como condicao inicial,

toma-se:

1 2
uo(x) = ﬁx(:p — L)~
Nota-se que esta condigao inicial satisfaz as trés condigoes na fronteira.

Como solucao exata, toma-se:

1 _
= ﬁa:(x — L)*e".

O termo f = —u' — u; — Uy — a(z)u é dado pela expressao:

Flat) = —%@:-L)?e—w%(@-L)%%@-L))e—u%e—w%a(z)x(@a—m?e—t.

Apresentam-se, inicialmente, na Tabela 4.2 os resultados de convergéncia para o
damping unitario atudando sobre todo [0.0, 1.0].

Na Tabela 4.3 estao os resultados com damping unitario atuando sobre o conjunto
(0.0,0.25) U (0.75,1.0) sao exibidos.

Os resultados graficos para estas configuracoes de damping sao semelhantes aos da
secao anterior, visto que foi imposta a mesma solucao exata e as tabelas abaixo nao

apresentam modificacoes quanto & ordem de convergéncia.
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Tabela 4.2: Convergéncia da equagao linear com damping unitario sobre [0.0, 1.0]

0 N=m=25-21

HU - umHLOO(O,T;L?(O,L))

Ordem de convergéncia

0.75 20 1.7031 x 107° —
40 0.8463 x 107° 1.00896
80 0.4252 x 107° 0.992844
160 0.2137 x 107 0.99249
320 0.1071 x 107 0.996226

0.5 20 3.8193 x 1077 —
40 0.7528 x 1077 2.34289
80 0.1896 x 10~7 1.98901
160 0.0541 x 1077 1.80757
320 0.0208 x 1077 1.37435

Tabela 4.3: Convergéncia da equacgao linear com damping unitério sobre (0.0,0.25)U

(0.75,1.0)
0 N=m=5.2"! |w — w0 (0,020, Ordem de convergéncia

0.75 20 1.7207 x 107° —
40 0.8576 x 107° 1.00448
80 0.4308 x 107° 0.993268
160 0.2165 x 107° 0.992253
320 0.1085 x 1077 0.996096

0.5 20 3.8541 x 1077 —
40 0.7629 x 10~ 2.3367
80 0.1922 x 1077 1.98842
160 0.0549 x 10~ 1.80648
320 0.0212 x 10~ 1.37276
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4.3 Simulacao do problema homogéneo

Anteriormente tomou-se f = u; — Uy — Ugze — a(z)u com a(x) = 0 na primeira se¢do
e a(z) = const > 0 na segunda se¢do. O proposito deste feito foi a obtengao dos
resultados de convergéncia confrontando a solucao obtida pelo método dos elementos
finitos com a solucao exata conhecida.

Na Figura (4.6) é exibido o resultado grafico para f = 0, que forma a equacdo motriz
deste trabalho. Os demais dados da simulacao sao:

(i) L =5.0;

(ii) m = 100;

(iii) T = 50.0;
(iv) N =5 x 10%
(v) Condigao inicial polinomial dada por (4.44);
(vi) a(z) = 0.

B s
D?-_ &
Daﬁ‘
usﬂ

Solugdo
[}
I
!

a0
S 10 0 30

Espago Tempo

Figura 4.6: Simulacao da equacao linear homogénea.
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4.4 Resultados numéricos sobre a restricao de Rosier

Nesta secao serd desenvolvido e apresentado o resultado numérico referente a primeira
propriedade teorica estabelecida no primeiro capitulo.

Em (32) é provado que na equagao (1.2) com f =0e L € £ = {f/—%\/m, k,l e N}
existem \ € C e ug € H*(0, L) satisfazendo:

Aug(x) + %uo(x) + %uo(x) =0, z€(0,L)
(4.80)
up(0) = uo(L) = dixuo(()) = %UO(L) =0.

Neste caso, u(x,t) = up(x)eM é solugao da equagao (1.2) com f=0e

dE, 1 »  1d v
E(t)——2(u$(0,t)) = deuo(o,t)e =0.

Ou seja, nao ocorre o decaimento da energia.

Entretanto, provou-se em (21) que, quando a(z) > ag > 0, é assegurado o decai-
mento da solucao e, consequentemente, o decaimento da energia. O objetivo aqui é
observar numericamente esse comportamento.

Aproxima-se o problema de autovalor/autovetor acima pelo Método dos Elementos
Finitos usando a base formada pelos polinémios de Hermite, ja apresentados ante-
riormente.

A formulacao aproximada é dada por:

)\(vm,uo) + (vm,uogc) — ((Um)x,qux) =0.

E a matricial:

(M + AK)U = 0 < MU = —\KU, (4.81)

onde K e M sao as mesmas matrizes definidas na primeira secao deste capitulo.
O caminho natural agora seria resolver o problema de autovalor/autovetor acima e,

de alguma maneira, descobrir o autovalor (e seu autovetor, possivelmente nao tinico)
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que satisfaz o problema acima. Nesta abordagem para cada autovalor encontrado
teria-se que calcular o respectivo autovetor e ’testar’ se esse par autovalor/autovetor
satisfaz o nao-decaimento da solucao.

Felizmente essa abordagem seré facilitada porque a demonstragao da primeira pro-
priedade tedrica exibe uma férmula explicita do calculo do autovalor \.!

Em (32) é mostrado que A é um nimero puramente complexo da forma A = —pi,

onde 7 é a unidade complexa e p é dado por:

27 2
= k— k+1)—).
p = po(fo + L)(Mo+( +>L)
com
(k2 + Kkl 412 1 s
onde k,l € N.

O algoritmo, entao, é:

(i) Inseridos os valores k e [ que definem L, calcular A pela formula acima;

(ii) Preencher as matrizes K e M, e encontrar os autovalores do problema (4.81);
(iii) Encontrar o autovetor correspondente ao autovalor A. Este autovetor é a repre-
sentacdo de ug(z) usando base de Hermite e sera utilizado como condigao inicial da
simulacao;

(iv) Completada a simulac¢do, calcular a energia a cada instante de tempo, plotar
um grafico exibindo o resultado e identificar os valores maximo e minimo atingidos
pela energia.

A energia é calculada por
L
By = [ leo)Pds,
0

onde o indice m se refere ao nimero de elementos finitos e o indice n indica o passo
m

de tempo considerado. O integrando é dado por ul’ (z) = > c'¢;(x) +dM;(x), onde
i=1

v e 1Y sao as funcoes da base de Hermite. A integral é calculada numericamente

via quadratura de Gauss com 5 nods, que é suficiente para calcular exatamente as

IFato relativamente raro para um teorema de existéncia e unicidade.
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integrais de polinémios de até grau nove.

Antes da apresentacdo dos resultados deve ser ressaltado um problema importante
de grande influéncia nos resultado: a aproximacao computacional de L.

Tem-se que qualquer nimero no conjunto £ ¢é irracional por ser um miltiplo de .
Mas como o computador representa apenas nimeros racionais, tem-se que aproximar
o valor real de L por um ntmero racional e isso serd feito mediante uma aproximacao
de 7. Apesar do efeito dessa aproximacao no calculo da energia (calculo da integral)
nao apresentar grandes perdas, o efeito em termos tedricos é catastrofico, pois como
a aproximacao nao pertence ao conjunto &£, nao faria sentido entao desenvolver o
problema de autovalor/autovetor para estas defini¢goes de L. Para contornar essa
situacao considerar-se-a4 entao que todas as aproximacoes pertencem ao conjunto
E. Isto é, tomando, por exemplo, £ = [ = 1, tem-se L = 27 € £ e tomando

m =~ 3.141595 aceita-se que L = 6.28319 seja considerado um niimero em &.

4.4.1 Simulacoes

Enumeram-se agora algumas simulacoes com respectivos dados de execucao, graficos
e comentarios. Fixou-se § = 0.5, h = 0.01 e At = 0.0001. Todos os graficos estio
em escala logaritmica no eixo y.

Considera-se, inicialmente, o caso L ¢ & com L = 5.0, T" = 90 e dado inicial
polinomial dado pela equagao (4.44). O resultado é exibido na Figura 4.7. Nota-se
que o decaimento ¢é linear durante todo o tempo de simulacgao.

Tomando, em seguida, o caso L € £ aproximando 7 por 3.141592653589793 com
L =27 =~ 6.283185307179586, T' = 10 e o dado inicial sendo a solucao do problema
de autovalor/autovetor (4.80). Tem-se o resultado na Figura 4.8. Nota-se em que
ocorre um decaimento, mas seguido de uma estabilizacao no valor 0.0085396.
Conforme descrito acima, o papel do damping é garantir o decaimento da energia

para valores de L em £. Neste sentido, tem-se a proxima simulacao abaixo, realizada
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Figura 4.7: L =5.0

10 T T

Energia
ar\n
T
e
L

Tempo

Figura 4.8: L = 6.283185307179586 e dado initial (4.80)
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tomando L = 6.283185307179586, T" = 60, um dado inicial de (4.80) e damping
a(z) = 0.1 atuando sobre todo [0, L]. O resultado ¢ dado na Figura 4.9. Neste caso,

confirma-se o decaimento da energia.

S

Tempo

Figura 4.9: L = 6.283185307179586, dado initial (4.80) e damping a(z) = 0.1 sobre
[0, L]

Faz-se entretanto uma nova simulacdo tomando o damping a(z) = 0.5 atuando
novamente sobre todo [0, L]. Os demais dados nao foram modificados e o resultado
estd exposto na Figura 4.10. Vé-se em que o aumento do damping acarretou um
decaimento mais veloz da energia. Restringe-se agora o damping ao conjunto w =
(0,0) U (L —6,L).

Considerando a(x) = 0.1, L = 6.283185307179586, 6 = 1, T' = 60, At = 0.0001 e
mantendo m = 100, a Figura (4.11) abaixo mostra o decaimento da energia. Nota-se

que o decaimento é muito mais lento do que o decaimento mostrado anteriormente.

Faz-se uma nova simula¢do tomando o damping a(z) = 0.5 atuando sobre (0,1) U
(5.283185307179586, 6.283185307179586). Os demais dados nao foram modificados

e o resultado esta exposto na Figura 4.12. Vé-se em que o aumento do damping
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Figura 4.10: L = 6.283185307179586, dado initial (4.80) e damping a(x) = 0.5 sobre
[0, L].

10 ' ‘
8 s
§ 10714 ]
::
T
10° ‘ : : ' ‘
0 10 20 30 40 0 60

Tempo

Figura 4.11: L = 6.283185307179586, dado initial (4.80) e damping a(x) = 0.1 sobre
(0,1) U (5.28319, 6.28319)
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acarretou novamente num decaimento mais veloz da energia.

Energia
=

Tempo

Figura 4.12: L = 6.283185307179586, dado initial (4.80) e damping a(x) = 0.5 sobre
(0,1) U (5.283185307179586, 6.283185307179586)

4.4.2 A influéncia da aproximacao de =

Para as simulagoes da secao anterior tomou-se
m a2 3.141592653589793

e verificou-se que de certa maneira os efeitos esperados ocorreram.

O proposito desta subsecao é refinar a aproximacao de 7 e analisar os resultados
obtidos no céalculo da energia com os dados L ~ 27, T'= 60, m = 100 e At = 0.0001.
A tabela (4.4) abaixo relaciona o nimero de casas decimais usado para aproximar
m com os valores maximo e minimo da energia encontrados executando a simulacao
com os dados acima, sendo o dado inicial a solugao de (4.80). A aproximagao de 7

mais refinada ¢ 3.14159265358979323846 (vinte casas decimais).
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Tabela 4.4: Tabela que relaciona o ntmero de casas decimais usado para aproximar
7 com os valores maximo e minimo da energia.
Casas decimais Energia maxima Energia minima

2 0.0064979 2.14351 x 107°
3 0.0065048 2.27917 x 107°
4 0.0065084 2.35076 x 107°
5 0.0065195 2.36756 x 107°
6 0.0065517 2.37954 x 107°
7 0.0071047 2.58047 x 107°
8 0.0117414 0.00431284
9 0.0146844 0.00833333
10 0.0154365 0.00953159
11 0.0158188 0.0100838
12 0.0150412 0.00895382
13 0.014188 0.00757621
14 0.0147126 0.0084767
15 0.0147561 0.0085396
16 0.0147561 0.0085396
17 0.0147561 0.0085396
18 0.0147561 0.0085396
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5 SIMULACAO NUMERICA DA EQUACAO NAO-
LINEAR

Este capitulo apresenta os resultados da simulacao a equacao KdV na forma nao-
linear. Diferentemente do capitulo anterior, nenhum estudo de anélise numeérica é
demonstrado, mas sim as formulages variacional, matricial (apenas do termo nao-
linear) e as técnicas de linearizacdo, bem como simulagoes, graficos e tabelas de

convergeéncia.

5.1 Simulacoes e convergéncias

Seja a formulacgao variacional do problema nao-linear desenvolvido no primeiro capi-

tulo:

(e 0 () + (s (o)) = (s (o ®)) + (Vs (8) (0 )o(1))

+<vm, a(x)um(t)> = (vm, f(t)), Yo, € V,, C V.

Como os termos lineares e de damping ja foram estudados no capitulo anterior,
serd desenvolvido aqui apenas o termo nao-linear, as linearizagoes e, em seguida, a

acoplacao na formulacao matricial do problema linear.
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Seja a base de V,, formada pelos polinémios de Hermite, ¢(z) (interpolagdo da
fungao) e ¥ (x) (interpolagao da derivada da func¢do). Dado wu,,(t) € V,, existem
feolt)s++em®)} € {do(t), -+ ,d (1)} tais que

m

um(t) = > cij(t)p;(x) + d;(t);(x).

J=0

Substituindo no termo nao-linear:

(v 0 000)) = (1 D30 0 + 0] ch s (D)),

J=0
Num futuro préximo sera tomado v,, = ¢; e v, = 15, entao substitui-se abaixo v,,
por v; para introduzir o indice ¢ agora.

Desmembrando a multiplicacdo e usando a bilinearidade (-, -), obtém-se:

(0.3 esrore®lon.]) + (6 [3 exthodult)wnl] )+

J,k=0 7,k=0

m

(vi, > dj(t)lﬁjck(t)(@k)m}) + (“ [zm: dj(t)¢jdk(t>(¢k>z]>

4,k=0
(5.1)

= i cj(t)ex(?) <Uiv ‘F’j(@k)z) + i ¢;(t)d(t) (Ui7¢j(¢k>z>+

m

. d; (t)cx(t) (Uy;,wj(@k)m> + 3 dy()di(t) (vi,zpj(wk)m).

J,k=0 3,k=0

Define-se as seguintes matrizes tridimensionais:

Pl = (v, 05(0r)2), Qi = (Vi 5(Vn)z),

ik = (i 05 (0r)a), S = (0,15 (n)a),

onde o superindice v foi introduzido para generalizar o uso de ¢ e .

Logo, o termo nao-linear se reescreve como:

m

S et P+ Y e (Odi(OQU + D di(t)e(t) Ry, + Z d;( St
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Neste momento ja se teriam condicoes de acoplar a equagao acima no problema linear
e resolver o sistema nao-linear resultante usando técnicas de solucao de sistemas nao-
lineares. Isso nao ¢ desejavel e as duas proximas subsecoes mostrarao técnicas de

linearizacdo aplicadas a cada termo de u(t)u, ().

5.1.1 Linearizacao do termo u(t) em u(t)u,(t)

Tornar o termo u(t) linear significa substitui-lo por alguma expressao que o deixe
‘constante’ a cada passo de tempo.
Neste caso, é importante enfatizar o papel do indice j, pois o termo u(t) foi escrito

inicialmente por

u(t) =Y ci(t)e; + di(t);.
=0
A partir das definigoes de P, Q7 Ry e Sy, define-se
Pr(t) =) cj(t)P, Qut)=)> ci(t)Qi,
j=0 Jj=0
() =Y AR, Sh() = di(0)S,
j=0 j=0

onde o somatoério em j mostra como esses termos dependem de wu(t). Substituindo

em (5.1) se chega na seguinte expressao:

> aPR() + Y e(Qi(t) + Y d(t) Ry () + ) di(t)Si(t)
k=0 k=0 k=0 k=0

= () [Pr(t) + Q)] + D di(t) [R(1) + Si(t)]

k=0
Definindo X (t) = (co(t), -+, cm(t), do(t), - dm(t))T e fazendo v, = ¢(x) e v, =
() obtém-se a matriz relativa ao termo nao-linear:

PY(t) +Q¥(t) RP(t)+S?(¢)
{ PY(t)+ Q¥(t) RY(t)+SY(t) ] X(®), (5.2)
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onde P, Q, R e S sao matrizes (nao-lineares) definidas por:

Pi(t) = (Pa(t), Q1) = (Qu®),

RY(1) = (Ry(0), 870 = (Sa(0).
Acopla-se a matriz (5.2) ao problema matricial relativo & equacao linear (4.43):

B X+ | xos

P?(t) + Q7(t) R¥(t) + S¥(t) X(t) = F?(t)
PY(t) + Q¥(t) RY(t)+S"(1) CLF ]
E obtém-se um sistema nao-linear de equacoes diferenciais. Sucintamente:

MX'(t) + KX (t) + NL(O)X(t) = F(1)

X(0) = (co(0), -+, cm(0),do(0), - - - dir(0)),
onde presume-se que o termo de damping esta inserido na matriz K. Para resolver
esse sistema, lineariza-se o termo N, (¢) X (¢) como:
1 1
N, (1) X(t) = N? [§X”+1 - §X”}

onde,
N¥ — Pv" + ngn R + gq¥n

Cada entrada da matrix N (¢) pode ser escrita como
W) =D g;(OWi.
=0

onde g, representa tanto ¢; quanto d; e W representa qualquer um dos tensores P,
@, R, S. Destaca-se, mais um vez, o indice j como responsavel pela linearizacao do
termo u(t).

Define-se, inicialmente, uma discretizacao de [0,7] por {0 = to,--- ,ty = T} e

toma-se entdo W} (¢) no tempo t,:

Wi (tn) = Wi = Zgj(tn)Wi?k = ZQ? z?k:
j=0 Jj=0
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Com relacao ao restante da discretizacao temporal, procede-se como no caso linear
tomando Método de Euler Explicito juntamente com Método de §-Newmark (exceto
na matriz N (¢)):

Xn+1 — X
M= —— + K(0X" 4 (1= 0)X")+

1 1
Np (X 4 5 X7) = 0F" " 4 (1 - O)F".

Finalmente,

(

[M + AtOK + %NZ}X”H = [M - At(1 - 0)K + %N’ﬂ X"

\ ALOF™ + At(1 — 6)F".
\ XO:(c8,-~~,c9n,d8,~~~d%).

Observa-se que no passo de tempo n + 1 a matriz N} é conhecida e portanto o
sistema acima é linear. Por outro lado, pela maneira como foi definida, a matriz N’}
depende da solucao X™ e deve ser recalculada a cada passo de tempo.
Objetiva-se, agora, estimar a ordem de convergéncia da solu¢ao obtida pelo Método
dos Elementos Finitos para a solucao exata da equacao KdV.
Para a validacao do método sao considerados os valores L = 1, T" = 1. Como
condigao inicial define-se

up(z) = %az(w — L)%,
e como solucao exata

u(x,t) = ug(x)e ™.

Para que seja possivel confrontar os valores obtidos pelo método com os valores
exatos, deve-se definir f por
flz,t) = W(z,t) + uzg(x,t) + Ugaa (2, t) + ulx, )u.(z, t) + alx)u(z, t)

1 1
— —ﬁx(:p — L)*e ' + 7 [(z — L)*+2z(zx — L)]e™" + e '+

{%x(x — L)%t [%((w — L)+ 2z(x — L))e ']} + —a(z)z(z — L)% ",
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Na Tabela 5.1 encontram-se os resultados de convergéncia para a(z) = 0. A Figura
5.1 abaixo compara o erro obtido pela solugao numérica encontrada com a solucao
exata descrita acima. Foi plotada considerando h = 1/160, At = 1/160 e as curvas
representam o erro para o tempo fixo ¢t = 0.5.

Toma-se agora a(x) = 1 atuando sobre todo o conjunto [0.0,1.0]. Na Tabela 5.2
encontram-se os resultados de convergéncia.

Por fim, considera-se a(x) = 1 atuando sobre o conjunto [0.0,0.25] U [0.75,1.0]. Os

resultados de convergénca sao exibidos na Tabela 5.3.

Tabela 5.1: Linearizacao de u - convergéncia da equagao nao-linear sem damping

0 N=m=5-2"! |w — | Loo (07,020, Convergéncia
0.75 20 4.2850 x 1074 —
40 4.3097 x 1074 -0.00831559
80 4.3544 x 1074 -0.014868
160 4.3944 x 1074 -0.0132157
320 44177 x 1074 -0.00762563
0.5 20 5.8561 x 1074 —
40 5.0505 x 1074 0.213531
80 4.5511 x 1074 0.150197
160 4.4615 x 1074 0.0286842

320 4.4523 x 1074 0.00298158
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Figura 5.1: Grafico do erro entre § = 0.5 e § = 0.75.

Tabela 5.2: Linearizacao de u - convergéncia da equacao nao-linear com damping
sobre [0.0, 1.0]

0 N=m=5-2"! |w — oo (0,7:0200,1) Convergéncia
0.75 20 4.2364 x 1074 —
40 4.2541 x 1074 -0.00597578
80 4.2919 x 1074 -0.0127951
160 4.3322 x 1074 -0.0134945
320 4.3556 x 10~* -0.00777575
0.5 20 5.7976 x 10~* —
40 4.9803 x 1074 0.219223
80 4.4878 x 1074 0.150222
160 4.3991 x 1074 0.0287823

320 4.3890 x 1074 0.00331489
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Tabela 5.3: Linearizacao de u - convergéncia da equacao nao-linear com damping

sobre [0.0,0.25] U [0.75, 1.0]

0 N=m=5-2"! 1w — | oo (0,7:020,1) Convergéncia
0.75 20 4.2851 x 1074 —
40 4.3097 x 1074 -0.00831559
80 4.3544 x 1074 -0.014868
160 4.3944 x 1074 -0.0132157
320 44177 x 1074 -0.00762563
0.5 20 5.8561 x 1074
40 5.0505 x 10~ 0.213531
80 4.5511 x 1074 0.150197
160 4.4615 x 1074 0.0286842
320 4.4523 x 1074 0.00298158

5.1.2 Linearizagao do termo u,(t) em u(t)u,(t)

O termo u,(x,t) foi definido por

m

wp(2,) = Y en(t)(en)o () + di(t) (n)a(@).

k=0

A partir das definicoes de

Ry = (v, 0i(0n)e), Siie = (viy ¥ (Yr)2)-

Define-se: . -
Pi(t) = Z a(t) Py, Qi(t) = Z di (1) Qi

k=0 k=0
Rij(6) = D e R, S5(t) =Y du(t)Sh.

k=0 k=0

Esta linearizacao difere sutilmente da anterior pois o somatorio agora é feito sobre
o indice k (o invés do indice j), e isso exibe a dependéncia do termo wu,(t).

A partir deste ponto o resto da anéalise é similar e, apesar de serem obtidas matrizes
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ligeiramente diferentes, obtém-se o sistema linear analogo ao anterior.

Além disso, os mesmos dados de simulacdo foram utilizados a fim de se obter os
resultados de simulacao.

Na Tabela 5.4 encontram-se os resultados de convergéncia para a(z) = 0. A Figura
5.2 abaixo compara o erro obtido pela solugao numérica encontrada com a solucao
exata descrita acima. Foi plotada considerando h = 1/160, At = 1/160 e as curvas
representam o erro para o tempo fixo ¢t = 0.5.

Toma-se agora a(x) = 1 atuando sobre todo o conjunto [0.0,1.0]. Os resultados de
convergéncia sao mostrados na Tabela 5.5.

Por fim, considera-se a(z) = 1 atuando sobre todo o conjunto [0.0,0.25] U [0.75,1.0],
onde os resultados de convergéncia sao exibidos na Tabela 5.6.

Os resultados gréaficos para estas configuracoes de damping sao semelhantes ao caso
com damping nulo, visto que foi imposta a mesma solucao exata e as tabelas abaixo

nao apresentam modificagoes quanto a ordem de convergéncia.

Tabela 5.4: Linearizacao de u, - convergéncia da equacao nao-linear sem damping

0 N=m=5-2"! |w — | Loo (0,020, Convergéncia
0.75 20 3.0376 x 107° —
40 1.5254 x 107° 0.993738
80 0.7691 x 107° 0.987909
160 0.3866 x 107° 0.992385
320 0.1939 x 10~ 0.995016
0.5 20 0.9829 x 107° —
40 0.4426 x 10~° 1.15084
80 0.2042 x 10~° 1.11587
160 0.1015 x 10~° 1.00814

320 0.0508 x 10~ 0.996943
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Figura 5.2: Grafico do erro entre § = 0.5 e § = 0.75.

Tabela 5.5: Linearizacao de u, - convergéncia da equagao nao-linear com damping
unitario sobre [0.0, 1.0]

0 N=m=5-2"! |w — oo (0,7:0200,1) Convergéncia
0.75 20 3.0047 x 107 —
40 1.5040 x 107 0.998431
80 0.7585 x 107 0.987454
160 0.3812 x 107° 0.992647
320 0.1912 x 1079 0.994933
0.5 20 0.9730 x 107° —
40 0.4364 x 107° 1.15654
80 0.2013 x 10~ 1.11596
160 0.1001 x 10~ 1.00821

320 0.0501 x 107 0.997281
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Tabela 5.6: Linearizacao de u, - convergéncia da equagao nao-linear com damping
unitario sobre [0.0,0.25] U [0.75, 1.0]

0 N=m=5-2"! 1w — | oo (0,7:020,1) Convergéncia

0.75 20 3.0376 x 107° —
40 1.5254 x 107 0.993738
80 0.7691 x 107° 0.987909
160 0.3866 x 1077 0.992385
320 0.1939 x 107° 0.995016

0.5 20 0.9829 x 10~° —
40 0.4426 x 107° 1.15084
80 0.2042 x 10~° 1.11587
160 0.1015 x 10~° 1.00814
320 0.0508 x 10~° 0.996943

5.2 Simulacao do caso homogéneo

Anteriormente tomou-se f = uy — Uy — Ugyy — Uty — a(x)u com a(x) = 0 na primeira
secdo e a(x) = k, com k > 0 constante, na segunda se¢ao. O propdsito deste feito
foi a obtencao dos resultados de convergéncia confrontando a solucao obtida pelo
método dos elementos finitos com a solucao exata conhecida.

Nesta secao serao exibidos os resultados graficos para f = 0. Os demais dados da

simulagao sao:

v) linearizacao de u, em wuu,;

(i) L = 5.0;

(ii) m = 100;

(iii) T = 5.0;

(iv) N =5 x 10%
(

(

vi) Condicao inicial polinomial dada por (4.44).
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Solugdo

Espago Tempo

5.3 Resultados numéricos sobre o damping localizado

O objetivo desta secao é apresentar os resultados numéricos da segunda propriedade
teorica, a saber, o decaimento exponencial localmente uniforme da energia E(t)
quando o damping a(x) > ag > 0 atua sobre um subconjunto w C [0, L]. Diz-se
com isso que o decaimento da energia seré exponencial quando o dado inicial ug(z)
estiver contido numa bola de raio R em L*(0, L), isto é, ||u|/12(0,z) < R. Enuncia-se

abaixo o teorema de (21) que formaliza a descrigdo acima.

Teorema 5.1. Sejam w contendo dois conjuntos da forma (0,0) e (L — 0, L) para
algum 6 > 0, e a = a(x) uma fun¢do nao-negativa em L>(0, L) tal que a(x) > ag > 0
quase sempre em w. Entao, para todo L > 0 e R > 0, existem ¢ > 0 e pu > 0 tais

que

E(t) < clluollZz o,y

para todo t > 0 e para qualquer solugdo de (1.1) comug € L*(0, L) tal que |[uo]| r2(0,1) <
R.
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Enumera-se alguns comentarios pertinentes:

(I) As constantes c e p do teorema acima dependem exclusivamente de R, nao sendo
demonstrado, entretanto, como ocorre essa dependéncia.

(IT) O termo de damping a(x)u pode ser trocado por qualquer outro mecanismo
de damping Bu, desde que B seja um operador linear limitado em L?(0, L) tal que
Bu=0=u=0em w.

(ITII) |Corolario] Se w contém dois conjuntos da forma (0,0) e (L — 4, L) para algum
d > 0, entao as solugdes de (1.1) decaem exponencialmente para zero no sentido do
Teorema acima.

(IV) Na primeira propriedade teorica, o principal teorema indicava uma formula
de encontrar o autovalor do problema. Mas neste caso agora, nao ha indicacao na
demonstracgao do significado preciso de ’grande ou pequena amplitudes em L?(0, L)’
(o valor de R). Para dados iniciais de ’baixa amplitude’ é assegurado o decai-
mento exponencial da energia usando-se um determinado método; enquanto que,
para ’grandes amplitudes’, o decaimento exponencial é assegurado outro método
(esse ultimo resultado é a principal contribuicao de (21)).

(V) Afirma-se que uma pequena quantidade de damping é suficiente para garantir
o decaimento exponencial da energia. No entanto, a idéia de 'pequena’ neste argu-
mento é vaga.

Para as simulagoes a seguir foram fixados os seguintes parametros:

i) L =5.0;

ii) 7' = 60.0;

iii) m = 100;

iv) At = 1/30000;

v) 6 = 0.5;

vi) f =0 (problema homogéneo);

vii) Condigao inicial polinomial dada por ug(z) = z(x — L)?;

(
(
(
(
(
(
(vi
(

viii) Linearizacdo de wu,(t) em w(t)u,(t).
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Na Figura 5.3 considera-se inicialmente o caso a(x) = 0, onde se vé nitidamente

que nao ocorre o decaimento.

27
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Figura 5.3: Grafico da energia, sem damping.

Faz-se agora o caso com damping a(z) = 1.0 atuando sobre todo o conjunto [0, L.
O resultado ¢é exibido na Figura 5.4. Neste caso o decaimento ocorre conforme o
esperado. Nota-se um ruido quando 7" > 20, mas como a energia ja com ordem
entre 10719 e 1071, isso pode ser considerado uma consequéncia da propagacao do
erro acumulado em cada passo de tempo.

Por fim faz-se o damping a(x) = 1.0 atuante sobre (0,1) U (4,5). O resultado é
exibido na Figura 5.5 abaixo. O decaimento é perceptivel.

Mantendo os dados de entrada da simulagdo anterior, faz-se o damping a(z) = 5.0

atuante sobre (0,1) U (4,5). O resultado é mostrado na Figura 5.6.
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Figura 5.4: Grafico da energia com damping a(z) = 1.0 sobre [0, 5]
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Figura 5.6: Grafico da energia com damping a(x) = 5.0 sobre w = (0,1) U (4, 5).
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6 CONCLUSAO

O propésito deste trabalho era analisar numericamente o método dos elementos fini-
tos juntamente com o método das diferencas finitas aplicados a equagao de Korteweg-
de Vries. Para tal era necessario um estudo de existéncia e unicidade da solucao
da equacao. Além disso, em (21) e (32) duas propriedades teoricas interessantes
foram desenvolvidas e isso motivou a busca pela comprovacao computacional desses
resultados. A forma com qual essas propriedades foram obtidas influenciou na or-
ganizacao da apresentacao dos resultados numeéricos e teodricos, como serd melhor
descrito na sequéncia. Segue abaixo entao um sumério do que se pode concluir de
cada capitulo.

O Capitulo III (Estudo da Solugao Fraca) tratou da demonstracdo da existéncia e
unicidade das equacoes linear, linear com damping e nao-linear com damping,.
Através do Capitulo I nota-se que originalmente a equacao KdV tem a forma da
equagao (1.1) adicionado o termo de damping. A partir da linearizagdo em torno
da solugdo u = 0 obtém-se a equacao linear (1.2) com ou sem termo de damping
dependendo se a(x) = 0 ou nao.

Nota-se, no entanto, que o Capitulo III é apresentado de forma inversa a do Capitulo
I: inicialmente o estudo é realizado sobre a equagao linear sem termo de damping

(isto é, a(z) = 0); em seguida, considera-se a(z) > 0; e finalmente, a adi¢do do
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termo nao linear completa a demonstracao.

As justificativas para esta abordagem estao nas primeira e segunda propriedades
teoricas, provadas em (21), onde, na primeira, o termo de damping é usado para se
obter o decaimento da energia sob um certo conjunto problemético, e na segunda, o
termo de damping ajuda no decaimento da equacao nao-linear quando o dado inicial
tem uma amplitude alta na norma de L?*(0, L). Objetivou-se entao, comprovada sua
importancia, captar a influéncia do damping na existéncia e unicidade da equacao.
Como era de se esperar, as conclusoes sobre existéncia e as de unicidade nao foram
afetadas pela inclusao do damping. Isto é, o termo de damping nao precisou ser
incluido para garantir os resultados de existéncia e unicidade.

No Capitulo IV (Analise Numérica da Equagdo Linear) o objetivo novamente foi
captar a influéncia do termo de damping, mas, dessa vez, nas estimativas de con-
vergéncia dos métodos numéricos aplicados na equacao KdV linear.

Comecou-se com as estimativas para equacao linear sem termo de damping, a va-
lidagao computacional do método e dos resultados teéricos. Em seguida o mesmo
procedimento foi feito para a equacao linear com o termo de damping. Assim, vali-
dado o método, fez-se a simulagao do problema homogéneo.

Obteve-se que o termo de damping nao influencia a ordem de convergéncia espacial
obtida (O(h) em todos os casos), independente da sua localizacdo w C (0, L). No
entanto, nota-se pelo enunciado do Teorema (4.4) que o passo de tempo At é inver-
samente proporcinal & constante ag que satisfaz a(z) > ag > 0.

Por fim, a ultima secao do Capitulo IV mostra os resultados de simulacao da primeira
propriedade teérica. Sao notaveis os efeitos do damping sobre o decaimento da ener-
gia quando L € {274/ Mgl*l?, k,l € N'} e quando a condi¢ao inicial ug(z) satisfaz
(4.80). Quanto a influéncia da aproximagao de 7, notou-se que ha discrepancia entre
energia minima e maxima a medida que aumenta-se o nimero de casas decimais da
aproximacao. Na tabela 4.4 nota-se que quando sao atingidas 15 casas ha uma es-
tabilizacao dos valores de energia. Isso ocorre porque um computador normalmente

aproxima numeros com até 12 ou 15 casas decimais, ou seja, mesmo inserindo um



133

numero com 16 ou 19 casas, todas além da décima quinta sao descartadas. Soft-
wares profissionais, no entanto, fazem uso de bibliotecas especiais que melhoram a
aproximacao.

No Capitulo V (Simulagdo Numérica da Equagdo Nao-linear) o foco foi a equacao
KdV nao-linear, com e sem damping.

Na primeira secao sao mostrados a formulacao matricial e os resultados de convergén-
cia de ambas as linearizacoes. Validado o método, na segunda secao os resultados
de convergéncia do problema homogéneo sao exibidos. A linearizacdo do termo u
em uu, nao se mostrou satisfatoria no sentido da convergéncia para a solucao exata
a medida que a malha era refinada. Por outro lado, a linearizacao de wu, possui
comportamento muito satisfatorio neste sentido.

Por fim, na tultima secao do Capitulo V foram apresentados os resultados de simu-
lagao da segunda propriedade teérica. O efeito do damping sobre o decaimento da

energia quando o dado inicial possui alta amplitude é claramente perceptivel.
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APENDICE A COMENTARIOS SOBRE O SOFT-
WARE

O objetivo deste apéndice ¢ versar sobre o software implementado para suportar os
resultados numéricos obtidos neste trabalho. Sao cobertos itens desde motivacao

até detalhes de otimizacao utilizados.

A.1 Motivacao

Alguns autores sugerem que atualmente uma nova ciéncia emana dos campos comuns
da Fisica, Matematica e Computacao: a Ciéncia da Simulacao.! Cientistas dessa
nova disciplina atuariam em campos desde a Modelagem Fisica e Computacional
até a utilizacao de conceitos de Computacao de Alto Desempenho para a simulagio
eficiente dos modelos propostos.

Este software foi concebido visando a inser¢ao (pelo menos em parte) do autor neste
novo ramo da ciéncia.

E porqué C++, Qt, Eigen e VTK ao invés de MatLab, Maple ou Mathematica? Res-

posta: o meio industrial é o segmento mais interessado no desenvolvimento dessa area

!Fato semelhante ocorreu na década de 60 com a Ciéncia da Computacido emergindo da
Matematica Aplicada e da Engenharia Elétrica
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de pesquisa e no contexto nacional sao pouquissimas as empresas que investem na
obtenc¢ao desses softwares ja consolidados (menor ainda é o ntimero de empresas que
podem investir nisso). Faz-se entdo necessaria a formacao de profissionais capazes
de construir seus proprios c6digos, quando necessério, e/ou de agregar os blocos de

uso livre 2.

A.2 Descritivo das classes e suas funcionalidades

Apesar deste software nao agregar uma complexidade técnica que fizesse jus a uma
detalhada descricao para fins gerenciais, faz-se necessaria uma descricao breve das
classes implementadas e alguns comentarios pertinentes sobre as funcionalidades.
(I) KdV.h: principal classe do software. Nesta sao instanciados todos os objetos das
classes abaixo e também ¢é realizado todo o fluxo de trabalho em prol da solucao.
(IT) PreSimulationProcessData.h: estrutura que armazena todos os dados de en-
trada do software. O objeto dessa classe é argumento de entrada para outros objetos
que devem ser instanciados de acordo com cada caso a ser simulado.

(III) FunctionlD.h: implementacao das funcoes polinomiais através de 'functors’,
um tipo de objeto que reimplementa o método 'operator()’ de tal maneira que sua
utilizacao o confunde com uma fungao. No entanto, seu uso como argumento de en-
trada para outras funcoes ¢ muito mais eficiente e muito mais elegante. "Function1D’
na verdade é uma classe abstrata que possui as classes 'Polynomial’ e "Polynomial2’
como derivadas. O uso de heranca neste caso permite a implementacao de novos
tipos de funcoes sem a necessidade de modificacao nos métodos que as utilizam.
(IV) Element.h: elemento geométrico, as fun¢oes base e as matrizes locais.

(V) FiniteElementSpace.h: nicleo operacional do software. Aqui é construida a

malha computacional bem como o preenchimento das matrizes globais e do vetor

2 As bibliotecas Qt e VTK possuem uso livre para fins académicos e a biblioteca Eigen possui
uso livre para todos os fins.
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com o dado inicial, o célculo dos autovetores do problema de Rosier (vide Capitulo
4) e a avaliacao pontual das solugoes.

(VI) NumericalPackage.h: caixa de ferramentas numéricas utilizadas, tais como o
calculo da quadratura de Gauss, as normas das matrizes para o célculo dos erros.
(VII) ShowResults.h: visualizagdo das matrizes como arquivo de texto.

(VIII) Visualization.h: visualizagao grafica dos resultados.

(IX) Problem.h: problema matemético a ser utilizado na validacdo dos métodos
numéricos, tais como dado inicial, solucao exata e sua primeira derivada espacial,
funcao f(x,t).

(X) KdV.ui: arquivo do Qt que implementa a interface com o usuério.

A.3 Descrigao da interface do usuéario

Mesmo para um software de baixa complexidade e poucos dados de entrada, a con-
feccao de uma interface deixa sua utilizacao mais amigavel.

Na Figura (A.3) é mostrada a tela inicial do software. Nesta sao definidos os
parametros da equacao e sao inseridos os dados de simulagdo. Segue uma breve
explicacao do que é configurado em cada opcao.

(I) Equation: equagao linear ou nao-linear (no tltimo caso, escolhe-se o tipo de
linearizacao de u(x) ou u,(X).

(IT) Type: a opgao 'Homogeneous’ configura f = 0, enquanto a op¢ao *Accuracity
Text’ faz f = u; + Uy + Ugpe + a(x)u no caso linear e insere o termo uu, no caso
nao-linear.

(III) Initial value: escolhendo ’Rosier’s ODE solution’ o dado inicial serd a solugao
do problema de autovalor dado por (4.80); a opgao ’low amplitude’ indica que o
dado inicial serd (4.44); por fim, a op¢ao "high amplitude’ indica que o dado inicial
é up(z) = x(x — L)

(IV) Simulation setup: os dados principais a serem utilizados pelos métodos sao
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Figura A.1: Tela inicial. Setup da simulacao.
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Figura A.2: Tela dos resultados analiticos.
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® @ @ sparse KdV Simulation Software

File Help

Setup Analitical Results  Visualization Results

| to plot the following: v

@ Pick the time 5 - or the node 1

Figura A.3: Tela dos resultados de visualizagao grafica.

configurados neste bloco, tais como comprimento do espago L (’Length’ ou ’'From
Rosier set’), o intervalo de tempo T (Time), parametro de Newmark (" Theta New-
mark’), namero de elementos finitos ('Space discretization’) e nimero de passos no
tempo (’ Time discretization’).

(V) Damping : indica se ha ou nado damping, sua amplitude e seu intervalo de
atuacao. Apos inserir os valores de a e b, caso se indique 'Inside’ o damping atuaré
sobre (a, b); caso se indique *Qutside’, o damping atuara sobre (0,a) N (b, L).

Na Figura (A.3) tem-se a tela dos resultados analiticos.

Em ’Errors’ sao mostrados os resultados comparativos entre a solucao exata e a
solucao aproximada obtida pelo método nas normas L>(0,T; L°°(0, L)), L>=(0,T; L*(0, L))
e L>(0,T; H*(0, L)), respectivamente.

Em ’Configuration’ é mostrado um resumo dos dados da simulagao.

Os botoes "Show the exact solution matriz’ e ’Show the approximate solution matriz’

servem para exibir as matrizes exata e aproximata, respectivamente, em formato
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texto.

Por fim, inserindo-se um ponto entre [0, L] e tomando-se um passo de tempo den-
tro dos limites é possivel calcular o valor pontual tanto da solu¢ao exata (quanto
cabivel) quanto da solu¢do aproximada.

Na Figura (A.3) é mostrada a tela dos resultados de visualizagao grafica.
Inserindo-se um passo de tempo ("Pick a time’) e/ou um no6 da discretizacao (‘or a
node’) pode-se obter os seguintes graficos a partir do bloco ’to plot the following’:
(I) > Approzimate solution’: solu¢ao aproximada. Permite-se fixar um passo de tempo
e plotar o dominio espacial OU fixar um né no espaco e plotar o dominio temporal.
(IT) ’ Exact solution’: solugao exata. Idem o anterior para as possibilidades ofereci-
das.

(IIT) ’ Both solutions’: ambas solugoes exata e aproximada. Idem o anterior para as
possibilidades oferecidas.

(IV) ’Both solutions + zoom’: ambas as solu¢des mas com zoom de 5000 vezes no
dominio espacial iniciando-se no né escolhido.

(V) "Energy’: energia da solu¢do aproximada. Nao é necessario escolher passo de

tempo ou n6 para visualizar esse resultado.

A.4 Recursos nao utilizados neste programa

Muitas técnicas amplamente difundidas nao foram utilizadas neste programa pois
demandam um tempo alto de aprendizado, analise e implementacao.

A principal delas é a paralelismo (7).

H& uma vasta bibliografia sobre como utilizar o paralelismo no contexto do Método
dos Elementos Finitos. Em (4), os algoritmos para assemblagem das matrizes de
rigidez, massa e vetor for¢a por meio de GPU (CUDA, (33)) sao descritos.

A biblioteca SuperLU (ver (6)) utilizada neste programa, que implementa solvers

esparsos para solucao de sistemas lineares, oferece uma versao paralelizada com



144

MPI (memoria distribuida) e OpenMP (memoria compartilhada). Infelizmente a
biblioteca Eigen (ver (2)) nao suporta o paralelismo ainda.

Para a solucao de problemas de valores iniciais, a biblioteca ODEINT oferece im-
plementagao por meio de GPU (CUDA).

Entretanto, as linguagens MPI (ou OpenMP) e CUDA atuam sobre diferentes tipos
de hardware (o primeiro, CPU; o segundo, GPU) e nao sao usadas concomitante-
mente. Essa situacao estd sendo contornada pelo desenvolvimento da linguagem
OpenCL (ver (8)) que torna possivel executar um codigo paralelo tanto na CPU

quanto na GPU.



