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RESUMO

Neste trabalho serao estudadas analitica e numericamente a equacao de Korteweg-
de Vries unidimensional em um dominio limitado sobre o efeito de um mecanismo
dissipativo agindo sobre o dominio (0, L). Serdao demonstradas a existéncia e a uni-
cidade de soluc¢oes dos modelos linear e nao linear, utilizando para isto o método
de Galerkin. Para a analise numérica sera utilizado o método dos elementos finitos
na variavel espacial, usando como base polinémios de Hermite, associado ao método
das diferencas finitas na variavel temporal, utilizando o esquema de Crank Nicolson
para a resolugao do sistema linear obtido. Solug¢oes aproximadas serao obtidas no
caso linear e nao linear e serd analisada a influéncia desse mecanismo dissipativo no
decaimento da energia associada ao problema.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos, Método das Diferencas Finitas,
Polinémios de Hermite, Equacao de KdV.



Analysis and Computation of Nonlinear Korteweg-de Vries Equation

RESUMO

In this work will be studied analytically and numerically the one-dimensional
KdV equation in a bounded domain under the effect of a damping acting on the
domain (0, L). We shall demonstrate the existence and uniqueness of solutions of
linear and nonlinear models using Galerkin method. For the numerical analysis we
shall use the finite element method in the variable space, using as a basis of Hermite
polynomials, associated with the method of finite differences in time, using Crank
Nicolson scheme for solving the linear system obtained. Approximate solutions will
be obtained in linear and nonlinear cases and will be examined the influence of the
damping term in the decay of the energy associated with the problem.

Palavras-chave: Finite Element Method, Finite Difference Method, Hermite Poly-
nomial, KdV Equation.
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1 INTRODUCAO

Uma onda solitaria é uma onda de dgua rasa que consiste do deslocamento sin-
gular da agua acima do nivel médio da agua. Podemos observar tal fenémeno em
situagoes como propagacgao de tsunamis, escoamentos costeiros e na pororoca, feno-

meno que ocorre em certos periodos do ano na regiao amazodnica.

O primeiro relato de observagao de uma onda solitaria foi feito em 1834, quando
o engenheiro naval J. Scott Russel observou no canal que liga Edinburgh e Glasgow,
Fig. 1.1, uma onda se propagando na superficie da 4gua com velocidade constante de
cerca de 15 Km/h por mais de 3 Km. Russel relatou sua observagdo em um jornal da
Associagao Britanica em 1844 (RUSSEL (1844)). Observar esse fato inspirou Russel
a realizar uma série de testes, como pode ser visto na Fig. 1.2, a fim de provar a

existéncia dessas ondas e estudé-las.

Figura 1.1: Canal Edinburgh-Glasgow (Fonte: http://www.geograph.org.uk)
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Figura 1.2: Aqueduto J. Scott Russel (Fonte: http://www.ma.hw.ac.uk/solitons)

O objetivo dos testes era determinar um bom modelo matematico para descrever
esse fenomeno. Russel obteve através de seus experimentos uma equagao que des-
crevia essa onda, mas que entrava em contradicao com a equacao que havia sido

obtida por cientistas como Airy e Stokes.

Muitas perguntas ainda precisavam ser respondidas. Foi quando por volta de
1871, Lord Rayleigh e Boussinesq resolveram esse problema, e deram uma prova
matemaéatica da existéncia da onda solitaria, que pode ser encontrada no artigo
BOUSSINESQ (1872). A comunidade matematica, ndo satisfeita, nao aceitou o
resultado obtido por Rayleigh e Boussinesq. Isso motivou Korteweg e seu aluno de
Vries a investigarem novamente a existéncia dessa onda. Eles deduziram em 1895,
no artigo KORTEWEG; DE VRIES (1895), a seguinte equagao:

ou 3¢y Ou cyh?u

T P T 1.1
ot T 2n"or T 6 o " (L)
onde ¢y é a velocidade de propagacao da onda, h é a profundidade do canal e

u=u(t,z) é a elevacdo da agua.

Figura 1.3: Produzindo uma onda solitaria.
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Fazendo uma mudanga de variaveis, e adotando uma notacao mais compacta,

podemos escrever a equagao (1.1) como:

ou ou  Pu

As equacoes de evolugao nao lineares que modelam propagacao de ondas levam
em conta tanto os efeitos lineares quanto dispersivos. A equagao (1.2) tem um termo

ou
nao linear <6u— , relacionado com a velocidade da onda, e um termo dispersivo

ox

Du N

(W , relacionado com a amplitude da onda. Quando esses dois efeitos estao em
x

equilibrio, dao origem ao comportamento estavel estacionario e ocorre o surgimento

das ondas solitarias.

Desde a tltima metade do século passado, esse problema voltou a chamar atencao
da comunidade cientifica devido ao aparecimento dos mesmos modelos em contex-
tos como fisica dos plasmas, sistemas opticos, redes cristalinas, cadeias atomicas e

macromoléculas em meios elasticos.

Nesse trabalho, consideraremos a equagao de Korteweg-de Vries em um dominio
limitado (0, L) na presenca de um termo de mecanismo dissipativo a(z) agindo em

(0, L), dado por:

Ut + Uy + Ugzr +a(z)u =0 em (0,L) x (0,T)
u(0,2) = ug(x) para x € (0,L) (1.3)
u(t,0) =u(t,L) = u,(t,L) =0 para t € (0,T)

em que a(z) > ag > 0 em (0, L), com a(z) € L>°(0,L) e ug € L*(0, L).
O termo a(z) é um termo que reduz a oscilacdo de um sistema. E modelada como

uma forc¢a sincronizada com a velocidade mas em direcao oposta. Como ja dito,

nesse trabalho estamos considerando esse termo agindo em todo o dominio (0, L),
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mas foi mostrado no artigo MENZALA; ZUAZUA; VASCONCELLOS (2002) que
se esse termo agir em um subconjunto w = (0,6) U (L — 6, L) C (0, L) o decaimento
da energia ainda continua sendo verificado. Algum tempo depois, esse resultado

foi estendido para qualquer w C (0, L), resultado este que pode ser encontrado no

artigo PAZOTO (2005).

A solucao aproximada de uma equacao diferencial parcial qualquer pode ser
obtida por varias classes de métodos, entre eles o método das diferencas finitas
e o método das projegoes. O método das projecoes consiste em obter uma solugao
aproximada da equacao diferencial usando uma combinagao linear finita de fungoes
conhecidas, usualmente chamadas de funcoes base. A projecao da solugao exata,
que pertence a um espaco de dimensao infinita, sobre o espaco de dimensao finita,

é a solucao aproximada.

Neste trabalho, utilizaremos o método dos elementos finitos, que é baseado no
método das projegoes, para determinar a solugao aproximada do problema. KEssa
solugao pode, de maneira geral, ser escrita como uma combinagao linear das fungoes

da base, isto é,

U () = Z cipi(x) (1.4)

Conhecidas as funcgoes base ¢;, i = 1,2, ..., m, o problema passa a ser determinar
os coeficientes ¢; da solu¢ao dada em (1.4). No nosso caso, esses coeficientes serdo

obtidos via método de Galerkin.

Serao feitas uma analise tedrica e numérica da equacao de KAV. Na analise teorica,
feita para o modelo nao linear dado na equagao (1.3), serdao demonstradas a existén-
cia e unicidade de solucao forte do problema partindo de uma equagao regularizada,
como no artigo LARKIN (2004) e seré feito um estudo sobre o decaimento da en-

ergia do sistema. Com respeito a analise numérica, feita no caso linear, ou seja, a



16

equagao (1.3) sem o termo uu,, o objetivo sera obter estimativas para o erro entre o
calculo da solugao exata e a solucao aproximada. Essa analise sera feita nos tempos
continuo e discreto, considerando a aplicagao do método dos elementos finitos, uti-
lizando os polindémios de Hermite como base do espaco de fungoes ao qual pertence

a solucao.

No que se refere a parte computacional, serao realizadas diversas simulacoes
numeéricas. A solucao aproximada sera obtida nos casos linear e nao linear. Nesta
parte do trabalho, o objetivo sera comprovar as propriedades analiticas dessa equacao.
O programa que determina essa solucao foi desenvolvido em Matlab, e utilizou con-

juntamente os métodos dos elementos finitos e das diferencas finitas.

Essa dissertacao consta de 6 capitulos. No capitulo 2 apresentamos algumas
notagoes, defini¢oes e resultados importantes que serao utilizados nos capitulos pos-
teriores. O capitulo 3 sera voltado para a analise tedrica da equagao de KdV. Nesse
capitulo explicita-se o conceito béasico do método dos elementos finitos juntamente
com o método de Galerkin. Serao enunciados e demonstrados os resultados refer-
entes a existéncia e unicidade de solucao. Ainda no capitulo 3 serd introduzida a
formulacao variacional do problema e feito o estudo sobre o decaimento da energia

do sistema.

No capitulo 4 sera feito um estudo numérico do problema no caso linear. Serao
enunciados e demonstrados dois resultados, um com relacao ao tempo continuo e
outro relacionado ao tempo discreto, que tratam da estimativa do erro entre o calculo

da solucao exata e aproximada do problema linear da KdV.

O capitulo 5 sera dedicado a resolucao numérica do problema aproximado. Serao
definidos os polinémios de Hermite e a solucao aproximada do problema com relagao

a essa base. Também serd discutido o método de diferencas finitas associado ao
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esquema de Crank-Nicolson para a discretizacao do tempo. Serao mostradas as
construcoes das matrizes e tensores necessarias para a resolucao aproximada do

problema nos casos linear e nao linear.

E por fim, o capitulo 6 serda dedicado as simula¢oes numéricas e conclusoes do
trabalho. Serao mostrados gréaficos e tabelas que validam o método aplicado nesse
trabalho, com a comprovagao das estimativas obtidas nos capitulos anteriores. Serao
também mostradas algumas simulagoes nos casos linear e nao linear, que comprovam
o decaimento da energia do sistema. E entao, serao discutidas as conclusoes do

trabalho e comentarios gerais.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e alguns resultados que serao
utilizados nos capitulos posteriores. As demonstracoes de tais resultados serao omi-

tidas, mas podem ser encontradas nas referéncias bibliograficas dadas.

2.1 Analise Funcional

2.1.1 Funcionais e Operadores Lineares - Espago Dual

Seja X um espago normado sobre R. Um funcional linear sobre X é uma aplicagao

f + X — R linear.

Denotamos por X o espaco dual de X dado pelo conjunto de todas as aplicacoes
f : X — R lineares e continuas. O espaco X é um espaco vetorial sobre R com

as operagoes usuais,

() +g(x), Ve e X

(f+9)(x)=f
=af(x), Ve X, a€R

(af)()
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A norma em X ¢ dada por:

[f 1l = sup{|f(@)[; [lx]lx <1}

O espaco (X', ||.|[x+) é um espago de Banach. Quando f € X e x € X, denotare-
mos (f,x) ao invés de f(z). Dizemos que (.,.) é um produto escalar na dualidade
X' X.

Sejam X e Y dois espagos de Banach. Um operador linear é uma aplicagao
T : X — Y linear. Denotaremos por £(X.Y') o espaco dos operadores lineares e

continuos de X em Y com respeito a norma
1T cx.vy = sup{IT(@)|; =]l x <13
zeX

Proposigao 1. Se {T,,}, .y € L(X,Y), X eY espagos de Banach. Suponhamos

que para cada x € X existe limT,(x) = T(x). Entdao temos
n—oo

i) sup||Thllzxy) < o0
ii) T e L(XY)

111) TL(X.Y) S lim inf||Tn||£(X_y)

n—00
Prova. Ver BREZIS (1984) O
2.1.2 Topologias Fraca e Fraca-Estrela

Seja X um conjunto nao vazio e 7 C p(X). Suponhamos que:

i) 0,Xer
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ii) [ JAneT se Ay eTVael

a€l

n
iii) ﬂAi er,se Ajer,i=1,2,...n

i=1
onde p(z) denota o conjunto das partes de X. Nesse caso, dizemos que 7 forma uma
topologia sobre X e o par (X, 7) é chamado de espago topologico.

Definicao 1. Seja X um espago de Banach. A topologia fraca sobre X, denotada por
o(X, X’), € a topologia menos fina sobre X, que torna continua todas as aplicagoes

feXx'.

Remark 1. Dada uma sequéncia {x,},. em X, denotaremos por x, — x, a

convergéncia de x,, para x na topologia fraca o(X,X).

Proposicao 2. Seja {,}, o wma sequéncia em X. Entdo,

i) 7, = em o(X,X') se, e somente se, (f,x,) — (f, ) Vf € X';

ii) se x, — x fortemente, entio x,, — x fracamente em o(X, X');

iii) sex, — x fracamente em 0(X, X'), entdo ||x,| € limitada e ||z||x < lim inf||z,| x;
n— o0

iv) se z, — z fracamente em o(X,X') e se f, — f fortemente em X', isto ¢,

| fn— fllx» — 0, entao {(fn,xn) — (f, x).
Prova. Ver BREZIS (1984) O

Seja X um espaco métrico. Dizemos que X é separavel se ele possui um subcon-

junto enumeravel e denso.
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Proposigao 3. Seja X um espago de Banach separdvel. Consideraremos { fy},c.
uma sequéncia limitada em X . Entdo, existe uma subsequéncia {fan Y ren que con-

/
verge fraco-estrela em X .

Prova. Ver BREZIS (1984) O

2.1.3 Espacgos L”

Seja 2 C R™ aberto. Definimos o espago LP(2), 1 < p < 0o, como um conjunto

de fungoes mensuraveis dado por:

LP(Q) = {u 0 R, /Q u(z)||Pdz < oo}

Se p = 00, definimos o espago L*°(2) como sendo o conjunto de fungoes definidas
de © em R mensuraveis e essencialmente limitadas em €, isto ¢, |u| < C quase

sempre em ).

Os espagos LP, para 1 < p < oo e L™ sao espagos de Banach com as normas

dadas respectivamente por:

1/p
il = ( [ futopds

0
|u|| Lo = sup ess|u(x)| = inf{C : |u(z)] < C q.s. em Q}

z€eQ
Se p = 2 temos que L*(€2) é um espago de Hilbert com produto interno dado por:

(u,v)2(0) = /Qu(x)v(x)dx Vu,v € L*()

Temos que LP(€)) é reflexivo para todo 1 < p < 0o e que é separavel para todo

1<p<oo.
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1 1
O teorema abaixo identifica o dual de LP(Q2) com L%(f2), onde — + — = 1 com
p g
1 <p<oo.

Teorema 1 (Reresentagao de Riez). Sejam Q C R™ aberto, 1 < p < 00, ¢ €
, 1 . . .
(LP(Q)) com — + — = 1. Entao, existe uma unica u € L1(Q) tal que:
p q

(o0 ) = / uf, Vf € I/(Q)
Q
||<P||(LP(Q))’ = [lul[za(a

Prova. Ver BREZIS (1984) O

Se p = oo entao,

Teorema 2. Sejam Q C R" aberto e p € (LY()). Entdo, eviste uma tnica
u € L>®(Q) tal que:
(o, f) :/uf, VfeL'(Q)
Q

HSOH(Ll(Q))’ = [Jul[ (o

Prova. Ver BREZIS (1984) O

2.2 Espaco das Distribuigoes Escalares

Definicao 2. Dada uma funcao continua, ¢ : Q C RN — R, onde Q0 é um aberto,
denomina-se suporte de ¢ ao fecho em §) do conjunto dos pontos x tais que ¢ () #

0. Simbolicamente

supp () = {z € L p (x) # 0} .
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Representa-se por C3°(2) o espago vetorial das fungoes continuas e infinitamente

derivaveis em €2, com suporte compacto em ).

2.3 Convergéncia em C{°((2)

Dado € como acima, considere o espago vetorial topologico C§°(€2). Diz-se que
uma sequéncia (¢,), oy de fungdes em Cg° (€2) converge para ¢ em Cg° (£2) quando

forem satisfeitas as seguintes condigoes:

i) Existe um conjunto compacto K C €2 tal que

supp (¢) C K e supp(p,) C K, YreN
ii) D%p, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espago vetorial C§° (£2) munido da nogao de convergéncia definida acima, sera

representada por D (£2) e denominado de espago das fungdes testes.

Denomina-se distribuicdo escalar sobre € a toda forma linear 7 : D (2) — R
continua com respeito a convergéncia definida em D (£2). Isto significa que se uma

sequéncia (), convergir, em D (£2) para ¢, entao,
T (p,) — T (p) em R.
O valor da distribui¢ao 7" na fungao teste ¢ sera representado por (T, ¢).

O conjunto das distribuicoes escalares sobre €2 é um espaco vetorial real, denotado

por D'(2), denominado espaco das distribui¢oes escalares sobre €Q.
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Dado um aberto Q do RY denota-se por L? (Q) , 1 < p < 00, o espaco vetorial
das (classes de) fungoes mensuraveis u : 2 — R tais que |u|” é integravel no sentido

de Lebesgue em §2, equipado com a norma
1/p
ol = [ futoPas)

No caso p = oo denota-se por L™ (Q2) o espago vetorial das (classes de) fungoes
mensuraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em €2, isto é, existe uma constante

C > 0 tal que

lu(x)] < C quase sempre em ).

Neste espaco considera-se a seguinte norma
[ull ooy = sup ess |u(z)] Yue L™(Q).
O espago L (2), 1 < p < oo, com sua respectiva norma, é um espago de Banach.

Em particular, quando p = 2, tem-se que L* () ¢ um espaco de Hilbert cuja norma

e produto interno serao definidos e denotados, respectivamente por
1/2
2
ol =l = ([ @R ) o g = [

loc

Lema 1 (Du Bois Reymond). Seja v € L} .(Q). FEntio /u(az)v(x) de = 0
0

Yv € D(Q) se, e somente se, u =0 quase sempre em ).

Prova. Ver MEDEIROS; MIRANDA (1989). [
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2.4 Convergéncia e Derivagao em D’ ()

A sequéncia de distribuigoes escalares (7)), converge para a distribuicao escalar

T em D' () quando

(T,,p) — (T, p) em R, Vo € D(Q).

Com esta nogao de convergéncia, D' (€2) é um espago vetorial topologico e tem-se

as seguintes cadeias de imersoes continuas e densas

D(Q) — LP (Q) — L, (Q) — D' (Q) para 1< p < oo.

Dada uma distribui¢io 7' em D’ (2) e dado um multi-indice o € N¥ define-se

a derivada distribucional de ordem « de T como sendo a forma linear e continua

DT : D (Q) — R dada por

(DT, ) = (—=1)*/(T, D*¢) para todo ¢ € D ().

2.5 Espacos de Sobolev

2.5.1 Convergéncia em [L” e no dual do L”

Diz-se que uma sequéncia (¢, ) converge para ¢ em LP (Q) se [[o, — @] 15q) = 0,
para 1 < p < 0o. Se p e ¢ sao indices conjugados, isto é, zlo+ % =1lcom1<p< o0,
entdo o dual topologico de L? (), que sera denotado por [L? (Q)]', é o espago L7 (2).
No caso de 1 < p < o0 0 espago vetorial LP () é separavel e, para 1 < p < oo, é
reflexivo. Para demonstracao destes e outros fatos relacionados aos espagos LP (2)

consulte BREZIS (1984).
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Teorema 3. Sejam (fy),cn C LP () e f € LP(Q), tais que

1fo = fll oy — O

Entéo existe uma subsequéncia (fr, )pey d€ (fn),en que converge quase sempre para

fem Q, e existe h € LP (Q) tal que |fn, (x)| < h(x), Vk € N quase sempre em Q.

Prova. Ver BREZIS (1984). O

Definigao 3. Seja H um espa¢o de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma
sequéncia de elementos (w,) de H tais que
1) [|wnlly =1 Vn, (wp,wn)=0 Vn,m, m#n;

1) O espago gerado pela (wy), o € denso em H.

Sejam m > 0, um nimero inteiro positivo e 1 < p < oo. O espaco de Sobolev
de ordem m , modelado sobre L? (€2) é por defingao o espago vetorial das (classes
de) fungoes de LP (§2) para as quais suas derivadas até a ordem m, no sentido das
distribuigoes, pertencem a LP (€2), para todo multi-indice a, com |a] < m. O espago

WP () serd equipado com norma

1/p
HuHWm’p(Q) = ( Z HDQUHZ(QJ ,1<p<oo
lo]<m
e quando p = oo, define-se

laj<m

Proposicao 4. Os espagos lineares W™P (Q) equipados das respectivas normas

acima sao espac¢os de Banach.

Prova. Ver ADAMS (2003),MEDEIROS; MIRANDA (1989). O
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O espagoo WP (£2) é um espago reflexivose 1 < p < oo e separavel se 1 < p < oo.
No caso particular em que p = 2, o espago W™?2 () é um espago de Hilbert, que é

representado por H™ (€2). Simbolicamente
H™ () ={ue L*(Q); D% € L*(Q),Va,|a| <m}
cuja norma e produto interno sao dados, respectivamente, por

1/2
[l gm0y = 1D%ul|72q e (uv)= (D%, D) g
(©2) (©) (©)

la|<m |a|<m

O espago H™ () com a estrutura topologica acima, é um espago de Hilbert,

continuamente imerso em L? ().

O dual topologico do espago W™ (Q2) é representado por W4 () se 1 < p < 0o
com p e ¢ indices conjugados. Se p € W™ () entao ¢ |'D(Q) pertence a D' ().
Quando p = 2, V[/én’2 (Q) é denotado por HJ" (§2), cujo dual é o espago denotado por
H=™(Q). A caracterizagao de W~"? (Q) é dada por:

Teorema 4. Seja T € D' (2). Entao, T € WP (Q) se, e somente se, existem
Ja € L1(Q) tais que T = Y. D%g,.

laj<m
Prova. Ver ADAMS (2003). O

Lema 2 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RN um aberto limitado em alguma

diregio. Se u € Hy (), entdo existe uma constante C' > 0 tal que

2 2
ull720) < ClIVullz2q) -

Prova. Ver MEDEIROS; MIRANDA (1989). [

Remark 2. Usando a desigualdade de Poincaré conclui-se que em H} () as normas

”uHHl(Q) e HVUHL2(Q) sao equivalentes.
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2.5.2 Imersoes em Espagos de Sobolev

Sejam V' e H espagos de Hilbert tais que V C H esejat : V — H, a injegao
canodnica de V em H que a cada v € V associa t(v) = v como elemento de H.

Dizemos que o operador linear ¢ é o operador de imersao de V em H.

Dizemos que essa imersao é continua, quando existe uma constante C' > 0 tal que

[ollr < Cllully, Vv e V.

Um exemplo simples é o caso em que V = H}(Q) e H = L*(Q), ou ainda V =
HY(Q) e H= L*(), ou de uma maneira geral V = H™(Q) e H = L*(Q).

2.6 Espagos [P (0,7; X) e Distribuigoes Vetoriais

Sejam X um espaco de Banach real com a norma ||-|| -, 7 um ntamero real positivo
e xg a fungdo caracteristica do conjunto £ C [0,7]. Uma fungao vetorial ¢ :
(0,T7) — X, é dita simples quando assume apenas um namero finito de valores

distintos. Dada uma fungao simples ¢ : (0,7') — X com representagao candnica

k
2 (t) = Z XE;$i;
i=1

onde F; C (0,T) é mensuravel, i = 1,2, ..., k, dois a dois disjuntos, m (E;) < oo e

v; € X,1=1,2,..., k. Define-se a integral de ¢ como sendo o vetor dado por

/0 Pyt =3 m(E) g

Dizemos que uma func¢do vetorial u : (0,7) — X ¢é Bochner integravel

(B -integravel) se existir uma seqiiéncia (i, ),y de funcdes simples tal que:
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i) ¢, —uem X, q.s. em (0,7);

T
if) ki?iloo/o o (£) — @m ()|l dt = 0.

Neste caso, a integral de Bochner de u, é por defini¢cao, o vetor de X dado por

T T
/ u(t)dt = lim v, (t) dt,
0

n—oo 0

onde o limite é considerado na norma de X.

Uma fungao vetorial u : (0,7) C R — X ¢é fracamente mensurdvel quando a
fun¢ao numérica t — (@, u (t)) for mensuravel V® € X', onde X’ ¢ o dual topologico
de X. Dizemos que u é fortemente mensurdvel quando u for limite quase sempre de
uma seqiiéncia (¢, ),y de fungoes simples. Em particular, quando u for fortemente

mensuravel, entao a aplicacao ¢t — |lu (t)||; € mensuravel a Lebesgue.
Denotaremos por LP (0,7;X), 1 < p < 00, o espago vetorial das (classes de)

fungoes u : (0,7) — X fortemente mensuraveis e tais que a funcao ¢ — |ju (¢)[/% ¢

integravel a Lesbegue em (0,7), munido da norma

T
P ( [ o dt)

Quando p =2 e X = H é um espago de Hilbert, o espaco L? (0,T; H) é também

1/p

um espaco de Hilbert cujo produto interno é dado por

(0, 0) ooz = / (u(s) 0 (5))  ds.

Por L*> (0,T; X) representaremos o espago de Banach das (classes de) fungoes

u: (0,7) C R — X que sao fortemente mensuréveis e tais que t — [ju(t)||y €
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L>(0,T). A norma em L*> (0,7; X) ¢ definida por

||u||L°°(0,T;X) = sup ess [|lu(?)]|x -
te(0,T)

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entdo LP(0,7;X) é um es-
paco reflexivo e separavel, cujo dual topologico se identifica ao espaco de Banach
L” (0,T; X"), onde p e p/ sdo indices conjugados, isto é, zlo + ]% = 1. Mais precisa-
mente, pode-se verificar que para cada u € [L? (0,T; X)]', existe u € L* (0,T; X")
tal que

T
<wwxm®ﬂmwummm:3A @ (1), (8)) o x L.

No caso, p = 1, o dual topologico do espago L' (0,T; X) se identifica ao espago
L>(0,T; X").

O espago das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denominado es-
pago das distribuigoes vetoriais sobre (0,7") com valores em X, o qual serd denotado

por D’ (0,T; X).

Definicao 4. Seja T'€ D' (0,7; X). A derivada de ordem n € definida como sendo

a distribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

arr n d"p
— = (-1 T, — ),V D(0,T).
(o) = (195} Mo e DO

Por C°([0,T];X), 0 < T < oo representa-se o espago de Banach das fungoes

continuas u : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||u||00([0,T];X) = tgﬁ%{] Ju (@) x -

Por CY ([0,T];X) denota-se o espago das fungéoes u : [0,T] — X fracamente

continuas, isto ¢, a aplicagdo t — (v, u (1)) x» x ¢ continua em [0,7],Vv € X".
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Quando X = H é um espago de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente

a continuidade da aplicacdo t — (u (t),v), para Vv € H.

Teorema 5 (Aubin-Lions). Sejam By, B, By espagos de Banach, By e By reflexivos,
a imersao de By em B € compacta, B imerso continuamente em By, 1 < pg, p1 < 00,
e, W o espago

W ={ue L”(0,T;By); v € L"(0,T;By)}

equipado da norma ||ully, = [|ullsoo1.5,) + Wl 1o 0,15,y Entdo W € um espago

de Banach, e a imersao de W em LP° (0,T; B) € compacta.

Prova. Ver LIONS (1969). O

Remark 3. Uma conseqiiéncia do Teorema de Aubin-Lions 5 € que se (uy), e

¢ wma seqiiéncia limitada em L? (0,T; By) e(ul,), oy € uma seqiéncia limitada em
L?(0,T; By) entao (uy),cy € limitada em W . Logo existe uma subseqiiéncia (uy, ),y

de (uy),cy tal que w,, —> u forte em L*(0,T;B).

2.7 Outros Resutados Uteis

Sejam D c R¥*' e F : D — RY. Dizse que F satisfaz as condicoes de

Carathéodory sobre D quando

e F'(t,T) é mensuravel em ¢, para cada T fixo;
e F'(t,T) & continua em Y, para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D, existe uma fungao real integravel my () tal que

|F (t,T)] < mg (t), para todo (¢, T) € D.
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Definicao 5. Uma solugao no sentido estendido do problema de Cauchy
X' =F(t,X)
X (to) == XO

¢ uma fungao ® = ®(t) absolutamente continua tal que se tenha, para algum [ real,

1) (t,9(t) eR, Vt € [ty — B,to+ S];

1) D(t) = F(t,2(t)) para todo t € [to — B,to + B], exceto em um conjunto de

medida de Lebesgue zero.

Considere-se o retangulo R = {(¢,T) e RNV*%; [t — o] < a, [T —To| <b}

com a,b > 0. Entao tem-se

Teorema 6 (Carathéodory). Seja F' : R — RY satisfazendo as condigoes de
Carathéodory sobre R, entao sobre algum intervalo |t —to| < B (8 > 0), existe uma
solugao no sentido estendido do problema de valor inicial

X' =F(t,X)
X (to) = To

Prova. Consulte CODDINGTON; LEVISON (1981) O

Corolario 1 (Prolongamento de solugao). Sejam D = [0,w] x B, com 0 < w < oo e
B={T eRY;|T| <b}, b>0 e F nas condigdes de Carathéodory. Seja ® (t) uma

solucao de
X' =F(t,X)
X (0) = Xo, |Xo| <b
Suponha que em qualquer intervalo I onde ® (t) estd definida, se tenha, |® (t)] < M,
para todo t € I, M independente det e M < b. Entao ® tem um prolongamento

até [0, w].
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Prova. Consulte CODDINGTON; LEVISON (1981) O

Lema 3 (Lions). Sejam Q um aberto limitado do RY xRy, g,, e g funcdes de LY(Q),
1 < q <400, tal que ||gm|lze@) < C, gm — g quase sempre em Q. Entio g, — g
na topologia fraca de LI(Q).

Prova. Ver LIONS (1969). O

Teorema 7 (Densidade). O espago Cy(S2), espaco das fungoes continuas em €2 com
suporte compacto em 0 é denso em L'(Q), isto €, para toda v € L'(Q) e para todo

€ > 0 existe v € Cy(Q) tal que ||u —v| 1@ <e.

Teorema 8 (Sobolev). Se 1 < p < n, tem-se W™P(Q) imerso em LP(SY) para

1 1

N

g p n

Prova. Ver RIVERA (1999) O

2.7.1 Desigualdades Importantes

Desigualdade de Cauchy-Schwartz para fungoes L*(()

Sejam f: Q2 — Re g: Q) — R duas fungoes de quadrado integravel, entao

(el =| [ s@aras| < | [ |f(fv)|2dwr | !fg(x)IQd:vF = Il

Desigualdade de Holder

Suponhamos que p; > 1,7 =1,2,..., m sao tais que:
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Se f; € LPi(Q) para i = 1,2, ...,m entdo temos que l_IfZ c L'(Q) e ainda

i=1
1
pq
Pi dx>

L] e <TT( [ 15

Desigualdade de Gronwall Continua

Suponhamos que f, g e h sao fungoes positivas satisfazendo

f(@t)+h(t) < g(t)+ c/ f(s)ds, Vte|0,T]

Entao temos que:

() +h(t) < ()

Desigualdade de Gronwall Discreta

Seja k, uma sequéncia de nimeros reais nao negativos. Considere uma sequéncia

on > 0 tal que:
¢0 < 9o

n—1 n—1

®n Sgo—l-Zps—i-ZkS(bspang 1

s=0 s=0

com go > 0 e ks > 0. Entao, para todo n > 1 temos:

Desigualdade de Young
1 1
Sejam a,b > 0 e p,q > 0 tais que — + — = 1. Entao, vale que:
P q
ab? b

ab< —+ —
p q
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Desigualdade de Ehrling

Suponhamos que €2 satisfaz a propriedade do cone uniforme (ver ADAMS (2003))
e seja ¢g > 0 qualquer. Entao existe uma constante 6 = 0(eg, m,p, <)) tal que para
quaisquer 0 < € < €, inteiro 0 < 7 < m—1e u € W™P(Q) vale a seguinte

desigualdade:
1/p 1/p

YDl | <de Yo ADull | + dem full

laf<j laf<m
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3 ANALISE TEORICA

Neste capitulo trataremos da anélise sobre a existéncia e unicidade de solucao de
(1.3). Essa analise ¢ baseada no artigo LARKIN (2004). Consideramos o problema

dado em (1.3) acrescido de dois termos de regularizagdo, como no seguinte sistema:

U + Uy + Uggr + V(Ugy + Ugger) + a(x)u=0 em (0,L) x (0,7T)
u(0,z) = ug(x) , =€ (0,L) (3.1)
u(t,0) = Vg, (t,0) = u(t,L) = u,(t, L) + vug(t,L) =0, t e (0,T)

Primeiramente vamos mostrar a existéncia de solugdo de (3.1) e em seguida,
mostrar que a solugdo obtida tende a solugao de (1.3), quando v — 0. A prova de
existéncia sera feita através do método de Galerkin, cuja ideia serd explicitada na

proxima segao.

3.1 Meétodo de Galerkin

O método de Galerkin é baseado no conceito de ortogonalidade de fungoes. Dize-

mos que duas fungdes integraveis u e v definidas em [0, L] sao ortogonais se:

(u,v) = /OL u(z)v(z)dr =0
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Considere agora o problema de determinar uma fun¢ao u = u(x) que satisfaga,

por exemplo,

{_u”(aj) + u(x) = f(x) em (07 L) (32)

u(0)=u(L)=0

e seja r(z) a fungao residuo de (3.2) dada por:
r(z) = —u' (z) +u(z) — f(z) Yz el0,L]

Observe que se u(x) é solugao exata do problema (3.2), entao r(x) = 0. Logo
a funcao residuo é ortogonal a qualquer funcao e, em particular, as fung¢oes que
compoem a base do espaco ao qual a solugao u pertence. Contudo, quando queremos
determinar a solugao aproximada u,,(x) da equagao (3.2), ndo podemos garantir que

o residuo, nesse caso denotado por 7, (x), seja ortogonal a qualquer funcao.

Sabemos entretanto, que a solugao aproximada u,,(x) pode ser escrita como uma
combinacao linear finita das fungoes da base do espago ao qual pertence. Portanto,
o método de Galerkin consiste em determinar a solu¢ao aproximada u,, de tal forma
a preservar a ortogonalidade da solucao exata, isto é, que a funcao residuo no caso
aproximado r,,(z) seja ortogonal a todas as fungoes {1, ¥2, ..., ¥m} que compoem

a base do espago.

3.2 Existéncia e Unicidade de Solugao

Antes de enunciar e demonstrar os dois principais resultados dessa se¢cao vamos
introduzir algumas notagoes e um lema, que serao utilizados ao longo da demons-

tracao. Vamos denotar por:
L
(1, v) () = / w(z, oz, t)dz
0
[u(@)I? = (u, u)(t) = [lull72(g
By
7T ond
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e considerar o seguinte lema:

Lema 4. Para todo v > 0 existem auto-funcgoes do sequinte problema:

VUggrpa Wy = U;W5 (33)
w;(0) = wj(1) = vz (0) = wjz (1) + W)z (1) = 0

que formam uma base para H*(0, L) ortonormal em L*(0, L).
Prova. Ver artigo LARKIN (2004) O

Seguem entao, dois resultados referentes ao problema dado em (3.1).
Teorema 9. Sejav >0 euy € H*(0, LYNH(0, L), vuges(0) = oe (L) + vuge. (L) =
0. Entao existe uma unica solu¢ao para o problema (3.1) da sequinte classe:

we C(0,T; H2(0, L) N HY(0, L)) N L>(0,T; H*(0, L) N HL(0, L))
u; € L°(0,T; L*(0, L)) N L*(0,T; H*(0, L) N HL(0, L)) (3.4)
Uy € L2<Oa Ta H72(07 L))

As solugoes aproximadas de (3.1) podem ser escritas da seguinte maneira:

=3 g ()

onde as fungoes w;(z) sdo definidas no lema 4 e g7 (t) sdo encontradas a partir
da solu¢ao do problema de Cauchy para um sistema de N equagoes diferenciais

ordinarias dado por:

(W w0y () + (W0 w)) () + (0 ) (8) + w0y (E)+
o mx,w»() (el w0 — o B
ng(O) = (up,wy), para j=1,..,N (3.6)

O sistema dado em (3.5)-(3.6) é um sistema nao linear de equagoes diferenciais
ordinarias, e portanto existe algum intervalo (0,7y) em que as fungoes {gjv (t)}

estao definidas.
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Para estender essas fungoes para todo T' < oo e passar o limite quando N — oo,

precisaremos de estimativas a priori.

Prova. (Teorema 9) Como o objetivo é fazer a passagem do limite em (3.5) quando

v — 0, vamos assumir que v € (0, 1).

Estimativa I: Substituimos em (3.5) w; por 2u’¥. Temos entao que:

(' 2u™) (1) + (W, 2u™) (£) + (g, 20) () + vy, 2u™) (1) +
—— —_— —_—

xTx? xxT)

[1 12 I3 (3 7)
0 (U 2u™) (t) + (a(2)u™, 2u™)(t) = 0 '
A I

Analisando cada uma das parcelas de (3.7) temos:

N o, N F NN Fold v d N2
L = (u',2u ):/0 2uy" u dx:/o 2§£(u )d:p:EHu )|l
L L2 d
L, = (uNuiV,QuN):/ ZUiV(uN)zdx:/ S —(uN)ida
0 0 3dx

= 3| e = SN L) (0% =0

L L
I; = (ui\fm,QuN):/ 2ull uNdr =2 {uNufc\;hl)—/ ufv\guivdx}
0 0
L
1d
= o2 [ = (L) + (1 (0.0)°
0 2dx

L = v, 2u") =20l . u™) = =200l (L, t)ul (L, t) 4 2v||ud ()]

L L
L= (o 20) 2 =2 [ @) Pldo = ~2a(@)- [ | Pda
0 0
Substituindo essas parcelas em (3.7), obtemos:

T

—2vuy (L, )ugy (L, ) + 2vJug, ()1 < 2fla(x) [z [[u™|*

d N 2 N 2 N 2 N N
GO = @ (L0 + (@ (0.0 + 20(u u) 3.9
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Assim,

d
e O + (u3(0,))” = (! (L, ) = 2w (L, )ugy (L, ) + 20 ug, ()]
L L
< 2fa(@)llz<l[u? =20 | ugeude < 2fla(z)]| e u]* + 2V/ [t |0 |dz

0 0
< 2fla(@) [l u™* + 2v[ugllu™ |l de < 2lla(@) ||z lu®* + v2[lug |1 + [lu™]*
Logo,

%IluN(t)H2 + (uy (0,4))* = (uy (L, 1))* = 20! (L, )y (L, ) + 20|z, (1)

< 2lla(@)l| oo [lu™]1* + w2 Jug |1* + [[u ]

(3.9)
A terceira parcela do lado esquerdo de (3.9) satisfaz
=2(uy (L, 1))* < —(u; (L, 1)) (3.10)
De (3.9) e (3.10) temos que:
d
™ O + (u(0, )" = 20 (L, ) (g (L, 8) + vugy (L, 1)) + 20 ug, (0]
< 2lla(@)l| e [lu™]1* + w2 u]* + [Ju™ |
(3.11)

E, usando as condigoes de fronteira de (3.1) em (3.11) segue que:

%HuN(lt)H2 + (uy (0,))* + (2v = ) Juge (DI* < Q2lla@)llz> +1) [lW™]*  (3.12)

~~
C1

Integrando (3.12) de 0 até ¢ obtemos:

t d t t t
| gl R [ao.npa s - [lopa<a [ Ea

t t t
1™ ()17 — [ O] + / (¥ (0, 6))2dt + (20 — 1) / la.(6)]Pdt < e / | 2dt

t t t
Wb @ + [ @000+ v ) [ ol < ¥ O + e [P
0 0 0
(3.13)
Aplicando a desigualdade de Gronwall em (3.13) temos:

IIUN(t)!VJr/0 (Uiv(0>t))2dt+(2v—v2)/o [uze ()7t < ca(®)l[u™(0)]*  (3.14)
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com t € (0,T) e c(t) uma constante que nao depende de N.

Estimativa II: Substituimos em (3.5) w; por vl . Entao,

(g ) (8) + (W0 1300) () + (U Uaa) (8) ¥ (s Ui ) (8) +

v~ v~ g

I Is I3 Iy 1
o (i )(0) + (a(e)e ) (1) = 0 (3.15)

Analogamente a estimativa I, vamos analisar cada parcela de (3.15).

L L
Il = (uivﬂu:]c};xx) :/0 uiV i\;x:cdx_uNua]Yxx(L)/_/o x:c:cutxdm
L L
= —/0 uﬁxumdx— —ui\a’;uﬁ;g%—/o uN ugg
N N N N g 1 d N \2
0
1d 1d
= LR+ e
L L
o= (V) = / s = = [ e
L
N N N N
N 2
= 5 HumxHHUNHLwﬁHUNH > ——H el = =l [ Foe [l |2

2
> __”uaca:zx”z - ;||UNH%O<>{€H%]C\Q;||2 + cs(e)[lu*}
2
2 ——H Ul = =il l” = ca() ™|
=Tallpe
- __Hu:m:xx”Q (V>||u]x\;|’2

3.14
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L L
\/_ NG
4
4
> ||%m;||2 - ;{EHUimeHz + (o) [u™]*}
1% 14
|| W |? = = |I” = e (W) [0 |]? = =2 llugee I = e (@) ™12
.2 16 8
=64
L L
14 = V(“J]Xﬂuajc\;a:m) :V/ ugr:u]x\;xa:dx > _V/ |uxx”ua::cxx|dx
0 0
1%

I

TTXTT) TTXTTT TXTT TTTIT

L
Iy = vl . ul ):V/ (ud ) dr = v|jul)
0

L L
Iy = (ale)d,u¥,,) = / aleyuul de > — / a(@)]u” [, | de
0 0

L
2 NI
> —||a($)||Loo/ [ [t > —IIa(fB)IILoo—IIuNII—Iluxmll
0 Vv
2 v
s _Z 2 a2 = Yy 2
= = lla@)zellu™ 1" = glltzzs.
Substituindo cada parcela calculada anteriormente em (3.15) temos:
1d 1d
5 VI (L) + 2dtuumwy Vua? < Slultall” + es () U] + Sl
For (W) + 20 ugs P + S |” + ~ lla(@)lz<[lu™* + —Huxmll2
1d 1d
5 e (L O + 5l ” + —|| U | < s (@) |* + co()|u™]*

com cg(v) = c5(v) +2v e co(v) = c7(v) + %Ha(x)”%oo
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Multiplicando a desigualdade anterior por 2 e tomando ¢1o(v) = max {cs(v), co(v)}

temos:
d
pr {v|ue (L, ) + lud 7} + vllulee I < cro)(lui]® + [[u™]1?) (3.16)

Integrando (3.16) de 0 a t chegamos a:
td N 2 N (|2 ' N 2 ‘ N |12 N |12
| G L OF + Py v [ P < ) [ I+ 1)
t
(L + IS0 = A 200 = 01+ [ P
0
t t
<) [ P+ ) [ )
0 0
t
(LR + [ OF +v [ el < vl (L0 + [ )+
0

t t
() / la |2 + caow) / P
0 0

Usando a desigualdade de Gronwall na desigualdade anterior, segue que:

t
ul (LOP + 2 v [l
0
t
< (L O + el O[O + cnlw) [ a2
0

S, VNtas (L 0P + en (v, D) ugy ()7 + eaz(v, ) [u™ (0)]

Tomando c¢13(v,t) = max{l, i1, c1o} temos:
t
vl (L P + Jul P + v [ .l dt

i (3.17)
< (v, t) (v[u, (L, 0)] + lul, (0)1 + [[u™ (0)[|?)

comt € (0,T) e c13(v,t) uma constante nao dependente de N.

Estimativa III: Derivamos a equagao (3.5) em relacao a t, e substituimos w; por

2ul¥. Temos entdo que:

(g, 20" ) (1) + (W e, 207 ) (1) + (s 207 ) (8) + v (g, 203" ) (1) +
—— ~ ~~ — ——

Il IQ 13 [4 (3 18)
0 (U 207 ) () + (@)’ 2u,") (1) = 0 '

.

~~ -~

Is Is
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Analogamente as estimativas anteriores, vamos analisar separadamente cada parcela

de (3.18).
Il -
[2 -
>
>
>
. 1
T AP
>
I, =
1y

L L1d d
(il 20) = [ 2uifudo = [ 25 L e = Lk )
0 0

((uNu )t,Qut) (uiVuN—l—u uzt,Qut) (uiVuN 2uiv)+(uNuN Quff)

xt)
L

L
2 (uN)? Nd:r—i—/ 2 uNuNulN de
0
. L L
2((uiv)2uN)0 2/ 2ulNulN u Nd:v—|—2/ uNuNul
0 0
—A(u]uN ull) + 2uNuN  up) = —2(uf u v
L L
—2/ uNuNul dx > 2/ |l ||| [ul | da
0 0
L
ol I e Tl P
0
1 1
=20 |I* = Sl e iz l® > =2l = S w1z {ellugeel® + erale
1
—2|\U§VH2—§HU§CVHHZ s [lur’ ||

—Q2+as) ' |* - §|| Uy
——

C16

L L
N _ N, N \L N
(uazxxt72ut ) _/ QUxxxtut dr =2 (ut U’a:a:t)o -2 / ux:ctu dr
0 0

2 [ A de =~ + (0

L

L
= I/( x:r:t72ut ) = 2V /(; uxaztuivdx > 2”/(; |ut Hu:m:t‘dx

> =2 gl = =20l 1 + gy,

xxt ‘

&)l 17}
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L L
_ N Ny _ N N, N \L N N
[5 - I/(ux:t:crt7 2ut ) - 21/ / ua}xmﬁtut - 2”( :ca:xt)o - 2V / ux:c:ctu d.flf
0 0

L L
= v / ul uldr = —2y( ﬁui\gt)]: + 21// (u mt) dx
0 0

:va;t

xmt

Iy = (a(o)ul 2u)) > —2 / o) (ul 2di > —2 / la() |l

> —2||a(z IILoo/ u' [*dz = —2]|a(z)|| o |u" |1*

Substituindo as integrais calculadas em (3.18) temos que:
d
e O = (g (L, 1) + (ugy(0,1)) = 2 (L, O (L 0) + 20/ |[uge|* 5 1y
< 2fla(@) |z lui |17 + casllu 2 + 2 [Juge 1 + 2llu |
A segunda parcela do lado esquerdo de (3.19) também satisfaz (3.10). Logo, segue

que:

d
g e (O + (e (0,0))* = 2u (L 1) (i (L, 1)) + vty (Lo 1) + 20l |1* 5 90
< 2fla@) |z lJug 7 + easllug 12 + 2 [Juggel* + 2llug |2
Usando as condigoes de fronteira de (3.1), podemos escrever:

d
S @ + (0,0 + 2l < 2Na@llpe ¥ I + crallad I+ g 97

2 g |1* + 20w |

Por outro lado, considerando t = 0 e w; = u;’ em (3.5) temos:
(4 (0), u” (0)) + (™ (0)ug (0), us¥ (0)) + (ugq (0), uf* (0))+
+2(ug(0), 11" (0)) + (U, (0), 1Y (0)) + (a(z)u™(0), ui¥ (0)) = 0
u (0)F < [(u™(0)uy (0), 4" (0))] + (e (0), 17" (0))] + 2| (i (0), wi” (0))] +
0| (U (0), w7 (0)] + [(a(2)u™ (0), uf¥ (0)))]
[ (0)ug (0)]]ug (0)] + [y (0)] [ (0)] + vfuuz, (0)]ur” (0)] +
0| (0)| g (0)] + Ja(z)u™ (0)]]ug (0)]

IN
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Integrando de 0 até L temos:

/OLW( /lu 0) [ ()] (0 |dx+/ [, (O)]u (0)dz +
/'“m |ut<>|da:+v/ 42 (O] (0)| o +

/ la(w)u (0) ¥ (0)|d

Usando a estimativa I, dada por (3.14), consideranto ¢ = 0 segue:

g ()1 < Mlug (O)[lur” (O + l[ugea (O (O)] + vz, (0}l (0)1]
+|[ U (O) 1127 (O)] + () [l (O) [z (O)
< (llug O + llugee O] + v luzs ()] + vz, (0] +
Ha(@)[[[u™ (0} lu’ (0)]

Tomando ¢17 = max {1, v, ||a(z)||} temos:
[l () < exr (lluz (O] + llugee (O)] + 1z ()] + [fetz (O)1])

||Uiv(0)|| < Cl7||uN<O)||H4(0,L)OH01(O,L) (3.22)

Também temos que, de (3.14) e (3.17) segue que:
sup HUNHH2(O,L) < C18 (323)
>0

Voltando em (3.21), temos que:

jtllu I + (uat(0,)* + (20 — 1) Jugey|* < (2]lal= )HL"O+616+2)HU’1& I* (324)

c19

Integrando (3.24) de 0 até ¢ obtemos:

t d t t t
| g+ [ oz 2o o) [Pt < e [P

t t t
I O — )] + / (w(0,6))2dt + (20 — 17) / Ju |2dt < exo / ol |2dt
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t t t
I @) + / (W (0,6))%dt + (20 — 17) / ., [2dt < [ )2 + exo / ¥ |2dt
0 0 0

Aplicando a desigualdade de Gronwall na tltima desigualdade, temos que:
t t
¥ @ + [ @h(0.00%d+ 2v—07) [l Pat < e O)Fe (325)
0 0

Usando (3.22) temos que:

t t
lu ()] + / (W (0, £))2dt + (20 — v?) / 2t < [ O)n0.0y0m12 0., C20(2)
(3.26)

Sendo o segundo termo do lado esquerdo de (3.26) positivo, podemos escrever:

t
Ju (8)]2 + (20— v?) / lalPdt < caoOlad O 2o pmeon  (3:27)
0

onde t € (0,7) e cg(t) ¢ uma constante positiva ndo dependente de N. Segue de
(3.5) e de (3.18), quando avaliados em w; que:

uN € L°(0,T; H4(0, L) N H1(0, L))
)

u € L2(0,T: H2(0, L) (3.28)

As estimativas dadas em (3.14), (3.17) e (3.27) e a relagdo (3.28) implicam que
u™ (z,t) pode ser estendida para todo T € (0,00) e que as aproximacoes de u®
convergem quando N — oco. Passando o limite em (3.5) fica entao demonstrado o

teorema. ]

O teorema 9 garante a existéncia de solugao do problema (3.1) para todo v > 0.

Desejamos agora, fazer v — 0. Nesse caso, temos o seguinte resultado:

Teorema 10. Seja ug € H*(0,L) N H}(0, L), uo.(L) = 0. Entao existe uma tnica

solugao do problema (1.3) da seguinte classe:

we L=(0,T; H3(0, L) N HZ(0, L))
o1 (3.29)

w, € L®(0,T; L2(0, L)) N L(0,T; HL (0, L))
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Do teorema 9 temos que para todo v > 0 existe uma tnica solugao associada u,

que satisfaz a seguinte identidade integral:
(Ut V) + (U, V) + (Unazars V) + V(Unas V) + V(Upgize, V) + (a(2)uy, v) =0 (3.30)

que é verdadeira para toda fungiao v € L*(0, L) e todo t € (0,T).

Antes da demonstragao do teorema 10, vamos enunciar e provar alguns resultados.

1
Lema 5. Para todo v € <O, 4_1) as solugoes de (3.1) satisfazem a sequinte desigual-
dade:

t L
|mm*3/nwmwx+u/ ltpaell < caslluon (3.31)
0

0
em que a constante cog nao depende de v.

Prova. Consideramos v = 2e**u, em (3.30) para qualquer real A > 0. Obtemos que:

%(Um 26>\$uu> + (uuul/asa 26)\qu) + (uuzxm 26>\$uu) +V (uuxxy 26>\$uy) +
I L I (3.32)
+v (Uyrzzz, 26’\xu,,) + (a(x)u,, 26’\‘”u,,) =0
I I

Vamos analisar separadamente as parcelas de (3.32).

L
1d
I, = (uyuyw,2e’\muy):2/ ul,umul,e)‘mdx:2/ §d_<u”)3 eMdx
0 0 x
2 o\ [ 2\
= g(e’\‘”(uy)?’)g—?/o e’\’”(u,,)?’dx:—? i e’\’”(u,,)?’dx
2A L 2)\ AL L
> =2 el Pdr > T [y e
3 3
0
2 e 2 e
2 ——3 g || oo | || > — ||um||||uu||2
> _92)\e AL \/_ 1 1 V / 2>\L 2
77)\ )\62)\L
> H vall” = —— 1wy *

3n



com 7 constante positiva arbitraria.

I

v

v

L
Az Az
(uwﬁx:m 2e uu) =2 / € uuxmcuudx
0
L L L
2 (e’\xuyuym)o — 2)\/ My pptt,dr — 2 / LTI T
0 0

L L
—2)\/ My pptt, dr — 2 / LTI T
0 0

L

L
—2) (Mupu,) ) + 207 / Ny, dr 4 2 / ey, dr —
0 0

— (M (upe)? OL—i- /\/ e (U ) 2d
+2 eg‘”, u?,) — M

+ 33X, u2,) — e () (L, 1) + (u)?(0, 1)
43X, 1) — 2eM (uy)2 (L, t) + (upe)?(0, 1)

7u$

L
V(Upge, 26M0,) = v / N2y Uy, AT
0

L
v / (e’\x(uym + 1, )? — e (Upee)? — e’\x(ul,)Q) dx
0

() (L, 1) + (u2)?(0, 1) + MM, u

L L L
v / e (Upee + uy)2dr — 1// e (Upee ) dr — 1// e (uy, )2 da
0 0 0

I L
_V/ e/\x<uuxx)2d$ - V/ GAI(UV)Qd:B Z _V<6/\x7 uzxx) - I/(€
0 0

2
v

)

49
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L
A\x Ax
[4 = V(uumx:mh 2e U,/) =2v / € ul/a:a:mcuudx
0
L L L
Ax Az Az
= 2v(e uz,u,,mx)o — 21/)\/ MU Uy dT — 21// M Uy Uy AT
0 0

L L

= —2V)\/ MU Uy e AT — 2V/ LTI TR,

= V)\4<€)‘x(j u?) — 2N (M, u?) —Eu)\e Euye (L, t) — v (ue)?(0, 1) —
—vAN2 (M u2) — 2veM,, (L, ) tyee (L, t) + e (uye)* (L, t) —
—A(uys)*(0,8) = vX*(eX, u,) + 20(e™, up,)

= =20\ () (0, 1) + 20X (U )2 (L, ) — 4N (e u2,) + A (e, u?) +

)
+2u(e — 2veM . (L, ) tyee (L, 1)

) I/Z’x)
L L
I; = (a(x)ul,,2e’\xu,,)2—2/ a(x)e’\’”(u,,)zde—Q/ la(z)]|e*|u, [Pda
0 0
> —lla(z)]| e |*

Substituindo as integrais calculadas acima em (3.32), usando o fato de que v €

1
(0, Z_l) e as condigoes de fronteira de (3.1) temos que:

21(6)‘” u2) — —H ||2 A || ||4 — )\3(6M u2) + 3>\(e’\"” u? ) — V(e’\x u?
dt ) l/:B 377 14 vx )

—v(e* u?) — 21/)\(qu) (0 t) — 4N (e ul)) + v A (e u?) + 2v(e u?,,)

Yy ? I/

+2v et (L,t) + u2,(0,t) < |la(x)|| pee|u, |2

d
2 (e u2) 4+ (1= 20A) () (0,8) + A (3 = 5 = dwd) (¥, uly) + v(e, o, )+
2\L
+(At = v = X3) (M, u?) + vheMu? (L, 1) < (Ha(l’)HLooe/\L + )\Z—) [, ||*
n

1
Tomando n = 3, A = 1 e usando novamente que v € <0, Z) chegamos a:

d
2— (", up) + (1= 20) () (0, 1) + (2 — 4v) (%, ) + v(e®, ul,,)
dt —— ——
c21(v) c22(v)

i) < (o linet + 5 ) ol




o1

Como (1 — 2v)u?,(0,t) > 0, vale em particular que:

d
2 (e, w) + en(V)(€, uy,) + v(e” )

IN

(€7, up) — cas|uy ||

< (€ up) + casfluy |

IN

&l + x|

C24

IN

caallun |* + casluw [I*

com ca3 € coy independentes de v. Dividindo por 2 e integrando de 0 até ¢ a tltima

desigualdade, segue que:
t d t t
| et o) [ty [ e
0 0 0

dt
¢ ¢
SCQ4/ ||u,,||2dt+023/ |, ||t
0 0

Pela estimativa I, obtida na demonstragao do teorema 9, podemos limitar o lado

(3.33)

direito de (3.33) por constantes que ndo dependem de v. Portanto,

¢ ¢
(e, uz(t)) — (%, u2(0)) + coa(v) / (e, u2 )dt + V/ (€, by )dt < Coscog t 4 CozCag €
0 0

-~

027(t)

t t
(€3 (0) + en) [ ()t vy [ (e )a
0 0
< (€%,u3(0) + car () < e luay|* + cr(t) < max {6L,C27(t)}J’|U0u||2 < cas]luow ||

-~

c28 (t)

Logo,

t t
(& (1)) + canv) / (&% 2, )dt + v / (¢ i2)dt < cosDlluosl?  (3.30)
0 0

onde ¢ nao depende de v. A estimativa (3.34) mostra o efeito de suavizagao do

termo dispersivo u,., da equagao. O

1
Lema 6. Para todo v € <O, Zl) as solugoes de (3.1) satisfazem a sequinte desigual-
dade:

¢ ¢
e | "’/0 s *ds + V/O [taesl|*ds < 033(Huo”fq?’(o,L)ﬂHé'(O,L) + ]|tz (0)[1%)
(3.35)

em que a constante cs3 nao depende de v.



52

Prova. Considere, primeiramente em (3.30), a fungao v independente de ¢. Derivando
(3.30) em relagao a t, sendo isto possivel pelo teorema 9 ja demonstrado, e substi-

tuindo v = 2e*u,,; temos que:

E(uuty 26>\xuyt) + g(uuuua:)h 26/\xuut2+ Euuarara:ta 26Aa}“utl + \V(uuara:ta QGAxuutZ +
L L I
+l\/(uumx:r:pt7 2€Awuut)j+£a(x)uytu 26)\qut>1 = 0
I I

(3.36)

Vamos analisar separademente, como feito no lema 5, as integrais de (3.36).

[1 == ((uyuua:)ta QGAxuut) - 2(6>\xuytuyx7 uut) + 2(6/\xuuuuacta uut)

L L
Ax, 2 Az
= —2)\/ eus,u,dr — 2 / e Uy Uy Uyt AT
0 0
1

~2ma fu, (k) 66, 1) = Sl H )

v

Vv

1
B ) = (204 5 ) T P02

com ) um nimero positivo arbitrario.

L
Ax Ax
[2 = (ulf:pxxt72e ul/t):2/ € ul/:m:xtuutdx
0

L L
= -2\ / U Uy dT — 2 / N Uy Ut AT
0 0

2MN% (MU, Upt) + 2NN uly,) — (€Ml ) + MM, u2,,)

Va:t vt
= 20Uyt ) + BN, 12,,) — (Mu2,,)y
Z V.Z‘t(o t) 26>\L 12/;I:t(L t) +3)\( Vact) )\3( 12/t)
L
13 = V(uuzxt72e>\zuut)zlj/ 6)\:02uuxxtuutdx
0

L L L
A 2 Az, 2 Az, 2
= 1// e Uyt + Upt)“dx — 1// ey, dr — 1// e, dz
0 0 0

> _V(e)\x7u3xa:t) - y(@)‘x7u2 )
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L
[4 = y(uux;t:pxta 26)\xuut> = 2”/ eAxuV:m:xxtuutdx
0
= _QV)\(e)\wuuxw:vty uut) - 2V(€)\xu1/zx:rt7 U/zxzvt)
= —2weM (L, ) ypue (L, 1) + 20X (M )g +2w(e ) —

vt » Yvzat

—4p)\? (e)‘x, uzxt) + V)\4(€>“T, u?,t)

L
Iy = (a(x)uyt,Ze’\xuyt) > -2 / a(x)e”uztdazz —26’\L|]a(a:)HLoc||ul,t||2
0

Substituindo as integrais calculadas em (3.36) obtemos:

d X X X
(7, u0) + (BA = 4vA? = 0)(€X, upy) + (€, ) + Uy (0,1)

2 ) Pvat ) Przat
1
[ (224 5) bl 200 o ) < 20l

A 1
Tomando § = 5 eA=1,sendo v € (O, Z)’ segue que:

d 5t
2+ (5= (e ) — (L Aal) (02 4 (e )
———

c29(v)

iy (0,) < 2e8]|a@)]| oo |

Multiplicando a equacao acima por 2,

d 1
E(exﬂ uz2/t) + 629(1/) (63:7 uz%xt) + g(em7 uz%xxt) + éuz%wt
S 20|upel® ) (e*,uz,) + e"lla(@)|| o fJun)?
1
<{5+ 20|uvel® ) €[l + 2" a(@) || oo [l
Portanto,
d x 2 x 2 x 2 1 L L 2 L 2
2 (€% ) Fea (V) (€7, gy ) F1(e”, ) < { €7 + 27 |up[|” + 2e7Ja(@)l| e ) [June]

~~
C30

Por outro lado, tomando ¢t = 0 em (3.30) e considerando v = w,; temos:

(ut(0), upt (0)) + (s (0) e (0), 1t (0)) + (Uyaa(0), une (0))+
1 (U2 (0), Ut (0)) + (Upzzz (0), 1y (0)) + (a(x)u, (0), 1, (0)) =0
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e (0)]* < (2 (0)ttys (0), 1t (0))] + | (e (0), 1t (0))] + ] (02 (0), e (0))] +
V] (Uvawe (0), wa (0))] + |(a(2)uy (0), 1, (0))]

[t (0) t (0) [t ()] + |t (0) | [0 (0)] + 1|t (0) |1 (0)] +

V[ tyaare (0)| [ (0)] + [a(z)w, (0)] | (0)]

IN

Integrando a desigualdade anterior de 0 até L segue que:

| 1P < [ il OO+ [ feas ) aa(0)fd +
v / e (011 (0) |z + v / tyns (0)][t0p ()] +

+ [ @l Ol 0)ds

Usando (3.14), temos:

/0 e (0)F < el (0)[[ e (O + vz (0) 1200t (O)| + ¥[[t (0) [ [0 (0)

+V[[tyzaez (0) ||t (0)[] + ca1l|la(z)]| e (| (0) ]
< (ea3(V)[[una(O)|| + vl twea (0) || + [|wrawa (0) |4
+esif|a(@) || o) [[wn (0) || + vl twezea (0) |

Considerando 3o = max {¢s2, 1, v, ca1]|a(x)| L=}, constante independente de v, ja

1
que v € (0, Z_l)’ podemos escrever:

[ (0)]1* < esalltwoll a0, yn w3 0.2) + VN twazea (0)]] (3.37)

Derivando a estimativa (3.31) dada no lema 5 em relagdo a t, e usando a desigualdade

(3.37), temos que:

t t
MMF+/H%MWU+V/HMWW
0 0

IN

ezl (0)?

< s (esalltwoll oo o) + Vv O]

E portanto:

t t
JulP+ [ e+ v [ i < s (ool sy + Vmsss O)IF)
0 0
(3.38)
]
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Combinando as estimativas (3.31) e (3.35) e usando os teoremas de imersao de

espagos de Sobolev, temos que:

u, € L2(0,T: H}(0, L))
1

u,e € L*(0,T; H}(0,L))
e7
Vvu, € L*(0,T; H*(0, L))
Vvu, € L*(0,T; H*(0, L))
Portanto,

u, € C(0,T; Hy(0, L))
Jou, € C(0,T; H2(0, L))

Segue de (3.30) e dos lemas 4 e 5 que:

(3.39)

(uutt7 U) + ((uuuux)ta U) + (uuacxa:t; U) + V(uuazmta U) + V(ul/xa:a:acta U) + (a(l’)uuh U) = 0

(3.40)
Portanto,
(Uwtt; 0) = (= (U lua )t — Unzaat — Vidugat — Vidygazer — A(2) Uy, V) (3.41)
Das limitagoes dadas em (3.39) podemos escrever:
Uyt = — (U Uz )t — Unzaat — Vidugat — Vidugazaor — A(T) Uy (3.42)

A igualdade dada em (3.42) é vélida em L?(0,7; H=%(0, L)), independente de v.
Antes de iniciarmos a demonstracao do teorema 10, observamos que quando v — 0
existe uma sequéncia de fungoes u,, satisfazendo (3.30) e os lemas 5 e 6, o que implica
que existe uma subsequéncia de u,, ainda denotada por u,, e uma funcao u tal que:

u, > u em C([0,T] x [0, L])
u, *u em L>(0,T;H}0,L))
ul’tE u, em L>(0,T;L*0,L))

ue —u; em  L*0,T;H}(0,L))
Ve x0 em  L%(0,7T; L0, L))

Além disso, temos o seguinte resultado:



o6

Teorema 11. Seja ug € H*(0, L)NH(0, L), ug, = 0. Entdo existe pelo menos uma
solugao fraca do problema (1.3) tal que:

we C(0,T; HL(0, L)

wp € L(0,T; L2(0, L)) N L2(0, T; HA(0, L)) (343)
satisfazendo a sequinte igualdade:
(ug, v) + (Wi, v) + (Ug, Vo) + (a(2)u,v) = (3.44)

onde v(z,t) € uma fungdo arbitrdria de

W = {v e L>(0,T; H*(0,L) N Hy(0,L)); v,(0,t) = 0,t € (0,T)}

A equagdo (3.44) é dita formulagao variacional abstrata, ou formulagao fraca
do problema (1.3). Essa formulagdo é necessaria para a aplicagdo do método dos
Elementos Finitos. Esse assunto serd melhor discutido no proximo capitulo. As
fungdes v € W também pertencem ao espago onde estao as solugoes aproximadas
do problema. Logo, as formulagoes fraca e classica sao equivalentes e portanto

conduzem para a mesma solugao.

1
Prova. J& sabemos pelo teorema 9, que para todo v € (O, Z) a identidade dada
em (3.30) é verificada para uma fungdo v arbitraria em L*°(0,7;L*(0,L)). Em

particular podemos tomar v como sendo uma funcao de W.

Usando as condigoes de fronteira de (3.1), podemos reescrever (3.30), apds integracao

por partes dos terceiro e quinto termos, como:
(Uity V) + (W, V) + (Une, Vaz) + V (Ui, 0) + V(Unia, Vo) + (a(T)uy, v) = 0 (3.45)
Fazendo v — 0 em (3.45) temos:

(ug,v) + (wtty, v) + (Ug, Voz) + (a()u,v) =0 (3.46)
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para todo t € (0,T) e Vv € W.

As condigoes de fronteira u(0,t) = wu(L,t) = 0 sao claramente satisfeitas, e a
condigao de fronteira wu,(L,t) = 0 ¢ satisfeita no sentido fraco. A funcdo ug €

H*(0, L) no teorema 9 satisfaz as seguites condigoes de contorno:
up(0) = v woez(0) = up(L) = wpe(L) + v tpea(L) =0
Entao, quando v — 0, vale:

Considerando as propriedade de u, podemos reescrever (3.46) da seguinte forma:
(Ugy Vag) = — (g, v) — (wtiy, v) — (a(z)u,v) = (F,v) (3.47)

onde F = —u; — uu, — a(x)u € L*(0,L).  Isto significa que u ¢ uma solugao fraca

do seguinte problema de valor de contorno:

Devemos mostrar que a solugao fraca do teorema 11 é regular, e para isto, vamos

usar o seguinte lema.

Lema 7. A solugao fraca de (3.48) é unicamente definida.

Prova. Ver LARKIN (2004) O

Feito isso, observamos que, por outro lado a funcao

1 T x 2 T
up(w) = ky + ko + 5/0 2F(2)dz — x/o 2F(z)dz 4+ %/0 F(z)dz
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pertence a H?(0, L), pois ug, Ugz, Uozs € Uoeze € L*(0, L), ja que as parcelas de cada
uma dessas fungoes pertence a L*(0, L). Além disso, uo(0) = 0 para qualquer

F € L*(0, L) e satisfaz a equagao

Conhecida a funcao F, as constantes ky e ko podem ser encontradas de modo que
as condigoes de contorno ug(L) = wug,(L) = 0 sejam satisfeitas. ~ Multiplicando
(3.54) por v € W e integrando por partes, usando as condig¢oes de contorno dadas
acima, segue que:

(o, Vez) = (Fov) YVt e (0,7T) (3.50)

Subtraindo (3.47) de (3.55) chegamos a:
((u—ug), vzs) =0 (3.51)

Do lema 7 concluimos que u — ug =0 = u = up em (0, L). Com ja mostramos
que ug € H?(0,L) entdo, pela igualdade, u € H?3(0,L). Voltando em (3.47)
obtemos que:

U + Uy + Ugr + a(x)u =0
u(0) =u(L) =u,(L) =0
u(z,0) = ug,

Acabamos de mostrar a existéncia de solugoes regulares para (1.3) quando ugy €
H*(0,L) N H)0,L) e up,(L) = 0.  Finalmente, a demonstracdo do teorema 10,
consiste em mostrar a existéncia de solugoes com dados iniciais mais fracos, isto é,

uy € H3(0, L) N HE(0,L).

Prova. (Teorema 10) Para enfraquecer a condigao sobre o dado inicial do problema,
observamos que de (3.14), precisamos que uy € L?*(0, L). De (3.35), omitindo o ter-
ceiro termo positivo do lado esquerdo, passamos o limite quando v — 0 e chegamos
a:

L
Jeael? + / letaal P < easlluols o.cynm .0
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com c33 nao dependente de v.

Portanto, aproximando as fungoes vy € H3(0,L) N HJ(0,L) tal que ug.(L) = 0
por fungoes ugp,, € H*(0,L) N H}(0,L) garantimos a existéncia de solugdes para
o problema (3.1). E fica assim provado a existéncia de solugdo. Para mostrar
a unicidade, consideramos u; e up duas solugoes distintas de (3.47). Tomamos

w = U1 — Uz, temos entao que:

1
Wy +3 [(ul + 'LLQ)/IU] T+ Wyrre + a(w)w = O

2
w(t,0) = w(t, L) = wy(t, L) = 0 (3.52)
w(0,2) =0

A

Multiplicamos a equagao dada do sistema (3.52) por e**w e integramos de 0 até

L. Temos que:
d

E(@’\x, w?)—(eMw,, (ug + uz)w) — A, (uy + ug)w?) + (N Wape, w) = — (a(z)e™, w?)
NV - ~ NV - TV - Vv
n I I3 Iy
(3.53)
Analisaremos, como feito anteriormente, cada parcela de (3.54). Temos:
L L
L = - / eMw, (uy + ug)wdz > / e || ww, || (uy + ug)|dz
0 0
o o Nor 1
> —||lug +U2HLOO/ e lww, |dx > —M/ e ( 26|wm|—|w\) dx
0 0 V2¢e
L L
M
> —Me/ M de — —/ M da
0 e Jo
> —e(eM w?) — cza(e)(e, w?)
L L
L = — )\ / e (ug + ug)widr > —\ / e[|y + ug||w?|dx
0 0

v

L
—)\M/ M wlde = =AM (e, w?)
0

x

L
0
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L L
Iy, = — / a(x)ewidr < Ha(x)HLoo/ Mw? = |la(z)|| pe (e, w?)
0 0
Substituindo essas estimativas em (3.54), temos que:

d

a(e)‘“’,uﬁ) +w2(0,1)+

+3A (M, w?) — N3(eM w?) < e(eM w?) + esae) (e, w?) + AM (M w?)+
Hla(@)]| o (e, w?)

d

E(e”,w2)+w§(0,t)~|—(3)\—s)(em,w§) < ()\3 + c34(e) + AM + ||a($)||Loo) (e“,w2

)
(3.54)
com A e € constantes positivas arbitrarias. Tomamos A = 1 e ¢ = 2 em (3.54) e

obtemos que:

d
E(e“,uﬂ) +w2(0,t) + (e*,w?) < (I+cq(1) + M+ Ha(x)”Loo)l(em,wz)

C35

Como w?2(0,t) > 0, segue entao que:
E(e”&,uﬁ) + (%, w?) < cs5(e”, w?) (3.55)
Integrando (3.55) de 0 até t,

t g ¢ t
/ —(e“,w2)dt+/ (ez,wi)dtgc%/ (e, w?)dt
o dt 0 0
¢ ¢
(e”,w?)(t) — (e, w?)(0) +/ (e, w2)dt < 035/ (e, w?)dt
0 0

t t
(e, w?)(t) +/ (e, w?)dt < (%, w?)(0) + 035/ (e*, w?)dt
0 0
Em particular vale que:

¢
(e”,w?) < 035/ (e*, w?)dt (3.56)
0

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (3.56), concluimos que (%, w?) = 0, o

que implica que ||w|| = 0. Sendo assim, w = 0 V¢ € (0,T). Portanto u; = us. O
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3.3 Decaimento da Energia

Nesta se¢do vamos analisar a influéncia do termo de mecanismo dissipativo a(z)
na energia do sistema estudado. Faremos essa analise baseada no artigo MENZALA;

ZUAZUA; VASCONCELLOS (2002).

Vamos comecar a analise tratando da equacao sem os termos de regularizacgao,

isto é, a equagao dada em (1.3). A energia total desse sistema é dada por:

1 L
B(r) = / u(t, 2)2dz (3.57)
0
Para mostrar o decaimento da energia no sistema (1.3), devemos mostrar que:
gy <o (3.58)
dt - '

Multiplicando a equagao em (1.3) por u e integrando de 0 até L, temos que:

Ly g L L L
/ ——u2dx+/ umxud:cjt/ uqudx—l—/ a(x)u*der = 0
0 2dt 0 0 0

1d [t L L L
- wldr = —/ UgpaWAT — / wruydr — / a(x)udr
2dt Jy 0 0 0
1 L
= ——u3(t,0) — / a(x)u*dr <0
2 0
E portanto, chegamos a:
d L, t 2
—FE(t) = —-u;(t,0) — a(x)u“dr <0 (3.59)
dt 2 0

Ja no caso em que a equagao apresenta os termos de regularizacao, isto é, a
equagdo dada em (3.1), temos a energia total do sistema dada como em (3.57).

No artigo LARKIN (2004) foi demonstrado um resultado sobre o decaimento das
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solugoes para a equagao (3.1) sem o termo a(x) (ver Teorema 5.2). A seguir, ¢ feita

uma anélise da mesma equagao mas agora na presenca desse termo.

1d (F L L L
—— wldr + v / UgaUdr = — / UppaUAT — U / UpprrUAT —
2dt Jo 0 0 0
L L
—/ wruyde — / a(x)udr
1d [t L 10 0 L
—— [ widr — V/ widr = —=u2(0,t) —ui(L,t) — I// u? dx

_ /0 C a(eldn

Usando a desigualdade de Poincaré chegamos a:

2$

L
I/HumHQ—/ a(x)u’dx
0

N | —
SIS

1d [*, 2 Yo 2 L, 2
—— | uidr — vO||u.|* < udr —v||ugl|” = —zuz(0,t) —uy(L,t)—

onde C ¢é dita a constante de Poincaré. Essa constante é de dificil determinagao.
Contudo, quando estamos considerando o espaco de Sobolev W12, ou seja, p = 2,
essa constante é tomada como d (ver o artigo PAYNE; WEINBERGER (1960)),
onde d ¢ o diametro do dominio.WComo 10 nosso caso o dominio ¢ o intervalo (0, L),
entao d = L. Logo,

L e 2 < —2200,8) — (L, 0) — el /L<>2d
2dt0ux v —||ttz < —5%l0, ui(L, V|| Oaxux
1d [F
24t J,

Observe que o lado direito da desigualdade (3.60) ¢ menor ou igual a zero sempre

1 L L
uidr < —§ui(0,t) —uZ(L,t) — (1/ - 1/—) |t ||* — / a(r)u*dr (3.60)
@ 0

que L < 7, 0 que nos leva a concluir que a energia nesse caso satisfaz

d
—Fe(t) < .61
Byey(t) <0 (3.61)

sendo portanto decrescente, onde FE,., denota a energia total do sistema regular-

izado.
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4 ANALISE NUMERICA

Neste capitulo faremos um estudo sobre a convergéncia dos métodos numéricos
utilizados para a resolucao do modelo linear da equacao de Korteweg-de Vries com

termo de damping, dado por:

Ut + Uggy + a( )U ( ) ( )
w(0,4) = u(L, t) = (L ) —0 Vte(0,T) (4.1)
u(@,0) = uo(z) Vo € (0,L)

No capitulo anterior utilizamos um modelo regularizado, dado em (3.1), para
mostrar a existéncia e unicidade de solu¢ao do problema. Portanto, durante a anélise

numeérica, vamos considerar a versao regularizada de (4.1), dada por:

Ut + Uggy + Vlgy + Vgger + a(z)u=0 em (0,T) x (0, L)
w(0,t) = vug,(0,t) = u(L,t) = uy (L, t) + vug, (L, t) =0 YVt € (0,T) (4.2)
u(z,0) = up(x) Vo € (0,L)

Apresentaremos algumas estimativas de erros em espacos de Sobolev, obtidas
entre a solugdo exata u(x,t) e a solugdo aproximada un,(z,t) = up(t) de (4.2),
obtida pelo método dos Elementos Finitos. Vamos dividir o capitulo essencialmente
em duas se¢oes: uma relativa a analise do problema semi-discreto, isto é, quando

consideramos apenas a variavel espacial sendo discretizada e a variavel temporal
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permanecendo continua, e outra relativa a analise do problema discreto, ou seja,

quando as duas varidveis sao discretizadas.

Ja vimos que, de uma maneira geral, a solu¢ao aproximada de um problema pode
ser escrita como uma combinacao linear das fungoes que compoe a base do espago a
qual essa solugdo pertence, como pode ser visto na equagao (1.4). Vamos, a seguir,
introduzir a ideia do método dos Elementos Finitos que permite o calculo dessa

solugao aproximada.

4.1 Método dos Elementos Finitos

Em cada um dos métodos numéricos de proje¢ao, o problema computacional
mais importante é resolver um sistema de equagoes, lineares ou nao lineares. Logo,
¢ importante que a matriz dos coeficientes tenha algumas propriedades que facilitem

a resolugao desse sistema e que a tornem uma matriz bem condicionada.

A matriz dos coeficientes, depende fundamentalmente das fun¢ées base que geram
o subespaco onde estamos procurando a solugao aproximada. Portanto, a ideia prin-
cipal do método dos elementos finitos ¢ introduzir fungoes base de suporte pequeno,
localizado nos pontos nodais dos elementos, isto €, escolhemos fungoes que assumem
alguns valores no intervalo [z;_1,2;,1] e se anulam foram desse intervalo. Essa es-
colha faz com que a matriz dos coeficientes se torne uma matriz em banda, o que
facilita e diminui muito o nimero de operacoes necessérias para a resolucao do sis-

tema.

A escolha dessas fungoes base depende basicamente da regularidade esperada pela
solucao do problema considerado. Neste trabalho, usaremos como base do espago

de solugoes o conjunto de fungoes formado por polinomios de Hermite, assunto que
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serd melhor discutido no préoximo capitulo.

De um modo geral, as funcoes da base sao polindmios de grau k definidas em

cada elemento finito €).. A partir do grau desses polinémios, definimos o espago de

elementos finitos V() N C°(Q), onde
Vi = Vi (Q) = {vn € V; 0}, € P(Q0)}

e vy denota a restri¢ao de vy, ao elemento e e P ¢ o conjunto de polinémios definidos

em §), com graus menores ou iguais a k na variével x.

4.2 Formulacao Variacional

Como foi comentado no capitulo anterior, o método dos Elementos Finitos nao
pode ser aplicado diretamente na equagao dada no sistema (4.2). Para utilizar o
método é necessario determinarmos a formulagao variacional do problema, também
conhecida como formulagao fraca. A formula¢ao matematica original, dada em (4.2),

denomina-se forma classica ou forte.

Para obter a formulagao variacional tomaremos fungoes v € D(0, L). O conjunto
D(0,L) = {v € C>®(0,L);v(0) = v(L) = 0} é chamado espago das fungoes teste
com suporte compacto. Multiplicando a equagao (4.2) por v e integrando de 0 até
L, usando as condigoes de fronteira sobre u, chegamos a:

(g, 0) () + (e, Va2 ) (1) + V(Usa, 0) () + V(Uas, Vea) (£)+
+(a(@)u, v)(t) + v2(0)u(0,2) = 0 (4.3)
(u,v)(0) = (uo,v)

Observe que, para que a formulacdo fraca do problema dada em (4.3) tenha
sentido, as fungoes u, ug, Uz, € L*(0,L) e u(0,t) = w(L,t) = u,(L,t) = 0. Logo,
definimos V' = {v € H*(0, L) N H}(0, L); v.(L) = 0} e tomamos v € V.
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Como D(0,L) ¢ denso em H?(0,L) e V. C H?*(0,L) N H}(0, L), entao D(0, L)
é denso em V. Portanto, no caso continuo, o objetivo é determinar uma fungao

w:[0,T] — H*(0,L) N Hy(0, L) que seja solugao de (4.3), parav € V.

De outra maneira, temos:

{(ut, v) + a(u, v) + v, (0)uy(0,) = 0 (4.4)

(u(0), v) = (uo, v)

considerando a(u, v) = (tg, Vez) + V(Uzz, 0) + V(Ugp, Vaz) + (a()u,v) e v € V.

Ja para o problema semi-discreto, o objetivo é determinar u, : [0,7] — Vj,

solugao do seguinte sistema:

{(U;w vp) + a(up, vp) + Vpe (0, 6)up (0,1) =0 (45)

(un(0),vs) = (uon,vn)

sendo a(u,v) a mesma forma definida anteriormente e v, € V,, = V2 € H*(0,L) N
H}(0, L).

Antes da analise nos casos continuo e discreto, vamos enunciar e provar a seguinte

proposicao:

Proposigao 5. A formaa:V xV — R, dada por a(u,v) = (Ug, Vez) + V(Ugz, V) +

V(Ugz, Vaz) + (a(x)u,v) € bilinear, continua e coerciva em V.
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Prova. Comecaremos mostrando a bilinearidade. De fato,

alu+w,v) = ((u+ W), V) + V(U + W)gs, V) + V(U + W)z, Vo) + (a(x) (0 + w), v)

= (Up + Wy, Vgp) + V(Ugy + Wa, V) 4+ V(Usz + Wag, Vo) + (a(x)u + a(x)w, v)

L L L
= / (g + Wy )Vppdr + v / (Ugy + Wep)vdT + v / (Ugy + Wag ) Vazdx +
0 . 0 0
+/ (a(x)u + a(z)w)vdz
0

L L L L
= / Uy Vg dT + / WyUpedx + U / Ugry VAT + vV / Wy VAT +
0 0 0 0

L L L L
+v / Uy VprdT + 1V / Wy Ve T + / a(x)uvdzr + / a(x)wvudz
0 0 0 0

= a(u,v) + a(w,v)

Analogamente, usando as mesmas propriedades de linearidade das operacoes de

derivacao e integracao, podemos concluir que:

a(u,v+w) = a(u,v (u,w)
a(ou,v) = aa(u,v)
a(u, av) = aa(u,v)

Essas quatro identidades nos permitem afirmar que a forma a(u,v) é bilinear. Para

mostrar a continuidade fazemos:

L L L L
a(u,v) = / Uy Uy dT + U / Ugr0dT + v / Upp Vg AT + / a(zr)uvdz
0 0 0 0

L L L L
= / Up Uy dT + U {(vuw)g —/ umvxdx} +v / Upp Vg AT —|—/ a(x)uvdz
0 0 0 0
L L L L
= / UpVpr T — U / UpUpdr + v / Uy Ve AT + / a(x)uvdz
0 0 0 0
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Entao,

ja(u, v)| =

L L L L
/ Uy Uy dT — U / Uy dT + v / Uy Ve AT + / a(x)uvdx
0 0 0 0

L L L L
/ UpVprdT| + ‘—1/ / Uy Uy dT / Upp Vg dT| + / a(x)uvdz
0 0 0 0

L L L L
< / [t ||V | d + v / |t ||V | d + v / ]um\]vm\dx—l—/ la(x)||u||v|dx
0 0 0 0

< walll[vzell + v lJuall[[oall + v [[uaw|[[[vze]l + [la(@) || oo [l ][]

IN

+v

< maz {1, v, |la(@)|[z=} ([[ull + [Jwall + luaal) ([0 + [vall + [[ve]])

c1(v)
c1(v) ||U||H2(0,L) ||U||H2(0,L)

IN

sendo portanto a forma a(u,v) continua.

Para mostrar a coercividade fazemos

a(v,v) = (g, Vaz) + V(Vsa, V) + V(Vg, Vo) + ( ,0)

L
= / VpUpadT + U / VppvdT + v / v?2 dw + / a(x)vidz
0 0 0
“14d g 2
= ——uvidr +v vmvdx +v vmdx + [ a(x)vide
o 2dx * 0 0 0

1 1 L L L
= —v2(L) — =v2(0) +v / VgpUdT + v / v dw + / a(z)vidz
2 2 0 0 0

L (L L L, L ,
= (v+ 5)5 VppVdr — e | vgvde +v v, dx + a(x)vdx
0 0 0 0
L L L L
_rre / (v, +v*)dx+¢ / vidr + v / v, + ag / vidw
2 Jo 0 0 0

h L L L
<1/ e 6) / v2 dv + ¢ / vidr + (ao _rr E) / vidx
2 0 0 2 0

L
mm{u—VTﬂ,s,ao— y+€} / (v 4+ 02 +v2,)dz
0

v

v

v

2

~~
Cc2

Vv

CQHUH%I?(O,L)



69

tomando € uma constante arbitraria positiva qualquer. Como,

a(v,v) = ol[v][F2 (0.1

concluimos que a forma bilinear é coerciva. O

Demonstrada a proposicao 5, garantimos pelo teorema de Lax-Milgram que os
problemas variacionais abstratos dados em (4.4) e (4.5) tem uma tunica solugao

u,up € V.

4.3 Tempo Continuo

Nesta secao, o objetivo principal é fazer estimativas do erro entre as solugoes
exata e aproximada do problema, isto é, estimar ||u(t) —uy(t)|| em elementos finitos,
para cada t € [0, 7] fixo, em que u(t) e uy(t) sdo solugoes dos problemas (4.4) e (4.5)

respectivamente.

Ja foi provado (ver péagina 90 do livro RINCON; LIU (2011)) que quando o
problema ¢é estacionario, a solugio aproximada u; € VF obtida pelo método de
Galerkin ¢ a projegdo ortogonal da solugio u no subespago V¥ com respeito a forma
bilinear af(.,.), isto ¢, a(u — up,v) = 0 Yo € VE. Como no nosso caso a solugao
do problema (4.4) é dependente do tempo, esse resultado passa a nao ser mais

verdadeiro.
Contudo, podemos definir uma projecao ortogonal, denominada projegao orto-
gonal de Rayleigh-Ritz, com respeito a forma bilinear a(.,.) da seguinte maneira:

P :V-—V
u(t) — Pu(t) = a(t)



70

tal que,
a(u(t) —a(t),vy) =0 Yo, € V¥ para cada t fizo (4.6)

A projegdo @ pode ser vista como a solugao u, € VF obtida pelo método de
Galerkin, e ela serd usada como uma solugao intermediario entre a solucao exata

u(t) do problema (4.4) e a solugao aproximada uy(t) do problema (4.5).

Podemos observar ainda que, sendo % € V* podemos escrevé-la como uma com-

binacao linear das funcdes que compdem a base do espago V¥, isto é,

iz, t) = Z Ui (1) i () (4.7)

De (4.7), podemos denominar a projegdo @ também como interpolante de u em
VE. Isso sera importante pois, sendo @ interpolante, podemos decompor o célculo

do erro em duas partes, isto €,
et) = lu(t) —un(t)| = [(u — @)(t) + (@ — up)(t)] (4.8)

A primeira parcela do lado direito de (4.8) ja tem estimativa dada pelo lema
que sera enunciado a seguir (Estimativa Otima em Espacos de Sobolev), restando

apenas estimar a segunda parcela no subespago V.

Lema 8 (Estimativa Otima em Espacos de Sobolev). Seja u(t) € H**' e @ € V*.

Entao, para cada t fizo, vale que:
lu(t) = @)l < P u(t) |1 (4.9)

onde k >1 € o grau do polindmio interpolador da func¢ao base que gera o subespacgo

vetorial de dimensao finita e m < k

Prova. Ver em ZIENKIEWICZ (2005) O



71

Um outro lema importante ao longo da demonstragao deve ser citado antes da

prova do teorema principal dessa sec¢ao.

Lema 9 (Douglas e Dupont). Sejam u(.,t), u'(.,t) eu’ (.,t) € H*1(0, L), para todo
t € [0,T] e seja u(.,t) o interpolador de u(.,t) em VF para cada t € [0,T]. Entdo,

u'(.,t) satisfaz a mesma estimativa para o erro da interpolagio de u(.,t), ou seja,
[ (#) = @ ()l < SR | (8) 442 (4.10)

onde m <k, k> 1 e ¢ é uma constante positiva independente de u(t) e h.

Prova. Ver em DOUGLAS; DUPONT (1970) O

Com os resultados dados nos lemas 8 e 9 somos capazes de fazer a estimativa
entre as solucoes exata e aproximada, considerando o tempo continuo. Neste tra-
balho, como vamos utilizar a base formada por polinémios ctibicos de Hermite, consi-
deraremos k = 3. As estimativas serao obtidas em relagao a norma L*(0, L), logo

m = 0. A estimativa no tempo continuo é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 12. Seja u(t) sob as hipdteses do lema 9. Entao, o erro absoluto da
aprozimagao de método do Elementos Finitos, dado por (4.8), para cada t € [0,T]

satisfaz a sequinte desigualdade:

lu(t) = un()llz20,2) < esh*[lu(®) s,y (4.11)

Prova. Comegamos a demonstragao observando que a formulagao variacional do
problema, dada na equagao em (4.4), também é vélida se tomarmos v = v, com

v, € VE pois V¥ € H?(0, L) N H(0, L). Portanto,

’

(w (t),vn) + a(u(t), vy) + vae(0, ) up,(0,1) =0 (4.12)
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Subtraindo as equacdes (4.12) e (4.5) e somando e subtraindo as funcdes @ e @ nas

primeira e segunda parcelas respectivamente, chegamos a:
(W — @ +1 —uyvp) + a(u— @+ — up,vp) =0 (4.13)

Sabemos que o erro de aproximagao dado por e = u — uy pode ser decomposto e

escrito em fungao da solugao interpolante @, como em (4.8), isto &,

e(t) = u(t) — un(t) = u(t) — a(t) +a(t) — un(t) = p(t) — (1) (4.14)

Usando a linearidade do produto interno em L?(0, L) e da forma bilinear a(.,.) e a

decomposicao do erro dado em (4.14), reescrevemos (4.13) como:

/ /

(,0 (t)7vh) + (é (t)v Uh) + a(p(t)a Uh) + a(g(t)v vh) =0

Pela definigdo da projecao dada em (4.6), segue que:

/ /

(& (1), vn) + al&(t),vn) = — (p (£),vn) (4.15)

Analisaremos cada parcela de (4.15) separadamente quando consideramos v, = &(t).

Temos:

: L 1d 1d
€0 = [ gew= [ 3Tewa = sTI01

A segunda parcela, a(£(t),v,) é dada por:

g

Il Is I3 I4

com,

L L14d 1 1

L L
I = w6 €) = /0 Contde > v /0 (Eaal[Elda

h h
> > 2 2
z v [I€allllEl = =5 ll&eall” = S 1]
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L
L = vl o) —v / € dr = v)|&sall?
0

L L
I = (a(z)€,¢) :/0 a(z)§*dx > —/0 la(@)[1]*dz > —[la(@)]| < [I€]I*
Por fim, o lado direito de (4.15):

L , L , , 1 , 1
— (0.9 = = [ dear< [ 1lleds < 10106 < 516 1E + 561

Substituindo as integrais dadas acima em (4.15) temos:
2, Lo Lo 2
2dt 2 V2 v 1 1
< (@)l nllEl* + Fl&el® + SIEI + 5110 1” + Sl€1°

Multiplicando a equagao anterior por 2 e integrando de 0 até t segue que:

/ <) dt+/§ dt+2u/||5m|| at

< 2lla(z >||Loo+y+1>/ e dt+/ 10 dt+/§ (0,1)d

t

2 _1€(0)]|1? 2(L.1)dt + 2 o |1?d
lEDIP — €0)] +/Oax< )+ 2 / le-tar
2 112 2
< @la(@) |z~ + v + 1) / let)2de + / o' 12dt + / (0, t)dt
Entao,
lE@IP + / (L, t)dt + 2w / |yl Pt

< €O + @llal)z~ + v + 1) / l€)] dt+/ 1o dt+/§ (0,0)d
(416)

Do lema 9 segue que:

" @)1 = 1w’ (1) = @ ()0 < eh* |l ()] a0,y (4.17)

Integrando (4.17) de 0 até ¢ temos:

t t t
[ W Rd < [ En @ nde < @0 [0 OFuond (418)
0 0 0
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Aplicando a desigualdade de Gronwall em (4.16) e usando a estimativa dada em

(4.18) podemos escrever:

t t
nwW+/5@wwwu/mw%
0 o, . (4.19)
< ||€(0)||2e<2'“@)”Lm“’*”+62h8/ ||ul(t)||§[4(0’L)dt—|—/ €2(0,t)dt
0 0

Vamos analisar o termo ||£(0)|| de (4.21). Temos que:

u(0) = un(0) = u(0) — (0) + a(0) — un(0) = p(0) +£(0)
§(0) = u(0) — up(0) — p(0)

€)= u(0) = un(0) = p(0)] < [u(0) = un(0)] + [p(0)]
Considerando no dado inicial (¢t = 0) que u;(0) = 4(0) temos que:

1£(0)] < 2(p(0)]

Elevando os dois lados ao quadrado, integrando de 0 até L e usando o lema 8 na

desigualdade acima, concluimos que:
€)1 < cshuollsor (4.20)
Usando (4.20) e (4.18), voltamos em (4.16) e obtemos que:

2 tQLd 2 tm?d
mefémxw+uémnt

¢ (4.21)
< C§h8€(2\\a(x)||mo+u+1)HUOH%H(O,L) + 52h8/0 [ (t)”%l4(07L)dt+ Cih8

2[|a(

Tomando ¢2(v) = max {ciele@ltv) 22 21 vale entdo que:

t t
e+ [ e [ el < Ewn {luolfuon + 10 O ormon
0 0

E, em particular,

@I < Awh* { ol + 16 O 0 zime0. }



75

1@ < es(v)h? {HUOHH4(0,L) + Hul(t)HL2(0,T;H4(07L))} (4.22)

De (4.14), (4.22), o lema 8 e as hipoteses do teorema, chegamos finalmente a:

lu(®) = un (D)l r20.0) < esh®[lu(®) ]| 0.y

4.4 Tempo Discreto

Matematicamente é possivel aplicar o método de Elementos Finitos nas duas
variaveis, mas ao fazer isso juntamente com a aplicacao do método de Galerkin,
transformamos o sistema de equacoes resultantes em um sistema acoplado. Esse
sistema acoplado perde propriedades importantes que facilitam sua resolugao, como

pode ser visto no livro STRANG; FIX (1973).

Nesta se¢ao trataremos do caso em que a variavel temporal também é discretizada.
Entretanto, utilzaremos o método das Diferencas Finitas como aproximacao para
a derivada temporal, e manteremos o método dos Elementos Finitos aplicado na
variavel espacial. Nosso objetivo, novamente, é determinar estimativas de erro ||u —

up|| entre as solugoes exata e aproximada de (4.2).

Inicialmente, vamos definir o conceito de norma discreta para uma funcao w
dependente do tempo ¢t. Sendo M o ntimero de intervalos em [0,7], para j =
0,1,...,M — 1 definimos a malha temporal uniforme com passo At = ¢, —t;, e
consideraremos o valor de w no tempo discreto ¢; denotado por w(t;) = w?, e a
aproximacao da derivada temporal como:

Wt —

5 it: _
b Al

(4.23)

Sendo N o namero de intervalos entre [0, L], para i = 0,1,..., N — 1 definimos a
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malha espacial uniforme com passo h = ;;1 — 2; ¢ a norma discreta em L2(0, L)

CO1mo.:

3
ull z2(0.0) = (h Z|u (2) )

As normas discretas nos espagos vetorias L2(0,7; H) e L>=(0,T; H), em que H =
L*(0, L); H} (0, L); H*(0, L) sao dadas por:

”UHEoo(o,T;H) = max {HU]”HJ =0,1,.... M — 1}

iyl .
Il o070y = maa {3 = 0,1, M — 1}

HU“E2(0,T;H) = At Z [

1
1
lull 2oy = A Y w7 2[5,

Para enunciar e demonstrar o resultado referente a estimativa com tempo discreto,

vamos enunciar o seguinte lema:

Lema 10 (Dupont). Seja w um vetor dependente do tempo tal que w™ € L*(0, L)
para j =0,1,2,..., M e suponha At < 1. Entao,

i 12, < er (2|2, + w2

12(0,t4;12(0, L)))
w2, < s (w2, + w2

L2(0,t7;L2(0,L))

onde c7 e cg sao constantes independentes de w.

Estamos prontos para enunciar e demonstrar o principal teorema desta secao.

Teorema 13. Suponha que a solu¢ao do problema (4.2) e suas derivadas tenham a
sequinte reqularidade:

w e L0, T; H40, L) N HE(0

, L))
g, Uge, Uy € L°(0, T H4( , L))
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Se ug € H*(0,L)NH(0, L) entdo a solugao numérica obtida pelo método de Crank-
Nicolson (aprozimagao da derivada no tempo como em (4.23)) satisfaz a seguinte

estimativa de erro:
HU — uhHLoo(O,T;Lz(O,L)) S Cll(h4 + (At)2) (424)

em que c11 € uma constante positiva, independente de h e t, com h € (0,1).

Prova. O erro em um determinado tempo ¢ = ¢,, entre a solu¢ao aproximada u} e a

solucao exata u™ é dado por:

e =u" —uy =u" —u"+a" —up (4.25)

A formulagao variacional dada em (4.4) quando observada no tempo discreto ¢ =
n+ 5 =1, 1 é representada por:

("2, 0) + (w2, 0) + 0 (0)ur (0, t,,1) = 0 Yo € W € H2(0, L) N HY(0, L) (4.26)
em que a forma bilinear a(u,v) e o espago V' sdo os mesmos considerados na segao

anterior.

Somando e subtraindo o termo (u"z,v) em (4.26) temos:
1
(0u™"2,0) + a(u™* 2, v) + vp(0)u (0, £, 1) = (Bu"2 —u" % 0) (4.27)

Observando agora a formulagao variacional dada em (4.5) no mesmo tempo discreto
t=t,1 chegamos a:
1 1

(6u, 2, vh)+a(uz+§,vh)—i—vhx(O)uhx(O,thr%) =0V, € VF ¢ W c H*(0, L)NH}(0, L)

(4.28)
sendo (4.27) e (4.28) validas para cadan =0,1,...., M — 1.

O proximo passo é tomar v = vy, em (4.27). Segue que:

1 1 : nt+3
(0u""2, vy) + a(u""2, vp) + Vhe (0)una (0, £, 1) = (Su"T2 — v 2 ) (4.29)
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Subtraindo (4.29) de (4.28) obtemos que:
(Bu™2 — Suy 2 vp) + a(utE — w2 vy) = (SuE — w2 ) (4.30)

Somando e subtraindo 5" 2 e @™t respectivamente nas primeira e segunda parcelas
de (4.30) implica que:
1
(Surts — 5an+% o) + (5an+% — dup 2 o)+
1
Fa(ut — @ o) da(@tt ) = (GurtE - )
Usando a decomposigao do erro dado em (4.25) no tempo ¢t = ¢, 1peas propriedades

da projegao ortogonal de Rayleigh-Ritz definida anteriormente, chegamos finalmente

a:
n+l
(0672 v) +a(€" 2, 0y) = (0u"*2 — w2, wy) — (5942, 0y) (4.31)
I L I I

Vamos entdo, analisar cada parcela de (4.31) quando tomamos vy, = §”+%. Temos,

) 1 n+1l _ ¢n n+1 n 1
Il = (5§n+§7£n+5) = (5 At 5 75 2+§ ) = Q_At

= o (e =)

(€t —gm e

L = (&77.657) + (a(w)emh emh) 4 (el e th) + (el )
S S0 v [Cametia s [ atieria
2 T 9 2 T 9 0 0 TT
ol

1

1 L 1
o= (geh - theh) = [t - e
0

L 1 il
: / (s — g 2|l 2 da < ot =y E 2 |
0
| R n+1 1, iz
< SldurE R 4 e
L L
I4 — _(6pn+;7§n+;):_/ 5pn+é£n+édx§/ ‘5pn+%||£n+%‘d$
0 0

IN

7 1 n 1 1 n 1 1 n 1
lop™ 2 1E™ 21 < Sllop™ 21" + S 1€ 2|
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Substituindo as parcelas calculadas em (4.31) temos que:

1, . Lenthy Lnthy nil
AL (e > —11e ||2) 5( (L, t) — 5 (& )2(0,) + vl|&ea 2|7

L
< [atwre - [ @tebar e ot - e D
0
1
28 n+i 2 “|lent5 12
#3100 4 Sl
n+1 n n n+3
< lla ( e ll€ 2% + —||£m2||2 Hf 3P+ ||5u &

||5p’”2||2 + g2 2

E, portanto:

1 n n 1 n+d n+
o7 (I = 1) + 5 e + (v =2 ) e e
1 L n+% 1 na-1 ntl 1 n—l—%
< 3wt = G+ (@l + 5 ) 17 P + 5(E7 0.0
(4.32)
Multiplicando (4.32) por 2At, vale em particular que:
ntl
2 = €n)2 < Afldunts — w2 + Afspmt |12+
) (4.33)
r2t (el + 5 ) 4P
Somando (4.33) de n =0,1,..., M — 1 temos que:
X M-1
n+s n+7 n+
1€ = 11> < At Z |2 |+ At Z l9p™ 21+
(4.34)

+2At(||a o + )an”* 2

\—v—/

*
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O termo em destaque (*) pode ser visto como:

M-1 ) M-1 i1 | ¢n 1
3 et = Z (i ZII&”“+€"II2
n=0

1 M-1
< 52 €™+ lig™
1 M M-—1
< (zngnnuz )
n=1 n=0

S, 1 1
< Sl - L - ey
n=0

Voltando em (4.34) temos entao que:

— M—-1
n+l
M2 — €012 < ALY oumts — w22 AL (6T |+

n=0

+28t Ja(o) = + )Zug 12 o ()l + 5 ) 1P
- (el + 3 ) 16

(vt (1oeten )] 161 < [1- ¢ (laton + 3) e+

~~ ~~
m 72
M—-1

M-1
M e ) o e N ([ ) Z e
n=0 n=0
" (4.35)
Observe que, 1 < n; < ni(a(x), At) e, portanto, podemos dividir (4.35) por 7.

Segue que:
772 n4i n+ At n
1EM)2 < \SOHZ Z [ |2 4 Z l5p™+2 2

n=0
+At—(u i + )Zus 1

_ n=0

(4.36)

[e) (At)
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Aplicando a versao discreta do lema de Gronwall em (4.36) temos que:

M-1 M-1

1 ntl 1
leM)2 < %n@n?e@ o EAEY It TR ALYl (437)
n=0 n=0

onde ¢g = co(At).

Vamos analisar separadamente cada parcela de (4.37). Primeiro, podemos observar

que &% = £(ty) = £(0) e portanto, podemos usar a estimativa dada em (4.20). Resta
analisarmos os outros dois termos. No segundo temos:

1 1 1

SumTe — T = — (" — ™) — = (u T

- )= St )

Fazendo a expansao de Taylor nos termos wu(t,.1) e u(t,), considerando o trunca-

mento de termos de ordens superiores, a expressao anterior se torna:

Suts ntg 1 et "
u"tz — ) [(tn, — 8) + (tns1 — s)]u (s)ds
1 ’ tnt1 "
— x| = )t = ) (s
tn
At2 tn+1 "
tn
At2 tn+1 "
= — = u (w) dw
tn

Nas duas dltimas passagens usamos a mudanga de variavel s —t, = At# e o fato de

1
que no método de Crank-Nicolson temos 0 = 7 Portanto,

n 1 AtQ tn+1 " At2 thrl "
[dumts —uy 2 = — = u" (w) dwl|| < == u” (w)]| dw
¢ 8 8
tn tn
n 1 n+l At4 "
[6u™*7 — w2 |? < 6—4HU 1720 tms1:22(0.L) (4.38)

Multiplicando (4.38) por At e somando de n =0, 1,..., M — 1 obtemos que:

M-1 ) o A M-1
At Y floutEr w2 P < — <At 1" 21,0 -Lz(OL))>
; 64 ; B (4.39)

At4 nr

< HHU ||2L2(0,T;L2(07L))
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Por fim, como H*(0,L) C L?*(0, L),

— n 1 n-i,-l At4 "
At Z [6u™> —u 2 < a”“ (w>||%2(o,T;H4(0,L))

Ja no terceiro termo de (4.37) temos:

n+1 _pn 1 tni1 ,
At At

Logo,
I
I+ < 5 [ I s

1
n+ 2
l6p 2|| = AtQHP HL2(tn tni1;L2(0,L)) At”p HL?(tn tni1:L2(0,L))

Multiplicando (4.41) por At e somando n = 0,1, ..., M — 1 temos:

M-1 M-1

n 1 / /
At Z [6p" 42 < Z 10 12200 0220020 < 10 12002200
n=0 n=0

Pelo lema 9 chegamos finalmente a:

M-1

n+i ~ !
At Z 160" 21> < @R%|Jw 1220 7m0,
n=0

Usando (4.20), (4.40) e (4.43) em (4.37) segue que:

l|uol| s + —

].At 1" 1 !/
€47 < Eecin® i e

De (4.44) podemos entdo concluir que:

1§ < cro(h® + At?)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

Usando as estimativas em relacao a £ e p e as hipoteses do teorema, existe uma

constante cq; independente de h e de t tal que:

lu = un | Loo/riz200,0)) < crn(h* + (At)?)

(4.46)

]



83

5 RESOLUCAO DO PROBLEMA APROXIMADO

Neste capitulo trataremos da determinacao da solugao aproximada do problema.
Primeiramente vamos introduzir os polindémios de Hermite, fungoes escolhidas como
base do espago de solugoes do problema, e explicitar o motivo da escolha destas
fungoes. A solucao aproximada sera determinada a partir da resolucao de um sistema
de equacoes diferenciais ordinarias. Para a resolucao desse sistema de equagoes
diferenciais usaremos o método das diferengas finitas, e, portanto, havera uma segao
dedicada ao método. Também dedicaremos uma secao a construcao das matrizes que

compoem o sistema linear decorrente da aplicacao do método da diferencas finitas.

5.1 Polindmios de Hermite

Os polinémios de Hermite sao polinomios de grau 3 e fungoes de classe C*(0, L).
Sao convenientes ao problema devido a formula¢ao dada em (1.3). A base formada
por esses polinomios interpola os valores da fun¢ao e da primeira derivada com

relagdo a variavel espacial nos nos do intervalo (0, L).

Discretizamos o intervalo (0, L) da forma 0 = zy < x; < ... <axzy_1 <zy =L, e
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para cada n6 x; definimos dois elementos de funcao base ¢; e 1); satisfazendo:

n 8 (5.1)

(5.2)

Essas fun¢oes se anulam para x ¢ [x;_1, 2;41]. Considerando uma malha uniforme

com passo h = z;11 — z;, definimos as fun¢oes de Hermite, continuas por partes,

como:
T—x; | _1)\2 T—Tj X Li—1, Li+1
- {JFIEI e
=% | _1V2 (g — 1, T Ti—1,Tit1
V() = { é| " A ! zx §€Z %x:_l,x;j (54)

As funcgoes dadas acima sao representadas graficamente por:

— Phix)

Figura 5.1: Funcoes Base



85

5.2 Funcoes Base Globais e Locais

Na secao anterior, definimos essas fungoes base de uma maneira global, isto é,

definimos uma funcao ¢; e 1; para cada n6 x; € [0, L].

Cada intervalo [z;_1, ;] ou [x;, x;+1] de [0, L] é denominado elemento e é denotado
por e. Para exemplificar, consideramos um intervalo [0, L] = [0, 4] com passo h = 0.5.
A divisao do intervalo em elementos finitos e as funcoes base globais graficamente

sao dadas nas figuras a seguir:

Figura 5.2: Elementos em [0, L]

— Phi(x)

01 ¢ 03

Figura 5.3: Fungao Base Global

Vamos definir também, as fungoes base locais, isto é, as funcgoes ¢; e 1); restritas
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em cada elemento e. Essas fungoes serao dadas por:

e __ e __ y
onde z{ = x; e 5 = w41, para 1 =0,1,..., N.

Elas serao tuteis para que a montagem das matrizes que compoem o sistema
linear que devera ser resolvido seja feita de maneira mais eficiente. Podem ser

representadas graficamente por:

AS)
or

€ €
x5 5

Figura 5.4: Funcao Base Local
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5.3 Meétodo das Diferencas Finitas

Para resolver o sistema de equacoes diferencias ordinarias, utilizaremos o o
método de Crank-Nicolson, que é um método de diferencas finitas usado para re-
solver numericamente a equacao do calor e equagoes diferenciais parciais similares.
E um método de segunda ordem no tempo e no espaco, implicito no tempo e nu-
mericamente estavel. O método foi desenvolvido por John Crank e Phyllis Nicolson
na metade do século 20, como pode ser visto no artigo CRANK; NICOLSON (1947).
Para equacgoes de difusao e para outros modelos, pode-se provar que o método de

Crank Nicolson ¢ incondicionalmente estavel (veja o livvro THOMAS (1995)).

O método de Crank Nicolson é baseado em diferencas centradas no espaco e na
regra trapezoidal no tempo. E a combinacao do método de Euler progressivo em n e
do método de Euler regressivo em n+1. Entretanto, deve-se notar, que o método por
si 86 nao ¢ simplesmente a média desses dois métodos, ja que a equagao apresenta

uma dependéncia implicita na solucao.

Para exemplificar o método, considere a seguinte equacao diferencial parcial uni-

dimensional dada por:

O (s, 00 O
ot % " Ox’ Ox?

Utilizando os métodos de Euler progressivo e regressivo respectivamente para a

: = n n+1 )
aproximagao de F* e F/""" segue que:

uf Tt — P . ou 0%u
T AL T i U, T,y 5 75
At ¢ Oz’ 0x?

1
—u?+ _u?:FnJrl uxta—u@
At ! T O Ox?
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Fazendo a média das duas tultimas equagoes, temos que:
T I | ou 0*u ou 0*u
= | uaxata_a_ F‘n—H U,[L’,t,—,—
At 2 [ ! ( Ox 8x2)+ ‘ ( Ox 8:1:2)]

que é o método implicito de Crank Nicolson.

Definida a base que contera a solucao e introduzido o método para a resolugao do
sistema de equagoes diferenciais resultante, vamos descrever a seguir a determinacgao
da solucao aproximada. Com relagao a base de Hermite, a solucao aproximada de

(1.3), em todos os casos que serao estudados, é dada por:

N

un(t,x) = Y (c;()ds(w) + d; () () (5.6)

j=0
5.4 Solugao Aproximada - Modelo Linear

A solugao aproximada uy, nesse caso, serd determinada nos casos com e sem 0s

termos de regularizacao. Utilizaremos as seguintes formulagoes variacionais:
(u, v) + (Ug, Vaz) + (a(z)u, v) + v,(0)u,(0,2) =0 (5.7)

(g, v) + (U, Vaz) + (a(z)u, V) + V(U V) + V(Ugzy Vaz) + 02(0)uz(0,8) =0 (5.8)

Substituindo (5.6) em (5.7) e (5.8) e tomando ora v = ¢; ora v = 1); chegamos,
respectivamente, aos seguintes sistemas lineares de equacgoes diferenciais ordinérias,

representados matricialmente por:

KX (t)+MX(t)=0 (5.9)
KX'(t)+MX(t)=0 (5.10)
onde as matrizes K, M e M sdo matrizes bloco, dadas por:
(¢, 01) | (5, 9)
K=| ————-— | ————— (5.11)

(@5,%:) | (W5,4)
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M=|-=—— -~ [ (5.12)
(05, %7) + (a(@)dy,vn) | (w5, 97) + (al@)di, ¥y)
G, 00+ vGhdt | (06 4ol 6)
i (05, 07) + (al@)ds, ¢) | +v(y, ;) + alx)iy, ¢i)
M=| ——— | (5.13)
(65, 00) + V(o5 0+ | (W) +v(¥], )
(@, ¥0) + (a(@)gs,8:) | +v(y,97) + al2)iy, i)
e os vetores X (t) e X(t) sdo dados por:
X'(t) = |cy(t) cr(t) ... ex(t) dy(t) dy(t) ... dy(t) ' (5.14)
X(t) = [eo(t) er(t) ... en(t) do(t) di(t) ... dy(t)]" (5.15)

Os valores de ¢; e d; determinam respectivamente o valor da solucao aproximada

e da primeira derivada com rela¢ao a = dessa solugao para cada t € (0,7).

Para resolver os sistemas de equagoes diferenciais ordinarias (5.9) e (5.10) vamos
utilizar o método de diferengas finitas. Em particular, usaremos o esquema de Crank-
Nicolson introduzido anteriormente. Serao consideradas as aproximagoes para o0s
termos X (t) e X (t) quando avaliados no tempo t, = nAt, sendo denotados por

(X™) e X" paran =0,1,2, ..., N. Temos entio que:

, Xn+1 _Xn Xn-f—l + Xn
X{t)="— " X(t) = ——— 5.16
(=" ¢ X()="y (5.16)
Substituindo essas aproximagoes nos sistemas (5.9) chegamos a:
Xn+1 — X" Xn+1 — X
K|————— M| ——— | =0 5.17
() () 617
Por outro lado, quando substituimos em no sistema (5.10) chegamos a:
Xn+1 —_ X" ~ Xn+1 —_ X"
K|————— M|——— | =0 5.18
() () 18

De (5.17) e (5.18) obtemos dois sistemas lineares dados respectivamente por:

(2K + AtM)X™! = 2K — AtM) X" (5.19)
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(2K + AtM) X"+ = (2K — AtM) X" (5.20)

que devem ser resolvidos para cada n =0,1,2, ..., N.

5.4.1 Montagem das Matrizes

Para a resolugao dos sistemas dados em (5.19) e (5.20) precisamos determinar
as matrizes K, M e M. Para determinar essas matrizes, vamos utilizar as funcoes
base ¢(x) e ¥ (x) ja definidas neste capitulo. A escolha dessas duas fungdes como
polinémios de Hermite é fundamental para a otimizacao da resolucao do sistema
linear, isto porque as matrizes resultantes conterao muitos elementos nulos. Esse
tipo de matriz ¢ denominada matriz esparsa e o sistema linear resultante ¢, em geral,

bem condicionado.

Cada matriz global no nosso problema, ilustrado abaixo na dimensao 8 x 8, tem

a seguinte estrutura:

x x 0 0 | = % 0 0
x« ok o« 0 | x x x 0
0 % *x x | 0 x % x
0 0 x % | 0 0 % =
KMM=|- — — — | — — — —
x « 0 0 | = x 0 0
x« ok x 0 | x x x 0
0 % *x *x | 0 x % x
0 0 x x | 0 0 *x x|

sendo cada bloco tridiagonal pois sao utilizadas as defini¢oes das fungoes base dadas

em (5.3) e (5.4).

Para que o célculo desses coeficientes nao nulos das matrizes K, M e M seja feito

de maneira mais eficiente, vamos utilizar as fungoes base locais ¢f, i = 1,2,3,4,



definidas na segao 5.2.
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Na figura 5.4 notamos que para cada elemento e teremos definidas 4 fungoes locais.

Portanto, para cada elemento e, vamos determinar uma matriz local associada, isto

é, K¢ M¢ e M¢. Essas matrizes locais terao dimensao 4 X 4.

Como ja definimos globalmente essas matrizes em (5.11), (5.12) e (5.13), segue

que as matrizes locais associadas a K, M e M sao dadas respectivamente por:

B= 0 kg kg, Ky K
K5 K K K
Mg Mg, M Mg,

e | Ms Mg Mg Mg,
Mg Mg, Mg, Mg,
My Mg, Mg Mg |
NI NI, g NI T

e | M N 15, N,
NI Mg Mg M,
| Nrg, NG Mg,

em que cada elemento é dado respectivamente por:

e

Tg
Kij = /E %Wjdx
Ty

e

A@:/)«ﬁMﬁW+M@%%Mx

e
1

e

- T3
A@zj‘«ﬁM@mﬁw@@m@+uwmA@m+wwﬁ@mx

e
1

com z¢§ e x§ noés de cada elemento e (como na figura 5.4).

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

Calculadas as matrizes locais, o objetivo é determinar como essas matrizes influem

na matriz global e utilizéd-las para a montagem da mesma.

Ja sabemos que as
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matrizes globais sao tridiagonais. Portanto, para as trés matrizes, s6 precisaremos

calcular os elementos associados as seguintes linhas e colunas: i, i(i + 1) e (i + 1)i.

De uma maneira geral, os elementos das matrizes locais sao acumulados na ma-
triz global seguindo um determinado padrao. No nosso caso, como temos matrizes
globais em bloco, as matrizes locais serao consideradas com essa estrutura, isto é,
sendo cada matriz local 4 x 4, entao cada bloco seu tera dimensao 2 x 2. Esses blo-
cos locais contribuirao aos seus respectivos blocos globais, ou seja, o primeiro bloco
local contribuiré apenas para o primeiro bloco global, o segundo local apenas para o
segundo global e assim por diante. Mais a frente essa montagem estara representada

em uma figura.

Até este momento, nao levamos em conta na resolucao aproximada do problema
as condigoes de fronteira dos problemas dadas nos sistemas (4.1) e (4.2). Como esses
problemas levam a resolugao de dois sistemas lineares diferentes, dados respectiva-
mente em (5.9) e (5.10), vamos impor as condigoes de fronteira separadamente em

cada problema.

No problema dado em (4.1), sabemos que a soluc¢ao exata é conhecida em zg = 0
e ry = L. Além disso, conhecemos o valor da primeira derivada da func¢ao também
em xy = L. Logo, para determinarmos a solucao aproximada, determinada pelas

componentes do vetor dado em (5.15), devemos impor que ¢y = cy =0 e dy = 0.

Entéo, o sistema global dado em (5.9) que tinha dimensao (2N + 2) x (2N + 2)
passa entao a ter dimensao (2N — 1) x (2N —1).

Ja no problema dado em (4.2), a solucao exata é conhecida nos mesmo pontos

citados anteriormente e além disso precisam ser satisfeitas as condigoes:

Vg (0,1) = ugp(L,t) + vug, (L, t) =0 (5.27)
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Contudo, essas condicoes ja foram impostas durante a obtencao da formulacao
variacional do problema no caso regularizado, dada em (5.8). Logo, na resolugao
do sistema linear, devemos impor apenas que ¢y = ¢y = 0. E, portanto, o sistema
global dado em (5.10) que tinha dimensao (2N + 2) x (2N + 2) passa a ter entao

dimensao (2N) x (2N). Esses dois casos estao ilustrados nas figuras a seguir.

[« 00 |« + 0 0] : —— &
< % % 0 | % % % 0 . % e ok %
0 % = = | 0 = =x = * ok | 0 = =
00 % % | 0 0 % = - ——
KMM=|- - - - | - — — — = KMM=|4 - - [
x % 0 0 | % % 0 0 * 0 | % % 0
x % o= 0 | = % x 0 * ok | % = %
0 % = %= | 0 % = = * o | 0 = =
[ 00 = = | 0 0 = =+ | ——— —+—
Figura 5.5: Condigoes de Fronteira (sem regularizagao)
(<« 00« 0 0] | T bt
s % % 0 | % % % 0 5 | = % % 0
0 % = = | 0 = =x = * % | 0 % x x
00 = x | 0 0 = = o I
KMM=|_- - — - | — — - — = K MM= T.__ L | - - - -
x % 0 0 | % %= 0 0 £ 0 | %+ % 0 0
s % %« 0 | % x % 0 - | % % % 0
0 % = = | 0 %= =% = * % | 0 % = =
000 s« % [0 0 s = R |0 0 * =

Figura 5.6: Condigoes de Fronteira (com regularizacao)

Determinadas as dimensoes das matrizes, vamos estabelecer o critério de acumu-
lacao dos elementos das matrizes locais nas matrizes globais, bloco a bloco. Cada
bloco das matrizes globais K, M e M sera preenchida de acordo com um algoritmo.

A seguir, mostramos o algoritmo para a montagem da matriz K.
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if e # nel then
Kee = Kop + K11
if e # (nel — 1) then
Keer1 = K12
end if
if ¢ # 1 then

if e # nel then
Kenerre) = Koy + Ki3
Kener—1ee) = K23
if e # (nel — 1) then
Kefneisire) = Kig

end if

Keem1 = K end if
end if
end if
if e # nel then Kinetyineny = Kas

Kierseje = Kip + Kz if ¢ # (nel — 1) then

Kner—1-e)e = K3 Kinelse)inetre) = Kag + Kz
if e # (nel — 1) then Kinel—14e)(neie) = Kag
Kpers11eye = K Kinelse)inet-14¢) = Kus
end if end if

end if

Figura 5.7: Algoritmo para a Montagem da Matriz Global K

O mesmo procedimento pode ser aplicado as matrizes M e M, trocando os ele-

mentos locais K7; utilizados no algoritmo pelos elementos locais M e M.

No algoritmo dado na figura 5.7, nel é o ntimero total de elementos finitos na
malha espacial, e e é a posi¢ao atual do elemento no contador. A ideia é percorrer
todos os elementos, calcular cada elemento local e ja armazené-lo na sua "posicao

global".

Isso esta exemplificado na figura 5.8. Foram considerados 4 elementos na malha
espacial como na figura 5.2, ou seja, para o algoritmo, nel = 4 e e pode assumir os
valores 1, 2,3, 4. Sera representado o fato de cada matriz local também ser uma ma-
triz em bloco (com blocos 2 X 2) e que seré observado como esses blocos contribuem

separadamente para matriz global.
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KTy
KS,
K3,
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Figura 5.8: Esquema da Montagem da Matriz Global K

5.5 Solugao Aproximada - Modelo Nao Linear

termos de regularizagao. Serao utilizadas as seguintes formulagoes variacionais:

(g, v) + (W, V) + (Ug, Var) + (a(x)u, v) + v, (0)u, (0,£) =0

95

A solugao aproximada uy, também serd determinada nos casos com e sem o0s

(5.28)

(ug, ) + (Wtig, v) + (U, Vor) + (@)U, V) + V(Ugz, ©) + V(U Vo) + 02(0)ug(0,8) =0
(5.29)

Substituindo (5.6) em (5.28) e (5.29) e tomando ora v = ¢; ora v = ; cheg-

amos, respectivamente, aos seguintes sistemas nao lineares de equacoes diferenciais

ordinarias, representados matricialmente por:

KX'(t)+ MX(t)+ B(X(t) =0

KX'(t)+ MX(t)+ B(X(t) =0

(5.30)

(5.31)
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onde as matrizes bloco K, M e M e os vetores X (t) e X(t) sio dados na seciio

anterior e o termo B, que surge do termo nao linear (uu,,v), € um tensor dado por:

Bla)
B=| ——— (5.32)
B®)
onde,
N
B = Z ¢;jCi(05(9i)w, Dr) + ¢;di (5 (Vi) w, Ok) + dici(Vj(di)as dk) + djdi (0 (¥i)z, Bi)
e (5.33)
quando tomamos v = ¢y, e
N
B® = Z Ci(95(9i)as Vi) +¢5di (05 (Vi) as Vi) + i (05 () s Vi) + i (105 (Yi) s V)
R (5.34)

quando tomamos v = V.

Os valores de ¢; e dj, como dito anteriormente, determinam o valor da solugao

aproximada e da primeira derivada com relacao a x dessa solugao para cada t €
(0,7).

Para resolver os sistemas (5.30) e (5.31) iremos linearizar o termo B(X (t)).

5.5.1 Linearizacao do Termo B(X (%))

Vamos fazer a linearizac¢do do termo B(X (¢)) partindo do sistema (5.30). Como é
amplamente utilizado na literatura, vamos linearizar o termo u, do produto uu, que
compoe o termo nao linear. No caso do sistema (5.31) é feita a mesma linearizagao,

com a diferenca apenas de que a matriz M é substituida pela matriz M.
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Usando (5.32), o sistema (5.30) também pode ser escrito como:

KX'(t) + BOc¢;ei(t) + BPcedi(t) + B®dei(t) + BWd;d;(t) +M X (t) =0 (5.35)

B(X(1))

Os termos BY(X(t)), B?(X(t)), B®(X(t)) e B® (X (t)) formam os blocos do

tensor B, representado por:

BX(®) = | =~ | —=——- (536

com

N
BO(X(1) =Y cjei(di(i)as dr) + idi(05 (1) O1)
1,7=0
N
BO(X () = > diei(0(1)e, O1) + didi (8 (1) B1)
My (5.37)
B®(X(t)) = Z ¢iCi(@5(0i)zs ) + ¢idi(D5 (Vi) 2, V)
i,j=0
N
BW(X(t) = dici(Vi(i)e, Yi) + didi(V; (Vi) w, Vi)
1,7=0
Avaliando o termo B(X (t)) de (5.35) no tempo ¢ = t,, segue que:
B(X(t)) = BYc el + BOerdr + BOd} el + BYdld} (5.38)

Se denotarmos por (B(l))” = B(Z)C? com [ = 1,2,3,4, as matrizes decorrentes de

B(X(t)) avaliadas em cada tempo dado t = t,,, podemos reescrever (5.38) como:
B(X(t)) = (BY)y"e! +(B@)d} + (BW) e} + (BW)"d! (5.39)
Finalmente, substituindo (5.39) em (5.35) chegamos a:
KX (t)+ B"X(t)+ MX(t) =0 (5.40)

onde
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em que os blocos decorrem das expressoes dadas em (5.37) quando avaliadas em

t=t,.

O sistema (5.40) é a versao linearizada do sistema (5.30) e para sua resolugao,
assim como no caso linear, vamos utilizar o método de Crank-Nicolson com as aprox-
imagoes dadas em (5.16). Temos entao que:

Xn—i—l —Xn Xn+1 X" Xn+1 X"
K (T) +B" (TJr) +M (TJr) =0 (5.41)

Da equagao (5.41), concluimos que no caso nao linear devemos resolver para cada

n=20,1,2,..., N o seguinte sistema linear:

(2K + AtB" + AtM) X" = (2K — AtB" — AtM)X" (5.42)
ou o sistema

(2K + AtB"™ + AtM) X"t = (2K — AtB™ — AtM)X" (5.43)

também para cada n = 0,1,2,..., N quando estamos considerando a linearizacao do

termo partindo do sistema (5.31).

5.5.2 Montagem das Matrizes

Os sistemas dados em (5.42) e (5.43) também apresentam as matrizes K, M
e M do caso linear, e ja foi determinado como essas matrizes foram construidas.
Portanto, nesta secao vamos focar na determinacao das matrizes B", que mudarao

a cada n. Observe que a matriz B" sera a nos sistemas (5.42) e (5.43).

Assim como na se¢do anterior, vamos determinar as matrizes locais (B")¢ e a
partir delas determinar a matriz global B"™. KEssas matrizes locais também serao

matrizes bloco de dimensao 4 x 4, tendo 4 blocos de dimensao 2 x 2. Apresentam a
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seguinte estrutura:

o o 0 2
(Ba) (Bw) (Biw)" (Bu)" (5:44)
(Bu)™ (Ba)" (Bag)" (Baa)"

(Bu)" =t (p1(#1)z, p1) + At (1(03), 1)

(B12)" = 1 (pa2(01)es 1) + di (9a2(03) 2, 1)

(B13)" = 1 (@3(01)e; 1) + d7 (93(03) 2, 1)

(B1a)" = 1 (@a(01)e; 1) + d7 (a(©3)e, 1)

(Ba1)"™ = c5(01(02)a, p2) + d3 (01(04) 2, P2)

(Baa2)" = ¢4 (p2(02)z, p2) + dy (02(a)z, p2)

(B23)" = c5(¢3(#2)e, p2) + d5(03(01); 92)

(B2)" = 3 (pa(p2)er 02) + d3(pa($a)e, 2) (5.45)
(Bs1)" = 1 (p1(01)e; 93) + d7 (1(03) 2, 3) '
(B32)™ = i (p2(#1), 03) + di(02(93)z, 93)

(Bsa)" = 1 (3(01)z, p3) + A1 (03(03), 03)

(Bsa)" = 1t (pa(#1)z, p3) + A (0a(03)z, P3)

(Ban)" = 3 (1(02) 2, pa) + d5 (@1(0a)s a)

(Ba2)" = 5 (pa(02)e; 1) + di (2(0a) e, P1)

(Baz)" = 5 (03(02)e; pa) + d5 (93(04)e, 1)

(Bua)" = 5 (pa($2)z, pa) + dy (0a(Pa)z, Pa)

As condigoes de fronteira sao inseridas da mesma maneira que foram inseridas
em K, M e M, no caso linear com e sem regularizacao, como pode ser visto nas
figuras 5.5 e 5.6. As dimensbes também se mantém como (2N — 1) x (2N — 1) e

(2N) x (2N) nos casos com e sem regularizagao respectivamente.

Vamos agora explicitar o algoritmo que determina a acumulagao dos elementos
das matrizes locais nas matrizes globais. Podemos observar que como B depende de

n (B™), uma nova matriz sera calculada a cada passo de tempo.

Observe que o algoritmo descrito na figura 5.9 vale do segundo até o pentltimo
elemento finito da malha. Isso ocorre pois as matrizes locais do primeiro e do tltimo
elemento finito sao calculadas separadamente, ji que temos apenas uma parte de

suas entradas contribuindo para a matriz global. A matriz relacionada a e = 1
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for e =2,3.....(nel — 1) do
Beyeei =Dy -1+ DBu
B. .= DB. .+ B»
B, eci = Be ec1+ Bn
Beye=Be1 .+ B

end for

Brei=1 net—1 = Brei—1 net—1 + B!

for e =2.3.....(nel — 1) do
Beey cmtsnel = Bomt em14net + Dia
Boot etnet = Beey eionet + Bus
B, coi4net = Be em1ine + Beg
Be einet = Be eqner + Baa
end for

_ =]
anf’—l 2nel—=1 — Bnﬂ'—l 2nel=1 + Bill%g

fore=2.3....,(nel — 1) do

fore=2.3....,(nel — 1) do

BE—I—HEF e—1 = Be—l—neﬂ e-1 T -B;%l Bf—l—nfi e=1+nel = Be—l—nfi e=l+nel T Bf’ﬂ

Bf—nﬂ' e—1 = Be—nel’ e-1T B-Ll Bf—l—nﬂ' e+nel — Bf—l—ne.’ e+nel T BSL

Bf—l—ne.’ e = Bf—l—?‘sz’ e + Bf’.? Be—neﬁ‘ e—1l+nel — BE—HEI e—1+nel + Bl3

Bf—nﬂ' e = Bf—nﬂ' e + Bl?

end for

Be—nff’ e+nel — Be—nei e+nel T Bl'l

end for

— nel
BQizfﬂ—l nel—1 — B?Tiﬂ'—l nel—1 + B;ﬂ

_ nel
BQHEJ'—I 2nel—=1 — BZ‘neF—l Inel—-1 T B?%l%[

Figura 5.9: Algoritmo de Montagem da matriz B"

contribui com os seguintes elementos:

0O 0 0 0

1 _ O B212 B213 B%4
B =10 Bl Bl Bl (5.46)

0 B, Bl, B

Essa contribuicao ocorre da mesma maneira nos casos com e sem regularizacao.

J& a matriz relacionada ao tltimo elemento finito, e = nel, contribui com

B 0 By 0
0O 0 0 O
nel __

B = Brl 0 Bl 0 (5.47)

0O 0 0 O

no caso sem regularizacao, e contribui com

B 0 By By

0O 0 0 0
B™ = | g nel  gne 5.48
Byt 0 By By ( )

Bt 0 By By

no caso com regularizacao.
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6 SIMULACOES NUMERICAS E CONCLUSOES

Neste capitulo estaremos interessados em determinar solugoes aproximadas para
os problemas dados em (1.3) e (3.1). O capitulo estara basicamente dividido nas
seguintes se¢oes: validagao do método escolhido, convergéncia da solucao do pro-
blema regularizado para a solucao da equacao de KdV, analise da energia do sistema
e ordem de convergéncia do método. Serda também feita a validagao no caso nao

linear.

J& mostramos a existéncia e unicidade de solucao exata para o problema regular-
izado (3.1). Além disso, foi também demonstrado que essa solugdo converge para a
solu¢do do problema (1.3). O que esperamos entao é que a solugao aproximada de

(3.1) também convirja para a solu¢do aproximada de (1.3).

Antes de verificar essa convergéncia, vamos primeiramente mostrar a convergéncia

da solucao aproximada para a solucao exata em cada um dos casos.
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6.1 Validacao do Método

Nao conhecemos a priori a solugao aproximada dos problemas (1.3) e (3.1). Pre-
cisamos entao de parametros para verificar que o método para a obtenc¢ao da solugoes

aproximadas adotado é valido. Para isso, consideraremos os seguintes problemas:

Ut + Uy + Uy + a(x)u = f(t,z) em (0,L) x (0,7)
u(0,2) = ug(x) para x € (0,L) (6.1)
u(t,0) =u(t,L) =u,(t,L) =0 para t € (0,T)

Up + Uy + Uy + V(Ugy + Upges) + a(x)u = f(t, xz) em (0,L) x (0,7)
u(0,z) = up(x) para x € (0,L)
u(t,0) = vug,(t,0) = u(t, L) = u,(t, L) + vuy,(t,L) =0 para t € (0,7T)
(6.2)

onde as forgas f(t,x) e f(t,x) funcionardo como esse parametro. Essas duas forgas
gerarao um equilibrio no sistema e permitirao que as solugoes aproximadas sejam

comparadas com as solucoes exatas que serao conhecidas.

Se o resultado estiver dentro do esperado, isto €, o erro entre a solucao aproximada
e exata for pequeno, podemos afirmar que o método escolhido é adequado, e a partir

dai, fazer simulacoes no caso em que f =0e f = 0.

6.1.1 Modelo Linear

No modelo linear da equagao sem regularizagao, validaremos o método utilizando

o seguinte problema:

Ut + Ugee + a(x)u = f1(t,z) em (0,7) x (0,L)
u(t,0) = u(t,L) = u,(t,L) =0 Vt € (0,T) (6.3)
u(0,z) = up(x) Vo € (0,L)
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Consideraremos a solugao exata de (6.3) dada pela funcao
u(t,z) = 2*(x — L)%*e™! (6.4)
com solugao inicial
uo(r) = u(0, ) = 2*(x — L)? (6.5)

Note que a funcao u(t,x) satisfaz as condig¢oes de fronteira u(t,0) = u(t,L) =
u.(t, L) = 0, e portanto pode ser utilizada como soluc¢ao de (6.3). A forca fi(¢,x),
quando consideramos o termo de mecanismo dissipativo, dado por a(z) = z?, ¢ dada

por:
filt,z) = —2(x— L)?’e "+ (6(x — L)? +36x(x — L) +182%)e ' +2°(x — L)%e™" (6.6)

Nas simulagoes foram considerados L = 1 e T = 1. A discretizacao espacial
e temporal foi feita da seguinte maneira: consideramos o intervalo espacial [0, 1]
dividido nos pontos 0 = x; < 3 < ... < &, < 41 = 1. Analogamente, o intervalo

temporal [0, 1] dividido nos pontos 0 = t; <t < ... < ty, <ty = 1.

Cada malha consta de n+1 e m+1 pontos respectivamente. Os espagamentos nas
duas malhas sao dados respectivamente por: h = — e At = —, quando consideramos
n m
a malha uniforme.

Além disso, vamos tomar h e At sempre da seguinte maneira:

hi = (5x2)* (6.7)

comi=1,2,3,..., N, com N grande o suficiente para que h — 0 e At — 0.

A seguir est@ao os resultados obtidos quando variamos o nimero de elementos

finitos em [0, L] = [0,1] e o ntumero de elementos em [0,7] = [0,1]. As tabelas 6.1
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At Erec0,1:02(0,1))
h=0.1 0.1 6.5862 x 10~4
T=1 0.05 | 5.3616 x 1074

0.025 | 5.0456 x 10~*
0.0125 | 4.5025 x 10~*
0.00625 | 4.3860 x 10~

Tabela 6.1: Comparacao das solugoes exata e aproximada.

At Ere0,1:02(0,1))

h = 0.0125 0.1 2.1288 x 10~
T=1 0.05 1.7427 x 10~*
0.025 | 1.5406 x 1074

0.0125 | 1.3964 x 10~*

0.00625 | 1.3827 x 10~*

Tabela 6.2: Comparacao das solugoes exata e aproximada.

e 6.2 foram obtidas a partir da variacao do espagamento na malha temporal (At)
mantendo o espagamento na malha espacial (h) fixado, sendo h e At tomados como
em (6.7) e (6.8) respectivamente, considerando N = 5. Observe que considerar
N = 5 significa que vamos variar, por exemplo, o nimero de elementos finitos em

[0,1] de 10 até 160, sempre considerando o dobro do niimero de elementos anterior.

As figuras 6.1 e 6.2 a seguir mostram a comparagao entre as solugoes exata e

aproximada em um ponto fixo z € [0, 1].
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Figura 6.1: Comparagao das solugdes em x = 0.5 com h = 0.1.
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Figura 6.2: Comparacao das solugoes em x = 0.5 com h = 0.0125.
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Ja no caso em que a equagao apresenta os dois termos de regularizacao, faremos
a validacao utilizando o seguinte problema:
U + Uggy + V(Ugz + Ugaaz) + a(z)u = fo(t,x) em (0,L) x (0,7T)
u(0,2) = ug(x) para z € (0,L)
u(t,0) = vug,(t,0) = u(t, L) = uy(t, L) + vu.(t,L) =0 para t € (0,T)

(6.9)

Nesse caso, a solucao exata de (6.9) sera dada pela funcao
a(t,z) = 2*(x — L)(z — a)e* (6.10)

com solugao inicial
w(0,2) = 2*(x — L)(z — a) (6.11)
Note que a funcao u(t, z) satisfaz as condigoes de fronteira u(t,0) = vu,,(¢,0) =
u(t,L) = 0. Para garantirmos que a condi¢do de fronteira dada por w,(t,L) +
L?+8vL
Vg, (t, L) = 0 seja satisfeita, devemos ter o = LJ:L—GV A forga fo(t, z), quando
v

consideramos o termo de mecanismo dissipativo dado por a(z) = 22, fica entdo

determinada por:

fo(t, ) = —23(z — L)(x — a)e™" + 20vx3e™ + (60 — 12ar — 12Lv)z?e '+
+(—24a — 24L 4+ 6 Lav + 120v)xe " + (6 La — 24av — 24Lv)e '+
+a%(x — L)(z — a)e™?
(6.12)

Nas simulacoes feitas para esse problema também foram considerados L = 1 e
T = 1. A discretizacgao espacial e temporal foi feita da mesma maneira considerada

anteriormente, sendo os espagamentos nas duas malhas dados como nas equagoes

(6.7) e (6.8).

Os resultados a seguir foram obtidos quando variamos o ntmero de elementos
finitos em [0, L] = [0, 1] e o nimero de elementos em [0, 7] = [0, 1], fixando o valor

de v pequeno, de modo que v — 0.

Novamente, as figuras 6.3 e 6.4 a seguir ilustram a convergéncia da soluc¢ao aprox-

imada para a solugao exata, que pode ser observada nas tabelas 6.3 e 6.4.



| At Erec0,1:02(0,1))
v=10"* v=107"°
h=0.1 0.1 0.0011 0.0011
T=1 0.05 | 8.9736 x 10~* | 8.5460 x 10~*
0.025 | 8.3338 x 10~* | 7.9099 x 10~*
0.0125 | 7.4864 x 10~* | 7.1136 x 10~*
0.00625 | 7.3374 x 10~* | 6.9754 x 10~*

Tabela 6.3: Comparacao das solugoes exata e aproximada.

‘ At Ere,m:12(0,1))
v=10"* v=10"°
h =0.0125 0.1 6.1825 x 10~ | 5.8376 x 10~*
T=1 0.05 | 5.1000 x 10~* | 4.8341 x 10~*
0.025 | 4.3699 x 10™* | 4.0820 x 1074
0.0125 | 4.0295 x 10~* | 3.7790 x 10~*
0.00625 | 3.9977 x 10~* | 3.7585 x 10~*

Tabela 6.4: Comparacao das solugoes exata e aproximada.

0.035

003 oS [ u05
) - | — wosb

0.025

0.02

0.015

0.01
0

0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 6.3: Comparacao das solugoes em x = 0.5 com h = 0.1.

Na figura 6.5 observamos o comportamento da solu¢ao aproximada uy (¢, z) quando

tomamos h = 0.0125 e At = 0.0125, considerando v = 107° fixado.
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Figura 6.4: Comparagao das solugdes em x = 0.5 com h = 0.0125.
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Figura 6.5: Comportamento da solugao aproximada uy,.

6.1.2 Modelo Nao Linear

Para validar o método no caso nao linear, vamos utilizar as equacoes dadas em

(6.1) e (6.2). Assim como na segao anterior, utilizaremos duas fungées, denominadas
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f(t,x)e f (t,x), para que seja possivel fazer uma comparagao entre as solugoes exata

e a solugao aproximada.

No primeiro caso, isto ¢, na equacao dada em (6.1), consideraremos a solugao
exata dada por:

Upeg(t,7) = 2°(x — L) (6.13)

com solugao inicial

Upeg(0,2) = 2°(x — L)? (6.14)

A fungao u,.4(t, x) satisfaz as condi¢oes de fronteira, como na secao anterior.
A forga f(t,z), neste caso, quando consideramos o termo de damping dado por
a(x) = z?, serd dada por:

f(t,x) = —23(x — L)?e " + 23(x — L)?(32*(x — L)* + 22°(x — L))e ?'+
+(6(x — L)? + 36x(x — L) + 182%)e~! + 2°(x — L)%e™!

(6.15)

As simulagoes também foram feitas considerando L = 1 e T' = 1 e as malhas
foram tomadas assim como dado nas equagoes (6.7) e (6.8). Os resultados podem

ser observados nas tabelas a seguir.

At Ereo,1:12(0,1))

h = 0.05 0.1 0.7426 x 10~°
T=1 0.05 8.0589 x 107>
0.025 7.6173 x 107°

0.0125 | 6.7153 x 107°

0.00625 | 6.5387 x 107°

Tabela 6.5: Comparacao das solugoes exata e aproximada.

At Ereo1:2(0,1))

h =0.0125 0.1 9.3973 x 107
T=1 0.05 8.4940 x 107
0.025 7.0890 x 1076

0.0125 | 5.5262 x 1076

0.00625 | 5.4171 x 1076

Tabela 6.6: Comparacao das solucoes exata e aproximada.
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As figuras 6.6 e 6.7, ilustram as convergéncias que estao sendo observadas nas

tabelas 6.5 e 6.6.

0.035
\ ——- u (0,51
B i
0.03 |— w05
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0.025
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0.015
0.01
0 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 6.6: Comparacao das solugoes em x = 0.5 com h = 0.05.

0.035
0.03 [ u,05b
| — wosn
0.025
0.02
0.015
0.01
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 6.7: Comparacao das solugoes em x = 0.5 com h = 0.0125.
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Com relagao a equagao dada em (6.2) usaremos que a solugao exata é dada pela

funcao

Upeg(t,2) = 2° (2 — L) (2 — ay)e™" (6.16)

com posicao inicial

lpeg(0,2) = 2°(z — L) (v — o) (6.17)

Assim como na se¢ao anterior, apenas as trés primeiras condi¢oes de fronteira

sao satisfeitas imediatamente. Para que a tltima também seja satisfeita, devemos

L? +8vL ~
ter = aq = L:—GV A forga f(t,x), quando consideramos o termo de damping
v

dado por a(z) = 2, fica entao determinada por:

f(t,x) = —23(x — L)(z — o )e " 20vade ™ + (60 — 12040 — 12Lv)z%e '+
+(—24aq — 24L 4+ 6Layv + 120v)ze™ + (6Lag — 240qv — 24Lv)e '+
+23(z — L)(z — o) (5a* — 4ana® — 4La® + 3oy Lo?)e 2+
+2°(x — L)(z — aq)e™?

(6.18)

Como nos casos anteriores, as simulacoes foram feitas tomando L =1eT =1
e as malhas escolhidas como nas equagoes (6.7) e (6.8). Os resultados podem ser

observados nas tabelas 6.7 e 6.8 a seguir.

As figuras 6.8 e 6.9 ilustram a convergéncia observada nas tabelas 6.7 e 6.8.
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| At Erec01,02(0,1))
v=10"* v=107"°
h = 0.05 0.1 7.3235 x 10~* | 6.7947 x 10~*
T = 0.05 | 5.9970 x 10~* | 5.5841 x 10~*
0.025 | 5.2873 x 107 | 4.8542 x 10~
0.0125 | 4.8400 x 10~* | 4.4617 x 10~*
0.00625 | 4.7766 x 10~* | 4.4138 x 10~*

Tabela 6.7: Comparacao das solugoes exata e aproximada.

‘ At Ereo1,02(0,1))
v=10"* v=10"°
h = 0.0125 0.1 6.1885 x 10~ | 5.7783 x 10~
T=1 0.05 |5.1102 x 107* | 4.7963 x 10~*
0.025 | 4.3519 x 10~* | 4.0097 x 10~*
0.0125 | 4.0226 x 10~* | 3.7262 x 10~*
0.00625 | 3.9934 x 10~ | 3.7109 x 1074

Tabela 6.8: Comparacao das solucoes exata e aproximada.
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Figura 6.8: Comparacao das solugoes em x = 0.5 com h = 0.05.
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Figura 6.9: Comparagao das solugdes em x = 0.5 com h = 0.0125.

6.2 Ordem de Convergéncia

Os resultados de convergéncia obtidos na analise numérica sao as estimativas de
erro esperadas entre o calculo da solucao exata e a solucao aproximada. Em geral,
essa solugao exata nao é conhecida, entao uma pergunta natural que pode ser feita

é: como garantir que os resultados numéricos obtidos estao corretos?

Nesta se¢ao introduziremos um procedimento conhecido para essa analise, esta-
belecendo uma relagao entre os resultados numeéricos com relagao as estimativas de

erro obtidos no capitulo 4.

Vamos considerar como solugao exata do problema a solugao uN*1(¢,x), com N
muito grande (ou em outras palavras, com espagamento h muito pequeno). Esse N+
1 é o nimero de nés da discretizacao espacial. Construiremos entao uma sequéncia

de solugbes {u;} associadas a diversos tamanhos de malha h;, e calcularemos seus
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respectivos erros. Ou de outra maneira, calcularemos |u; — u”|| para cada i =

1,2,...,N.

Ja sabemos do capitulo 4 que, em tempo continuo, vale a estimativa dada na

equagao (4.11). Logo, para cada i = 1,2, ..., N temos que:

ei = [Jui(t) — u™ ()| r20.1) ~ chi (6.19)

Quando discretizamos o tempo, vale entao a estimativa dada em (4.24). Isto é,
6? = Hu;1 — URTHLOO(QT;LQ(O,L)) ~ Cl(h;’L —|— (Atn)Q) (620)

comn=1,... M +1

Da equagao (6.20), temos entao que:

e | (At,)? At, \?
i = Ty =\——) V 6.21
SN T Bt \ Bt ) " (6.21)

com At, 1 < At,.

A equacao (4.46) nos diz que quando h = At, a taxa de convergéncia numeérica
¢ esperada é p = 2 (expoente da expressao do lado direito). Na teoria esse valor é
constante, como pode ser visto em (6.21), mas na pratica esperamos obter valores
aproximados para p e esses valores dependerao da sequéncia de solucgoes escolhida.

O valor de p sera aproximadamente dado por:

lef )
ln( —
_ lef
=% I/ (6.22)

In 2

Para a construcao das sequéncias de solugoes numeéricas criaremos as malhas

espacial e temporal como nas equagoes (6.7) e (6.8) respectivamente.
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A seguir, estao os resultados referentes a ordem de convergéncia esperada para a

equagao no caso linear com o termo de regularizagao, modelo estudado no capitulo

4.

h=At | Epecor20,0) | P
0.1 5.3708 x 1074 -
0.05 1.0694 x 10~ | 2.32

0.025 2.7367 x 107° | 1.96

0.0125 | 8.6316 x 1076 | 1.66

0.00625 | 4.4702 x 107 | 0.94

Tabela 6.9: Ordem de convergéncia tomando v = 107° e a(x) = 2.

Fizemos simulagoes também considerando o termo de mecanismo dissipativo

sendo constante dado por a(x) = 1.

Obtemos que:

h = At

ELoo(o,T;LZ(o,L)) p

0.1 5.2481 x 1074 -
0.05 1.0173 x 107 | 2.36
0.025 2.3016 x 107° | 2.14
0.0125 | 5.5742 x 1075 | 2.04
0.00625 | 2.2113 x 107¢ | 1.33

Tabela 6.10: Ordem de convergéncia tomando v = 1075 e a(z)

6.3 Convergéncia da Equacao Regularizada para a KdV

Mostramos na se¢ao anterior a convergéncia da solucao aproximada para a solucao
exata, nos modelo linear e nao linear, considerando a equacao de KdV com e sem
os termos de regularizacao. Nesta secao, vamos mostrar que a solugao aproximada

da equacao regularizada converge para a solucao da KdV quando v — 0.
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Esquematicamente, queremos verificar que:

ureg — Uu
T T (6.23)
uvi"leg T) Uh

As tabelas a seguir, verificarao a convergéncia esperada das solugoes aproximadas

como na ultima linha do esquema (6.23). Nessas tabelas, estamos considerando

ELoo(o,T;L2(0,L)) = Hureg - UhHLoo(o,T;LZ(o,L))
Segue que,
[ At Err:20,0)
v=10"* v=10""°

h = 0.05 0.1 0.0011 0.9142 x 1074
T = 0.05 | 8.5823 x 10~ | 8.0940 x 1074
0.025 | 7.7275 x 1074 | 7.2471 x 1074

0.0125 | 7.0222 x 10~* | 6.5866 x 10~*

0.00625 | 6.9110 x 10~* | 6.4881 x 10~*

h =0.0125 0.1 8.3797 x 10~* | 7.9664 x 10~*
T=1 0.05 | 6.9168 x 10~* | 6.5759 x 10~
0.025 | 5.9772 x 10~* | 5.6279 x 1074

0.0125 | 5.4967 x 10~ | 5.1803 x 10~*

0.00625 | 5.4514 x 10~ | 5.1454 x 10™*

Tabela 6.11: Comparagao entre as solugoes u

h

reg

e u (modelo linear).



| At Erec0,1:02(0,1))
v=10"* v=10""°

h = 0.05 0.1 8.2898 x 10~* | 7.6765 x 10~*
T = 0.05 | 6.7812 x 107* | 6.2736 x 10~*
0.025 | 6.1026 x 10~* | 5.6020 x 1074

0.0125 | 5.5614 x 10~* | 5.1083 x 10~*

0.00625 | 5.4720 x 10~* | 5.0320 x 10~*

h =0.0125 0.1 6.1751 x 10~* | 5.6998 x 10~*
T=1 0.05 | 5.1151 x 10~* | 4.7300 x 10~*
0.025 | 4.3745 x 10~* | 3.9718 x 10~*

0.0125 | 4.0479 x 10~* | 3.6869 x 10~*

0.00625 | 4.0192 x 10™* | 3.6715 x 10™*

Tabela 6.12: Comparagao entre as solugoes u

h

reg

6.4 Decaimento da Energia

e u” (modelo nao linear).
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Nessa se¢ao vamos comprovar numericamente o decaimento da energia dos sis-

temas com e sem os termos de regularizagao, nos modelos linear e nao linear. Esse

decaimento foi observado na equagao (3.60).

Para determinar numericamente a energia dada na equagao (3.57), iremos aplicar

o método dos trapézios para o calculo da integral. Isto é,

E(t,) = % [g (u

comn=1,... M+ 1.

N

2(tn7 ml) + 2 ZUQ(tnu xl) + uz(tn7 xN+1)

=2

As simulagoes foram feitas tomando L = T =

)

(6.24)

1, h = At = 0.00625 e nos

casos regularizados v = 107°. O termo de mecanismo dissipativo se mantém como

a(z) = z%. Os resultados obtidos no caso linear e nio linear estao indicados a seguir.
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Energia

Figura 6.10: Decaimento da energia da solu¢ao da KdV (néo linear).

Energia

Figura 6.11: Decaimento da energia da solugao regularizada (néo linear).

6.5 Conclusoes

Neste trabalho fizemos uma analise teérica e numérica para um modelo matematico

que descreve a propagacgao de ondas. Esse modelo foi considerado em um dominio
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limitado na presenca de um termo de mecanismo dissipativo.

Mostramos a existéncia e unicidade de solu¢oes no caso nao linear, assim como
o decaimento da energia do sistema. Obtivemos duas estimativas numéricas refer-
entes ao erro cometido entre a solugao aproximada, obtida através do método dos
Elementos Finitos juntamente com o método das Diferencas Finitas, e a solugao
exata do problema. As simula¢Ges numeéricas, quando a solugao exata do problema
é conhecida, verificaram a eficicia do método aplicado e confirmaram as estimati-
vas obtidas durante a analise numeérica. Além disso, foi verificado numericamente a

convergéncia da solugao do problema regularizado para a solugao da KdV.
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