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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma familia de modelos reduzidos para a mode-
lagem da propagagao de ondas internas na interface entre dois fluidos. Através do
estudo da boa colocacao do sistema linearizado identificamos regioes no espago dos
parametros para as quais as solugoes sao compativeis com modelos mais gerais. Além
disso, para a aproximagao numérica das solu¢oes do problema aplicamos o método
espectral Leap frog fazendo uma discretizacao espectral para a variavel espacial, na
qual usamos a transformada de Fourier discreta a partir da transformada réapida de
Fourier (FFT). A variavel temporal discretizamos pelo método de diferengas finitas
Leap frog.

Este método é usado também na aproximacao do sistema nao linear, conside-
rando a técnica do fator integrante. Apresentamos também exemplos numéricos que
ilustram as vantagens de se usar a técnica do fator integrante.

Palavras-chave: Propagacao de ondas internas, Ondas dispersivas, Boa colocagao
de EDPs, Métodos espectrais, Estabilidade numérica.



Computational modeling of internal waves propagation

ABSTRACT

We present a family of reduced models for modeling the propagation of internal
waves at the interface between two fluids. By studying the well-posedness of the
linearized system we identified some regions in the parameter space for which the
solutions are physically compatible with more general models. Moreover, for the
numerical approximation of the problem solutions, we applied the Leap frog spectral
method by discretizing the spatial variable using the discrete Fourier transform
through the Fast Fourier Transform (FFT). For the temporal variable we discretized
by the finite difference method Leapfrog.

This method is also used in the aproximation of the non linear sistem, considering
the integrant factor technic. We also present numeric examples which show the
advantages of using the integrant factor technic.

Keywords: Propagation of internal waves, Dispersive waves, Well-posedness of
PDEs, Spectral methods, Numerical stability.
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1 INTRODUCAO

A modelagem de ondas internas é de grande interesse no estudo da dindmica ocea-
nica. Elas aparecem, por exemplo, devido a estratificacao gerada pelas diferencas
de temperatura e salinidade nas aguas ocednicas. Estas ondas podem interagir com

topografia profunda e estruturas submergidas assim como com ondas superficiais

(CHOI; CAMASSA, 1996; BONA; LANNES; SAUT, 2008; ZARATE et al., 2009).

As ondas internas sao movimentos de ondas em fluidos de estratificacao estavel, onde
o alcance maximo vertical do movimento ocorre na zona abaixo da interface, que
esté localizada entre as fronteiras (superficie ou fundo) do fluido. A principal forga
restauradora é a gravidade. As ondas internas s@o muito mais lentas e maiores do
que as ondas externas observadas na superficie. Ondas internas também ocorrem na
atmosfera na corrente de ar descendo de uma montanha, e propagada como ondas
ao longo de uma camada de inversao (camada de ar muito estavel) (CHIRIGUAYA,
1989). Se consideramos uma configuracdo de dgua nao pura composta por uma
camada superior e uma camada inferior mais densa, a interface entre as camadas
pode sofrer movimento das ondas. Este é um exemplo de uma onda interna. As
figuras 1.1 e 1.2 mostra as manifestacoes na superficie de ondas internas no mar de

Sulu e no estuério do rio Derwent, em Hobart, Tasméania (TOMCZAK, 2010). O
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Internal Waves

Figura 1.1: Ondas internas no mar de Sulu

periodo dessas ondas foi de 20 minutos.

Figura 1.2: Ondas internas no mar (TOMCZAK, 2010, Figura 10.5)

Ondas internas também podem ser observadas na atmosfera, onde elas viajam na
interface entre o ar quente e ar frio. A Figura 1.3 mostra um padrao de nuvens

produzidas por uma onda interna.

Outro exemplo, é dado em (ZARATE; NACHBIN, 2008) onde as ondas internas
marinhas aparecem quando a concentracao de sal e diferencas de temperatura no
mar geram estratificacao. Eles podem interagir com o fundo da topografia marinha

e estruturas submersas, assim como as ondas da superficie. Em particular, na recu-
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Figura 1.3: Ondas internas na atmosfera (TOMCZAK, 2010, Figura 10.8)

peragao de petroleo em dguas profundas do mar, as ondas internas podem afetar as

operagoes "offshore" e estruturas submersas.

Modelos reduzidos sao um primeiro passo na producao de métodos computacionais

eficientes para resolver problemas de engenharia em oceanografia.

A descrigao matemaética da propagacao de ondas internas na interface entre dois flui-
dos tem sido desenvolvida em estudos sobre modelos reduzidos por pesquisadores da
area. Assim, (CHOI; CAMASSA, 1996; R. CAMASSA, 1999) consideram duas ca-
madas contendo fluidos nao viscosos, imisciveis e irrotacionais, e o fluido mais denso
ocupa a camada inferior. A profundidade da camada superior é bem menor que o
comprimento de onda caracteristico da interface do sistema, ao passo que a profundi-
dade da camada inferior é comparavel ao comprimento de onda caracteristico. Além
disso, eles também consideram profundidades pequenas em relacao ao comprimento
de onda em ambos fluidos. Em outro modelo, estes autores consideram que a pro-
fundidade do fluido inferior ¢ maior. (ZARATE; NACHBIN, 2008) trabalha sobre os
resultados de (CHOI; CAMASSA, 1996; R. CAMASSA, 1999), portanto, considera
um modelo com topografia de tampa plana e profundidade variavel. O trabalho mais
recente desenvolvido por (BONA; LANNES; SAUT, 2008) apresenta varios mode-

los, em varias dimensoes, mas sempre os fluidos tém profundidades semelhantes, e
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as técnicas que usam sao mais gerais.

Por outro lado a parte numérica de propagagao de ondas no contexto de modelos re-
duzidos foi desenvolvida primeiro por (TOMEE; MURTHY, 1998) que consistiu em
um operador da transformada de Hilbert 2L-periddica que é aproximada por uma
formula de quadratura de forma eficiente usando FFT esquema de Crank-Nicholson
no tempo, e aproximagoes por diferengas finitas no espago. (PELLONI; DOUGA-
LIS, 2000) introduzem um método de colocacao discreto totalmente espectral, e usa
um método de Runge-Kutta da quarta ordem para aproximar o tempo. A restrigao
de estabilidade observada experimentalmente é de At = O(N~2). (DENG; MA,
2009) salientam que a discretiza¢do no espago é realizada pelo método espectral
de Fourier, e o tempo aproximado pelo esquema de Crank-Nicholson. (PELLONTI;
DOUGALIS, 2001) usam um método discreto totalmente espectral para achar a
solu¢do numérica do problema. A discretizacao no espago é feita pelo método de
Fourier-Galerkin, e este autor faz a discretizagao explicita do tempo. Neste traba-
lho, o método numérico é desenvolvido usando a discretizacao espectral no espaco,
esquema Leap frog ou Runge-Kutta 4 no tempo e fator integrante para o termo nao
linear.

A teoria matemaética da propagacao de ondas na interface entre duas camadas de
liquidos imisciveis e irrotacionais, com diferentes densidades tem atraido grande
interesse na comunidade cientifica. Esta idealizacao, mesmo levando a modelos
matemaéticos simplificados, apresenta desafios interessantes com relacao a anélise
matematica e numérica das equagoes diferenciais envolvidas (CHOI; CAMASSA,
1996; BONA; LANNES; SAUT, 2008; PELLONI; DOUGALIS, 2000, 2001; DENG;
MA, 2009).

Esses modelos reduzidos podem ser obtidos a partir da analise assintotica das equa-
¢oes de Euler. Em (CHOI; CAMASSA, 1996; R. CAMASSA, 1999), e (BONA;
LANNES; SAUT, 2008) foram apresentados diferentes modelos reduzidos para dife-

rentes regimes assintoticos. Modelos reduzidos no caso de uma topografia variavel
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foram apresentados em (ZARATE; NACHBIN, 2008), e (ZARATE et al., 2009).

Para superar os desafios mencionados anteriormente é interessante termos uma
grande variedade de modelos assintoticamente equivalentes que nos permitam es-
colher aquele ou aqueles modelos com as caracteristicas mais apropriadas. Esse
tipo de estudo foi apresentado em (BONA; CHEN; SAUT, 2002) para um modelo

assintotico de propagacao de ondas de superficie.

Este trabalho tem os seguintes objetivos: obter o modelo matematico da propagacao
de ondas internas; fazer a analise matematica sobre a boa colocagao do sistema no
caso linear; fazer a analise numérica do sistema usando o método de Von Neumann
para analise da estabilidade de esquemas em diferencas finitas usando métodos es-

pectrais; e fazer uma simulacao numérica do sistema nao linear utilizando Matlab.
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2 METODOS DE ANALISE

2.1 A Transformada de Fourier

Assim como os problemas periédicos em intervalos finitos levam as séries de Fourier,
os problemas em toda reta real conduzem as integrais de Fourier. Para entender essa
relacao, seja f uma fungao peridédica, com periodo 2[, integravel, absolutamente in-
tegravel e de classe C! por partes definida no intervalo (—I,1). Sua série de Fourier

na forma complexa é dada por:

+oo
f(l’) _ Z Cneirwrx/l,
e (2.1)

1 /! ,
Cn = 27/ fy)e ™™y, n = 0,41, £2, ..
-1

Note que em ¢, tanto o intervalo de integracao quanto o integrando dependem de [.
Se escrevermos K, = nr/l, para n = 0,41, £2, ..., e substituirmos ¢, na série (2.1)

obtemos

1 & 4
fla)= o G s

n=—oo
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sendo
Ak =

s
l

filk) = / ey,

Definigao 2.1. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida, Y =R ou C e p € [1,00).
Definimos LP(X) = LP(X, A, p, Y) como

LP(X) = {f:X—> Y | fémensuréwele/ |f|pd,u<oo}.
X

Definigao 2.2. Seja Y =R ou C. Uma funcao f: X — Y € dita essencialmente

limitada quando existe algum r € R tal que |f(z)| < r para quase todo x € X, i.e.,
lf| <7 qtp.

Defini¢ao 2.3. Sejam (X, A, p) um espago de medida e Y =R ou C. Definimos
LX(X) =L2X, A, n, Y) como

LYX)={f:X — Y | f é& mensuravel e essencialmente limitada}.

Assim definidos, £P(X) e £°(X) s@o espagos vetoriais reais, respectivamente com-

1/p
T (/X Ifl”du> L felnx)

¢ uma semi-norma em LP(X) e

plexos, além disso

[flle = mf{r = 0] [/l <raqtp}, feLlo(X)

¢ uma semi-norma em £>(X), a semi-norma do supremo essencial.

Defini¢ao 2.4. Sejam (X, A, n) um espago de medida, Y =R ou C e p € [1,00].
Definimos LP(X) = L*(X, A, u, Y') como o quociente de LP(X |, A, u, Y') pela relagao
de equivaléncia f ~ g < f =g q.t.p., i.e.,

LAX) =Al11 felry,



20

onde

fl={9€LP(X)|g=fatp.}

O espago LP(X) é um espaco de Banach para a norma

I, = 1A llps 2 € [1, +oc.

Dado f € L}(R), os seguintes limites existem:

N N
lim /_Mf(x)d:c, e lim |f(z)|dx,

M,N—co M,N—oo |

onde M e N tendem independentemente para infinito, veja (FIGUEIREDO, 1987,
pag. 196). Seja (f),cp+ uma familia de fungdes periddicas tais que f; = f|i-

Pode-se mostrar que a familia de fungoes ( fl(lﬁ)) , converge para
leR

F(r) = / " fy)e vy

e que o seguinte limite existe

l—00 270

PN I N
lim —/ filk)e"™dr = —/ fi(r)e"™ dk.
—l 2m —00

Em particular escolhendo a particdao x, = nAk para a soma de Riemann,

/Oo f(r)e d/{wlliglo Z fi(kn)e"™ AR,

n=—oo

Assim procedemos a dar a defini¢ao da transformada de Fourier de f(x).

Definicao 2.5. Seja f uma funcio de L*(R). A FT de f ¢ denotada por f e definida

como uma funcao de k, sendo

flr) = f(x)e ™ de, rkeR. (2.2)
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A transformada de Fourier f(x) de uma funcio f € L'(R) estd bem definida para

todo k € R e é uma fungao uniformemente continua e limitada com || f|loo < || ]l,-

Proposicao 2.1. (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja f : R — C abso-
lutamente integrdvel e suponha que € seccionalmente continua em cada intervalo

[a,b] CR. Entio f(rk) = 0 quando |k| = oc.

Defini¢ao 2.6. (Espago de Schwartz). O espaco de Schwartz ou espaco das
fungées de decrescimento rdpido, denotado por S(R), € a cole¢io das f : R — C tais
que f € C*(R) e

lim 2"D*f(z) =0

|z| =400

, quaisquer que sejam k,a € N, onde D denota a deriwada de ordem c.

Podemos reconstruir f a partir de f (k) usando a formula da inversa da transformada

de Fourier. Se f € S(R), entdo vale

1 [t .
f(z)=— f(rk)e"™dr, z€R (2.3)

T o oo

Definigao 2.7. (Espacgo de Sequéncias). Sejap € [1,+00). Definimos (P = (P(Z)

como
+oo
*(Z) = {UI (wi)jez | D lwl’ < Oo}a
k=—o00
com norma
+o0 1/p
lull, = ( > !uk!p> :
k=—oc0

O espago (> = (>*(Z) € definido como

= {uz (u)sez | supfug| < +oo} ,
kEZ

com norma

Julloc = sup |ug|.
keZ
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Assim definidos, /P e (> sao espacos de Banach.

Definigao 2.8. (Transformada Semidiscreta de Fourier). Seja f € ¢*. Defi-

nimos a transformada semidiscreta de Fourier (SE'T) como

+00
f(k) = Az Z fie " k€ [-m/Ax, 7/ Ax], (2.4)

j=—o0

sendo x; = jAx, f; = f(x;), Ax = ;11 — x;, para todo j € Z.

Podemos reconstruir f a partir de f usando férmula da transformada inversa de

(2.4)

1 n/Az '
fi= —/ f(r)e"™idr,  j€Z. (2.5)
2m —7/Ax

Esta ¢é a sintese de Fourier. A variavel 2 é a variavel fisica e x é a variavel de Fourier

ou numero de onda.

Exemplo 2.1. Se a funcio R(x) € definida da sequinte maneira

[ 1)2r Se |z|<m,
R(z) _{ 0 Se x| >,

oo . 1
/ R(x)e_mda::/ —e "y
e _p2m

e—iTrk o eiﬂ'k
—2irk
sin 7k

7k

entao

53>
—
x5
SN—
I

A FT da fun¢ao R € portanto a fung¢do sinc.
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Figura 2.1: Funcao sinc(k)

Teorema 2.2. Seja F o operador transformada de Fourier, i.e., f N f Tem-se

as sequintes propriedades:

(i) Linearidade: Para a e b nimeros complexos quaisquer tem-se,

af(x) +bg(xr) > af (k) + bg(x).

(11) Extensao e Compressao: Para cada constante p > 0 tem-se,

f (%) L oflor) e flor) T %f (g) -

(11i) Deslocamento: Para cada constante real ¢ tem-se,

flz —c¢) N f(/-i)e’m.

(iv) Modulagao: Para cada constante real ¢ tem-se,

f@)e™ = fr—ec).
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(v) Derivagdo: Para todo n > 0 tem-se,
1) < ()" f ().
(vi) Convolugao:

(f % 9)(x) T f(r)g(r).

Demonstragao: (i) aplica¢ao direta da definigao e da linearidade da integral. (i7)

Precisamos fazer uma mudanga de variavel s = z/p na FT), i.e.,

f (g) i> /+OO f (E) e—27rm:r:dx _ e f(s)e—Qﬂ'm(ps)d(pS)

P 0o P -
+oo )
=p f(s)e—Qm(pn)st
= pf(pr).

Assim, f(z/p) BN pf(pk). Substituindo 1/p no lugar de p, f(pz) N (1/p)f(5/p),
e o item (ii) é verificado. (ii7) s6 precisamos fazer uma mudanga de varidveis
= 2 —c. (iv) s6 precisamos considerar que e 2™ 2MKT — =2milk—c)r (y) o

s
(vi) (ASMAR, 7777, pags. 401-404).

Exemplo 2.2. Seja a fungao 0 de Dirac definida como:

5(96):{0 se x#0,

400 se x =0,

a qual satisfaz

/joo 5(z)dz = 1.

Pela propiedade (3) de deslocamento sabemos que §(x — a) N e~9%5(k). Portanto
temos que

%(5(90 +a)+0(x—a)) L cos (am)g(/{).
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2.2 Transformada de Fourier Discreta

A transformada rapida de Fourier é um algoritmo implementado em Matlab, e em
outras linguagens que permitem aproximar de maneira eficiente e dinamica a trans-
formada de Fourier Discreta (DFT). Na Transformada de Fourier discreta (DET),
tanto x quanto k sao variaveis periddicas definidas num dominio discreto limitado. O
dominio espacial fundamental que consideraremos sera o intervalo [0, 27| sem perda

de generalidade. Seja N um inteiro positivo par, Az = z;41 —x; = h e

_27T

Az = 2T
TN

Definamos z; = jAx para qualquer j. Assim, a malha de pontos de nosso dominio

fundamental é z1 = Ax,...,.xy_1 = 27 — Ax,xNn = 27.

0 T 2

Ty T3 T2 Tn—-1 TN

Figura 2.2: Malha uniforme

Uma igualdade que devemos lembrar daqui em diante é dada por:

Ax

Seja (3 o conjunto das fungoes definidas em {z;}, veja (TREFETHEN, 2000, pag.
11), que sdo N-periddicas com respeito a j, i.e., 27 - periédicas com respeito a z,

com a norma

lv]]az =

N 1/2
Ax - |vj|2] . (2.7)
j=1
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Como a soma ¢ finita, a norma ¢ finita, assim, toda funcao do tipo exigido pertence

a (%. Assim procedemos a dar a definicao da DFT.

Definigao 2.9. Seja v € (3. A DFT de v é denotada por 0 e definida como sendo

N
: N N
~ —ikx;
Uk:A[E;€ iv;, k:—§+1,...,5. (2.8)
Neste caso, a inversa da DFT ¢é dada pela seguinte formula
R
v = > ey, j=1,..,N. (2.9)
k=—N/2+1

Podemos escrever a DF'T e sua inversa na forma matricial da seguinte maneira: sejam

UV = [1}1,’02, ...,UN]T, D= [QA},N/QJA,?A},N/QJFQ,...,’lA)N/Q]T, ﬁj = j — N/Q, ek = 27T]€/N €

F ¢ uma matriz N x N com entradas Fj;, = "% para j, k =1,..., N, i.e.,

e—i6191 e—i5192 .. e—iﬁleN—1 1
e~ WB201  o—iB2br . —ifefno1
F = ) ] ] ) . (2.10)
6_7;[:}1\/91 e_i[:}NGQ e e_iﬁl\'/GNfl 1
Assim, a DFT é
v = AxFv, (2.11)
e a inversa da DFT é
1 —
v=—F 9. (2.12)
27

Temos que a matriz F' tem colunas ortogonais dois a dois e norma Fuclidiana igual a
: : L . .1 =T

V/N, i.e., a matriz \/—%F é unitaria, a inversa de F & \/—%F . De fato, representemos

F' da seguinte maneira

F=[FOIF®|. |F™N)]
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, sendo F®) as colunas de F, para s = 1,..., N, logo , as entradas do vetor F®) sio

dadas por e “*=N/2)0 para k=1,..., N.

< FO F0) > — 7<8>Tp(p>

_ Zez(kf—)(e —0,)

de onde temos dois casos: se p = s, entao < F(S), FP) >= N esep+# s, entao

N
< F(S)’F(P) > = Zei(k*%)%(pfs)

e

k=
1 — 2w (p—s)/N1N+1
o (s L
1 — ei2m(p—s)/N

1 — 2 (p—s)/N
) (kb
1 — ei2n(p—s)/N

Além disso a DFT de v é tnica.

2.3 [Espacos de Sobolev

Nesta segao introduzimos os chamados espacos de Sobolev (do tipo L?). Estes sdo

extremamente tteis na anélise de equagoes diferenciais parciais. Eles sao os espacos
. ~ /

adequados para usar e fornecem uma classificacao de elementos de P em termos da

. o, . . . .o~ L1
sua suavidade, onde P ¢é o conjunto das distribui¢oes periddicas.

Definigao 2.10. Seja s € R. O espago Sobolev H,
de todo f € P’ tais que

ver = Hoo, ([=m,7]) € o conjunto
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1A =2n Y (L + k) f (k)P < co. (2.13)

k=—00

Em outras palavras, uma distribuigao periodica f pertence a H,,,. se e somente se

((1 + |k‘|2)% f(k))kez € [ = [*(Z). Denotamos por [? = [?(Z) o espago das sequén-

cias @« = oy, k € Z com

1

ez = [% > (1+|k\2)3\ak|2] : (2.14)

k=—o00

Assim f € H?,. se e somente se (f(k)) € 1%; neste caso, ||f||s = Hlez E facil
keZ

per ER)

ver que para s € R, Hj, & um espago Hilbert com respeito ao produto inteiro

(flg), =2m > (L4 k)" f(k)g (k). (2.15)

k=—o0
No caso s = 0, obtemos um espaco de Hilbert que é isometricamente isomoérfico a
L*([—m,7]), o espago das (classes equivalentes de) fungoes com quadrado integrével
no sentido de Lebesgue. Comegamos o nosso estudo dos espacos de Sobolev provando
que eles formam uma sequéncia decrescente de espacos de Hilbert e caracterizando

seus duais topologicos.
Proposigao 2.3. Seja s,r € R. Entao Hy,. — H},,., que ¢, H,, € continuamente

e densamente embebido em Hp . e

||f||’r’ S ||f||87vf E H;er' (216)
Em particular, se s > 0, Hs, C L*([—n,x]). Além disso, (ngr)/, o dual topoldgico

de Hp,,, € isometricamente isomdrfico a H,; para todo s € R. A dualidade é
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implementada pelos pares

(fog)=2m Y f(k)a(k), f € Hyp,g € Hy,,. (2.17)

k=—o00

Prova. E facil ver que

(L+[kP)
(14 [k2)>

quando s > r. Na verdade

o] P 0o 2\7 s £
112 = S0 o (L [P 1 £ )2 = Sop o SHER (1 + [k [2)°) () 2 < ] ]2

Segue que H,,, ¢ continuamente incluso em H,,,.. Em seguida, como P C H,

per per- para

er

todo s € R para mostrar que a inclusao é densa, é suficiente mostrar que P é denso

em H? . Dado g € H?,,. seja g, definido por

per* per

-y = | (k) selk| <n,
gn (k) = { 0,selk| > n.

Entao g, € P e
g = gall? = 20 L+ [E2)71g(R) — Ga(F)[? = 200 (L + [E[2)]9(R)]* — 0
quando n — oo. Se f € H,;

er
S
em Hp, .

é claro que (2.8) define um funcional linear continuo

Inversamente, se ¢ : Hj,. — C ¢ um funcional linear continuo em Hj,,,

pelo lema de Riesz existe um tnico ¢ € H,,, tal que
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I
[\
3
Na)Y
—
5
S~—
—~
—_
+
o
o
S~—
cn
ST
=z
<C
<
m
I
]
=

per?

satisfazendo f(k) = (1+k?)2 (( + k2)§¢(k)) pertence a H . e

. Sendo ¢ € H? ((1 + k)2 gb(k;)) € 2, assim a distribuicdo periddica f € P’
1

(W.g) =2m Y (k) f(k) = (flg), Vg€ Hye,.

Daremos agora o significado preciso para a passagem de que o espago Sobolev for-

. ~ ! .
nece uma classificagao de elementos de P em termos da sua suavidade.

Proposi¢ao 2.4. Seja m € N. Entio f € HJ?, se e somente se & f = fU) € L2

per

j €40,1,2,...,m} onde as derivadas sao tomadas no sentido de P’ Além disso,

1l e

11117 = [Z!Iﬁjfg\ll : (2.18)
j=0

~ . . . . / .
sao equivalentes, ou seja, existem constantes positivas Cy, e C,, tais que

Conll £l < WA < CollfIl7 VF € Hp:

per:*

Prova. Seja f € H' de modo que tenhamos ((1 + |k‘2)%f(k)>kez € . De
GRYFR) < (Lt RS FR) V) € 0,12, om),

Segue que (ik)/f(k) € 12, para todo j = 0,1,2,...,m. Pela propriedade (V) do
teorema 2.2 (versdo periodica) isso implica que &7 f = f@) € L2, para todo j =

0,1,2,....m e [|IflI2, = 7o 17 FII = 27 3272 1K) flluzy < 2m(m + DIISII7,
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Se 07 f
(ZQ(ik)j

f9 € L*([-n, 7)) para todo j = 0,1,2,...,m, é possivel mostrar que
(k )) . Visto que [i/] = 1 e (1 + [ik[*)™ = Y 1" ¢;(ik)¥, temos

1fI = 27 Z (L+ K| (R)]? = 27 Z (ZCJ (ik)” )If(lf)|2

km

k=—o00 k=—o00

= 2 5% 00 (S0 (R FRZ) = 20 ST 10 1) < (2mmazsc) 1111, <
00.

Esta expressao termina a prova. O préximo resultado é conhecido como lema de
Sobolev. Embora sua prova seja muito simples é extremamente 1til em conexao com

aplicacoes da evolucgao das equagoes nao lineares.

Teorema 2.5. Se s > —, entao Hy., — Cpe, €

1 fllee < IIflln < ClIflls VS € Hp,. (2.19)

Prova. Se s > l, a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que
1+[k[2) 2 f(k)

S pea ()] = $ey LA
< S W+ BPYLF0)P] [ (1 1))

= [Z (1+ Iklz)_s] [1£lls < o0 (2.20)

kEZ

[

Assim (f(k)) €' afim

keZ

= 3" f(k)eaplikz)

, converge absolutamente e uniformemente no intervalo [—m, 7]. Portanto, g € Cpe,.
f e g coincidem como distribuigoes. Portanto, pela convergéncia uniforme das séries,

temos

<g,¢>:/wg<> (a daz—/ (Z F(k) exp um)) p(z)dz

- k=—o00
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— Z F(k) /_7r o(z) exp(ikz)dr = 27 Z f(k)p(—k)

k=—o0 k=—o00

= (f,p)Vp € P,

a fim de f = g no sentido de P". A desigualdade (2.19) segue de (2.20) porque

[f@) <D 1f (k)] < Z(lﬂk!z)_s] Iflls Vo & [=m,7]

A continuidade ¢ uma consequéncia imediata da inclusao P C H,,,.
. 1 . .
Seja f,g € H,,.,s > 5. Devido ao lema de Sobolev podemos definir o produto

fg € Cper C P’ pela formula

(fg.0) = / " f@)gle)p(a)de Vo e P. (2.21)

O ponto importante acerca deste produto ¢ de que ele torna H,., para s > %, numa
algebra Banach. Os espagcos de Sobolev sao apropriados para a anélise de equagoes
de evolugao. Quando o dado inicial pertence a um espacgo de func¢oes continuamente
diferenciaveis, em geral a solucao perde regularidade e vive num espaco maior. Este
nao é o caso quando trabalhamos com espacos de Sobolev. Solucoes das equagoes de

evolugao geralmente deixam a mesma condicao inicial do que os espacos de Sobolev.

2.4 Meétodo das diferencas finitas

Gostariamos de substituir a derivada por diferencas finitas substituindo assim a
equacao diferencial por uma equacgao algébrica. Consideremos uma malha uniforme
em x e t, onde k = At e h = Az. Os pontos da malha sdo (t,,;), onde x; = jh,
j=0,+1,£2, ... e t, = nk, n = 0,1,2,.... A solugao u(t,r) é aproximada para
pontos de malha:

vy = v(tn, 7;) = u(nk, jh).
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A fungao v é chamada de fun¢do malha. Seja denotada v = {vf, v, v%,,...}. Para
a seguinte equagao u; = au, consideramos trés esquemas aplicados para (t,, z;):

DA =) = e =)

Este esquema é de primeira ordem de precisao parat e x. A aproximacao da derivada
U, é por diferencas finitas avancadas.

2) %(U;’ZH - U;L) = %(U?H - U?—1)'

Este esquema é de primeira ordem de precisao para t e . A diferenca finita em x é

centrada.
3) ﬁ(%ﬂﬂ - U?_l) = %(U?H - U?—l)

Este é um esquema de segunda ordem de precisao em ambos, t e x. As aproxima-
¢oes das derivadas sao centradas em ambos, t e x. Este é também um esquema do
terceiro nivel, onde os dois anteriores sao do segundo nivel, e o nome é esquema

Leap-Frog.

2.5 Meétodos espectrais

Os métodos espectrais aproximam as derivadas usando decomposicoes espectrais
(CANUTO et al., 2006). No presente trabalho, usaremos séries de Fourier a partir
da transformada rapida de Fourier (FFT). A diferenca é que a transformada semi-
discreta é substituida pela transformada de Fourier (DFT), a qual se calculara de
uma forma eficiente usando a FFT. O nosso periodo basico ¢ um subconjunto de
[0,27]. Quando falamos acerca de uma malha periodica significa que quaisquer
valores dados em um intervalo vem da avaliagdo de uma funcao peridédica. Por
analogia, podemos dizer que o intervalo peridédico é um ciclo de tamanho N quando

o intervalo é infinito e satisfaz

VitmN = Vj, Vi,m e Z.
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Todos os resultados tém analogia para algum N, mas as formulas sao diferentes e
pouco seria ganho se escrevéssemos tudo duas vezes. O espagamento entre pontos

o qual é dado por
™ N

h 2

Seja a transformada de Fourier em N pontos do intervalo, e o espacamento da

do intervalo é h = N,

malha Ax indica ntmeros de ondas diferentes para inteiros miltiplos de 2—” Sao

indistinguiveis no intervalo. E suficiente considerar k € [—%, %] O dominio da
transformada ¢ discreto e limitado. A periodicidade ¢ sobre [0,27] < €** com

nimero de onda inteiro de periodo 2.

2.6 Diferenciacao espectral

Seja v uma fungao periodica de periodo 2. Associamos & v o vetor v = [vy, vg, ..., un]|T
definido por v; = v(x;), j = 1,..., N. Além disso, seja ¥ o vetor correspondente a
DFT de v de acordo com as equagoes (2.15) e (2.16)

DET .
[v1, va, ..., on])" = [0 N/2+1, U N/2+2>-'-7UN/2]T7

) (DFT)~!
[0_N/2+41, V—N/2425 -, Uny2] = [vr, v, . on]

Para a diferenciacao espectral da funcao perioédica v precisamos de um interpolante
de banda limitada de v, o qual é obtido da equagao (2.16) para todo = em vez de
apenas na malha. Para isto, consideramos U_y/2 = Un/2 € substituimos (2.16) por

Nj2

Z e*rig, j=1,..., N. (2.22)
T N/2

onde a prima indica que os termos k = +N/2 sdo multiplicados por 1/2. Nosso
interpolante p(x) sera

N/2

Z e* iy, x € [-n/Azx,7/Ax]. (2.23)

. N/2
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Temos que: 2 (z;) ~ w; = 2

o &(ﬁj)7 IOgO
| A
a ikx; o
wj = o Z (ik)e*™ ity
k=—N/2

. Analogamente para qualquer m > 0 a derivada de ordem m pode ser aproximada

pelo método espectral como:

5 N2
~ m g \mM kT A
o (x;) ~ wJ( ) = P E (1k)™ e vy,
k=—N/2

Métodos alternativos de implementacao podem ser encontrados sem espaco. Em

particular, a transformada de Fourier poderia ser usada:

e Dada v calculamos 0.

e Definimos a w, = 1kvy, exceto wx = 0.
2

e Calculamos w usando w.

Para derivadas de maior ordem, multiplicamos pela poténcia apropriada para ik,

tomando especial cuidado do termo w~ = 0. Para derivadas fmpares se perde a
2

simetria, e temos que wxy = 0, caso contririo wx é dada pela mesma féormula de
2 2

wg. Em conclusao para aproximar a derivada de ordem m:
e Dada v calculamos o.
e Definimos a w}" = (ik)™ 0y, exceto W'} = 0, se o m for impar.
Pl

e Calculamos w™ usando w™.
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2.7 A Transformada de Hilbert

A transformada de Hilbert H de uma fungao f(x) é usualmente definida como sendo

a convolucdo desta com 1/mz (POULARIKAS, 2009, 7.2), i.e.,

Hf)(x) = f(o) % — = Lpy / - %d

T T .

E claro que a transformada de Hilbert é um operador linear, além disso ¢ uma
integral imprépria, j4 que para s = x o integrando tem uma singularidade. Para
solucionar este problema calculamos a integral de forma simétrica em torno de s = =,
de acordo com a seguinte equacao

/W ) 46— tim /H RO G

oo ST e—0t J_o S—T wteS— T

, que é a defini¢ao do valor principal de Cauchy (PV), assim procedemos a dar a

definicao da transformada de Hilbert.

Defini¢ao 2.11. (Transformada de Hilbert) Seja f € S(R). A transformada
de Hilbert de f € denotada como H|[f] e € definida como

Hf](z) = %PV 1) 4. (2.24)

S —X

E necessario redefinir a transformada de Hilbert na faixa. Vamos relembrar a defi-

nicao do operador Ty:

Definigao 2.12. A transformada de Hilbert de g € S(R) na faiza de altura § >0 é
definida como

™

Tslgl(z) = %PV/Q(@ coth (25@ — x))dfc

Devido & definicao nao local da transformada de Hilbert na faixa é necessario

redefini-la quando restringimos nosso problema para um dominio periédico para
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implementagoes numéricas. Para esse efeito, temos em mente sua interpretacao geo-
métrica, ou seja, o operador que transforma a derivada normal da fun¢ao harmonica
na fronteira, na derivada tangencial na fronteira.

Considere o seguinte problema para x periédico em [0,21] (ZARATE, 2007)

b, +b,..=0, —0<2<0,0<z<?2,
®(0,2) = (21, 2),

@.(2,0) = g(2), (229)
O, (z,—9)=0.
Seja & = ma/l. Nas novas coordenadas ®(Z, z) = ®(x, z) satisfaz
(7r/l)2(f>55—l—gf>m:0, —0<2z2<0, 0<z<2m,

0.(7,0) = 9(7),

$.(7,-0) = 0.

Consideremos agora a série de Fourier em 7 € [0,27] na forma complexa (IORIO;
IORIO, 2010, pag. 51)

hE) = % S h(k)e, (2.27)

k=—0c0

com coeficientes dados por

Para solucionar (2.28)

£,0) = g(k). (2.28)

§(k) cosh (kT” (z + 5))
A 7wk/l  sinh (kT’T(S)

1
§(0)[52 + 1], k=0,
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~ 1 &= . -
O(z,2) = gy Z Dk, 2)e™,
_ LS k) cosh (7 (2 4+9) e B(0,2)
C2n = 7k/l  sinh (%4) 21
kA0

com convergéncia uniforme em 0 < Z < 27 e também em —¢§ < z < 0 devido a

sinh (£16) < Jcoth (79) I (2.29)

cosh (2 (2 + 9)) ‘ -

para todo inteiro k& # 0.
Agora precisamos ®,, voltando a variavel original

1 <= §(k) cosh (57 (2 +0)) ihanfl @{1
2 ~—~ wk/l  sinh (&26) 2w 0

Oz, 2) z+ 1], (2.30)

k0

calculando a derivada de ® com respeito a x

1 X dcosh (57 (2 46)) .
®o(w2) = 50 B G — e
Ty

Fazendo z — 0 obtemos a derivada tangencial na fronteira

1 — ~ i cosh (kTﬂ(S) tkxm/l
@, (z,0) = 7 kgog(k)me :
v

Portanto, a transformada de Hilbert na faixa em [0, 27] é dada por

“+o00

1 ‘ kr N\ o
Tio2nl9)(x) = o Z i coth (%5) e/ (k). (2.31)

k0

Note que
T

27 2l
g(k) = / g(T)e M dy = 7/ g(z)e * e/ dy, (2.32)
0 0
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E também importante escrever a composicio da derivada espacial com a transfor-
mada de Hilbert na faixa Tjg [.] porque ela aparece no modelo dispersivo.
1 <X kr km
~/y _nm KT\ ik 4
Toanlgle(17/7) = o > z coth( z 5>e g(k). (2.33)

k=—o0

k0

No dominio discreto €747 = ¢#*327/N " de modo que néo faz diferenca para k =
ko mod N. Finalmente, para a discretizagdo de nosso dominio periodico (ignorando

o efeito do aliasing) temos

N/2

1 km k G .
Tol9)e(25) = o > ——- coth (75> e g, j=1,..,N, (2.34)
k:;;\;/oﬂl

onde §; ¢ uma aproximacao de g(k) pela DET
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3 MODELOS REDUZIDOS DE ONDAS INTER-
NAS

3.1 Familia de modelos

Uma das principais contribui¢oes para a dinamica de fluidos foi dada por Leonhard
Euler (1707 — 1783). Utilizando a segunda lei de Newton, que estabelece que a
variacao da quantidade de movimento de uma porcao de um fluido é igual a resul-
tante das forcas externas que atuam nele, Euler conseguiu estimar a aceleracao de
qualquer particula do fluido. Tendo em consideragao a lei de conservacao de massa,
em 1755 Euler estabeleceu as leis que regem o movimento de fluidos inviscidos, in-
compressiveis e homogéneos, as quais sao de grande interesse pratico em engenharia

(LINAN, 2007). As equacoes de Euler na forma vetorial sao dadas por:

( Du
= _ _ f
Dp
=L _ 0
Dt ’
{ V:u = 0,

com condi¢ao de contorno

u-n=0 em 0€,
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sendo u(t,x),u = (uy, uz, ug) um campo de velocidades, p é a pressao, p(t,x) é a
densidade da particula do fluido na posicao x e no instante ¢, onde consideramos
uma porcao do fluido que, num determinado instante ¢, ocupa a regiao €2;. Sendo o
fluido incompressivel e homogéneo, satisfaz dp/dt = 0 e dp/dx; = 0 para i = 1,2, 3,

entao p(t,x) = po > 0 & constante.

O operador D/Dt, dado por

D
E::&ﬂ—u-v,

¢ conhecido como a derivada material.
E importante ressaltar que o sistema anterior representa uma aproximacao para a
equagao de Navier-Stokes quando as componentes dissipativas sao despreziveis frente
as convectivas. As equagoes de movimento para fluidos viscosos e incompressiveis
sao dadas por:
Du = —EVp + vAu + 1f,
Dt p p
V-u = 0,
com condi¢ao de contorno

u=0 em 08,

sendo v = u/p a viscosidade cinemética e p a viscosidade dindmico. A primeira
equacao do sistema acima é conhecida como equacao de Navier-Stokes. A partir de
agora vamos nos concentrar em um regime de dois fluidos e os modelos resultantes
obtidos a partir das equagoes de Euler. Como ponto de partida consideramos o
modelo reduzido fortemente nao linear (CHOI; CAMASSA, 1996) dado por um

sistema adimensionalizado, que descreveremos abaixo.

3.1.1 Modelo reduzido de Choi e Camassa

Considerando a configuracao bidimensional do sistema de dois fluidos para fundo

plano com tampa rigida na parte superior (figura 3.1), em (CHOI; CAMASSA,
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.

INTERFACE

Figura 3.1: Configuracao fisica do sistema de dois fluidos.

1996) foi obtido um modelo reduzido fortemente nao linear dado em (3.1). Os
autores consideraram o regime assintotico onde a profundidade da camada superior
é bem menor que o comprimento de onda caracteristico da interface entre os fluidos,
enquanto que a profundidade da camada inferior é comparavel ao comprimento de

onda caracteristico, e o fluido mais denso ocupa a camada inferior.

Neste sistema as variaveis t e x representam o tempo e a coordenada no espaco.
As fungoes n(z,t) e u(x,t) representam o deslocamento da interface com relagao a
posi¢ao de repouso e a média da componente horizontal da velocidade do fluido na
camada superior, respectivamente. As densidades das camadas superior e inferior

sao denotadas por p; e py (considera-se que p; < ps).
n— (1 —an)ul, =0

Uy + Qlilly — 1y = \/E%%Kl — an)]; + gam +0(8%?)

(3.1)

Foram introduzidos os parametros adimensionais «, 3 e v, definidos como

amplitude caracteristica das ondas

profundidade da camada superior ’
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correspondente a nao linearidade,

_( profundidade da camada superior 2
comprimento de onda caracteristico

associado com a dispersao, e

profundidade da camada inferior

5:

comprimento de onda caracteristico’
Considera-se adicionalmente que § < 1. O operador 7 representa a transformada

de Hilbert na faixa de altura ¢ definida por

T = 552V [ 1@ ot

onde a integral estd definida no sentido do valor principal de Cauchy. No caso do

(7 — ) di,

regime de dguas profundas (6 — 00), no lugar do operador T5 aparecera o operador
de Hilbert H de forma que:
< . dz
Hif@ =PV [ @

T—x

3.1.2 Familia de modelos reduzidos fracamente nao lineares

Nosso proposito agora é derivar uma familia de sistemas formalmente equivalentes
ao sistema de Choi e Camassa, no regime fracamente nao linear, ou seja quando
a = O(B). Isto sera realizado considerando mudangas nas variaveis dependentes e
usando as relagoes assintoticas de ordem baixa em termos de relagoes de ordem mais
alta. Como ponto de partida usamos o modelo fracamente nao linear de Choi

e Camassa, dado por:
m— [(1—an)ul, =0

3 3.2
I_Lt + aﬂﬂz — Nz = \/B%% [ﬂzt] + éﬂtzz + O<6§> ( )

Consideremos a seguinte relagao assintoética entre a velocidade horizontal média @ e

a velocidade horizontal uy na profundidade ¢y, 0 < (o < 1:

v (CS — %) Upes + O(B). (3.3)

Q_LZUO+§
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O nosso objetivo é derivar uma classe de sistemas assintéticamente equivalentes
a (3.2). Isto serd conseguido fazendo alteragdes nos termos de ordem superior,
usando os termos de ordem inferior sem mudar a ordem de aproximacao das equagoes

iniciais. Derivando (3.3) com respeito a z e a t:

Uy = Uge + 5 (2 — 1) ugpee + O(5?)
{ Uy = Yot + §2(C30— %3) Ugrae + O(5?). (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.2) e desprezando os termos de ordem maior ou igual a 32

obtemos:

B
2

I3

(GG~ 2t + aluo)s = O (B). (3.5)

M — Upz —

Agora ¢é a vez de modificar a segunda equagao do sistema (3.1) e desprezando os

termos de ordem maior ou igual a 3 se obtem:
aﬁz = UUQg + O(ﬂ), a:}ct = UQogt + O(ﬁ2>7 atmc = Uotzx + O(ﬁ2> (36>

Na equagao (3.1) substituimos (3.6) e obtemos

1
Ut + é CS — = | Uzt + QUQUYE — N — \/B—m%[uom] - é“&rxt =0 (5
2 3 P1 3

3
2

) . (3.7)
A partir de (3.5) e (3.7) obtemos o seguinte sistema:

N — Yoz — g (Cg - %) Uozzz + 04(77“0):;: =0 <ﬁ%>

g

(3.8)
Uot + 9 (C§ - 1) Upzat T QUGUOr — Nz — \/E%’E[Uom] =0 (Bg) .

Observacao 3.1. O sistema (3.8) acima, ¢ assintoticamente equivalente ao sistema
fracamente nao linear de Choi e Camassa (3.2), mas considera como variaveis inde-
pendentes a o deslocamento da interface e a velocidade horizontal na profundidade
(oh1 da camada superior. Quando consideramos (? = 1/3 os dois sistemas coinci-

dem.
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A partir do sistema (3.8) acharemos uma familia de sistemas assintoticamente equi-
valentes no caso quando o = O(f) usando a técnica assintética apresentada em

(BONA; CHEN; SAUT, 2002). Partimos da seguinte relagdo assintotica que des-

preza os termos de ordem mais alta:
Tt — Upzr = 0(6)

Ugr — My — \/B%’]:S[Uom] = 0(p). (3.9

Derivando a equagao anterior com respeito a x duas vezes e desprezando os termos

de ordem superior a [ temos:

Uozze = Mtza T O(ﬁ)
Uotex = Nexx + \/BZ_?%(UOtz:m:) + O(ﬁ)

Para isso, introduziremos os nimeros reais Ao, A1, Ay e A3. Tomando )y € R, da

seguinte forma

B B B
§u0xx:c )\0 qux:c + (1 - >\0) ntzx + 0(5)
e substituindo na primeira equacao do sistema (3.8):

Nt — Uoz — (Co > |:)\0§u0x:px +(1- )\o)gﬁtml + a(nug)e = O (5%>

Derivando com respeito de z a segunda equacgao do sistema (3.9):
ot = e+ /BT[] + O(5). (3.10)
1

Nesta equagao aparece o termo Ts[uoy,] assim que aproximaremos ele. Para isso

introduziremos Ay € R da seguinte forma:

\/Euom =X \/Euom +(1 - Az)\/Buom

substituindo (3.10) nesta ultima equagao fica da seguinte forma:

\/BuOtr = AQ\/EUOtI + (1 - >\2)\/B (nxx + \/Ep—j%[uomx]) O <B%>
= )\2 \/Buom 1 - )\2 \/_na:x 1 - )\2 ﬁgj%[uomx] O (ﬁ%>
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logo

(3.11)

Derivando (3.9) com respeito = duas vezes obtemos:
s = oz + /B2 il + O(5).
Desprezando os termos de ordem maior ou igual a 3 3 temos:
Btoias = ez + 0 (57) (3.12)

Substituindo (3.11) em (3.12), e dado que na equagao (3.11) tem termos 75 toma-

remos entao A3 € R da seguinte maneira:

Buotzx — 6)‘37110153333 + (1 - >\3)6u0t:px (313>

Substituindo a equagao (3.13) em (3.11) dai temos:
\/E%(u()xt) = AQ\/E%(UOM) + (1 - AQ)\/B%(W{I?I) + (1 - )\2)ﬁ>\3%7:52(u0txm)
(1= ) (1= 2)8 2T era) + 0(5%).

1

(3.15)
Consideramos \; € R, no momento que aproximamos:
B B g

Euotmc = )\l Euotxz + (1 - )\1)§U0tm (316)

Logo substituimos (3.12) na equagao (3.16) e desprezando os termos de 3 cuja ordem

é maior ou igual a %

guomz = )\1§U0tm + (1 - )\1)

[N

aea] + O (8

g ) . (3.17)

Finalmente substituindo (3.17) e (3.15) na segunda equagao do sistema (3.8) temos:
u0t+§ (Cg - 1) (Aluﬂtmc + (1 - )\1)771‘9:1‘) - )\2\/_2_?7:3[u0$t] - (1 —Az)ﬁ)\sff?[uomx] =
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Nz — QUoUpz + (1 - /\2>\/B%7:5[77$93] + (1 - )‘2)(1 - /\3>ﬁz_?7:52[77m::c] + 0(6%)
Dai:

2
Ugt + (C§ - 1) Alguotm@ - Az\/ﬁ%%[uom] - (1 - )\2)ﬁ)\3 <%) 7:52[u0tzx] = Tz — QUpUQy

(1= D) VLT la] + (1= 21 = WP T ] — (G = 1) (1= M) s + 0 (57)

logo obtemos o sistema:

r 1 3
N — Upzx — (Cg - g) <)\06u0$wz + (1 - /\0)67%1:35) + OZ(UUO) O < §>
Uot + (C 1) >\1§U0tm - )\2 \/B%%[UOM] (1 - )\2 5)\3 ( ) uOta:x =

).

3
2

(G 1) (L= A) s + 08
(3.18)

Introduzindo os parametros reais:

a= (¢ —3) 52 0= (<o —3) 3 e=,
d=A3(1 — /\2) =(1=X)(1 = Ag),

2-1)A -1
f* (C()Q) 1’g:(1_)\1)(<o2 )

h=1-=X,0< ¢ <1,

nas equagoes (3.18), obtemos a seguinte familia de sistemas fracamente nao

lineares:

( e — aﬂntmz = Upg + bBUOxccm - 04(77160)3:

2
P2 P2 — —
Uot — CE \/57:5 {u(]tx] - fﬂu()t:m - dp_%ﬁ%?(UOth) =N QUpUox (319)

2
1
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onde os parametros (g, a, b, ¢, d, e, f, g e h, satisfazem as relagoes

( O§C0§17

q:§<1_CO)>

a+b=np, (3.20)
ct+d+e=1,

f+g9=q,

c+h=1.

\
Esta familia de modelos reduzidos nao lineares apresenta termos nao locais envol-
vendo a transformada de Hilbert numa faixa 7s[-]. Notamos que, de modo geral,

temos uma familia dependente de cinco parametros independentes.

Observagao 3.2. O estudo da boa colocacao da familia de EDPs (3.19) é um
ponto fundamental para estabelecer a utilidade da mesma na modelagem do feno-
meno fisico de nosso interesse. Outros aspectos também muito importantes sao
o desenvolvimento e a analise numérica de métodos aproximados para a resolugao
deste sistema. Estes resultados permitem determinar para quais regioes no espaco
dos parametros iremos obter os métodos aproximados mais eficientes para o estudo

do fendémeno fisico de interesse.

Observacao 3.3. O sistema reduzido correspondente as equacoes de Euler para
fluidos nao viscosos e incompressiveis apresentadas no inicio deste capitulo, dado
pelo sistema fracamente nao linear de Choi e Camassa (3.2), é recuperado quando

consideramosque(ozl/\/g,a:b:d:e:h:g:Qczlef:%.

No regime de aguas profundas, ou seja quando a camada inferior é infinitamente

profunda (§ — o) o sistema (3.19) toma a forma seguinte:

;

Ny — aﬂnmz = Ugz + bBUOmac;r - Oé(’f]Uo)$

>
02 P2 04,2 = . —
tor = ¢ - V/BHuor] — fBuiotas — dp—%ﬁ’H [tota] = 12 — QugUos (3.21)

2
+ h%ﬂ% [ea] + 9BNeae + e%m"’[nm].
1
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Observagao 3.4. Os modelos desenvolvidos devem ser estudados como problemas
de valor inicial. Para isso consideramos as condigoes iniciais n(t = 0,z) = n°(x)
e up(t = 0,7) = ud(z). Adicionalmente poderiam ser consideradas as condigoes
de contorno. Neste trabalho, por simplicidade, iremos considerar as condig¢oes de

contorno periddicas.

3.2 Andlise teodrica

Consideraremos a boa colocagao do problema de valor inicial associado ao sistema
linearizado em espacos de Sobolev (IORIO; IORIO, 2001). Este resultado vira nos
indicar quais sistemas admitem solugoes fisicamente corretas, ou seja, solugoes na
forma de ondas dispersivas como aconteceu com o sistema linearizado associado a

(3.19) e as equagoes de Euler.

3.2.1 Solugao do sistema linearizado

O sistema linearizado na vizinhanca do estado estacionario, onde n = 0 e ug = 0,
¢ obtido quando consideramos o = 0 no sistema (3.19). Nesse caso as equagoes

tomam a forma:

M — aﬁntxx = Uog + bﬁu&mx
Uot +c ( ) \/_7:5 uOtz - ﬁuom - d(%)zﬁ%Q[uOtxx] ="Mz (322)

+h P2 \/_75 [N2z) + 98222 +e( ) B3 M) -

—

Aplicando a transformada de Fourier, usando suas propriedades e que 75[f](k) =
i coth(kd) f (k) obtemos o sistema de EDOs para as funcdes 9 = 7(t, k), o = o (t, k)

(k=0,£1,+£2,...) que representam as transformadas de Fourier de n(t, ) e ug(t, x)
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com relagao a variavel x:

((1+ aBk®)o = ik(1 — bk

2
1+ c%\/gcoth(ké)k + B (f —d <@> COthQ(k(s)) k2] Oy =
1

1

2
ik [1 - h%\/ﬁ coth(kd)k + 3 (e <%) coth?(kd) — g> k2] A
1 1

\

, OUu seja

Ujgﬂ()t = ikw4ﬁ, '
com as fungoes

wi = wi(k) =1+ afk?,

2
wy = wy(k) =1+ Cpﬂ\/ﬁcoth(k(ﬂk + (f —d <%) cothz(k(S)) Bk,
1 1

(3.24)

W3 = U)g(k) =1- bﬁkz,

2
wy = wy(k) =1 — h%\/é coth(kd)k + (e (%) coth®(kd) — g) Bk,
1 1

Observe que para cada k fixo, estas equagoes representam um sistema de duas EDOs.

Em seguida acharemos a solu¢ao deste sistema de EDOs:

w1 0 ﬁt . 0 ws ’f]
. =1k . )
0 wy Uoy wy 0 Ug
logo temos

B R KA R P (FY R

Uor (K, t)

onde
Portanto a solucao tera a forma:

{ (

k,t) }:ez‘ktA(k) :O(k)

S S
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Para calcular a exponencial dessa matriz, diagonalizamos A(k). A partir do polino-

mio carateristico:

) ws
p()\):det[ wa i‘“)\],

obtemos os autovalores A\; = v(k) e Ay = —v(k) onde
ws(k)wa (k)
v(k) = ,

onde

Logo A(k) = PDP~!, onde

Assim obtemos que

okARE _ pikDt p—1 _ cos(w(k)t) i©7 (k) sin(w(k)t)
pet P ( O(k)sin(w(k)t)  cos(w(k)t) )

onde w(k) = kv(k) = ky /3224 (k). Logo a solucdo formal sera escrita em fungao dos

valores iniciais como:

{n(tx) } _ % N exp (ikz + ikt A(k)) { ZO(k) ] , (3.25)

k=—o00

ou seja, a solugao foi escrita como a série:

(e =5: Z{) ovvaomne (3 ) ottt}

k

+
a a - . C o
onde ( b ) e ( bE ) estao diretamente ligados com as condig¢oes iniciais.
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Observacao 3.5. Vale a pena destacar que os termos
ot
( % ) expli(ke + w(k)t)],
k

representam ondas viajantes com velocidades de propagacao Fov(k).

Esta série pode ser interpretada como uma série de Fourier com os coeficientes

definidos como:
+

(£l ] - motesn (5 ) womicitin ()

A convergéncia da série (3.25) sera discutida no caso do regime de dguas profundas

(ou seja, quando § — 0o) onde observamos que as funges neste caso tém a forma

wi = wi(k) =1+ afk?,

2
wy = wy(k) =1+ @\/BW + (f —d <%) ) Bk,
1

P1
W3 = U}3(k’) =1- bﬁk’27

2
wy = wy(K) = 1~ h(22) /K| + ( (2) —g) i
P1 P1
3.2.2 Boa colocacao dos modelos linearizados

Discutiremos as condigdes para que a solugdo dada pela série (3.25) esteja bem

definida.

Lema 3.1. As funcoes w(k) e O(k) serao fungoes reais bem definidas, se w;j(k) >0
para qualquer k, j =1,2,3,4.

Demonstragiao: Basta observar que ©2%(k) = Y% ¢ ¢?(k) = Lais

oo P tém que ser po-

sitivas em regides tais que w;(k) seja positivo para todo k. Como consequéncia

obteremos a seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 3.2. Se os pardimetros a, b, c, d, e, f, g, h, {y pertencem as regioes

Ry, ..., Ry definidas abaizo entao cada termo da série (3.25) estard bem definido.

fa:O,bzﬁ(g_%)70§C0<\/L§
q:%(l_ g)ac7d€R
e=1—-c—d,
2 2 2
f>max{<%> ((6—5—1)2+d—1>—{—q’%02(%> +d<%>} (Rl)
g=q— 1,
(| h=1-c
(a=0,b=4(G-5),0<¢ <,
q:%(l_cg)vc:(LdER
e=1-—d,
f=a(z) (Ry)
| h=1
(a=0b=1(G-1).0<¢ <L,
2
g=1(1-¢)0<c<?2 1—(&)q 1
e=l-c—df=d(2). (Ro)
2
=q—d Z—f) ;
kh—l—c

A regiao Ry abaixo € nao vazia quando % <V2.

2
a—O,b—%(COQ—%),OSCo—min{\%, 1—%(%) }7
q:%(l_cg)ac:LdEQR)
e=—df=q+d(2).

g==—d<%)a
[ h=0
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(a=0b=3(G-$.0<G0 < %

ezl—c—d,c*<c<22(1—|—z—;\/(_]>0nde c*jmax{1,2<1—\/§<2—;>>},
f=a-0-c=d)(2) g=0-c—a)(2),

\hzl—c.
(Rs)
(o> max{p,0}b=p—ap =3 (- 3).oel0.1)
q:%(l_cg>7c7deR7
e=1—c—d,
(1) ’ ? (Re)
o () (50 +a-1) vt (5) +a(2)
g=q—f,
| h=1-c
(a>max{p,0},b=p—a>p:%(COQ_%)>C0€[071],
c=0,d€R,
P22
emtmeds=d(g). (Ry)
s=a-d(3)
[ =1
(a>max{p,0}b=p—ap=3(G—3) G0
2
1=30-@0<e<fi-(2) -1
e=1—c—d, (Rs)
2
—o-az)
kth—c.

A regiao Ry existe quando g—f < V2.
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( 2
a’>maX{p70}7b:p_a7p:%(Cg_%)70§<-0< 1—%('0—2),
q:%(l—goz),c:l,dER,
2

e:—d,f:q—i—d(’;—f) , (Ro)
2
khzO

(o> max{p,0},b=p—a,p=1(¢—1).¢e0,1],
q:%(1_<3)7d€R)

0:1—c—dm*<c<2£1+%vﬁ>mma;ZSMX{L2<1—v@(%>>}7
f=q—(—c=d)(2) g=(1-c—d)(2)

( h=1-c¢
(R1o)
b=0,a=p=3(G-1.0e (F1],
q—%(l—(’g),ezl—c—d,c,dGR,
2 2 2

f>max{<%) ((%)2+d—1>+q5%02 (2—?) —i—d(Z—f) }, (R11)
g = _f7
| h=1-c
(b:()aa: :%(3_%)7C0€<\/L§71:|7
Czovq:%(1_<§>7d€Ra
e=1-—d,

2
r=a(2), (R1z)
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2
ezl—c—d,f:d(i—f>, (Ris)
2
9g=4q d(ﬁ—f>,
L h=1—c.
A regiao Ryy existe quando 22 < %
( 12 1y 1 1 2
b=0>a=p=§Co—§)>73<C0<1—§(Z—f>,
¢g=11-¢),c=1,deR,
2
= ap=gea(a) ()

g=—d (,,1>2,

| h=0

b=0.a=p=5G - .0 (&1].

=3(1-¢@).deR,
ezl—c—d,c*<c<22<1+%\/§)0nde c*jmax{1,2<1—\/§<£—;>)},
f=a-0-c=d)(2) g=(-c—a)(2),

 h=1—-c
(Ris)
a=0,b=0=/ta=1}
e=1—c—d,c,d € R,
f> max{(%f ((“5—1)2+d— 1) +¢; 1¢° <%>2+d<%>2}, (Ris)



A regiao Ryg serd nao vazia quando Z—f <

Y

a:07b:()7C0:\/g’q:%>
c=1,d € R,

a’:()?b:OuCO: %7(]:%7

p1

gz(l—C—d)(%)Z,hzl—c.

-~

Demonstracao da Proposicao 3.2:

2 ~~
Vel 1.1547.

max{l,Q(l—ﬂ(%))}<c<2<1+%\/c_]),d€R,
ezl—c—d>fZQ—(1—c—d)<P—2)2

Y

o7

(Rus)

(Ruo)
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Em concordancia com o Lema 3.1 é suficiente procurar condigoes nos parametros a,
b, c,d, e, f, g, he( para que as fungoes w; sejam positivas para todo & inteiro.
Vamos analisar diferentes casos:

Caso 1:

Para que wy(k) = 1 + aBk? seja maior que zero basta escolher a > 0 e para que
ws(k) = 1 — bBk?* seja maior que zero basta escolher b < 0 sabemos que a +b = p
logo b =p—a onde p = %(Cg — %) logo ¢y > \/Lg Assim sendo, para que b < 0 temos
que ter p < a. Desse modo, para satisfazer isso é preciso que a > max{0, p}.

A partir dai aparecem diferentes situacoes:

a) Paraa > 0, b < 0 entdo a > max{0,p},eb=p—a, onde p = %(Cg—%), (o € [0, 1].
b) Para a = 0 e b < 0. Sabemos que ambas estao relacionadas da seguinte forma
a+ b= plogo b =p, lembrando que p = %((g — %) < 0, portanto 0 < (y < \/Lg

c) Para a > 0 e b = 0 sabemos que ambas estao relacionadas da seguinte forma
a+b=plogo a = p, lembrando que p = %(Cg — %) > 0, logo ¢y > \/Lg, portanto
\/% <G <1

d) Para a =0 e b = 0 portanto {y = \/g Caso 2:

Para que um dos fatores wy ou wy seja quadratico e positivo basta que:

2
a) f—d (;’—f) > (, e seu discriminante obedeca ser menor que zero, ou seja,

() <]

2
b) —g+e (/%) > 0, e seu discriminante obedeca ser menor que zero, ou seja,

Caso 3:
2
Para que um dos fatores wy(k) = 1+ %\/B|k| + (f —d (f;—f) ) BEk? ou wy(k) =1—

2
h(f}—f)ﬁ|k| + <—g +e (Z—f) > Bk?* seja uma fungao linear ou constante precisamos:
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c)e(%) =g, h <0.
d)e(ﬁ—f)2:g,h:0.

Combinando os diferentes casos acima obtemos as regioes introduzidas. Escolhere-

mos algumas regioes para fazer a demostracao, as outras sao similares.

Regiao 6:
Para descrever essa regido usaremos o caso la) em combinacao com os casos 2a) e
2b) para garantir que w;, j = 1,2, 3,4, sejam todos possitivos.

Usando as relagoes descritas em (3.25) e as expressoes seguintes

@(5) <a{r-a()) 42 () +a(z) <

2 (2) <a(—ore(2)) = 0-0r (2) <a(U-a+0-c-a (%))

Considerando ¢ qualquer, assim h = 1 — ¢, obtemos a regiao 6 acima descrita, logo

7= me{(8)" ()"0 et () o)

Regiao 10
Para fazer esta demonstragao usaremos o caso 1a) em combinacao com os casos 2a)

e 3c) para garantir que wj,j = 1,2,3,4, sejam todos positivos.
2 2 2 2

De ¢ (2) < 4(f—d(g—§> ) = > (d+d) (2) ede—gte(2) =0=
2 2

gze(ﬁ—f) assimfzq—(l—c—d)(ﬁ—?)

Portanto, das duas relagoes para f temos
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daic, <c<2 (14—2—;\/6) onde ¢, :max{l,Q (1 — ﬂ(g—;))}

Regiao 12
Para descrever esta regiao usaremos o caso 1¢) em combinagdo com os casos 2b) e

o caso 3b) , garantindo assim que wj, j = 1,2, 3,4, sejam todos positivos.
2 2 2
De f=d <z—f) e h? (’;—j) <4 <—g +e (Z—j) > e também que g = ¢ — f obtemos

2
f> (d — %) (p—2> + ¢, assim de ambos valores para f temos:

p1
1 2 2
((c+ ) +d—1>+(ﬂ> g <d.
2 P2

2
Logo, para ¢ = 0 obtemos g < % (Z—f) , que sempre vale quando 0 < (y < 1.

Proposicao 3.3. Para cada regiao R;, i = 1,...,20, no espago dos pardmetros
existe A; € {0, :I:%7 +1, :I:%, +2}, tal que para qualquer real s > max{0, A;} a série
(3.25) obtida a partir do sistema linearizado (3.22) converge no espago de Sobolev

H® x HS 2,

Apresentamos um resumo dos valores de A; para cada uma das regioes:

Regiao | A; || Regiao | A;
Ry —1 || Ry 1
Ry 0 || Rio 2
R —3 || Ris 2
R4 —2 R14 0
Rs —% Ris %
RG 0 R16 0
R 1 || Ri7 1
Ry 3 | Ris 3
Ry —1 || Ryg -1
Ry —5 || R —3

Tabela 3.1: Valores de A; para as diferentes regioes.
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Demonstracao:

Da solucao das equacgoes diferenciais ordinarias:

onde

Verificaremos que VIV = V0 V9. De fato,

VTV — (Vo)TefitheithVO — (VO)TVO.

Logo
T I ( O (k) + Wy (k) ); ( OURP(h) + (k) )
20(F) \ o(k)m(k) — (k) ) 20(k) \ O&)n (k) — ug(k)
1 —~ = = = O (k) (k) + ud(k
= 107k { O(k)n°(k) +ug(k) ©(k)n°(k) — ug(k) } @Eki%gk;j&q% ]
1

1
162(k)

(2100 (k)2 + 20 (k)

De forma similar temos V'V = 2@+(k) (10(k)7(k, t)|* + |uo(k, t)|?) . Portanto

ORI, k) + [o(t, k)2 = [O(R)P (k)2 + [ud (k) [Pm, V.

Introduzindo o operador M como /\//l\f(k) = O(k)f(k), Vk € Z e multiplicando pelo

fator (1 + k?)% a equagao anterior temos que

D0 (U B M + (14 K@l = 37 (L k) MiP P+ (14 1)

k=—00 k=—o00
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ou seja que

M, + luollz, = IMRPIIE, + lugll,

Se a parte da direita da equacao for finita, entao a parte da esquerda também vai ter
o mesmo comportamento. A partir da solugao dada pela série (3.25), a qual depende
dos dados iniciais 7° e u), podemos determinar a que espago de Sobolev pertence a
solugao. Para isso, temos que estudar o comportamento do operador M. Os valores
de s; e sy devem ser escolhidos de forma que M satisfaca a seguinte desigualdade:
allf12, <IMFIE < el fII2, Vf € H* e certas constantes ¢i, ¢ > 0. E suficiente

mostrar que para todo k sera satisfeito:

0% (k)
c < (1 —i—k‘Z)Sl*SQ < ¢,
ou seja que ©%(k) ~ (1+k?)%17%2. Para que isso acontega temos que analisar a ordem
de ©2(k) para cada regido, ou seja, precisamos que ©%(k) e (1 + k?)*17%2 tenham a
mesma ordem para assim poder estar limitado entre as constantes c¢; e cs.

Pela continuidade de ©%(k) ¢é suficiente fazer a analise para |k| — oo, ou seja, esco-

2
lher s; — s9 de modo que lim O"(k)

Frased W > 0. A escolha de s; — s9 vai depender

de cada regiao.
Regiao 6
2
Nas condigoes desta regiao wy (k) = 1+aBk?, wo(k) = 1+%2\/B|k:|+ (f —d (Z—i) ) Bk,

wy(k) = 1 — K2, wy(k) = 1 — h(22)\/BIK| + (e (g-)Q - g) k2. Portanto,

logo ©%(k) tem ordem 0, assim 2 (s; — s5) = 0. Portanto, A; = 0 dai, se s; = sy = s

finalmente as condigoes iniciais n° e u) pertencem aos espagos de Sobolev abaixo
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descritos:
[ °(k) wQ(k) " € H® x H*.
Regiao 10
2
Nestas condigoes wi(k) = 1+ aBk?, wa(k) = 1+ ©L2/Blk| + (f —d (%) ) Bk,

wy(k) =1—b0k* wy=1—nh <@> V/Blk|, portanto:

p1

(1-n(2) VBIK) wi(k)

(k) w2 (K)o () ( )
logo em ©%(k) a variavel |k| tem ordem —1, assim 2 (s; — so) = —1, consequente-
mente A; = —%, dai se s1 = s, temos s, = s + % Finalmente as condic¢oes iniciais

n’e u pertencem aos espagos de Sobolev abaixo descritos:
[ 0(k) wl(k) " € H® x H*2.

Regiao 12
Nestas condigoes wi(k) = 1+ aBk?, wy = 1, wy = 1, wy(k) = 1 — h(%)\/ﬁk +

(e <p—2)2) — gBk?* , portanto:
P1 ? :

@2(]{7) = Wi1Wy ~~ (1 + k2)2.

A ordem de ©%(k) é igual a 4, assim 2 (s; — s9) = 4, portanto A; = 2 dai, se s; = s,
temos s, = s — 2. Finalmente as condigdes iniciais 7" e u) pertencem aos espagos

de Sobolev abaixo descritos:
[ °(k) ul(k) " € H® x H*2,

Teorema 3.4. (Boa Colocagao)

Para cada regiao R;, 1 = 1,...,20, no espaco dos pardmetros existe A; tal que
para qualquer real s > max{0, A;}, o sistema linearizado (3.22) serd bem posto em
H® x H%,

Além disso, existe I; tal que para qualquer inteiror > 0, temos que [0y n(t, x), Of u(t, x)]T

S
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C ([O, +00), H5™ i x HS_AZ‘_’”FZ'). Os valores de A; e I'; para cada regiao estao re-

lacionados na tabela abaixo.

Ry —-11] 2 | Rn 1 0
R2 0 3 R12 2 1
RT3 R | 1]
Ri |21 |Ru |0 [-1
R [~ 7R | 1]
RG 0 1 R16 0 1
R, 1 |2 | Ry 1|2
Ry 2 | o B [ 5]
Ry —11] 0 | Ry -1] 0
Ry [-1[1|Rw |-111

Tabela 3.2: Valores de A; e I'; para as diferentes regioes.

Demonstracao:
Vamos analisar o comportamento das derivadas no tempo das fungoes definidas pela
série. Para isso derivaremos a solugao do problema, faremos um processo similar ao

que foi feito na proposicao 2. Para a derivada temporal de ordem r temos:

A

7 . 0 . 70
{ o ] — (ikA)T e { 7 ] = (ik)" PD" P~ PPt p! { 7 } ,
t Yo Uo Uo

assim, multiplicando ambos os lados da equacdo vetorial acima pela matriz P!

temos:
o , AP .
a:v — P—l iA — (Z'k)’/‘DresztP—l i — (Z']{?)TDrelthVO.
+ Uo U
Logo,
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Portanto
=T e 10 10
RV OV = (—kv)* Vo { 0 (—1)’“} [o (—1)" } Ve
= (_kv)ZTVOTVO
_ (kv)* 2012 | 50]2
Por outro lado, temos que
7L ar 1 T A o~
atv ath = 2@2(k') [@Z(k)’ath + ’atuo‘z} )

dai obtemos que
O2(k)|fnl? + 0F uol* = w™ (k) (O ()P + |f)
E finalmente chegamos em
MO (k) [3gma + 110] wo(B)[Fyma = (|2 M1°|[Fms + 1| Q] [y

onde o operador €, esta definido como €, f (k) = w"(k)f (k). Para saber em quais
espacos moram 0J;n e 0;uy temos que determinar os valores apropriados para ms.
Isto sera feito estudando o operador ),.. Considerando que u) € H®? ¢ suficiente
procurar ms tal que €, : H% — H™2. Para isso, procuramos msy de forma que

existam constantes ¢y, co > 0, tais que a desigualdade

cr(1+ K| fP < (1 + B0 (R)|f ] < ea(1 + 231117,
seja valida para qualquer k # 0 e f € H*2. Basta provar que ¢; < mﬁ% < ¢,
Vk # 0.
Para que essa desigualdade se cumpra a ordem de w? (k) deve ser a mesma de (1 +

2

k*)s2=™m2 - Sabe-se que w?(k) = k*v?(k) onde v*(k) = ©*(k) (%) . Da Proposigao
3.3 temos que ©%*(k) ~ (1 + k*)*~%2. Finalmente, considerando ¢ € R tal que
s~ (1+ k?)?, obtemos que

w1

W(E) ~ (14 EY)(1+ E)E52)(1 4 k)2 = (1 4 k2)(IFsemat20) — (1 4 )T (3.26)
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onde I'; = s1 — so + 2q + 1. Portanto temos que so — my = rl';, logo my = so — r[;.
E lembrando as propriedades do operador M obtemos que m; = s; — rI';. Estas
duas formulas nos permitirao achar a que espacos de Sobolev pertencem as derivadas
destas funcoes para cada regiao. Ilustramos como determinar estes valores somente
para algumas regioes.

Regiao 6

Nestas condigoes wy = 1+afk?, wo(k) = 1+%2\/B|k|—|— (f —d (7;—?)2) B2, ws(k) =

2
1 —bBk* e wa(k) = 1 — h(22)V/Blk| + (e (Z—f) - g) Bk%. Portanto, nessa regiao

com g = 0, e como sabemos que A; = 0, obtemos que I'; = 1, my = s9 — 7 €
my = s; —r. Assim [ 9yn(k) Ofue(k) ]T € Ho"" x H*>7".

Regiao 10

Nestas condigoes wi(k) = 1+ aBk?, wa(k) = 1+ 2L2/B[k| + (f —d <%)2) Bk,

wy(k) =1—-bBk* wy=1—h (%) V/Bk. Portanto,

(%) ~ (L4 R,

wq

_1
29

mip = 81 — % Assim [ agn(k;) a{uo(k) }T c Hsl—% > H52_%.
Regiao 12
Nestas condigoes wy(k) = 1+ aBk?, wy = 1, w3 = 1, wy(k) = 1 — h(%)\/BHk’ n

2
(e <£—f) — g) Bk? | portanto:

obtemos I'; = %, My = S9 — = €

ou seja, ¢ = 0. Finalmente, usando A; = 5

para ¢ = —1. Nessa regiao também temos que s;1 — sy = 2, logo I'; = 1, mg = o — 1,
em; =S8 —7.

Assim [ 9;n(k) OFuo(k) }T € H7" x H™".
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3.2.3 Comparacao de modelos

Como ja foi observado, a solugao do sistema linearizado pode ser escrito como uma

superposicao de ondas viajantes da forma
+
( ay ) i(krtwt)
+ € )
b
2

onde a frequéncia angular w é determinada através da relacao da dispersao w* =
w?(k) dada por w? = k?v?(k).
Faremos uma comparacao da familia de modelos dispersivos apresentada com o
modelo inicial de (CHOI; CAMASSA, 1996). A relagao de dispersao de Choi e
Camassa é dada como:
w? = K
1+ 2/Bk coth(k6) + 5h?

(3.27)

No caso de dguas profundas, ou seja, quando § — oo, temos que coth(kd) — sign(k).

Assim a relagao de dispersao fica na forma:

k2
1+ SR+ 2Bk

Estas equagoes representam aproximagoes com erro O (3?) quando 3 — 0 na relagao

w? (k)

de dispersao correspondente as equagoes de Euler linearizadas, que é dado como
k’2
~ ky/Beoth(ky/B) + 2ky/B coth(kd)

ou, no caso de aguas profundas,

w? (k)

k2
~ ky/Beoth(vBk) + 2/Blk|

Para a familia do sistema (3.23) temos que

w? (k)

W3Wy

wi(k) = k?

w1w2.
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Para que a dispersao de nosso modelo satisfaca a relagao de dispersao acima descrita
ele deve admitir os seguintes valores para os parametros: a =0,b=0,c=1, h =0,
e(2)?—g=0, f—d(2) = 3, neste caso tendo as consideragdes recuperaremos o
modelo Choi e Camassa e a relagao de dispersao sera considerada como a de Choi.

A partir dai podemos concluir que estaremos nas condi¢oes da regiao Rig.

3.3 Meétodos numeéricos

Para achar as solugoes numéricas usaremos métodos espectrais baseados na Trans-
formada de Fourier Rapida (FFT). Com relagao a variavel espacial introduziremos
uma discretizagao das variaveis envolvidas considerando uma malha com N pontos
no intervalo [0,27], z; = jAz, Azx = %’r? j =1,2,...,N; e uma discretizacao no
tempo com passo At, temos os pontos t, = nAt, n > 0. Para a variavel temporal
serao utilizados os esquemas de diferengas finitas de Euler avangado e Leap frog.

O método de Euler seré utilizado apenas para determinar a solucao aproximada no
segundo nivel de tempo, o que se faz necessério, ja que o método Leap frog, por ser

um método de trés niveis, precisa da solugao em dois niveis de tempo iniciais.

3.3.1 Meétodo espectral Leap frog

Comecamos aplicando a transformada de Fourier discreta para aproximar as deriva-
das espaciais e os operadores nao locais que aparecem no sistema (3.19). Obtemos
assim um sistema de N EDOs para as transformadas de Fourier discretas 7(t) e

Gop(t), k = =N/2+1,...,N/2 associadas com n(z;,t) e uo(x;,t), j = 1,2,..., N.
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O sistema de EDOs tem a forma

Ot = ik ( 2ok — w%(ﬁ/%)k> ;
T e . (3.28)
Oyt = ik 2 — ﬁ(u?))o ,

onde as fungoes wy, wy, w3 e wy sdo dadas em (3.24).

Para obter as equagoes completamente discretizadas usaremos o esquema Leap-

Frog para aproximar a derivada no tempo das transformadas de 7 (t) e Go(t), k =
—N/2+1,...,N/2 do sistema acima, ou seja,

sn+1_ an—1

{ Oin(ty) o~ BT

%At ’
. - ﬁ": _ank—l
atUOk(tn> ~ MM :

Finalmente as equagoes discretizadas ficam da forma

ﬁ]:""l = 772_1 + 2iAtk (i—i’fb& - %(77”“8)16> ) (3 29)
gt = At + 2iAtk (ﬁ—;ﬁj ~ 50 ((US)2>k> : |

Como sabemos, o método Leap frog é um método de dois passos, portanto ele nao
auto-inicializa e por isso foi escolhido o método de Euler avancado para o calculo do

nivel de tempo n = 1.

3.3.2 Meétodo espectral de Euler

Neste método aproximamos a derivada temporal nas EDOs (3.28) para o tempo ¢,

considerando os niveis de tempo n e n + 1. Temos entao que

l
>

o

7

sn+1_ ~n
fane) ~s

Optioy () Ao =gk,
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Assim sendo, as equacoes discretizadas ficam da seguinte forma
= i Atk (2, — 2 () |
gt = g+ intk (2 — 52 () ).

Observagao 3.6. Fazendo n = 0 nestas equagoes, calculamos 1)}, e 4}, a partir dos

(3.30)

dados iniciais 7 e 4, obtendo-se assim toda a informagao necessaria para podermos

aplicar o método Leapfrog.

3.3.3 Analise de estabilidade

Esta analise permitiré escolher o tamanho do passo no tempo para garantir a esta-
bilidade do esquema numeérico para o sistema linearizado, ou seja, fazendo o = 0
em (3.29). Lembramos que para o sistema linearizado a estabilidade nos garantira
a convergéncia para a solugao exata de acordo com o Teorema de equivaléncia de
Lax-Richtmyer (ASCHER, 2008). Ao considerarmos o sistema com linearidade fraca
(o pequeno), esperamos obter solugoes aproximadas confidveis usando o tamanho
de passo no tempo de acordo com esta analise de estabilidade linear. Usaremos a
técnica de von Neumann que nos permite considerar de forma simples os termos
dispersivos nao locais presentes em (3.22). Para isto procuramos solugoes da forma
{ M = gin’
g, = gpg,
para as equagoes discretizadas (3.29) com « = 0. Obtemos assim que
{ (go— L) —ik2(2A0) } { 0 } B { 0 }

Sk (A)  (g-L) a8 | o]
Quando o determinante da matriz do sistema acima for igual zero entao vamos ter
solugoes nao triviais para este sistema. Consequentemente os fatores de amplificagao
g, k=—N/2+1,...,N/2, satisfazem as equagoes

(gk _ i)2 + 4(At)2k2w3(k)w4(k>

. o =% k= oN2+LLN2 (33D
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Para chegar em condigoes suficientes de estabilidade nos apoiamos no seguinte re-
sultado (ASCHER, 2008).

Lema 3.5. (Condicao de estabilidade de Von Neuman)
Para a estabilidade do sistema discretizado € suficiente que os fatores de amplifica¢do

satisfacam a condicdo:

lgif| <1, k=-N/2+1,...,N/2.

Para garantir estas condi¢oes precisamos escolher o tamanho de passo no tempo de
forma apropriada, obtendo-se dessa forma restrigoes para a estabilidade. Conside-

rando estas condi¢oes obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.6. Existem constantes C; > 0 el; > 0,1 =1,...,20 tais que a discre-

tizagio do sistema (3.22) correspondente a regiao R; serd estdvel se
At < C;N7h,

onde At € o tamanho do passo e N o nimero de pontos na discretizacio espacial.

Osvaloresde l;, 1 =1, ..., 20, para as diferentes regioes estao apresentados na tabela

3.3.

Demonstracao:
Observe que se g, é solugao de (3.31) entao igik também sera solu¢ao. Como que-

remos que |gr| < 1 também se cumprira que |gik| < 1. Entao chegamos em |gx| < 1,

portanto g, = e com 6 real. Logo
1 0 _—ib . Lo .9
gy — — =¢eY —e ¥ =2isin(f) = (gy — —)° = —4sin“(0),
9k Gk

substituindo em (3.31) temos:

—4sin?(0) + 4(AHZ2 2N — 0 = sin2 0 = (A2 (k) = (A1) 2w (k).

W1wW3
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Regioes l;
Ry, Ri1, Ris, Ryi5, Rig || O
Ry, Ri3, Rag %
Ry, Re, Ri2, Ris 1
Rs, Rg, Rig 2
Ry, Ry, Ri7 2
R 2
Ry 3

Tabela 3.3: Valores de [; para as diferentes regioes.

Para que se cumpra a condigao de estabilidade sera suficiente que

(At)? max |w?(k)] < 1.

N
|kI<5

Para concluir a prova usamos a seguinte estimativa

Lema 3.7. Para cada regidgo R;, existem constantes C; > 0 el; > 0,i=1,...,20;

tais que

wW? (k)| < Cilk|*

para todo k inteiro.

Como consequéncia do Lema temos que

e portanto

Demonstracao do Lema 3.7: Em cada regiao R; queremos limitar

2 (3.32)

2
W2 (k)] = &2 (w—) 0%()| < Gk
w1
_ K2R .

Como a fungao r(k) = G € continua quando |k| > 1, basta analisar seu compor-

tamento quando |k| — oco. Sabemos que w?(k) ~ (1 + k?)' (veja (3.26)). Obtemos

assim que [; = max {0,T;}.
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3.3.4 Meétodo espectral Leap frog com fator integrante

As condicoes de estabilidade dependem do valor que o [; assume, podendo entao
ter um esquema numérico cuja estabilidade esteja garantida sob condi¢oes muito
restritivas, como no caso quando l; = 3/2 ou 2. Logo, introduziremos o Método

espectral-Leapfrog com fator integrante.

O método do fator integrante permite achar uma solugao aproximada para o sistema
nao linear. Este método resolve de forma exata sistemas lineares.

O método do fator integrante consiste em introduzir uma transformagao que cancela
a parte linear do sistema de equagoes.

O sistema de EDOs associado com o modelo nao linear apos a discretizagao espacial

tem a forma

—_—
w1 — tkwztly = —a(nuo).,
U)Q?ALOt - Zl{Z’U)4T7 = —AUQUQg-

que pode ser reescrito como
; 0 7[5 L0 7 [ (nuey
5o 2 (][5 2[ B
Ut wy Up ws (uo )
O fator integrante para este sistema é dado por:

ex {—k/|: 0 z_?]d}_ —ikA(k)t
p ) wio tr=c¢e .

Introduzindo a nova variavel

V = o—ikAGR) [ 7 ]

Ug

e multiplicando a EDO anterior pelo fator integrante obtemos que

A e
e (s [1]) = aemen[ 0] @]
W], 0wl ey
2
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Aproximaremos a derivada de V' com respeito ao tempo pelo esquema de diferencas

finitas Leap frog:

yrtl -l - 1 0 (nnug)
~N — = -t (k)tn w1 —_—
Vi AL tkae 0 wlz <%)2 )
2
ou seja,
kAR (i) | T KA () | T —
e’ (k) (tntA) |: ﬂn—l-l :| —e (R}t =A8) |: an—l :| 1 0 (77"103)
0 0 — _Oéz'kef’ik‘A(k)tn w1 /\2
2Nt 0o L (ﬁ)
wo o)
Isolando as variaveis de interesse para o nivel n 4+ 1 temos
1 (o, m
An+1 An—1 —_ U
[ 7zn+1 ] _ RikA(K)AL { 7zn71 } _ onik AteitARAL | w1 @n\(})
ag g 1 (7%)
w2

Como sabemos, o esquema de Leapfrog é um método de dois passos e, portanto, nao
auto-inicializa. Desse modo, precisamos de um passo intermediario. Vamos usar o
esquema de diferencas finitas de Euler para aproximar tal passo. Pela aproximacao

de Euler temos:

n ~o V’n+17vn
Vi = At

~n+1 AT
—ikA(K) (tn+At) | T _ —ikAR)t, | T
€ G € an 19 —
0 ol _ —ikA(K)tn | w1 L]
= —iake 0 4 . 5 |
At w2 5(“8)

logo

AN

~n+1 n
n +1 } _ kAR AL {{ n 1 ik At
Ug

L
—~ nn

w1 o

1 7 n\2 :

Assim, observamos que o esquema de Leapfrog para o passo de nivel um precisa
do passo de nivel zero, o qual serd achado substituindo na equagao anterior n = 0.

Assim obteremos o nivel desejado para o esquema de Leap frog.
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No capitulo seguinte faremos as implementagoes numéricas do contetido apresentado

nesta secao.
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4 EXEMPLOS NUMERICOS

[lustraremos os resultados teodricos obtidos no capitulo anterior e mostraremos as
vantagens do método do fator integrante no caso do problema nao linear. Para isso,
foram desenvolvidos codigos computacionais no Matlab, implementando o método
Espectral Leap frog sem e com fator integrante para o sistema nao linear (3.19) e

sua versao linearizada (3.22).

4.1 Validacao dos cédigos computacionais

Os codigos para o problema linear foram validados usando o fato de que o método
espectral Leap frog com fator integrante fornece a solugao exata quando as condigoes
iniciais sdo de banda limitada (ou seja, que possuem um nimero finito de termos na
série de Fourier). Comparando solugoes com diferentes passos de tempo percebemos
que o erro obtido foi da mesma ordem que o erro de arredondamento no computador
(aproximadamente 1071°).

O codigo para o método Leap frog sem fator integrante foi validado comparando com
resultados obtidos usando o método de Leap frog com fator integrante, escolhendo

passos do tempo cada vez menores, e observando que o erro decresce quadratica-
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mente. Os resultados sao mostrados na tabela 4.1 abaixo.

At Erro aproximado
1072 5.5 x 1072
104 5.5 x 1075
107° 5.5 x 1078
1076 5.5 x 10719

Tabela 4.1: Resultados numéricos para o passo do tempo.

4.2 Estabilidade numeérica.

Para ilustrar os resultados obtidos com relagao a estabilidade numérica do sistema
linearizado (3.22) consideramos o modelo de Choi e Camassa (linearizado) (a =
b=d=e=g=h=0,c=1,f=7%)coma=06=0001, p/p; =105
e L = 27. Observamos que neste caso (regiao Rig) temos que lig = 0, ou seja, a
estabilidade estara garantida escolhendo At < C;, onde a constante C; dependera dos
parametros envolvidos no sistema. Na primeira série de experimentos considerando
At € {0.005,0.01,0.02,0.04,0.08,0.16} determinamos o valor de N = 2" méximo

(representado como N*) para o qual a simulagao é estavel. Por limitagoes com a

memoria do computador o maior valor testado para N foi 222 ~ 4 x 10°.

Nestas simulacoes, como condicoes iniciais usamos
1’ = exp(—527), ug = — exp(—52?),
e como tempo final ¢ = 27.
Os resultados sao apresentados na figura 4.1 abaixo. Observamos que para At <

0.01, N* atinge o valor maximo possivel nas nossas simulagoes, em acordo com a

condicao de estabilidade mencionada anteriormente. Neste caso particular podemos



78

considerar que a constante C; ~ 0.01.

. Regido de estabilidade (a tvs M)
ID T T
L SRR L AU L N *
[ .
10 F E
5
10 F E
+ N
= 10 F 4
5 -'.
1ok + E
2 .
10 F ‘. E
. IIIIII
L
! | | IIII’ ]
10 L
5 -2 1
10 10 10

&t

Figura 4.1: Regiao de estabilidade. Grafico de N* vs At.

A seguir ilustramos a entrada na regiao de estabilidade quando diminuimos o tama-
nho do passo At. Nos graficos mostramos o grafico de n(x,t) para t = 6.2 obtido
a partir de duas simulacoes com N = 2''. Na primeira consideramos At = 0.02
(figura 4.2) e na segunda At = 0.01 (figura 4.3). Observamos que no primeiro caso
o resultado ¢ instével, note também que para At = 0.02 temos que N* = 2%, No

segundo caso temos estabilidade, ilustrando que C; ~ 0.01.

4.3 Exemplos com nao linearidade

Nos seguintes exemplos ilustraremos os efeitos da nao linearidade com relagao a
estabilidade do método espectral-Leapfrog com e sem fator integrante. Também
mostraremos que quando a nao linearidade é fraca a solugao fica préoxima do caso

linear.
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TIME =6.2

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.2: Solucao aproximada numericamente instavel obtida pelo método espec-
tral Leap frog (sem fator integrante) para o sistema linearizado.

4.3.1 Estabilidade

Consideramos o mesmo exemplo da segao anterior mas com uma nao linearidade
fraca dada por o = 0.005. Usando At = 0.02 e N = 2% j4 foi mostrado na secao
anterior que para o sistema linearizado o método sem fator seré estavel. Porém,
quando aplicamos este método no sistema nao linear o resultado ¢ instavel. Isto é

observado na figura 4.4, onde mostramos o resultado aproximado para ¢t = 6.24.

Por outro lado, quando usamos o método com fator integrante o resultado é nume-

ricamente estével. Isto pode ser obsevado na figura 4.5.

Esses resultados nos permitem concluir que o método com fator integrante produz

resultados numéricos mais estaveis do que o método sem fator integrante.
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Métada Espectral-Leapfrog: 4 t=0.01; N=2048; g=0; p=0.001

05 TME=Ez | T . ............... ............... ............... . ............... .

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.3: Solucao aproximada (estével) obtida pelo método espectral Leap frog
(sem fator integrante) para o sistema linarizado.

4.3.2 FEfeitos da nao linearidade

Finalmente comparemos os graficos das simulacoes linear e nao linear, ambas usando
o método com fator integrante. Na figura 4.6 apresentamos os resultados de 7n(z,t)
para t = 67, no caso de &« = 0 e a = 0.005, assim como a condicao inicial. Nesta
figura observamos que os graficos estao bem proximos. Na figura 4.7 apresentamos
um zoom da figura anterior e observamos que o efeito da nao linearidade provoca
uma leve inclinagao da frente da onda quando comparada com o caso sem nao

linearidade.
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Metada Espectral-Leapfrog: A t=0.02; M=1024; ¢=0.005; p=0.001

TIME =6.24 :
|

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.4: Modelo nao linear para o sistema de CHOI e CAMASSA, sem fator
integrante, instavel.

4.4 Conclusoes

Neste capitulo, através de simulacoes numéricas mostramos as vantagens de usar
a técnica do fator integrante para melhorar a estabilidade numérica do método
espectral-Leapfrog. Isto permite o desenvolvimento de c6digos computacionais mais
eficientes no sentido de que podemos escolher um tamanho de passo maior na dis-

cretizagao do tempo, quando comparado com o método sem fator integrante.
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Método Espectral-Leapfrog com fator integrante: 4 t=0.02; M=1024; p=0.005; p=0.001

-05 TME=E24 | _ ............... ............... ............... . ............... .

1 1 i 1 i
-3 -2 -1 0 1 2 3
x

Figura 4.5: Modelo nao linear para o sistema de Choi e Camassa, com fator inte-
grante, estavel.
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Método Espectral-Leapfrog com fator integrante: & t=0.02; N=1024; f=0.001

1_5 ............. ............. R \ ............ ........... a=0005 H
: : : ;" . : ——
R Ry

Figura 4.6: Comparacao do perfil da onda do modelo fracamente nao linear e o
modelo linearizado.
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Método Espectral-Leapfrog com fator integrante: & t=0.02; N=1024; f=0.001

w=0.005 |

Figura 4.7: Comparacao do perfil da onda do modelo fracamente nao linear e o
modelo linearizado (detalhe).
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