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RESUMO

BENTO, Lucila Maria de Souza. Aplicagcoes de Hashing. 2012, 104f. Disserta-
¢ao (Mestrado em Informatica) Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti,
Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2012.

A organizacao de dados em tabelas de dispersao é uma técnica bastante difun-
dida, onde os valores a serem armazenados estao relacionados a chaves de busca
usadas para o célculo dos enderecos de seu armazenamento. Por proverem bom
desempenho nas chamadas operagoes de dicionério (inser¢ao, busca e remo¢ao) sem
requerer espaco exorbitante, as tabelas de dispersao sao empregadas frequentemente
na indexacao de grandes volumes de dados e em aplicacoes tipicas relacionadas a
associacao, busca e manipulacao da informacao. No entanto, h4 problemas que,
mesmo possuindo natureza bem diversa, podem ser solucionados de maneira ele-
gante com o emprego de tabelas de dispersao, resultando em sensivel economia de
tempo e espaco. Este trabalho ilustra o poder dessa técnica, também chamada
hashing, em situagoes que nao lhe sao comumente associadas.

Palavras-chave: hashing, complexidade, algoritmos eficientes.



ABSTRACT

BENTO, Lucila Maria de Souza. Aplicagoes de Hashing. 2012, 104f. Dissertacao
(Mestrado em Informatica) Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti, Uni-
versidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2012.

The organization of data into hash tables is a well-known technique in which
the persistent values correspond to search keys upon which their storage addresses
are calculated. Since they provide good performance for the so-called dictionary
operations (insertion, search, deletion) without requiring exorbitant space, hash
tables are very often employed in the indexation of large amounts of data and in
typical applications related to search and handling of information. Nevertheless,
there are problems of rather different nature that can be solved in elegant fashion
by employing hash tables, yielding significant economy of time and space. This work
illustrates the power of such technique in situations it is not usually associated to.

Keywords: hashing, complexity, efficient algorithms.
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1 INTRODUCAO

A origem do conceito de hashing é incerta. Estima-se que o primeiro texto
a apresentar a ideia date de meados de 1950 (KNUTH, 1998). Existem hoje bons
textos cobrindo os aspectos tedricos desta que é uma técnica empregada em um
numero expressivo de softwares de ponta. No entanto, percebemos que existe uma
indesejavel lacuna entre os dois mundos. Por um lado, a indtstria a utiliza porque
reconhece os evidentes ganhos em desempenho que sao obtidos em muitas situacoes,
ainda que ignore seu funcionamento exato e confie, portanto, em solucoes fechadas,
importadas de bibliotecas-padrao, e cujo desempenho é aferido empiricamente. Ja
os académicos conhecem a ciéncia por tras da técnica, mas talvez pequem ao nao
expor de forma suficientemente didatica, abrangente, ou mesmo enfatica, seu enorme

poder e aplicabilidade.

Além disso, a técnica de hashing é muito utilizada para resolver problemas
que envolvem dicionarios, mapeamentos explicitos do tipo chave-valor. Essa talvez
seja sua principal aplicacao, sendo certamente a mais conhecida. Neste trabalho sao
apresentados problemas de naturezas diversas, de forma a mostrar que a técnica de
hashing pode compor solugoes simples e eficientes de problemas que a principio nao

sugeririam seu uso.
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1.1 Organizagao do Trabalho

Este trabalho esta organizado como segue.

O Capitulo 1 apresenta o assunto e objetivos da dissertacao, bem como sua

organizacao e os conceitos basicos utilizados.

No Capitulo 2 estao reunidos os aspectos tedricos referentes a técnica de
hashing, como funcoes de dispersao e métodos de tratamento de colisoes. Além de,
a nivel de completude, fazer uma breve apresentacao do hashing universal, a ideia

pouco difundida do hashing perfeito e hashing dinamico.

O Capitulo 3 oferece solucoes para problemas de naturezas bastante distintas.
Alguns sao bem conhecidos e contam com um bom nimero de solugoes publicadas;
outros sao menos conhecidos, ou mesmo novos, assim como as solucoes que apre-
sentamos. Para cada problema é apresentada ao menos uma solucao com hashing e

uma que nao utiliza a técnica, acompanhadas de uma analise comparativa.

No Capitulo 4 sao apresentados os resultados referentes aos tempos de exe-
cucao da solucao de alguns dos problemas estudados, ilustrando assim o poder da

técnica de hashing por tras de cada solugao proposta.

Finalmente, o Capitulo 5 apresenta uma conclusao do que foi apresentado

neste trabalho e tece algumas consideracoes finais.

1.2 Definicoes basicas e notagoes

Um algoritmo é uma sequéncia de passos ordenados e bem definidos que
descrevem como resolver um problema. Normalmente, para facilitar a descricao e
compreensao dos passos, é realizada a modelagem dos dados através de uma estru-

tura de dados, que é nada mais do que uma forma (eficiente) de armazenamento e
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organizacao de dados em um computador.

Funcgoes de complexidade f(n) sdo usadas para medir os custos computaci-
onais relacionados a execucao de um algoritmo para uma entrada de tamanho n.
Os custos podem ser espaciais, quando relacionados a quantidade de memoria ne-
cessaria a execucao do algoritmo; e temporais, quando representam o niimero de

instrucoes necessarias a sua execucao.

As analises de complexidade estao relacionadas as possiveis instancias de
entrada de um problema. As analises de pior caso estao relacionadas as entradas
que demandam maior custo computacional, isto é, as mais desfavoraveis possiveis,
ao passo que as andlises de caso médio retratam o comportamento esperado do
algoritmo, quando sao consideradas todas as entradas possiveis e suas probabilidades

de ocorréncia (esperanca matemética).

Em Computacao, a notacao O é comumente empregada para expressar li-
mites superiores assintoticos para as fungoes de complexidade, a notacao {2 para
expressar limites inferiores assintoticos e a notacao © é usada para expressar limites

assintoticos justos (apertados).

1.3 Complexidade de algoritmos

Considere um problema A. Dizemos que A é um problema de decisao se cada
uma de suas instancias admite apenas sim ou nao como resposta. Além disso, A é
polinomial se existe (pelo menos um) algoritmo polinomial para resolver qualquer
uma de suas instancias. A classe P é formada pelos problemas de decisao polinomi-

almente limitados.

Se A admite um algoritmo que verique uma solu¢ao para o sim em tempo

N

polinomial no tamanho da entrada, dizemos que A pertence a classe NP. Assim,
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temos que P C NP , mas nao se sabe se NP C P.

Um problema A é NP-dificil se todo problema de decisao B € NP puder
ser polinomialmente reduzido a A. Ou seja, se existe um algoritmo que transforme
qualquer instancia y de B em uma instancia x de A, de forma que a resposta para y

fornece resposta para x. Além disso, se A € NP, dizemos que A é NP-completo.
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2 HASHING

A técnica conhecida como hashing pode ser considerada um método de pes-
quisa e organizacao fisica de tabelas. Consiste, basicamente, no uso de uma funcao
para realizar o mapeamento de chaves em posicoes de tabela, mantendo as infor-
macoes espalhadas de acordo com uma légica que facilitard as buscas, diferente
de estruturas como pilhas, listas e filas, por exemplo, em que as informacoes sao
mantidas de forma estritamente sequencial. Outros termos encontrados na litera-
tura incluem cdlculo de endereco (WIRTH, 1985), espalhamento (TENENBAUM;
LANGSAM; AUGENSTEIN, 1990) e tabela de dispersao (SZWARCFITER; MAR-
KENZON, 1994). A este proposito preferiremos, ao longo do texto, o uso deste
ultimo termo em detrimento do termo em inglés hashing, a fim de consolidar termos

computacionais em portugués.

Para ilustrar a relevancia do método, considere um conjunto de chaves intei-
ras de 1 a n. Se fizermos uso de uma tabela de tamanho n, serd possivel armazenar
cada chave ¢ do conjunto na posicao ¢ da tabela, e qualquer chave podera ser aces-
sada, evidentemente, em tempo constante. Este procedimento é conhecido como
acesso direto (SZWARCFITER; MARKENZON, 1994). Por outro lado, suponha
que este conjunto seja muito pequeno (contenha, digamos, apenas 10 elementos),

mas cada cada chave possa ser um nimero com 4 algarismos (de 0 a 9). Para essa
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entrada seria necessario alocar uma tabela composta por 10000 posicoes, 99, 9% das
quais nao seriam sequer utilizadas! Por esta razao, uma funcao um-para-um para
a determinagao do endereco da chave, como a do acesso direto, nao ¢ geralmente

indicada.

Utilizando tabelas de dispersao, é possivel utilizar uma quantidade de memo-
ria proporcional a quantidade de chaves que serdao armazenadas, e nao a cardinali-
dade do conjunto de todas as chaves possiveis, conseguindo, ainda assim, um tempo

de acesso constante na média dos casos.

Na construcao de uma tabela de dispersao, aloca-se memoria para uma tabela
da forma usual (utilizando vetores, ou arrays). Seu funcionamento, no entanto, é
tal que a posicao que cada elemento ird ocupar, quando de sua insercao na tabela,
é calculado a partir de sua chave, sendo a imagem dada para aquela chave por
uma assim chamada funcao de dispersao. Sendo o processo de busca similar ao
de insercao, o calculo efetuado sobre a chave desejada resultard na mesma posicao

calculada anteriormente, e o elemento a ela associado podera ser recuperado.

A figura 2.1 mostra o mapeamento de um conjunto de informagoes composto
pelo par (chave,valor) em uma tabela de dispersao. A fungao de dispersao utilizada
é h(z) = x mod m, onde x é a chave a ser mapeada, m é o tamanho da tabela de

dispersao e mod retorna o resto da divisao inteira de x por m.

£l

87,ac

Funcao

Hash ’

34,dc

Figura 2.1: Armazenamento com hashing



19

2.1 Funcgao de dispersao

Uma funcao hash ou funcao de dispersao realiza o mapeamento das chaves
em posicoes da tabela de dispersao. Para uma tabela de dispersao de tamanho m,
uma funcao de dispersao gera para cada elemento x de um conjunto de n chaves
um enderego-base h(x), entre 0 e m — 1, correspondente a uma posigao da tabela

(KNUTH, 1998).

Para uma boa funcao de dispersao h, a probabilidade de que uma chave z=
seja mapeada para cada enderego-base k da tabela deve ser uniforme. Isso significa
que, para uma tabela de dispersao de tamanho m, e para toda chave x do universo
de chaves considerado e para todo endereco-base 0 < k < m — 1 da tabela, a proba-
bilidade de h(z) ser igual a k deve ser tao proxima a = quanto possivel (CORMEN
et al., 2001). No entanto, mesmo que se obtenha uma fungao de dispersao que distri-
bua os elementos de maneira absolutamente uniforme ao longo do espaco da tabela,
existe uma probabilidade positiva de que chaves com valores distintos sejam mape-
adas para o mesmo endereco-base, gerando o que é chamado de colisao. Com efeito,
Feller descreveu em 1968 o famoso “paradoxo do aniversario” (GEHAN, 1968) , onde,
num grupo de 23 ou mais pessoas juntas ao acaso, existe uma chance ligeiramente
maior do que 50% de que duas daquelas pessoas comemorem aniversario no mesmo
dia do ano. Sendo assim, se for utilizada uma funcao de dispersao perfeitamente
uniforme que mapeie nao mais que 23 chaves em uma tabela de tamanho 365, ja é

mais provavel haver do que nao haver alguma colisao ali.

A funcao de dispersao deve ser deterministica (SZWARCFITER; MARKEN-
ZON, 1994), ou seja, sempre retornar o mesmo enderego-base quando aplicada a
uma determinada chave. Para que seja possivel cumprir este requisito, fungoes que
dependam de parametros variaveis como a saida de um gerador de niimeros pseudo-
aleatorios, a hora do dia, o endereco atual de memoria do elemento que esta sendo

vislumbrado etc. sao excluidas, pois esses valores podem mudar durante a execucgao
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do algoritmo em questao, alterando o endereco obtido pela funcao de dispersao para

uma chave mapeada anteriormente e tornando impossivel sua eficiente localizacao.

O custo da computacao de uma funcao de dispersao deve ser pequeno, consti-
tuido por poucas operagoes basicas (WIRTH, 1985), para que uma solugao baseada
em tabelas de dispersao seja mais eficiente do que outras abordagens. Por exemplo,
uma arvore rubro-negra pode localizar um item em uma tabela de n itens em tempo
O(log n) (SZWARCFITER; MARKENZON, 1994). Uma tabela de dispersao sera
mais eficiente do que uma arvore rubro-negra, se sua funcao de dispersao puder ser

calculada em menos tempo (e produzir um nimero nao tao grande de colisdes).

A seguir revisitamos as fun¢oes de dispersao mais conhecidas.

2.1.1 Meétodo da Divisao

O método da divisao é uma das funcoes de dispersao mais simples e mais
utilizadas, na qual uma chave inteira = é mapeada para uma das m posicoes da

tabela de dispersao tomando o resto da divisao de x por m (CORMEN et al., 2001):

h(z) = x mod m.

E possivel obter um bom espalhamento das chaves com este método. Ha
situagoes em que é necessario o cuidado adicional de se selecionar um valor adequado
para o tamanho da tabela. Por exemplo, algumas vezes pode ser conveniente escolher
um m par, mas isso implica que se x é par h(z) é par, e se x é impar h(x) é impar. Se
as chaves sao equiprovaveis, esse fato nao representa um problema, mas se as chaves
pares sao mais provaveis que as chaves impares (ou o contrario), fica claro que a
funcao nao ira distribuir os elementos uniformemente. Outra escolha geralmente

infeliz para m seria uma poténcia de dois, isto ¢, m = 2* para algum inteiro k > 1.
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Apesar da simplicidade, essa é uma funcao indesejavel ja que a divisao de um ntmero
na sua representacio binaria por 2¥ ¢ simplesmente o deslocamento de seus bits em k
casas para a direita. Com isso, o resto da divisdo deste niimero por 2* & na verdade a
extracao dos k bits menos significativos do nimero. Para evitar essa situacao, o ideal
é a escolha de m primo que nao seja proximo de nenhuma poténcia de 2, ou um m
que ndo possua divisores primos menores que 20 (SZWARCFITER; MARKENZON,
1994).

2.1.2 Meio do Quadrado

Seja x uma chave inteira. Neste método, a chave x é multiplicada por ela
mesma e o endereco-base é obtido pela selecao de um nimero r de digitos do meio
do resultado, gerando valores no intervalo de 0 a 2" — 1. Este método funciona bem,
pois a maioria dos bits da chave (ou mesmo todos) contribuem para o resultado
(DROZDEK, 2001). Por exemplo, considere os elementos cujas chaves sao niimeros
de 4 digitos. O objetivo é determinar enderegos-base para uma tabela de tamanho
100 (ou seja, num intervalo de 0 a 99). Esse intervalo é equivalente a dois digitos da
chave. Isto é, r = 2. Se a entrada é o numero 5132, entao o quadrado desta entrada é
um numero de oito digitos, 26337424. Como precisamos de dois digitos para compor
o endereco-base de cada chave, entao o quarto e o quinto digitos, digamos, podem

ser selecionados, resultando no endereco-base 37 para a chave 5132.

E importante observar que apés definir as posicoes, na chave, dos digitos
que serao extraidos para compor os enderecos-base, essas posi¢cOes serao sempre

utilizadas, para todas as chaves.
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2.1.3 Meétodo da Dobra

Neste método, as chaves sao interpretadas como uma sequéncia de digitos
escritos numa tira de papel. Ele consiste em “dobrar” esse papel de j em j digitos
(onde j é o tamanho do enderego-base) de maneira que os digitos se sobreponham.
Depois de dobrar, estes digitos devem ser somados sem considerar o “vai um”. Vale
destacar que o método da dobra também pode ser usado com niimeros binarios.
Nesse caso, ao invés da soma, deve-se realizar uma operacao de “ou exclusivo”, pois

[1P%)]

operacoes de “e” ou de “ou” tendem a produzir enderecos-base concentrados no final
ou inicio da tabela (SZWARCFITER; MARKENZON, 1994). Por exemplo, suponha
que queremos armazenar a chave 3456 em uma tabela de dispersao com tamanho
igual a 100. Utilizando o método da dobra, o endereco-base desta chave é facilmente

obtido efetuando 3+ 6 =9 e 4+ 5 =9, que gera o endereco 99 para a chave 3456.

Intimeras combinacoes de digitos podem ser realizadas com esse método,
sendo que nem todos os digitos devem necessariamente ser utilizados na operacao.
Por exemplo, os digitos das chaves que se repetem com muita frequéncia no universo

de entrada podem ser deixados de fora para otimizar o processo.

2.1.4 Transformacao de base

No método de transformacao de base uma chave x tem sua base numérica
modificada, resultando em uma sequéncia de digitos diferente (DROZDEK, 2001).
Por exemplo, suponha uma chave x igual ao decimal 245, que transformado em
base octal resulta 365. Este valor é entdo dividido por m (tamanho da tabela de

dispersao) e o resto da divisao é usado como enderego-base de x na tabela.

Como em qualquer outro método, no método da transformacao de base as

colisoes também nao podem ser evitadas, uma vez que dividendos diferentes podem
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produzir o mesmo resto. Por exemplo, se m = 100, embora 245 e 501 sejam diferentes
nas bases decimal e octal (365 e 765, respectivamente), ao dividir ambos por 100

obtém-se o mesmo endereco-base, que é 65.

2.1.5 Analise dos Digitos

No método da andlise dos digitos, o endereco-base é obtido através da selecao
de alguns digitos da chave. O ntmero de digitos a serem selecionados depende
do comprimento do endereco-base desejado. Este método esta baseado na anélise
do universo de chaves para que possam ser determinadas quais sao as posicoes,
nas chaves, dos digitos que devem ser extraidos para a formacgao dos enderecos-
base. Isto é feito analisando-se cada um dos possiveis conjuntos de posicoes com a
cardinalidade desejada, de forma a se determinar aquele que produz as distribuicoes

de digitos mais uniformes.

Como exemplo, suponha que um conjunto de 5000 chaves de 10 digitos é
analisado para determinar a frequéncia com que cada digito aparece em cada posi¢ao
da chave. Suponha também que para formar o endereco-base sao necessarios 4
digitos, e que as posigoes 2, 3, 7 e 9 produzem a distribui¢cao mais uniforme de digitos,
sendo entao selecionadas. Neste caso, se a chave 3219046578 for considerada, ela
sera transformada no endereco-base 2167. E também comum inverter-se a ordem dos

digitos selecionados, donde aquela mesma chave resultaria no enderego-base 7612.

O uso deste método é recomendado a conjuntos de chaves que nao mudam
ao longo do tempo, sendo factivel quando o conjunto de chaves é pequeno, ja que é

necessario conhecer todas as chaves de antemao.

Neste e nos métodos apresentados anteriormente, assume-se que os valores
das chaves sao inteiros, mas esta nao é uma restricao, uma vez que, naturalmente,

qualquer valor de chave pode ser representado por uma sequéncia de bits. O que
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¢ exigido pela maioria das implementacgoes de tabelas de dispersao é que as chaves

sejam objetos imutaveis na linguagem de programacao utilizada.

2.2 Tabela de dispersao

A tabela hash, ou tabela de dispersao, é, portanto, a estrutura de dados que
armazena os elementos. Tem como objetivo possibilitar que, a partir de uma chave,
seja realizada uma busca rapida para se localizar e obter um valor que 1a esteja

armazenado.

O tamanho m de uma tabela de dispersao é determinado com base no tama-
nho do conjunto de chaves que serao ali armazenadas (e nao, como ji mencionado,
no tamanho do universo de todas as possiveis chaves), utilizando uma fung¢ao de

dispersao para transformar cada chave em um valor no intervalo de [0, m — 1].

Ha aplicacoes em que o tamanho da tabela ¢ modificado dinamicamente,
exigindo tratamento especial. Algumas técnicas que levam em consideragao um
tamanho variavel de tabela foram desenvolvidas, dentre as quais pode ser destacado

o hashing dindmico, que serd apresentado mais adiante.

2.3 Tratamento de Colisoes

Como a tabela de dispersao é menor que o universo da entrada, uma funcao
de dispersao nao pode ser injetora, podendo gerar, ao longo da execucao do pro-
grama, um mesmo endereco-base para chaves distintas, caso este que ¢ chamado
colisio. E necessario, portanto, o uso de métodos para organizar e acessar os ele-
mentos colididos, chamados métodos de tratamento de colisao (SZWARCFITER;
MARKENZON, 1994), cujo desempenho depende fortemente do fator de carga da
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tabela, definido como

onde n é o tamanho do conjunto de chaves armazenadas e m é o tamanho total da
tabela de dispersao. Isto se da porque, mesmo em casos em que sao utilizadas boas
funcoes de dispersao, a medida em que o fator de carga aumenta, a probabilidade
de haver colisoes também aumenta. Como regra empirica, nao é indicado fator de

carga superior a 75%.

2.3.1 Tratamento de Colisoes por Encadeamento

No tratamento de colisoes por encadeamento, as chaves colididas sao armaze-
nadas em listas encadeadas externas a tabela, utilizando memoria adicional aquela
alocada para a tabela, ou internas, utilizando posicoes da propria tabela de disper-

sao.

2.83.1.1 Encadeamento Exterior

Nesse método de tratamento de colisoes, cada posicao da tabela de dispersao
armazena, de fato, o no6-cabeca de uma lista encadeada. Cada n6 da lista encadeada,
além do campo para armazenar o ponteiro para o proximo no da lista, possui campos

para armazenar o par (chave,valor) que se pretende armazenar.

A inclusao de uma chave x pode ser realizada no final da lista encadeada que
corresponde ao enderego-base h(z). Dessa forma, ao se realizar uma busca, para

assegurar que uma chave nao esti na lista serd necessario percorrer todos os seus



26

Para se excluir x, igualmente, serd necessario realizar uma busca na lista
encadeada do endereco h(z). Apos localizada a chave, basta fazer com que o ponteiro
que apontava para o n6 de x passe a apontar para o n6 apontando por z. Na
figura 2.2 ha a inclusdo de varias chaves (comecando da esquerda para direita)

utilizando o tratamento de colisoes por encadeamento exterior.
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Figura 2.2: Encadeamento Exterior

Se a distribuicao das chaves é uniforme, o custo médio de uma pesquisa nessa
estrutura depende apenas do nimero médio de chaves nas listas encadeadas, ou
seja, do fator de carga da tabela. O encadeamento exterior é eficaz mesmo quando o
ntmero de entradas na tabela é muito maior que seu tamanho. Seu pior desempenho
ocorre quando todas as entradas sao mapeadas para uma tinica posicao, gerando uma

lista encadeada de tamanho n. Logo, no pior caso, uma busca levaria O(n) passos.

A eficiéncia desse método deve ser avaliada analisando-se quantas compa-
racoes sao esperadas, em média, para buscas sem sucesso (seu pior caso). Entao,
suponha que h é uma funcao uniforme, que o fator de carga da tabela é a e que as lis-
tas encadeadas utilizadas para solucao das colisoes sao nao ordenadas. Desta forma,
a probabilidade de h computar cada indice k é uniforme e igual a %, e o nimero de

comparacoes feitas ao se acessar a entrada i da tabela é o comprimento esperado da
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lista encadeada associada a posigao h(i). O que, de acordo com (SZWARCFITER;
MARKENZON, 1994), é:

CM(T) =

Ja no caso da busca com sucesso, para saber quantas comparacgoes sao es-
peradas na média, imagine que para encontrar uma chave x, pesquisa-se uma lista
de indice k. O ntmero de comparacgoes é proporcional ao comprimento da lista k
na posicao em que z foi inserida na tabela. Se x foi a j + 1-ésima chave incluida,
entao o comprimento médio da lista k é % Entao, segundo (SZWARCFITER;
MARKENZON, 1994), o custo médio esperado é dado por

a 1
MT)Y =1+ —— —
¢ (> +2 2m

’

Portanto, se o fator de carga é baixo (menor que uma constante c¢), a com-

plexidade média da busca é O(1).

2.83.1.2 Encadeamento Interior

O encadeamento interior é uma alternativa para casos onde nao se deseja man-
ter uma estrutura externa a tabela. Nesse método, os nés também possuem campos
para armazenar o par (chave,valor) e um ponteiro para a posi¢ao seguinte. Em caso
de colisao, porém, o ponteiro indica posicoes na propria tabela de dispersao. Dessa
forma, uma tabela com m posicoes fica dividida em duas regides de tamanho fixo.
Uma reservada aos enderecos-base com tamanho p, e outra reservada aos sindénimos,

ou chaves colididas, com tamanho s, onde s +p = m.
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Uma fungao de dispersao h retorna apenas indices no intervalo [0,...,p — 1] .
O intervalo [p, ..., m — 1] é usado para armazenar as chaves colididas. Quando a area
de colisoes esta completamente preenchida e ha a inclusao de uma nova chave com
colisao, ocorre o que é conhecido como falso overflow. Ou seja, pode haver posicoes
vazias na area de enderecamento, mas como a area de colisao estd cheia, a chave
nao pode ser inserida. Uma solucao para esse problema, consiste no aumento do
tamanho da area de colisao, acarretando a diminuicao da area de enderecos-base. No
entanto, a eficiéncia também diminui, pois a area de enderecamento pode possuir no
minimo 1 posicao e a drea de colisao no méximo m —1, o que corresponde a uma lista
encadeada, cujo tempo médio de busca é O(n) (SZWARCFITER; MARKENZON,
1994).

A figura 2.3 mostra uma tabela de dispersao com encadeamento interior, onde
a area de colisao estd totalmente preenchida. Caso seja inserida uma nova chave
com enderecgo-base igual a 0,1 ou 3, ocorrerd uma colisao e essa chave devera ser

armazenada na area de colisao, mas como ela esta cheia, ocorrera um falso overflow.
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Figura 2.3: Tratamento de Colisdes por Encadeamento Interior

Outra alternativa usando encadeamento interior consiste em destinar todo o
espaco da tabela de dispersao para o enderecamento. Assim, qualquer posicao da

tabela pode ser usada como endereco-base ou para armazenar uma colisao.
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Quando, na insercao de uma chave x, ocorre uma colisao, x é armazenada na
primeira posi¢ao livre apos h(x), digamos a posigao d. Se, posteriormente, uma chave
y a ser incluida é tal que h(y) = d, sera efetuada a fusao das listas correspondentes a
h(z) e h(y), diminuindo assim a eficiéncia do método. Esta situacdo, que é o maior
problema dessa abordagem, é chamada de colisao secundéria, isto é, uma colisao

entre chaves x e y para as quais h(z) # h(y).

Na figura 2.4 a funcao de dispersao utiliza todo o espaco da tabela para
enderecamento das chaves. Quando hé colisao, a chave colidida é armazenada na
primeira posicao disponivel de m — 1 a 1, ou seja, na ultima posicao da tabela que
ainda esté vazia. Por exemplo, a chave 49 foi mapeada para a posicao 0, no entanto, a
posicao 0 ja estava ocupada pela chave 77, entao a chave 49 foi armazenada na tltima
posicao da tabela. Também é possivel observar que houve uma colisao secundaria
entre as chaves 28 e 17, uma vez que a chave 28 foi mapeada para a posicao 0 ja
preenchida. Ao percorrer a tabela de baixo para cima, foi encontrada a posicao
3 para seu armazenamento, mas ao inserir a chave 17, cujo endereco h(17) = 3,
a posicao 3 ja estava preenchida com a chave 28 e foi necessirio procurar uma
posicao alternativa para armazenar 17, causando a fusao entre as listas de colisoes

das posicoes 0 e 3.
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Figura 2.4: Encadeamento Interior sem Area de Colisdo

No tratamento de colisoes com encadeamento interior, seja com ou sem area
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de colisao, ha uma problema adicional que se refere as dificuldades introduzidas no
processo de exclusao, uma vez que nao se pode simplesmente retirar o elemento
da lista. Para contornar essa situacao considera-se que cada compartimento da
tabela possa possuir trés estados distintos: “vazio”, quando o compartimento nunca
foi ocupado; “ocupado”, quando o compartimento contém uma chave; e “liberado”,
que é o caso em que a solicitacao de exclusao da chave foi realizada. Com isso,
uma insercao posterior pode reaproveitar posicoes marcadas com “liberado”, além
de, quando for realizada uma busca, ser possivel saber se ha mais chaves na lista de

colisao apos o compartimento “liberado”.

2.3.2 Tratamento de Colisoes por Enderecamento Aberto

No enderecamento aberto todos os elementos sao armazenados na propria
tabela de dispersao, isto é, nao existem listas nem elementos armazenados fora
da tabela, evitando assim o uso de ponteiros. Em caso de colisao utiliza-se uma
outra funcao de dispersao que indica o proximo indice a ser considerado para o
armazenamento. Em geral, existe a funcao de dispersao h(x,k), onde x é a chave
e k € {0,...,m — 1} é a sequéncia de tentativas, ou posi¢oes candidatas. Em uma
busca pela chave z, calcula-se inicialmente h(x,0). Se a posi¢ao correspondente
estd ocupada, mas nao pela chave desejada, entao calcula-se h(z,1). Se ainda nao
for encontrada, mas a posicao, igualmente, nao se encontra vazia, entao calcula-
se h(z,2), e assim por diante. Com isso, a fungdo de dispersao h(z, k) deve ser
determinada de forma que seja possivel visitar todos os m enderecos em m tentativas

(KNUTH, 1998).

A busca com sucesso termina quando a posi¢ao que contém a chave procu-
rada é encontrada, e a busca sem sucesso ¢ encerrada quando uma posicao vazia é

encontrada ou se esgotam todas as possibilidades.
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E importante notar que, quando uma entrada da tabela é apagada, assim
como no encadeamento interior, a posicao nao pode simplesmente ser de fato es-
vaziada, mas ser marcada como “liberada”. Assim, suponha que existe a sequéncia
de chaves ki, ko, k3 armazenadas e todas foram mapeadas para a posicao de k.
Suponha que foi solicitada a exclusao da entrada ki e a posicao ¢ que contém a
entrada k; tenha sido marcada como “vazia”. A seguir, é realizada uma busca por
ks. Como a posicao 7 antes ocupada por k; estd “vazio” a busca seria encerrada
na posicao ¢ e seria retornado um falso negativo. Ou seja, embora ks e k3 estejam
na tabela, por terem sido mapeados para 7, que agora esti “vazia”, aquelas chaves
nao poderao ser encontradas! Por outro lado, se a posicao i estiver marcada como
“liberada” (representando a dele¢do logica do elemento que a ocupava), isto significa
que essa posicao pode ser utilizada para armazenar uma nova chave e, ao mesmo
tempo, sinaliza para as buscas que ainda existem chaves mais adiante, permitindo

encontrar ko e k3 no exemplo dado.

Também é importante notar que, apés um certo niimero de insercoes e remo-
oes, o desempenho das funcoes que utilizam a tabela de dispersao sofre uma queda
)

consideravel no desempenho, devido a falta de organizacao da estrutura.

No enderecamento aberto, pode-se perceber que o custo para buscar uma

determinada chave é igual ao custo que foi necessario para inseri-la. Para uma

funcao de dispersao de sequéncia uniforme, uma busca sem sucesso possui nimero

médio de iteragoes igual a ; j& para uma busca com sucesso, onde as chaves
-«
possuem a mesma probabilidade de serem buscadas, assumindo que 0 < a < 1,

1 1
+ — (SZWARCFITER; MARKENZON,
o

. - : 1
o nimero médio de iteragoes é —log1
!

1994).

A seguir sao descritos alguns métodos para a determinacao da sequéncia de

tentativas h(z, k), k = 0,...,m — 1, para uma chave x dada.
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2.8.2.1 Tentatiwa Linear

Nesse método, ao calcular o enderego-base h'(xz) de uma chave x, se esse
endereco ja estiver ocupado por outra chave y qualquer, tenta-se armazenar x na
posi¢ao A'(z) + 1, onde A’ denota um enderego-base obtido pelo uso de uma funcao
de dispersao apresentada na secao 2.1. Se essa posicao ja estiver ocupada, tenta-se
na posicao h'(z)+2 e assim por diante, até encontrar uma posi¢ao vazia (SZWARC-

FITER; MARKENZON, 1994).

Entao, a funcao de dispersao é

h(z, k) = (K (z) + k) mod m,0 < k <m — 1.

Contudo, a tentativa linear gera um problema decorrente da forma como trata
as colisoes. Esse problema é chamado de agrupamento priméario e ocorre quando hé a
inclusao de varias chaves em sequéncia, cujos enderecos-base ja estejam preenchidos
por outras chaves. Com isso, essas chaves inseridas sao armazenadas no final do

agrupamento aumentando-o ainda mais.

A figura 2.5 mostra o resultado da inser¢ao de chaves usando o método da

tentativa linear.

2.3.2.2  Tentativa Quadrdtica

Esse método tem como objetivo contornar o problema do agrupamento pri-
méario do método anterior, com a obtencao de uma sequéncia de enderecos distinta
para enderecos-base proximos. Para tanto, é utilizado como incremento na funcao

h(z, k) uma fungao quadratica de k (ZIVIANI, 1999).
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Figura 2.5: Tentativa Linear

Entao a funcao de dispersao fica

h(z, k) = (W (x) + c1k + cok?) mod m,

onde ¢, ¢y sdo constantes, co # 0e k=0,....,m — 1 (SZWARCFITER; MARKEN-
ZON, 1994).

Pelo fato dos valores m, ¢, co serem escolhidos, o desempenho do método
depende dessa escolha. Ou seja, dependendo dos valores escolhidos, a funcao de
dispersao pode nao percorrer toda a tabela. Contudo, as equagoes recorrentes apre-

sentadas por (SZWARCFITER; MARKENZON, 1994) fornecem uma maneira de

calcular, diretamente, esses enderecos.

h(z,0) = h(x)

h(z, k) = (h(z,k —1) + k) mod m, 0 < k < m (SZWARCFITER; MARKENZON,
1994).
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Apesar de resolver o problema do agrupamento primério, outro problema
ocorre quando 2 chaves distintas possuem o mesmo endereco-base inicial, gerando
outra forma de concentracao de chaves na tabela, chamada de agrupamento secun-
dério. Isso porque as sequéncias de tentativas das 2 chaves sao idénticas. Entao, a
primeira chave é armazenada em uma posicao definida pela sequéncia de tentativas,
e a segunda chave s6 pode ser armazenada ap6s o calculo de toda a sequéncia de
enderecos-base ja calculados para a primeira. Apesar disso, a degeneracao causada

por esse agrupamento ¢ menor que a do primério.

2.3.2.83 Duplo Hash

O duplo hash é uma opc¢ao que resolve os problemas de agrupamento prima-
rio e secundario, pois utiliza duas funcoes para gerar sua sequéncia de tentativas,

conforme a funcao apresentada abaixo:

h(z, k) = (h'(x) + kh"(z)) mod m, 0 < k < m,

onde A/, h" sdo fungoes de dispersao (SZWARCFITER; MARKENZON, 1994).

Os valores de h”(x) e m devem ser primos entre si, para que os enderegos-base

retornados pela equac¢ao acima corresponda a varrer toda a tabela (WIRTH, 1985).

Com esse método, a possibilidade da geracao do mesmo endereco-base nao
¢ nula. Contudo, dadas duas chaves z e y, se h'(x) — K/ (y) a probabilidade de
R"(x) — h"(y) é que na tentativa linear e na quadratica. Entao, se uma boa fun¢ao
de dispersao for escolhida, o duplo hash elimina consideravelmente a possibilidade
de que duas chaves que colidiram em uma determinada posicao tenham a mesma

sequéncia de tentativas (WIRTH, 1985).
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Comparado aos demais métodos, o duplo hash tende a distribuir melhor as
chaves na tabela de dispersao, ja que, nas tentativas linear e quadratica, as sequén-
cias de tentativas obtidas eram idénticas se h'(x) = h/(y), ao passo que no duplo

hash as sequéncias so serdo idénticas se, além de h'(x) = h/(y), tivermos h"(z) =

h'(y).

2.4 Hashing Universal

Um fator critico no projeto de um esquema de hashing esta relacionado a
escolha da funcao de dispersao. Prova-se que, para qualquer funcao de dispersao h,
n

existe um conjunto [51 de valores que sao mapeados para a mesma posicao da tabela

de dispersao (TENENBAUM; LANGSAM; AUGENSTEIN, 1990). De modo que,
dependendo da entrada, algumas funcoes de dispersao podem distribuir as chaves
de maneira mais uniforme que as outras, sugerindo que, se diferentes funcoes de
dispersao forem utilizadas, serd obtido uma distribuicao mais uniforme na média.
Portanto, considere um conjunto de funcoes de dispersao cuidadosamente projetadas
— priorizando, por exemplo, um baixo niimero de colisoes para qualquer distribuicao
— como parte do esquema de hashing. Quando for necessario construir uma nova
tabela de dispersao, serd escolhida aleatoriamente uma funcao de dispersao que

pertenca a esse conjunto para ser usada na construcao.

Assim, dado um conjunto C' de func¢oes de dispersao que realiza o mapeamento
de um universo U de chaves no intervalo {0,1,...,m — 1}, C' é chamado hashing
universal se, para cada par de chaves distintas z,y € U, o nimero de funcoes de

c ,
‘—m|, onde m é o tamanho da

dispersao h € C para a qual h(z) = h(y) é igual a
tabela de dispersao (CARTER; WEGMAN, 1979).

C, 1 N .
Suponha que C,,, = {h : h(z) = h(y)} : ||CT| < — Entéo, se uma fungao

aleatoria h for escolhida a partir de C, existe probabilidade menor ou igual a % de




36

h € Cyy, para quaisquer que sejam os dados.

Como exemplo de construcao de um conjunto universal de fungoes de dis-
persao, considere as chaves que podem ser representadas como inteiros positivos no
intervalo {0,1,..., M}, onde M é o valor maximo de U. Suponha p um ntimero
primo entre M e 2M gerado de forma aleatoria. Em seguida, defina para cada

be{0,1,...,p—1}ecadade {0,1,..,p— 1} a fungdo

gp.a(z) = bxr + d(mod p).

Para cada g defina uma funcao de dispersao

hy.a(x) = gpa(x)(mod m).

O conjunto de todas estas funcoes hy, 4(z) para determinados M e p é universal

(CARTER; WEGMAN;, 1979).

Se a tabela de dispersao nao sofrer alteragoes durante as execugoes (como
o caso dos compiladores, por exemplo), a fun¢ao de dispersao utilizada pode ser
obtida a partir de um conjunto universal para assegurar um tempo médio de exe-
cucao pequeno. Ja se a tabela de dispersao sofrer alteracoes durante as execucoes
(como em bancos de dados, por exemplo), entao é possivel selecionar aleatoriamente
uma funcao de dispersao inicial do conjunto universal, e se durante um nitmero
de execucoes for detectado um comportamento deficiente da tabela de dispersao, é
possivel escolher aleatoriamente uma nova funcao de dispersao em cada execucao,
fazendo com que uma funcao de dispersao ruim seja trocada, mas exigindo que a

cada mudanca de funcao de dispersao a tabela inteira seja reorganizada.
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2.5 Hashing Perfeito

O hashing universal garante que as operagoes béasicas sejam realizadas em
tempo médio O(1), mas o pior caso continua sendo O(n). Porém, quando o conjunto
de entrada é estatico (nao sofre alteragoes), é possivel encontrar uma funcao de

dispersao que garante tempo O(1), mesmo no pior caso (CORMEN et al., 2001).

Assim, dado um conjunto de chaves K, uma funcao de dispersao perfeita é

uma fungao h tal que h(x) # h(y) para todo x # y.

Em geral, quanto maior a tabela de dispersao, mais facil encontrar uma funcao
de dispersao perfeita, mas é desejavel que o tamanho da tabela de dispersao nao seja
muito maior que o tamanho do conjunto de entrada. Portanto, existe uma maneira
simples de obter uma funcao de dispersao perfeita para tabelas de dispersao de
tamanho n2. E, mais recentemente, foi conseguido criar funcoes de dispersao perfeita

para tabelas de tamanho O(n) (CORMEN et al., 2001).

2 uma funcao de dispersao

Quando a tabela de dispersao possui tamanho n
perfeita pode ser facilmente obtida por um algoritmo aleatorizado em tempo polino-
mial a partir de um conjunto hashing universal. Logo, para uma funcao aleatéria de
um conjunto hashing universal de funcoes de dispersao para uma tabela de dispersao

de tamanho m, o nimero esperado de colisoes é

V)

n

E [Zi;ﬁj Xij} = Zi;éjE[Xij] 2

-
Portanto, caso uma tabela de dispersao de tamanho m > n? seja escolhida, o ntimero

esperado de colisoes é menor que 1. Em particular, para m > 2n? a probabilidade

de uma colisao é

V)

n

< — (CORMEN et al., 2001).

N | —

P [Zi;ﬁj Xij 2 O] < Zi;ﬁj P [Xij =1] =

m
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O método de construcao de hashing perfeito com espago O(n) é relativamente
simples e elegante. O esquema possui dois niveis, utilizando hashing universal em
cada nivel. No primeiro nivel, o mapeamento do conjunto de entrada é similar ao
encadeamento, s6 que as chaves colididas sao armazenadas em tabelas de dispersao
secundérias, em vez de uma lista encadeada. Com isso, usando hashing universal,
define-se uma funcao de dispersao correspondente a uma tabela de dispersao de
tamanho m, onde n = m. Em seguida, todas as n chaves sao inseridas na tabela de
dispersao, e as chaves colididas na posi¢ao j armazenadas na tabela secundéria Tj

correspondente.

Para garantir que nao havera colisoes no segundo nivel é necessario definir o
tamanho de T} como sendo njz», onde n; é o nimero de elementos x cujo h(z) = j.
Assim, no segundo nivel é construida uma funcao de dispersao perfeita para cada T3,
de forma analoga a construcao apresentada para tabelas com tamanho n?. Apesar
disso, foi provado que escolhendo bem a funcao de dispersao do primeiro nivel, o
espacgo total esperado no esquema de dois niveis ainda ¢ O(n) (CORMEN et al.,
2001).

A figura 2.6 ilustra a construgao do hashing perfeito com espago O(n), onde
¢ possivel notar que dentre o conjunto de n chaves, n; chaves foram mapeadas para
posicao j pela funcao de dispersao do primeiro nivel, e estas n; foram mapeadas
pela fungao de dispersao daquela posi¢ao, ou seja, h; para a tabela de dispersao

secundaria 7j.

Quando um conjunto de n chaves é mapeado para uma tabela de dispersao
de tamanho n, sem colisoes, diz-se que a funcao de dispersao perfeita é minima
(DIETZFELBINGER, 2007; TENENBAUM; LANGSAM; AUGENSTEIN, 1990).
Ou seja, sO é necessario um acesso para encontrar um elemento e nao ha posicoes

vazias na tabela de dispersao.
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Figura 2.6: Hashing Perfeito com espa¢o O(n)

2.6 Hashing Dinamico

A falta de flexibilidade no tamanho da tabela de dispersao e o alto custo
para redimensionamento da mesma, tornam a utilizacao de hashing estatico pouco
atraente para armazenar conjuntos de entrada cujo tamanho varia no tempo. Para
lidar com estes problemas, uma alternativa é a utilizacao de hashing dinamico,
que tem como objetivo fornecer uma funcao e uma tabela de dispersao adaptaveis
as mudancas no tamanho do conjunto de entrada, mas que continue oferecendo

desempenho equivalente ao do hashing estatico.

Para tanto, no hashing dinamico sao alocados, inicialmente, uma tabela de
dispersao de tamanho m composta por m compartimentos, onde cada comparti-
mento é uma estrutura capaz de armazenar mais de um elemento. A maneira como
o tamanho da tabela de dispersao varia é o que diferencia os métodos de hashing
dindmico, sendo o hashing linear uma opgao bastante eficiente (SZWARCFITER;
MARKENZON, 1994).

Considere uma tabela de dispersao de tamanho m. No hashing linear o espaco
de enderecos é aumentado aos poucos, expandindo compartimento a compartimento,
comecando do primeiro, e mantendo um ponteiro pt para o préximo compartimento

a ser expandido. Ao expandir um compartimento p, o compartimento ¢ expan-
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dido de p, é inserido no final da tabela de dispersao e as chaves armazenadas em p
sao distribuidas entre p e ¢ de maneira conveniente. Apoés expandir todos os com-
partimentos, a tabela teve seu tamanho dobrado e o processo pode recomecar, se
necessario. A figura 2.7 apresenta um exemplo para m = 3, onde as setas indicam
qual compartimento foi expandido e o resultante da expansao, o ponteiro para o pro-
ximo compartimento a ser expandido caso seja necessario e o pontilhado representa
o local do compartimento expandido a partir do apontado por pt. Quando todos
os compartimentos forem expandidos, a funcao de dispersao, neste caso, é alterada

para h(x) = x mod 6.

Figura 2.7: Hashing Linear

De maneira geral, a funcao de dispersao neste método pode ser definida como

h; = x mod (m -2'), onde [ é o ntimero de vezes que o tamanho da tabela dobrou

(SZWARCFITER; MARKENZON, 1994).
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3 APLICACOES

Este capitulo apresenta a solucao de diversos problemas utilizando hashing. Para

tornar o texto mais claro os problemas foram agrupados por similaridade.

3.1 Problemas: aritmético, algébrico e teoria de conjuntos

3.1.1 Numeros k-complementares

Seja k um inteiro positivo, e seja A uma lista nao-ordenada contendo |A| =n
numeros inteiros. O problema dos nimeros k-complementares consiste em deter-
minar todos os pares nao-ordenados {z,y} de elementos de A tais que a igualdade
x +y = k seja satisfeita. Seja, por exemplo, A = [1,—4,18,11,2,9,—3,5,560, 10] e
k = 20. A saida esperada compreende os pares {2,18} , {9,11} e {10, 10}.

Em uma primeira solucao ingénua, cada elemento da lista A é somado a cada
um dos demais elementos, de forma que todos os pares de elementos de A sejam
investigados, e localizados aqueles que somem k. Procedendo desta forma, o pro-

blema certamente serd resolvido, mas, embora nenhum espago extra seja requerido,
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a quantidade de adigoes que serdo efetuadas sera O(n?), resultando num algoritmo

de tempo quadratico no tamanho da entrada.

Queremos fazer melhor. Primeiramente, algo interessante a ser observado é
que, se selecionamos um elemento x de A e calculamos seu k-complemento y = k—ux,
0 proximo passo consistird em simplesmente procurarmos g, ou seja, nesse instante
o problema passaria a ser um problema de busca. Gostariamos, nesse caso, de poder

buscar um elemento rapidamente.

Uma possibilidade seria utilizarmos vetores (ou arrays) booleanos para repre-
sentarmos os elementos de A: cada elemento de A indicaria uma posicao preenchida
com um bit 1, sendo todas as demais posi¢oes do vetor preenchidas com bits 0.
Na técnica conhecida como enderecamento direto, a indicacao da posicao de cada
elemento é conseguida fazendo com que o valor do elemento constitua seu proprio
endereco, isto é, o indice de sua posicao no vetor que o armazenara. Dessa forma,
o elemento 18 ficaria armazenado na 18* posicao do vetor; o elemento 560, na 560*

posicao; e assim por diante!.

Hé&, no entanto, um problema grave nesta abordagem: o tamanho dos vetores
deverd ser proporcional nao ao tamanho de A, mas sim ao intervalo de valores
possiveis que podem figurar em A, isto é, ao tamanho do universo de onde irao
advir os valores da lista de entrada do problema. Se a lista contém, digamos, cem
elementos positivos, o maior dos quais igual a um milhao, seria necessario um vetor
com um milhao de posicoes para representar a lista! Mais formalmente, se w é um
parametro da entrada do problema, indicando o tamanho do universo de valores que
poderao constar na lista, entao o espaco utilizado pelo algoritmo seria exponencial
no tamanho ocupado por este pardmetro na especificacao da instancia de entrada

(uma vez que w é representado por log w bits).

10 fato de poder haver ntimeros negativos em A ndo chegaria a ser um problema, pois poderia-
mos usar dois vetores: um para os elementos ndo-negativos, outro para os elementos negativos de A,
valendo-nos do médulo de cada nimero para a indicagao de seu endereco no vetor correspondente.
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Neste ponto nos remetemos ao emprego de hashing. Utilizando uma tabela
de dispersao para armazenar os n elementos de A, o espaco necessario serd igual

n

am = 7. Para um fator de carga o constante, o tempo médio das operagoes de

dicionério é também, como jia mencionado, O(1).

Ja estamos diante de um algoritmo linear em espaco e em tempo médio para
o problema dos niimeros k-complementares. Percorre-se a lista A, armazenando seus
elementos numa tabela de dispersao H inicialmente vazia. A seguir, percorre-se A
uma segunda vez: para cada elemento x de A, busca-se em H o k-complemento y

de z, imprimindo {x,y} caso y esteja em H.

E claro que solucdes utilizando hashing exigem uma elaboracdo um pouco
maior na escrita do codigo do que solucoes que utilizam apenas estruturas de dados
mais simples como vetores e listas. Felizmente, a imensa maioria das linguagens de
programacao modernas de alto nivel ja oferecem ou dispoem de bibliotecas que o
fazem implementacoes bastante eficientes de tabelas de dispersao, de forma que
o programador nao precisa necessariamente codificar as operacoes bésicas para este
tipo de estrutura, mas apenas utiliza-las, transparentemente, em seu proveito. De
qualquer modo, para efeito de completude, apresentamos a seguir uma possivel co-
dificacao do algoritmo proposto que dispensa qualquer suporte a hashing dado pela

linguagem a ser utilizada.

Nao é do escopo deste trabalho a concepcao de fungoes de dispersao apropri-
adas a cada caso, assunto este que requer ferramental estatistico e estudo especifico.
A partir daqui, suporemos a existéncia de uma funcao de dispersao que mapeie va-
lores z de entrada em nimeros inteiros do intervalo [0, m — 1], onde m é o tamanho
da tabela de dispersao utilizada?. Um exemplo possivel seria a funcao muito simples

hash(x) = x mod m (KNUTH, 1998).

A solucao proposta esta dividida em trés partes: um procedimento para a

2De fato, & possivel encontrar boas funcdes de dispersdo disponiveis nas modernas linguagens
de programacao.
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criacao e inicializacao da estrutura basica, a tabela de dispersao; um procedimento
para a insercao dos elementos de A na tabela; e, por fim, o algoritmo propriamente

dito, que soluciona o problema dos niimeros k-complementares.

O procedimento inicializa_hash() cria uma tabela de dispersao com encade-
amento exterior, na forma de um vetor H com m posi¢oes. Cada posicao i de H
contém um ponteiro para a lista encadeada L;, na qual serao armazenadas as cha-
ves mapeadas na posicao ¢ pela funcao de dispersao. As atribuicoes realizadas nas
linhas 3,4,5 e 6 criam e inicializam as listas encadeadas associadas a cada posi¢ao
de H. Cada uma destas atribuicoes é realizada em tempo O(1), de forma que todo

o procedimento roda em tempo O(m).

Algoritmo 1: Procedimento: inicializa hash(m)

Entrada: inteiro m, indicando o tamanho desejado da tabela de dispersao
Saida: tabela de dispersao vazia
H := novo vetor de tamanho m;
para i := 0 até m-1 faga
L; :— nova lista;
L;.primeiro :— ();
L;.ultimo := (;
Hl|i| == 4
fim
retorne H

O procedimento popula hash( ) transfere os elementos da lista de entrada
para uma tabela de dispersao previamente inicializada. Note que cada iteracao do
lago do procedimento popula hash( ) 1& o proximo elemento da lista em tempo
O(1), calcula sua posi¢do na tabela de dispersio também em tempo O(1) e, por
fim, armazena o elemento no endereco-base correspondente, o que é feito alocando
espaco e atualizando ponteiros, cada uma dessas operacoes também executada em
tempo O(1). Logo, como o lago é repetido para todo elemento de A, a complexidade
do procedimento é n - O(1) = O(n).

Finalmente, o algoritmo busca_ complementares( ) realiza a busca pelos pares
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Algoritmo 2: Procedimento: popula hash(A,H)

Entrada: lista encadeada (ou vetor) A contendo n inteiros, tabela de
dispersao H
Saida: H contendo os elementos de A
para cada elemento © de A faga
hy := hash(z);
Ly, :— Hlh,);
[ :— novo item;
[.chave := x;
l.proximo :— (;
[.anterior := Lj.ultimo;
se Ly.primeiro — () entdo
‘ Ly,.primeiro :— [;
fim
Lj,.ultimo := [;

fim

retorne H

{z,y} que somam k. Neste algoritmo, o pior caso ocorre quando todos os elementos
de A sao mapeados para a mesma posicao da tabela de dispersao, de forma que uma
busca nesta tabela corresponda a uma busca numa lista encadeada de tamanho n. A
complexidade de pior caso do algoritmo ¢, portanto, n - O(n) = O(n?). No entanto,
como se trata de uma solucao com hashing, e como o espalhamento das chaves que é
oferecida por boas funcoes de dispersao se aproxima de uma distribuicao aleatoria e
uniforme (MORETTIN; BUSSAB, 2010), o pior caso deve ser visto ndo como uma
entrada que leva o algoritmo a executar o maior niimero possivel de passos, mas
como uma funcao de dispersao que falha em distribuir os elementos de uma certa
entrada de forma equilibrada. A probabilidade disto acontecer, no entanto, para
qualquer entrada fixa, é em geral extremamente baixa. Em vista disto, a analise
de caso médio, nos algoritmos envolvendo hashing, fornece um indicador bastante
fiel de seu desempenho pratico, independentemente da natureza das instancias de

entrada que lhe venham a ser fornecidas.

O segundo laco do algoritmo busca_ complementares() realizada a busca pelos
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Algoritmo 3: busca_complementares(A,k)

Entrada: lista encadeada A contendo n inteiros e um inteiro k
Saida: listagem de todo par x,y tal que x +y =k

m = g% // arbitrando um fator de carga de 0.5;

H = inicializa _hash(m);

H = popula _hash(A,H);

para cada elemento © de A faga

y =k —ux;
hy == hash(y):
Lh = thy],

pt := Ly .primeiro;
enquanto pt # () faga

se pt.chave — y entao
imprima x,y;
pt =

fim

senao

‘ pt :— pt.proximo;
fim
fim
fim

pares {x,y}. E possivel apresentar duas analises de complexidade no caso médio:
uma considera todos os conjuntos que possuem no minimo um par {x,y} que soma
k. Essa andlise ir4 retornar a complexidade de caso médio minima, ou seja, a
complexidade média para os melhores casos; a outra considera todos os conjuntos que
nao possuem elementos que somam k, de forma que, todas as pesquisas realizadas

Serao sem sicesso.

Inicialmente, suponha que exista pelo menos um par {z,y}, tal que z+y = k,
e que a probabilidade de qualquer elemento ser armazenado em uma das m posicoes
seja igual. Além disso, suponha que o tempo para o enderego-base ser calculado seja

o(1).

O ntimero de elementos examinados durante uma pesquisa com sucesso pelo
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y, ¢ uma unidade maior que o nimero de elementos que aparecem antes de y em
sua lista. E sabido que os elementos existentes antes de y foram inseridos antes na

tabela de dispersao, ja que novos elementos sao colocados no final da lista.

Entao, seja z; o i-ésimo elemento adicionado a tabela. Em meédia, tem-se que

o niimero de elementos n; que sao mapeados para a mesma lista do elemento z; é

1 1

n n 1
2520 gy = g 2G=n L= (=) =

n—1

m

Em média, o nimero de pesquisa necessaria para encontrar o elemento x; é

n 1 n—1

De onde tem-se que, em média, o nimero de pesquisas para encontrar algum ele-
mento é a média de todos os x;, o que pode ser calculado da seguinte forma, sabendo

que % ¢ o nimero de comparacoes para encontrar o elemento x; para todo x;:

L[S 14 o] = L gy (o)

=1+ B =14 LIS (0 — )]

n—1/ . n(n—
=1+ ﬁ[zj‘:o(])] =1+ ﬁ[%]
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Adicionando o tempo para calcular o endereco base temos ©(2 4 § — 3-).
Entao, somando a complexidade do primeiro e do segundo lago, tem-se que a com-
plexidade no caso médio é O(n) + ©(n — 1) = O(n), para os conjuntos de entrada

que possuem ao menos um par de nimeros k-complementares.

Agora, considere apenas entradas onde nao ha qualquer par de nimeros k-
complementares, de forma que cada uma das buscas pelo k-complemento y de um
nimero x da lista de entrada tenha que exaurir toda a lista encadeada correspon-
dente ao endereco-base de y na tabela de dispersao. Certamente, entradas que
possuam pares de niimeros k-complementares acarretarao certo niimero de buscas
bem-sucedidas, buscas estas que serdo concluidas possivelmente antes (mas nunca
depois) que toda a lista correspondente tenha sido exaurida, de forma que o tempo
gasto nestes casos sera majorado pelo tempo gasto naqueles em que nao ha qualquer

par de ntimeros k-complementares.

Sendo T o tempo total para encontrar os k-complementos,

T = Z?:l 1;,

e pela linearidade da esperanca,

E[T] = B[} io, T = 22, E[T] = n-O(1) = O(n).

Concluimos que, usando espago linear no tamanho da entrada, o algoritmo
proposto resolve o problema em tempo esperado linear, mesmo para entradas que
nao possuam qualquer par de ntmeros k-complementares. No algoritmo ingénuo
analisado anteriormente, o tempo de pior caso era quadratico, e este limite é justo,

por exemplo, nos casos de entradas sem pares k-complementares.
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3.1.2 Intersecao de conjuntos

O problema da intersecao de conjuntos consiste exatamente no que seu nome
indica: deseja-se encontrar elementos que pertencam simultaneamente a dois con-
juntos A e B. Ha diversas formas de resolvé-lo, sendo a mais simples provavelmente
aquela em que, para cada um dos elementos x de um dos conjuntos, percorre-se
possivelmente todo o outro conjunto a medida que seus elementos vao sendo compa-
rados com z. Durante esse processo, imprimem-se os protagonistas de comparacoes
bem-sucedidas. Sendo ny e np os tamanhos de A e B, respectivamente, sao entao
realizadas n4 - np comparagoes no pior caso. Se fizermos n igual ao tamanho do
maior conjunto, entre A e B, podemos descrever a complexidade de tempo de tal

algoritmo como sendo O(n?).

Entretanto, é possivel melhorar o algoritmo anterior ordenando-se previa-
mente os elementos dos conjuntos e, em seguida, comparando-se os elementos dos
dois conjuntos & medida que se caminha com dois indices, um para cada conjunto,

como ilustrado pelo pseudocodigo do algoritmo intersecao ordenada( ).
Os vetores A e B recebidos como entrada do algoritmo, sao ordenados por

qualquer algoritmo de ordenacao, digamos Merge Sort, demandando para isto tempo
O(n log n) no pior caso (CORMEN et al., 2001). Em seguida, a cada iteragdo do
laco iniciado na linha 4, é efetuada a comparacao entre um elemento de A e outro
de B, de forma que, se os elementos forem iguais, seu valor é impresso, e os indices
iej(de Ae B, respectivamente) sdo ambos incrementados em uma unidade. Se os
elementos de A e B em questao forem diferentes, entao, ou o indice ¢ é incrementado,
caso o elemento de A seja menor que o de B, ou em caso contrario é o indice j que
é incrementado. Assim sendo, o nimero de repeticoes do lago é igual ao ntimero
de incrementos realizados, que é ny + ng. Logo, a complexidade do algoritmo, se

consideramos novamente n como o maior dentre ny e ng, ¢ O(n log n).

Ainda é possivel observar que, mesmo com a melhoria conseguida pela orde-
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Algoritmo 4: interse¢ao ordenada(A,B)

Entrada: vetores A e B contendo os elementos de dois conjuntos
Saida: AN B
Ordene A e B;
1:=0; 7 :=0;
na:=|Al; ng = |B|;
enquanto ¢ < ny e j < ng faga
se Afi/—B[j] entao
imprima Ali];
1i=1+1;,5:=754+1;
fim
senao
se Afi/<B[j] entao
| i=i+ 1
fim
senao
WEFERE
fim
fim
fim

nacao prévia dos elementos, a complexidade do algoritmo obtido ainda é maior do
que o custo necessario para simplesmente percorrer todos os elementos de A e B

uma Unica vez. Este fato nos leva a pensar em uma nova solucao utilizando hashing.

A ideia é criar uma tabela de dispersao H e populéd-la usando os elementos
de um dos vetores de entrada (digamos o menor dos vetores, para economizarmos
espaco, e chamemo-no de A, sem perda de generalidade). A seguir, os elementos
de AN B sao obtidos percorrendo-se todas as posi¢oes do vetor B e comparando-se
cada elemento x de B com os elementos y que estao armazenados em H no mesmo
enderego-base que teria z, isto é, comparamos z e y quando hash(x) = hash(y),
onde hash() é a fungao utilizada para popular H (que ora omitimos pelos motivos

ja expostos, mas que pode ser tao simples quanto aquela apresentada no Capitulo 2).
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O algoritmo interse¢ao hashing( ) é dado a seguir em pseudocodigo, e o tratamento

de colisoes ¢é feito por encadeamento exterior.

Algoritmo 5: intersecao hashing(A,B)
Entrada: vetores A e B, com |A| < |B|
Saida: AN B
na = |Al; ng :=|B|;
m := 54 // arbitrando um fator de carga de 0.5;
H =inicializa hash(m);
H =popula_hash(A,H);
para i :— 0, ..., ng — 1 faga

x :— Blil;
hy := hash(x);
L, := Hlh,];

pt := L,.primeiro;
enquanto pt # () faga

se pt.chave — x entao
imprime z;
pt = 0

fim

senao

‘ pt :— pt.proximo;
fim
fim
fim

Os procedimentos inicializa hash( ) e popula hash( ) correspondem aqui

aos procedimentos homonimos da Secao 3.1.1.

Uma analise analoga as que fizemos na Secao 3.1.1 nos mostra que o ntimero
médio de operacoes efetuadas pelo algoritmo é igual & quantidade de elementos do
maior conjunto vezes (14«), onde « é o fator de carga da tabela de dispersao. Como,
ao utilizarmos espaco proporcional a quantidade de elementos a serem armazenados,
estabelecemos a como uma constante, temos que a quantidade de comparagoes do
algoritmo intersecao hashing( ) € O(ng)-a = O(np). Esta quantidade de compara-
¢oes, cada uma das quais realizada em tempo constante, somada as O(n4) operacoes

para se popular a tabela com os elementos do menor conjunto, resulta numa com-
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plexidade total esperada de O(n4) + O(np) = O(n) para o algoritmo. Trata-se,
portanto, de um ganho consideravel em relagio aos tempos respectivos O(n?) e O(n

log n) dos algoritmos anteriores.

3.1.3 Igualdade da soma de funcgoes

O problema da igualdade da soma de funcoes consiste em encontrar as qua-
druplas ordenadas (x,y, z,w) formadas por elementos de certo conjunto A dado,
satisfazendo f(z) + f(y) = f(z) + f(w), para uma fungao real f qualquer avaliada
em tempo constante. Este problema pode ser considerado um caso particular e po-
linomial do problema da parti¢ao, que é NP-completo (HAYES, 2002), e no qual
deseja-se saber se um conjunto de entrada S pode ser dividido em dois conjuntos S;
e Sy de mesma soma, nao havendo, contudo qualquer restricao ao tamanho dos dois

conjuntos.

A partir deste ponto, nao nos preocuparemos mais com a inicializacao das
tabelas de dispersao, ou com as funcoes de dispersao, ou os métodos de tratamento
de colisao utilizados, que suporemos disponiveis e apropriados, citando-os apenas

quando for conveniente.

A abordagem trivial do problema exposto examinaria cada uma das quéadru-
plas de elementos do conjunto A, para uma complexidade de tempo igual a O(n?),
onde n = |A|. Como transformar este problema num problema de busca em que

possamos nos valer da eficiéncia média das tabelas de dispersao?

Uma resposta possivel seria: armazenando os possiveis valores d = f(x) +
f(y), para todo x,y € A, como chaves de uma tabela de dispersao H, cada uma
das quais associadas a uma lista que contera todos os pares ordenados (z,y) cujas
imagens por f somem d. A seguir, para cada chave d armazenada em H, combinamos

dois a dois os pares (x,y) pertencentes a lista associada a d, obtendo assim as
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quadruplas desejadas. O pseudocodigo do algoritmo soma_ de  fungoes hashing( )

é dado a seguir:

Algoritmo 6: soma_de fun¢oes hashing(A4,f)

Entrada: vetor A, funcao f
Saida: quadruplas ordenadas (z,y, z, w) satisfazendo
F(@) + fy) = F(=) + f(w)
H = tabela de dispersao inicialmente vazia;
para cada (z,y) C A faga
d=f(z)+ f(y);
se d ¢ chave de H entao
‘ L, := lista encadeada associada a d, em H;
fim
senao
L, := nova lista encadeada;
insira em H a chave d e, associada a ela, a lista Lg;
fim
acrescente o par (z,y) a lista Ly;

fim
para cada d em H faga
L, := lista encadeada associada a d, em H;
para cada (z,y) € L, faga
para cada (z,w) € Ly faga
‘ imprima (z,y, z,w);
fim

fim

fim

O espago utilizado seré aquele necessario para armazenar O(n?) pares numa

tabela de dispersao, isto é, ©(n?), para um fator de carga constante.

Quanto ao tempo, cada chave d pode ser localizada e/ou inserida em H em
tempo médio constante, e cada um dos O(n?) pares de elementos (z,y) de A demanda
tempo O(1) para ser inserido no final da lista associada a chave d = f(z) + f(y).
Dessa forma, toda a tarefa de se popular a tabela com cada chave d associada aos

pares de elementos cujas imagens somem d pode ser executada em tempo médio

O(n?).
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Resta listar as quadruplas que satisfazem a igualdade desejada (linhas 10-
14), o que é conseguido pelas diferentes combinagoes dos pares armazenados em
uma mesma lista. Como é gasto tempo constante para cada par impresso, e sendo

d a quantidade de tais pares, o tempo esperado de todo o algoritmo sera O(n?+ d).

3.2 Algoritmo de ordenacao - Bucket Sort

O Bucket Sort é um algoritmo de ordenacao por distribui¢ao que consiste na
definicao de intervalos nos quais o conjunto de entrada sera dividido. Os elementos de
cada intervalo sao armazenados em um bucket, e cada bucket corresponde a somente
um intervalo. Os valores depositados em cada bucket sao ordenados utilizando
outro algoritmo de ordenacao, ou o proprio Bucket Sort recursivamente. Ao final,
o conjunto ordenado é obtido percorrendo os buckets em ordem (CORMEN et al.,

2001).

E uma ideia muito simples e pode facilmente ser implementada criando um
vetor de tamanho m, onde m é o maior elemento do conjunto de entrada e, por-
tanto, o dltimo na lista ordenada. Cada elemento é armazenado na posicao do vetor
cujo indice é igual ao seu valor (enderegamento direto). Apos realizada a distribui-
¢ao, percorre-se o vetor a partir da posicao de menor indice para obter o conjunto

ordenado (CORWIN; LOGAR, 2004).

Nesta implementacao, como cada posicao pode armazenar apenas um valor, ha-
vera perda de informacao quando utilizada na ordenacao de conjuntos que possuem
elementos repetidos. Com isso, foi proposta uma alternativa na qual cada bucket ar-
mazena quantas vezes o elemento cujo valor igual aquele indice aparece no conjunto

de entrada, conforme mostra a figura 3.1.

No que se refere a complexidade, nas duas implementacoes é necessario percor-

rer os n elementos do conjunto de entrada realizando a distribuicao das informagoes
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Figura 3.1: Bucket Sort

entre as m posicoes do vetor; e no final, percorrer as m posicoes do vetor, para obter
o conjunto ordenado, ou seja, a complexidade é O(n + m). Contudo, é necessario
criar um vetor tao grande quanto o maior elemento do conjunto possa ser, sendo
que, na maioria dos casos, poucas posicoes serao utilizadas. Assim, ha uma troca
entre tempo e espaco, pois estas implementacoes possuem complexidade de tempo
inferior a qualquer algoritmo de ordenacao por comparacao e troca, cujo o limite

inferior ¢ O(n log n), mas exige uma demanda muito maior de espago.

Para continuar obtendo bom desempenho sem a necessidade de uma grande
quantidade de espaco, uma alternativa para a implementacao do Bucket Sort é
a utilizacao de tabelas de dispersao, onde cada posicao da tabela representa um
bucket. Neste caso, a definicao dos intervalos e o ntimero de elementos que cada
bucket espera receber, depende do tamanho da tabela de dispersao, da qualidade da
funcao de dispersao e do fator de carga. Além disso, considere dois elementos z e vy,
e suponha sem perda de generalidade x < y. A func¢ao de dispersao deve assegurar

que x seja mapeado para uma posicao da tabela igual ou menor que a posicao de y.

E importante observar que a definicio da funcio de dispersao depende do
conjunto de entrada. Se a entrada for uniformemente distribuida, os elementos sao
distribuidos de maneira uniforme pela tabela de dispersao definindo uma funcao de
dispersao que crie buckets de tamanhos iguais (intervalos com o mesmo tamanho),

mas se a distribuicao dos elementos da entrada nao for uniforme, ainda é possivel



o6

definir uma funcao de dispersao que distribua os elementos de maneira uniforme
pela tabela. Para tanto, é necessario que sejam criados intervalos menores na faixa
de valores em que os elementos estao mais concentrados, e ir aumentando o intervalo
a medida que os elementos possuem menor probabilidade de estarem presentes no

conjunto de entrada.

Considere o caso em que a entrada é uniformemente distribuida. Seja max
o maior elemento do conjunto e m o tamanho da tabela de dispersao, de modo que

m < n. O intervalo armazenado em cada bucket é igual a

O algoritmo bucketsort_hashing() mostra a implementagao do Bucket Sort
utilizando a funcao de dispersao definida anteriormente. Observe que o ponto critico
com relacao a complexidade do algoritmo esta no primeiro lago, onde os elementos
sao incluidos na tabela de dispersao, realizando a ordenacao por insercao em cada

bucket.

Entao, para definir o tempo esperado do algoritmo bucketsort hashing() de-
vemos contar o niimero de elementos que foram armazenandos e ordenados em cada
bucket i. Logo, seja X; uma variavel aleatéria binomial que conta os elementos

armazenados no bucket ¢+ e T', o tempo total gasto pelo algoritmo. Temos
T — Z:Til Xi2 )

onde X? se deve ao tempo de execugao quadrético do algoritmo de ordenacao por

insercao utilizado na ordenacao dos buckets.
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Algoritmo 7: bucketsort hashing(A, m, max)

Entrada: A: vetor a ser ordenado; m: tamanho da tabela de dispersao; e
max: maior valor de A
Saida: tabela de dispersao com os valores ordenados

n = |Al;

b=

para j :— () até n-1 faga
x = A[jl;
he == | %]
Lh = H[hx],

pt := Lj,.primeiro;
enquanto pt # () faca

se pt. chave < x entao
‘ pt = pt.proximo;

fim

senao

[ := novo item;
l.chave := x;
[.proximo := pt;
[.anterior := pt.anterior;

pt = 0;

fim

fim

fim

para j := 0 até m faga

pt := L;.primeiro;

enquanto pt # () faga
imprime pt.chave;
pt 1= pt.proximo;

fim

fim

Tomando a esperanca em ambos os lados, temos

BT = ERZL, X7.

Sabe-se que a variancia de uma variavel aleatoria binomial é np(1 — p) (onde
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n é o nimero de tentativas e p é a probabilidade de sucesso (MORETTIN; BUSSAB,
2010)) e que E[X]? = (n-p)?. Entao,

Var(X) = E[X?] — E[X]?

np(1 — p) = E[X?] — (np)®

E[X?] = np — np? + n?*p?

Fazendo p = % temos

n n n
E[X?=—-—
[X7] m  m?2  m?
n n n?
E[X? = — -

E[X?) = (1) % + o)
1
PLY!) = (1) - s

Substituindo,
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Logo, independente da complexidade do algoritmo de ordenagao utilizado em
cada bucket, a complexidade esperada do Bucket Sort é ©(n). Mesmo nos casos
em que a entrada nao é uniformemente distribuida, o Bucket Sort ainda pode ser

executado em tempo linear (CORMEN et al., 2001).

3.3 Algoritmos com leitura/escrita de dados em tempo médio
constante

3.3.1 Matrizes esparsas

Uma matriz é dita esparsa quando apresenta uma grande quantidade de po-
si¢oes com valor igual a zero (ZIVIANI, 1999). Sao utilizadas nas mais diversas
areas, como, por exemplo, em otimizacao, meteorologia, analise de redes elétricas,
simulacao de circuitos, bioinformatica, e na computagao para representar grafos e

planilhas eletronicas, entre outras.

As operag¢oes usuais realizadas sobre matrizes (soma, multiplicagao, inversao,
pivotamento) nao utilizam as posi¢oes com valor igual a zero, o que permite, no caso
das matrizes esparsas, economizar uma quantidade significativa de espaco e realizar
as operagoes em tempo muito menor, armazenando somente os valores diferentes de
zero. Fato esse, que tem levado ao desenvolvimento de diversas formas de arma-
zenamento comprimido, que consideram desde caracteristicas gerais da matriz, até
caracteristicas mais especificas, como, por exemplo, se possuem blocos de valores
diferentes de zero. Em geral, os formatos desenvolvidos podem ser utilizados para
armazenamento de qualquer matriz, mas as melhorias em termos de desempenho e

espaco sao enfatizadas se utilizados para armazenar as esparsas.
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Existem na literatura diversos formatos de representacao de matrizes espar-
sas por conjunto de vetores (ZIVIANI, 1999; BAI et al., 2000). Sendo os formatos
Compressed Row Storage (CRS) e Compressed Column Storage (CCS) os mais ge-
rais, uma vez que nao fazem nenhum tipo de suposicao com relagao a distribuicao

dos elementos diferentes de zero, e por isso, serao aqui descritos.

O formato CRS, originalmente sugerido por D. J. Rose (GALLAGHER, 1972),
coloca os valores diferentes de zero, que sao subsequentes na matriz esparsa em
posicoes continuas da memoria. Entao, sendo A uma matriz esparsa, cria-se 3 vetores
para armazené-la: o vetor Val armazena os valores da matriz que sao diferentes de
zero; o vetor C'olInd armazena os indices das colunas em que se encontram os valores
armazenados em Val. Ou seja, se Val(k) = a;;, entdo Collnd = j; e, por fim, o
vetor RowPtr armazena os indices de C'olInd em que o vetor Val inicia uma nova
linha, isto é, se Val(k) = a;j, entdo RowPtr(i) < k < RowPtr(i+1). Assim, sendo
nz o numero de elementos diferentes de zero da matriz esparsa, sao necessarios
2nz +n+ 1 locais para armazenar a matriz A (BAI et al., 2000). Uma economia de
espaco significativa, uma vez que se toda a matriz esparsa fosse armazenada teria

um total de n x m, ou n? elementos armazenados.

Considere a matriz esparsa A apresentada na figura 3.2:

7 0 0 o 1 o]

0 9 0 5 0 0

A_ |0 0 0 0 0 6
0 0 -8 0 0 3

0 0 0 9 0 0

L0 15 0 0 4 0

Figura 3.2: Matriz Esparsa A

A tabela 3.1 mostra a representacao da matriz da figura 3.2 utilizando o
formato CRS. Além dos valores Val, ColInd e RowPtr foram apresentados os indices

dos vetores.
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k [0[1[2][3[4[5[6[7]8]9

Val 9(5[6[-8]3[9|15 -4

Collnd [1|5]2[4[6]3 (64|25
i 0[1]2[3[4]5
RowPtr(i) |1 3|56 |89

Tabela 3.1: Representagao da matriz A utilizando CRS

O formato de representagao CCS é analogo ao CRS. Ou seja, C'olInd é equiva-
lente a RowInd, logo para Val(a;;), RowInd =i e ColPtr é equivalente a RowPtr,
entao C'ol Ptr serd o indice do elemento Val em RowlInd, onde comeca uma nova

coluna de A.

Apesar dos formatos CRS e CCS utilizarem menos espago que o armazena-
mento tradicional e serem muito utilizados, nao sao os mais eficientes para realizar
operacoes matematicas em matrizes, porque recorrem a um método de endereca-

mento indireto para acessar cada valor.

Neste cenério, outra opc¢ao de representacao de matrizes esparsas faz uso de
uma lista duplamente encadeada. Permitindo que os elementos sejam percorridos
tanto por linha quanto por coluna, facilitando as operacoes sobre as matrizes. Cada
elemento é armazenado em um n6 da lista, que serd uma estrutura composta pelo
indice da coluna, indice da linha, o valor do elemento, um ponteiro para o préoximo
elemento que estd na mesma linha e um ponteiro para o proximo elemento que esta

na mesma coluna (ZIVIANI, 1999).

Na representacgao por listas encadeadas, somente os valores diferentes de zero
da matriz esparsa sao armazenados. Cada coluna e cada linha da matriz sao repre-
sentadas por uma lista circular com um né cabeca, ou seja, cada n6 pertence a duas
listas simultaneamente. Entao, um né pode ser alcancado a partir do n6 cabeca
que corresponde a linha de sua posicao na matriz, ou a partir do n6 cabeca que

correspondem a coluna de sua posicao.
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Considere a matriz esparsa B apresentada na figura 3.3:
0

-1
0

S O O ®
S O O 2
w O o O

Figura 3.3: Matriz Esparsa B

Uma possivel representacao da matriz B usando listas duplamente encadeadas
pode ser vista na figura 3.4, onde os nds cabeca podem ser identificados pelo valor

—1 nos campos linha e coluna.
! " = — — |

REIEY Al 1 1 i
i |
1 11 EIE
. Lle 8 - 7

Figura 3.4: Representacao da matriz B utilizando lista encadeada
A representacao de uma matriz esparsa n X m com r elementos diferentes de
zero, usando listas encadeadas, gastara (m + n + r) nos (ZIVIANI, 1999). Apesar
de um no6 ocupar varios bytes de memoria, o total de memoria usado — quando o
r for suficientemente pequeno — ainda serd menor que as n? posicoes de memoria

necessarias para representar toda a matriz.

Um problema existente neste tipo de representacao esta relacionado ao fato

de nao ser possivel acessar um determinado indice diretamente, sendo necessério
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varrer a estrutura até o indice desejado. Além disso, os formatos CRS e CCS ocupam
menos espaco que a representacao por listas encadeadas, embora seja necessario mais
tempos para realizar modificacoes na matriz. Essas questoes sugerem a proposta de
uma nova abordagem, que consiste, basicamente, num formato de armazenamento
de coordenadas, onde todos os valores diferentes de zero sao armazenados em uma

tabela de dispersao (ASPNAS; SIGNELL; WESTERHOLM, 2007).

Entao, seja A uma matriz esparsa n X m. Considere um elemento (i, 7) com
valor v, onde i € [0,n — 1], j € [0, m — 1]. Para definir a posi¢do de v na tabela de
dispersao, é necessario definir uma chave para v, de forma que seja possivel efetuar
seu enderecamento na tabela e recuperar, posteriormente, sua posicao na matriz.
Como sao conhecidos apenas v e sua posicao na matriz, pode-se definir uma chave
k, como sendo, por exemplo, k = i % n.y; + j, onde ¢ é a linha e j é a coluna de
v na matriz. O tamanho da tabela de dispersao pode ser da ordem do ntimero de
elementos diferentes de zero na matriz, pois assumindo que os elementos diferentes
de zero estao uniformemente distribuidos sobre as chaves definidas, tem-se que, em
média, o numero de elementos mapeados para cada posicao da tabela de dispersao

utilizando encadeamento exterior sera « (fator de carga).

A figura 3.5 mostra a representacao da matriz A da figura 3.2 utilizando
hashing com encadeamento exterior, onde foi utilizada a fungao de dispersao h(z) =

k mod 5 e a chave k = i> 4 j, onde i ¢ a linha e j é a coluna de z em A.

0 +—{36 6

B By T R I
o e 2]

—>|2,4| 5 H—>|6,2|15||

Lol o ]

Figura 3.5: Representacao da matriz A utilizando hashing
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|

[\S]
|

w
|

N
|

A inclusao de um valor z na posi¢ao (i, j) da matriz é realizada calculando a
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chave k, e armazenando a coordenada (i,j) e x na posicao h(k). Cada posigao da
tabela de dispersao é uma estrutura composta pela coordenada (7, ) e um valor z,
0 que torna possivel a identificacao de coordenadas distintas em uma mesma lista
de colisao. Nao ¢é necessario armazenar a chave k, uma vez que pode facilmente ser

obtida realizando uma operagao béasica em tempo O(1).

Para realizar buscas, é necessario calcular a chave k e o enderego-base h(k), e
depois percorrer a lista encadeada verificando se a chave procurada encontra-se na
lista. Na exclusao, efetua-se uma operacao de busca, e se o valor for encontrado, a
remocao é realizada fazendo a atualizacao dos ponteiros do antecessor e sucessor do

valor, e liberando o espaco ocupado pelo no.

Esta representacao de matrizes esparsas permite que as dimensoes da matriz
sejam facilmente alteradas, porém nao permite a realizacao de uma ordenacao dos
valores. As buscas sao rapidas, uma vez que cada posicao da tabela de dispersao tera
uma lista encadeada com comprimento médio «, embora no pior caso a complexidade
seja O(n). Uma abordagem alternativa seria a utilizacao de uma estrutura baseada
em arvore para tratar as colisoes, por exemplo, uma arvore AVL (GOODRICH;
TAMASSTA, 2001). Isto faria com que as buscas pudessem ser realizadas em tempo
O( log n), mas as inclusoes seriam mais complexas e seria necessario o uso de
mais espaco para armazenar os dois ponteiros para as subarvores esquerda e direita,

respectivamente, além dos campos para a posi¢ao (i,7j) e o valor.

3.3.2 Representacao de Grafos

Um grafo é uma estrutura definida como G = (V| F), onde V' é um conjunto
nao vazio de elementos denominados vértices, e E é o conjunto de pares (v;,v;)
denominados arestas, onde v;,v; € V. Esta estrutura pode ser representada compu-

tacionalmente de diversas formas (SZWARCFITER, 1984), dentre as quais podemos
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destacar as representacoes univocas por matriz de adjacéncia e por listas de adja-

céncia.

Dado um grafo G = (V, E), na representacao por matriz de adjacéncia, é
definida uma matriz A de tamanho n x m, de forma que a;; = 1 se os vértices
v;, v; forem adjacentes e a;; = 0, caso contrario. JA na representacao por listas
de adjacéncia, habitualmente é utilizada uma estrutura mista, constituida por um
vetor V' que representa os vértices do grafo. Sendo cada posicao de V' associada a
uma lista encadeada, na qual sao armazenados os vértices adjacentes ao vértice em

questao.

Devido a grande similaridade entre a estrutura usualmente utilizada para
representar um grafo por listas de adjacéncia e a tabela de dispersao com encadea-
mento externo, é intuitivo utilizar hashing para tal representacao (TENENBAUM;
LANGSAM; AUGENSTEIN, 1990). A vista disso, ao utilizar hashing para repre-
sentar as listas de adjacéncia de um grafo, cada n6 ¢ mapeado para uma posicao
de uma tabela de dispersao e seus vizinhos sao mapeadas para uma tabela de dis-
persao associada a tal posicao. Observe que assim como na representacao usual,
cada aresta (v,w) da origem a duas entradas na tabela de dispersao ~ uma cor-
responde a exploracao da vizinhanca de v e outra explorando a vizinhanca de w.
Desta forma, esta representacao utiliza um espaco igual a O(m x «), onde m é o
tamanho da tabela de dispersao na vertical, ou seja, aquela para a qual os vértices
sao mapeados, e a é¢ tamanho das tabelas onde é armazenada a vizinhanca de cada
vértice. Como « é constante, o espago é linear no tamanho de G. A figura 3.6(b)

mostra a representacao do grafo da figura 3.6(a) utilizando hashing.

Nesta representagao, o tempo para executar uma busca por uma aresta (v, w)
é, na média, O(1) para encontrar o vértice v na tabela de dispersao vertical, mais
O(1) para encontrar o vértice w na tabela de dispersao associada a posi¢ao de v,

enquanto que na representacao utilizando listas encadeadas associada a um vetor,
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Figura 3.6: Representacao de grafos usando hashing

para realizar a mesma busca seria necessario percorrer o vetor até encontrar o vértice
v e depois percorrer uma lista encadeada associada, até encontrar w, ou o final da

lista, caso os vértices nao sejam adjacentes.

Note que a tabela de dispersao da vertical e as tabelas associadas a cada
uma de suas posicoes sao encadeadas, ou seja, possuem ponteiros que indicam a
sequéncia em que os vértices foram inseridos. Esses ponteiros sao extremamente
uteis ao realizar a listagem das listas de adjacéncias do grafo, pois permitem que o
niimero de posicoes visitadas nas tabelas de dispersao seja exatamente o mesmo que
na representacao usual. Isto é, dado que se deseja listar as listas de adjacéncia do
grafo, basta tomar o n6 cabeca da lista encadeada da tabela da vertical e para cada
no6 nesta tabela, tomar o né cabega da tabela associada ao n6 em questao (tabela da
horizontal) e percorrer esta lista até o n6 cauda. Dessa forma, somente as posi¢oes

nao vazias das tabelas de dispersao serao visitadas.

E interessante observar que matriz de adjacéncia é esparsa, e como visto
na secao 3.3.1, tal representacao também pode ser realizada utilizando hashing,
reduzindo o espago utilizado de O(n?), para um ntimero na ordem da quantidade de

1’s existentes na matriz.
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3.4 Tabelas de dispersao encadeadas

3.4.1 Cache LRU

O cache é um método bastante conhecido por melhorar a eficiéncia e escala-
bilidade de pesquisas realizadas em meios de armazenamento que possuem acesso
lento. Basicamente, mantém as informacoes mais relevantes  sob um determinado

ponto de vista  em locais que possuem acesso de alta velocidade.

Um dos aspectos importantes na implementacao de um cache, esta ligado
a politica de substituicao, que define quais informagoes serao removidas quando
o cache estiver cheio. Um algoritmo de substituicio bastante eficiente, com alta
taxa de acerto e baixa complexidade ¢ o LRU (Least Recently Used). A ideia por
traz desse algoritmo é que informacoes acessadas recentemente tém maior chance de
serem utilizadas nos proximos acessos e, portanto, devem permanecer armazenadas.
Logo, quando o cache nao possuir espaco livre para inserir novas informacgoes, com

o LRU, as informagoes que estao mais tempo sem serem utilizadas sao removidas.

Uma possivel implementacao do cache LRU pode ser feita através de uma
lista duplamente encadeada, mantendo os elementos mais recentemente utilizados
no inicio da lista e os menos recentemente usados no final (TANENBAUM, 2001).
Quando o cache esta cheio e é necessario inserir um novo elemento, libera-se espaco,
excluindo o elemento final da lista, que é o menos recentemente utilizado. Portanto,
nas substituicoes do cache, retira-se o elemento que esta no final da lista e insere
o novo no comeco. Com o encadeamento duplo, em cada acesso a um elemento
existente no cache, é possivel mové-lo para o comeco da lista, tornando-o o novo ele-
mento mais recentemente utilizado. Realizar essa movimentacao e efetuar pesquisas
nessa implementacao possuem custo elevado. Além disso, esta é uma boa abordagem

para caches com acessos tinicos, pois nos casos em que varios meios podem acessa-lo
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simultaneamente, sempre que uma movimentagao, exclusao e inclusao de um no é

realizada, o cache precisa ser bloqueado, causando lentidao.

O cache LRU também pode ser implementado utilizando uma lista dupla-
mente encadeada interna a tabela de dispersao, chamada lista LRU. Cada posicao
da tabela de dispersao, que também é um n6 da lista LRU, é uma estrutura com-
posta pelo par (chave,valor). Nesta implementacdo, a inser¢ao é realizada com o
mapeamento da chave para uma posicao da tabela de dispersao, e para preservar a
ordem dos acessos, o nd inserido é adicionado como n6 cabega de uma lista LRU.
Em uma pesquisa com sucesso, a chave buscada é movimentada para a primeira
posicao da lista LRU, através da atualizacao de ponteiros. Quando é realizada uma
busca sem sucesso e o cache esta cheio, torna-se necessario abrir espaco para o novo
elemento ser inserido. Tal operacao pode ser facilmente realizada, excluindo o 1l-
timo no6 da lista LRU, que também é o elemento menos recentemente utilizado. Na
figura 3.7 ¢ mantido o cache LRU de paginas web acessadas. Observe que as paginas
foram acessadas na sequéncia URL;, URLsy, URL3, URLg, URL5, URLs e que no

segundo acesso a URLy houve atualizagao de ponteiros na lista LRU.

cauda
0 J| URL, | DOC, | =
1 »| URL, | DOC, |
2 »| URL, | DOC,
3 { URL, | DOC, [5—{ URL, Docsl'
. N |

Figura 3.7: Cache LRU com Tabela de dispersao e Lista Duplamente Encadeada

Quanto a complexidade, temos que toda chave é mapeada para uma posicao
da tabela de dispersao e o n6 é inserido na lista LRU, permitindo que o tempo

médio das buscas seja O(1), para um fator de carga a constante. Além disso, o n6
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correspondente ao elemento mais recentemente utilizado esta sempre no topo da lista
e 0 menos recentemente utilizado esta sempre no final, permitindo que inclusoes e

remocoes sejam realizadas em tempo constante. A complexidade de espago é O(m)

onde m é a capacidade méxima do cache.

Entretanto, a utilizacao da tabela de dispersao com lista duplamente encade-
ada nao resolve o problema de lentidao causado pelos bloqueios, principalmente em

caches que precisam permitir acessos miltiplos.

Recentemente, (SPYCHER, 2011) apresentou uma variagao dessa implemen-
tacao que além da tabela de dispersao e da lista duplamente encadeada, utiliza uma
lista para armazenar os elementos que devem ser excluidos. Neste caso, as inser¢oes
também sao realizadas através do mapeamento das chaves entre as posicoes da ta-
bela de dispersao. Quando uma chave é acessada, sao criados: um noé associado a
essa chave na lista LRU; e um ponteiro entre o elemento na tabela de dispersao e na
lista LRU, caso ainda nao exista. Dessa forma, os nos da lista LRU ficam externos
a tabela de dispersao, e sao mantidos de forma que, os mais recentemente utilizados
ficam no final da lista e 0os menos recentemente utilizados no comeco. Além da in-
sercao, sao admitidas as operacgoes de busca, movimentacao do n6 entre as posigoes

da lista LRU, remocao dos nos e exclusao dos nés marcados na lista de exclusao.

Quando uma busca é realizada, se o elemento for encontrado, o n6 é movido
para o final da lista LRU, indicando que esse elemento foi acessado recentemente.
Em uma sequéncia de buscas e movimentacao de nds, nao ha bloqueio, entao, quando
as operacoes de busca sao concorrentes, nao pode-se dizer que o ndé movido para a
iltima posicao da lista LRU corresponde ao elemento mais recentemente acessado,

mas sim um dos mais recentemente acessados.

Apobs cada inser¢ao, se o cache atingiu um determinado tamanho préximo a
sua capacidade, o n6 cabeca da lista, que é um dos menos recentemente acessados, é

adicionado a lista de nos a serwm excluidos e o ponteiro que o associa a uma entrada
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da tabela de dispersao é definido como vazio, é como se fossem criados buracos no
cache. Quando a lista de nos a serem excluidos atingir um tamanho pré-definido, os
nos nela armazenados sao de fato excluidos da lista LRU. Essa operacao de exclusao
é limitada, porque envolve duas atualiza¢bes (um ponteiro ao sucessor e outro para o
no6 antecessor), além de ser necessario bloquear o cache, para garantir uma exclusiao

segura € correta.

Com o uso da lista para armazenar os nos que devem ser excluidos, eliminou-se
a obrigatoriedade de excluir um no6 toda vez que o cache estiver cheio, permitindo que
a exclusao seja realizada em lotes, reduzindo o niimero de vezes em que é necessario

bloquear o cache. Mas seu uso exige mais espaco que as implementacoes anteriores.

3.4.2 Problema do Mercado Financeiro

Certa empresa X atua no mercado financeiro negociando papéis com um
grande nimero de parceiros. Diariamente, diversas negociacoes sao feitas, muitas das
quais de forma automatica por softwares especializados. Ao longo de um dia tipico,
um parceiro pode realizar novas negociacoes com X ou cancelar as negociagoes
realizadas até aquele instante, pois as negociacoes do dia s6 sao de fato efetivadas
apo6s o horario comercial. Nao ha limites para as quantidades de negocia¢oes ou de

cancelamentos.

Cada negociacao feita por X recebe um codigo de portfolio, que, para todos
os efeitos, € um nimero inteiro associado aquela operacao. Pelas regras de negocio
de X, no entanto, operacoes com parceiros distintos podem vir a receber o mesmo

codigo, e operacoes com um mesmo parceiro podem receber codigos distintos.

As operacgoes efetuadas ao longo de um dia sao armazenadas, uma por linha,
em um arquivo. Cada linha compreende um sinal de “+” ou de “”. Um sinal de

“4+” indica que uma nova negociacao foi feita, e é sempre seguido do identificador
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de um parceiro comercial de X e do codigo de portfolio. Um sinal de “-”, por outro
lado, é seguido apenas do identificador de um parceiro comercial de X e indica
o cancelamento de todas as negociagoes realizadas com aquele parceiro, desde o
inicio do dia até o momento em que aquela entrada foi registrada no arquivo, nao
importando seus codigos de portfolio. Tanto os identificadores de parceiros quanto

os de portfolio sao ntimeros inteiros advindos de um intervalo muito grande.

A tabela 3.4.2 mostra a estrutura basica desse arquivo de negociagoes.

+ | 101 | 145113
+ 2 26
+ 1 101 26
+ [ 3005 | 4550
- | 101

+ 1 3005 | 145113
+ 4 184
+ 1 101 4550
- 2

Tabela 3.2: Estrutura do arquivo de negociagoes

Diariamente, ap6s o encerramento das negociacoes, a empresa precisa detectar
quais portfolios estao associados a uma ou mais negociagoes ativas, isto é, que nao
foram canceladas. Para obter essa informacao é necessario percorrer o arquivo de

operacoes. Mas qual a melhor maneira de fazé-lo?

E facil pensar em diversas maneiras de processar o arquivo de operacoes para
obter a informagao desejada em tempo quadratico (ou pior) no tamanho do arquivo.
Por exemplo, percorrendo-se o arquivo na ordem cronologica das entradas (isto é,
de cima para baixo), podemos verificar para cada linha indicando parceiro Y e
portfolio P, se houve cancelamento das operacoes de Y em qualquer uma das linhas
subsequentes, imprimindo P caso nao tenha havido (e possivelmente cuidando para
que o mesmo portfolio nao seja impresso mais de uma vez). Examinaremos, agora,

solucoes mais eficientes utilizando hashing.
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Considere a leitura do arquivo ainda sendo feita na ordem em que as negoci-
acoes foram realizadas, ou seja, da primeira linha a ultima linha, cronologicamente.
Utilizaremos duas tabelas de dispersao: uma, a de parceiros por portfélio, onde as
chaves serao os codigos de portfolio, e os valores armazenados serao listas contendo
os parceiros de X que tém negociacoes ativas sob aquele codigo de portfélio; e outra,
a de portfolios por parceiro, onde as chaves serao os parceiros de X, e os valores
associados a cada chave serao listas contendo os codigos de portfélio utilizados em

negociacoes ativas com aquele parceiro.

Cada linha lida do arquivo com o sinal “+” indicando parceiro Y e portfolio P
acarretara duas alteracoes nas estruturas de dados utilizadas: a primeira é a inclusao
de Y na lista de parceiros associados a chave P na tabela de dispersao de parceiros
por portfolio (a chave P sera inserida pela primeira vez, caso ainda nao se encontre
na tabela); a segunda alteragao é a inser¢ao de P na lista de portfolios associados a
chave Y na tabela de portfolios por parceiro (a chave Y sera inserida pela primeira

vez, caso ainda nao se encontre na tabela).

Quando uma linha com o sinal “-” é lida para um parceiro Y, é preciso excluir
as ocorréncias de Y de ambas as tabelas. Na tabela de portfélios por parceiro, Y é
chave e, pode, portanto, ser recuperada e removida em tempo médio O(1). Na tabela
de parceiros por portfolio, no entanto, Y pode pertencer a listas associadas a varios
portfolios. Para nao ser necessario percorrer todas as listas, usamos a informacao da
tabela de portfolios por parceiro (antes da exclusao da chave Y, evidentemente), para
j& saber, de antemao, quais sao os portfolios em cujas listas Y estard na tabela de
parceiros por portfolio. Poderemos, assim, ir diretamente naquelas listas e remover

Y, sem necessidade de percorrer toda a tabela.

Ao fim do processamento de todas as linhas, basta retornar os portfolios que
estiverem associados a listas nao-vazias de parceiros, na tabela de parceiros por

portfolio.
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A Figura 3.8 ilustra as estruturas de dados utilizadas nesta primeira solugao
proposta. Observe que, por clareza, nao aparecem na figura chaves distintas com o
mesmo endereco-base. Como mencionado anteriormente, deixamos o tratamento de
colisoes a cargo da implementacao das tabelas de dispersao utilizadas, e focamos no

emprego da técnica.

0

1145113 —+—»{3005] |

2 o0l3005]  ——»[4550[F—»[145113[ ]
3 11101 —+—»[4550

4| 4550 ——>|3005|‘|_’| 101 | | 2

5 3

6| 184 -4 1| 4| 4 ——>»| 184

(a) (b)

Figura 3.8: (a) parceiros por portfolio: tabela de dispersao com listas (b) portfolios
por parceiro: tabela de dispersao com listas

Como vimos, a localizacao de cada lista de parceiros da qual Y precisa ser
removido pode ser feita em tempo médio O(1), pois trata-se da busca por uma chave
(o codigo do portfolio) em uma tabela de dispersao. No entanto, para localizar Y
dentro de cada uma das listas, precisariamos percorrer toda a lista, o que certa-
mente aumentaria o tempo computacional. Nao surpreende, porém, a esta altura,
que possamos substituir com vantagem as listas contendo os parceiros associados
a cada portfolio por uma tabela de dispersao contendo tais parceiros! Em outras
palavras, o valor associado a cada chave P na tabela de dispersao original (parceiros
por portfolio) serd o ponteiro para uma tabela de dispersao cujas chaves serdo os
parceiros que negociaram com a empresa X sob o codigo de portfolio P (veja a
Figura 3.9). Sendo assim, diante de uma operacao de cancelamento, a localizacao e
a remocao de cada parceiro Y sera feita também em tempo médio O(1), e todo o

algoritmo rodara entao em tempo esperado linear no niimero de linhas do arquivo.

A solugao mais elegante para o problema do mercado financeiro, no entanto,
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0 0 1 2 3

11145113 — | 3005 |

5 0[300s| ——»[4550[F—»[145113]]
3 0 | ) s 11101 —»{4550

4] 4550 +— | 3005 101] 2

5 0 1 2 3 3

6| 184 [ T4 T ] 44| —T—lsa]]

(a) (b)

Figura 3.9: (a) parceiros por portfolio: tabelas de dispersao aninhadas (b) portfolios
por parceiro: tabela de dispersao com listas

consiste na leitura do arquivo de operacoes de tras para frente, isto é, da tdltima
para a primeira negociagao realizada no dia, evitando, como mostraremos a seguir,
o processamento de negociagoes que viriam a ser, de todo modo, posteriormente

canceladas.

Note que, como o arquivo estard sendo lido de tras para frente, entao a pri-

W

meira linha encontrada com o sinal de indicando o cancelamento das operacgoes
passadas com um certo parceiro Y é referente, na verdade, ao tultimo cancelamento
(cronologicamente) das operagoes com Y. Dessa forma, essa linha ird particionar
todas as demais linhas referentes a Y em dois grupos: as que ocorreram cronolo-
gicamente antes desse cancelamento (e que nao foram ainda processadas, pois se
encontram acima dela, no arquivo), e as que ocorreram cronologicamente apods este
cancelamento (e que, portanto, ji foram processadas uma vez que se encontram
abaixo dela no arquivo). A partir de entdo, as linhas do primeiro grupo poderao
ser totalmente ignoradas, uma vez que foram, de todo modo, canceladas. Por ou-

tro lado, as linhas que ja foram processadas nao terao sido canceladas, por terem

ocorrido ap6s o ultimo cancelamento envolvendo Y'!

Usaremos novamente duas tabelas de dispersao: uma para os portfolios ativos,
que serao retornados no final; outra para indicar parceiros comerciais “cancelados”,

isto é, parceiros para os quais ja foi processada uma linha indicando o ultimo can-
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celamento de suas operagoes naquele dia. Com essa estrutura, cada linha com o
sinal “-” vera o parceiro comercial em questao ser adicionado a tabela de parceiros
cancelados (cujas operagoes serao ignoradas a partir de entao); e cada linha com o
sinal “+”, se referente a um parceiro que ainda nao foi cancelado, vera o portfolio
em questao ser adicionado a tabela de portfolios ativos (de onde jamais saira!); caso

contrario, serd simplesmente ignorada.

A Figura 3.10 mostra como as negocia¢oes da Tabela 3.4.2 sao armazenadas

durante a execucao do algoritmo proposto.

0
1145113

2 0

3 11 101
4| 4550 2| 2
5 3

6| 184 4

(a) (b)

Figura 3.10: (a) portfolios ativos: tabela de dispersao apenas com chaves (b) par-
ceiros cancelados: tabela de dispersao apenas com chaves

Como tanto a busca de um parceiro na tabela de parceiros cancelados quanto
a insercao de um portfolio na tabela de portfélios ativos podem ser realizadas em
tempo médio O(1), todo o processo demanda tempo esperado linear no tamanho do
arquivo. Além disso, contando-se o niumero de parceiros cancelados e comparando-se
esse numero com o total de parceiros com os quais a empresa negociou ao longo do
dia (informagao esta que pode estar disponivel), torna-se dispenséavel a leitura do
restante do arquivo, a partir do momento em que esses dois nimeros se tornem iguais,
uma vez que as demais linhas s6 irao conter negociacoes posteriormente canceladas,
e o algoritmo pode parar antes mesmo que todas as linhas do arquivo tenham sido

processadas.
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3.5 Busca Exaustiva (Backtracking)

Quando inexistem algoritmos eficientes para tal, a busca pela solucao 6tima
de um problema de otimizacao combinatoria é em geral implementada como uma
busca exaustiva em um grafo implicito, cujos nos correspondem a solucoes viaveis

ou estados, ou configuracoes validas do problema em questao. Suas arestas
correspondem a escolhas possiveis numa sequéncia de decisoes que permite obter
todos os estados ou configuragoes atingiveis a partir do ponto de partida, o estado
inicial. Em outras palavras, uma aresta xy indica que existe um passo, uma tomada
de decisao na sequéncia pré-estabelecida, que nos leva diretamente da configuracao
ou estado x a configuracao ou estado y. O que se deseja é encontrar um no6 do grafo
que maximiza ou minimiza determinada funcao, ou que constitui um “estado-alvo”,

atendendo certa condicao de parada. Técnica conhecida como backtracking.

Ao realizar uma busca exaustiva é necessario ter atencao quanto a sequéncia
de configuracoes, pois, se nao forem tomados os devidos cuidados, configuracoes
iguais, simétricas ou equivalentes podem ser visitadas mais de uma vez, acarretando
perda de tempo ou lagos interminaveis. Por esta razao, é preciso demarcar, ao longo
da busca, os nés do grafo ja visitados. O que nos leva invariavelmente a um problema
de espaco, pois o conjunto de todas as configuracoes possiveis — atingiveis ou nao,
mas como sabé-lo? — pode ser enorme, e por conseguinte a quantidade de memoria

alocada para a desejada demarcacao.

Diante dessas questoes, é possivel propor uma abordagem que promove uma
reducao consideravel de tempo e espago, como ilustrado na solucao dos problemas

definidos a seguir.
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3.5.1 Carga da Balsa

Como se sabe, balsas sao embarcacoes usadas para transportar veiculos atra-
vés de cursos d’agua. Normalmente possuem largura suficiente para formar duas
pistas com veiculos de diferentes tamanhos, ocupando todo o seu comprimento. Os
veiculos aguardam pela embarcacao em uma fila tinica, onde sua ordem na fila deter-
mina sua ordem de embarque. O problema Carga da Balsa consiste em determinar
como carregar a balsa com o maior ntimero possivel de veiculos, onde cada veiculo
pode ocupar a pista da direita ou a da esquerda. Se nao houver espaco livre para o
veiculo a frente da fila, a balsa esta cheia e os veiculos restantes devem aguardar a

proxima balsa (SKIENA; REVILLA, 2003).

Para compreender a dificuldade em encontrar uma solucao para o problema,
considere o problema do escalonamento de tarefas com duas méquinas idénticas.
Este problema é NP-completo (GAREY; JOHNSON, 1979). Agora considere a fila
de veiculos esperando para serem embarcados na balsa. Some o comprimento dos
primeiros veiculos da fila até que o comprimento total obtido seja igual a 2k (onde
k & o comprimento da balsa) ou o mais proximo possivel. Esta subfila de soma
< 2k é a entrada do problema do escalonamento, onde cada veiculo é uma tarefa
a ser alocada e seu comprimento corresponde ao tempo de execucao. Entao, neste
momento, o problema consiste em definir se existe uma alocacao das tarefas de forma

que o tempo gasto por cada maquina seja < k.

Se a resposta for sim, entao os veiculos da subfila podem ser embarcados na
balsa, e para obter a ordem em que devem ser carregados, basta tomar uma solugao
do problema do escalonamento e permutar os veiculos de cada lado da balsa, de
modo a respeitar a ordem inicial da fila. Ja se a resposta for nao, quer dizer que

mesmo com a ordem folgada nao é possivel carregar todos os veiculos da subfila.

Logo, se uma ordem for fixada também nao sera possivel carrega-los.
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[sto mostra que encontrar uma solucao para o problema Carga da Balsa é
equivalente a encontrar uma solucao para o problema do escalonamento com duas

maquinas idénticas. Logo, o problema carga da balsa é NP-completo.

Para se obter a solucao do problema Carga da Balsa é necessario definir uma
sequéncia de carregamento dos veiculos na pista da esquerda e da direita, conforme

mostrado na figura 3.11:

EE ED DE D,D
E,EE EED EDD D,D.E D,D,D
E.E,D.E E.ED.D D, E,D.D.D DED.H D.E.D.D D,D,D,E, D,D,D,D

Figura 3.11: Arvore de decisdo — Sequéncia de direces

Note que o niimero de nés nos niveis da arvore cresce de forma exponencial a
medida que descemos por ela. Ou seja, o nivel 0 tem um no (a raiz), o nivel 1 tem
2 (esquerda ou direita), o nivel 2 tem 4 nés, e assim por diante. Generalizando,
podemos dizer que no nivel d, a arvore tem 2¢ nés. Entdao, uma solucio para
o problema que utiliza essas configuracoes serd exponencial no niimero de carros

embarcados.

Uma alternativa para o problema Carga da Balsa, é considerar uma configura-
¢ao valida como sendo definida pelas coordenadas (x,y), onde x é o espaco ocupado
pelos veiculos que foram embarcados na pista da esquerda e y, o espaco ocupado na
pista da direita. A figura 3.12 mostra todas as configuragoes possiveis para um caso

em que a balsa possui comprimento igual a 8 unidades de espaco e os veiculos que
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estao na fila para serem embarcados possuem comprimento igual a 2, 2, 4, 2, 4, 4,

5, 7.

©2)
€9) €2

Figura 3.12: Arvore de decisio Espaco ocupado

Observe na figura 3.12 que as melhores solugoes ou as solugoes dtimas ocupam
as folhas da arvore, uma vez que a partir destas configuragoes, a balsa nao possui
espaco livre suficiente para embarcar o proximo veiculo da fila, e, com isso, outra
configuracao nao pode ser obtida. Entao, podemos concluir que a melhor sequéncia
de carregamento da balsa pode ser obtida “subindo” de uma folha h até a raiz da
arvore de decisao. Mas como saber quais configuragoes foram visitadas entre h e a

raiz?

Como o backtracking funciona como uma busca em um grafo implicito, dado
que chegamos a uma folha h, certamente teremos passado pelos nos entre h e a raiz da
arvore. Além disso, podemos perceber que o lado esquerdo da arvore é simétrico ao
lado direito, o que exige um cuidado maior ao armazenar as configuragoes visitadas,
j& que nao é desejavel que uma configuragao seja visitada mais de uma vez. Entao,
para armazenar as configuracgoes visitas e nao permitir que uma mesma configuracao
seja visitada mais de uma vez, podemos utilizar uma tabela de dispersao, com
tamanho proporcional ao niimero de nos visitado, na qual as chaves correspondem ao
espaco ocupado a direita e a esquerda da balsa em cada configuragao (considerando
sempre que o maior espaco ocupado estd a esquerda para facilitar a deteccao de

repetigoes). Quando uma nova configuracao for visitada, verifica se ja existe na
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tabela uma configuracao igual ou equivalente, e caso nao exista, a nova configuracao
¢ armazenada, e adicionada em uma lista encadeada interna a tabela que mantém a
ordem em que as configuracoes foram visitas, para que quando a configuracao alvo
for atingida, ou seja, quando o niimero de veiculos embarcados for o maior possivel,

seja possivel recuperar a ordem em que foram carregados.

No problema Carga da Balsa, duas configuragoes x e y sao equivalentes se, em
x, os veiculos embarcados ocupam exatamente a mesma porcao de cada pista que
é ocupada pelos veiculos embarcados em g, a menos de simetria. Uma vez visitada
uma dessas configuracoes, nao é necessario visitar qualquer outra. Isto reduz o
nimero de noés da arvore de busca, que seria exponencial na quantidade de veiculos,

para um numero que é pseudo-polinomial no tamanho da balsa.

Entretanto, é possivel definir uma solugao para o problema Carga da Balsa
por programacao dinamica, que utiliza menos espago. l.ogo, o algoritmo proposto

serve para ilustrar como seria a solu¢ao do problema utilizando backtracking.

3.5.2 Quebra-cabeca do 15

Desenvolvido na década de 1870 por Sam Loyd, o Quebra-cabeca do 15 é um
jogo popular composto por uma grade 4 x4 com quadrados numerados de 1 a 15 e um
espacgo vazio. O objetivo do jogo é a partir de uma ordem aleatéria dos quadrados,

obter sua ordenacao crescente, de modo que o espaco vazio ocupe a ultima posi¢ao

abaixo e a direita da grade (SKIENA; REVILLA, 2003; BALL, 1926).

O problema pode ser expandido para uma versao n x n. Nesta formulacao
mais geral, o problema de encontrar a solucao com o menor niimero de movimentos
¢ NP-dificil (RATNER; WARMUTH, 1990). Na verdade, o problema de decidir se
existe uma sequéncia de movimentos que dada uma configuracao inicial, chega a

configuracao alvo em menos de k£ movimentos é NP-completo.
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Para alcancar a configuracao final do jogo o tnico movimento valido é a
troca de posicoes entre os quadrados numerados e o espaco vazio. Cada posicao
ocupada pelo espaco vazio permite que, no méximo, sejam realizados os movimentos
de troca (deslizamento) “U”, “D”, “R” ou “L”, ou seja, efetuar a troca do espago vazio
com o quadrado acima, abaixo, a direita ou & esquerda. A figura 3.13 mostra que
partindo da configuragao inicial apresentada, sao necessarios apenas 3 movimentos
para chegar a configuragao alvo. Observe que o nimero de movimentos possiveis
varia entre 2 e 4, dependendo da posicao ocupada pelo espaco vazio. Por exemplo,
partindo da configuracao inicial apresentada, se for realizado o movimento “D”, a
partir desta nova configuracao so é possivel realizar os movimentos “U”, “R” e “L”.
Os pontos abaixo de cada configuracao, indicam que é necessario realizar outros

movimentos para obter a configuracao alvo a partir da configuracao em questao,

caso seja possivel.

1121314
516 8
9110[ 7111
13(14]15(12
P
112 4 112 4 1{2(3]4 1 314
516|718 516|318 5168 5 6|8
9110 11 9110[ 7111 9110[ 7111 9110 7111
1311411512 13(14115(12 13]14[15]12 13[14]15[12
D R o0 0 o0 0 o0 0
112134 121314 1{2(3]4 1({213]4
516718 516 8 516718 5161718
9110]15]11 911017 |11 911011 9 10111
13(14 12 1311411512 13(14]15(12 13(14]15(12
o0 0 o0 0 D
112134 1{2131]4 1121314
516|718 5167 506718
91(10[11]12 9110[11]8 9110 11
13(14]15 13(14]15(12 13(14]15(12

Figura 3.13: Obtencao da Configuracao Final no Quebra-Cabeca do 15

Note também que cada movimento cria uma nova configuracao ou estado. O
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espaco de estados ¢ formado por todas as configuracoes que podem ser alcancadas
a partir de uma configuragao inicial. Uma configuracao inicial é um arranjo de 16
valores, no qual para a primeira posicao da grade ha 16 valores possiveis, para a
segunda posicao hé 15 opgoes, para a terceira ha 14 e assim segue até que na tltima
posicao ha E}penas 1 opc¢ao. Logo o nimero de configuragoes possiveis é 16!, das quais
somente 7 sao solucionaveis, ja& que uma configuracao inicial s6 pode ser resolvida
se existir um niamero definido de movimentos validos que a leva a configuracao alvo,
ou ainda, se e somente se o valor Zilil menor(i)+r calculado da configuracao inicial
e alvo sdo de mesma paridade (ou seja, ou ambos sdo pares ou ambos impares). Onde
menor(i) & o nimero de quadrados j tal que j < i e posi¢ao(j) > posicao(i) e r é a

coluna do espaco vazio (ROSSETTO, 2007).

Existem na literatura diversas solu¢oes para o problema do Quebra-cabeca
do 15 utilizando, por exemplo, algoritmos paralelos (GRAMA; KUMAR, 1999) e
algumas variantes do algoritmo de busca A** (ROSSETTO, 2007). Sendo possi-
vel observar que a forma mais simples de resolver o problema é trata-lo como um
problema de busca classico. A ideia basica é muito modesta: explorar todas as
configuracoes que sao acessiveis a partir da configuragao inicial, e em algum lu-
gar ao longo do caminho, espera-se encontrar a configuracao alvo. Desta forma, se
for mantido o controle de todos os movimentos realizados durante a exploracao, a
sequéncia de movimentos que deu origem a configuracao alvo sera conhecida. Se a
configuracao alvo nao for encontrada, significa que nao pode ser atingida a partir

da configuragao inicial em questao.

Nesta solucao, o problema fundamental é ter certeza de que o algoritmo nunca
ficara “ciclando”, ou seja, preso em algum ciclo de configuragoes e nao conseguir
explorar todas as possiveis. Baseado nisto, o algoritmo 8 apresenta uma busca pelo

espaco de estados. Caso a configuracao alvo seja encontrada, a busca é encerrada

30 algoritmo A* é o algoritmo mais comum de busca heuristica. Para cada né gerado é calculado
um valor que estima a sua distancia em relagao ao estado final. O estado que possuir o menor (ou
maior) valor serd expandido primeiro.
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retornando sucesso, e se for encontrada uma configuracao ja visitada, ou seja, um
limite de profundidade do grafo for atingido, a busca retrocede para o n6 mais

recente no caminho, que tenha irmaos ainda nao visitados.

Algoritmo 8: quebracabegalb backtracking(Configuragao)

Entrada: Configuracao

se Configuracao = Configuracao Alvo entao

‘ retorne SUCESSO;

fim

T := Configuragao;

enquanto Filhos/Configuracao] <> 0 faga
Filho := ProximoFilho;
se Filho € T entao
‘ quebracabecal’ backtracking(Filho);
fim

fim

retorne FALHA;

No algoritmo 8, T' ¢ uma tabela de dispersao implementada de acordo com os
preceitos discutidos no Capitulo 2, que armazena as configuracoes visitadas durante
a busca. O uso da tabela de dispersao permite que o espaco alocado para armaze-
nar as configuragoes visitadas seja linear, proporcional ao niimero de configuracoes
visitadas. Além disso, depois de gerados os filhos, de acordo com os movimentos
possiveis do quebra-cabeca, a verificacao se o filho ja havia sido visitado, pode ser
realizada em tempo médio O(1). Tal verificacao é realizada constantemente pelo
procedimento, pois apds a geragao dos filhos da configuracao, de acordo com os
movimentos possiveis, é feita esta verificacao, retornando falha, em caso positivo, e
fazendo o retrocesso para o nd anterior no caminho do grafo, a fim de identificar se

hé irmaos a serem visitados.

Quanto a complexidade de tempo, considere B como sendo o ntimero médio
de filhos gerados por cada configuracao e m, a profundidade méxima do grafo de

espaco de estados. No pior caso, a complexidade do algoritmo 8 serda O(B™).
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4 EXPERIMENTOS

Na computacao, existem diferentes métodos para identificar se um algoritmo
esta se comportando de forma eficiente. Um método facilmente executavel, no qual
podemos notar o desempenho do algoritmo em diversas situacoes, consiste na medi-
¢ao do tempo de execucao computacional, que pode ser em segundos ou milissegun-
dos. Este capitulo apresenta os resultados de desempenho dos algoritmos propostos
para os problemas das se¢oes |1][2] e |3] do Capitulo 3 em fun¢ao do tempo de

execlcao.

Todos os algoritmos foram implementados na linguagem C++, usando o com-
pilador Bloodshed Dev C++ versao 4.9.9.2. Os testes foram realizados em um
notebook com processador Pentium Dual-Core 2.3 GHz com 4.0 GB de RAM, com

sistema operacional Windows 7 Home Basic 64 bits.

A anélise de desempenho de algoritmos em funcao do tempo de execucao é li-
mitada parcialmente, devido a forte influéncia de variaveis como tempo e estabilidade
do processamento, eficiéncia do compilador, entre outros. Para tentar minimizar os
efeitos que esses limitantes causam nos resultados, foram coletadas cinco informa-
coes de tempo de cada um dos algoritmos e extraida a média aritmética. E apesar
de na teoria nao refletir com precisao o comportamento dos algoritmos, devido aos

cuidados tomados, é possivel notar que os tempos aferidos estao coerentes com as
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complexidades apresentadas para cada problema no Capitulo 3.

As entradas utilizadas foram geradas por um procedimento de geracao de
numeros aleatorios disponivel no Apéndice A. Todos os testes foram realizados com

um fator de carga igual a 50%.

O problema dos pares k-complementares, foi o primeiro analisado. E impor-
tante observar que tanto a solucao com forga bruta, quanto o algoritmo busca_ comple-
mentares() que utiliza hashing, possuem complexidade igual a O(n?). Entretanto,
como esperado devido a complexidade no caso médio, o algoritmo busca  com-
plementares() apresentou melhor desempenho conforme pode ser verificado na ta-
bela 4.1, que mostra a média aritmética dos tempos de execucao aferidos em milis-

segundos de ambos os algoritmos.

Tamanho da entrada | 100 | 500 | 1000 | 5000 | 10000 | 50000 | 100000
Forca Bruta 0 0 16 140 640 17862 | 44273
busca__ complementares() | 0 0 15 47 243 5697 | 11245

Tabela 4.1: Tempo de execucao do problema k-complementares em milissegundos

A tabela 4.2 mostra a média aritmética dos tempos de execucao aferidos das
solucoes propostas para o problema da intersecao de conjuntos em milissegundo.

Foram considerados os algoritmos intersecao ordenada() e intersecao hashing().

Tamanho da Entrada | 100 | 500 | 1000 | 5000 | 10000 | 50000 | 100000
intersecao  ordenada() | 0 0 16 137 393 3775 10779
intersecao_ hashing() 0 0 15 125 371 3706 10687

Tabela 4.2: Tempo de execucao do problema intersecao de conjuntos em milissegun-
dos

Observando a tabela 4.2 podemos notar que mesmo o algoritmo interse-
¢ao_hashing() possuindo complexidade no pior caso igual a O(n?), é possivel executa-

lo em um tempo menor que o algoritmo interse¢ao ordenada() que possui comple-
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xidade O(n log n). Isso porque a complexidade total esperada do algoritmo inter-

se¢ao_hashing() é O(n).

Na tabela 4.3 é apresentada a média dos tempos de execucao obtidos pelos
testes realizados com os algoritmos de forga bruta e soma de funcgdées hashing()
que resolvem o problema da soma da igualdade de funcoes. Os tempos apresentados

também estao expressos em milissegundos.

|Entradal 10 | 40 80 100 200 300 400 500
Forca Bruta 149 | 2855 | 8939 | 14820 | 41574 | 147357 | 387208 | 720477
soma...hashing() | 63 | 1856 | 6022 | 10062 | 39003 | 91509 | 191677 | 250817

Tabela 4.3: Tempo de execucao do problema da soma de func¢oes em milissegundos

No problema da soma da igualdade de funcoes a complexidade das solu-
¢oes esta ligada ao nimero de quadruplas (z,y, z,w) que satisfazem a condicao de
f(x)+f(y) = f(2)+f(w), pois, por exemplo, nas situa¢oes em que a fun¢ao em ques-
tao gera somente uma imagem para qualquer que seja a entrada, todas as imagens do
conjunto irao atender a restri¢ao e, portanto deverao ser exibidas. Logo, o niimero de
quadruplas sera igual a n* e o tempo total gasto pelo algoritmo que encontra as qua-
druplas ndo podera ser menor que O(n?). Tal fato pode ser observado na tabela 4.3.
Quando a entrada de tamanho 200 é computada, ha uma grande quantidade de
quadruplas que satisfazem a condigao, entao o tempo total gasto pelo algoritmo
soma_ de_fungoes hashing() ficou proximo do tempo de execugao do algoritmo de
forca bruta. Para as demais entradas, onde o nimero de quédruplas é menor, os
tempos de execucao observados para o algoritmo soma_de_ fun¢ées hashing() foi

ligeiramente menor.
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5 CONCLUSAO

O emprego de estruturas de dados apropriadas é um dos pontos principais
a se considerar na elaboracao de algoritmos eficientes. Ocorre que determinadas
estruturas, e nao é o caso apenas das tabelas de dispersao, ficam de certa forma
estigmatizadas, restritas a determinadas aplicactes classicas e suas variantes. E
importante, contudo, saber aliar as ferramentas tedricas a criatividade na conside-
racao do uso de estruturas eficientes, mesmo em aplicacoes que, a primeira vista,

nao pareciam sugeri-las.

Neste trabalho, ilustramos o uso de técnicas envolvendo hashing na concepcao
de solucoes simples e eficientes para problemas pouco ortodoxos, ou em solugoes

pouco ortodoxas, mas eficientes, para problemas simples.

Também foram apresentados os desempenhos das solu¢oes propostas para os
problemas dos pares k-complementares, intersecao de conjuntos e soma da igual-
dade de func¢oes, de onde podemos concluir que as solu¢oes com hashing, de fato
apresentam bom desempenho na préatica. Principalmente ao observarmos o desem-
penho das solucoes do problema da intersecao de conjuntos, no qual o algoritmo com
hashing possui complexidade O(n?), contra O(n log n) do outro algoritmo proposto,

e, apesar disso, o tempo de execucao observado, ainda foi menor.
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APENDICE A CODIGO FONTE DOS ALGORIT-
MOS EM C++

Este apéndice apresenta o codigo fonte dos programas utilizados para realizar

0s testes cujos tempos de execucao estao apresentados no Capitulo 4.

Programa usado para gerar os ntimeros aleatérios das entradas usadas nos

testes:

#include <iostream>
#include <fstream>
#include <string>
using namespace std;
int main(){
int ans,i;
printf ("\nQuantos numeros devem ser gerados: ");
scanf ("%d", &ans);
ofstream escreve;
escreve.open("numeros.txt") ;
/* inicializar o gerador de niumeros aleatérios com time(NULL) */

srand (time (NULL)) ;
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for (i=0; i<ans; i++)

{
/* gera nimeros aleatdérios de 0 a 1000 */
escreve<<rand() 7% 1000<<",";

}

escreve.close();

system("PAUSE") ;

return O;

Programa para encontrar os pares k-complementares:

#include <string.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <ctime>
#include <string>

#include <vector>

/*Cria a estrutura */
typedef struct _elementof{
int chave;
struct _elemento *prox;

} elemento;

/*Cria a tabela hash */

#define HASHSIZE 10

static elemento* hashtable[HASHSIZE] ;
void inithashtable(){



int 1i;
for(i=0;i<HASHSIZE;i++)
hashtable[i]=NULL;

/*Calcula o enderego-basex/
unsigned int hash(int s){
unsigned int h=0;
int i;
h=s+h%*19;
return h¥HASHSIZE;

/*Localiza chave */
elemento* lookup(int n){
unsigned int hi=hash(n);
elemento* np=hashtablel[hi];
for (;np!=NULL;np=np->prox){
if (np->chave == n)
return np;

} return NULL;

/*Chama Localiza chave */
bool get(int chave){
elemento* n=lookup(chave);

return n!=NULL;

93
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/*Insere chave na Tabela Hash */
int put(int chave){
unsigned int hi;
elemento* np;
if (!get (chave)){
hi=hash(chave) ;
np=(elemento*)malloc(sizeof (elemento));
if (np==NULL)
return O;
np->chave=chave;
if (np->chave==NULL) return O;
np->prox=hashtable[hi];
hashtable[hi]=np;

} return 1;

/*Imprime Tabela Hash*/
void mostratabela(){
int i;
elemento *t;
for(i=0;i<HASHSIZE;i++){
printf ("%3d --> ",i);
if (hashtable[i]==NULL)
printf("(O");
elseq{
t=hashtable[i];
for(;t!=NULL;t=t->prox) printf("(%d)",t->chave);
} printf("\n");
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/*Imprime k-complementares usando Hashingx/
void kcomplementHash(int chaves[5], int k){
int i,x,y;
int j=0;
elemento *t;
for(i=0;i<5;i++){
x=chaves[i];
y=k-x;
if (get (y)){
printf (" (%d,", x);
printf ("%d),", y);

/* Imprime k-complementares de conj[] e m & o nimero de elementos de conj[] */
int kcomplementVet(int conj[], int m, int k)
{
int ¢=0; int i; int j;
for(i=0;i<m;i++)
{
c=k-conj[i];
for(j=0;j<m;j++)
{
if (c==conj[j])
{
printf (" (%d,", conjli]);
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printf("%d),", conj[jl);

main () {
int i; int conj[]={}; int k=0;
int m = sizeof(conj)/sizeof(conj[0]);
int chaves[]={}; int amns;
printf ("\nDigite 1 para usar Vetor e 2 para usar Hashing: ");
scanf ("%d", &ans);
if (ans==1){
clock_t startTime = clock();
kcomplementVet (conj, m, k);
clock_t endTime = clock();
clock_t clockTicksTaken = endTime - startTime;
clock_t timeInMSeconds = 1000*clockTicksTaken / (clock_t) CLOCKS_PER_SEC;
printf ("Tempo = %1d\n", timeInMSeconds);
}
if (ans==2){
inithashtable();
for(i=0;i<m;i++)
{ put(chaves[i]); %}
clock_t startTime = clock();
kcomplementHash(chaves, k);
clock_t endTime = clock();
clock_t clockTicksTaken = endTime - startTime;

clock_t timeInMSeconds = 1000*clockTicksTaken / (clock_t) CLOCKS_PER_SEC;
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printf ("Tempo = %1d\n", timeInMSeconds);

Funcoes que complementam o codigo fonte acima para encontrar a intersecao

de conjuntos:

/* Mergesort */
void merge(int vec[], int vecSize) {
int mid; int i, j, k; int* tmp;
tmp = (int*) malloc(vecSize * sizeof(int));
if (tmp == NULL) { exit(1); }
mid = vecSize / 2; 1 = 0; j = mid; k = 0;
while (i < mid && j < vecSize) {
if (vecl[i] < vec[jl) {
tmplk] = veclil; ++i;
}
else {
tmp[k] = vec[jl; ++j;
} ++k;
}
if (1 == mid) {

while (j < vecSize) {

tmpl[k] = vec[jl; ++j; ++k;

else {
while (i < mid) {

tmp [k] vec[i]; ++i; ++k;
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+

for (i = 0; i < vecSize; ++i) {
vec[i] = tmp[il;

} free(tmp);

void mergeSort(int vec[], int vecSize) {
int mid;
if (vecSize > 1) {
mid = vecSize / 2;
mergeSort(vec, mid);
mergeSort(vec + mid, vecSize - mid);

merge (vec, vecSize);

/*Imprime Intersecao de A e B usando Hashing */
void intersHash(int A[10]){
int i,x,y; int j=0;
elemento *t;
for(i=0;i<10;i++){
x=A[i];
if (get (x)){
printf("%d ", x);
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/* Imprime intersegdo de conjl[] and conj2[] ordenado pelo Mergesort,
m & o numero de elementos de conji[],
n & o namero de elementos de conj2[] */
int IntersVet(int conji[], int conj2[], int m, int n)
{
int 1 =0, j = 0;
mergeSort(conjl, m);
mergeSort(conj2, n);
while(i < m && j < n)
{
if(conj1[i] < conj2[jl)
i++;
else if(conj2[j] < conj1[i])
J++;
else /x Se conji[i] = conj2[j] */
{
printf(" %d ", conj2[j++]); i++;

Programa para encontrar a soma da igualdade de funcgoes

#include <string.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <ctime>

#include <math.h>
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/*Cria a estrutura */
typedef struct _elementof{
int chave; int vall; int val2; struct _elemento *prox;

} elemento;

/*Cria a tabela hash */
#define HASHSIZE 20
static elemento* hashtable[HASHSIZE];
void inithashtable(){
int i;
for(i=0;i<HASHSIZE;i++){
hashtable[i]=NULL;

/*Calcula o enderego-basex/
unsigned int hash(int s){
unsigned int h=0;
int i;
h=s+h%*19;
return h%HASHSIZE;

/*Insere chave na Tabela Hash */

int put(int chave, int vall, int val2){
unsigned int hi; elemento* np; hi=hash(chave);
np=(elemento*)malloc(sizeof (elemento));
if (np==NULL)

return O;



101

np->chave=chave;

/*Salva as entradas*/
np->vall=vall; np->val2=val2;
if (np->chave==NULL) return O;
np->prox=hashtable[hi];
hashtable [hi]=np;

return 1;

/*Imprime Tabela Hashx/
void mostratabela(){
int i; elemento *t;
for(i=0;i<HASHSIZE;i++){
printf ("%3d --> ",i);
if (hashtable[i]==NULL)
printf("O");
elseq{
t=hashtable[i];
for(;t!=NULL;t=t->prox){
printf (" (%d{",t->chave); printf("%d,",t->vall); printf("%d})",t->val2);
}
} printf("\n");

/*Imprime x,y,z,w tal que f(x)+f(y)=f(z)+f(w) usando hashing*/
void somafuncaoHash(){
int i,x,y; elemento *t; elemento *t2;

for (i=0;i<HASHSIZE;i++){
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if (hashtable[i] !=NULL){
t=hashtable[i]; t2=hashtable[i];
while (t!=NULL){
if (t->chave == t2->chave)q{
printf (" (%d,",t->vall); printf("%d,",t->val2);
printf ("%d,",t2->vall); printf("%d)",t2->val2);
} t2=t2->prox;
if (£2==NULL){

t=t->prox; t2=t;

/* Imprime x,y,z,w tal que f(x)+f(y)=f(z)+f(w) e
m é o nimero de entradas de uma fungdo f */
int somafuncaoVet(int entradas[10], int imagens[10], int col)
{
int i, j, k, 1;
for(i=0;i<col;i++){
for(j=0;j<col;j++){
for (k=0;k<col;k++){
for(1=0;1<col;1++){
if (imagens[i]+imagens[j]==imagens[k]+imagens[1]){
printf("(%d,", entradas[il); printf("%d,", entradas[jl);
printf("%d,", entradas[k]); printf("%d),", entradas[1l]);
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/*¥Principal */

main(){
int i; int j; int soma; int entradas[10] ={};
int m = sizeof(entradas)/sizeof (entradas[0]);
int imagens[m];

for(i=0;i<m;i++)

{

imagens[i]=((entradas[i]*entradas[i])-(entradas[i]))+19;
}
int ans;

printf ("\nDigite 1 para usar Vetor e 2 para usar Hashing: ");
scanf ("%d", &ans);
if (ans==1){
clock_t startTime = clock();
somafuncaoVet (entradas,imagens,m) ;
clock_t endTime = clock();
clock_t clockTicksTaken = endTime - startTime;
clock_t timeInMSeconds = 1000*clockTicksTaken / (clock_t) CLOCKS_PER_SEC;
printf ("Tempo = %1d\n", timeInMSeconds);
}
if (ans==2){
clock_t startTime = clock();
inithashtable();

for(i=0;i<m;i++){
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for(j=0;j<m;j++){
soma= imagens[i]+imagens[j];

put (soma,entradas[i],entradas[jl);

}
somafuncaoHash() ;
clock_t endTime = clock();
clock_t clockTicksTaken = endTime - startTime;
clock_t timeInMSeconds = 1000*clockTicksTaken / (clock_t) CLOCKS_PER_SEC;
printf ("Tempo = %1d\n", timeInMSeconds);
}
system("PAUSE") ;

return O;



