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RESUMO

Madureira, Rodrigo Lopes Rangel. Algoritmos de intersecoes de curvas de
Bézier com uma aplicagao a localizacao de raizes de equagoes. 2013. 112 f.
Dissertagao (Mestrado em Informética) - PPGI, Instituto de Matemaética, Instituto
Tércio Pacitti de Aplicacoes e Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do
Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2013.

As curvas de Bézier receberam essa denominacao a partir do trabalho do enge-
nheiro francés Pierre Bézier Etienne (1919-1999) com sistemas CADCAM na Re-
nault, no inicio dos anos 60. Um pouco antes, Paul De Casteljau, um fisico e
matemaéatico da Citréen, ja havia desenvolvido métodos matematicos equivalentes
para essas curvas, muito importantes na area de Computacao Grafica, ja que muitos
softwares disponiveis no mercado utilizam este conceito. Os principais algoritmos
para localizar interse¢oes entre duas curvas de Bézier encontrados na literatura sao:
Subdivisao Recursiva de De Casteljau, Subdivisao Intervalar adotado por Koparkar
e Mudur e Bézier Clipping, sendo este tltimo bastante utilizado para Ray Tracing,
um algoritmo usado em Computacao Grafica para geracao de imagens. A proposta
deste trabalho trata do estudo e analise comparativa dos trés algoritmos para o
calculo de intersecoes entre duas curvas de Bézier, seguidos de um estudo de uma
aplicagao destes algoritmos para o calculo de raizes reais de fung¢oes (ndo necessari-
amente polinomiais).

Palavras-chave: Curvas de Bézier, Métodos Numéricos, Raizes de Funcoes Reais,
Computacao Grafica.
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ABSTRACT

Madureira, Rodrigo Lopes Rangel. Algoritmos de intersecoes de curvas de
Bézier com uma aplicagao a localizacao de raizes de equagoes. 2013. 112 f.
Dissertagao (Mestrado em Informética) - PPGI, Instituto de Matemaética, Instituto
Tércio Pacitti, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2013.

Bézier curves received this name from the work of the French engineer Pierre
Bézier Etienne (1919-1999) with CADCAM systems in Renault, at the beginning
of 1960s. Earlier, Paul De Casteljau, a physicist and mathematician at Citroén,
had already developed mathematical methods equivalent for these curves, which
are very important in the area of Computer Graphics, since many of the available
softwares utilize this concept. The main algorithms for finding intersections between
two Bézier curves found in the literature are: De Casteljau’s Recursive Subdivision,
Interval Subdivision Method adopted by Koparkar and Mudur, and Bézier Clipping,
which is used for Ray Tracing, an algorithm used in Computer Graphics to generate
images. The proposal of this research is to deal with the study and comparative
analysis of the three algorithms for the computation of intersections between two
Bézier curves, followed by a study of one application of these algorithms to the
calculation of real roots of functions (not necessarily polynomial).

Keywords: Bézier Curves, Numerical Methods, Roots of Real Functions, Computer
Graphics.
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1 INTRODUCAO

As curvas de Bézier receberam essa denominagao a partir do trabalho do
engenheiro francés Pierre Bézier Etienne (1919-1999) com sistemas CADCAM na
Renault, no inicio dos anos 60, para o design de automoveis. Elas foram formalizadas
como resultado do trabalho de Paul De Casteljau, um fisico e matemaético da Citréen
que ja havia desenvolvido no final da década de 50 métodos matematicos equivalentes

para geragao dos pontos que compoem as curvas. (BUSS, 2003)

Figura 1.1: Pierre Bézier Etienne (ROGERS, 2001)

Hoje, transcorridas cinco décadas, pode-se afirmar que existem diversas apli-
cagoes para as curvas de Bézier, especialmente na area de Computacao Gréafica,
onde sao trabalhadas nos campos de modelagem tridimensional e animagoes. Sao
utilizadas em diversas aplicacoes graficas disponiveis no mercado e representam uma
ferramenta indispenséavel na era digital por permitir desenhos de contornos mais su-
aves de objetos, além de sua construcao matematica favorecer inexoravelmente a sua

manipulagao através dos computadores.

A proposta deste trabalho é apresentar outra aplicacao interessante das cur-



vas de Bézier: localizar intersegoes de curvas algébricas planas, que sao representadas
através de fungoes de duas variaveis. Para isto, aproveita-se uma caracteristica mar-
cante das curvas de Bézier, que é a sua capacidade de se aproximar de outros tipos
de curvas num dado intervalo. Assim, com a devida manipulagao dos pontos de
controle que vao definir a forma geral das curvas, é possivel criar novas curvas que

se aproximem de cOnicas como parabolas, hipérboles, entre outras.

Os métodos mais tradicionais encontrados na literatura para localizar inter-
secoes de curvas algébricas planas sao o calculo analitico através da definicao de
resultante das curvas e o método numérico de Newton para sistemas nao lineares.
O célculo da resultante serd importante para o Teorema de Bézout, que utiliza este
resultado para definir o nimero maximo de interse¢oes de duas curvas em fungao
de seus respectivos graus. Ao longo deste trabalho, serao discutidas as vantagens
e desvantagens desses métodos tradicionais em comparagao com os algoritmos que

utilizam curvas de Bézier, os quais representam o escopo deste trabalho.

Os principais algoritmos para localizar intersegoes entre duas curvas de Bézier
encontrados na literatura sao: Subdivisao recursiva de De Casteljau, Subdivisao
intervalar adotado por Koparkar e Mudur (SEDERBERG ; PARRY, 1986) e Bézier
Clipping (NISHITA ; SEDERBERG, 1990). Estes algoritmos podem ser aplicados
para o calculo numérico das intersecoes de curvas algébricas planas e cada um possui

sua particularidade e ordem de convergéncia.

Neste trabalho, sera feito um estudo e uma analise comparativa dos trés algo-
ritmos para o calculo de intersecoes entre duas curvas algébricas planas, aproximadas

por curvas de Bézier.



1.1 Motivagoes

A principal motivagao vem do trabalho desenvolvido no Projeto Final de
Graduagao em Ciéncia da Computacao na Universidade Federal do Rio de Ja-
neiro(UFRJ), onde foi mostrado um método de localizacao de raizes reais de polind-
mios de uma variavel usando curvas de Bézier. Este método, baseado na subdivisao
recursiva de De Casteljau e na forma paramétrica de Bernstein-Bézier para polino-
mios, trata de um problema equivalente a encontrar a intersecao de uma curva de
Bézier com uma reta, que no caso era a reta horizontal da origem das coordenadas
(z,y) no R% Agora, a ideia é generalizar este problema para encontrar intersegoes

entre duas curvas de Bézier quaisquer, usando os algoritmos descritos anteriormente.

Outro fator que motiva o desenvolvimento deste trabalho esta relacionado
ao grau dos polindomios que definem duas curvas no R%2. Se o grau for bastante
elevado, o calculo analitico pela resultante fica muito custoso, pois a elevacao de
grau ¢ proporcional a elevagao de ntimero de linhas e colunas de uma matriz, cujo
determinante é a resultante das curvas. Além disso, se o grau da resultante for
alto, também é muito custoso encontrar as suas raizes para determinar os pontos de

intersecao. Essas razoes tornaram interessante a aplicacao dos métodos de curvas

de Bézier ao invés do método analitico.

1.2 Roteiro

Capitulo 2: Contém as principais caracteristicas e propriedades das curvas
de Bézier. Sao mostradas algumas defini¢oes basicas que ajudam a compreender os
passos para a construcao de uma curva de graus 2 e 3 e a generalizagao para curvas

de grau n > 3.



Capitulo 3: Mostra os principais algoritmos de intersecao de duas curvas de
Bézier encontrados na literatura, os quais sao: Subdivisao recursiva de De Casteljau,
Subdivisao intervalar adotado por Koparkar e Mudur (SEDERBERG ; PARRY,
1986) e Bézier Clipping (NISHITA ; SEDERBERG, 1990).

Capitulo 4: Neste capitulo, serao mostradas as defini¢coes do Teorema de
Bézout, da Resultante de duas curvas algébricas planas e alguns exemplos de apli-
cagao dos algoritmos vistos no capitulo 3 as intersecoes de curvas algébricas planas.
Além disso, serda mostrado um exemplo complementar de intersecao de fungoes de

uma variavel.

Capitulo 5: Apresenta as conclusoes deste trabalho, as vantagens e des-
vantagens de cada algoritmo estudado e uma analise comparativa com os demais

métodos encontrados na literatura.



2 CURVAS DE BEZIER

A base para compreender o processo de construcao das curvas de Bézier nas
secoes deste capitulo comeca a partir das curvas lineares. Em seguida, serao tratadas

as curvas de grau arbitrario n > 2.

2.1 Segmentos de retas

Sao produzidos através do movimento de um ponto intermediario Ry no seg-
mento de reta que une os pontos Py e P, no R%2. Os pontos P, e P; sao denominados
pontos de controle. Na Figura 2.1, sao mostradas as etapas de construgao de um

segmento de reta de Bézier.

P1 Pl
Ry
Ry
Po POO
(a) t=0.25 (b) £=0.50
P1 Pl
Ry
Qi)
PO Py
() £t=0.75 d t=1

Figura 2.1: Etapas da construcao do segmento de reta



Como pode ser observado, o ponto R, divide o segmento a cada instante por

um parametro real ¢ € [0, 1]. Entao, conclui-se que:

Desenvolvendo a equagao 2.1, chega-se ao seguinte resultado:

Ro=(1—t)Py+tP,0<t<1. (2.2)

2.2 Curvas de Bézier de grau 2

As curvas de Bézier de grau 2 sao definidas por trés pontos de controle P,
P, e P, no R?. Elas sido formadas pela concatenacao de dois segmentos de retas, as
quais sao os segmentos PyP; e P/ P,. A Figura 2.2 mostra o processo de construcgao
da curva em valores especificos desde ¢ = 0.25 até chegar a curva quadratica Qs(t),
quando t = 1. Através dos pontos de controle, construimos sequencialmente os
segmentos de reta PyP, e P, P,. Em seguida, teremos os pontos Ry e Ry dividindo
estes segmentos pela mesma razao. Finalmente, através de Ry e R;, o segmento
RoR; seré construido e teremos o ponto Sy dividindo este ultimo segmento pela
mesma razao dos segmentos anteriores. A razao utilizada para dividir os segmentos

serd o parametro real ¢ € [0, 1].

Como podemos observar na Figura 2.2, o ponto Sy se movimenta sobre uma
curva de Bézier quadratica QQ»(t) se Ry se move sobre o segmento de reta PyPy e Ry
sobre P, P;.



Pl R P P R1 P
Rao e
R S *
Po Po
(a) £=0.25 (b)£=0.5
P 1 B P 1]
Ra r Sp
Qa(t)
[3
Py 5]
(c) £=0.75 (dt=1

Figura 2.2: Etapas do processo de construgao da curva de Bézier de grau 2

Assim, para algum parametro ¢t € R:

RO—P():t(Pl—P(ﬁﬁRQ:(1—t)P0+tP1 (23)
Rl—Plzt(PQ—P1>:>R1:(1—t)P1+tP2 (24)
S()—R():t(Rl—Ro) = 5) = (1—t)R0+tR17OStS 1. (25)

Substituindo os valores de Ry e Ry das equagoes 2.3 e 2.4 na equagao 2.5,

chega-se ao resultado:

So=Qa(t) = (1 —1t)*Py+2(1 —t)tP, + t*P,,0 < t < 1. (2.6)



Percebe-se entao que o ponto inicial F e o ponto final P, interceptam a curva

quadrética Q2(t) e o ponto P; influencia o comportamento da curva. (BUSS, 2003)

2.3 Curvas de Bézier de grau 3

As curvas de Bézier mais comuns sao as de grau 3, que sao definidas por
quatro pontos de controle Py, P, P, e P3 no R?. O método de construcao, que é
analogo ao que foi mostrado para o caso da curva quadratica, ¢ ilustrado na Figura

2.3:

Qa(t)

5] P;
(c) t=0.75 @t=1

Figura 2.3: O processo de construcao da curva de Bézier de grau 3

Como podemos observar na Figura 2.3, o ponto T se movimenta sobre uma
curva de Bézier cubica Q3(t) se Ry se move sobre o segmento de reta PyP;, Ry sobre
P, P,, Ry sobre P,P3, Sy sobre RyRy, S; sobre RiRs, Ty sobre Sy51, e além disso,
podemos ver que Sy se movimenta sobre a curva quadratica definida pelos pontos
Py, P, e P5, e S; se movimenta sobre a curva quadratica definida pelos pontos P,
P, e Ps.



Assim, para algum parametro ¢t € R:

Ry— Py =t(P, — Py) = Ry = (1 — t) Py + tP, (2.7)
Ri— P =t(P,— P,) = Ry = (1 — )P, + tP, (2.8)
Ry— Py =t(Py— Py)) = Ry = (1 — )P, + t Py (2.9)
So— Ro = t(Ry — Ro) = Sy = (1 — t)Ry + tR, (2.10)
Si— Ry =t(Ry— Ri) = Sy = (1 — t)Ry + Ry (2.11)
Ty — So = t(Sy — So) = To = (1 —)Sy + 5,0 < t < 1. (2.12)

Substituindo os valores de Ry e R; das equagoes 2.7 e 2.8 na equagao 2.10,

tem-se:

So=(1—-t)*Py+2(1 —t)tP, +t°P,0 <t < 1. (2.13)

A equagao 2.13 ja mostra que Sy se move sobre uma curva quadratica de

Bézier definida pelos pontos Py, P, e Ps.
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Substituindo os valores de Ry e Ry das equacoes 2.8 e 2.9 na equacao 2.11,

tem-se:

Si=1—t)°P +2(1 -t)tPh +t°P3,0 <t < 1. (2.14)

Essa equagao ja mostra que S7 se move sobre uma curva quadrética de Bézier

definida pelos pontos Py, P, e Ps.

Finalmente, substituindo os valores de Sy e S7 das equacoes 2.13 e 2.14 na

equacao 2.12, chega-se a equagao da curva de Bézier ciibica:

To=Q3t) = (1—-1)*Py+3(1 —t)*tP, +3(1 — t)*P, + t°P5,0 <t < 1. (2.15)

2.4 Curvas de Bézier de grau arbitrario

Seja n > 1 um namero inteiro. A curva de Bézier de grau n, @, (t), determi-
nada por n + 1 pontos de controle Fy, P, ..., P, é uma curva definida parametrica-

mente por:

Qn (t) = Z P,B.(t) (2.16)

no dominio ¢ € [0, 1], onde

B = (

’?) (1-t)" . 0<i<n (2.17)
1

sao as fungoes-base denominadas Polinomios de Bernstein.



11

Na equacao 2.15 da curva de Bézier de grau 3, os polinomios de Bernstein

sio: B3(t) = (1 —t)%; B}(t) = 3(1 — t)%; B3(t) = 3(1 — t)t?; B3(t) = t°.

Essas quatro fungoes estao representadas no grafico da Figura 2.4.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

\ /

\ /.

\ /

\ /.

Bf‘\/\;v[
LN SN\
[ 2R 2R\

[l D D\

Figura 2.4: Polinémios de Bernstein de grau 3 (BUSS, 2003).

A soma dessas quatro fungoes é sempre igual a 1. Isso pode ser verificado

pelo teorema binomial:

3

S Bi() =

1=0

2

3
(2.18)
=0

Temos também que BJ(0) = 1 e B3(1) = 1. A partir deste resultado e do

resultado de 2.18, conclui-se que Q3(t) é sempre calculada como uma média ponde-

rada dos quatro pontos de controle e que Q3(t) = Py e Q3(1) = Ps, confirmando a

observagao de que Q3(t) comega em P, e termina em P;. (BUSS, 2003); (LENGYEL,

2004).

Caso o dominio seja arbitrario ¢t € [a, b] para algum ¢ € R, as fungdes-base se

tornam:
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Bi(t) = (7;) (£:2>n_<2:3)0§2§n (2.19)

A Figura 2.5 mostra um exemplo de curva de Bézier de grau 3.

P, P,

P(D)

Figura 2.5: Curva de Bézier de grau 3.

2.5 Principais caracteristicas

Algumas definigoes importantes das curvas de Bézier sao (BUSS, 2003):

1. Para curvas de Bézier P(t),0 <t < 1, de grau n > 2, o poligono formado pelos
pontos de controle Fy, Py, ..., P, formara o poligono de controle. A Figura 2.5

mostra uma curva cibica e seu respectivo poligono de controle.

2. O ponto inicial Py e o ponto final P, sao denominados pontos extremos do
poligono de controle, pois se localizam nas extremidades dele. Os pontos
P, P, ..., P, 1 sao denominados pontos intermedirios ou interiores do poli-

gono de controle.
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3. Os pontos extremos do poligono de controle também sao extremidades da

curva. Assim, Py = @, (0) e P, = Q, (1).

4. Propriedade do fecho convexo: a curva sempre estard contida no fecho

convexo do poligono de controle.

5. Propriedade de invariancia afim: Qualquer transformacao nos pontos de
controle implica em transformagcao na curva. A curva é uma aproximacao mais
suave do poligono de controle. Assim, a quantidade de vezes que os segmentos
do poligono de controle interceptam a curva serd no maximo a quantidade

destes segmentos.

6. As derivadas da curva de Bézier de grau n nos pontos extremos:
P'(0)
P’ (1)

nlB =B (2.20)

n(Pn—Pn_1>

Caso o dominio seja arbitrario t € [a,b] para algum t € R, as derivadas nos

pontos extremos se tornam:

S

P’ (a)

)(Pl—Po);

S

— (2.21)

S

P’ (b)

S

s}

(
(

)(Pn—Pnl)

2.6 Elevacao de Grau

Dada uma curva de Bézier P(t) de grau n definida pelos n + 1 pontos de
controle Fy, P, ... , P,, podem ser encontrados n + 2 pontos de controle ]30, ﬁl,
.., Poi1 que definem uma curva de Bézier P (t) de grau n + 1 idéntica a curva P(t).

Para isso, deve ser usada a seguinte relagao de recorréncia (BUSS, 2003):
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ﬁozpo;

~

Pn-l—l:Pn;
— i 7
P, = P 1-— P,
(n+1) 1+( n+1)

Na Figura 2.6, é mostrado um exemplo de elevagao de uma curva de grau

(2.22)

2, cujos pontos de controle sao F,, P;, P,, para grau 3, onde os novos pontos de
controle sao Py, P;, P, P3, definidos de acordo com a relacao de recorréncia vista

anteriormente.

Figura 2.6: Elevacao de grau de uma curva de grau 2 para grau 3 (BUSS, 2003)
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3 PRINCIPAIS ALGORITMOS DE INTERSECOES
DE CURVAS DE BEZIER

Neste capitulo, serao descritos os trés algoritmos principais para calculo das
)
intersegoes entre duas curvas de Bézier, que neste trabalho serao utilizadas como

aproximacoes para curvas algébricas planas num dado intervalo.

3.1 Subdivisao recursiva de De Casteljau

E o processo de divisao de uma curva de Bézier em duas sub-curvas usando
o método de De Casteljau. E muito usado quando se quer aproximar uma curva de

Bézier por segmentos de reta. (BUSS, 2003)

3.1.1 Area envolvente

O processo de subdivisao de De Casteljau utiliza como area envolvente para
a curva o fecho convexo de seu poligono de controle. Suponha que uma curva de
Bézier @3 (t) possui fecho convexo formado pelos pontos de controle Py, Py, Py e Ps

e é dividida em duas partes:

Q31 (t) =3 (t/2)

Q3(t) =Q3((t+1)/2)
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Entao, Q31 (t) e Q32 (t) sdo também curvas ctibicas de Bézier. Como @3, (t) e
(32 (t) ficam restritos ao dominio [0, 1], entdo @3; (t) ¢ a primeira metade da curva

e Q32 (1) é a segunda metade da curva.

A Figura 3.1 mostra o resultado da subdivisao: @33 (¢), cujo fecho convexo
¢ formado pelos pontos de controle Py, Ry, So, Ty, € Q32(t), cujo fecho convexo é

formado pelos pontos de controle Ty, Sy, Rs, Ps

Figura 3.1: Na subdivisao recursiva, duas sub-curvas sao obtidas

3.1.2 Funcionamento do algoritmo

No algoritmo, o fecho convexo do poligono de controle de cada curva é subdi-
vidido ao meio em dois fechos convexos menores que vao cobrir as duas sub-curvas
resultantes. Depois, deve-se aplicar o procedimento de verificagao de intersecao nos
fechos convexos menores que sao gerados. Quando ha intersecao, o processo de
subdivisao continua nos fechos convexos menores onde o teste de detecgao foi posi-
tivo. Quando nao héa intersecao, o processo de subdivisao é interrompido nos fechos

convexos menores onde nao ha sobreposicao.

A Figura 3.2 mostra um exemplo de trés iteragoes para intersecao de duas
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curvas de Bézier de grau 3. (SEDERBERG ; PARRY, 1986)

Figura 3.2: Trés iteragoes da subdivisao recursiva de De Casteljau

A subdivisao recursiva associada ao método de De Casteljau é uma proprie-
dade especial porque sempre resulta em poligonos de controle que convergem para

a propria curva. (BUSS, 2003)

3.2 Subdivisao intervalar de Koparkar e Mudur

Trata-se de um algoritmo que funciona de forma analoga ao da Subdivisao

recursiva de De Casteljau.

3.2.1 Area envolvente

Na subdivisao intervalar, ao invés da utilizagao do fecho convexo do poligono
de controle, utiliza-se um retdngulo delimitador para cobrir a curva nas coordenadas

minimas e maximas.

Cada curva é pré-processada para determinar suas tangentes horizontais e
verticais nos pontos de coordenadas minimas e maximas. As delimitacoes destas

tangentes definem os intervalos que vao corresponder aos lados do retangulo.
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A Figura 3.3 mostra um exemplo de uma curva P(t) formada pelos pontos
= Lo, Ymin — Yo,

(2:,4:),0 < i < 3 e seu retangulo delimitador onde x,,;,

P =

Tmaz = T35 Ymax
P,
.‘,Iflmm

Figura 3.3: Uma curva de Bézier P(t) e seu retangulo delimitador

3.2.2 Funcionamento do algoritmo

No algoritmo de Subdivisao Intervalar de Koparkar e Mudur, apés a primeira
iteracao, de forma anéloga ao que acontece na Subdivisao Recursiva de De Casteljau,

o retdngulo delimitador ¢ dividido na coordenada correspondente a metade da curva,

gerando dois novos retdngulos delimitadores.

A Figura 3.4 mostra uma iteracdo do algoritmo para a curva da Figura 3.3,

onde Tpazr1 = Timing = (t = 0.5) € Ymaz1 = Ymaze = y(t = 0.5).

A Figura 3.5 mostra duas iteragoes do algoritmo para uma curva de Bézier

cibica. (SEDERBERG ; PARRY, 1986)
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Figura 3.4: Uma iteragao da subdivisao intervalar da curva da Figura 3.3

Figura 3.5: Duas iteracoes da subdivisao intervalar

3.3 Bézier Clipping

Trata-se de um algoritmo proposto em 1990 por Tomoyuki Nishita, professor

do Departamento de Engenharia da Universidade de Toquio, e Thomas W. Seder-
berg, professor do Departamento de Ciéncia da Computagao da Universidade de

Brigham Young, nos Estados Unidos, para o problema da intersecao de curvas de

Bézier. (NISHITA ; SEDERBERG, 1990)
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3.3.1 Area envolvente

Fat Line. E a regido de recorte que fica entre duas retas paralelas a uma
reta L que intercepta os pontos de controle extremos da curva, sendo que uma das
retas paralelas intercepta o ponto de controle que esta a uma distancia minima de
L e a outra intercepta o ponto de controle que esta a uma distancia maxima de L,

como mostra a figura 3.6.

dmux

' :dmin.

Figura 3.6: Fat Line limitando uma curva de Bézier de grau 4

Se a reta L possui equagao implicita:

ar +by+c=0 (3.1)

Entao, a distancia de qualquer ponto (z,y) até L é dada por:

ar + by + ¢

(3.2)

Assim, denotaremos por d; = d(x;,y;) a distancia com sinal de um ponto de

controle P; = (z;,y;) a reta L.

Logo, a regiao Fat Line cobrira o seguinte conjunto de pontos:
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{(@,y)ldmin < d(2,y) < dmas}
Onde
dpmin = min{do, ..., d, }
ez = mazx{dy, ..., d,}
Para os casos das curvas quadraticas e cubicas, que serao vistos a seguir, os
calculos de dpin € dnas sao feitos de outra maneira para que a Fat Line se aproxime

mais dos pontos da curva onde a derivada se anula.

Caso Quadrdtico. Se d(t) é a distancia de qualquer ponto na curva P(t)

até L, entao, para curvas de Bézier quadréticas, temos:

d(t) = 2t(1 — t)d; (3.3)

cujos limites da Fat Line sao dados por:

‘ dy

d . — et
min min {Oa 9 }

dy

d — _—
max = AT {O, 5 }

O caso quadratico é mostrado na Figura 3.7 (NISHITA ; SEDERBERG,

(3.4)

1990).
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Figura 3.7: Fat Line para curva de Bézier quadratica

Caso cubico. Para este caso, temos:

d(t) = 3t(1 — t)[(1 — t)dy + tdy] (3.5)

Segundo (NISHITA ; SEDERBERG, 1990), no caso de curvas de Bézier cu-

bicas, devemos usar os seguintes casos para os valores de d,,i, € dpmaz:
Caso 1: dids >0

Neste caso, os limites da Fat Line cobrem a seguinte regiao:

min{0,dy, d2}3t(1 —t) < d(t) < max{0,dy, ds}3t(1 —t) (3.6)

Derivando a expressao 3t(1 — t) de (3.6) e igualando a zero, é encontrado
t = % Assim, substituindo este valor de ¢t em (3.6), podem ser usados os seguintes

valores para dni, € dyay:
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3 3
dmin = A_me{o’ dla d2}dmax = Zmax{oa dl, d2} (37)
Caso 2: d; < 0edy > 0 Neste caso, os limites da Fat Line cobrem a seguinte
regiao:
3t(1 —t)%d;, < d(t) < 3t*(1 — t)d, (3.8)
Neste caso, derivando as expressoes 3t(1—1)? e 3t*(1—t) de (3.8) e igualando

a zero, ¢ encontrado t = 3. Assim, substituindo este valor de ¢ em (3.8), podem ser

usados os seguintes valores para di, € dmag:

4
dmin = §TTLZTL{0, dl, dg}

(3.9)
4
dmam = 5?71&1’{0, d17 d2}

O caso cubico é mostrado na Figura 3.8 (NISHITA ; SEDERBERG, 1990).

3.3.2 Funcionamento do algoritmo

Aqui, sera mostrado o funcionamento para duas curvas ctbicas.

Sejam duas curvas de Bézier P(t) e Q(u) e uma fat line L que representa a

fronteira de Q(u). A Figura 3.9 mostra um exemplo.
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Figura 3.8: Fat Lines para curvas de Bézier ctibicas
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Neste exemplo, dado por (NISHITA ; SEDERBERG, 1990), a curva de recorte
inicial escolhida foi P(t). As distancias dos pontos de controle Py, Py, Py, P; de P(t)

a reta dos extremos de Q(u) dadas neste exemplo sdo respectivamente dy = —5, d; =

—1,dy =2,ds = 3.

Além disso, a distancia minima dos pontos de controle de Q(u) & reta de seus

extremos é dada por d,,;, = —2 e a distancia maxima é dada por d,,.. = 1.
P(t) é definida pela equagao paramétrica
P(t) =3 2i— BB (1)
A funcéo d(t) é um polinémio na forma Bernstein-Bézier que faz a interpo-

lagao das distancias dos pontos de controle da curva P(t) a reta dos extremos da

curva Q(u) e pode ter a seguinte representacao paramétrica:
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Figura 3.9: Fat Line para curva de Bézier ctibica Q(u) no processo de Bézier Clipping

D(O) = (Ld(0) = 3 DB (3.10)

Nesta representagdo paramétrica, os pontos de controle D; = (t;,d;) sao
igualmente espacados em t(t; = i/n) de forma que " (i/n)BI'(t) = t[(1—t)+t]" =

t. Assim, a coordenada horizontal de qualquer ponto D(t) é de fato o parametro ¢.

A Figura 3.10 mostra a representagao Bernstein-Bezier para interpolagao

das distancias D; (NISHITA ; SEDERBERG, 1990).

Agora, sao feitos os seguintes calculos para encontrar t,,;, € t,,.; NO recorte
da curva P(t). Na Figura 3.10, t,,;, sera a interse¢ao do segmento DyD; com a reta
Amin = —2, enquanto t,,,, sera a intersecao do segmento DyDs com a reta d,,., = 1.

Neste exemplo, t,,;, = 0.25 € t,,4. = 0.75.

Os valores de t para os quais P(t) se encontra fora de L correspondem aos
valores de t para os quais D(t) se encontra abaixo de d,,;, ou acima de dy;q,. Na

Figura 3.10, tem-se que P(t) se encontra fora de L em ¢ < 0.25 e t > 0.75. Dessa
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(1,3)

Figura 3.10: Curva de Bézier para representagdo Bernstein-Bézier de d(t)

forma, chega-se & uma das etapas do algoritmo de Bézier Clipping, que é o recorte
das partes da curva P(t) que ficarem nesses intervalos. Essas partes sdo descartadas

de P(t).

Apos o recorte, uma fat line L serd aplicada a curva P(t) no intervalo t €
[0.25,0.75]. O proximo passo é aplicar o recorte da curva Q(u) através de P(t),
como mostra a Figura 3.11. Depois, P(t) tera um novo recorte contra (u) e assim

alterna-se a curva de recorte sucessivamente.

3.4 Verificagao de Intersecoes

3.4.1 Intersegoes miultiplas

No caso de multiplas interse¢oes, quando nao ha a possibilidade de se reduzir
o intervalo de parametro da curva em que foi aplicado o recorte em pelo menos 20%,

uma heurisitica sugerida por (NISHITA ; SEDERBERG, 1990) no algoritmo de
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L

Figura 3.11: Segunda iteracao do Bézier Clipping

Bézier Clipping ¢é a seguinte: subdivide-se pela metade a curva com maior intervalo
de parametro restante e interceptam-se suas sub-curvas resultantes com a curva de

menor intervalo de parametro, como mostra a Figura 3.12.

Figura 3.12: (a) Duas intersegoes; (b) Resultado apoés a subdivisdo de uma das
curvas

3.4.2 Intersecoes simples

Para detectar intersecoes simples de duas curvas de Bézier, utiliza-se o critério

do retingulo delimitador das curvas nos pontos maximo e minimo. Este retangulo
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delimitara a curva nos lados que correspondem, respectivamente, ao intervalo dos
pontos de coordenadas horizontais minima e maxima e ao intervalo dos pontos de

coordenadas verticais minima e maxima. (MARSH, 2005)

A deteccao neste caso funciona da seguinte forma: quando os respectivos
retangulos delimitadores das curvas nao se sobrepoem, nao hé intersecao. Caso

contrario, as curvas podem se interceptar ou nao.

O procedimento para verificagao de existéncia de interse¢oes entre duas cur-
vas de Bézier através de um retdngulo delimitador é descrito da seguinte forma:

(HECKBERT, 1994)

Algoritmo 1: Verificalntersecao (P, Q)

% Procedimento que verifica se existem intersegoes simples entre duas curvas
de Bézier P(t) e Q(u), cujos pontos de controle sao respectivamente da forma

(HSP, ?JP) € (JZP, yP)-

% xp: coordenada horizontal dos pontos de controle de P(t).
% yp: coordenada vertical dos pontos de controle de P(t).
% xg: coordenada horizontal dos pontos de controle de Q(u).
% yg: coordenada vertical dos pontos de controle de Q(u).

se (min(zp) > maz(xq)) ou (min(yp) > max(yg)) ou
(min(xg) > max(xp)) ou (min(yg) > maz(yp)) entao
| Retorna 0;

senao
| Retorna 1;

fim se
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4 CALCULO DE INTERSECOES

Algumas defini¢oes que serao apresentadas a seguir sao importantes para o

calculo das intersegoes de duas curvas algébricas planas.

4.1 Resultante

Uma curva é definida aqui como o conjunto de pontos em que uma fungao
polinomial f : R? — R ¢ igual a zero. Sejam duas curvas definidas por f(z,y) =0
e g(z,y) = 0, representadas pelos seguintes polindmios na variavel y e coeficientes

no anel Riz]:
fl@,y) = a(2)y™ + ar(x)y™ ™ + ... + am(z) =0
9(z,y) = bo(x)y" + br(2)y" ™" + ... + bn(x) = 0

A resultante de f, g em relacao a variavel z é definida pelo determinante da
matriz de ordem (m+mn) com n linhas formadas pelos coeficientes de f seguidas por
m linhas formadas pelos coeficientes de g. Subentende-se que os espacos em branco

sao preenchidos com zeros (VAINSENCHER, 2009).



30

apg ap ag ... Qum
agpg ap ... QA
.. Qg ap ... (7%
R, =
P91 by by by ... by
b b1 ... by,
bo b1 .. by,

Uma observacao importante é que a resultante de f, g pode ser calculada em

relagao a variavel y, caso os polindmios estejam na variavel x e os coeficientes no
anel R[y].
Exemplo Calcular a resultante dos seguintes polindmios:

flay) = o7+ 97 —4

g9(x,y) = zy —1

Considerando os coeficientes no anel R[x], deve-se resolver o seguinte deter-

minante:
1 0 22—-14
Rfyg = r —1 0
0 =« —1

Resolvendo-se esse determinante, encontra-se Ry, = z* — 422 + 1.

Para determinar os pontos de intersecao de duas curvas algébricas planas f,

g, basta realizar o calculo R, = 0, achar os valores de z e, em seguida, substitui-los

em uma das equagoes para f ou g.

Neste exemplo, os pontos de intersecao serao, com precisao de sete casas
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decimais:
(1.9318517,0.5176381); (0.5176381, 1.9318517);

(—1.9318517, —0.5176381); (—0.5176381, —1.9318517).

4.2 Teorema de Bézout

Dados dois polinomios f,g € R[z,y| e sejam os graus de f, g dados respec-
tivamente por grau(f) e grau(g). Se f, g nao possuem fatores comuns, ou seja, se
R¢, nao for igual a um polinémio identicamente nulo (Rf, # 0), entdo o nimero

de intersecoes entre as curvas f, g é finito e, no méaximo, igual a grau(f) - grau(g)
(COX ; LITTLE ; O’SHEA, 2007).

Observe que dois polinémios f, g nao possuem fatores comuns se e somente se
mdc(f,g) = 1. No exemplo visto na se¢ao 4.1, como R, = z*—42*+1, ou seja, Ry,
nao é um polindémio identicamente nulo, entao, de acordo com o Teorema de Bézout,

o numero de intersegdes deve ser, no maximo, igual a grau(f) - grau(g) =2-2 = 4.

4.3 Aproximacao de curvas algébricas planas por curvas de
Bézier

Para encontrar os pontos de controle referentes a aproximacao de uma curva

algébrica plana por uma curva de Bézier, ha duas alternativas:
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4.3.1 Parametrizacao com Elevacao de Grau

Os passos para esta alternativa sao os seguintes:

1. Encontrar as parametrizagoes da curva algébrica plana em funcao de um an-
gulo 6, dadas por suas coordenadas z(f) e y(f). A curva fica localizada no
intervalo 6 € [0y, 0], onde 6, e 0 sdo notacoes para angulos correspondentes

aos pontos de controle inicial e final da curva, respectivamente.

2. Apos a definicao dos pontos extremos, definir um ponto intermediério na me-

Oo+05
5

tade da curva, cujo angulo é dado por 0/, =

3. Em seguida, fazer a aproximacdo por uma curva de Bézier quadratica P(t),
cuja parametrizagao é (z(t),y(t)), t € [0,1], ¢t € R. Assim, os pontos extremos

serao:

Py = P(t =0) = (2(60),y(6));

Py = P(t =1) = (x(0f),y(0y));

O ponto intermediario da curva localizado em ¢ = 0.5 sera dado por:

P(t =0.5) = (2(01/2), y(61/2));

Assim, com os valores de P(0.5), Py e P;, o ponto de controle P; é encontrado

através das substituicoes desses valores na seguinte equagao:
P(t=10.5)=(1-05)?F +2(1—0.5)(0.5)P + (0.5)*P,

—

4. Ao final do passo anterior, deve-se encontrar a curva de grau 3 P(t) através

do processo de elevagao de grau visto no capitulo 2. Aqui, sao encontrados os

o~~~ ——

pontos Fy, Py, P, Ps.
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4.3.2 Interpolagao de curvas de Bézier

Com uma amostra de pontos Vj, V1, ..., V,, de uma curva algébrica plana num
dado intervalo [a, b], que possui n+1 subintervalos igualmente espagados de tamanho
b—a

=4, ¢ possivel fazer uma interpolagao destes pontos através de uma curva de Bézier

de grau n para encontrar os pontos de controle Fy, P, ..., P, da curva.

Para um determinado ponto V; = (xv;, yy;), podemos fazer as seguintes in-

terpolagoes em suas respectivas coordenadas:
By (ti)yp, + ..+ Br(ti)yp, = yv,

Suponha que o intervalo seja [0, 1] e que n seja o namero de subdivisoes deste

intervalo. Dessa forma, pode ser obtido o sistema linear M P = V| onde:

() - Ba(})
() - B

By(2) By(Z) .. BI(2)

3|=3o

I3
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Entao, para achar os pontos de controle, basta resolver o sistema P = M~'V.

4.4 Exemplos de calculo de intersegoes

Nos exemplos a seguir, os calculos foram feitos a partir de programas de-

senvolvidos em Scilab versao 5.4.0. Os programas estao nos apéndices A, B, C,

D.

4.4.1 Exemplo 1

Encontrar as intersegoes entre as curvas algébricas planas:

flr,y) =2 — 4o+ 44> =0

g(z,y) =22 —8xr+1y* +12=0

nos intervalos = € [2, 4], usando o algoritmo de Bézier Clipping,.

Considerando os coeficientes no anel R[z], deve-se resolver o seguinte deter-

minante para achar a resultante de f e g:

Rf,g =

O = O =

0 % — Az 0
4 0 x? — 4z
0 22 —8x+12 0
1 0 2 — 8x 4+ 12

Esse determinante resolvido no Scilab tem como resultado Ry, = 2304 —

26887 + 107222 — 16823 + 924, que nao ¢ um polindémio identicamente nulo. Logo,
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mde(f,g) = 1 e assim, de acordo com o Teorema de Bézout, f e g ndo possuem

fatores comuns. Logo, f e g possuem no méaximo grau(f) - grau(g) = 4 intersegoes.

O numero de intersecoes de f e g é igual a 2, como mostra a Figura 4.1, o que
estd de acordo com o Teorema de Bézout. Além disso, as intersecoes se localizam

no intervalo z € [2,4].

g(x,y)=0

Figura 4.1: Gréafico do exemplo 1 com os pontos de controle no intervalo x € [2, 4]

Para localizar as intersecoes das curvas associadas as funcoes f e g, sao

realizados os seguintes experimentos:
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4.4.1.1 FExperimento 1

a) Parametrizag¢ao com elevagio de grau:

Primeiro, a curva de equagao f(z,y) = 0, representada por uma elipse de
centro (2,0), sera aproximada pela curva de Bézier P(t) quadratica no intervalo
t € [0,1], e a curva de equagdo g(x,y) = 0, representada por uma circunferéncia
de raio 2 e centro (4,0), serd aproximada pela curva de Bézier Q(u) no intervalo

u € [0,1].

Uma parametrizagao para f(z,y) = 0 é x(0) = 2 + 2cos(8), y(0) = sen(h),
0 e[, Z].

22

Os pontos extremos da curva P(t), que seré a aproximacgao de f(x,y) = 0 no

intervalo ¢ € [0, 1], ocorrem quando y = =F e 0y = 7.

Neste caso, os pontos extremos sao:

Py = (2(00),y(6h)) = (2,1);

By = (2(6y),9(05)) = (2, =1).

otby _
>+ =0.

O ponto intermediario da curva ocorre quando 6,/ =

Dessa forma, o ponto intermediario da curva ocorre quando:

P(0.5) = (2(6172).y(612)) = (4.0).

Assim,
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(4,0) = P(0.5) = 0.25FP; + 0.5P; 4+ 0.25P,

Substituindo os valores de Fy e P,, é encontrado:

P, = (6,0).

Para achar os pontos de controle para a curva de Bézier P(t), com grau 3,
usa-se a técnica de elevacao de grau. Os novos pontos de controle, neste caso, serao
dados por:

Py =Py =(2,1);

P = %PO + %Pl = (4.6666667,0.3333333);

f’; = %Pl + %Pg = (4.6666667, —0.3333333);

Py=Py=(2,-1)

Agora, é a vez da curva Q(u), que serd a aproximagao de g(x,y) = 0 no

intervalo u € [0,1]. Uma parametrizacdo para esta curva é¢: z(f) = 4 + 2cos(6),

y(0) = 2sen(d), 0 € 2, 7).
Os pontos extremos da curva ocorrem quando 0y = 5 e 0y = 37”
Neste caso, os pontos extremos sao:

Qo = (z(00),y(0o)) = (4,2);

Q2 = (2(6), y(0f)) = (4, -2).
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bo+05 _
L=

O ponto intermedirio da curva ocorre quando ¢/, =

Dessa forma, o ponto intermediario da curva ocorre quando:

Q(0.5) = (z(01/2),y(012)) = (2,0).

Assim,
(2,0) = Q(0.5) = 0.25Q + 0.5Q)1 + 0.25Q),

Substituindo os valores de @)y e ()2, é encontrado:

Ql = (07 O)

Para achar os pontos de controle para a curva de Bézier Q(u), com grau 3,
usa-se a técnica de elevacao de grau. Os novos pontos de controle, neste caso, serao

dados por:
@\0 = QO = (47 2)7

Q1 = 1Qo + 2Q, = (1.3333333,0.6666667);

Q2 = 2Q1 + 1Q, = (1.3333333, —0.6666667);

@\3 = QQ = (47 _2)

A Figura 4.2 mostra os graficos das curvas originais e das curvas de Bézier

aproximadas.
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Exemplo 1- Bézier Grau 3 - Experimento 1

05

05

o
P A ST AT T T T T T [ T [ A S A B B B 1

Figura 4.2: Curvas de Bézier P(t) e Q(u) no grafico do exemplo 1

Portanto, ja foram encontrados os pontos de controle para as curvas cubicas

P(t) e Q(u).

b) Aplicagao do algoritmo de Bézier Clipping:

No algoritmo de Bézier Clipping, deve-se escolher uma das curvas para inici-
alizagao. Como a escolha é arbitraria, aqui o algoritmo sera inicializado através de
Q(u), para fazer o recorte da curva P(t). As etapas a serem seguidas para o recorte

Sa0:

1. A Fat Line é a regiao que se situa entre os segmentos de reta paralelos que
correspondem ao segmento dos pontos extremos da curva Q(u) e ao segmento
por onde passa o ponto de controle intermediario com distancia méaxima (ou

minima) do segmento dos pontos extremos.

Os coeficientes a, b, ¢ da reta dos extremos ax + by + ¢ = 0 sera dada por:
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a=1yy—y3=4
b:Ig—ZL’OZO
c = ToYysz — T3yo = —16

Portanto, a equagao da reta que une os pontos extremos da curva sera dada

por:

4r —16=0ouz—4=0.

. As distancias dos pontos de controle intermediarios & reta que conecta pontos

extremos sao dadas por:
d; = —2.6666667;
dy = —2.6666667;

No algoritmo de Bézier Clipping, conforme esta descrito no capitulo 3, quando

didy > 0, as distancias maxima e minima sao dadas por:

i = 3min(0, dy, dy) = 3(—2.6666667) = —2

dinae = 3maz(0,dy,dz) =0

Logo, a Fat Line sera a regiao localizada entre os segmentos de reta x —4 =0

erx—4—dpm=x—2=0.

. Agora, é necessario calcular as distancias dos pontos de controle da curva que

vai ser recortada, no caso a curva P(t), a reta que une os pontos extremos de
Q(u).

Neste caso, temos:

dy = —2;d; = 0.6666667; dy = 0.6666667; dg = —2.

Os valores dessas distancias sao interpolados através de uma curva de Bézier

D(t), de grau 3, cujos pontos de controle serao dados por:

(O, dO)a (1/3a dl)ﬂ (2/37 d2)7 (L dS)

Assim,
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D(t) = (1 = t)°do + 3(1 — t)%tdy + 3(1 — £)3dy + t3d3.

4. Ao final da primeira iteragao, realizam-se as intersegdes de D(t) com d,;, €

dmag-

As raizes de D(t) — dpiy =0s@ot=0et = 1.

As raizes de D(t) — dppar = 0 sdo t = 0.4999441 e t = 0.5000559.

Logo, os valores minimo e maximo encontrados de ¢ no intervalo [0, 1] so:

tmin =0e tmax =1.

Repare que o intervalo da curva P(t) nao foi alterado. De acordo com a
heuristica de (NISHITA ; SEDERBERG, 1990) vista no capitulo 3, isto significa que
nao houve recorte na curva e quando isso acontece, existem interse¢oes multiplas.

Neste exemplo, sao duas interse¢oes. Portanto, sera necessario uma subdivisao das

curvas P(t) e Q(u).

As novas subdivisoes de P(t) serao dadas por P (t) e P5(t), enquanto as novas

subdivisoes de Q(u) serao dadas por Q1(u) e Qa(u).

A curva Pi(t) é uma aproximacao de f(z,y) = 0 quando as parametrizagoes

da curva algébrica sao dadas por: x(f) = 2 + 2cos(0), y(0) = sen(0), 0 € [0, 7).

Os pontos extremos da curva P;(t) ocorrem quando 6y = § e 0y = 0. Ja os

pontos extremos da curva Ps(t) ocorrem quando 6y = <= e 0y = 0.

Repetindo-se o processo visto anteriormente, os seguintes pontos de controle

sao encontrados:

Para P (t):
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pontos extremos da curva (Q2(u) ocorrem quando 6y = 7 e y = <.

Py =(2,1);
P; = (3.2189515,0.9428091)
P, = (3.8856181, 0.6094757)
P; = (4,0)
Para Py(t):

2,—1);
3.2189515, —0.9428091);
3.8856181, —0.6094757);

= (
= (
= (
= (4,0).

Os pontos extremos da curva () (u) ocorrem quando 6y =7 e 0 =

3

Analogamente,

Para (1 (u)

Qo = (2,0);

Q1 = (2.1143819,1.2189515);
Q2 = (2.7810485,1.8856181)
Qs = (4,2).

Para Qs (u)

Qo = (2,0);

Q= (2.1143819, —1.2189515);
Q, = (2.7810485, —1.8856181);

. J& os
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Q3 = (47 _2)
Agora, o algoritmo de Bézier Clipping é aplicado para Pi(t) e Qi(u). O
grafico do programa em Scilab para essas curvas é mostrado na figura 4.3. O codigo

esta listado no apéndice B.

Exemplo 1 - Bézier Grau 3 - Altemnativa 1

Figura 4.3: Gréafico do exemplo 1 nos intervalos = € [2,4] e y > 0.

Comegando o algoritmo pela curva @ (u), tem-se:

1. Para a Fat Line:
Os coeficientes a, b, ¢ da reta dos extremos ax + by + ¢ = 0 seré dada por:
a=yo—Ys=—2
b=x3—20=2
¢ = Toyz — T3yo = 4

Portanto, a equagao da reta que une os pontos extremos da curva serd dada

por:
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—2x+2y+4=00u—z+y+2=0.

. As distancias dos pontos de controle intermediarios sao dadas por:

dy = 0.7810487;
dy = 0.7810487;

No algoritmo de Bézier Clipping, quando d;ds > 0, o célculo das distancias

méaxima e minima sao dadas por:

dmin = %mm(o, dl, dg) =0

Aoz = %mam(o, di,dy) = %(0.7810487) = 0.5857865

Logo, a Fat Line seré a regiao localizada entre os segmentos de reta —x+y+2 =

Oe—a2+y+2—dnw=—c+y— 14142135 = 0.

. Agora, é necesséario calcular as distancias dos pontos de controle da curva que

vai ser recortada, no caso a curva Pj(t), a reta que une os pontos extremos de
Q1(uw).
Neste caso, temos:

dy = 0.7071068; d; = —0.1952622; dy = —0.9023689; d3 = —1.4142136.

Os valores dessas distancias sao interpolados através de uma curva de Bézier

D (t), de grau 3, cujos pontos de controle serao dados por:
<07 dO)? (1/37 d1)> (2/37 d2)7 (17 dB)
Assim,

Di(t) = (1 —t)°dy + 3(1 — t)%tdy + 3(1 — t)t2dy + t3ds.

. Ao final da primeira iteragao, realizam-se as intersegoes de D1 (t) com d,;;, €

dmax .

A raiz de Dy (t) — dpinn =0 6 t = 0.2779173.

A raiz de Dy (t) — dppar = 0 & t = 0.0452587.
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Logo, os valores minimo e maximo encontrados de ¢ no intervalo [0, 1] sao:
tmin = 0.0452587 € 1y, = 0.2779173.

Substituindo estes valores na equagao da curva P (), tem-se:

Py (t = 0.0452587) = (0.21621107,0.9905379);

Py (t =0.2779173) = (0.28883309, 0.8883309)

Logo, a curva @ (u) faz um recorte em P(t) nos pontos (0.21621107,0.9905379)
e (0.28883309, 0.8883309), o que significa que uma das intersegoes, em y > 0, se
encontra entre os valores méximo e minimo para a coordenada horizontal nesses

pontos.

Depois, repete-se o algoritmo aplicando o recorte de Q1 (u) através de Pi(t),
em seguida de Pj(t) através de (Q1(u), e assim sucessivamente, alternando as curvas
de recorte até que a execugao do algoritmo pare segundo uma determinada toleran-

cla.

A Tabela 4.1 mostra os resultados para quatro iteragoes. O tempo de exe-
cucao verificado no Scilab foi de 10.054 segundos. A soluc@o analitica, encontrada
através do célculo da resultante no Scilab, é (2.2629657,0.9913184). O codigo do

programa em Scilab que gera os calculos esta no apéndice B.

Tabela 4.1: Exemplo 1 - Resultados para quatro iteragoes do Bézier Clipping
Iteracao Pontos extremos Erro

1 (2.1621110,0.9905379);(2.888331,0.8883309)  0.625365200
2 (2.2663630,0.9758657);(2.274207,0.9907314)  0.015452740
3 (2.2696290,0.9820734);(2.269638,0.9820726)  0.009245844
4 (2.2696290,0.9820733);(2.269629,0.9820733)  0.009245062
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Uma observacao importante: para todos os exemplos, foi utilizada a norma

do méximo para o calculo do erro.

c) Aplicagoes da subdivisao recursiva de De Casteljau e da subdivisio inter-

valar:

A seguir, as tabelas 4.2 e 4.3 mostram os resultados para dez iteragoes
dos pontos extremos obtidos para as sub-curvas de P(t) e Q(u) com os métodos de
subdivisao recursiva de De Casteljau e subdivisao intervalar de Koparkar e Mudur,
os quais coincidiram neste exemplo. O tempo de execugao verificado no Scilab foi
de 0.511 segundos. Os codigos para os programas que geraram os célculos estao nos

apéndices C e D.

Tabela 4.2: Exemplo 1 - Iteragoes para P(t) - De Casteljau e Intervalar
Iteracao Pontos extremos de P(t) Erro

1 (2.0000000,1.0000000);(3.414214,0.7071068)  1.1512483
2 (2.0000000,1.0000000);(2.810660,0.9053300)  0.5476943
3 (2.0000000,1.0000000);(2.431220,0.9656090)  0.2629657
4 (2.2220800,0.9860410);(2.431220,0.9656090)  0.1682543
d (2.2220800,0.9860410);(2.275580,0.9815400)  0.0408857
6 (2.2489300,0.9838410);(2.275580,0.9815400)  0.0140357
7 (2.2622800,0.9827030);(2.275580,0.9815400) 0.0126143
8 (2.2622800,0.9827030);(2.268940,0.9821240)  0.0091944
9 (2.2622800,0.9827030);(2.265610,0.9824140)  0.0089044
10 (2.2622800,0.9827030);(2.263950,0.9825590)  0.0087594
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Tabela 4.3: Exemplo 1 - Iteragoes para Q(u) - De Casteljau e Intervalar
Iteracao Pontos extremos de Q(u) Erro

1 (2.0000000,0.0000000);(2.5857860,1.4142140)  0.9913184
2 (2.1893400,0.8106602);(2.5857860,1.4142140)  0.4228956
3 (2.1893400,0.8106602);(2.3616750,1.1383250)  0.1806582
4 (2.1893400,0.8106602);(2.2690350,0.9809648)  0.1806582
5 (2.2275690,0.8974305);(2.2690350,0.9809648)  0.0938879
6 (2.2478980,0.9396022);(2.2690350,0.9809648)  0.0517162
7 (2.2583650,0.9603846);(2.2690350,0.9809648)  0.0309338
8 (2.2583650,0.9603846);(2.2636750,0.9707000)  0.0309338
9 (2.2610140,0.9655486);(2.2636750,0.9707000)  0.0257698
10 (2.2623430,0.9681259);(2.2636750,0.9707000)  0.0231925

4.4.1.2  Ezperimento 2

a) Interpolagao das curvas de Bézier de grau 3:

Agora, as intersecoes entre as curvas P(t) e Q(u) serao calculadas através da
segunda alternativa da secao 4.3, cujo objetivo é realizar a interpolacao dos pontos

das curvas f(z,y) = 0 e g(x,y) = 0 através das respectivas curvas de Bézier ctibicas

P(t) e Q(u).

O intervalo na coordenada horizontal sera dividido em nimero de subinter-
valos equidistantes, cuja quantidade corresponde ao grau da curva de Bézier apro-

ximada. Neste exemplo, o intervalo [2, 4] sera dividido em 3 partes.

Entao, a matriz M das fungoes de base de Bernstein, os vetores VPX,V PY,
correspondentes aos valores de z e y na equagao f(z,y) = 0, e os vetores VQX, VQY,
correspondentes aos valores de x e y na equacao g(x,y) = 0, descritos na se¢ao 4.3.2,

neste exemplo serao dados por:
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Bg((l)) Bg(?) Bg’((l)) Bg((l))
M= B%(g) Bé(g) B%(g) B:;(g) _
Bi(3) Bi(3) B5(35) Bi(3)
Bi(1) Bi(1) B3(1) B3(1)
1 0 0 0
| 0.2962963 0.4444444 0.2222222 0.0370370
| 0.0370370 0.2222222 0.4444444 0.2962963
0 0 0 1
VPX, 2 2
Clvexy || s/3 | | 2.6666667
VPX = VPX, | 10/3 | 3.3333333
VPX; 4 4

Ao substituir os valores de V PX na coordenada = da equagao f(x,y) =0, é

obtido:

V PY, 1
|l vPyy || 0.9428090
VEY =1 ypy, | = | 0.7453560
V PY, 0
VQX, 2 2
Clvex, | | 83 | | 26666667
VOX =1 vox, | =] 10/3 | = | 33333333
VQX; 4 4

Ao substituir os valores de VQX na coordenada = da equagao g(z,y) =0, é

obtido:

VQY, 0
| vey: || 1.4907120
VY =1 voy, | = | 18856181
VQYs 2

Para os pontos de controle de P(t), usaremos para as coordenadas horizontais
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e verticais os vetores PX e PY | cujos calculos sao feitos a partir dos seguintes

sistemas lineares:

2
2.6666667
3.3333333

4

M(PX)=VPX = PX = M~Y(VPX) = PX =

1
0.8770598
1.1551877

0

M(PY)=VPY = PY = M"Y (VPY) = PY =

Analogamente, para os pontos de controle de Q(u), usaremos para as coorde-
nadas horizontais e verticais os vetores QX e QY, cujos calculos sao feitos a partir

dos seguintes sistemas lineares:

2
2.6666667
3.3333333

4

MQX)=VQX = QX = M H(VQX) = QX =

0
2.3103755
1.7541196

2

MQY) =VQY = QY = M"L(VQY) = QY =

Portanto, os pontos de controle usados neste caso serao:

Para a curva P(t): Py = (2,1);
P, = (2.6666667,0.8770598);
P, = (3.3333333, 1.1551877)
Py = (4,0).

Y
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Para a curva Q(u): Qo = (2,0);
Q1 = (2.6666667,2.3103755);
Qs = (3.3333333, 1.7541196);

Q3 = (47 2)'

O gréafico para o comparativo entre as curvas originais e as curvas de Bézier

de grau 3 geradas neste experimento sao mostrados na Figura 4.4

Figura 4.4: Grafico para o experimento 2 do exemplo 1 nos intervalos = € [2,4] e
y > 0.

b) Aplicagao do Bézier Clipping:

Aplicando o algoritmo de Bézier Clipping aos pontos anteriores, sdo encon-
tradas as iteragoes que estao na Tabela 4.4. O tempo de execugao verificado no

Scilab foi de 9.543 segundos.

Deve-se observar que no caso em que a curva de Bézier possui grau 3, o
algoritmo de Bézier Clipping executado através dos pontos de controle originais
obtidos pela interpolacao de Bézier apresentou erros absolutos maximos maiores

que os vistos com parametrizagao e elevacao de grau.
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Tabela 4.4: Exemplo 1 - Iteracoes para Bézier Clipping usando Interpolagao de
Bézier da Secao 4.3 e Curva de Bézier de grau 3
Iteragao Pontos extremos Curva Erro

1 (2.2521710,0.7445511);(3.0775940,1.8117480)  P(¢)  0.8204299
2 (2.2330210,0.9704604);(2.3936070,0.9600343)  Q(u) 0.1306411
3 (2.3533160,0.9428743);(2.4171010,1.0491940)  P(t)  0.1541355
4 (2.3642120,0.9616593);(2.3647500,0.9616289)  Q(u) 0.1017844
5 (2.3615240,0.9568654);(2.3722070,0.9748305)  P(t)  0.1092415
6 (2.3643630,0.9616508);(2.3643700,0.9616504)  Q(u) 0.1014042
7 (2.3638890,0.9608505);(2.3653070,0.9632363)  P(t)  0.1023415
8 (2.3643650,0.9616507);(2.3643650,0.9616507)  Q(u) 0.1013992
9 (2.3643140,0.9615651);(2.3644520,0.9617977)  P(t)  0.1014865
10 (2.3643650,0.9616507);(2.3643650,0.9616507) Q(u) 0.1013991

4.4.1.8  Ezrperimento 3

a) Interpolagao de curvas de Bézier de grau 9

Se os pontos da curva original forem interpolados com uma curva de Bézier
de grau 9, os resultados irao convergir para a solucao analitica com erros absolutos
maximos menores que os vistos para a curva de grau 3. Evidentemente, quanto
maior o grau, maior serd o nimero de pontos na interpolagao e consequentemente

melhor sera a aproximacao da curva.
Os pontos de controle usados neste caso serao:
Para a curva P(t):
2,1);
2.2222222,0.9815233);

Py=(
P =
Py = (2.4444444,1.0622518);
P3 = (2.6666667, 0.7713426);
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P, = (2.8888889, 1.2489973);
= (3.1111111,0.3946336);
= (3.3333333, 1.2881787);
= (3.5555556, 0.2043762);
= (3.7777778,0.8701008);
= (4

0).

Para a curva Q(u):

0);

= (2,
= (2.2222222,1.7402016);
= (2.4444444,0.4087525);
= (2.6666667,2.5763574);
= (2.8888889, 0.7892673);
= (3.1111111, 2.4979946);
= (3.3333333, 1.5426852);
Q7 = (3.5555556, 2.1245036);
= ( );
=4

37777778, 1.9630467);
2).

O grafico para o comparativo entre as curvas originais e as curvas de Bézier

de grau 9 nos intervalos dados sao mostrados na Figura 4.5



Exemplo 1- Bézier Grau 2 - Alternativa 2

Figura 4.5: Gréafico do exemplo 1 nos intervalos x € [2,4] e y > 0.

b) Aplica¢io do Bézier Clipping:

93

Os resultados do algoritmo de Bézier Clipping para interpolacao através de

uma curva de Bézier de grau 9 sao mostrados na tabela 4.5. O tempo de execucao

verificado no Scilab foi de 37.305 segundos.

Tabela 4.5: Exemplo 1 - Iteragoes para Bézier Clipping usando Interpolagao de
Bézier da Secao 4.3 e Curva de Bézier de grau 9

Y

Iteracao Pontos extremos Curva Erro
1 (2.1140560,0.6192522);(3.3032300,1.8747840)  P(t)  1.040265000
2 (2.1018140,0.9967448);(2.4842670,0.9701483)  Q(u) 0.221300800
3 (2.2153170,0.9016344);(2.4549860,1.2698230)  P(t)  0.278505000
4 (2.2512900,0.9923145);(2.2739960,0.9909161) Q(u) 0.011675900
) (2.2595660,0.9887561);(2.2734730,1.0133980)  P(t) 0.022079710
6 (2.2611440,0.9917321);(2.2612440,0.9917260) Q(u) 0.001821836
7 (2.2612060,0.9917210);(2.2612420,0.9917863)  P(t) 0.001759686
8 (2.2612100,0.9917280);(2.2612100,0.9917280) Q(u) 0.001755815
9 (2.2612100,0.9917280);(2.2612100,0.9917284)  P(t) 0.001755815
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c) Aplicagao da subdivisio recursiva de De Casteljau e da subdivisao inter-

valar:

Agora, os resultados para Subdivisao Recursiva de De Casteljau nas Tabelas

4.6 e 4.7, cujo tempo de execucao verificado foi de 0.98 segundos:

Tabela 4.6: Exemplo 1 - Iteragoes para P(t) - Subdivisao Recursiva de De Casteljau
para curva de grau 9
Iteracao Pontos extremos de P(t) Erro

1 (2.0000000,1.0000000);(3.0000000,0.8659385) 0.7370343
2 (2.0000000,1.0000000);(2.5000000,0.9681276)  0.2629657
3 (2.2500000,0.9923879);(2.5000000,0.9681276)  0.2370343
4 (2.2500000,0.9923879);(2.3750000,0.9825049)  0.1120343
5 (2.2500000,0.9923879);(2.3125000,0.9881072)  0.0495343
6 (2.2500000,0.9923879);(2.2812500,0.9904279)  0.0182843
7 (2.2500000,0.9923879);(2.2656250,0.9914547)  0.0129657
8 (2.2578130,0.9919332);(2.2656250,0.9914547)  0.0051532
9 (2.2617190,0.9916969);(2.2656250,0.9914547)  0.0026593
10 (2.2617190,0.9916969);(2.2636720,0.9915765) 0.0012470

Tabela 4.7: Exemplo 1 - Iteragoes para Q(u) - Subdivisao Recursiva de De Casteljau
para curva de grau 9
Iteragao Pontos extremos de Q(u) Erro
1 2.0000000,0.0000000);(3.0000000,1.7318770) 0.9913184
2.0000000,0.0000000);(2.5000000,1.3222020) 0.9913184
0.3308837

2.2500000,0.9711243);(2.5000000,1.3222020
2.2500000,0.9711243);(2.3750000,1.1678520)  0.1765339
2.2500000,0.9711243);(2.3125000,1.0773050)  0.0859865

)
)s( )
)i( )
e

2.2500000,0.9711243);(2.2812500,1.0267100)  0.0353919

)i( )
)i( )
)i )
)i( )

)

2.2500000,0.9711243);(2.2656250,0.9996296) 0.0201941
2.2578130,0.9855676);(2.2656250,0.9996296)  0.0083112
2.2617190,0.9926447);(2.2656250,0.9996296) 0.0083112
2.2617190,0.9926447);(2.2636720,0.9961485) 0.0048301

)

)

)
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Agora, os resultados para Subdivisao Intervalar para curva de Bézier de grau

9 nas Tabelas 4.8 ¢ 4.9:
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Tabela 4.8: Exemplo 1 - Iteragoes para P(t) - Subdivisao Intervalar para curva de

grau 9

Tabela 4.9: Exemplo 1 - Iteragoes para Q(u) - Subdivisdo Intervalar para curva de

grau 9

4.4.2

Iteragao Pontos extremos de P(t) Erro
1 (2.0000000,1.0000000);(2.3333333,0.9878335)  0.2629657
2 (2.1666670,0.9973865);(2.3333333,0.9878335)  0.0962990
3 (2.2500000,0.9962363);(2.3333333,0.9878335)  0.0703676
4 (2.2500000,0.9962363);(2.2916670,0.9932863) 0.0287010
5 (2.2604170,0.9956957);(2.2708330,0.9950311)  0.0078676
6 (2.2604170,0.9956957);(2.2656250,0.9953796)  0.0043773
7 (2.2604170,0.9956957);(2.2630210,0.9955416)  0.0043773
8 (2.2617190,0.9956197);(2.2630210,0.9955416)  0.0043013
9 (2.2623700,0.9955809);(2.2630210,0.9955416)  0.0042625
10 (2.2626950,0.9955613);(2.2630210,0.9955416)  0.0042429

Iteracao Pontos extremos de Q(u) Erro
1 (2.0000000,0.0000000);(2.3333333,1.1279020) 0.9913184
(2.1666667,0.8318840);(2.3333333,1.1279020)  0.1594344
3 (2.2500000,1.0083760);(2.3333333,1.1279020)  0.1365841
4 (2.2500000,1.0083760);(2.2916670,1.0704480) 0.0791291
5 (2.2500000,1.0083760);(2.2708330,1.0405900) 0.0492721
6 (2.2604170,1.0248530);(2.2708330,1.0405900)  0.0492721
7 (2.2604170,1.0248530);(2.2656250,1.0328050)  0.0414865
8 (2.2604170,1.0248530);(2.2630210,1.0288510)  0.0375326
9 (2.2617190,1.0268580);(2.2630210,1.0288510)  0.0375326
10 (2.2623700,1.0278560);(2.2630210,1.0288510)  0.0375326
Exemplo 2

Encontrar as intersegoes entre as curvas algébricas planas:

flay) =a® + g2 =4 =0

g(z,y) = 2" + 3202 + 325y* +4° -1 =0
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nos intervalos z € [—0.5,0], y > 0.

No calculo analitico, a resultante Ry, fica:
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Como Ry, = 1412823 4+ 962 4 242° + 409825 + 6048z + 37922% + 12742° —
59042 — 7632zt — 3833z'* — 960x'® 4 37202 + 38322 + 14402'% + 24027 —
1265218 — 96021 — 24022 — 2022 + 240272 + 120223 + 152** — 24226 — 6227 + 239,
ou seja, nao é um polindmio identicamente nulo, entao mdec(f,g) = 1 e assim, de
acordo com o Teorema de Bézout, f e g nao possuem fatores comuns. Logo, f e g

possuem no méaximo grau(f) - grau(g) = 2 - 15 = 30 intersegoes.

O nimero de intersecoes de f e g é igual a 4, como mostra a Figura 4.6, o

que esta de acordo com o Teorema de Bézout.

Resolvendo-se a equagao Ry, = 0, sao encontradas as seguintes solugoes

analiticas:

(1.1848949, 1.8263635); (1.1848949, —1.8263635);

(—0.2683510, 1.0006956); (—0.2683510, —1.0006956).

Para as solugdes numéricas através dos algoritmos do capitulo 3, foram rea-

lizados os seguintes experimentos:
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Figura 4.6: Grafico do exemplo 2

4.4.2.1 Ezperimento

a) Parametriza¢ao com elevagao de grau:

Deve-se aproximar primeiro a funcao f, que é uma circunferéncia, no intervalo
dado por uma curva de Bézier P(t),0 < t < 1, de grau 2, e em seguida, por uma

curva de Bézier de grau 3.
Deve-se levar em consideracao que a curva nao altera sua concavidade no
intervalo dado. Por isso, foi possivel a aproximacao inicial pela curva de Bézier de

grau 2.

Uma parametrizacao para f é: x(6) = 2cos(0) — 2, y(0) = 2sen(6).
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Os pontos extremos da curva ocorrem quando 6y = 0.7227342 e 6; = 0.

Neste caso, os pontos extremos da curva de grau 2 sao: Py = (—0.5, 1.3228756)

e P, =(0,0).
A metade da curva ocorre quando 6 = (6 + 6;) ~ 0.3613671.
Neste caso, z(6 = 0.3613671) = —0.1291713, y(6 = 0.3613671) = 0.7071067.
Entao, P(t = 0.5) = (—0.1291713,0.7071067).

Para encontrar Py, basta resolver a seguinte equagao para curva de Bézier de

grau 2 quando ¢t = 0.5:
P(t =0.5) = 0.25(—0.5,1.3228756) + 0.5P; + 0.25(0,0)
Assim, os pontos encontrados para curva de Bézier de grau 2 sao:
Py = (—0.5,1.3228756); P, = (—0.0083426,0.7527756); P> = (0, 0).

Para achar os pontos para curva de Bézier de grau 3, usa-se a técnica de

elevagao de grau, onde os novos pontos serao dados segundo a equagao:

Pi= () P+ (1-45) P 1<i<n,

7
n+1 n+1

onde n é o grau anterior da curva.

Neste exemplo, n = 3.
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Usando essa técnica, achamos os seguintes pontos de controle de grau 3 para
P(t):

Py = (—0.5,1.3228756); P, = (—0.1722284, 0.9428089);

P, = (—0.0055617,0.5018504), P3 = (0,0).

Para a fungao g, os pontos extremos de uma curva de Bézier Q(u) associada

de grau 2 ocorrem em Qo = (—0.5,1.0155048) e Q1 = (0,1).

Na metade do intervalo x € [—0.5,1], ou seja, quando escolhe-se como can-

didato x = —0.25, encontra-se o ponto central 1 = (—0.25,1.0004882).

Analogamente ao que foi feito na curva P(t), os pontos de controle encontra-

dos para Q(u) por elevagao para o grau 3 sao:

Qo = (—0.5,1.0155048); 1 = (—0.3333333,1.0054896);

Q2 = (—0.1666667, 1.0003213), Q5 = (0, 1).

A Figura 4.7 mostra os gréaficos plotados no Scilab para o exemplo:

b) Aplicagio de Bézier Clipping de grau 3:

A Tabela 4.10 mostra os resultados para trés iteracoes e eles convergem para
a solucdo analitica (—0.2683510,1.0006956). O tempo de execucao verificado foi de

10.313 segundos.

c) Aplicagoes da subdivisao recursiva de De Casteljau e da subdivisao inter-
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Figura 4.7: Gréafico do exemplo 2 no intervalo x € [—-0.5,0] e y > 0.

Tabela 4.10: Exemplo 2 - Resultados para trés iteragoes do Bézier Clipping
Iteragao Pontos extremos Erro
1 (-0.3795637,1.004231);(-0.239927,1.0001390)  0.1112127
2 (-0.2693283,1.001000);(-0.2687349,0.999981)  0.0009773
3 (-0.2690087,1.000451);(-0.2690086,1.000451)  0.0006577

valar:

A seguir, as Tabelas 4.11 e 4.12 mostram os resultados para dez iteragoes
dos pontos extremos obtidos para as sub-curvas de P(t) e Q(u) com os métodos de
subdivisao recursiva de De Casteljau e subdivisao intervalar de Koparkar e Mudur,

os quais coincidiram neste exemplo.



Tabela 4.11: Exemplo 2 - Iteragdes para P(t) - De Casteljau e Intervalar

[teracao Pontos extremos de P(t) Erro
1 (-0.500000,1.322880);(-0.129171,0.707107)  0.3221844
2 (-0.284378,1.026410);(-0.129171,0.707107)  0.2935886
3 (-0.284378,1.026410);(-0.199223,0.869612)  0.1310836
4 (-0.284378,1.026410);(-0.239913,0.948724)  0.0519716
) (-0.284378,1.026410);(-0.261674,0.987744)  0.0257144
6 (-0.272908,1.007120);(-0.261674,0.987744)  0.0066770
7 (-0.272908,1.007120);(-0.267261,0.997444)  0.0064244
8 (-0.270077,1.002290);(-0.267261,0.997444)  0.0032516
9 (-0.268668,0.999865);(-0.267261,0.997444)  0.0032516
10 (-0.268668,0.999865);(-0.267964,0.998655)  0.0020406

9

Tabela 4.12: Exemplo 2 - Iteragdes para Q(u) - De Casteljau e Intervalar

[teragao Pontos extremos de Q(u) Erro
1 (-0.500000,1.015500);(-0.250000,1.004120)  0.231649
2 (-0.375000,1.008900);(-0.250000,1.004120) 0.106649
3 (-0.312500,1.006280);(-0.250000,1.004120)  0.044149
4 (-0.281250,1.005140);(-0.250000,1.004120)  0.018351
5 (-0.281250,1.005140);(-0.265625,1.004620)  0.012899
6 (-0.273437,1.004880);(-0.265625,1.004620)  0.005086
7 (-0.269531,1.004750);(-0.265625,1.004620)  0.004054
8 (-0.269531,1.004750);(-0.267578,1.004680)  0.004054
9 (-0.268555,1.004710);(-0.267578,1.004680)  0.004014
10 (-0.268555,1.004710);(-0.268066,1.004700)  0.004014

Y
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Até aqui, foram tratadas as funcoes polinomiais f : R?2 — R. O proximo

exemplo mostra como estes algoritmos podem ser também utilizados para o calculo

de raizes reais de fungoes nao necessariamente polinomiais f: R — R.

4.4.3 Exemplo 3

Resolver a equacao sen(z) = e~ no intervalo [0, /4].
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4.4.3.1 Ezxperimento

Aqui, foi usada a parametrizacao com elevacao de grau e posterior aplicagao

dos algoritmos vistos no capitulo 3.

a) Parametrizag¢ao com elevagio de grau:

Aqui, as fungoes f(x) = sen(x) e g(x) = e~* sdo aproximadas no intervalo
[0, /4] por suas respectivas curvas de Bézier de grau 3, P(t),0 <t <1,e Q(u),0 <
u < 1. Depois, usando os mesmos procedimentos do Exemplo 1, os seguintes pontos
de controle sao encontrados:

Curva P(t):

Py = (0,0); P, = (0.2617994, 0.2745423);
P, = (0.5235988,0.5102445): P = (0.7853982, 0.7071068).

Curva Q(u):

Qo = (0,1); Q1 = (0.2617994, 0.7483298);
Qs = (0.5235988, 0.5669758); Q3 = (0.7853982, 0.4559381).

O gréfico deste exemplo desenhado com o Scilab 5.4.0 pode ser visto na Figura
4.8.

b) Aplicag¢ao dos algoritmos de intersegao:

As Tabelas 4.13, 4.14 e 4.15 a seguir mostram os resultados para o Exemplo

3. O algoritmo de Bézier Clipping foi executado em 12.169 segundos. Ha conver-
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Figura 4.8: Grafico do exemplo 3 no intervalo x € [0, 1].

géncia para a solugao analitica (0.58853,0.55514):

Tabela 4.13: Exemplo 3 - Resultados para duas iteragoes do Bézier Clipping

[teracao Pontos extremos Erro
1 (0.5842148,0.5551080);(0.6042325,0.5440004)  0.0200177
2 (0.5891215,0.5522378);(0.5891433,0.5522558)  0.0000218
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Tabela 4.14: Exemplo 3 - Iteragoes para P(t) - Subdivisao de De Casteljau e Inter-

valar

Iteracao Pontos extremos de P(t) Erro
1 (0.392699,0.382683);(0.785398,0.707107)  0.196868
2 (0.392699,0.382683);(0.589049,0.552178)  0.195831
3 (0.490874,0.469251);(0.589049,0.552178)  0.097656
4 (0.539961,0.511170);(0.589049,0.552178)  0.048569
5 (0.564505,0.531787);(0.589049,0.552178)  0.024025
6 (0.576777,0.542011);(0.589049,0.552178)  0.013129
7 (0.582913,0.547101);(0.589049,0.552178)  0.008039
8 (0.585981,0.549641);(0.589049,0.552178)  0.005499
9 (0.587515,0.550910);(0.589049,0.552178)  0.004230
10 (0.588282,0.551544);(0.589049,0.552178)  0.003596

U
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Tabela 4.15: Exemplo 3 - Iteragoes para Q(u) - Subdivisao de De Casteljau e Inter-
valar

Iteragao Pontos extremos de Q(u) Erro
1 0.392699,0.675232);(0.785398,0.455938)  0.196868
0.392699,0.675232);(0.589049,0.552401)  0.195831
0.490874,0.610520);(0.589049,0.552401)  0.097656
0.539961,0.580636);(0.589049,0.552401)  0.048569
0.564505,0.566313);(0.589049,0.552401)  0.024025
0.576777,0.559305);(0.589049,0.552401)  0.011753
)i )
)i )
)i )
)i )

bl

Y

0.582913,0.555840);(0.589049,0.552401) 0.005617
0.585981,0.554117);(0.589049,0.552401) 0.002739

0.587515,0.553258 0.002739
0.588282,0.552829 0.002739

0.589049,0.552401
0.589049,0.552401

Y
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As vezes, ao resolver um sistema de equacoes nao lineares pelo método de
Newton-Raphson, quando a raiz esta suficientemente préoxima de pontos onde a de-
rivada da curva se anula, o determinante da matriz jacobiana se anula e as iteracoes

do método nao convergem para a raiz.

O proximo exemplo vai mostrar que, neste caso, os algoritmos de intersecoes

vistos nesse trabalho possuem maior eficiéncia que o método de Newton-Raphson.

4.4.4 Exemplo 4

Encontrar as intersecoes entre as curvas planas:

fla,y) =e™" —y—1=0;

g(z,y) =z —y—1=0;
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no intervalo z € [1,2], y > 0.

No método de Newton-Raphson, a matriz jacobiana J é:
z—1
e —1
A
A intersec@o entre as curvas na solugao analitica é o ponto (1,0). Quando x

se aproxima de 1, a determinante de .J se aproxima de zero e o método de Newton-

Raphson nao converge para a solucao.

4.4.4.1 Ezperimento

a) Interpolagao de curvas de Bézier de grau 9:

Usando a Interpolagao por curvas de Bézier de grau 9 da Interpolacao de

Bézier da Secao 4.3.2, os seguintes pontos de controle sao encontrados:
Para a curva P(t), aproximagao de f(z,y) = 0:

= (1.0000000, 0.0000000);
1.1111111,0.1111111);
= (1.2222222,0.2361111

P 1.3333333, 0.3769841);

0= ( )
1= ( )
» = ( )
3 = ( )
P, = (1.4444444,0.5360450);
5 = ( )
6= ( )
7= ( )
s = ( )

Y

F
P
P

= (1.5555556, 0.7160053
1.6666667,0.9200562
1.7777778,1.1519731

= (1.8888889,1.4162505

Y

Y

Y

P
P
P
P,

Y



Py = (2.0000000, 1.7182818).

Para a curva Q(u), aproximagao de g(z,y) = 0:

= (1.0000000, 0.0000000);
= (1.1111111,0.1111111);
1.2222222,0.2222222
1.3333333, 0.3333333

0= (
1= (
= (
5= (
4 = (1.4444444,0.4444444
= (
6 = (
(
s = (
o= (

)

)

)

)

1.5555556, 0.5555556
1.6666667, 0.6666667
Q7 = (L.7777778,0.7777778

2
5

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

b

)

b

1.8888889, 0.88838889

)
)
)
)
)
)
)
)
)
2.0000000, 1.0000000).

Q
Q
O grafico deste exemplo desenhado com o Scilab 5.4.0 pode ser visto na Figura

Exemplo 4- Bézier Grau @ - Interpalagio de Bézier

&
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Figura 4.9: Grafico do exemplo 4 no intervalo = € [1,2].
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b) Aplicagcao de Bézier Clipping:

Os resultados do algoritmo de Bézier Clipping para interpolagao através de
uma curva de Bézier de grau 9 sao mostrados na tabela 4.16. O tempo de execugao

verificado foi de 42.584 segundos.

Tabela 4.16: Exemplo 4 - Iteragoes para Bézier Clipping usando Interpolacao de
Bézier da Secgao 4.3 e Curva de Bézier de grau 9
Iteracao Pontos extremos Curva Erro

1 (1,0);(1.3321760,0.3321756000)  P(f)  0.3321756000
2 (1,0);(1.0003970,0.0003969348)  Q(u)  0.0003969348
3 (1,0);(1.0001100,0.0001102475)  P(f)  0.0001102475
4 (1,0);(1.0000440,4.409674e-005)  Q(u)  4.409674e-005
5 (1,0);(1.0000120,1.225385¢-005)  P(t)  1.225385¢-005
6 (1,0);(1.0000050,4.940473¢-006)  Q(u)  4.940473¢-006
7 (1,0);(1.0000020,1.522426¢-006)  P(t)  1.522426¢-006
8 (1,0);(1.0000010,7.612166e-007)  Q(u) 7.612166e-007
9 (1,0);(1.0000010,7.891473¢-007) ~ P(t)  7.891473e-007

¢) Aplicagao da subdivisao recursiva de De Casteljau e da subdivisao inter-

valar:

O tempo de execucgao verificado foi de 0.786 segundos. Os resultados neste

caso estao nas Tabelas 4.17 e 4.18:



68

Tabela 4.17: Exemplo 4 - Iteragdes para P(t) - Subdivisao Recursiva de De Casteljau
para curva de grau 9

—_
e}

Iteragao Pontos extremos de P(t) Erro
1 (1,0);(1.5,0.6487213) 0.6487213
2 (1,0):(1.25,0.2840254) 0.2840254
3 (1,0);(1.125,0.1331485) 0.1331485
4 (1,0);(1.0625,0.06449446)  0.06449446
D (1,0);(1.03125,0.03174341) 0.03174341
6 (1,0);(1.015625,0.01574771) 0.01574771
7 (1,0);(1.007812,0.007843097)  0.007843097
8 (1,0);(1.003906,0.003913889)  0.003913889
9 (1,0);(1.001953,0.001955034)  0.001955034

(1,0);(1.000977,0.0009770395)  0.0009770395

Tabela 4.18: Exemplo 4 - Iteragoes para Q(u) - Subdivisao Recursiva de De Casteljau
para curva de grau 9

Iteragao Pontos extremos de Q(u) Erro
1 (1.0000000,0.0000000);(1.5000000,0.5000000) 0.5000000
2 (1.0000000,0.0000000);(1.2500000,0.2500000) 0.2500000
3 (1.0000000,0.0000000);(1.1250000,0.1250000) 0.1250000
4 (1.0000000,0.0000000);(1.0625000,0.0625000) 0.0625000
5 (1.0000000,0.0000000);(1.0312500,0.0312500) 0.0312500
6 (1.0000000,0.0000000);(1.0156250,0.0156250) 0.0156250
7 (1.0000000,0.0000000);(1.0078120,0.0078125) 0.0078125
8 (1.0000000,0.0000000);(1.0039060,0.00390625) 0.00390625
9 (1.0000000,0.0000000);(1.0019530,0.001953125)  0.001953125
10 (1.0000000,0.0000000);(1.0009770,0.0009770395)  0.0009770395

Agora, os resultados para Subdivisao Intervalar para curva de Bézier de grau

9 nas Tabelas 4.19 e 4.20:
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Tabela 4.19: Exemplo 4 - Ttera¢oes para P(t) - Subdivisao Intervalar para curva de

grau 9
Iteragao Pontos extremos de P(t) Erro
1 (1.0000000,0.0000000);(2.0000000,1.7182818) 1.7182818
2 (1.0000000,0.0000000);(1.1666667,0.1773313) 0.1773313
3 (1.0000000,0.0000000);(1.0833333,0.0859685) 0.0859685
4 (1.0000000,0.0000000);(1.0416667,0.04232158) 0.04232158
5 (1.0000000,0.0000000);(1.0208333,0.02099658) 0.02099658
6 (1.0000000,0.0000000);(1.0104170,0.01045742) 0.01045742
7 (1.0000000,0.0000000);(1.0052080,0.005218513) ~ 0.005218513
8 (1.0000000,0.0000000);(1.0026040,0.002606711)  0.002606711
9 (1.0000000,0.0000000);(1.0013020,0.001302719)  0.001302719

10 (1.0000000,0.0000000);(1.0006510,0.0006512006)

0.0006512006

Tabela 4.20: Exemplo 4 - Iteragoes para Q(u) - Subdivisao Intervalar para curva de

grau 9
[teragao Pontos extremos de Q(u) Erro
1 (1.0000000,0.0000000);(2.0000000,1.0000000)  1.0000000
2 (1.0000000,0.0000000);(1.1666667,0.1666667) 0.1666667
3 (1.0000000,0.0000000);(1.0416667,0.04166667)  0.0416667
4 (1.0000000,0.0000000);(1.0208333,0.02083333)  0.0208333
5 (1.0000000,0.0000000);(1.0104170,0.01041667) ~ 0.0104167
6 (1.0000000,0.0000000);(1.0052080,0.005208333)  0.0052083
7 (1.0000000,0.0000000);(1.0026040,0.002604167)  0.0026042
8 (1.0000000,0.0000000);(1.0013020,0.001302083)  0.0013021
9 (1.0000000,0.0000000);(1.0006510,0.0006510417)  0.0006510
10 (1.0000000,0.0000000);(1.0003260,0.0003255208)  0.0003260
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5 CONCLUSOES

Aqui, serao apresentadas as consideragoes sobre a convergéncia dos algorit-
mos vistos neste trabalho e as vantagens e desvantagens sobre outros métodos para

localizacao de raizes de equagoes.

5.1 Convergéncia dos algoritmos

Através dos resultados encontrados nos experimentos realizados neste traba-
lho, nota-se que o algoritmo de Bézier Clipping, apesar de consumir menos iteragoes
que os demais sob uma determinada precisao, apresentou um tempo de execugao
maior. Em contrapartida, os algoritmos de Subdivisao Recursiva de De Casteljau
e Subdivisao Intervalar obtiveram um tempo de execug¢ao menor e custaram mais
iteracoes para se aproximarem da solugao analitica, ja que a cada iteragao a norma
méaxima do erro decai pela metade, o que confirma a convergéncia linear destes dois
ultimos métodos. Segundo (SCHULZ, 2009), foi comprovado que o método de Bézier
Clipping de (NISHITA ; SEDERBERG, 1990) possui convergéncia quadratica.

Nas tabelas 5.1 e 5.2, para o exemplo 1 do capitulo 4, sao mostrados os valores
minimo e maximo dos parametros de cada curva e seus respectivos erros absolutos
durante as iteragoes do algoritmo de Bézier Clipping mostrando que a convergéncia

¢ quadréatica.
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Tabela 5.1: Valores minimo e méaximo do parametro para Bézier Clipping usando
Alternativa 2 da Se¢ao 4.3 e Curva de Bézier de grau 9
Iteragao Curva de recorte Parametro Valor minimo Valor méximo

1 Qu) u 0.0452587 0.2779173
2 P(t) t 0.3105570 0.3162347
3 Q(u) u 0.1478380 0.1478508
4 P(t) t 0.4344906 0.4344906

Tabela 5.2: Erros para os valores minimo e maximo do parametro para Bézier
Clipping usando Alternativa 2 da Secao 4.3 e Curva de Bézier de grau 9
Iteragao Curva de recorte Erro absoluto

1 Qu) 0.2326586
2 P(t) 0.0056775
3 Q(u) 1.24872986-05
4 P(t) 1.7439412¢-09

5.2 Principais contribuicoes

As principais contribuigoes deste trabalho sao:

e O método numeérico proposto aqui, através das curvas de Bézier, torna-se mais
interessante do que o método analitico para localizar os pontos de intersecao
entre duas curvas algébricas planas se elas forem representadas por fungoes
polinomiais de grau bastante elevado. Se os polindmios trabalhados tiverem
um grau bastante elevado, o calculo da resultante fica muito custoso. Além
disso, também é muito custoso encontrar as suas raizes para determinar os

pontos de intersegao.

e Os algoritmos discutidos neste trabalho apresentam vantagem sobre o método
de Newton-Raphson para sistemas nao lineares quando a matriz jacobiana ¢é
singular neste método, de modo que nao ha convergéncia para a solugao do

problema, como foi visto no exemplo 4 do capitulo 4.
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5.3 Trabalhos futuros

Uma melhoria que precisa ser feita é o procedimento de verificagao de inter-
secoes simples, ja que a utilizagao de Bounding Box ou de fechos convexos como
regioes para cobrir as curvas de Bézier nao funciona em todos os casos para detectar
se duas curvas f(z,y) = 0 e g(x,y) = 0 se interceptam. E diferente do que acontece
com as fungoes de uma variavel que possuem forma explicita y = f(x). Neste caso,
a aplicacao do Teorema do Valor Intermediario é capaz de detectar se duas curvas

se interceptam para todas as fungoes de uma variavel.

Outra melhoria para o algoritmo de Bézier Clipping foi encontrada no artigo
(LOU ; LIU, 2012), onde ao invés da utilizacdo de uma fat line, foi utilizada uma
fat curve, que é uma regiao que se aproxima muito mais da curva. Essa técnica foi

denominada Hybrid Clipping.

Além disso, um paralelismo aplicado aos algoritmos descritos neste trabalho
pode reduzir seu tempo de execugao, especialmente no Bézier Clipping, cujos estagios
desde a formacao da fat line até o final de cada iteragao demandam bastante tempo

de execucao, conforme os experimentos mostrados.
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APENDICE A

CODIGO FONTE: BibliotecaFuncoesBezier.sce

//Polinomio de Bernstein
//parametros de entrada: grau da curva (n),

// i (varia de 0 a n),
// parametro s (varia no intervalo [
xinicial ,xfinall),
// xinicial, xfinal (extremos do
intervalo da curva).
function [Bern] = B(n, i, s, xinicial, xfinal)
Bern = factorial(n)/(factorial(n-i)*factorial(i))*((xfinal -
s)/(xfinal - xinicial))~(n-i)*((s-xinicial)/(xfinal-

xinicial))~i;
endfunction

//Derivada do polinomio de Bernstein

function [BernDer] = derB(n, i, s, xinicial, xfinal)
if (s == xinicial) then
t = toc(); // numero de segundos desde a ultima

chamada a funcao tic ()

printf ("Tempo de execucao: %g segundos\n", t);
pause;
end
BernDer = factorial(n)/(factorial(n-i)=*factorial(i)) x* (((

n-i)*((xfinal-s)/(xfinal -xinicial)) " (n-i-1))*(-1/(
xfinal -xinicial))*((s-xinicial)/(xfinal-xinicial)) (i)
+((xfinal-s)/(xfinal -xinicial)) "(n-i)*(i)*((s-xinicial)
/(xfinal -xinicial)) ~(i-1)*(1/(xfinal-xinicial)));

endfunction
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// Polinomio de Bernstein com incognita %s

function [Bernlog] = Blog(n, i, xinicial, xfinal)
Bernlog = factorial(n)/(factorial(n-i)*factorial (i))* ((
xfinal - %s)/(xfinal - xinicial)) "~ (n-1i)*((%s-xinicial) /(

xfinal -xinicial)) ~i;
endfunction
//Reta dos pontos extremos da curva

//Coordenadas horizontais dos extremos: XInicial, XFinal
//Coordenadas verticais dos extremos: YInicial, YFinal

function [a, b, c] = RetaExtremos(XInicial, XFinal, YInicial,
YFinal)
a = YInicial - YFinal; //printf("A == %.10g\n", a);
b = XFinal - XInicial;
¢ = XInicial * YFinal - XFinal * YInicial;

endfunction

//Distancia de um ponto (x,y) a reta ax + by + c = 0.
function [d] = Dist(x, y, a, b, c)

d =(a*x x+b=x*xy+ c) / sqrt (a"2 + b~2);
endfunction

// Novos pontos de controle a partir dos novos parametros smin
e smax da curva a cada iteracao:

function [X,Y] = NovosPontosControleV2(XI,YI,smin,smax,n)
sinicial = 0;
sfinal = 1;
X = zeros(1l,n+1);
xmin = 0; xmax = 0; ymin = O0; ymax = O;

der_xmin = 0; der_xmax = 0; der_ymin = 0; der_ymax = O0;
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67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

T

78

79

80

81

82

83

84

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

end

xmin xmin

Xmax = Xxmax
)

ymin = ymin
)

ymax

)

ymax

der_xmin =
sinicial
der_xmax =
sinicial
der_ymin =
sinicial
der_ymax =
sinicial

norma_min
norma_max

der_xmin =
der_ymin =
der_xmax =
der_ymax =

+ XI(i) * B(n, i-1, smin, sinicial,
+ XI(i) * B(n, i-1, smax, sinicial,
+ YI(i) * B(n, i-1, smin, sinicial,

+ YI(i) * B(n, i-1, smax, sinicial,

der_xmin + XI(i) * derB(m, i-1, smin,
, sfinal);
der_xmax + XI(i) * derB(m, i-1, smax,
, sfinal);
der_ymin + YI(i) * derB(mn, i-1, smin,
, sfinal);
der_ymax + YI(i) * derB(n, i-1, smax,
, sfinal);

norm([der_xmin der_ymin]) ;
norm([der_xmax der_ymax]) ;

der_xmin/norma_min;
der_ymin/norma_min;
der_xmax/norma_max;
der_ymax/norma_max;

//Novos pontos de controle:

//Primeiro,
X(2) = xmin
X(3) = xmax

Y (2)
Y (3)

ymin
ymax

//Depois, o

0s intermediarios:
+ ((xmax - xmin)/3)*der_xmin;
- ((xmax xmin) /3) *der_xmax;

+ ((xmax
((xmax

xmin) /3) *der_ymin;
xmin) /3) *der_ymax;

S extremos:

7

sfinal

sfinal

sfinal

sfinal
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111
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119

120
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123

124

125

126

127

128

129

130

131

132
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134

78

X(1)
Y (1)

X(n+1)
Y(n+1)

end
if (n > 3) then
VX =

VY =
M:

ze

zer

for i =

end

<
Il

inv

<
I

inv

end

endfunction

VX,

Xxmin ;
ymin;

= xXmax;
= ymax;

ros(n+1,1);
os(n+1, n+1);
1:(n+1)
for j = 1:(n+1)
M(i,j) = B(n,
)*(i-1)/n,
VX (i) = VX (i)
+ (smax -
sfinal) ;
VY (i) = VY (i)
+ (smax -
sfinal) ;
end
(M) * VX;
(M) * VY;

j-1, smin + (smax - smin
smin, smax);

+ XI(j) * B(n, j-1, smin
smin)*(i-1)/n, sinicial,
+ YI(j) * B(n, j-1, smin
smin)*(i-1)/n, sinicial,

// Bezier Clipping Versao 1 (calcula as raizes de polinomios
usando a incognita %s e a funcao roots do Scilab)

function[umin,umax,ul,u2,dmin,dmax ,H1,H2,XQN,YQN] =
BezierClippingV1l (XP,YP,XQ,YQ,xinicial ,xfinal,yinicial,

yfinal ,n)

= RetaExtremos (xinicial ,xfinal,yinicial,yfinal
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if (a == 0 | b == 0) then
printf ("Distancia proxima de zero!, a

%g\n", a)
abort;
end

//Distancias dos pontos interiores da curva 1 a reta
que une seus extremos:
dint = zeros(1,n-1);

for i = 2:n
dint (i) = Dist(XP(i), YP(i), a, b, c);
end

//Calculo das distancias dmin e dmax:

if (n == 3) then
if (dint (2) * dint(3) > 0) then
dmin = (3/4) * min(dint);
dmax = (3/4) * max(dint);
end
if (dint(2) * dint(3) <= 0) then
dmin (4/9) * min(dint) ;
(4/9) * max(dint);

dmax
end
end

if (n > 3) then
dmin = min(dint) ;
dmax = max(dint) ;

end

//Distancias dos pontos de controle da curva 2 a reta
que une os pontos extremos da curva 1:
d2 = zeros(1,n+1);
for i = 1:(n+1)
d2(i) = Dist(XQ(i),YQ(i),a,b,c);
end

//Intersecoes de dmin e dmax com os segmentos do fecho
convexo do poligono de controle da curva 2:
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174 ul = zeros(1l,n+1);

175 u2 = ul;

176

177 // TIPO 1:

178

179 polinomio = O;

180

181 for i = 1:n+1

182 U(i) = (i-1)/n

183 polinomio = polinomio + d2(i) * Blog(m,i
-1,0,1);

184 end

185

186 ul = roots(polinomio - dmin);

187

188 u2 = roots(polinomio - dmax);

189

190 ul = real(ul);

191 u2 = real (u2);

192

193 rl = zeros(1,n);

194 r2 = zeros(1,n);

195

196 Indl = zeros(1l,n+1);

197 Ind2 = zeros(1l,n+1);

198

199 for i = 1:n

200 if (ul(i) >= 0 & uil(i) <= 1) then

201 r1(i) = 111(1);

202 Ind1(j) = i; j = j+1;

203 end

204 if (u2(i) >= 0 & u2(i) <= 1) then

205 r2(i) = u2(i);

206 Ind2(k) = i; k = k+1;

207 end

208 end

209

210 Indl = sparse(Indl);

211 Ind2 = sparse(Ind2);

212

213 [ij_indl,val_indl,size_indl] = spget(Indl);

214 [ij_ind2,val_ind2,size_ind2] spget (Ind2) ;

215
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H1 = val_ind1l;
H2 val_ind2;

[11,c1]=size (H1)
[12,c2]=size (H2)

//Se H1 ou H2 for nula:
if (11 == 0 | c¢1 == 0) then
H1 = 1 // Pego o primeiro (ou qualquer
) indice do vetor ul que eh zero.

end
if (12 == 0 | c2 == 0) then
H2 = 1 // Pego o primeiro (ou qualquer
) indice do vetor u2 que eh zero.
end

// Valores dos parametros umin e umax:
umin = min( min(r1(H1)), min(r2(H2)) );
umax = max( max(ri1(H1)), max(r2(H2)) );

/177 //FIM TIPO 1

if (umin == umax) then
printf ("Iteracoes encerradas. Motivo: Pontos
extremos iguais\n");
t = toc();
printf ("param_min = %.15g, param_max = %.15g\n",
umin, umax) ;

printf ("Erro de parametro == %.15g\n\n", abs(umin
- umax)) ;

printf ("Tempo de execucao: %g segundos\n", t);

pause;

end

//Novos pontos de controle:
[XQN,YQN] = NovosPontosControleV2(XQ,YQ,umin,umax,n) ;

endfunction
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253 // Bezier Clipping Versao 2 (faz calculo das raizes (t,D(t))
atraves do poligono de controle das distancias)

254 function [umin ,umax,ul,u2,dmin,dmax ,H1,H2,XQN,YQN] =
BezierClippingV2 (XP,YP,XQ,YQ,xinicial ,xfinal,yinicial,

yfinal ,n)

255

256

257 [a,b,c] = RetaExtremos (xinicial ,xfinal,yinicial,yfinal
i

258

259 if (a == 0 | b == 0) then

260 printf("Distancia proxima de zero!, a == %g\n", a)

261 abort;

262 end

263

264 //Distancias dos pontos interiores da curva 1 a reta
que une seus extremos:

265 dint = zeros(1,n-1);

266

267 for i = 2:n

268 dint (i) = Dist(XP(i), YP(i), a, b, c);

269 end

270

271 //Calculo das distancias dmin e dmax:

272

273 if (n == 3) then

274 if (dint (2) * dint(3) > 0) then

275 dmin = (3/4) * min(dint);

276 dmax = (3/4) * max(dint);

277 end

278 if (dint (2) * dint(3) <= 0) then

279 dmin = (4/9) * min(dint);

280 dmax = (4/9) * max(dint);

281 end

282 end

283

284 if (n > 3) then

285 dmin = min(dint);

286 dmax = max(dint) ;

287 end
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stancias dos pontos de controle da curva 2 a reta

que une os pontos extremos da curva 1:

d2 =
for

end

//Intersecoes de dmin e dmax com os

ul
u2

// TIPO 2

for

end

d2(i) =

zeros (1,n+1) ;
1:(n+1)
Dist (XQ(i),YQ(i),a,b,c);

i =

segmentos do fecho

convexo do poligono de controle da curva 2:

zeros (1,n+1);

ul;
Indl = zeros(1l,n+1);
Ind2 = zeros(l,n+1);
j =1; k = 1;
i = 1:n
if ((d2(i) <= dmin & d2(i+1) >= dmin) | (d2(i+1)
<= dmin & d2(i) >= dmin)) then
[a,b,c] = RetaExtremos((i-1)/n, i/mn, d2(i), d2
(i+1));
ul (i) = (-b * dmin - c)/a;
Ind1(j) = i; j = j+1;
end
if ((d2(i) <= dmax & d2(i+1) >= dmax) | (d2(i+1)
<= dmax & d2(i) >= dmax)) then
[a,b,c] = RetaExtremos ((i-1)/n, i/n, d2(i), d2
(i+1));
u2(i) = (-b * dmax - c)/a;
Ind2(k) = i; k = k+1;
end
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if ((d2(1) <= dmin & d2(n+1) >=

dmin & d2(1) >= dmin)) then
[a,b,c] = RetaExtremos (0,

ul(n+1) = (-b * dmin -
Ind1(j) =

1,

n+1;
end

if ((d2(1) <= dmax & d2(n+1) >=

dmax & d2(1) >= dmax)) then
[a,b,c] = RetaExtremos (0,

u2(n+1) = (-b * dmax -
Ind2(k) =

1,

n+1;
end

ri
r2

sparse (Indl);
sparse (Ind2);

[ij_rl,val_rl,size_r1]
[ij_r2,val_r2,size_r2]

H1
H2

val_r1l;
val_r2;

printf ("\n");

[11,cl]l=size (H1)
[12,c2]=size (H2)

//Se H1 ou H2 for nula:
if (11 == 0 | c1 == 0) then
H1 = 1 // Pego
) indice do
end

then
1 // Pego
) indice do

if (12

]
Il
(@]

end

umin = min( minCul(H1)),

dmin) | (d2(n+1) <=

d2(1), d2(n+1));

c)/a;

jo= g+

dmax) | (d2(n+1) <=

d2(1), d2(n+1));

c)/a;

k = k+1;

spget (rl);
spget (r2) ;

o primeiro (ou qualquer
vetor ul que eh zero.

o primeiro (ou qualquer
vetor u2 que eh zero.

min (u2(H2)) );
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umax = max( max(ul(H1)), max(u2(H2)) );

if (umin == umax) then
t = toc(); // numero de segundos desde a ultima
chamada a funcao tic()
printf ("Iteracoes encerradas. Motivo: Pontos
extremos iguais\n");
printf ("param_min = %.15g, param_max = %.15g\n",
umin, umax) ;

printf ("Erro de parametro == %.15g\n\n", abs(umin
- umax)) ;

printf ("Tempo de execucao: %g segundos\n", t);

pause;

end
// FIM TIPO 2

//Novos pontos de controle:
[XQN,YQN] = NovosPontosControleV2(XQ,YQ,umin,umax,n) ;

endfunction
// Funcao para elevar o grau de uma curva de (grau-1) para
grau:

function [XN, YN] = ElevateDegree(X, Y, grau)

XN
YN

zeros (grau+1,1);
zeros (grau+1,1);

XN (1) X(1);
YN(1) = Y(1);
XN(grau+1l) = X(grau);
YN (grau+1) Y(grau) ;

for i = 2:grau
XN (i) ((i-1)/(grau))*X(i-1)+(1-(i-1)/(grau))*X(i);
YN (1) ((i-1)/(grau))*Y(i-1)+(1-(i-1)/(grau))*Y(i);
end

endfunction

function [Intersecao] = Verificalntersecao(XP, YP, XQ, YQ, n)
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403

404 if (min (XP) >= max(XQ) | min(YP) >= max(YQ) | min(XQ) >=
max (XP) | min(YQ) >= max(YP)) then

405 Intersecao = 0;

406 else

407 Intersecao = 1;

408 end

409

410 endfunction

411

412 // Subdivisao Recursiva: acha os poligonos de controle
relativos as sub-curvas da curva original.

a13 function [MPX, MPY, PDX, PDY, PEX, PEY] =
SubdivisaoDeCasteljau(X,Y,n)

414

415 MPX = zeros(n+1, n+1);

416 MPY = zeros(n+1, n+1);

417 PDX = zeros(mn+1,1);

418 PDY = zeros(n+1,1);

419 PEX = PDX; PEY = PDY;

420

421 k = n+1;

422

423 for i = 1:n+1

424

425 for j = 1:n+1

426 if (i == 1) then

427 MPX(i,j) = X(j);

408 MPY(i,j) = Y(j);

429 else

430 if (j <= k) then

431 MPX(i,j) = (1/2)*(MPX(i-1,j) + MPX(i-1,j
+1));

432 MPY(i,j) = (1/2)*(MPY(i-1,3j) + MPY(i-1,j
+1));

433 end

434 end

435 end

436 k = k-1;

437 end

438

439 m = n+l;

440 // Sub-curvas de P(t):
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for k = 1:n+1
PDX (k) = MPX(k,1);
PDY (k) = MPY(k,1);
PEX (k) = MPX(m,k);
PEY (k) = MPY(m,k);
m = m-1;

end

endfunction

// Subdivisao Intervalar: acha as

as sub-curvas da curva original:

function [P1X, P1Y, P2X, P2Y] =
POY, PX, PY, n, media)
P1X = zeros(4,1);
P2X = zeros(4,1);
P1Y = zeros(4,1);
P2Y = zeros(4,1);
P1X(1) = PX(1); P1Y(1) = PY(1);
P2X(4) = PX(n+1); P2Y(4) = PY(n+1);
for i = 1:n+1
P1X(4) = P1X(4) + B(n,i-1,media,0,1)
P1Y(4) = P1Y(4) + B(n,i-1,media,0,1)
end
P1X(2) = P1X(1);
P1X(3) = P1X(4);
P1Y(2) = P1Y(4);
P1Y(3) = P1Y(1);
P2X (1) = P1X(4);
P2X(2) = P2X(1);
P2X (3) = P2X(4);
P2Y (1) = P1Y(4);
P2Y(2) = P2Y(4);
P2Y (3) = P2Y(1);

endfunction

"Bounding Boxes"

relativas

SubdivisaoKoparkarMudur (POX,

* POX(i);
* POY(i);

87
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482

483 // Funcao recursiva que acha os novos poligonos de controle e
verifica as intersecoes a cada iteracao:

484 function [P1X,P1Y,P2X,P2Y,Q1X,Q1Y,Q2X,Q2Y,t_meio,u_meio,XPInt,
YPInt ,XQInt ,YQInt] = IntersecaoSR(PX,PY,t0,tl,depth_p,QX,QY
,bu0,ul ,depth_q,n,SolAn)

485

186 printf ("depth_p == %g\n", depth_p);

487 printf ("depth_q == %g\n\n", depth_q);

488

489 while(depth_p > 0 | depth_q > 0)

490

491 [MPX, MPY, P1X, P1Y, P2X, P2Y] = SubdivisaoDeCasteljau

(PX,PY,n);

492

493 printf ("Extremos da Sub-curva Pl:\n");

194 printf (" (%.7g,%.7g);(%.7g,%.7g)\n\n", P1X(1), P1Y(1),
P1X(n+1), P1Y(n+1));

495

496 printf ("Extremos da Sub-curva P2:\n");

4907 printf (" (%.7g,%.7g);(h.7g,%.7g)\n\n", P2X (1), P2Y(1),
P2X(n+1), P2Y(n+1));

498

499 printf ("Erro absoluto P1 == %.7g\n", max(abs(P1X (1) -
SolAn (1)), abs(P1X(n+1)-SolAn (1)), abs(P1Y(1)-SolAn
(2)), abs(P1Y(n+1)-SolAn(2))));

500 printf ("Erro absoluto P2 == %.7g\n\n", max(abs(P2X (1) -
SolAn (1)), abs(P2X(n+1)-SolAn (1)), abs(P2Y(1)-SolAn
(2)), abs(P2Y(n+1)-So0lAn(2))));

501

502 depth_p = depth_p - 1;

503 t_meio = (1/2)*(t0 + t1);

504

505 [MQX, MQY, Q1X, Q1Y, Q2X, Q2Y] = SubdivisaoDeCasteljau
(QX,QY,n);

506

507 printf ("Extremos da Sub-curva Q1:\n");

508 printf (" (%.7g,%.7g); (h.7g,%.7g)\n\n", Q1X(1), Q1Y (1),

QiX(n+1), Q1Y(n+1));

509

510 printf ("Extremos da Sub-curva Q2:\n");

511 printf (" (%.7g,%.7g); (%.7g,%.7g)\n\n", Q2X(1), Q2Y(1),
Q2X (n+1), Q2Y(n+1));
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printf ("Erro absoluto Q1 == %.7g\n", max(abs (Q1X (1) -
SolAn (1)), abs(Q1X(n+1)-SolAn (1)), abs(Q1Y(1)-SolAn
(2)), abs(Q1Y(n+1)-So0lAn(2))));

printf ("Erro absoluto Q2 == %.7g\n\n", max(abs(Q2X(1) -
SolAn (1)), abs(Q2X(n+1)-SolAn(1)), abs(Q2Y(1l)-SolAn
(2)), abs(Q2Y(n+1)-S0lAn(2))));

depth_q = depth_q - 1;
u_meio = (1/2)*(u0 + ul);

if ((depth_p == 0) & (depth_q == 0)) then
t = toc(); // numero de segundos desde a ultima
chamada a funcao tic()
printf ("Tempo de execucao: %g segundos\n", t);
pause;
end

[Intersecao] = Verificalntersecao (P1X, P1Y, Q1X, Q1Y,n
);
if (Intersecao <> 0) then
XPInt = P1X;
YPInt P1Y;
XQInt Q1X;
YQInt = Q1Y;
printf ("P1, Q1 se interceptam\n\n");
IntersecaoSR(P1X,P1Y,t0,t_meio ,depth_p,Q1X,Q1Y,u0,
u_meio,depth_q,n,SolAn);

end

[Intersecao] = Verificalntersecao (P2X, P2Y, Q1X, Q1Y,n
)
if (Intersecao <> 0) then
XPInt = P2X;
YPInt = P2Y;
XQInt Q1X;
YQInt = Q1Y;
printf ("P2, Q1 se interceptam\n\n");
IntersecaoSR(P2X,P2Y,t_meio,tl,depth_p,Q1X,Q1Y,u0,
u_meio ,depth_q,n,SolAn);

end
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[Intersecao] = Verificalntersecao (P1X, P1Y, Q2X, Q2Y,n

)
if (Intersecao <> 0) then
XPInt = P1X;
YPInt = P1Y;
XQInt = Q2X;

YQInt = Q2V;
printf ("P1, Q2 se interceptam\n\n");
IntersecaoSR(P1X,P1Y,t0,t_meio ,depth_p,Q2X,Q2Y,
u_meio ,ul,depth_q,n,SolAn);
end

[Intersecao] = Verificalntersecao (P2X, P2Y, Q2X, Q2Y,n
);
if (Intersecao <> 0) then
XPInt = P2X;

YPInt = P2Y;
XQInt = Q2X;
YQInt = Q2Y;

printf ("P2, Q2 se interceptam\n\n");
IntersecaoSR(P2X,P2Y,t_meio,tl,depth_p,Q2X,Q2Y,
u_meio,ul,depth_q,n,SolAn);
end

end

endfunction

// Funcao recursiva que acha novas "Bounding Boxes" e verifica
as intersecoes a cada iteracao:
function [P1X,P1Y,P2X,P2Y,Q1X,Q1Y,Q2X,Q2Y,t_meio,u_meio,XPInt,
YPInt ,XQInt,YQInt] = IntersecaoSI(P0OX, POY, QO0X, QOY, PX,PY
,t0,t1,depth_p,QX,QY,u0,ul ,depth_q,n,SolAn)

m = 3;
if (n <> m) then

[Intersecao]
n = m;

VerificaIntersecao(PX, PY, QX, QY,n);

else
[Intersecao] = VerificalIntersecao(PX, PY, QX, QY,m);
end
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printf ("depth_p == %g\n", depth_p);
printf ("depth_q == %g\n\n", depth_q);

while (depth_p > O | depth_gq > 0)

t_meio = (1/2)*(t0 + t1);
[P1X, P1Y, P2X, P2Y] = SubdivisaoKoparkarMudur (POX,
POY, PX, PY, n, t_meio);

printf ("Sub-curva P1l:\n");

printf (" (%.7g,%-7g) ;(h.Tg,%h.7g)\n\n", P1X(1), P1Y(1),
P1X(n+1), P1Y(n+1));

printf ("Sub-curva P2:\n");

printf (" (%.7g,%.7g);(%.7g,%.7g)\n\n", P2X (1), P2Y(1),
P2X(n+1), P2Y(n+1));

printf ("Erro absoluto P1 == %.7g\n", max(abs(P1X(1)-
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SolAn (1)), abs(P1X(n+1)-SolAn (1)), abs(P1Y(1)-SolAn

(2)), abs(P1Y(n+1)-So0lAn(2))));

printf ("Erro absoluto P2 == 7%.7g\n\n", max(abs(P2X (1) -
SolAn (1)), abs(P2X(n+1)-SolAn (1)), abs(P2Y(1)-SolAn

(2)), abs(P2Y(n+1)-S0lAn(2))));

depth_p = depth_p - 1;

u_meio = (1/2)*(u0 + ul);
[Q1X, Q1Y, Q2X, Q2Y] = SubdivisaoKoparkarMudur (QO0X,
Q0Y, QX, QY, n, u_meio);

printf ("Sub-curva Q1:\n");
printf (" (%.7g,%.7g);(h.7g,%.7g)\n\n", Q1X(1), Q1Y (1),
Q1X(n+1), Q1Y (n+1));

printf ("Sub-curva Q2:\n");
printf (" (%.7g,%.7g); (h.Tg,%.7Tg)\n\n", Q2X(1), Q2Y(1),
Q2X(n+1), QR2Y(n+1));

printf ("Erro absoluto Q1 == %.7g\n", max(abs(Q1X(1) -

SolAn (1)), abs(Q1X(n+1)-SolAn (1)), abs(Q1Y(1)-SolAn
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(2)), abs(Q1Y(n+1)-So0lAn(2))));

printf ("Erro absoluto Q2 == %.7g\n\n", max(abs (Q2X (1) -
SolAn (1)), abs(Q2X(n+1)-SolAn (1)), abs(Q2Y(1)-SolAn
(2)), abs(Q2Y(n+1)-So0lAn(2))));

depth_q = depth_q - 1;

if (depth_p == 0 & depth_q == 0) then
t = toc(); // numero de segundos desde a ultima
chamada a funcao tic()
printf ("Tempo de execucao: %g segundos\n", t)
pause;
end

[Intersecao] = VerificaIntersecao(P1X, P1Y, Q1X, Q1Y,m
);
if (Intersecao <> 0) then
XPInt = P1X;

YPInt = P1Y;
XQInt = Q1X;
YQInt = Q1Y;

printf ("P1, Q1 se interceptam\n\n");
IntersecaoSI(P0OX, POY, QOX, QOY,P1X,P1Y,t0,t_meio,
depth_p,Q1X,Q1Y,u0,u_meio ,depth_q,n,SolAn);
end

[Intersecao] = Verificalntersecao (P2X, P2Y, Q1X, Q1Y,m
);
if (Intersecao <> 0) then
XPInt = P2X;
YPInt P2Y;
XQInt = Q1X;
YQInt = Q1Y;
printf ("P2, Q1 se interceptam\n\n");
IntersecaoSI (POX, POY, QOX, QOY,P2X,P2Y,t_meio,tl,
depth_p,Q1X,Q1Y,u0,u_meio,depth_q,n,SolAn);

end

[Intersecao] = Verificalntersecao(P1X, P1Y, Q2X, Q2Y,m
i
if (Intersecao <> 0) then
XPInt = P1X;
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YPInt = P1Y;
XQInt = Q2X;
YQInt = Q2Y;

printf ("P1, Q2 se interceptam\n\n");
IntersecaoSI(POX, POY, QOX, QOY,P1X,P1Y,t0,t_meio,
depth_p ,Q2X,Q2Y,u_meio ,ul,depth_q,n,SolAn);

[Intersecao] = Verificalntersecao (P2X, P2Y, Q2X, Q2Y,m

if

end

end

endfunction

)
(Intersecao <> 0) then
XPInt = P2X;

YPInt = P2Y;
XQInt = Q2X;
YQInt = Q2Y;

printf ("P2, Q2 se interceptam\n\n");
IntersecaoSI(POX, POY, QOX, QOY,P2X,P2Y,t_meio,tl,
depth_p ,Q2X,Q2Y,u_meio ,ul,depth_q,n,SolAn);
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APENDICE B

CODIGO FONTE: BezierClipping.sce.

clear;

clc;

tic(); //comeca a contagem de tempo de execucao do programa
exec (’BibliotecaFuncoesBezier.sce’);

format (’v’,25);

n = 9;

flagCurva = 1;

tol = 10°-10;

numiter = O0;
tmin = 0; tmax = 1;
umin = 0; umax = 1;

// Extremos do intervalo do exemplo 1 (mudar estas variaveis
para outros exemplos):

xinicial = 2;

xfinal = 4;

// Usando interpolacao de Bezier:

M = zeros(n+1, n+1);

for i = 1:(n+1)
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for j = 1:(n+1)
M(i,j) = B(n, j-1, (i-1)/n, 0, 1);
end
end

function [f] = f(x,y)
f = x72 - 4*%x + 4xy~2; //elipse - Exemplo 1;
// f = x°2 + 4xy~2 - 4; //circunferencia - Exemplo 2;
// f = exp(x-1) - y - 1; //Exemplo 4
endfunction

function [g] = g(x,y)

g = x72 - 8*%x + y~2 + 12; //circunferencia - Exemplo 1;
// g = x~15 + 3*x~10*y~2 + 3*x"5xy~4 + y~6 - 1; //Exemplo
23
// g =x -y - 1; //Exemplo 4;

endfunction

// Para uso da Alternativa 2, com Interpolacao via curvas de

Bezier:
VX1 = zeros(n+1,1);
VX2 = VX1;
VYl = VX1,
VY2 = VX1;
X1 = VX1,
X2 = VX2;
Y1 = VY1,
Y2 = VY2,

for i = 1:(n+1)
VX1(i) = xinicial + (xfinal - xinicial) * (i-1)/n;
VX2(i) = VX1(i);
Tf = roots(£f(VX1(i),%s));
Tg = roots(g(VX2(i),%s));
[1f,cf] = size(Tf);
[1g,cgl = size(Tg);
for k = 1:1f //grau de f,g
if real(Tf(k)) >= 0 then
VY1 (i) = Tf(k);
end
end
for k = 1:1g
if real(Tg(k)) >= 0 then
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VY2(i) = Tg(k);
end
end
end

// Pontos de controle:

X1 = inv (M) *VX1;
Y1 = inv(M)*VY1;

X2 = inv (M) *VX2;
Y2 = inv(M)*VY2;

X1 = real(X1);
Y1 = real(Y1);

X2 = real(X2);
Y2 = real(Y2);

// Pontos adquiridos com parametrizacao:
//Exemplo 1:

//elipse: (intervalo [2,4])

//X2 = [2 3.2189515 3.8856181 4];
//Y2 = [1 0.9428091 0.6094757 0];
//

////circunferencia:

//X1 = [2 2.1143819 2.7810485 4];
//Y1 = [0 1.2189515 1.8856181 2];

// Exemplo 2:

//X1 = [-0.5 -0.1722284 -0.0055617 0];
//Y1 = [1.3228756 0.9428089 0.5018504 0]
//

//X2 = [-0.5 -0.3333332 -0.1666668

>

0.];

//Y2 = [1.0155048 0.9931494 1.0022779 1.];

// Exemplo 3:
//%X1 = [0 0.2617994 0.5235988 0.7853982]

s //sen(x)
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160

//Y1
//

//X2
//Y2

[0 0.2745423 0.5102445 0.7071068];

[0 0.2617994 0.5235988 0.7853982]; //exp(-x)
[1 0.7483298 0.5669758 0.4559381];

//Grau para o qual se deseja elevar a curva:

m = 9;

while
[
[
X
X
Y
Y
n

end

3

(n <> m)

XN1, YN1]= ElevateDegree(X1l, Y1, n+1);
XN2, YN2]= ElevateDegree(X2, Y2, n+1);
1 = XNi;
2 = XN2;

1 = YN1;

2 = YN2;

= n+1;

// Guardo os pontos de controle originais:

XA =
YA =
XB =
YB =

//whi

X1;
Y1;
X2;
Y2;

le ( (abs(tmax - tmin) > tol | abs(umin - umax) > tol) )

//& numiter < 10 )

//Sol

//Exe
SolAn

//Exe
/1177

//Exe
////8S

//Exe

////SolAn

ucoes analiticas:
mplo 1:
= [2.2629657 0.9913184]; //Elipse, circunferencia
mplo 2:
/SolAn = [-0.2683510 1.0006956];
mplo 3:
olAn = [0.58853 0.55514]; //sin(x), exp(-x)
mplo 4:

.[1 0];
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// Define titulo para a janela do grafico:
//xtitle ("Exemplo 4 - Bezier Grau 9 - Alternativa

////Exemplo 1 - Grafico:

//elipse:

tetal = 0:1/100:%pi/2;
x1 = 2 + 2*cos(tetal);
yl = sin(tetal);

plot (x1,y1,’+7);
//circunferencia:
teta2 = pi/2:1/100:%pi;

x2 = 4 + 2xcos(teta2);
y2 2xsin(teta?2) ;

plot (x2,y2,’r--");

////Exemplo 2 - Grafico:

//teta = 0:1/100:0.7227342;
//x1 = 2xcos(teta) - 2;
//yl = 2*xsin(teta);

//

//plot(x1,y1,°+°);

//

//xinicial =
//xfinal = 0;
//

//x2 = xinicial:1/100:xfinal;
//[1x2,cx2] = size(x2);

//y2 = zeros(l,cx2);

////y2 = exp(x2 - 1) - 1;
//for k = 1:cx2

-0.5;

// Tg2 = roots(g(x2(k) ,%s));

// [1g2,cg2] = size(Tg2);

// for 1 = 1:1g2 //grau de g

// if (real(Tg2(1l)) >= 1) then

// y2(k) = Tg2(1l);

2");
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// end
// end
//end

//plot(x2,y2,’r--");

////Exemplo 3 - Grafico:

////sin(x), exp(-x):

//xinicial = 0;

//xfinal = Y%pi/4;

//

//x1 = xinicial:(xfinal-xinicial) /100
//x2 = x1;

//

//yl = sin(x1l);

//y2 = exp(-x2);

//

//

//plot(xl,yl,°+°);
//plot(x2,y2,’r--");

////Exemplo 4 - Grafico:

//xinicial ig

//xfinal = 2;

//

//x1 = xinicial:1/100:xfinal;
//yl = exp(x1-1) - 1

//

//plot(xl,yl,’+%);

//

//x2 = x1;

//y2 = x2 - 1;

//

//plot(x2,y2,°r--7);

:xfinal;



254

256

257

258

259

261

262

263

264

265

266

267

269

270

271

272

273

274

275

276

277

278

279

280

281

282

283

284

285

100

X1G
Y1G
X2G
Y2G
//

for

end

100;

Xxinicial;

zeros (1,k+1) ;
zeros (1,k+1);
zeros (1,k+1);
zeros (1,k+1);

1:(k+1)

for j = 1:(n+1)

t = xinicial + (i-1)*((xfinal-xinicial)/k);
X1G6(i) = X1G(i) + X1(j)*B(n, j-1, t, xinicial, xfinal)
Ylei) = Y1G(i) + Y1(j)*B(n, j-1, t, xinicial, xfinal)
X2Gzi) = X2G(i) + X2(j)*B(n, j-1, t, xinicial, xfinal)
YQGzi) = Y2G(i) + Y2(j)*B(n, j-1, t, xinicial, xfinal)

b

end

plot (X1G,Y1G, g’) ;
plot (X2G,Y2G,’m’);

legend ([’f(x,y)’;°g(x,y)’;’P(t)?;°QC(u)’],1);

xil = X1(1);

xf1l X1(n+1);

yil Y1(1);

yf1 Yi(n+1);

//numiter = input ("Numero de iteracoes: ");
numiter = 10;

iter = 0;

while(iter < numiter)
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286

287 iter = iter + 1;

288

289 printf ("Iteracao %g:\n", iter);

290

291 printf ("Pontos Minimo e Maximo da Curva 2:\n\n");

292 printf ("tmin = %.15g, tmax = %.15g\n", tmin, tmax);

203 printf ("Erro de parametro == %.15g\n\n", abs(tmin - tmax))

204 [umin ,umax ,ul ,u2,dminl ,dmax1 ,H1,H2,X2N,Y2N] =
BezierClippingV2 (X1,Y1,X2,Y2,xil,xf1,yil,yf1,n)

205 // [umin ,umax ,ul,u2,dminl ,dmax1,H1,H2,X2N,Y2N] =

BezierClippingV1 (X1,Y1,X2,Y2,xi1,xf1,yil,yf1,n)

296

207 xi2 = X2N(1); yi2 = Y2N(1); xf2 = X2N(n+1); yf2 = Y2N(
n+1) ;

298

299 printf ("umin = %g, umax = %.15g\n\n", umin, umax);

300 printf ("Pontos Min e Max:\n\n");

301 printf ("(xi,yi) = (%.15g,%.15g)\n",xi2,yi2);

302 printf (" (xf,yf) = (%.156g,%.156g)\n" ,xf2,y£2);

303 printf ("Erro absoluto == %.15g\n\n", max(abs(xi2 - SolAn

(1)) ,abs(yi2 - So0lAn(2)),abs(xf2 - SolAn(1)),abs(yf2 -
SolAn(2))));
304

305

306 X2 = X2N;

307 Y2 = Y2N;

308

309

310 printf ("Pontos Minimo e Maximo da Curva 1:\n\n");

311 printf ("umin = %.15g, umax = %.15g\n", umin, umax);

312 printf ("Erro de parametro == %.15g\n\n", abs(umin - umax))

313 [tmin, tmax,t1,t2,dmin2,dmax2 ,H1,H2,X1N,Y1iN] =
BezierClippingV2(X2,Y2,X1,Y1,xi2,xf2,yi2,yf2,n)

314 // [tmin ,tmax,t1,t2,dmin2 ,dmax2 ,H1,H2,X1N,YIN] =

BezierClippingV1l (X2,Y2,X1,Y1,xi2,xf2,yi2,yf2,n)
315
316 xil = XIN(1); yil = YIN(1); xfl = XiN(n+1); yf1 = Y1IN(
n+1);
317

318 printf ("tmin = %g, tmax = %.15g\n\n", tmin, tmax);
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printf ("Pontos Min e Max
printf (" (xi,yi) (%.15g
printf (" (xf,yf) (%.15¢g
printf ("Erro absoluto ==
) ,abs(yil - SolAn(2))
SolAn(2))));

X1 = X1N;
Y1 = YIN;
end
t = toc(); // numero de seg

funcao tic()
printf ("Tempo de execucao:

:\n\n") ;

,h.15g)\n", xil, yil);

,h.15g)\n", xfl, yfl);

%.15g\n\n", max(abs(xil - SolAn (1)
,abs(xfl - SolAn(1)),abs(yfl -

undos desde a ultima chamada a

%g segundos\n", t);
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APENDICE C

CODIGO FONTE: BézierSubdivisaoRecursivaCasteljau.sce

clear;

clc;

tic(); //comeca a contagem de tempo de execucao do programa
exec (’BibliotecaFuncoesBezier.sce’);
// Extremos do intervalo do Exemplo 1:
xinicial = 2;

xfinal = 4;

n = 9;

flagCurva = 1;

tol = 107-5;

numiter = O0;

//// Exemplo 1 - Grau 3:

//

////elipse: (intervalo [2,4])

//PX = [2 3.2189515 3.8856181 4];

//PY = [1 0.9428091 0.6094757 0];

//

////circunferencia:

//QX = [2 2.1143819 2.7810485 4];
//QY = [0 1.2189515 1.8856181 2];
//

//

////Exemplo 2 - Grau 3:

//

//PX = [-0.5 -0.1722284 -0.0055617 O0];
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//PY
//
//QX
//QY
//

[1.3228756 0.9428089 0.5018504 0];

[-0.5 -0.3333332 -0.1666668
[1.0155048 0.9931494 1.0022779 1.];

//// Exemplo 3 - Grau 3:

//
//PX
//PY =
//
//QX
//QY
//

//Grau
// Exe

//elip
PX = [

W wwwNdNNDN

PY = [

O OO O O O

//circ

[0 0.2617994 0.5235988
[0 0.2745423 0.5102445

[0 0.2617994 0.5235988
[1 0.7483298 0.5669758

mplo 1:

se:
2.

.2222222222221716947388
.A444444444445743158667
.6666666666665364004984
.8888888888892125805796
.111111111110872684549
.3333333333333996506553
.5555555555554860802658
LTTTTTTT7TTT7T77750145560
.15

1.

.9815233367994240509802
.0622518068536983548711
.7713425854991458052723
.2489972781511422539324
.3946336381663453352076
.2881787186580666570990
.2043762382060556603847
.8701008088856934108435
.1

unferencia:

o O

o O

.7853982] ;
.7071068] ;

.7853982] ;
.4559381] ;

0.1;

//sen(x)

//exp(-x)
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84
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86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

im]
<
1]

[

B WwwWwww N NN

o
<
1]

[

N =~ NP, NONO =

// Exe
//PX =
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//PY =
//
//
//
//
//
//

2.

.2222222222221716947388
.4444444444445743158667
.6666666666665364004984
.8888888888892125805796
.111111111110872684549
.3333333333333996506553
.5555555555554860802658
LTTTTTT7777777750145560
.15

0.

.7402016177713544031747
.4087524764122016929235
.5763574373159916497400
.7892672763330343954635
.4979945563019052556797
.5426851709985163196848
.1245036137072483839461
.9630466735988720827777
.0000000000000004440892] ;

mplo 4:
[1.

S N e e

O O O O O O

.1111111111110858473694
.2222222222222871579334
.3333333333332682002492
LA444444444446062902898
.5555555555554363422743
.6666666666666998253277
LTTTT7T7T7T77T7T7T7T7T7430401329
.83888888888888875072780
.15

(0.

.1111111111565113718225
.2361111109139252262068
.3769841275188501317217
.5360449724078226729773
.7160052931575320300794
.9200562127689542180065

105



106

122 // 1.1519731139785545082077
128 // 1.4162505142355308329627
124 // 1.7182818284590450907956] ;
125 //

126 //

127 //QX = [1.

128 // 1.1111111111110858473694
129 // 1.2222222222222871579334
1o // 1.3333333333332682002492
w1 // 1.4444444444446062902898
w2 // 1.55555556555554363422743
13 // 1.6666666666666998253277
4 // 1.77777777TTT7T7T7430401329
15 // 1.8888888888888875072780
136 // 2.1;

137 //

18 //QY = [O.

1o // 0.1111111111111063864954
40 // 0.2222222222222427490124
w // 0.3333333333332966219587
4z // 0.4444444444444783925974
us // 0. 515/55/5/515/5/5/5/5155131212/6/5/5/4 317
s // 0.6666666666666571927635
s // 0.7777777777777608037013
s // 0.8888888888888901718133
wr // 1.1

148 //

149

150 tmin = 0; tmax = 1;

151 umin = 0; umax = 1;

152

153

154 depth_p = input("Escolha o numero de iteracoes: ");

155 printf ("\n\n");
156

157 depth_q = depth_p;

159 // Exemplo 1:

160 SolAn = [2.2629657 0.9913184];
161

162 // Exemplo 4:

163 //SolAn = [1 0];

164
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printf ("Erro absoluto P == 7.7g\n", max(abs (PX(1) -

SolAn (1)),

abs (PX(n+1) -S0l1An (1)), abs(PY(1)-SolAn

(2)), abs(PY(n+1)-S0lAn(2))));

printf ("Erro absoluto Q == 7%.7g\n\n", max(abs(QX(1)-

SolAn (1)),

abs (QX(n+1) -SolAn (1)), abs(QY(1)-SolAn

(2)), abs(QY(n+1)-S0lAn(2))));

// Curva Original:

POX = PX;

POY = PY;

Q0X = QX;

QoY = QY;

[Intersecao] = VerificalIntersecao (PX, PY, QX, QY, n);

if (Intersecao == 1) then

[P1X,P1Y,P2X,P2Y,Q1X,Q1Y,Q2X,Q2Y,t_meio,u_meio,XPInt,YPInt

,XQInt ,YQInt] = IntersecaoSR(PX,PY,tmin, tmax,depth_p,QX
,QY ,umin ,umax ,depth_q,n,SolAn);

else

end

printf ("As curvas nao se interceptam!!!\n");
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APENDICE D

CODIGO FONTE: BezierSubdivisaoIntervalar.sce

clear;

clc;

tic(); //comeca a contagem de tempo de execucao do programa
exec (’BibliotecaFuncoesBezier.sce’);
// Extremos do intervalo do Exemplo 1:
xinicial = 2;

xfinal = 4;

n = 9;

flagCurva = 1;

tol = 107-5;

numiter = O0;

//// Exemplo 1 - Grau 3:

//

////elipse: (intervalo [2,4])

//PX = [2 3.2189515 3.8856181 4];

//PY = [1 0.9428091 0.6094757 0];

//

////circunferencia:

//QX = [2 2.1143819 2.7810485 4];
//QY = [0 1.2189515 1.8856181 2];
//

//

////Exemplo 2 - Grau 3:

//

//PX = [-0.5 -0.1722284 -0.0055617 O0];
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//PY
//
//QX
//QY
//

109

[1.3228756 0.9428089 0.5018504 0];

[-0.5 -0.3333332

-0.1666668

0.1;

[1.0155048 0.9931494 1.0022779 1.];

//// Exemplo 3 - Grau 3:

//
//PX
//PY =
//
//QX
//QY
//

//Grau
// Exe

//elip
PX = [

W wwwNdNNDN

PY = [

O OO O O O

//circ

[0 0.2617994 0.5235988
[0 0.2745423 0.5102445

[0 0.2617994 0.5235988
[1 0.7483298 0.5669758

mplo 1:

se:
2.

.2222222222221716947388
.A444444444445743158667
.6666666666665364004984
.8888888888892125805796
.111111111110872684549
.3333333333333996506553
.5555555555554860802658
LTTTTTTT7TTT7T77750145560
.15

1.

.9815233367994240509802
.0622518068536983548711
.7713425854991458052723
.2489972781511422539324
.3946336381663453352076
.2881787186580666570990
.2043762382060556603847
.8701008088856934108435
.1

unferencia:

o O

o O

.7853982] ;
.7071068] ;

.7853982] ;
.4559381] ;

//sen(x)

//exp(-x)
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80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

110

im]
<
1]

[

B WwwWwww N NN

o
<
1]

[

N =~ NP, NONO =

// Exe
//PX =
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//PY =
//
//
//
//
//
//

2.

.2222222222221716947388
.4444444444445743158667
.6666666666665364004984
.8888888888892125805796
.111111111110872684549
.3333333333333996506553
.5555555555554860802658
LTTTTTT7777777750145560
.15

0.

.7402016177713544031747
.4087524764122016929235
.5763574373159916497400
.7892672763330343954635
.4979945563019052556797
.5426851709985163196848
.1245036137072483839461
.9630466735988720827777
.0000000000000004440892] ;

mplo 4:
[1.

S N e e

O O O O O O

.1111111111110858473694
.2222222222222871579334
.3333333333332682002492
LA444444444446062902898
.5555555555554363422743
.6666666666666998253277
LTTTT7T7T7T77T7T7T7T7T7430401329
.83888888888888875072780
.15

(0.

.1111111111565113718225
.2361111109139252262068
.3769841275188501317217
.5360449724078226729773
.7160052931575320300794
.9200562127689542180065



122

123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

157

159

160

161

162

163

164

// 1.1519731139785545082077
// 1.4162505142355308329627
// 1.7182818284590450907956] ;
//

//

//Q% = [1.

// 1.1111111111110858473694
// 1.2222222222222871579334
// 1.3333333333332682002492
// 1.4444444444446062902898
// 1.5555555555554363422743
// 1.6666666666666998253277
// 1.777777777T7T7T77430401329
// 1.8888888888888875072780
// 2.1;

//

//QY = [O.

// 0.1111111111111063864954
// 0.2222222222222427490124
// 0.3333333333332966219587
// 0.4444444444444783925974
// 0.5555555555555322655437
// 0.6666666666666571927635
// O.7777777777777608037013
// 0.8888888888888901718133
// 1.1;

//

tmin = 0; tmax = 1;

umin = 0; umax = 1;

depth_p = input("Escolha o numero de iteracoes:
printf ("\n\n");

depth_q = depth_p;

// Exemplo 1:

SolAn =

[2.2629657 0.9913184];

// Exemplo 4:

//SolAn

= [1 0];

111



165

167

168

170

171

172

173

174

175

176

177

178

179

180

181

182

112

printf ("Erro absoluto P == 7.7g\n", max(abs (PX(1) -
SolAn (1)), abs(PX(n+1)-SolAn(1)), abs(PY(1)-SolAn
(2)), abs(PY(n+1)-S0lAn(2))));

printf ("Erro absoluto Q == 7%.7g\n\n", max(abs(QX(1)-
SolAn (1)), abs(QX(n+1)-SolAn(1)), abs(QY(1)-SolAn
(2)), abs(QY(n+1)-S0lAn(2))));

// Curva Original:

POX
POY
Q0X
QoY
[Int

if (

else

end

= PX;
= PY;
= QX;
= QY;

ersecao] = Verificalntersecao(PX, PY, QX, QY, n);

Intersecao == 1) then

[P1X,P1Y,P2X,P2Y,Q1X,Q1Y,Q2X,Q2Y,t_meio,u_meio,XPInt,YPInt
,XQInt ,YQInt] = IntersecaoSI(POX, POY, QO0X, QO0Y, PX,PY,

tmin ,tmax ,depth_p,QX,QY,umin ,umax,depth_q,n,SolAn);

printf ("As curvas nao se interceptam!!!\n");



