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RESUMO

Sena Quadros, Alessandra. Modelos Epidemiolégicos para Propagacao de
Informacgao. Setembro de 2013. 103 f. Dissertagdo (Mestrado em Informatica) -
PPGI, Instituto de Matemadtica, Instituto Tércio Pacitti de Aplicacoes e Pesquisas
Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, Setembro
de 2013.

Encontram-se vastamente na literatura modelos matematicos com o objetivo de
simular tanto a transmissao de doencas como a propagacao de informacao. Esta
dissertagao apresenta um modelo matematico de contdgio que admite que o feno-
meno de propagacao de informagao possa ser modelado matematicamente com os
mesmos principios que a transmissao de doengas. Baseado no modelo mais simples
da epidemiologia, Suscetivel - Infectado (SI), faremos uma breve andlise matema-
tica e simulagoes no modelo adaptado que contempla mais de uma dindmica, e um
estudo de caso para prever o valor da taxa de contagio, usando aproximacgao por
minimos quadrados na solug¢ao problema inverso para EDO’s.

Palavras-chave: Modelos epidemiolégicos, propagacao de informacao, Redes soci-
ais.



ABSTRACT

Epidemiological Models for Spread Information and Social Networks

Sena Quadros, Alessandra. Modelos Epidemiolégicos para Propagacao de
Informacgao. Setembro de 2013. 103 f. Dissertagdo (Mestrado em Informatica) -
PPGI, Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti, Universidade Federal do
Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, Setembro de 2013.

Mathematical models are broadly used to characterize the transmission of dis-
eases as well as the spread of information. This thesis is built on top of the classical
Susceptible - Infected (SI) epidemiology model. First, we make a brief mathemati-
cal analysis of the model, establishing the stability conditions and then, we present
simulations in the adapted model that includes more than one dynamic. Finally,
we show a case study to predict the value of the rate of infection using the aproxi-
mation by minimum square in solving the inverse problem for ordinary differential
equations.

Keywords: Epidemiological models, Spread information and Social Networks.
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1 INTRODUCAO

E notério o crescimento da propagacdo de informacao com o avanco da tecno-
logia e uso da Internet (NAKAHARA, 2010). As midias sociais facilitam a captagao
automatica de dados, que podem ser usados para ajudar na construc¢ao de um modelo

matematico com o objetivo de contribuir na analise da propagacao da informacao.

A propagacao da informagao ocorre em varios momentos e situagoes da vida.
Ao ler o jornal, ouvir radio e assistir ao noticidrio, recebemos informes sobre os
acontecimentos e estes sao exemplos de informagoes transmitidas que atingem um
grande numero de pessoas em um curto periodo de tempo. Assim, podemos com-
parar espalhamento de ideias a deflagracao da epidemia de uma doenca infecciosa.
Em ambos, os virus e as noticias, sao transmitidos por alguma forma de contato,
e pode propagar-se de pessoa para pessoa. HEsta semelhanca é conhecida tanto na

literatura de ciéncias sociais como na de epidemia (PACHI, 2006).

Ha trés conceitos que fazem uma ligacdo entre epidemias e transmissao de
informagao. Em primeiro lugar, o conceito de infecciosidade esta presente em ambos
os processos. Virus tais como a influenza e o sarampo podem ser muito ou pouco
contagiosos da mesma forma que uma noticia pode ser muito ou pouco propagada.
Em segundo, ambos fazem a relagao de uma pessoa de infectar a outra via contato.
No caso do resfriado comum, é possivel que apenas algumas tosses e espirros possam
causar infecgoes em outra pessoa que teve contato com o virus. O mesmo vale para
a propagacao de informacdo, a disseminacao da noticia devido ao contato entre
pessoas ou o contato com a noticia. A semelhanca final é que os grandes eventos
acontecem em um curto espago de tempo. Uma epidemia e a informagao podem

atingir rapidamente a populacao onde elas estao inseridas.
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Neste contexto social e epidemioldgico, surge a motivagao para este trabalho:
adaptar o modelo Suscetivel - Infectado (SI) a um modelo que descreva a analogia

existente entre o espalhamento de ideias e as doengas infecciosas.

A finalidade inicial deste estudo foi entender os modelos usados na literatura
tanto na epidemiologia quanto na propagacao de informacao, para fazer uma escolha
do que melhor se adaptaria a uma campanha educativa, Contudo, percebemos que o
modelo mais simples usado em epidemiologia, com dois compartimentos Suscetivel-
Infectado (SI) e com poucas constantes, pode comtemplar diferentes dindmicas de-
pendendo de relagdas entre os parametros. Essas relagoes sdo encontradas a partir
da analise de estabilidade. Lembrando que um dos desafios para usar os modelos é
extrair essas constantes, que sao: taxa de infec¢do, taxa de nascimentos, entre ou-
tras taxas que devem ser estimadas via dados retirados da informagao que se deseja
propagar. Sendo assim, apresentamos um maneira de aproximar as constantes do
modelo a partir dos dados, utilizando o método dos minimos quadrados na solugao

do problema inverso para EDOQO’s.

Nosso objetivo é fazer uma breve anédlise matemética com um modelo simples
que contepla mais de uma dinamica para a propagacao da informagao; determinar
as solugoes do sistema de equacgoes diferenciais ordinarias; analisar a dindmica do
espalhamento de ideias numa populacao por meio das simulagdes numéricas e com-
putacionais; examinar os resultados numéricos e interpretar suas implicagdoes com
as solugoes analiticas encontradas para o modelo; observar as conclusoes obtidas;
associar a sua utilizacdo no modelo matematico para propagacao da informacao e
fazer um estudo de caso utilizando o parametro encontrado pelo método do pro-
blema inverso para EDO’s. Em resumo as principais contribui¢oes deste trabalho
sao: apresentar um modelo simples com poucos parametros de serem estimados, po-
rém com mais de uma dinamica; estimar o parameétros através de dados reais usando

um dos métodos do problema inverso; aplicar o modelo em diversas siuagoes para
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propagacao de informacao. Sugirimos ainda, aplicar os parametros das equagoes
do modelo como features de um algoritmo de aprendizado por maquinas, utilizar o

modelo no contexto de previsao de popularidade (SZABO; A. HUBERMAN;, 2010)

e de controle 6timo.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: o capitulo 2, traz o conceito
fundamental da epidemiologia e um breve histérico sobre principais modelos de

epidemiologia.

No capitulo 3, cuja énfase é dada a modelagem matematica, mostrando os
modelos classicos baseados no principio de acao de massa, que tornou-se o mais im-
portante conceito da epidemiologia matematica. Este conceito é traduzido pela ideia
de que a disseminacao da epidemia em uma populagao é proporcional ao produto
da densidade de individuos suscetiveis pela densidade de individuos infecciosos (7).
Os modelos Suscetivel - Infectado (SI) e Suscetivel - Infectado - Recuperado (SIR)
usados em epidemiologia para a propagacao de doencas foram analisados, pois eles
assemelham-se ao problema que se deseja estudar: a propagacdo de uma informa-
cdo. E interessante perceber que apesar da semelhanca, no caso da epidemia de
uma doenca o objetivo é diminuir o contagio, enquanto que, se contextualizamos a
propagacao de informacao em uma campanha educativa, o objetivo é aumentar o

contagio. Ainda nesse capitulo, simula¢des numéricas sao apresentadas.

No capitulo 4, apresenta-se alguns modelos matematicos para propagacao de
informagao, sao eles: o modelo Ignorant - Spreader - Stifier (ISS), modelo SIR com
dois niveis e modelo Suscetivel - Exposto - Infectado - Recuperado (SEIR). Pri-
meiramente, as caracteristicas principais desses modelos sao descritas e em seguida,

uma reproducao dos resultados encontrados pelos autores sao apresentadas.

Com o objetivo de consolidar a interdisciplinaridade entre as equagoes dife-
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renciais, epidemiologia matematica e propagacao de informacao, desenvolvemos no
capitulo 4 a adaptacao do modelo SI para propagacao da informagao. Inicia-se a
partir da identificacao das premissas para a espalhamento das ideias e apresenta-se
uma formulagao do modelo e uma breve analise matematica. Simulagoes sao feitas
com o objetivo de associa-la ao estudo qualitativo do modelo adaptado e ver algumas

dindmicas para situagoes diferentes.

Trataremos ainda neste capitulo de uma aplicacdo do problema inverso, que
¢ basicamente, um problema de estimacgao de parametros do modelo SI mais simples
para a propagacao de informacao a partir dos dados. A dificuldade neste caso, é que
o parametro a ser estimado é muito dificil de medir na populacdo. Acreditamos que

essa seja uma das maneiras para a solu¢ao do problema apresentado.

Ao fim deste capitulo apresentaremos um estudo de caso em uma das dindmi-
cas apresentadas com os efeitos da aplicagdo do problema inverso a dados retirados
da tendéncias de busca por Facebook, discussao dos resultados e apresentacao de

outros resultados para validacao do cédigo da solugdo problema inverso.

Finalmente, no capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes deste estudo.
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2 EPIDEMIOLOGIA MATEMATICA

A palavra epidemiologia é derivada do grego (epi = sobre; demos = popula-
¢ao, povo; logos = estudo). Desta forma, epidemiologia etimologicamente significa

estudo do que ocorre em uma populacao. (PEREIRA, 2000).

De acordo com (MIMS, 2000), a epidemiologia é o estudo da ocorréncia,
disseminacao e controle das doencas e tem por base a coleta de informagoes estatis-
ticas detalhadas, podendo compreender desde o puramente descritivo até o analitico
e experimental, nos quais os modelos matematicos vém assumindo cada vez mais
importancia. Os dados epidemiol6gicos podem ser usados para registrar doencas
que acometem uma populacao e, quando infecciosas, identificar causas e formas de
transmissao; e para prever a probabilidade futura da infeccao, identificar fatores de

risco e planejar programas de controle.

2.1 Breve Historico.

Apresentaremos um breve historico do desenvolvimento da epidemiologia ma-

tematica.

O primeiro trabalho conhecido de aplicacdo de matematica aos estudos da
epidemiologia é atribuido a Daniel Bernoulli em 1760. Bernoulli usou um método
matematico para avaliar a eficiéncia de politicas publicas no tratamento de variola

(BERNOULLIL, 1760), (DIETZ; HEESTERBEEK, 2002).

Os cientistas Hamer e Ross, no inicio do século XX, investigaram a transmis-
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sao de doencas infecciosas por meio de simples modelos matematicos (MASSAD,
1996). O uso de modelos matematicos passou a ser um meio de prevenir doengas.
Ross mostrou que a malaria nao se instala se ndao houver um ntmero minimo de
mosquitos (vetores) para transmitir a doenca. Em 1906, Hamer postulou que o de-
senvolvimento de uma epidemia depende da taxa de contato entre individuos nao
infectados (suscetiveis) e individuos infectados, criando assim, o modelo SI (Sus-
cetivel - Infectado). Essa nocao tornou-se um dos mais importantes conceitos na
aplicacao de matematica em epidemiologia conhecido como principio de agao de
massa. Mais precisamente, o principio de acao de massa que foi traduzido pela idéia
de que a disseminac¢ao da epidemia em uma populagdo é proporcional ao produto
da densidade de individuos suscetiveis pela densidade de individuos infecciosos. O
principio de Hamer foi originalmente formulado através de um modelo de tempo
discreto, mas, em 1908, Sir Ronald Ross (que descobriu que a malaria é transmi-
tida por mosquitos) o generalizou para tempo continuo, em seus trabalhos sobre a

dindmica da maldria (BUBNIAKOVA, 2007).

Vinte anos mais tarde, estudos matematicos mais elaborados foram efetuados
por Kermack e McKendrick, de 1927 a 1939, que desenvolveram uma teoria relaci-
onando o surgimento de uma epidemia a um valor critico do nimero de suscetiveis.
O principio de agdo de massa e a teoria do valor critico sao dois marcos nos estudos
da epidemiologia moderna (AMAKU, 2001), teoria esta que propds o teorema do
limiar, segundo o qual had uma densidade critica de individuos suscetiveis, abaixo da
qual a introdugao de casos infecciosos em uma comunidade nao provoca uma epide-
mia. O modelo que apresentou este conceito é conhecido como modelo do tipo SIR,
onde S indica o compartimento dos individuos suscetiveis, I o grupo dos individuos
infectados (ou também infecciosos neste caso particular) e R como o grupo dos in-
dividuos recuperados (ou imunes) e considera a populacao total constante, ou seja,
a soma do numero total de individuos distribuidos em cada um dos compartimentos

é igual a populagao total (S+ 1+ R = N).
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A partir destes estudos, uma grande variedade de modelos esté sendo desen-
volvido e aplicado a doencas infecciosas. Os modelos matematicos atuais envolvem
aspectos como imunidade passiva, imunidade parcial, estagios de infeccao, vetores
de doencas, estrutura social e etdaria, esquemas de vacinacao entre outros. Exem-
plos de modelos desenvolvidos para doencas como rubéola, gripe aviaria, difteria,
variola, maldria, dengue, herpes, sifilis, AIDS entre outras sao citados nas referén-
cias deste trabalho.(KERMACK; MCKENDRICK, 1927), (ALVARENGA, 2008) e
(TSUJIGUCHLI, 2010).



22

3 MODELOS EPIDEMIOLOGICOS CLASSICOS

Os modelos mais usados para descrever doencgas transmissiveis por micropa-
rasitas (os virus, as bactérias, os fungos e muitos protozoarios) sdo do tipo com-
partimental, onde cada individuo de uma comunidade fechada é rotulado por seu
estado de satude em relacao a alguma enfermidade. As escolhas de inclusao de com-

partimentos no modelo depende das caracteristicas de cada doenca.

Os modelos apresentados neste trabalho baseiam-se na lei de acao das massas
originada do estudo de cinética quimica pelos noruegueses cato Guldeberg e Peter
Waage em 1864, esta lei postula que "a velocidade de uma reacao quimica é dire-
tamente proporcional as concentragoes dos reagentes'. Esta lei é baseada no fato
de que, numa reacao quimica os reagentes, cada particula de um reagente possui a
mesma chance de encontro com as particulas do outro (ou outros) reagente. A inter-
pretacao desta lei para os modelos matematicos é feita considerndo que o encontro
entre variaveis é dado pelo produto delas, isto é, pelo possivel niimero de encontro

entre as variaveis de estado.

Cabe enfatizar que os modelos estudados nesta secao serao do tipo nao line-
ares e deterministico, deterministico por que invariavelmente as mesmas entradas
produzem os mesmos resultados, nao contemplando a existéncia do acaso ou o prin-

cipio da incerteza e as varidveis sao bem definidas a cada instante (RIZZI, 7777).

Apresentaremos os modelos epidemioldgicos classicos que foram estudados
para fazer uma melhor escolha ao modelo que se deseja adaptar para a propagacao
de informacao, sdo eles: SI (Suscetivel - Infectado) e SIR (Suscetivel - Infectado -

Recuperado), que possuem como principais hipdteses comuns aos modelos elemen-
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tares:

1. A populagao total é considerada constante N. Este N é suficientemente
grande para que o nimero de individuos em cada categoria populacional possa ser
considerado uma variavel continua a qual faca sentido aplicar taxas de variagao

instantaneas e onde efeitos resultantes de estocasticidade demografica sao negligiveis.

2. A populacao é uniforme, estando os individuos de cada categoria homoge-
neamente misturados uns com os outros; assume-se transmissao por lei da agao de

massa.

3. Numero reprodutivo bésico, também chamado de razao basica de reprodu-
¢ao, denotado por Ry, ¢ um numero adimensional, definido como o niimero médio de
infecgoes secundarias produzidas por um tinico individuo primério infectivo, em uma
populagao inteiramente suscetivel ao agente (HETHCOTE, 2000). Ele mede a velo-
cidade inicial de crescimento da epidemia, pois cada individuo infectado ramifica-se
em Ry novos infectados que, por sua vez, originam R, infectados cada um, e assim

sucessivamente.

Valores do ntimero reprodutivo superiores a um, em um determinado grupo
de risco ou populacao, indicam que o parasita é capaz de invadir e se estabelecer na
populacao hospedeira. Em oposi¢ao, para valores de Ry menores que um, a infecgao

nao conseguira se estabelecer.

3.1 Modelo SI de Epidemiologia.

O modelo SI (Suscetivel - Infectado) é o mais simples entre os modelos de

epidemia. E um modelo compartimental em que a populacio é dividida em apenas
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dois grupos, suscetiveis (S) e infectados (I). E usado em doengas como AIDS
e herpes (BRAUER; CASTILLO-CHAVEZ, 2012), (MARTIN NOWAK, 2000) e
(NOWAK, 2006). Neste modelo, ndo hé recuperado e todos na populagdo ou sio
suscetiveis para a doenca ou infectados. Um individuo infeccioso, uma vez infectado,

nunca se recupera da doenca.

Apresentaremos o modelo SI com populagao constante e admitiremos que a
escala temporal da enfermidade é muito rapida quando comparada a dindmica de-
mografica da populagao, desprezando os efeitos demograficos (nascimentos e mortes)
que ocorrem dentro do periodo de duracao da doenca, o qual é normalmente dado
em termos de dias ou semanas, o modelo é chamado SI sem dindmica vital, que
significa que, na escala de tempo de interesse, nao ocorrem nem nascimento, nem

mortes, nem qualquer tipo de migracao, na populagdao considerada.

A dindmica do modelo SI consiste em analisar somente os individuos infec-
tados, pois ele nao nos fornece a recuperacao dos infecciosos, assim quando um
individuo suscetivel adquire a doenca, o mesmo nao volta a pertencer a classe dos
suscetiveis. Neste caso, também a classe de R (Recuperados) estd embutida em I
(Infectados).

O SI é baseado nas seguintes defini¢oes:

e S(t): individuos suscetiveis que nao estao infectados, mas podem vir a estar;

¢/ (t): individuos infectados que possuem o agente patogénico e podem transmiti-

lo a outros individuos;

e N: tamanho total da populacao;
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e : taxa de contato devido o encontro com um individuo infectado por
unidade de tempo - também chamado coeficiente de transmissao, é o nimero médio
de contatos, de um individuo por unidade de tempo, em que ha a transmissao da

doenga;

Considerando que a populacao total (Suscetivel e infectados) esta misturado
homogeneamente, onde todos tem igual probabilidade de ter contato um com outro,
assume-se que a taxa com a qual S(t) diminui e a taxa com a qual /(t) aumenta ¢é

proporcional ao produto do niimero de suscetiveis pelo nimero de infectados.

O ntmero médio de contatos por individuo infeccioso por unidade de tempo
(6 > 0) dado o encontro com a infec¢ao, teremos a taxa de transferéncia da classe S

para a classe I, o produto 3S1, esse produto vem do principio da agao das massas.

O fluxograma para o modelo é apresentado na Figura 3.1 ao qual correspon-

dem as seguintes equagoes diferenciais ordinarias:

BSI

L

Figura 3.1: Fluxograma representando o modelo SI sem dindmica vital.

ds
= —psI (3.1)

dl
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Com condigdes iniciais: S(0) = Sy e I(0) = I
Note a dimensao de [ dado que
[S] = [I] = [populagao] = individuos, que representaremos por [n]

Para obter [3], faremos:

- [5]-[2)-

Portanto:

(8] = [n] " [t]", onde § é 0 ntimero médio de contatos por individuo infeccioso

por unidade de tempo.

Representando por N = S(t) + I(t), somando as Equagoes (3.1) e (3.2),

verifica-se que a populacao total se conserva, pois N = constante, entao,

S R (3.4)

que, juntamente com a condicao inicial, tem como solugao:

N = 8(0) + I(0) = S(t) + I(t) (3.5)
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3.1.1 Solucao Exata.

De (3.5) temos, S(t) = N — I(t) que substituindo em (3.2) obtemos

dr

o =PI =) (3.6)

Juntamente com a condigdo inicial I(0) = Iy, fornece

B IyN
Iy 4+ eENBY (N — I)

I(t) (3.7)

Assim fazendo o mesmo com a Equacao (3.1) encontramos como solugao

SoN

S(t) = 3.8
®) (N — S)eWVht) + S (3:8)

3.1.2 Pontos de Equilibrio e Analise de Estabilidade.
Fazendo % = (0 para encontrar os pontos de equilibios I , com a condigao

{%} ~= 0, encontramos os seguintes pontos de equilibrio:
=1

O que corresponde, respectivamente S=0eS=N , Visto que a populacao

total é sempre igual a N.
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Os pontos de equilibrios podem ser vistos na linha de fase (ver Apéndice A)

que tracamos na Figura 3.2.

e — | ——————
0 M 5

Figura 3.2: Linha de fase para S(¢) do modelo SI.

Sobre o eixo S, onde marcamos os pontos de equilibrio S=0eS=N , temos
setas apontando para direita se % > 0 e para esquerda de % < 0. A determinagao
do sinal de % foi efetuada a partir de % = —f[S(N —S), obtida nas Equacoes (3.1)
e (3.5).

Concluimos que S = 0, que corresponde a I=N , ¢ um equilibrio estavel,
enquanto que S=N , que corresponde a I= 0, ¢ um ponto de equilibrio instavel do
sistema.

dI

Assim poderiamos ter partido da equacao 4 = BS(N — I), obtida a partir

de (3.1) e (3.5), cuja anélise de estabilidade levaria a Figura 3.3.

t——— | — — — | ————
0 M '

Figura 3.3: Linha de fase para I(t) do modelo SI.

As conclusdes repetem as anteriores que I = N, que corresponde a S = 0, é
um equilibrio estavel, enquanto que I = 0, que corresponde a S = N, é um ponto

de equilibrio instavel do sistema.

Note que quando o equilibrio é estavel, como previsto no proprio esquema
compartimental, toda populagao ficarda infectada, ou seja, havera uma epidemia.

Para o equilibrio instavel, onde, S=Na populacao fica livre de doenca.
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3.1.3 Solugao Numérica.

Nesta secao apresentamos uma simulagao numérica que possibilita observar a
dindmica de variacao temporal do modelo em uma populagao hipotética. O estudo
da dinamica de uma doencga transmissivel consiste essencialmente em esclarecer como
a quantidade de individuos pertencentes a cada um dos compartimentos varia a
medida que o tempo passa. Mesmo conhecendo a solucao analitica deste sistema,
resolvemos numericamente para validar o codigo, que podera ser usado em sistemas

cuja a solugao analitica nao é conhecida.

Para obter as solu¢oes numéricas do sistema de Equagoes (3.1) e (3.2), utili-
zamos 0 método numérico de Runge-Kutta de quarta (Ver apéndice C) ordem cujo

algoritmo foi construido no ambiente Scilab versao 5.3.3.

As condicoes iniciais e os parametros utilizados no sistema foram baseados
no modelo de (BUBNIAKOVA, 2007). Assim, consideramos as condi¢bes iniciais
So = 975 e Iy = 25, o parametro 8 = 0.001 e com At = 0.1 a solugdo numérica
aproxima a solucao analitica com a precisao da maquina. Os graficos obtidos da

simulagao numérica estao representados na Figura 3.4.

De acordo com (BUBNIAKOVA, 2007) a Figura 3.4 apresenta em um mesmo
sistema de eixos coordenados, os graficos de S(t) e de I(t), em fun¢ao do tempo
t. Podendo observar que, em qualquer instante ¢, a soma [(t) + S(t) mantém-se

constante, ou seja, igual a Iy + Sy = N = 1000.
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Modelo Sl

i Moo= s ¥ suscetfiveis
F infectados

Populagio

tempo

Figura 3.4: Variacdo temporal do ntimero de suscetiveis S(t) e do nimero de infec-
tados I(t).

3.2 Modelo SIR de Epidemiologia.

Os modelos mateméticos formulados por Kermack e McKendrick foram os
primeiros modelos da area de epidemiologia a considerar a subdivisao da populagao
em hospedeiros (MASSAD, 1996). Estes modelos consideram que numa populagao
fechada, uma epidemia com microparasitas (virus ou bactérias) ocorre através do
contato direto entre individuos infectados e sadios. O modelo SIR a doencga é trans-

mitida pelo contato direto entre os hospedeiros que se tornam imune depois de uma

simples infeccao.

E usado em doencgas infecciosas que ocorrem com maior frequéncia na in-
fancia, como rubéola, varicela, sarampo e caxumba sdo exemplos de doencas que

costumam ser modeladas através de modelos SIR (HETHCOTE, 2000).
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O modelo SIR considera uma populacao de tamanho constante em funcao do
tempo. Assume-se que nao existem emigracao, imigracao nem periodo latente no
grupo considerado e, que a populagao seja homogeneamente misturada (todos tem

igual probabilidade de ter contato um com o outro).

A escala temporal da enfermidade é muito pequena quando comparada &
dindmica demografica da populagao. Por isso, serao desprezados os nascimentos e

as mortes que ocorrem dentro do periodo considerado.

O modelo SIR comtempla também o compartimento R, separado de I, ou
seja, permite que o individuo se recupere doenca, ficando imune a reinfeccao, este
modelo nos permite computar a quantidade de infectados que se recuperam.

Ele é desenvolvido baseado nas seguintes defini¢oes:

¢5(t): individuos suscetiveis que nao estao infectados, mas podem vir a estar;

e/ (t): individuos infectados que possuem o agente patogénico e podem transmiti-

lo a outros individuos;

e R(t): individuos recuperados que se recuperaram da infec¢ao e adquiriram

imunidade, temporaria ou nao, a doenca.

e N: tamanho total da populacao;

o3: Coeficiente de transmissao da doenca, é o nimero médio de contatos de
um individuo infectado numa certa unidade de tempo. E fixo e ndo varia sazonal-
mente. O tipo de contato, direto ou indireto, adequado a transmissao, depende das

caracteristicas especificas da doenca.
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e~: Coeficiente de recuperacao da doenca, a variacao instantanea do nimero
de individuos na classe dos infecciosos (I) devido & recuperagdo da doenga é pro-
porcional ao nimero de infecciosos com constante de proporcionalidade v, dada em

unidades (tempo)™!; e o periodo médio de infecciosidade é %y

BSI v
| — —_—

Figura 3.5: Fluxograma representando o modelo SIR sem dindmica vital.

O fluxograma da Figura 3.5 ilustra o modelo SIR. O ntimero de individuos
pertencentes a cada compartimento em um dado instante t é, respectivamente, S(t),
I(t), R(t), desconsiderando a heterogeneidade dos mesmos. O modelo tradicional
nao apresenta dinamica vital, isto é, em qualquer instante ¢ temos que a populagao

total N = S(t) + I(t) + R(t), onde N é tamanho da populagado, temos, que:

oy (3.9)

Desta forma, o modelo SIR é definido pelo seguinte sistema de equagoes

diferenciais:

% — —B3SI (3.10)
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— = BSI —~I (3.11)

=4I (3.12)

S(0)=5,>0,1(00=1,>0, R0)=Ry =0

Assim, N = constante, que com a condic¢do inicial N = Sy + Iy, leva a

S(t)+ I(t)+ R(t) = N.

Para qualquer instante de tempo t, a populagao é conservada.

As unidades dos parametros envolvidos neste sistema sao:

Assim, definimos as novas variaveis dependentes adimensionais, todas vari-

ando entre 0 e 1, como:

Il
2|~
@
=
Il
2|

V)
Il
=
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Onde s 4+ 1+ r =1, e a variavel independente 7, através de

T=pt

O sistema adimensionalizado é:

i i(as — 1) (3.14)
dr
dr
> .15
dr ! (3.15)
Onde definimos
N
a= PN (3.16)
Y

Da Equagao (3.11), temos que 3S é o nimero de contatos com transmissao
da doenca que resultam em aumento do niimero de infectados por infeccioso e por
unidade de tempo; % ¢é o tempo médio durante o qual um individuo fica infectivo,
que é a capacidade de um agente de se alojar e multiplicar ou se desenvolver em um
hospedeiro. Portanto, a = ﬁTN ¢ o numero médio de novas infec¢oes causadas por
um infectivo durante todo tempo de infecciosidade que foi encontrado no sistema
adimensionalizado. Considerando uma populagao onde todo mundo é suscetivel, en-

tao S = N, e considerando a Ry (taxa bésica de reprodugao), que é definida como o
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numero médio de infecgdes secundarias produzidas quando um individuo infectado
é introduzido em uma populacao inteiramente suscetivel (7). Pode-se mostrar que
um parasita ¢ capaz de invadir e estabelecer-se em uma populagdo de hospedeiros
quando Ry > 1 (epidemia acontece) e quando Ry < 1 a infec¢ao desaparece (nao ha
epidemia). Para verificar isso, é necessario observar em que situagao % > (0 da Equa-
¢ao 3.14, ou seja, em que situacao o numero de individuos infectados aumentara.
Considere a taxa bésica de reproducio definida por a = Ry. E importante destacar
que mantivemos a mesma nomenclatura da taxa bésica de reproducao encontrada

na literatura (Ry), ndao confundir com os individuos recuperados (R).

3.2.1 Solucao Exata no Espacgo de Fase.

Neste modelo o espacgo de fase é tridimensional. Analisaremos porém, apenas

os subespacos SI e SR.

Ao considerarmos as trajetorias no plano de fase SI do sistema de Equagoes

(3.10),(3.11) e (3.12) podemos obter alguns resultados analiticos.

Tomamos I # 0 e S # 0 e usamos a regra da cadeia nas duas primeiras

equagoes do sistema de equagoes (3.10) e (3.11), e temos:

d[_ﬁS—”y__ Ra
5= g - 1+ 35 (3.17)

com S(0) =Sy >0e I(0)=1y>0.

Integramos (3.17), obtemos como solugao as suas trajetérias no plano de fase

SI, dadas por
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I(S) = —S + glns+c (3.18)

Onde ¢ ¢ a constante de integracao.

Usando as condicoes iniciais em ¢ = 0, obtemos:

1(S) = —S() + N — Ln (5) (3.19)

Interpretamos I(t) como o nimero de infectados no instante t, que tera sig-

nificado bioldgico se S(t) < Sp e Iy > 0.

Analisando a segunda equagao do sistema de equagoes (3.11), temos

dl
() >0<= [)(8S)—7) >0 5) > 7 (3.20)
dt ), Ié]

Logo, o numero de infectados serd crescente se a populagdo de suscetiveis
Sy > %, o que fornece Ry = @ > 1. O ntmero de infectados sera decrescente
quando Sy < 2, ou seja, Ry = @ <1.

Portanto, a incidéncia da doencga cresce se Ry > 1 e decresce se Ry < 1. Existe
assim, um tamanho minimo da populacao para que a epidemia possa ocorrer. Como
o nimero méaximo de suscetiveis é o tamanho total da populagao N, concluimos
que, para ocorrer uma epidemia devemos ter N > 2 e, o valor % denominado limiar

B
epidémico, é o tamanho minimo da populagao, necessario para ocorrer a epidemia.
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Através do plano de fase SR, podemos determinar com varia o nimero de
suscetiveis em fun¢do do niimero de removidos. Para isto, partimos das Equagoes

(3.10) e (3.12), donde podemos (se I # 0) escrever:

ds —aS

juntamente com as condigoes iniciais, em ¢ = 0, temos: S(R(0)) = Sy, com

R(0) = 0.

As solugbes, de (3.21) tém a forma:

=8 —BN
S = Spe B> Spe

(3.22)

pois N > R.

3.2.2 Pontos de Equilibrio e Analise da Estabilidade.

Os pontos de equilibrio sao do tipo g, f, ﬁ, onde R = N — (§+f) e os valores

de S e de I satisfazem, de (3.10) e (3.11) com 45 — 0 e 4 =, o seguinte sistema

algébrico:

—BST =0 (3.23)

BST —~AT =0 (3.24)
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Que tem um nimero infinito de solugoes I=0eS qualquer.

Entao qualquer valor de S, que corresponde a I = 0, é possivel equilibrio.

Por outro lado, nao ha equilibrio com niimero de infectados diferente de zero.
O que se pode entao entender sobre a dindmica dessas doencas?

Uma epidemia acontece quando o nimero de infectados cresce, ou seja, quando

% > (0. Portanto, usando (3.11), temos que 8S1 — vI > 0, o que fornece:

| (3.25)

Considerando todo mundo suscetivel, no inicio da epidemia, teremos para

inequacao (3.25), com S = N,

Pl (3.26)

O lado esquerdo da inequagao (3.26) confere com Ry encontrado no sistema

adimensionalizado.

A incidéncia da doenca cresce se Ry > 1 e decresce se Ry < 1. Existe,
portanto, um tamanho minimo da populacdo para que a epidemia possa ocorrer.
Visto que o ntimero de suscetiveis é o tamanho total da populagdo N, concluimos
que para haver uma epidemia, devemos ter N > % e, portanto, % ¢ o tamanho
minimo da populagdo, necessario para ocorrer a epidemia. Caso contrario nao teria

epidemia.
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A anaélise de estabilidade dos pontos de equilibrio pode ser desenvolvida atra-
vés da linearizagao do sistema (Ver Apéndice B). As andlises aqui propostas foram
feitas no sistema nao adimensionalizado por apresentar menos dificuldades nos cal-
culos.

Linearizando o sistema de Equacdes (3.10) e (3.11), em torno de (S, 1), ob-

temos a seguinte matriz Jacobiana:

J(S, 1) = [_ﬂﬁlf ﬁgﬁ_ Sy} (3.27)

Para verificar o comportamento das solu¢des na vizinhanga do ponto de equi-
librio substituimos o ponto de equilibrio (§ 1 ) = (§ ,0), onde representa S qualquer,

em (3.27), e temos:

J(3,0) lg 555_5]7] (3.28)

Onde obtemos o determinante D, o traco T' e A = T? — 4D, como segue:
D=0,T=85—veA=(35—7)2>0

Como D = 0, temos um ntmero infinito de pontos de equilibrio (ver Apéndice

Analisando o sinal do trago, temos que:

T >0 se % > 1 assim, os pontos de equilibrio (§ ,0) serao instéveis, e:
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T <0 se % < 1, neste caso os equilibrios serao estaveis.

A condicao de estabilidade para o ponto de equilibrio implica que a derivada
de I, a partir de um certo S , deve ser negativa, fazendo com que a soluc¢ao I convirja

para zero.

3.2.3 Solucao Numérica.

A solugao numérica deste modelo foi feita no software Scilab 5.3.3 e usado o

Ruge-Kutta de quarta ordem como método numeérico.

As condigoes iniciais e os parametros utilizados no sistema foram baseados no
modelo de (TSUJIGUCHI, 2010). Assim, consideramos as condi¢oes iniciais Sy = 10
e Iy = 1, os parametros 3 = 0.05 e v = 0.1 ¢ At = 0.1 e apresenta erro = 1074,
calculado pela férmula E =| max(l;) — max(ly) |, onde I; é o méximo da fungao
para At = 0.1 e I é o maximo da funcao para At = 0.1/2. Os gréficos obtidos da

simulagao numeérica estao representados na Figura 3.6.

Em ambas as figuras observamos que, em qualquer instante ¢, a soma I(t) +
S(t) + R(t) mantém-se constante. Na Figura 3.6, com Ry, > 1, visualiza-se que
com o passar do tempo ¢, o nimero de suscetiveis diminui a medida de recuperados

aumenta.

Na Figura 3.7, obtemos Ry < 1 para as mesmas condic¢des iniciais, Sy = 10 e
Iy =1epara f=0.003e~v=0.1e At = 0.1 a solugdo numérica aproxima a solugao
analitica com a precisdo da maquina. Observamos que com o passar do tempo t, o
nimero de infetados apenas diminui (ndo ocorre a epidemia) até chegar a zero; por

outro lado, o nimero de suscetiveis decresce e o niimero de recuperados cresce (a
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populagao total se conserva).

E importante ressaltar que se tivermos v = 0, retornamos ao modelo SI
apresentado na se¢ao anterior.

Modelo SIR
12
W= ¥ gUSCEtiVES
Qe =C -0 rgcuperados
infectados
)
L]
(=)
o
3
(=8
(=)
o
I L 1 L 1 z
70 80 an 100
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Figura 3.6: Variagao temporal do nimero de suscetiveis S(t), do nimero de infec-
tados I(t) e do nimero de recuperados R(t) com Ry =5, 5.
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Figura 3.7: Variacao temporal do nimero de suscetiveis S(t), do niimero de infec-
tados I(t) e do nimero de recuperados R(t) com Ry = 0.33.



43

4 ALGUNS MODELOS MATEMATICOS PARA PROPA-
GACAO DE INFORMACAO

A disseminacao de uma doenca infecciosa ou divulgacao de informagoes sao
fendomenos analogos e por isso a propagacao de noticias foi modelada através da

adaptagao de modelos epidemiologicos.

Estudamos alguns modelos de propagacao de informacao para tentar entender
e adaptar um modelo que possa se ajustar ao que se desejava inicialmente, um modelo

para ser utilizado em uma campanha educativa.

4.1 Breve Historico.

A modelagem de propagacao de informacao foi proposta por Rapoport em
(RAPOPORT, 1953), que desenvolveu o primeiro modelo deterministico que facili-
tava o entendimento da comunicagao em sociedade. Pitel, no trabalho (PITTEL,
1990) confirmou a conjectura do modelo Daley - Kendal, mostrando a similaridade
existente na propagacao de ideias e de doencas infecciosas utilizando o modelo SIR

(Suscetivel - Infectado - Recuperado) de epidemiologia.

Rogers, em 1995, apresentou um sistema dindmico para modelar a propa-
gagao de ideias numa populacao por memes (E.; F.; F., 2006). Em 2002, Billings
et al., (BILLINGS; SPEARS; SCHWARTZ, 2002) adaptaram dois modelos de epi-
demiologia em redes conectadas. A andlise proporcionou uma nova visao sobre a
persisténcia dos virus de computador e quais as estratégias deveriam ser concebidas

para o seu controle. Dodds e Watts introduziram um modelo geral de contagio, onde
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sugeriu novas medidas para avaliar a suscetibilidade de uma populagao para eventos
de grandes contagios, e também uma possivel estratégia para a inibicao ou para
facilitar a propagagao (DODDS; WATTS, 2004). Cha et al., investigaram as pos-
siveis razoes para o atraso na propagacao da informacao boca-a-boca e estudaram
o impacto desses fatores usando o modelo SEIR(Suscetivel - Exposto - Infectado -
Recuperado) epidemiolégico que foi adaptado para permitir a investigagao da veloci-
dade de propagagao (CHA et al., 2012). Como os autores escolheram as constantes
do modelo nao ficou claro no artigo, mesmo com uma quantidade satisfatéria de

dados reais.

Muitas vezes, mesmo em posse de muitos dados, as taxas, que sao fundamen-
tais na dinamica dos modelos, nao sdo encontradas precisamente, comprometendo

assim a eficicia desses modelos.

Pachi (PACHI, 2006) apresentou um modelo de propagacao de informagao
com dois niveis, baseado no modelo SIR (Suscetivel - Infectado - Recuperado) de
epidemiologia que investiga o espalhamento da informacao na populagao, utilizou
constantes arbitrarias. Interessante observar que modelos mais complexos trazem

ainda mais constantes para serem estimadas.

Os modelos matematicos, quando bem desenvolvidos podem contribuir muito
para a compreensao das possiveis dindmicas que envolvem a propagacao de infor-

macgao e com isso, ser util em diferentes situagoes.

A seguir apresentaremos alguns modelos matematicos usados para a propa-
gagao de informagao que foram baseados no modelo SIR de epidemiologia (se¢ao

3.2).



45

4.2 Modelo ISS Ignorant-Spreader-Stifier.

O modelo ISS (Ignorants-Spreader-Stifier) baseado no modelo DK, e apresen-
tado por (PIQUEIRA, 2010) e (MORENO; NEKOVEE; PACHECO, 2008), utilizou
uma versao do modelo compartimental SIR de epidemiologia, onde cada um dos N
elementos da rede pode estar em trés estados diferentes: Ignorants (1), Spreader (S)
e Stifler (R). Onde Ignorants (Ignorantes) sao aqueles individuos que nao ouviram a
informagao e, portanto, eles sao suscetiveis a serem informados. Spreader (Espalha-
dores) sao os individuos ativos que estao espalhando a noticia. Finalmente, Stiflers
(Sufocadores) sdo aqueles que conhecem o dado, mas nao propagam a informagao.
O processo de espalhamento evolui por contatos direcionados dos espalhadores com
os outros na populagao. Quando um espalhador encontra com um ignorante, este se
transforma em um novo espalhador com probabilidade X. A deterioragao do processo
de difusdo pode ser devido a um mecanismo de "esquecimento" ou porque o espa-

lhador sabe que o rumor perdeu seu "valor noticia". E o contato dos espalhadores

tem probabilidade « de se encontrar outro espalhador ou um sufocador.

As equagoes do modelo sao semelhantes a um modelo epidemiolégico onde as
populagoes ignorants e spreader do modelo ISS sao andlogos as populagoes susceti-
veis e infectados do modelo SIR, respectivamente. Em ISS, a populacao Stifler sao
as pessoas que conhecem o boato, mas que pararam de espalhar depois de encon-
trar alguém que ja conhece a informacao, enquanto que os recuperados do modelo
SIR sao as pessoas que adquiriram imunidade ao virus ou faleceram. Para evitar

confusdo na nomenclatura das varidveis, adotaremos (R) para Stifler, ao invés, de

(9).

A dindmica da transmissao da informacgao serd entao representada pelo se-

guinte diagrama:
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s

Figura 4.1: Fluxograma representando o Modelo ISR sem dindmica vital.

O fluxograma da Figura 4.1 ilustra o modelo ISR. O ntimero de individuos
pertencentes a cada compartimento em um dado instante ¢ é, respectivamente, (),
S(t), R(t), desconsiderando a heterogeneidade dos mesmos. O modelo tradicional
nao apresenta dinamica vital, isto é, em qualquer instante ¢ temos que a populagao

total (N) é constante, I(t) + S(t) + R(t) = N.

As relagoes entre os individuos da rede social é homogénea e para simplificar

o raciocinio, I(t) + S(t) + R(t) = N é considerada constante e normalizados para 1.

4 =0.

Assim, temos que, ‘g =

Desta forma, o modelo ISR é definido pelo seguinte sistema de equacoes

diferenciais:

dl
o~ s (4.1)
‘fif — BKST — aS(S + R) (4.2)
AR _ (s +R) (4.3)

dt
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Com as condigoes iniciais: I(0) = I, >0 S(0) =5y >0 R(0) = Ry =0
Onde:
e/ (t) sao os individuos Ignorants 'nao conhecem a informagao";
e5(t) sdo os individuos Spreader "espalhadores da informagao";
e R(t) sado os individuos Stifler "sufocadores da informagao";

o3 é a taxa de transmissao da informacao entre os individuos "ignorantes' e

"espalhadores”;
z = " : " : =
eq ¢ a taxa de recuperacao ou de "esquecimento' da informacao;
ek ¢ o niimero médio de contatos entre os individuos;

E importante ressaltar que, para o modelo representado pelas Equacoes (4.1)
- (4.3), a populagao total da rede é I(t)+S(t)+ R(t) = N que permanece constante.
Por conseguinte, a dimensao do espaco de estado é 2, isto é, uma das equacoes pode

ser expressa como uma combinacao linear dos outros dois.

Do sistema de Equagoes (4.1) - (4.3), temos que o nimero de espalhadores
(S) aumenta a uma taxa proporcional a taxa de transmissao 3 e o niimero médio de
contatos k de cada individuo. Por outro lado, o mecanismo de aniquilagao considera
que espalhadores decaem para a classe sufocadores (R) a uma taxa ak vezes a

densidade de espalhadores e de individuos nao-ignorantes.
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Utilizando a condicao de normalizagao, onde

i(t) +s(t) +r(t) =1,

e as condigdes iniciais i(0) = Y= 5(0) = ~ er(0)=0.

O sistema de Equagoes adimensionalizado sera:

di .
i —Bksi

d

d;: = Bksi —as(s+1)
d
d—z =as(s+r)

(4.4)

(4.5)

(4.7)

A dinamica do modelo acima admite que a densidade de individuos espa-

lhadores aumenta e é proporcional a taxa de espalhamento da informagao 8 e o

numero médio de contatos k de cada individuo, para as densidades de ignorantes

e individuos espalhadores, i(t) e s(t), respectivamente. Por outro lado, diminui

considerando que espalhadores decaém para a classe stifler a uma taxa ak vezes a

densidade de espalhadores e de individuos nao-ignorantes 1 — i(t) = s(t) + ().

O sistema de Equagoes diferenciais (4.5 - 4.7) pode ser analiticamente resol-

vido no tempo limite infinito quando s(occ) = 0. Usando a Equagao (4.4), temos

que
/ s(x)dt =re = lim r(t)
0

T—+00
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Introduzindo a nova variavel =1+ % nos obtemos a equacao transcendental,

Too = 1 — e Free (4.8)

A Equagao (4.8) admite a solugdo trivial ro, = 0, mas ao mesmo tempo tem
uma outra solucao fisicamente relevante para todos os valores dos pardmetros A\ e

a. Isto pode ser facilmente apreciada desde que a condicao,

d — DT
W(l—e freey |

o> 1, (4.9)

Too=

A
que se reduz para = > 0.

Este resultado, também aponta que o modelo matematico para a propagacao

de rumores pode ser construida de muitas maneiras diferentes.

Os pontos de equilibrios e andlise da estabilidade podem ser vistos em (PI-

QUEIRA, 2010).

A solugao numérica com as condigoes iniciais e os parametros utilizados no
sistema foram baseados em (PIQUEIRA, 2010). Assim, consideramos as condigbes
iniciais Sy = 9 e Iy = 1, os parametros § = 0.04, a = 0.03, £k = 0.8 e a solugao
numérica se aproxima da solugao analitica com a precisao da maquina, apresentando

erro nulo. O grafico obtido da simulagao numérica esta representado na Figura 4.2.

A analise do modelo de ISR mostra que para uma dada populacao T, os pa-
rametros de controle principal sao as taxas e a que medem a comunicacao eficiente

entre espalhador-ignorante () e espalhador-sufocador («), respectivamente. Cabe
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Figura 4.2: Variagdo temporal do ntimero de ignorantes /(t), do nimero de espa-
lhadores S(t) e do nimero de sufocadores R(t).
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ressaltar que os valores dessas taxas foram escolhidos arbitrariamente na literatura.

4.3 Modelo SIR com Dois Niveis de Atitude.

O modelo SIR (Suscetivel, Infectado, Recuperado) com dois niveis de atitude
foi apresentado por Pachi (PACHI, 2006), baseado no modelo compartimental SIR
de Epidemiologia, que descreve a dinamica da transmissao de ideias e investiga o

espalhamento delas na populacao.

A populacao total N é subdividida em classes de individuos "suscetiveis a
informagao" (5), "infectados" (I) e "recuperados' (R) a propagagao de informagao.
Cada uma dessas classes serd ainda subdividida em dois grupos: um grupo é formado
pelos individuos mais ativos, enquanto que no outro grupo, os individuos passivos a
informacao. Assim, N =S1+ 11+ R1+S2+ 12+ R2. Com Sy, I e R, individuos
ativos, mais receptiveis a informacao e Sy, Is e Ry os individuos passivos, mais

resistentes a informacao.

A dindmica da transmissao da informagao serd entao representada pelo se-

guinte diagrama:

Onde:

o 3 (i =1,2,3,4) - sdo os coeficientes de transmissao da informagao entre

os individuos "infectados" e "suscetiveis";

e v - ¢ a taxa de recuperacao ou de "esquecimento";

1

e )\ - é a taxa de transmissdo da informagao em massa (A~ representa o
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Figura 4.3: Diagrama de fluxo do Modelo de Transmissao de Informacao. As setas
pontilhadas indicam apenas o contato entre os individuos suscetiveis e infectados
PACHTI (2006).

periodo de duragido da campanha educativa);

e /i, - ¢ a taxa de mortalidade natural;

e p - é a proporcao de individuos susceptiveis que entram no sistema 0 < p <

e 1 - é o fluxo de entrada de individuos suscetiveis;

Considerou-se também duas possiveis formas da informacao ser transmitida e
entao assimilada pelos individuos suscetiveis. Na primeira, os individuos suscetiveis
podem ter acesso a nova ideia pelo contato direto com os individuos infectados, que
ja reconheceram e aceitaram a novidade. Na segunda situacao, assume-se que 0s
individuos suscetiveis sao submetidos a uma campanha educativa, podem reconhecer
e aceitar a nova ideia divulgada por qualquer meio de comunicacdo em massa e a

transmissao da informagao ocorre a uma taxa constante (PACHI, 2006).

Baseado nas suposicoes descritas anteriormente, a dinamica do modelo que

é dada pela Figura 4.3, pode ser entdao descrita pelo seguinte sistema de equagoes
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diferencias ordinérias:

dS,

7dt = (]_ — p)ﬂ' — )\Sl — 6181]1 — 5381]2 — /lSl (410)
dS
7dt2 = pm — ASy — B4S2ls — B2Saly — pSs (4~11)
dl;
P ASt + B1S1L + 3511 — (i + ) [y (4.12)
dl
it = ASy — B4Saly + 2521y — (2 + ) Lo (4.13)
dR;
— =yl - 4.14
dt il — phly ( )
dR
7dt2 = Yol — Ry (4-15)

Com as condigoes iniciais ndo negativas e N(0) >0e N = S+ 1 + Ry +
52 + Ig + Rg.

Observe que ‘% =7 — ulN, e que %V = 0 se, e somente se, 71 — uN = 0, ou
seja, quando N = g Isto implica que N(t) — ﬁ quando t — oo. Portanto, se
N(t) for menor que %> a populagdo aumenta, enquanto que para N (t) maior que oA
populacado diminui até eventualmente atingir g, para todo t suficientemente grande.

Como a populagao total é constante, Pachi (PACHI, 2006) admitiu 7 = pV.
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Pachi em (PACHI, 2006) propds um modelo simplificado considerando uma
situacao alternativa, na qual a dinamica da transmissao da novidade passa a ser
afetada por uma consideracao especial do comportamento dos individuos perten-
centes a classe 5. Pachi supds que estes individuos, diferentemente dos individuos
do grupo I, ndo possuem habilidades de bons comunicadores e ndo conseguem (ou

nao tém interesse) em divulgar as novidades.

Neste contexto, os individuos I, transmitem a inovacao apenas aos individuos
S1, que por serem mais receptivos tém mais facilidade para aceitarem uma nova
ideia e, portanto, teoricamente nao se exige muita argumentacao para persuadi-los.
Em termos matematicos, desconsideramos o contato entre os individuos I; e Ss,

admitindo a taxa de contato 34 = 0 no sistema de Equagdes (4.10 - 4.15).

Em contrapartida, as caracteristicas das outras subpopulagoes e o comporta-
mento mais e menos contumaz as novidades se mantém em todas as outras classes.
Assim, as duas possibilidades de transmissao da inovacao ainda sdo: campanha

educativa e contato direto com os individuos que reconhecem e aceitam a novidade.

A solucao exata e a analise tedrica deste modelo sdo encontradas na disser-

tagao de Pachi em (PACHI, 2006).

A solucao numérica com as condigoes iniciais e os parametros utilizados no
sistema foram baseados no modelo apresentado por Pachi em PACHI (2006). Assim,
consideramos as condi¢oes iniciais S7 = 0.30, Sy = 0.25, I = 0.20, I, = 0.5, R, =
0.10 e Ry = 0.10; os parametros ; = 0.003, B> = 0.002, f3 = 0.003, 54, = 0.002,
p=0.2, p = 0.01388, 7 = 0.01388, A = 0.8, 11 = 0.125 e 7, = 0.1666. O grafico
obtido da simulagao numérica esta representado na Figura 4.4. Cabe enfantizar, que
os valores dos parametros foram colocados de forma arbitraria no modelo proposto

por Pachi em (PACHI, 2006).
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As andlises da dinamica do espalhamento de idéias numa populacdo por meio
da simulagdo numérica foram feita por Clarice, ela conseguiu interpretar as implica-
¢oes desses resultados, associando-os a transmissao de informagoes por campanhas
educativas e também por rumores. Clarice admite em sua dissertagao que os rumo-
res sao elementos que intensificam a transmissao da informacao e desta forma podem

contribuir para melhorar a eficacia na propagacao de idéias numa populagao.

4.4 Modelo SEIR para a propagacao de informacao.

O modelo SEIR (Suscetivel - Exposto - Infectado - Recuperado) para propa-
gagao boca-a-boca da informagao do Flickr (site da web de hospedagem e partilha
de imagens fotograficas, e eventualmente de outros tipos de documentos graficos,
como desenhos e ilustragoes, além de permitir novas maneiras de organizar as fotos

e videos), foi apresentado por Cha et al., (CHA et al., 2012).

Cha et al. em (CHA et al., 2012), investigamos as possiveis razoes para o
atraso na propagacao boca-a-boca das informagoes dos usuarios do Flickr. Cha et al.
em (CHA et al., 2012), identificaram dois fatores que pode alterar os espalhadores
da informacao numa rede social: a explossao de usuario no tempo de conexao e
o envelhecimento do contetido. Estudaram o impacto desses fatores usando um
modelo epidemiologico que foi adaptado para permitir a investigacao da velocidade
de propagacao de boca-a-boca. A simulacdo mostrada por eles, diz que os dois
fatores podem explicar os padroes observado nos dados reais e ajudar a compreender
como esses fatores afetam a capacidade da rede para divulgar informagoes de forma

rapida e amplamente.

Considere-se uma populacao de utilizadores de N no tempo ¢, em que S, E, I

e R sdo os usudrios, suscetiveis, exposto, infectados e recuperado, respectivamente,
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eN=S+E+I1+R.

A dindmica da transmissao da informacao sera entdo representada, pelo se-

guinte diagrama:

2 b B .
Susceptible Exposed Infected Recovered

Se— I
1-f

Figura 4.5: Fluxograma do modelo SEIR de propagacao boca-a-boca.

onde:

e « - ¢ a probabilidade de um utilizador suscetivel, com a pelo menos um

amigo infectado, ser exposto ao contetido.

e 3 - é a probabilidade de que um usuario exposto favorito marcar a foto e

torna-se infectado.

Eles admitiram que os usuarios expostos que nao marca a foto favorita, nao
marcara mais, assim, tornar-se imune a foto. Como resultado, os utilizadores ex-

postos tém probabilidade 1 — § para passar para o estado recuperou.

e 0 - é a probabilidade de que um utilizador remova a foto infectada de sua

lista de favoritos e, conseqiientemente, se recupera.

Baseado nas suposi¢oes descritas anteriormente, a dinamica do modelo é
dada pela Figura 4.5, pode ser entao descrita pelo seguinte sistema de equagoes de

diferencas:
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Spi1 = S, — a1, (4.16)

Ep1 = E,+ aSI, — BE, — (1 — B)E, (4.17)
L1 = I, + BE, — o, (4.18)

Rii =R+ (1= B)E, + o, (4.19)

O artigo (CHA et al., 2012) utilizou-se de equagoes de difencas ao invés
de equagodes diferenciais, a mudanca de tempo continuo para discreto nao produz
nenhum efeito sobre a natureza basica da analise dinamica, apesar de alterar a sua
formulacao. Quando o tempo é considerado uma variavel discreta, ou seja, t assuma
apenas valores inteiros, o conceito de derivada perde sua aplicabilidade e o padrao
de mudancas da variavel dependente é descrito pelas chamadas diferencas. Neste
sentido, o modelo dinamico que procura determinar a trajetoria no tempo, é descrito

pelas equacoes de diferencas.

O modelo foi testado utilizando dados reais de redes sociais. Foram usadas
redes de diferentes tamanhos (isto é, que varia de 5000 a 1 milhao de utilizadores). A
simulagao funciona da seguinte forma: Dada uma topologia de rede, comegcaram com
um unico usudrio infectado. Os restantes utilizadores estdao no estado suscetiveis.
Em cada unidade de tempo de simulagao, os usuarios que fazem login tém uma
chance de passar de um estado para outro de acordo com a dinamica do modelo

proposto.
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Para ilustrar a dindmica do modelo, mostra um exemplo da simulacao de
funcionamento com base em uma rede de 5000 usuarios. A Figura 4.6 ilustra a
dindmica de espalhamento de uma fotografia, utilizando os parametros do modelo
de a« = 0,2, f = 0,2, 0 = 0, e nenhum atraso fatores. Neste cenario, pressupoe-se
que todos os usuarios entrem no Flickr, uma vez a cada dia. A simulagao mostra
que o numero de utilizadores aumenta rapidamente e todos os usuarios tornam-
se infectados ou recuperados. Ao encontrar uma foto (ou seja, quando um amigo
tem o favorito marcado em qualquer foto), os usuérios tém uma chance de 20% da
marcacao favorito da foto. Consequentemente, o nimero de utilizadores infectados

rapidamente aumenta e estabiliza a epidemia apos 15 dias.

5000 " ’
SusceptiDle ——
Exposed

4000 } Infected smmims
g Recovereq =
3 3000}
(s ]
g
g 2000
3
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1000 +

U i

0 10 20 30 40 50
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Figura 4.6: Dinamica modelo SEIR de propagagdao boca-a-boca apresentado em
CHA et al. (2012).

As conclusoes feitas pelos autores foram que esta simulacao de base, apresen-
tou um padrao semelhante em uma variedade de tamanhos de rede e valores para o
[ parametro. Para redes maiores, mais usuarios permanecem no estado suscetivel
quando o padrao de epidemia estabiliza. Quando diminuir o valor de 3, o niimero

do total infectado utilizadores diminui.

No artigo nao ficou claro como os autores retiraram as taxas apresentadas no

modelo dos dados da rede social Flikr.
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4.5 Consideracoes.

Ao estudarmos os modelos, para propagacao da informagao, baseados nos
modelos epidemioldgicos, percebemos que nao ha muita diferenga entre eles. A
maioria dos modelos apresentam populagao constante, muitos paramétros de serem
estimados e comparando o comportamento das dindmicas dos modelos pelos graficos,

observamos que eles possuem dinamicas parecidas.

Contudo, os estudos de tais modelos para a propagacao de informacao tem se
mostrado crescente sobre os processos de contdgio que podem ser manifestados por
propagacao de boatos, virus de computador, difusdo de inovagoes, revoltas politicas
e disseminacao de doutrinas religiosas. Podendo assim, ser uma ferramenta de im-
portancia significativa para: empresas, autoridades publicas, campanhas educativas;

entre outros.

Percebendo o poténcial da modelagem matematica e a nao consagragao de
nenhum modelo em especial dentro do universo da informagao, como os apresentados
neste capitulo, decidimos explorar no préximo capitulo o modelo mais simples, que
tem a vantagem de trazer poucas taxas a serem estimadas e que apresenta mais
de uma dinamica. Além de permitir, que a populagdo total deixe ser constante, o
que, em muitas situacoes a populagao onde a informagao pode se propagar, cresce,

deixando o modelo mais proximo da realidade.
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5 ADAPTACAO DO MODELO SUSCETIVEL - INFEC-
TADO COM DINAMICA VITAL PARA PROPAGACAO
DE INFORMACAO

O modelo SI de epidemiologia foi escolhido para ser adaptado para um modelo
de propagagao de informagao. A populagdo total é dividida em suscetiveis (5)
e infectados ([), usamos apenas dois grupos possiveis, porém permitindo que a
populagdo total varie. Dessa forma, o modelo é simples, porém apresenta mais de
uma dindmica. Os individuos que nao ouviram a informacao ou nao a usam de
forma ativa sdo, portanto, suscetiveis de serem informados e de se tornarem sujeitos
ativos. Infectados sao os individuos que possuem a informagao e que de forma ativa

estao espalhando a noticia.

O comportamento dindmico do processo de transmissao de informagao acon-
tece quando uma pessoa suscetivel encontra um infectado (Principio da agao das
massas), que é transformado em um novo infectado com probabilidade 5 (5 > 0) .
Os infectados tém "morte" induzida pela informagao, ou seja, devido a um processo
de esquecimento porque a informacao perdeu o seu valor de noticia com constante

de proporcionalidade ¢ (¢ > 0).

Os individuos removidos de cada classe por "morte natural", por exemplo, o
cancelamento da conta em uma das midias sociais se o meio de propagacao da infor-
macao for a midia social, com taxa proporcional ao tamanho da classe com constante
de proporcionalidade p (@ > 0). Existe também um fluxo de entrada de individuos
suscetiveis na comunidade que representa os "nascimentos' com constante de propor-
cionalidade b (b > 0). "Nascimentos" podem ocorrer em toda populagao (suscetiveis

e infectados) ou apenas na populagao de suscetiveis. Analisaremos apenas a segunda
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0pcao.

A dindmica do modelo é representada pelo fluxograma (Figura 5.1) que cor-

responde ao seguinte sistema de equagoes:

bS5

—

Figura 5.1: Fluxograma representando o modelo SI com fluxo de entrada diferente
do fluxo de saida, onde apenas S contribui para fluxo de entrada.

ds
& =Sb—BI—p) (5.1)
dI
& =165 —¢— ) (5.2)

com condigoes iniciais 1(0) = I e S(0) = Sp.

Somando-se as Equagoes (5.12) e (5.13), obtemos:

N
%;:bS—¢I—MN, (5.3)

0 que nos mostra que neste modelo a populagao total ndo é necessariamente
constante. Interessante perceber que esse modelo permite que a populacao total

deixe de ser constante, assim permitindo que a populagao cresga.
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Para ocorrer a epidemia, temos que ter um crescimento da quantidade de

infectados por tempo, o que significa % > (0. Assim o lado esquerdo da Equacao

(5.2) torna-se I(8S —¢—p) > 0, jd que I > 0 entdo % > 1. Esta fracao representa
o nimero médio de novas infecgoes causadas por um individuo infectado, durante seu
periodo de infecciosidade. Assim, define-se um parametro, amplamente utilizado nos
modelos matematicos de epidemiologia, para avaliar estratégias de erradicagao ou
controle de uma doenca numa populacao, o nimero reprodutivo basico, identificamos
que o (Rp) é o valor desta fragao, no inicio da infecgao, quando toda populagao é
suscetivel, isto é, quando S = N(0) = Ny. Portanto Ry = %

Em geral, quando Ry < 1, a doencga desaparece. Quando Ry > 1, havera uma
epidemia, ou seja, a doenca infecciosa e transmissivel ocorrerda numa comunidade ou
regiao e pode se espalhar rapidamente entre as pessoas de outras regides. Quando
Ry = 1, a doenca ira tornar-se endémica, ou seja, uma doenca localizada em um
espago limitado, podendo se propagar ou nao (CODECO CLAUDIA E COELHO,
2008).

Esta definicao foi adaptada para R, e serd definido como o nimero médio de
individuos que adotam uma nova ideia, gerado por um tnico individuo infectado por
ela e introduzindo numa populacao inteiramente suscetivel a novidade. Para R < 1
tem-se a auséncia da propagacao da informacao na populagdao. Quando Rj > 1 a
informagao 'invade' a populagdo dando origem a sua propagacao e para Rj = 1,

pode ocorrer ou nao a propagacao da informacao (LOPEZ et al., 2002).

Assim, de acordo com as defini¢oes acima, concluimos que o valor da fracao
no inicio da infecgao é R , quando toda populacao é suscetivel, isto é, quando

S = N(0) = Ny. Portanto R} = %
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5.1 Pontos de Equilibrio e Analise de Estabilidade.

Faremos uma andlise matematica que tem o objetivo de prever em tempos
futuros como a populagdo se comportara, ou seja, qual dinamica ela atingirda. E
ainda identificar casos do R}, para verificarmos se a informagao "invadird'ou nao a
populacao.

~

O pontos de equilibrio (§ ,I), obtidos a partir das Equagoes (5.1) e (5.2), tais

que%:() e %:O,séo:

o equilibrio com extin¢ao da espécie, ou seja, onde nao acontece mais a propagagao

da informacao:

(S1, ) = (0,0) (5.4)

esse ponto de equilibrio é atingido depois de algum tempo, ja que a populacao nao

pode ser totalmente nula no tempo inicial.

E o equilibrio endémico, ou seja, onde ha propagacao da informacao em um

espaco limitado e de duragao continua:

S L) = (ltebmn
(527 [2) - ( B ) 5 ) (55)

desde que b — pu > 0, isto é, b > . Se b < pu, serd impossivel que a populagao
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cresga, pois a Equagdo (5.3) sera sempre decrescente e apenas o equilibrio com

extingao da espécie sera possivel.

A andlise da estabilidade destes equilibrios serdo efetuadas através da linea-

rizagao do sistema (BOYCE; DIPRIMA, 1995).

Linearizando o sistema de Equagoes (5.1) e (5.2), em torno do equilibrio

(S, I), obtemos a seguinte matriz Jacobiana.

an_(b—BI—-p  —BS
J(S,I)-( i B§—¢—u> (5.6)

Da anélise dos autovalores (A; e Ag) na matriz Jacobiana (5.6), em cada um
dos pontos de equilibrios (5.4) e (5.5), resulta a classificacdo de cada um, apresentada

na Tabela 5.1:

Tabela 5.1: : Estabilidade de cada um dos pontos de equilibrios (5.4) e (5.5).

Parametro | Equilibrio | Estabilidade

b<pu S1, Ih) estavel (A} < 0e Ay <0)
Sy, I,) | instével (A\; >0 e Ay < 0)

Sa, I5) indeterminado (A; = pi e Ay = —pui)(*)

Sy, I) caso degenerativo (A =0 e Ay < 0)(*¥)
Sy, 1) caso completamente degenerativo (A = 0 e Ay = 0)(***)

(
(
b> v (Sl, Il) instéavel ()\1 >0e N < 0)
(
(
(

(*) Inderteminado para o sistema nao linear, mas nos leva a um sistema

estavel nas proximidades do ponto (S, I3) quando linearizamos o sistema;

(**) Sao pontos fixos associados as solugoes constantes;
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(***) Todas as solugoes sdo constantes, com todos os pontos do plano sendo

pontos fixos do sistema.

Concluimos, portanto, que se o fluxo de entrada de individuos suscetiveis for
memor que o fluxo de saida das classes suscetivel e infectado (b < p), o sistema
tendera ao unico equilibrio vidvel que é o da extincao da espécie. Por outro lado,
se b > p, este equilibrio ¢ instavel e nada podemos concluir a respeito do equilibrio
endémico. E, para b = p, um caso degenerativo (ROSA, 2009), quando pelo menos
um dos autovalores é nulo, assim, nada podemos concluir para a estabilidade dos

pontos equilibrios do ponto de vista linear.

Como a analise de estabilidade nao ¢ conclusiva quando pelo menos um auto-
valor tem parte real nula, o estudo a ser apresentado a seguir se restringird ao caso
em que ambos os autovalores tem parte real ndo nula. Calculando a solugao geral
do sistema linearizado, cuja matriz Jacobiana apresentada (5.6), em torno de cada

um dos pontos pontos equilibrios como feito em (ROSA, 2009), encontramos:

a) préximo ao equilibrio (Sy, I;) = (0,0):

S(t) = CLelb=Mt ¢ [(t) = Coe~@Hm! (5.7)

A partir da solucao da Equacao (5.7) observamos que depende apenas do

sinal b — p, visto que p + ¢ é sempre positivo.

Se b < p tem-se:
lim (S(¢), I(t)) = (0,0), (5.8)

t—o0
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concluimos entao, que se trata de um equilibrio do tipo né estavel.

Se b > pu, o limite (5.8) verifica-se apenas quando C; = 0, o que indica

equilibrio do tipo sela (instével).
As conclusoes as quais chegamos acima, a partir da solugao (5.7), com relagao

a estabilidade e do tipo de equilibrio do ponto (§, i ) = (0,0), estdo de acordo com

os resultados encontrados na Tabela 5.1 para este ponto.

o S g 7 b—
b) préximo ao equilibrio (S, Is) = (“‘#’ TM)

b—p
B

Bt o

S(0) ="

+C3se® —Cyse ™ e I(t) = +C3(b—p)e® + Cy(b—p)e™™, (5.9)

onde:

s=/(—b)(¢+p)

O estudo da estabilidade deste equilibrio depende dos valores do argumento
s das fungbes exponencias envolvidas em (5.9), que por sua vez, dependem apenas

do valor de p — b, uma vez que ¢ + p é sempre positivo.

Se b < u, tem-se s real positivo, o

im (S(0),1(8) = (.

t—o00

77), (5.10)
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verifica-se apenas quando C3 = 0, o que indica um equilibrio do tipo sela (instavel).

Se b > u, tem-se s imaginario puro, o que corresponde a um equilibrio do

tipo centro.

As conclusoes acima, a partir da solucao (5.9), ratificam os valores encontra-

dos na Tabela 5.1 para a estabilidade e o tipo de equilibrio do ponto (§2, fg)

5.2 Resultados Qualitativos.

Utilizou-se o software Scilab 5.3.3 para os resultados numéricos com o objetivo
de associa-lo ao estudo qualitativo do modelo analisado anteriormente e ver algumas

dindmicas para situagoes diferentes.

Os resultados encontrados simulam o comportamento da dindmica de trans-
missao de informacao por meio da propagacao de ideias numa populagdo suscetivel

as novidades.

Nesta secao, os parametros foram escolhidos de forma mostrar os diferentes

comportamentos qualitativos apresentados pelas solugoes do sistema.

Para obter as solugoes numéricas do sistema de Equagbes (5.12) e (5.13),

utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem do ambiente Scilab.

A simulagao funciona da seguinte forma: comeca-se com um tnico individuo
infectado, os 500 individuos restantes estao no estado suscetivel. Em cada unidade
de tempo da simulagao, o individuo que entra em contato com outro tém uma chance

de passar de um estado para outro de acordo com a dindmica do modelo proposto.
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Na Figura 5.2, dados os valores de f = 0.003 (taxa de contato devido o
encontro com um individuo infectado por unidade de tempo), b = 0.02 ( taxa de
nascimento), u = 0.15 (taxa de mortalidade) e ¢ = 0.02 (taxa de mortalidade
devida a falta de interesse no assunto), onde b < p e Rj ~ 8,84, portanto, ocorre a
epidemia, ou seja , acontece a propagacao da informagao. Pode-se observar que com
o passar do tempo, S(t) — 0 e I(t) — 0, sem comportamento oscilatério. Portanto,

o ponto de equilibrio com extin¢ao da espécie (0,0) é estavel.

Modelo Sl para propagacéo de informacao

'\ #r=w ok suscetiveis
w04 - infectados

400 ‘|l
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w
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Figura 5.2: Variacdo temporal do nimero de suscetiveis S(¢) e do nimero de infec-
tados I(t), com b < p.

Este tipo de dinamica sugere que a informacao a ser propagada consegue
atingir um numero relevante de pessoas na rede social que foi disseminada, porém,
com o passar do tempo perde seu valor de noticia. De forma qualitativa esta dina-
mica pode ser vista no grafico da Figura 5.3 que mostra a vida média de 1000 links
populares para cada midia social. Ele mostra quanto tempo um link estd "vivo'antes

das pessoas pararem de acessa-los ou propagé-los.

Na Figura 5.4, dados os valores de g = 0.004, b = 1.32, p =122 ¢ ¢ =

1.15, onde b > p e R ~ 1.06, portanto, ocorre a epidemia, ou seja, acontece a
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facebook

twitter

density

youtube
diract

time (s)

Figura 5.3: Distribuicao da vida média do compartilhamento de links ao longo de
quatro tipos diferentes de midias sociais. (www.gestordemarkenting.com).

propagacao de informagao, observa-se que existe um comportamento periddico. A
linearizacao em torno do ponto de equilibrio (3\2, fg) foi estavel nas proximidades
do ponto (com autovalores imaginarios puros). Visualiza-se, porém, na Figura 5.3,
que este ponto é um centro. Como apresenta movimentos oscilatérios, a previsao
das variagoes ciclicas implica que uma queda no nimero de infectados nao implica,
necessariamente em término da infeccao. Depois de certo tempo de diminui¢ao no
numero de infectados, este comecarao a aumentar, pois exite uma reposicao de novos

suscetiveis; e uma nova epidemia inicia.

Este tipo de dinamica sugere que a informagao a ser propagada precise cons-
tantemente de difusores para dissemina-las, por exemplo, campanhas como doagao
de sangue, de coleta de lixo nas praias, de vacinacao, que como no grafico da Figura
5.4, de forma qualitativa, pode ser comparado com a dinamica descrita na Figura
5.5. Com o passar do tempo os individuos esquecem a informagao e precisam de um

incentivo para lembra-los.

Na Figura 5.6, dados os valores § = 0.0005, b = 0, u =0 e ¢ = 0, onde
b = pu. Com essas escolhas o modelo SI de epidemiologia sem dindmica vital é

recuperado como em (BUBNIAKOVA, 2007). E estdvel para o ponto de equilibrio
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Modelo Sl para propagacéo de informacéo
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Figura 5.4: Variagao temporal do nimero de suscetiveis S(t) e do nimero de infec-
tados I(t), com b > f.
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Figura 5.5: Variagao temporal do nimero de infectados I(t) apés uma campanha
de vacinagao contra a meningite. (www.scielo.br).
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(0, N) e ocorre a propagacao de informagao.

Modelo Sl para propagacéo de informacéo
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Figura 5.6: Variagdo temporal do nimero de suscetiveis S(¢) e do nimero de infec-
tados I(t), com b=pu=¢=0.

Este tipo de dindmica pode ser visto de forma qualitativa na Figura 5.7 a
tendéncia por busca utilizando Facebook (Fonte: Googletrends), se considerarmos
a curva como os individuos infectados.

Interegse com ¢ passar do tempo

C numero 100 rzpres=nta ¢ nieresse maxime das pesquisas Ttules das oficies Frevisic

Figura 5.7: Variacao temporal da tendéncia de busca por facebook.
(www.googletrends.com acessado em 23 de julho de 2013 as 15 horas).

Nesta dissertacao apresentamos algumas das possiveis dindmicas, mas outras

podem ser vistas quando variamos os valores dos parametros descritos no sistema
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de Equagoes (5.1) e (5.2).

5.3 Metodologia para o Ajuste de Parametros.

Usamos o modelo mais simples utilizado em epidemiologia, pois ele contém
apenas dois grupos de individuos com isso apresenta menos constantes, taxas que
podem ser estimadas via dados retirados da informagao que se deseja propagar.
Lembrando que uma maneira seria estimar previamente as constantes que os modelos
apresentam, mas percebemos a dificuldade de medir tais constantes, decidimos a

partir do resultado estimar esses parametros.

No caso do SI, o ideal seria conhecer a taxa de contato devido o encontro
com o individuo infectado por unidade de tempo (/3) e usando-o no modelo. Porém,
o que ocorre ¢é que nao sabemos o valor de 5. Com os dados conseguimos identificar
os individuos infectados (I(t)), uma alternativa é estimar [ a partir dos dados e
por isso faremos um estudo de caso em uma das dindmicas usando uma técnica do

problema inverso.

O problema inverso é basicamente um problema de estimacao de parametros,
ou seja, dado uma solugao de um sistema de EDO’S que depende de parametros des-
conhecidos queremos determinar os valores dos pardmetros. O problema inverso é
uma alternativa para a calibracao do modelo, a partir de uma série de dados que de-
sejam descrevé-los, no qual os parametros tém de ser estimados a partir de amostras
de dados. Matematicamente problemas inversos pertencem a classe de problemas
mal-postos (CEZARQO, 2008). No inicio deste século o matemético francés Jacques
Hadamard definiu um problema bem-posto como sendo aquele cumpre trés condi-
¢oOes: existe solucao, a solucao é unica e a solucdo tem uma dependéncia continua

(suave) com os dados de entrada. Assim, o problema é dito mal-posto se alguma
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das condigoes acima nao ¢é satisfeita.

Existem alguns métodos de solugao para problemas inversos (CAMPOS VE-
LHO, 2010):

e Inversao direta;

e Decomposicao em valores singulares;

e Minimos quadrados e variantes (minimos quadrados ponderados);

e Métodos de regularizacao;

e Métodos variacionais;

e Outros (molificagdo, métodos bayesianos, filtros digitais, redes neurais, etc).

Nesta dissertagdo encontra-se o método por minimos quadrados.

5.3.1 Solucao do Problema Inverso.

Um estudo inicial foi feito a respeito do problema inverso para a obengao da

taxa necessaria para o sistema de EDO’s, material este que pode ser encontrado em

(KUNZE; VISCAY, 1999), (CEZARO, 2008), (QUEIROZ LIMA, 2009).

Usamos o método de ajuste de minimos quadrados para resolver o problema
inverso. Utilizamos este método quando temos uma distribuicao de pontos e quere-

mos ajustar a melhor curva ao conjunto de dados.
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Considerendo o problema de valor inicial:

= (@) alt) =
Em que f(x) é dada como f(x) = i apdr(x)
k=1

A solugao deste problema satisfaz a formulacao da integral

x(t) = xo + /t: f(xz(s))ds = xo + i Qg /Ot or(z(s))ds (5.11)

Assim para qualquer solugao de (5.11) temos que o desvio §(z) deve ser zero,

mas deve ser o menor possivel quando consideramos uma aproximagcao z(t).

5(z) = w(t) — zo — kfj o /Ot bu((s))ds

Escrevendo as fungoes de pardmetros que contempla os desvios, no método

dos minimos quadrados procuramos os parametros de forma que:
T 2
F(a, oy ) = / 1 8(t) ||? dt —s minimo.
0

Trabalhamos com dados discretos, entao: [0,7] — to,t1,....,t, = nAt;n =

0,..., N. Associando a discretizacdo, temos os vetores xq, r1 = x(t1),...,tx = z(ty).

Considerando, que o tempo inicial nao variou, temos que calcular o desvio

em cada tempo discreto; tp nao tem desvio.

Assim:
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§z) =xp — 29 — g Qg /Otn or(x(s))ds

tn
Para calcular a integral / ¢r(x(s))ds nos pontos discretos, vamos aproximar
0

usando a regra dos trapézios.

/Ot" F(F)dr ~ iw;f(m _ A;[f(to) () o 2t — 1)+ (8]

assim:

J o
1; caso contrario.

1.
w”:At{ i;JfOoun.

A expressao do desvio ficara assim:
m n

0(x) = xn — w0 — Yy wigw(T;)
0

k=1 j=

Entao a funcao:

N m n
Flay,am) = @ —x0 Y y wiep(z) ||°
n=1 k=1 7=0

n
. < o _ n .
Ficamos com a expressdo mais simples fazendo pf = > w3 dp(r;) e substi-
J=0
tuindo, obtemos:

N m
F(O&l,...,Oém): Z ” xn_wo_zakpz H2
n=1 k=1
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Derivando em relacao para cada «;, temos que:

m m m
o llon = 20 = D anppl® = g (w0 — 20 = Y anpp n — 20 — Y arpf) =
k=1 k=1 k=1

= _2(3:71 — Ty — Z Oékp;;L?p?)
k=1

Obtemos assim, as equagoes normais em que usamos o produto interno (, ).

N .
n:1($n — T — 2y Oékpzm?) =0, i=1, ... , m.

Usando a notacao de sistemas lineares:

apnog + appte + ..o+ A1 Oy = bl
910 + 990y + ... + Aom Ny, = bg

Am101 + Ao + .o+ Ay Oy, = bm

onde:
m N N

Qij = Z[Z(ﬂ?a p?)] € bl = Z(xn - xO?ﬂ?)'
j=1n=1 n=1

Ao montar o sistema de equagoes, podemos observar que a matriz do sistema
¢ simétrica e se as fungoes p;'; forem tais que os vetores pj’; resultantes forem line-
armente independentes, o sistema admite uma tinica solugdo. A nossa expectativa
é que este sistema tenha uma tunica solucao. Entao se o sistema tem uma solugao

tnica, esta solugao é o ponto minimo da fungao F(aq, ..., apy).

Vamos analisar o nosso sistema de EDO’S, onde p, ¢ e b = 0:
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as
=S =B —p) (5.12)
dl
=138 —o—p) (5.13)

o que retorna ao modelo SI mais simples.

Onde:
1
¢1=51< _1>;041=5
. o dx S
que serd substituido em : pri f(@) = apdu(x).
k=1

5.4 Estudo de Caso.

Sera apresentado um estudo de caso da aplicagdo da metodologia discutida,
nos quais, dados da tendéncia de busca por Facebook obtidos no Google Trends sao
usados para se obter o parametro desejado. O Google Trends é uma ferramenta
do Google que mostra os mais populares termos buscados em um passado recente.
A ferramenta apresenta graficos com a frequéncia em que um termo particular é
procurado em varias regioes do mundo, e em varios idiomas. O eixo horizontal do
grafico representa tempo (a partir de algum tempo em 2004), e o vertical é com que
frequéncia é procurado um termo, globalmente. Noticias relacionadas aos termos

buscados sdo mostradas ao lado e relacionadas com o grafico, apresentando possiveis
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motivos para um aumento ou diminuicao do volume de buscas. Os resultados obtidos
nao sao fornecidos em termos de volume de pesquisa, mas sim dentro de um indice
entre 0 a 100 em que 100 é o ponto no tempo em que a pesquisa teve o seu maximo

atingido.

A simulacao dos dados funciona da seguinte forma: atribuimos o indice ao
nimero de pessoas onde comega-se com um unico individuo infectado e os 99 indivi-
duos restantes estao no estado suscetivel. Em cada unidade de tempo da simulagao,
o individuo que entra em contato com outro tém uma chance de passar de um estado
para outro de acordo com a extracao dos dados da Figura 5.7 que mostra somente

a dindmica dos infectados.

Usamos o software Scilab 5.3.3 para fazer o grafico de dados, como ilustrado
na Figura 5.8, cabe ressaltar que a curva dos individuos infectados que corresponde
aos dados e a curva dos individuos suscetiveis é dado pela diferenca entre a populagao

total e os individuos infectados.

Grafico de dados
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Figura 5.8: Variacao temporal dos dados retirados do grafico de tendéncia de busca
por Facebook.
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Podemos verificar que de forma qualitativa a Figura 5.8 representa a dinamica

do modelo SI mais simples de propagacao de informagao, Figura 5.6.

Aplicando o cédigo de computador feito em Scilab 5.3.3 para resolugao do
problema inverso, ajustando a curva dos dados ao nosso modelo conseguimos prever

qual sera o valor de 8 e o resultado encontrado foi 3 = 4, 8647 x 10%.
Conforme o resultado que obtivemos, Figura 5.9, pode-se verificar que a di-

namica é correspondente ao grafico dos dados. Para uma melhor comprensao das

dindmicas, os dois graficos podem ser visualizados na Figura 5.10.

Madelo Sl para propagag3o de informag3e

s =26« 2 suscetiveis
¥ infectados

Paopulagde

80

Figura 5.9: Variacdo temporal da propagacao da informacao com 3 = 4, 8647 x 10*
estimado pelo problema inverso.

Com o modelo conseguimos nao s6 prever a troca de interesse como manipular
a informacgao de forma que essa troca possa acontecer em pouco tempo ou nao. Como
mostrado na Figura 5.11, onde aumentamos o valor de / (taxa de contato devido
ao encontro com um individuo infectado por unidade de tempo) e verificamos que a
velocidade de propagacao da informagao dos dados calculados aconteceu em periodo

menor. Ja na Figura 5.13 diminuimos o valor de [ e consequentemente aumentou-se
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Figura 5.10: Grafico de comparacao - calculado pelo pelo problema inverso x dados
retirados do Google Trends.

a velocidade de propagacao da informacgao dos dados calculados.

Desta forma, o modelo de propagacao de informacao estara atento a capturar

a capacidade de uma informagao persuadir as pessoas.

Modelos deste tipo tém despertado especial interesse de grupos de estudos
em Marketing empresarial que tem desenvolvido modelos com o objetivo de gerar
predicoes a respeito da adog¢do de produtos ou para pesquisar sobre a tendéncia
de opinido publica. Investimento em campanhas educacionais, principalmente as
destinadas aos jovens, tem sido uma preocupacao constante para as autoridades
governamentais de todo o mundo. Apesar dos esforcos constantes para melhorar
a eficacia dessas campanhas, observa-se que em muitos casos, os resultados estao

abaixo das expectativas.

A busca de um modelo que represente a dindmica de uma propagacdo de

informacao ajuda na predi¢ao, mas é importante notar que complicar os modelos com
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Figura 5.11: Gréfico de comparacio com (3 = 4,8647 x 10%) * 2.
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Figura 5.12: Gréfico de comparagao com (3 = 4, 8647 x 10*)/2.
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vista aproxima-los da realidade, por si s6, nao conduz as respostas adequadas aos
problemas. Em geral, s6 cresce o nimero de perguntas. Ao tornar um modelo mais
complexo, por um lado descreve-se melhor a realidade, por outro lado, aumenta-se o
nimero de constantes do modelo, por isso, optamos em estudar o caso mais simples

do modelo.

5.4.1 Outros Resultados.

Apresentaremos alguns resultados comparativos obtidos das simulgoes com
o codigo da resolucao do método do problema inverso para a obten¢ao da taxa de
contato () e outras tendéncias de busca no Google Trends. As simulagbes seguem
o mesmo que foi feito na secdo 5.4, e, foram feitas visando testar e adquirir uma

base de conhecimento sélida sobre o comportamento dindAmico do modelo.

Inicialmente, na Figura 5.13, sao comparados os resultados da tendéncia de
busca por Android no Google Trends. Os dados foram acessados em 15 de setembro
de 2013, e, apds a sua extracao conseguimos fazer a estimacao da taxa de contato

(8). Verificamos que a dindmica é correspondente ao grafico de dados.

O gréfico ilustrado na Figura 5.14, mostra os resultados de comparacao dos
dados da tendéncia de busca por Google no Google Trends, que foram acessados
em 15 de setembro de 2013 e o grafico com valor da taxa de contato estimado pelo

c6digo. Verificamos que as dinamicas sao correspondentes.

Na Figura 5.14, comparamos os dados obtidos da tendéncia de busca por
Yahoo com o grafico obtido pelo c6digo com o valor da taxa estimada. Os dados
foram acessados em 15 de setembro de 2013 e podemos verificar que dinamicas sao

correspondentes.
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Grafico de comparacao - Dados do Android
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Figura 5.13: Grafico de comparacao dos dados calculados e retirados da tendéncia
de busca por Android.

Grafico de comparagéo - Dados do Google
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Figura 5.14: Gréfico de comparacao dos dados calculados e retirados da tendéncia
de busca por Google.
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Grafico de comparacéo - Dados do Yahoo
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Figura 5.15: Grafico de comparacao dos dados calculados e retirados da tendéncia
de busca por Yahoo.

Finalmente, para validarmos o codigo, retiramos os dados obtidos no modelo
SI descrito na segao 3.1 e colocamos no cédigo do problema inverso para estimar a
taxa de contato. Obtemos os resultados da Figura 5.16. Assim verificamos que o

c6digo da resolucao do problema inverso é valido.
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Figura 5.16: Grafico de comparacao dos dados calculados e retirados do grafico da
Figura 3.4.
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6 CONCLUSAO

Discutimos um modelo matematico simples que representa diferentes com-
portamentos na forma qualitativa da propagacao da informacao e que, por meio da
analogia entre o espalhamento de idéias e doencas infecciosas, pode contribuir para

compreensao das possiveis dinamicas que envolvem a transmissao da noticia.

Interessante notar que a maior parte dos modelos de EDQO’s utilizados para
a propagacao de informacao encontradas na literatura baseia-se em epidemiologia,
contudo nao sao utilizados em situacoes reais, mesmo com os dados de como a in-
formacao se propaga em determinada populacdo. A populagao desses modelos é de
uma forma geral, considerada constante. Percebemos que essa hipotese deve ser
alterada, dado que a maioria das populac¢oes onde se quer entender a propagacao de
informagao varia ao longo do tempo. Percebemos ainda, que consideramos nasci-
mentos e mortes na populacao, para que a populagao total deixasse de ser constante

e a relagao entre esses parametros proporciona diferentes dinamicas no sistema.

O estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio nos permitiu perceber se o
espalhamento da informacao acontecera ou nao. E, através desta analise matema-
tica podemos predizer em tempos futuros a dindmica da populagdo. Analisamos a
dindmica da disseminacao da noticia numa populagao por meio de simulagoes nu-
méricas e conseguimos interpretar as implicagoes desses resultados, associando-os a

transmissao de informagoes em algumas situagoes diferentes.

Aplicamos o método dos quadrados minimos na solu¢ao do problema inverso
para EDO’s, com objetivo determinar a taxa do modelo matematico mais simples

a partir dos dados reais retirados da tendéncia de busca por Facebook, visto que,
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extrair essas constantes dos informes sao muito dificeis de medir na poulacdo mesmo
quando se tem uma quantidade satisfatéria de dados. Com o valor da taxa no modelo
proposto, conseguimos nao sé estimar como a informacao se desenvolve ao longo do
tempo, e através das simulagoes podemos antecipar ou prolongar surtos do contagio
social, e ajudar a desenvolver intervencoes que controlem, ou espalhem, ou previnam,

a propagacao da informacao.

Em tempos de redes sociais e maior contato, mesmo que virtual, entre as
pessoas, entender e modelar o processo que descreve como a informacgao pode ser
propagada é importante para diversos setores. Por exemplo, do ponto de vista
comercial, entender a dinamica de uma propaganda através de mais de um veiculo
de informagao pode melhorar as vendas e diminuir investimentos. Outra situagao,
que de fato mais nos interessa, é usar esse conhecimento em campanhas educativas,
com o objetivo de compreender o fendmeno e tornar uma campanha mais eficiente, ou
seja, atingir muita gente com pouco gasto e provocar mudangas de comportamentos

e atitudes.

O modelo apresentado nao pretende de forma alguma cobrir todos os possiveis
tipos de propagacao de informagao. Também nao pretende espelhar todos os fatores
relevantes para a dinamica de qualquer tipo de informacdo. E apenas uma possivel
forma de enquadramento dos varios tipos de informagao, uma espécie de primeira
escolha, a partir da qual se poderao efetuar elaboracoes adicionais de modo a tornar
o modelo mais proximo da realidade qualitativamente. Cobrir adequadamente rea-
lismo e viabilidade é o passo mais delicado em um processo de modelagem, por isso,
o modelo matematico de propagacao de informacao apresentado foi mais simples
e geral, que contemplou mais de uma dindmica, que dependendo dos pardmetros

utilizados pode ser usado em diferentes tipos de propagacao de informacao.

Acreditamos que este tipo de estudo tem importancia significativa para a
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pesquisa cientifica e estamos investigando a possibilidade da utilizagao desse estudo
em outros dados conhecidos, como no contexto de aprendizagem de maquina, nos
dados e entrega de contetido em redes sociais (EITAN ALTMAN FRANCESCO
DE PELLEGRINI; JIMENEZ, 2013), (ALTMAN, 2014) e (ALTMAN, 2004), ao
qual pretendemos analisar a eficiéncia de sua resposta em termos de coeréncia com

os resultados conhecidos historicamente.
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APENDICE A ANALISE DE ESTABILIDADE DOS EQUI-
LIBRIOS DE UMA EQUACAO DIFERENCIAL ORDINA-
RIA

Considerando a equacao diferencial autonoma nao linear

dx
ar (z) (A1)

e sendo, T o valor de z, tal que f(Z) = 0, isto é:

H - (A2)

Dizemos que Z é um equilibrio.

A.1 Linha de fase.

Para construir e analisar a linha de fase de uma equacao auténoma como em

A.1 deve-se:

e resolver f(x) = 0 para determinar todas as solugoes de equilibrio e marca-
las numa linha de fase (eixo z orientado);

e determinar o sinal de flj—f nos intervalos entre as solugoes de equilibrio su-
cessivas, e marcar setas horizontais apontando para direita quando f(x) > 0 e setas

horizontais apontando para esquerda quando f(z) < 0;
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e cada solucao de equilibrio pode ser classificado em: estavel, instavel ou

semiestavel, de acordo com a figura A.1:
— —————p—  — ——————

inztavel semiestavel estavel

Figura A.1: Analise dos tipos de equilibrio em uma linha de fase.
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APENDICEB ANALISE DE ESTABILIDADE DOS EQUI-
LIBRIOS DE UM SISTEMA BIDIMENSIONAL

B.1 Linearizacao.

Linearizacao é a técnica que relaciona as solugoes no caso nao linear com as
correspondentes solugoes da aproximacao linear do sistema em torno do equilibrio
em questao, para obter informagoes qualitativas a respeito do comportamento de
longo prazo das solugoes, a partir de um momento em que a solugao esteja suficiente

proxima do equilibrio considerado.

O teorema de Linearizacao de Lyapunov-Poincaré nos auxilia no estudo de

estabilidade dos pontos de equilibrio.

Teorema 1: (Teorema da Linearizacdo Lyapunov-Poincaré): Seja f(z) um
sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem nao-lineares continuamente dife-
renciavel em uma vizinhaga de um ponto de equilibrio O e considere o sistema linea-

rizado em torno de O obtido pela expansao em série Taylor, isto é, f(z) = Az+ B(x).

a) Entao, se todos os autovalores da matriz quadrada A possuirem parte
real negativa, o ponto de equilibrio O sera assintoticamente estavel para o sistema

nao-linear.

b) Se pelo menos um autovalor A de A for tal que Re(A) > 0 (parte real

positiva), o ponto de equilibrio O é instavel para o sistema nao-linear.
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Dado o sistema:

Y Py (B.1)
dy
W Q) (B.2)

Que pode ser escrito em forma matricial:
de u
4] ~ e (B3)

P (%

onde definimos:

(B.4)

Para verificar a estabilidade dos pontos de equilibrio, deve-se analisar os

autovalores A; e Ay da matriz Jacobiana.

Os autovalores (A) da matrix Jacobiana J(Z,7), sdo as solugoes da equagao

algébrica:

A* AT+ D=0 (B.5)
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onde T e D sdo o traco e o determinante da matriz J(Z,y) , respectivamente.

Resolvendo a Equagao (B.5) obtemos:

T+VT?—-4D
2

Ao =

As raizes de (B.6) dependem do valor de A = T? — 4D:

e se A > 0 temos duas raizes reais e distintas, isto é, A17As;

e se A = 0 temos duas raizes reais e iguais, isto é,A; = Ay;

e se A < 0 temos raizes complexas com parte imagindria nao nula.

Para classificar os pontos de equilibrio podemos usar os critérios usados nos

sistemas lineares, que estao apresentados na tabela A.2.

Se D = 0, temos uma das raizes da Equagao (B.5) igual a zero. A outra
raiz serd positiva se T' > 0 e negativa se T' < 0. Esses casos sdo considerados raros
e significam que existe uma regiao onde os pontos de equilibrio nao sao isolados, e
estao todos situados sobre uma reta. Um ponto de equilibrio é isolado, se podemos
determinar um circulo com centro dentro do qual nado existem outros pontos de

equilibrio.
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Tabela B.1: Propriedades de estabilidade dos pontos de equilibrio de sistemas line-
ares.

A =T? — 4D | Determinante Traco Tipo de ponto critico | Estabilidade
D=0 T =0 1o instavel
A= D=0 T <0 10 estavel
D <0 I'>0o0uT <0 ponto de sela instavel
A=0 D=0 T =0 1o instavel
D=0 T < 1o estavel
D=0 Th =0 ponto espiral instavel
A< D=0 e ponto espiral estavel
D =10 =il centro estavel
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APENDICE C METODOS DE RUNGE-KUTTA

Provavelmente um dos processos numéricos mais populares e, ao mesmo
tempo, mais precisos para obter solu¢oes aproximadas de equacgoes diferenciais ordi-

narias é o método de Runge-Kutta de quarta ordem (ZILL D.G.; CULLEN, 2001).

Os métodos de Runge-Kutta (RK) possuem um erro local de truncamento
de alta ordem. Essa propriedade tem um impacto direto no custo computacional
do problema, pois os valores de h estao diretamente relacionados ao nimero de
iteragoes necessarias para a convergeéncia da solucdo. Quanto menor for o valor do

passo h, maior serd o numero de iteracoes necessarias para solucionar a equagao

para o mesmo intervalo [to; tf].

C.1 Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem (RK2).

kv = hf(t;w;)
ko =hf(ti + Lwi+ 1k)
Wiy1 = Wy + kQ + O(h2)

paracadat=1,2,... N — 1.
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C.2 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem (RK4).

kv = hf(t;w;)

ko = hf(t; + % wi+ 1ki)

ks = hf(t; + % wi+ 1ko)

ky = hf(t; + h;wi + k3)

Wis1 = w; + (k1 + 2K5 4 2k3 + ky) + O(h*)

para cada ¢ = 1,2, ..., N — 1. Esse método tem o erro local de truncamento
O(h3) e o erro global que é formado pela acumulagio dos erros de truncamento local

a cada passo, juntamente com os erros de arredondamento, ou seja, ¢ erro maximo

do método no intervalo total da aproximacio ¢ O(h*) (?).

C.2.1 Algoritmo - Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem para os

Sistemas de Equacées Diferenciais.

O algoritmo abaixo implementa o método de Runge-Kutta de quarta ordem

para os sistemas de valor inicial.

Para aproximar a solugao do sistema de m-ésima ordem dos problemas de
valor inicial de primeira ordem v = f;(t; u1; ug; ...; Um ), to < t < ty, com u;(ty), com

u;(to) = o , para j = 1,2,...,m em (N + 1) ntimeros uniformemente espagados no
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intervalo [to; ¢/];

ENTRADA: pontos extremos %, ¢;; nimero de equacoes m; inteiro N; con-

digoes iniciais ar, ..., Q.
SAIDA: aproximagoes w; para u;(t) nos (N + 1) valores de .

Passo 1 - Faca

_ o),
h= Lt

Passo 2 - para j = 1,2,...,m faca w; = a;;

Passo 3 SAIDA (t; w1 wa; .. Wy ).

Passo 4 - Para 1 =0,1,2,..., N siga os Passos 5-7.
Passo 5 - Para j =1,2,...,m faga

ki; = hf;(t;wi;wa;...;wp);

_ h. Fi1. Fi2. . F1,m .
koj = hfi(t+ 3 w1+ FHwe + 52w + 75);

_ h. k2.1, koo, . k2,m .
kaj=hfi(t+ 35w+ S we + F2 o w, + 5

kij=hfj(t+hyw + kg1;wa + k325 s Woy + kg m);

k1,j+2ko j+2ks j+ka,j
w; = Wj + (k1) 2:J6 3,J 4,;);
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Passo 6 - Faga t =ty + ih;
Passo 7 - SAIDA (t;wy; wy; ...;wy,).

Passo 8 - PARE.



