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RESUMO

Desenvolveu-se nesta dissertacao simulagoes numéricas de escoamentos com particu-
las em suspensdo. Serao utilizados o método dos Elementos Finitos (MEF) para sim-
ular o escoamento de um fluido newtoniano incompressivel e 0 Método dos Elementos
Discretos (MED) para simular o movimento das particulas. O principal desafio é o
acoplamento dessas duas metodologias na interacdo fluido-particula. E realizada a
modelagem de uma cavidade bidimensional de tampa modvel onde as particulas nao
influenciam o escoamento, ou seja, a quantidade de particulas, suas dimensoes e sua
densidade sao tais que o fluido altera o movimento das particulas, mas as particu-
las nao alteram o padrao do escoamento. Considera-se o escoamento em regime
permanente e o movimento das particulas é determinado em cada passo de tempo,
sob influéncia do escoamento e das interacoes particula-particula e particula-parede.
Serao apresentados exemplos e resultados preliminares de alguns casos considerados.
Por fim, é realizado um estudo sobre a determinacao dos coeficientes de rigidez e
determina-se uma regiao de consisténcia fisica do problema.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos, Mecanica dos Fluidos, Simulacao
Numérica.



Fluid-Particle Interaction

RESUMO

It is presented in this paper numerical simulations of flows with particles in
suspension. The Finite Element Method (FEM) is to simulate the flow of an incom-
pressible and newtonian fuid and the Discrete Element Method (DEM) to simulate
the motion of particles. The main challenge is the coupling of these two methods
in fluid-particle interaction. Modeling a movable cover of two-dimensional cavity
in which the particles do not influence the flow, i.e., the amount of particles, their
dimensions and their density is are such that the fluid changes the movement of
the particles, but the particles do not alter the pattern of the flow; such modeling
minimizes the main challenge. Steady state flow is considered the movement of the
particles being determined at each time step, under the influence of low and particle-
particle and particle-wall interactions. Examples are be presented and preliminary
results of some cases considered. Finally study on the determination of stiffness
coefficients is carried out and one determines a region of physical consistency of the
problem.

Palavras-chave: Finite Element Method, Fluid Mechanics, Numerical Simulation.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

Escoamentos com particulas em suspensao sao muito encontrados na natureza e
nas industrias, como por exemplo em processos de sedimentacao, em processos de
revestimento, no fluxo sanguineo, nas tempestades de areia, nas industrias petro-
quimicas, farmacéuticas, dentre outros. Nos tltimos vinte anos a necessidade de
compreensao da dindmica de escoamentos de liquidos com particulas vem crescendo
devido ao avanco das industrias, principalmente as de revestimento, petroquimica,
farmacéutica e de cosméticos. Junto com essa necessidade também cresce o interes-
se em compreender e desenvolver métodos numéricos que possam ser utilizados na

simulacao de tais escoamentos.

O objetivo deste trabalho é simular numericamente escoamentos com particulas em
suspensao para o melhor entendimento desse tipo de fenomeno. Serao utilizados
o método dos Elementos Finitos (MEF) para simular o escoamento de um fluido
newtoniano incompressivel e 0 Método dos Elementos Discretos (MED) para simu-
lar o movimento das particulas. O principal desafio é o acoplamento dessas duas

metodologias na interacao fluido-particula. Estipular um valor para o coeficiente de
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restituicao e ajustar os coeficientes de rigidez com base nesse valor conforme apresen-
tado na se¢do (3.2.5), que influencia diretamente na dinamica das particulas dentro
do escoamento, tornou-se um grande desafio. A relacao apresentada na literatura
(APOSTOLOU; HRYMAK, 2008) para esse coeficiente nao se aplica no caso tratado
e sua atual relacao é aqui explorada. Procura-se entender como ¢ sua dependéncia
com parametros geométricos. Para isso, um critério que determina o deslocamento
méaximo das particulas durante a simulacao é proposto para que seja investigado
os possiveis valores que o coeficiente pode assumir. E realizada a modelagem de
uma, cavidade bidimensional de tampa movel onde as particulas nao influenciam o
escoamento, ou seja, a quantidade de particulas, suas dimensoes e sua densidade sao
tais que o fluido altera o movimento das particulas, mas as particulas nao alteram
o padrao do escoamento. Considera-se o escoamento em regime permanente e o
movimento das particulas é determinado em cada passo de tempo, sob influéncia do
escoamento e das interacoes particula-particula e particula-parede. Serao apresenta-
dos resultados preliminares de alguns casos considerados, além de um estudo sobre
os valores do coeficiente de restituicao que dependem dos valores dos coeficientes
de rigidez, a ser apresentado no Capitulo 5, dada sua sensibilidade aos parametros

geométricos tanto da propria particula como do dominio do escoamento.

1.2 Descricao da Dissertacao

O objetivo deste trabalho é compreender um escoamento com particulas em sus-
pensao. Para isso, simula-se um escoamento bidimensional de um fluido newtoniano
incompressivel utilizando o método de elementos finitos e 0 movimento das particulas
é calculado pelo método dos elementos discretos. O acoplamento entre o escoamento
e o movimento das particulas é a chave para o completo entendimento desse tipo de
fenomeno e também o maior desafio. Para uma primeira abordagem, sera conside-

rado um ndmero relativamente pequeno de particulas dispersas e de raio 20 vezes



20

menor que a dimensao do dominio do fluido, de modo que possa ser desconsiderada

a influéncia das particulas sobre o escoamento.

No Capitulo 2 sao apresentadas as diferentes técnicas para a modelagem da interacao

fluido-particula desenvolvidas nos tltimos anos.

No Capitulo 3 apresentam-se as equacoes que governam o fluido e sua discretizacao
por elementos finitos, em seguida o método de elementos discretos ¢ introduzido
assim como as forcas que atuam na particula por sua interacao com outras particulas,
com a parede e com o fluido. Ainda neste capitulo é feito um levantamento sobre
as diferentes maneiras de se calcular os coeficientes de restituicao e rigidez. E por,

fim o acoplamento da interacao fluido-particula.

No 4° Capitulo é validado o programa que simula o movimento de um fluido new-
toniano incompressivel. Calcula-se o passo de tempo aproximado para a simulacao
com particulas e determina-se um critério de parada para determinar o deslocamento
méaximo realizado pelas particulas em cada passo de tempo. No final desse capitulo
sao realizadas simulagoes de um fluido em estado permanente em duas geometrias

diferentes e da interacao fluido-particula.

E no dltimo capitulo é feito um estudo entre os coeficientes de rigidez e o tamanho
das particulas. Baseado nesse estudo determina-se uma regiao de consisténcia que
depende dos valores dos coeficientes de restituicao da particula e da parede e também

do tamanho das particulas.



21

2 ESTADO DA ARTE

2.1 Técnicas para Interacao Fluido-Particula

Este capitulo apresenta um levantamento do estado da arte das diferentes técnicas
para a modelagem da interacao fluido-particula desenvolvidas nos tltimos anos e

algumas serao brevemente descritas a seguir.

Em um dado escoamento com particulas em suspensao onde o escoamento influen-
cia no movimento das particulas e as particulas também podem mudar o padrao
do escoamento podemos determinar os campos de pressao e de velocidades resol-
vendo o sistema de Navier-Stokes por meio de alguma técnica de discretizacao,
tais como o método das diferencas finitas, dos elementos finitos ou volumes fini-
tos, em seguida determinar o somatoério de forcas sobre cada uma das particulas
e, por fim, o deslocamento das mesmas pela resolucao da equacao de movimento.
Para isso é necessario considerar o remalhamento ao longo da simulagao devido
ao deslocamento das particulas. Com essa abordagem podemos citar os trabalhos
HOWARD; DANIEL; MARCEL (1992), HOWARD (1996) e TIPTHAVONNUKUL;
CHAN (2007).
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Para evitar o remalhamento em cada passo de tempo podemos citar o método de
dominio ficticio, proposto inicialmente por GLOWINSKI et al. (1999) e depois me-
lThorado por DIAZ-GOANOQO; MINEV; NANDAKUMAR (2003). Nessa abordagem
discretiza-se tanto o dominio do fluido quanto o dominio das particulas e a equacao
de Navier-Stokes ¢é resolvida em todo o dominio, porém restringindo o campo de
velocidades no dominio das particulas de modo que esta tenha um movimento de
corpo rigido. Normalmente, a parte transiente do problema é resolvida de forma
explicita e os campos de velocidade e pressao sao resolvidas por um procedimento
iterativo. Com essa abordagem podemos citar também os trabalhos LAGE; LOPES;
CARVALHO (2011), LAGE; LOPES; CARVALHO (2009), VEERAMINI; MINEV;
NANDAKUMAR (2007), VEERAMINI; MINEV; NANDAKUMAR (2005), DIAZ-
GOANO; MINEV; NANDAKUMAR (2000) e PANTAKAR et al. (2000).

Com o objetivo de tratar o fluido e as particulas de forma semelhante temos o
método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) que foi apresentado tanto por
LUCY (1977), quanto por GINGOLD; MONAGHAN (1977) para resolver proble-
mas astrofisicos. No entanto, o método é geral o bastante para ser aplicado em vérios
tipos de problemas em mecanica, tanto de fluidos quanto de s6lidos. O método SPH
¢ um método lagrangeano onde o estado de um sistema é representado por um con-
junto de particulas que possuem propriedades materiais individuais e se movem de
acordo com as equacdes governantes de conservacdo. E um método desenvolvido
para problemas hidrodinamicos na forma de Equacoes Diferenciais Parciais, para
problemas sem solucao analitica e com solugoes numéricas nao satisfatorias. O
método utiliza fungoes de suavizacao, também conhecidas como kernels, para inter-
polar os valores correspondentes atravéz das interacoes com particulas vizinhas.
Detalhes & respeito do método SPH podem ser encontrados LIU; LIU (2003) e
NAKAMURA (2007).

Com essa mesma idéia podemos citar o método de Lattice-Boltzmann, que baseia-
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se em algoritmos numeéricos de micro-particulas para a solucao de escoamentos de
fluidos incompressiveis. Este método pode ser considerado como uma das mais
simples abordagens microscopicas para uma modelagem macroscopica dinamica. E
baseado na equacao de transporte de Boltzmann que, ao contrario dos métodos
tradicionais que resolvem as equacoes de conservacao de propriedades macroscopicas
(isto é, massa, momento e energia) numericamente, modela o fluido na forma de
particulas ficticias, e essas particulas executam consecutivos processos de propagacao
e de colisao em uma malha discreta. Nessa abordagem temos os trabalhos YU et al.

(2003), CHEN; DOOLEN (1998) e SHULING (1995).
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3 DESENVOLVIMENTO

3.1 As equacoes do Movimento e o Método dos Elementos
Finitos

O sistema de equacoes que governam escoamentos de fluidos newtonianos incom-
pressiveis é composto pela equagdo da quantidade de movimento (ou momento),
conhecida por equacao de Navier-Stokes, e pela equacao de conservacao de massa

(ou continuidade) que serao apresentadas a seguir.

3.1.1 Equacao de Conservagao de Massa

A equacao de conservacao de massa ou equacao da continuidade para o escoamento
de um fluido é dada por
dp

otV (pw =0, (3.1)

onde u = (u, v) é o campo de velocidade, p é a densidade (massa especifica) do

fluido, ¢ é o tempo e o operador V- é o divergente.

: 0 <
Para um fluido em estado permanente o termo a—? da equacdo (3.1) se anula e a



25

equacao de conservacao de massa se reduz a
V-(pu)=0. (3.2)

Para fluidos incompressiveis, isto ¢, onde a massa especifica nao varia, a equacao
(3.2) é simplificada. Portanto, a equagao de conservacao de massa para fluidos

incompressiveis em regime permanente ¢ dada por

V-u=0. (3.3)
Isto é

%_’_@—O

oxr oy

3.1.2 Equacao da Quantidade de Movimento

A forca resultante agindo sobre um sistema é igual a taxa com a qual a quantidade
de movimento do sistema estd mudando. A equacao que descreve a conservagao
da quantidade de movimento para um fluido newtoniano incompressivel é dada por

(Segunda Lei de Newton):

D
p =0 ~Vp + uViu, (3.4)
~~ D1t —_—————
o (1)

(D)
onde p é o campo de pressao, p é a viscosidade do fluido e u = u(x, t) depende
da posi¢do x = (z, y) e do tempo t. Os termos (I), (IT) e (IIT) representam,
respectivamente, a massa do fluido, a aceleracdo (derivada da velocidade em relacdo

ao tempo) e o somatorio de forcas: forga de pressio e forgas viscosas.

Desenvolvendo o termo (IT) da equacio (3.4) temos que:

@<X t)—ﬁ_ud_x+a_u%+a_u
Dt Qxdt  Oydt Ot
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dz dy
Notand = — = 2 -
otando que u T e T tem-se
Du(X ) ou ou ou
= —Uu+—=—v+—=—=
Dt Ox oy ot

oy 0Oy
Ju
= u!'Vu+ o =
= g—ltl +u-Vu.
Substituindo o desenvolvimento do termo (II) na equagao (3.4) obtém-se
p {88—? +u- Vu] =-Vp+uVu. (3.5)

Como o nosso objetivo ¢ simular um escoamento em estado permanente, o termo
ou

— se anula e a equacao da quantidade de movimento para um fluido newtoniano

ot

incompressivel pode ser reescrita como

pu-Vu=—-Vp+uViu . (3.6)

3.1.3 Sistema composto pela equacao de continuidade e Navier-Stokes

As equagoes (3.3) e (3.6) formam o sistema composto pela equacdo de Navier-Stokes

e continuidade
pu-Vu=—-Vp+ uVu,
V-u=0, (3.7)

condigoes de contorno apropriadas.

A equagao de Navier-Stokes é ndo-linear (termo u-Vu) e de segunda ordem (termo

V?u). Os campos de velocidade u e pressiao p sao obtidos pela solugao do sistema
(3.7).
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3.1.4 Meétodo dos Residuos Ponderados

Para resolver o sistema de equagoes diferenciais parciais (3.7) pelo método dos re-
siduos ponderados, deve-se multiplicar o residuo da aproximacao de cada equacao

por uma funcao peso e forcar a integral ao longo de todo o dominio €2 a ser nula.
Multiplicando o residuo da aproximacao da equacao da quantidade de movimento
por uma funcao peso vetorial W e o residuo da equacao de conservacao de massa

por uma funcao peso escalar w, obtemos os residuos ponderados das duas equacoes

do sistema (3.7)

Rm:i/[pu-Vu+V@—4ﬂﬁu}VVdQ, (3.8)
Q

Rf_/fv-@wdﬁ, (3.9)

onde R,, e R. sao os residuos ponderados das equacoes da quantidade de movimento
e conservacao de massa, respectivamente. O escoamento ¢ definido em um dominio

bidimensional €2 limitado pela curva I'.
Residuo Ponderado da Equacao da Quantidade de Movimento

De maneira intuitiva sera desenvolvido cada termo do residuo ponderado da equacao

de conservacao da quantidade de movimento, equagao (3.8):

p— . J— 2 .
R, = /Q [p u-Vu+ Vp —p V?u]- W dQ, (3.10)
(A) (B) (©)
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Do termo (A) tem-se

ou o
ox ox
u-Vu=u"Vu= [u v]
ou o
dy 0Oy
no termo (B)
o
Oz
Vp = ;
@
dy
—_————
(B)*
e do termo (C)
2 o Y
2 pr— — — pr—
Viu= [ 8x2+8y2 ] v

Cada componente da funcao peso vetorial W pode ser escrita como combinacao
linear de funcoes base escalar ¢;. Se cada componente W; e Wy pertence a um
espaco vetorial de dimensao n, a funcao peso vetorial W pertence a um espaco de

dimensao 2n. Substituindo os termos (A*), (B*) e (C*) na equagao (3.10) para cada

componente da velocidade temos

C)*

ou , o
“aw U(?y
u@v N ov
ox oy
(A")
N 0*u
ox?  Oy?
G O
or?  0y?

2
7o)
2
) v
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Usando o Teorema da Divergéncia para cada componente do residuo temos

. ou ou
d Rmx_/ p¢l|: Uay:| ¢z

(3.13)
0¢i 00 N
K%) or (ay) }dQ / O fodls Q=1 ..
.Rmy_/p@{ua +Ué’y}+3¢+ (3.14)

agbl a¢z .
[(856) Ox - <8y> ] / ¢i fy dUs i=1,..,n.

Residuo Ponderado da Equacao de Conservagao de Massa

O residuo ponderado da equagao de conservacao de massa (3.9) nao apresenta ne-
nhum termo com segunda derivadas dos campos de velocidade e pressao. Desta

forma, nao é necessaria nenhuma manipulacao para remover estes termos.
Rc—/ [V-u] wd2=0,
Q

onde w é uma funcao escalar que pertence ao espaco de funcoes gerado pelas
seguintes fungoes peso: {x1, X2, "+, Xm}- As m equacoOes algébricas associadas a
equacao da continuidade sao escritas como:

- ou Ov
i = A i=1,..,m. 1
Ri= [ (Gr+ 50 % d9 i = L (3.15)

3.1.5 Expansao dos Campos

A discretizagdo das equagbes (3.7) é feita utilizando o método de Galerkin / ele-
mentos finitos com o objetivo de determinar os campos de velocidade e pressao que

devem ser escritos como uma expansao linear das fun¢oes base dos espacos de cada
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um dos campos, ¢; € x;. Usando o método de Galerkin, as mesmas funcoes peso
usadas nas equacoes da quantidade de movimento e continuidade vao ser usadas

para expandir o campo de velocidade e pressao, respectivamente.

S

1| S
=[]

o | = ot = 2 n incognitas, (3.16)
2. Vio;
j:
p= Z P; x; = m incognitas. (3.17)
7=1

As incognitas do problema discretizado sao os coeficientes destas expansoes lineares,
UeV,(j=1,..,N)e P (j =1,..,m). O nimero de incognitas (2n + m) é igual

ao nimero de equagoes algébricas.

3.1.6 Elementos Biquadratico e Linear Descontinuo

A escolha das possiveis combinacoes de funcoes base ¢; e x; nao sao feitas de maneira
arbitraria, j& que uma escolha errada de funcoes base pode levar a formulacoes

instaveis.

Existe uma condi¢ao chamada de Babuska-Brezzi que determina se uma certa com-
binacao de espacos de fungoes para a velocidade e pressao é valida. Esta condicao
verifica a consisténcia das aproximagoes das derivadas. A tabela (3.1) mostra al-
gumas das diferentes combinacoes de func¢oes base ¢; e x; usadas para elementos

quadrangulares.

A verificacdo e prova das combinacoes de funcoes que satisfazem a condicao de

Babuska-Brezzi esta fora do escopo deste trabalho.
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’ Elementos Quadrangulares ‘

’ b \ Xi ‘
bilinear (n = 4) constante (m = 1)
biquadratico (n = 9) bilinear (m = 4)
biquadratico (n =9) | linear descontinuo (m = 3)
bictibico (n = 16) biquadratico (m =9)

Tabela 3.1: Relagao entre as fungoes base para elementos quadrangulares, onde n e
m sao os graus de liberdade por elemento.

Sera utilizado o elemento biquadratico para a velocidade e o elemento linear des-
continuo para pressao. Essa escolha faz com que, no elemento, cada componente da
velocidade possua 9 graus de liberdade e o campo de pressao é representado por 3
graus de liberdade, onde o primeiro grau de liberdade é referente a pressao no centro
do elemento e os outros dois apresentam as derivadas nas direcoes x e y, totalizando

21 graus de liberdade por elemento.

A figura (3.1) mostra uma representagao esquemética do elemento escolhido com 9

nos e a numeracao local dos nés adotada.

4 7 3
Ha

8 0 z_, 6

1 5 2

Figura 3.1: Elemento biquadratico de 9 nos.

As funcoes base elementares ¢; utilizadas para expandir o campo de velocidade sao
lagrangeanas, isto é: ¢;(X;) = d;;, cada funcdo base é igual a 1 no né associado a
funcao e nula nos demais. Cada coeficiente U; e V; representa o valor da velocidade

u e v, respectivamente, no n6 j. Em termos das coordenadas locais, as funcoes base
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para a velocidade sao:

(€ —1Dn(n—1)

hu(&m) = , 62(€m) = -
sa(em) = SEF LD b ) = SE= Dt + )
ey = L= 1 o) = SEF V0=
gy = L= Y o) = =00 =)

¢o(&,m) = (1 =€) (1 —n?).

A figura (3.2) ilustra algumas destas fungoes.

. /I/I \\\
gy g

04

Figura 3.2: Funcoes base biquadréaticas: ¢1, ¢3, ¢g € ¢g.



33

As funcoes base utilizadas para expandir o campo de pressao nao sao lagrangeanas.
Para este elemento, elas sao escolhidas de forma que o primeiro grau de liberdade
de pressao P, represente o valor da pressao no centro do elemento; o segundo grau
de liberdade P,, a derivada da pressao na direcao n; e o terceiro grau de liberdade
Pj, a derivada da pressao na direcao £. Para isto, a variacao da pressao em cada

elemento deve ser escrita como: p = P+ P, n+ P3 £, consequentemente, as funcoes

base x; sao:
xi(&m) =1 x2(&,m) =1 xs(&,m) = ¢
onde
p(=0,7=0)= P, Z—Z;:Pg e j—gng.

O elemento que estamos utilizando possui 9 nos e 21 graus de liberdade. Sao eles:
Ui, ..., Uy; Vi, ..., Viy; P1, P5, P3. A numeracao dos graus de liberdade elementar é to-

talmente arbitraria. A numeracao local adotada é mostrada na tabela (3.2).

A figura (3.3) mostra a numeracao local dos graus de liberdade em um elemento.

u, s U,
Vy Wi v,
Fl T 3

U,
U s o]
L P e, i g
Py
U, L US“’ 5 2 U,
Wy W g

Figura 3.3: Numeracao local dos graus de liberdade.



34

| # grau de liberdade local | grau de liberdade |

1 U,
2 U,
3 Us
4 Uy
5 Us
6 Us
7 Uy
8 Us
9 Uy
10 1
11 Vs
12 V3
13 Vy
14 Vs
15 Ve
16 Vz
17 Vs
18 Vo
19 Py
20 P
21 Ps

Tabela 3.2: Nimero do grau de liberdade local x grau de liberdade.

3.1.7 Solucao via Método de Newton

Substituindo as expansoes para o campo de velocidade e pressao nas equacoes dos
residuos ponderados, obtém-se um sistema de equagoes algébricas nao lineares. A
nao linearidade deve-se ao termo convectivo da equagao de Navier-Stokes. Para
resolver o sistema nao-linear utiliza-se o0 método de Newton. Este método foi esco-
lhido por se tratar de um método de convergéncia quadratica, que depende muito
da estimativa inicial (ou chute inicial). Para que isso aconteca o chute inicial (ve-
tor velocidade) deve estar "suficientemente proximo" da raiz da fungao, tornando a

convergéncia do nosso problema rapida.

Esse sistema de equacgoes pode ser representado como:

R(c) =0,
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onde ¢ = [Uy, ..., Uy; Vi,..., Vp; Py, ... Pm]T é o vetor de incogintas do problema e
R é o vetor contendo os residuos ponderados. Aplicando-se o método de Newton, a

solucao é obtida pelo processo iterativo a seguir:

Algorithm Newton
l.c=cy

2. while |[R(c) || > ¢
3 solve JAc = —R
4. c=c+ Ac
5. end while

6

. return c

Para isto, deve-se calcular a matriz Jacobiana, que representa a sensibilidade do
OR;

residuo de cada equacao em relacao a cada incognita, dada por J;; = 90,
c,
J

3.2 Meétodo dos Elementos Discretos

O Método dos Elementos Discretos (MED) é um método utilizado para simular
o movimento de particulas de materiais granulares e rochosos, e como o proprio
nome sugere em um meio discretizado. Nos 1ltimos anos este método também tem
se tornado bastante popular para representar materiais sélidos e para o estudo de
problemas de fluxo (meio continuo) pois segundo POSHEL; SCHWAGER (2004)
conduz a uma menor adocao de parametros de analise do que os métodos em que o

meio é considerado como continuo.

A partir do entendimento das propriedades mecénicas microscopicas das particulas

e o comportamento da interacao entre elas, o MED permite avaliar de maneira
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macroscopica o comportamento fisico e mecanico do modelo estudado.

O diferencial do método estd em considerar o meio analisado como um conjunto
de particulas com propriedades mecanicas particulares e geometrias definidas (meio
discretizado). O mais usual ¢ trabalhar com um conjunto de discos ou esferas, mas
pela simplicidade do método também tem sido aplicado para particulas com outras

geometrias.

Na formulacao classica do MED, cada elemento é considerado como rigido e permite-
se que haja uma sobreposicao entre as particulas, desde que sua ordem de magnitude

seja pequena em relacao ao tamanho das mesmas.

O algoritmo de solucao deve apresentar uma rotina de processos, dentre os quais a
deteccao de colisao entre os elementos, o calculo das forcas resultantes dessas colisoes
e o calculo posterior da velocidade resultante. Depois de estabelecidas essas etapas
e as condicoes iniciais, podem ser simulados o movimento dos elementos. A figura

(3.4) ilustra o algoritmo.

Calculo das

velocidades e

posicoes

Forcas
externas e tig1 = t; AL
vinculos

Checagem de
contatos

7

Determinacdo |
das forcas de

contato

Figura 3.4: Algoritmo Elementos Discretos.
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3.2.1 O Movimento das Particulas

O movimento de cada particula individual é regida pelas leis da conservagao do
momento linear - a segunda lei de movimento de Newton - expressa, para a particula

1, por
N;
aVz’ -
mi—— =Fp;+ E Fpij+Fw:+Fr;,
ot ,
J
onde, m; e v; sao a massa e a velocidade, respectivamente, da particula i e ¢t é o
tempo. Fg; é a forca total de corpo agindo sobre a particula ¢; Fp;; é a forca que
age sobre a particula ¢ por sua interagao com as particulas vizinhas j, onde N; é
o nimero total de particulas vizinhas; Fy ; ¢ a for¢a agindo na particula ¢ por sua

interacdo com os limites (paredes) do dominio do fluxo e, finalmente, Fy; ¢ a forca

agindo sobre a particula ¢ devido & interacao com o fluido.

3.2.2 Forgas de Corpo

A forga de corpo pode ser descrita como a for¢a que atua em um corpo até que o
mesmo entre em movimento provocando uma aceleracao. Essa forca nao é desse

corpo, ela apenas atua no corpo fazendo com que ele se movimente.

As forcas de corpo tomadas em consideragao no nosso modelo sao a gravitacional e

de flutuabilidade. O resultado final destas duas sobre a particula i é

Fp, =Vi(pp—p)8

onde V; é o volume da particula, pp € p sao as densidades da particula e do fluido,
respectivamente, e g é a aceleragao da gravidade. Para uma particula esférica de

raio R;, a expressao acima se reduz a

4
=7

Fr = - R (pp—p)g - (3.18)
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3.2.3 Interagao Particula-Particula

Cada particula interage com outras particulas através do contato mecanico, chamado

de forcas de colisao, através das forcas hidrodinamicas e por meio de forgas coloidais.

O modelo mais simples para uma particula granular é uma esfera. Para alguns casos
de simulacoes em duas dimensoes, esferas sao reduzidas em discos circulares. As si-
mulacoes com particulas esféricas sao numericamente muito eficientes, demandando
um baixo custo computacional, ao contrario de particulas com outras geometrias.
Neste caso as colisoes de particulas podem ser identificados de uma forma muito
simples: duas particulas estdo em contato mecanico se (POSHEL; SCHWAGER,
2004),
&jERi—f—Rj— |I‘Z'—I'j‘ >0,

ou seja, se a soma de seus raios exceder a distancia de seus centros. Chamamos
a quantidade &;; de compressao (ou deformacdo) mutua das particulas i e j, R;
e R; os raios das particulas i e j, respectivamente e |r; — r;| a distancia entre os
centros das particulas. A determinacao do contato entre duas particulas nao esféricas
nao faz parte do escopo desse trabalho, seus detalhes podem ser encontrados em

PONCE ATENCIO (2011).

A forca de contato entre as particulas é descrita por

Fenij+Ferij, se & >0;

Fc,ij = L.
0, caso contrario.

Para sistemas bidimensionais, os componentes normal e tangencial podem ser escri-

tos na forma
N n zn
Fc,n,ij = F (&

ij Gijo
_ ot ozt
Feiij =L €ijs
com os vetores

e —_
i ’
I'j —I;
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=t _ 0 -1 - n

A forga normal F; provoca alteragoes do movimento de translagao das particulas e
a forga tangencial Ff] provoca alteragoes do movimento de rotacao. As componentes
da forga sao fungoes da posigao relativa das particulas r; —r; e da velocidade relativa
vV, — Vj.

A seguir serao descritas algumas abordagens para a modelagem das forcas normal e

tangencial da colisao entre esferas.
Forgas Normais

Segundo POSHEL; SCHWAGER (2004) a for¢a normal Fj; consiste em duas partes,

uma dissipativa e outra conservadora, sendo calculada da seguinte forma:

248
dt ’

F = Y&, +7 (3.19)

onde Y e 4" sdo as constantes elastica (modulo de Young) e dissipativa ( amorteci-
mento normal ), respectivamente. Para colisbes aos pares, a forca representada pela
equagao (3.19) provoca uma diminui¢do da velocidade relativa normal das particulas
por um fator e, chamado de coeficiente de restituicao. Este coeficiente é definido por
e = V;In /Vin, onde V., é a velocidade relativa normal absoluta antes da colisdo e V;’n
é o valor correspondente pos-colisdao. A forga linear da equagdo (3.19) corresponde

ao coeficiente de restituicao

0 2
B ™y Y e
€= exp _Qmef/\/mef - <2mef) )

é a massa efetiva das particulas em colisao. O valor do coefici-

onde mef — M
m; + m;

ente de restituicao depende das propriedades do material, do tamanho das particulas,
da velocidade de contato entre as particulas, dentre outros. Na secao (3.2.5) discute-

se detalhadamente diferentes maneiras de se calcular o coeficiente de restituicao.
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A for¢a normal entre esferas elésticas foi obtido por HERTZ (1882) como uma funcao
da deformacao &;; entre as particulas e dos parametros Y (moédulo de Young) e v
(coeficiente de Poisson) do material

no_ 2YVET VRS 3o (3.20)
el,ig — 3(1 . VQ) iy :
para particulas feitas do mesmo material (v =v; =v; e Y =Y; =Y), sendo o raio
efetivo R®' das esferas em colisdo, dado por

1 N 1

Rt R, Ry’
Posteriormente este resultado foi generalizado para o contato de particulas visco-

elasticas (amortecida), também feitas do mesmo material (A = A; = A;) (BRIL-

LIANTOV et al., 1996):

Fi = 32(}1/\/_ ( 3/2+A\/§d£”) : (3.21)

com a constante de dissipacdo A sendo uma funcao da viscosidade do material.
O termo dissipativo em (3.21) segue a partir da solugao das equagoes viscoelasticas
para esferas deformadas. A forma funcional do termo dissipativo, \/a %, também
tem sido calculada de outras maneiras como em KUWABARA; KONO (1987) e
MORGADO; OPPENHEIM (1997) que, entretanto, nao sao capazes de especificar

A como uma funcao de parametros basicos do material.

As equagoes (3.20) e (3.21) aplicam-se apenas se ambas as esferas sao feitas do
mesmo material. No caso de diferentes propriedades dos materiais, o calculo é mais
complexo. A parte elastica fica

. 4+/ Ret (l—y 1—%2)_1{:3/2

ou seja, a combinagao (1 —v?)/Y & adicionada em ambas as particulas para se

obter o respectivo pré fator para a lei da forca elastica. Para v, =v;eY; =Y, a
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equacao (3.20) é recuperada. Em geral nao ha nenhuma maneira facil de adicionar
combinagoes das propriedades dissipativas para obter o parametro de amortecimento
A na lei da forga, como se faz para a lei elastica. Uma idéia seria tratar a combinagao
Y A/ (1 —v?) como o anélogo da dissipacao Y/ (1 — v?) e realizar o mesmo acréscimo
dos reciprocos. No entanto, mesmo que apenas uma das particulas se deforme
conservadoramente (A = 0) a colisdo também ¢é conservadora, ou seja, ndo ha perda
de energia devido a deformagoes dissipativas de colisoes vizinhas de outras particulas.
Para evitar esse problema, utiliza-se a média aritmética de A como a constante de

amortecimento, resultando

4 ef 2 2\ —1
ij (1 — v 1—vs a0 A+ A dé;;
Fr = S J 32 L L /&i—2L ) . 3.22

K 3 ( }z )j ) (gz] 2 f] dt ( )

Novamente para as particulas de mesmo material onde v; = v;, Y; =Y, e A, = A;,

a equagao (3.22) reduz-se a equagio (3.21).

Para a componente normal da forca de colisao entre esferas elasticas WALTON;
BRAUN (1986) propdem um modelo bem diferente dos anteriores. Este novo modelo
utiliza dois coeficientes de rigidez diferentes. O coeficiente de rigidez normal K, ; é
utilizado quando as particulas estao se aproximando e o coeficiente K, » quando as

pariculas estao se afastando. A forca normal entre duas particulas i e j é dada por

_Kn’1|6naij‘nij , Se |at7.7| 2 O :
Fenij = -
_ n,2|5n7i]‘|ni]— , se % <0 :

onde n;; é o vetor unitirio que une os centros das particulas com direcao de i para j
e 0,,4; ¢ a sobreposicao entre as duas particulas na direcao de n;;. Neste modelo, a

energia de dissipacao durante a colisao esta relacionada com a relacao entre a rigidez
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dos coeficientes. Na se¢do (3.2.5) discute-se detalhadamente diferentes maneiras de
se calcular o coeficiente de rigidez e a relagao que existe entre os coeficientes de

rigidez e os coeficientes de restituicao.

ROJEK; ONATE (2004) propoem um modelo de amortecimento linear que estabe-
lece que a intensidade da for¢ca normal é funcao dos coeficientes de rigidez normal
K, e de amortecimento global v, além do valor da deformacao &;; e da velocidade

relativa normal v; — v;, sendo dada por
Fc,n,ij = Kn gij + (Vi - Vj) :

A constante de amortecimento 7, dependente da massa de cada particula é dada por

experimentalmente desenvolvida com o objetivo de minimizar a vibracao dos ele-

mentos.
Forcas Tangenciais

Particulas granulares nunca sao esferas perfeitas, mas revelam uma textura de su-
perficie bem complexa. Portanto, em colisoes obliquas, além de forcas normais ha
também forcas tangenciais FZE (também chamada de for¢a de cisalhamento). Esta
forca é determinada principalmente pelas propriedades da superficie das particulas
granulares e ¢ de essencial importancia para a simulacao realista de um sistema

granular.

Forgas tangenciais sao modeladas de forma intuitiva e obviamente a velocidade re-
levante para a forga tangencial é a velocidade relativa tangencial V!, entre as super-
ficies das particulas no ponto de contato. O ponto de contato é uma aproximacao

uma vez que para a descri¢do das forcas normais, assume-se uma certa compressao
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¢ das esferas em contato, o que implica uma superficie de contato ou uma linha de
contato em duas dimensoes. Para parametros materiais realistas a area de contato
é sempre muito menor do que os raios das particulas em colisao. Portanto, em uma
colisao de duas esferas i e j, o ponto de contato para ¢ (ou j) é definida como a in-
tersecao da superficie (nao deformada) da esfera ¢ (ou j) com o vetor r; —r; que liga
os centros das esferas. Para o caso de esferas rigidas esta definicao descreve o ponto

de contato com exatidao; para o caso de esferas deforméveis, é uma aproximacao.

Segundo POSHEL; SCHWAGER (2004) a velocidade relativa das esferas no ponto
de contato resulta, a partir da velocidade relativa dos centros das esferas e da sua
rotacao, em

Via = (Vi = vj) - €5 + Riw; + Rjw;

onde v; — v; é a velocidade relativa entre as particulas e w; e w; sao as velocidades

de rotacao das particulas 7 e j, respectivamente.

Para o modelo de HAFF; WERNER (1986) a lei da for¢a tangencial é dada por

Fij = —sign (V) -min (7'[Val AIFG1) (3.24)
tendo sido usada com sucesso em muitas simulagoes. Para velocidade relativa V¥
pequena ou for¢a normal F; grande, a for¢a tangencial de acordo com a equagao
(3.24) ¢ um amortecimento linear de cisalhamento que cresce linearmente com a

velocidade relativa. A forca de cisalhamento ¢ limitada pela lei de atrito de Coulomb:
t —|
|Fzg| < H|Fz‘j|a

com coeficiente de atrito & e a constante de amortecimento tangencial 7*. Para a

velocidade relativa grande ou forga normal pequena, quando ~*|Vt

| excede pi|F3l,

a forga tangencial |F};| = fi| F}| é selecionada em (3.24).

A lei de forga (3.24) gera resultados confidveis em simulagdes de Dinamica Mole-

cular, em particular em sistemas onde as particulas colidem principalmente com



44

velocidades baixas, mas nao descansam estaticamente umas sobre as outras, como
para o caso de um monte de areia, ja que o modelo (3.24) nao incorpora o atrito es-
tatico. Portanto, este modelo nao é adequado para a simulacao de sistemas estaticos

granulares.

Um outro problema, que diz respeito a constante de amortecimento 7%, é que a
forca tangencial é determinada principalmente pelas propriedades de superficie, ou
seja, por asperezas muito pequenas na superficie das particulas. Portanto, nao ha
material experimentalmente mensuravel constante a partir do qual +* poderiam ser
derivados. Com isso este coeficiente s6 pode ser determinado apds a comparacao

dos resultados da simulagao com os experimentos.

Ja no modelo proposto por CUNDALL; STRACK (1979) o atrito estético é descrito
por uma mola atuando em uma direcao tangente ao plano de contato. Esta mola é
inicializada no tempo t; de primeiro contato das particulas e ela existe até que as

superficies das particulas sejam separadas umas das outras. O seu alongamento,

t
o () = / V(£
ty

determina a forca de restauracao tangencial, mais uma vez limitado pela lei de atrito
de Coulomb:
Ffj = —sign (Vtel) - min (|/§ta\,ﬁ\ﬂ‘}|) )

r

A constante k' tem de ser determinada a partir da comparacao das simulacoes com

resultados experimentais.

Para a componente tangencial da for¢a de colisao, WALTON; BRAUN (1986) pro-
poram um modelo "incremental de escorregamento" que é baseado nos trabalhos
de MINDLIN (1949) e MINDLIN; DERESIEWICZ (1953). Nesse modelo, a forca
tangencial em cada passo de tempo [ é incrementada e calculada a partir da forca

no tltimo passo de tempo [ — 1 com base no movimento relativo tangencial d,,; das
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duas particulas

Fl,, =F L — K. (3.25)

c,t,ij c,t,ij

Onde K; é o coeficiente de rigidez tangente, dada por
(

Pl — FXy B

C»tﬂ] C,t,’L] - s

Kiogll—- - , para o deslizamento entre particulas
HC|Fc,n,ij| - Fc,t,ij

com mesma direcao e sentido;

=
Il

Kio

)

(1 Fc*,t,ij - |FC,t7ij|

B
— ” para o deslizamento entre particulas
/LC|Fc,n,ij’ + Fc,t,ij) ’

com mesma direcao e sentidos opostos.

(3.26)

Aqui, o deslizamento se refere ao movimento tangencial relativo de duas particulas
colidindo. Na equacao (3.26), Ky ¢ a rigidez tangencial inicial, § é um parametro

constante geralmente definido como 1/3 (MINDLIN, 1949), e F;

otij> ¢ inicialmente
zero e é posteriormente definida a magnitude da forca tangencial total, sempre que
a direcao do deslizamento entre as particulas muda durante o contato. Se a mag-
nitude da forga de colisdo normal |F., ;| muda durante o contato, a fora F, ;;, é

dimensionada em funcao da mudanca na posicao de forca normal.

Calculada, a partir das equagoes (3.25) e (3.26), a for¢a tangencial esta sujeita a lei

de atrito de Coulomb:
IFetiil = Bl Fenijl »

onde 7i. é o coeficiente de atrito de Coulomb.

Forga Coloidal

As forcas coloidais entre as particulas incluem interacao de London-Van der Waals

de curto alcance e interacao eletrostatica de longo alcance. A expressao para a forca
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coloidal entre duas particulas esféricas ¢ e j é (SUZUKI; HO; HIGUCHI, 1969)

Ay R <)\ (A + 22.232|5n7ij\))
Fvaw,i; =

onde A é o comprimento de onda de atraso (retardo) de London (fixado em 100 nm), e
A;; é a constante de Hamaker entre as particulas ¢ e j dentro do sistema, que depende
das constantes de Hamaker das particulas A, e do fluido A¢ (ISRAELACHVILI,
1991)

Ay = <\/A_p—\/E>2.

No instante em que as particulas entram em contato, |6mj| se reduz a zero e a
expressao (3.27) faz com que o valor da forca coloidal seja infinita. Para evitar
que valores irreais sejam assumidos, uma distancia de corte ¢ implementada nos
calculos: quando as particulas estao mais proximas do que este limiar, a forca de
Van der Waals é reduzida ao seu valor maximo, calculado com base na distancia de

corte.
Forca Hidrodinamica

Quando duas particulas se movem em relacao umas as outras com apenas uma
fina pelicula de liquido de separacao entre elas, forcas hidrodinamicas, muitas vezes
referidas como forca de lubrificacao, surgem devido ao movimento do liquido in-
tersticial. No caso mais simples, quando as particulas estao se afastando uma das
outras, o liquido tende a fluir para o canal entre as particulas; analogamente, quando
as particulas estao se movendo em dire¢ao uma a outra, o liquido tende a fluir para
fora do canal. O movimento do liquido gera gradientes de pressao e tensoes viscosas
que sao expressas por uma forca hidrodinamica sobre as particulas, tendo um com-
ponente normal (na dire¢do que liga os centros das particulas) e um componente
tangencial resultante de torque nas particulas. Apenas a componente normal é
considerada neste trabalho, pois é dominante (KIM; KARRILA, 1991) e também

por nao considerarmos que as particulas possam girar em torno do proprio eixo. No
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trabalho de KIM; KARRILA (1991) demonstra-se que quando as particulas estao

em proximidade a expressao para a forca de lubrificagao é

Fup,; = 6mp [y - (vi — v;)] (R) i) (3.28)

onde p é a viscosidade do meio e v; — v; é a velocidade relativa entre as particulas.
Esta forca se opoe a qualquer tentativa de separagao ou aproximacgao entre duas
particulas: uma forca de repulsao entre as particulas quando estao se movendo uma
em direcao a outra e uma forca de atracao quando elas estao se afastando umas das
outras. Quando as particulas estao em contato, a forca de lubrificagao, agindo por
si s6, impediria o contato de duas particulas. No entanto, forgas adicionais agem
sobre as particulas se aproximando e as particulas sao asperas para que elas entrem
em contato antes que a forca de lubrificacao atinja valores extremos teoricamente
previstos. Para simular o efeito de aspereza, uma distancia de corte é usada para

impedir que a for¢a de lubrificacao alcance valores extremamente grandes.

3.2.4 Interagao Particula-Parede

A interagao entre as particulas solidas e os limites (paredes) do dominio de fluxo
¢ quase similar a interagao entre duas particulas. A tnica diferenca significativa é
que nao ha nenhuma forca eletrostatica entre as particulas e os limites do fluxo.
Uma complicagao é que a avaliacao da distancia entre uma particula e a parede
nao é simples, pois depende muito da geometria da fronteira. Para uma particula
esférica, a distancia do seu centro (um ponto geométrico) a entidade geométrica que
representa a parede é informacao suficiente. Na tarefa de avaliar essa distancia, o
livro SCHNEIDER; EBERLY (2003) sobre computacao grafica oferece uma ampla
selecao de orientagoes computacionais e algoritmos. Na discussao que se segue, d;y €
a distancia entre o centro da particula ¢ e a parede, d;, = R; —d;y é a sobreposicao da
particula com a parede (uma quantidade que é positiva quando ha sobreposigao entre

as duas) e ny é o vetor normal a parede, que aponta para o fluido. Uma particula
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colide com a parede quando d;, é menor que o raio da particula, ou quando d;, é

Zero ou positivo.

Forca Normal

O modelo de WALTON; BRAUN (1986) para o componente normal da for¢a de

colisao semelhante a equagao (3.23), é dado por

090;
an 5@'W W) - Z 0 ;
wl n se ot
Fc,n,iw = (329)
090;
an 5iw W ) = <0 )
w2 n se ot

onde K, w1 € K, w2 sa0, respectivamente, os coeficientes de rigidez normal de aproxi-
macao e afastamento entre a particula e a parede, escolhidos com base no coeficiente
de restituicao e na penetracao maxima permitida entre as particulas e a parede. Uma
discussao detalhada para o calculo do coeficiente de rigidez pode ser encontrada na

secao (3.2.5).
Forca Tangencial

Para a componente tangencial da for¢a de colisao um dos modelos mais simples foi
proposto por DI RENZO; DI MAIO (2005) que consideram colisoes entre particu-
las esféricas e superficies planas e comparam os resultados experimentais com os
resultados teoricos previstos, obtidos pelo trabalho original de MINDLIN (1949) e
do modelo de incremento de MINDLIN; DERESIEWICZ (1953). Com base na sua
comparagao, eles propdoem uma ligeira alteragao ao modelo de MINDLIN (1949)

2 G; Gy
Fc w o T o 7 W )
=3 (5= VR V) o

Gy + (2 — 1y

onde G; e Gy, sao os moédulos de cisalhamento da particula e da parede, respecti-

vamente e v; e 14, sao, respectivamente, os coeficientes de Poisson da particula e
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da parede. O deslocamento tangencial d;,; ¢ medido do ponto de primeiro contato,

cuja direcao é tangente a parede da superficie.
Forca Coloidal

A forca coloidal entre uma particula e a parede é limitada pela interacdao de Van der

Waals. A expressao de ISRAELACHVILI (1991) utilizada ¢ dada por

F W= — 1 - w - 3.30
vaw,a = =g [wm NS <|6m| +2Ri>} n (3.30)

Aqui, A;, é a constante de Hamaker entre a particula ¢ e a parede dentro do sistema,

e dependem das constantes de Hamaker da parede Ay, das particulas A, e do fluido
Ay

Niw = (\/A_p_\/xf) <\/A_w_\/A_f>
No momento em que a particula entra em contato com a parede J;, se reduz a
zero fazendo com que a forca de Van der Waals seja infinta. De forma semelhante
a equagao (3.27) uma distancia de corte é implementada para evitar o aumento

exacerbado da magnitude da forca.
Forca Hidrodinadmica

A forca de lubrificacao hidrodinamica esta presente quando as particulas se movem a
uma curta distancia da parede. Apenas o componente normal da forca é considerado,
porque é dominante (APOSTOLOU; HRYMAK, 2008). A expressao utilizada é a
equagao (3.28) que para uma superficie plana, com raio de curvatura infinito, reduz-
se a
2

Fup,iw = 6 (ny - v;) —‘5 : ‘nw . (3.31)

Uma distancia de corte é usada assim como na equagao (3.28) para previnir que a

forca de lubrificacao alcance sua singularidade em zero na separacao particula-parede
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3.2.5 Relacao entre Coeficientes de Restituicao e Coeficientes de Rigidez

Vamos pensar no seguinte exemplo: imagine o choque entre bolas de bilhar, é facil
ver que o movimento das bolas se altera apos a colisao, elas mudam a direcao, o
sentido e a intensidade de suas velocidades. Podemos entao definir colisao como
sendo a interacao entre dois ou mais corpos, com mutua troca de quantidade de
movimento e energia. Note que na definicao de colisao usa-se a palavra interacao ao
invés de contato pois também existem colisoes que ocorrem sem que haja contato
mecanico (material), como é o caso de um meteorito que desvia sua o6rbita ao passar

pelas proximidades de um planeta.

Quando dois ou mais corpos colidem, estes sofrem deformacoes, de modo que a area
de contato entre os corpos aumenta até atingir um valor maximo dependendo das
propriedades dos corpos e, a partir desse momento, estes tendem a voltar a sua

forma original, fazendo com que os corpos comecem a se afastar uns dos outros.

Pode-se pensar entao em um caso bem simples em que a rapidez de afastamento seja
igual a rapidez de aproximacao, isto é, onde nao haja perda de energia mecanica entre
0s corpos em contato, o que nao acontece na realidade, pois no mundo macroscopico

sempre ha perda de energia mecanica.

Para estudar as colisoes entre dois ou mais corpos existe uma grandeza fisica chamada
de coeficiente de restituicao que é definida como o quociente entre os modulos da
impulsao de restauracao e de deformacao. Cabe ressaltar que o coeficiente de res-
tituicao nao deve depender apenas das propriedades dos corpos que colidem, mas

também, segundo POSHEL; SCHWAGER (2004), da velocidade de impacto entre

OS COrpos.
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Em fisica procura-se saber qual o comportamento dos corpos apdés uma colisao.
Para isto sao usadas as leis de conservagao de energia cinética e momento linear,
conforme o tipo de colisao. Antes de falar sobre os tipos de colisdes veremos a
seguir as diferentes maneiras de se calcular o coeficiente de restituicao encontrados

na literatura.

De acordo com a definicao anterior o coeficiente de restituicao é definido como o
quociente entre os modulos da impulsao de restauracao I, e de deformagao I, sendo
a impulsao I definida como

I'=m-(vy—v),

onde m é a massa da particula, v; é a velocidade da particula no instante inicial ¢; e
vy € a velocidade da particula no instante final ¢¢. Definindo v, como a velocidade
no instante de deformacao maxima podemos escrever o coeficiente de restituicao
para as duas particulas como sendo

my - (Uz'l - Um) (Uu - Um)

e = =
' my - (U —vp1)  (Um —vp1)

My - (U — Vo) _ (U — Vi2)
ma - (V2 — V) (V2 — Um)
No momento em que o processo de deformagao termina e o processo de restituicao

€y =

se inicia, as duas particulas possuem a mesma velocidade, v,,. Com isso podemos
obter uma nova equacao a partir das equacoes anteriores, dada por

B Vfr1r — Vg2
Vi2 — Vi1

e

O coeficiente de restituicao entre uma particula e um corpo fixo, como por exemplo
uma esfera em queda livre que colide com uma superficie horizontal, pode ser cal-
culado desprezando a variacao da velocidade da superficie, escolhendo de maneira
conveniente um referencial de modo que a velocidade dessa superficie seja nula. E
a partir da equacao anterior obtém-se

Vi1

V1
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Com esse modelo podemos calcular o coeficiente de restituicao de uma esfera coli-
dindo com uma superficie horizontal de duas maneiras. A primeira maneira consiste
na comparacao dos tempos entre trés contatos consecutivos e o segundo modo por
meio da comparacao entre duas alturas maximas consecutivas atingidas pela esfera

apo6s contatos com a superficie horizontal.

No modelo de WALTON; BRAUN (1986) o coeficiente de restitui¢ao ¢ empregado
em dois modos: o coeficiente de restituicao constante e o coeficiente de restituicao

varidvel.

Existe uma relacao entre a forca aplicada a um determinado corpo e o seu respectivo
deslocamento. Na figura (3.5) temos um diagrama esquemético da forca normal. A
carga inicial estd ao longo da linha do ponto a ao ponto b com coeficiente angular
K1 (coeficiente de rigidez normal de aproximagao). Se a descarga ¢é iniciada depois
de atingir o ponto b, esta segue o caminho ao longo da linha de b para c. Recar-
regando novamente, mas a partir do ponto ¢, segue-se o caminho ¢, b, d e qualquer
descarregamento subsequente ao ponto d segue o caminho d, f,c,a. Dessa forma
o modelo de for¢a normal exibe a posi¢do de dependéncia da histerese (fendémeno
apresentado por alguns sistemas ou materiais que conservam as suas propriedades
mesmo na auséncia do estimulo que as gerou) que resulta em um coeficiente de

restituicao menor do que a unidade.

S| e
2 I d
|
| _F____0b |
S ks l
Ky / I [
/ i |
3 e/ i
ﬁ'ﬂ o ﬁ’u o

Deslocamento

Figura 3.5: Esquema Deslocamento X Forga
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No primeiro modelo, coeficiente de restituicao constante, todas as linhas de des-
carregamento (por exemplo, bc e df) tém a mesma inclinacdo K, (coeficiente de

rigidez normal de afastamento), e o coeficiente de restituicao resultante e é dado por

Knl
=4/ 3.32
‘ Kn,? ’ ( )

onde e é a relacao entre as velocidades relativa final e inicial na direcao da nor-
mal. J& no modelo de coeficiente de restituicao variavel, a inclinagao da linha de
descarregamento K, » ¢ uma funcao linear da forca maxima Fi,,, atingida antes do
descarregamento

Kn,? = Kn,l + SFmax .

Para esse modelo, o coeficiente de restituicao depende da velocidade relativa de

Wo
e= /55—,
S%p"‘WO

aproximagao V,, dada por

2K1
com wy = .
m

No trabalho de MISHRA; MURTY (2001) calcula-se o valor do coeficiente de rigidez
normal de aproximacgao K, ; entre duas particulas pela equagao

47T|Vmax—i |2ppRmax
3f?

onde Vmaxi € a velocidade méxima de impacto entre duas particulas, p, ¢ a densidade

Knp1= ) (3.33)

da particula, Ry« € o raio méximo das particulas e f é a penetracao méaxima entre
as particulas em colisao expressa por uma fracao do raio. O parametro de rigidez

de afastamento K, é calculado pela relagdo (3.32).

DOBRY; NG (1989) limitam atecipadamente a penetracdo méaxima f esperada entre
as particulas a uma pequena fracao do diametro d, a fim de determinar o coeficiente

de rigidez K,, para um modelo amortecido, como sendo

2 2
frmwv

max-

Kn_—p

d? ’
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onde Vimaxp ¢ a velocidade méxima prevista de qualquer particula dentro do sistema.

Ja TSUJI; KAWAGUCHI; TANAKA (1993) determinam o coeficiente de rigidez K,

pela teoria de contato. No caso de duas esferas de mesmo material e tamanho, K,

YV2R
3(1—v2)’

onde Y é o modulo de Young, v é o coeficiente de Poisson, e R’ é o raio da area de

é escrito como

K, =

contato.

Frequentemente assume-se que o coeficiente de restituicao e é uma constante do
material. Experiéncias mostram que esse coeficiente também varia de acordo com

a velocidade de impacto. No livro POSHEL; SCHWAGER (2004), o coeficiente de

restituicao normal é dado por

onde 5;']» = é a taxa de deformagao e t. é a duracao da colisao. Sabe-se que a

dt
medigao do coeficiente de restituicao ¢ um problema experimentalmente complicado,
principalmente tratando-se de velocidades de impacto pequenas. Como vimos ante-
riormente nesse modelo também existe uma relagao entre o coeficiente de restituicao
e o coeficiente de rigidez. Tem sido demonstrado que a deformacgao do material devi-
do a uma colisao de esferas esta intimamente relacionado com a deformacao devido
ao movimento de laminagem de uma esfera sobre um plano. O coeficiente de restitu-
icao que descreve a perda de energia durante a colisao esta diretamente relacionado
com o coeficiente de atrito de laminagem, Ji,,, de uma esfera num plano rigido.
Este coeficiente caracteriza o torque que age contrario ao movimento de laminagem
devido ao atrito de rolamento, M = 1, F™, onde F™ é a forca normal exercida pelo
plano sobre a esfera causada pelo proprio peso m da esfera. Essa relacao é dada por
Kn — l—e — Hiam

Cpm (¢@) 7 Ve
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onde Vi, € a velocidade linear da esfera na direcao da laminagem.

As colisdes podem ser classificades em trés tipos: a colisao elastica, a colisao par-
cialmente elastica e a colisao inelastica. A seguir veremos um pouco sobre cada
uma delas e a relacao que existe entre cada tipo de colisao e o respectivo valor do

coeficiente de resituicao.

Colisao Elastica ou Perfeitamente Elastica

A colisao elastica é aquela em que o coeficiente de restituicao, e, vale 1 e por isso as
velocidades relativas de afastamento, Vi, e aproximacao, V,,, sao iguais. Também
¢ a Unica colisao em que a energia mecanica se conserva, ou seja, a energia cinética
antes da colisao, F, é igual a energia cinética apos, E.. Note que esse tipo de

colisao é dificil de ser encontrado em casos reais. Numa colisao elastica temos

e=1
Colisao Elastica <= ¢ Ve =V,
Eci = Lot

Colisao Inelastica ou Plastica

A colisao inelastica é aquela em que o coeficiente de restituicao vale zero e para
isso, a velocidade de afastamento deve valer zero. Com a velocidade de afastamento
valendo zero, fica facil concluir que apds a colisao os corpos ficam juntos. Essa
colisao também ¢ caracterizada como sendo aquela com a maior dissipacao de energia

mecanica. Com isso temos que
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e=20
Colisao Inelastica <= < Vi =0
Eci > ch

Colisao Parcialmente Elastica

Existe um outro tipo de colisao onde nao ocorre conservacao de toda a energia
cinética do sistema, mas somente parte dela. E o que chamamos de colisdo parcial-
mente elastica, que tem como caracteristica um coeficiente de restituicao com valor
entre zero e um. Na natureza é dificil de se encontrar colisoes perfeitamente elasti-
cas, encontramos normalmente as parcialmente elasticas. Isto é devido a existéncia
de forcas dissipativas durante o processo de colisao, como o atrito ou a deformacao
dos corpos, que sempre consomem uma parte da energia cinética original, de modo
que a energia cinética inicial é maior que a energia cinética final. Nesse caso a

velocidade de afastamento é menor que a de aproximagao. Ou seja

O0<ex<l1
Colisao Parcialmente Eldstica <= ¢ Vi < Vp
Eci > ch

3.3 Interacao Fluido-Particula

Neste trabalho simula-se a interacao fluido-particula por meio da resolucao do sis-
tema formado pelas equacoes de Navier-Stokes e continuidade pelo método dos ele-
mentos finitos e o deslocamento das particulas pelo método dos elementos discretos,
como descrito anteriormente. Para isso sao considerados um nimero relativamente

pequeno de particulas dispersas e de raio muito menor que a dimensao do dominio
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do fluido, de modo que possa ser desconsiderada a influéncia das particulas sobre o

escoamento.

O acoplamento entre o escoamento e as particulas é realizado da seguinte maneira:
primeiro determina-se o campo de velocidade e pressao do fluido. Como resultado é
gerado um vetor solucao que contém a velocidade do fluido nas direcoes x e y nos nos
de cada elemento finito. Na segunda parte da simulacao esse vetor é usado como um
arquivo de entrada para o programa que simula o movimento das particulas. Com
as coordenadas das particulas identifica-se em qual elemento finito a particula se
encontra e com isso calcula-se a velocidade da particula de acordo com a velocidade
nos noés do elemento finito a que ela pertence. O célculo dessas velocidades é realizado
utilizando as mesmas fungoes peso usadas para expandir o campo de velocidade e
pressao. Com isso determina-se o deslocamento das particulas considerando, além
das forcas de corpo, as forcas de colisdo particula-particula e particula-parede, as
forcas hidrodinamicas particula-particula e particula-parede e a for¢a coloidal devido
a aproximacao entre as particulas imersas no fluido com outras particulas e também
com a parede. Esta interacao é feita desconsiderando qualquer tipo de influéncia da
particula no escoamento, uma vez que o fluido encontra-se em estado permanente,

nao sendo necessario calcular a velocidade do fluido em cada passo de tempo.

Dessa forma, o algoritmo implementado é dado a seguir:

— Determina o campo de velocidades do fluido;

Para cada passo de tempo:

— Determina as forgas sobre as particulas:

— Forca de contatos particula-particula e
particula-parede;

— Forca hidrodindmica em cada particula;
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— Forca coloidal em particulas suficiente-
mente proximas;

— Calcula campo de velocidades das particulas considerando a ve-

locidade do fluido e efetua deslocamento.

A figura (3.6) esquematiza o algoritmo implementado.

™, e

( 2 Calculo das
Velocidade - || velocidades e
do fluido | posicdes

R

For¢as
externas e
vinculos

Checagem de
contatos

A
Determinacdo
das forgas de

contato

Figura 3.6: Algoritmo de Interacao Fluido-Particula.
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4 VALIDACAO E EXEMPLOS DA SIMULACAO

A seguir serao apresentados os testes que validam os programas que realizam as simu-
lagoes. Toda a implementacao do trabalho é dividida basicamente em dois grandes
blocos, o primeiro que simula o movimento de um fluido newtoniano incompressivel
e um segundo que simula o movimento das particulas. Primeiro serd validado o
programa que simula o escoamento de um fluido (MEF) e a seguir serao realizados
alguns testes em relagdo ao movimento das particulas(MED) e simulagoes para a

colisao entre particulas e particula-parede.

4.1 Validagao do MEF

Inicialmente considera-se um problema de escoamento permanente, para um fluido
newtoniano incompressivel em uma cavidade bidimensional com tampa mével como

ilustra a figura (4.1).

Os valores dos parametros utilizados no problema sdo: nimero de Reynolds (Re) que
¢ um nimero adimensional cujo significado fisico ¢ um quociente de forcas: forcas de

inércia entre forcas viscosas, sendo dado por Re = 1000 , o comprimento da cavidade
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Tampa movel U

L = i

4

Figura 4.1: Cavidade tampa movel.

quadrada de lado L = 1 m e a velocidade da tampa movel U = 1 m/s. Considera-se
o elemento finito retangular biquadratico (9 nos), uma malha de 44 x 44 elementos,

totalizando 7921 nos e 21650 graus de liberdade.

Para a validacao foi tomado como referéncia ERTURK; CORKE; GOKCOL (2005)
que simula um fluido incompressivel em regime permanente numa cavidade bidi-

mensional de tampa moével para elevados valores de Reynolds.

Na tabela (4.1) apresenta-se a velocidade u do presente trabalho e a velocidade u*
do trabalho ERTURK; CORKE; GOKCOL (2005) ao longo de uma linha vertical

que passa pelo centro geométrico da cavidade.

Nota-se que o maior erro apresentado na malha escolhida é da ordem de 1072, porém
os valores analisados na tabela sao de locais do escoamento onde ocorrem o maior

gradiente de velocidade, ou seja, o pior caso do escoamento analizado.
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‘ y ‘ Vel u* Vel v | Erro Abs | Erro Rel

1.000 | 1.000 1.0000 0.0000 0.0000
0.980 | 0.7065 | 0.7136 0.0071 0.0100
0.960 | 0.5102 | 0.5187 0.0085 0.0166
0.940 | 0.4276 | 0.4354 0.0078 0.0182
0.920 | 0.3993 | 0.3995 0.0002 0.0005
0.900 | 0.3838 | 0.3826 0.0012 0.0031
0.500 | -0.0620 | -0.0577 | 0.0043 0.0693
0.200 | -0.3756 | -0.3798 | 0.0042 0.0111
0.180 | -0.3869 | -0.3972 | 0.0103 0.0266
0.160 | -0.3854 | -0.3926 | 0.0072 0.0186
0.140 | -0.3690 | -0.3828 | 0.0138 0.0373
0.120 | -0.3381 | -0.3523 | 0.0142 0.0420
0.100 | -0.2960 | -0.3093 | 0.0133 0.0450
0.080 | -0.2472 | -0.2587 | 0.0115 0.0465
0.060 | -0.1951 | -0.2045 | 0.0094 0.0481
0.040 | -0.1392 | -0.1462 | 0.0070 0.0502
0.020 | -0.0757 | -0.0796 | 0.0039 0.0515
0.000 | 0.00000 | 0.0000 0.0000 0.0000

Tabela 4.1: Velocidade u do presente trabalho e v* (ERTURK; CORKE; GOKCOL,
2005) ao longo de uma linha vertical que passa pelo centro geométrico da cavidade
quadrada de tamanho 1, para Re = 1000.

4.2 Testes e simulacoes do MED

Para o programa que simula o movimento das particulas serao feitos alguns testes
e calculos, exemplificando o movimento das particulas, serd determinado o passo
de tempo necessario para a realizacao da simulacao e o calculo do deslocamento

maximo permitido para a particula.
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4.2.1 Queda livre

O primeiro teste realizado basea-se na equacao da queda livre no espaco. Essa

equacao ¢ dada por:

—qat?
H= g : (4.1)

onde g é a aceleracao da gravidade, ¢t é o tempo de queda e H é a altura.

A tabela (4.2) compara o deslocamento real da particula H* calculado pela equacao

(4.1) e o deslocamento H encontrado pela simulagao.

’ Tempo \ H* \ H \ Erro Abs \ Erro Rel

0.1 0.04904 | 0.04949 | 0.00045 0.00917
0.2 0.19614 | 0.19698 | 0.00084 | 0.00428
0.3 0.44130 | 0.44247 | 0.00117 | 0.00265
0.4 0.78453 | 0.78596 | 0.00143 | 0.00182
0.6 1.76519 | 1.76694 | 0.00175 0.00099
0.8 3.13812 | 3.13992 | 0.00180 | 0.00057
1.0 4.90030 | 4.90490 | 0.00460 | 0.00093

Tabela 4.2: Relacao: deslocamento real H x H* deslocamento da simulagao

A figura (4.2) ilustra o movimento de uma particula em queda livre para os instantes
de tempo t = 0.2, t = 0.3 e t = 0.4 segundos. A simulacao é realizada em uma

cavidade bidimensional com R =0.02m e g = 9.8 m/s”.

4.2.2 Determinacao do passo de tempo

O passo de tempo adequado para a simulacao é calculado de acordo com MISHRA;
MURTY (2001). Eles apresentam argumentos, baseados em oscilagoes lineares nao

amortecidas, para o calculo de At dado por:
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Figura 4.2: Particula em queda livre nos instantes de tempo t = 0.2, ¢t = 0.3 e

t = 0.4 segundos.

At =

0.2 f Rmin

| Vmax-i ’

onde f é a penetracao méaxima entre as particulas durante a colisao expressa como

uma fracao do raio da particula, v..; ¢ a velocidade maxima de impacto e Ry, €

o raio minimo das particulas.

Tomando f = 107, viyaxi = 0.14 m/s e Ry = 3.0 x 1077 m (jA que todas as

particulas tém o mesmo tamanho) obtemos um passo de tempo aproximado da

ordem de 10710 s.

R=30x10""
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4.2.3 Calculo para o teste de parada

Uma das maiores dificuldades para a realizacao deste trabalho foi a obtencao dos
valores dos parametros utilizados para a realizacao da simulacao. Destes, pode-
mos destacar o coeficiente de restituicao. A primeira andlise dos valores usados
para o coeficiente de restituicao foi feita de forma visual, ou seja, o coeficiente era
calibrado seguindo uma determinada relagao, como mencionado na se¢ao (3.2.5) e
depois disso era feita uma anéalise visual dos videos gerados. Pensando numa anéalise
mais consistente acrescentamos um teste de parada no programa. Este teste mede o
deslocamento maximo que a particula pode realizar durante a simulacao, parando o
processo caso o deslocamento da particula seja superior ao méximo permitido. Com
este critério de parada é possivel calibrar o coeficiente de restituicao de forma que
as particulas nao ultrapassem essa distancia limite, permitindo uma nova calibracao

para esse coeficiente.

Com o passo de tempo At = 107!% s calculado na secao (4.2.2), e a velocidade
méaxima da particula v = 0.07 m/s dentro do escoamento, é possivel calcular o des-
locamento maximo da particula em cada passo de tempo. O deslocamento maximo

¢ dado por: As=v x At =7 x 1072 m.

4.3 Exemplos e simulagoes

4.3.1 Particula

A seguir serao apresentados alguns exemplos que simulam particulas em uma cavi-
dade bidimensional. Nos exemplos a seguir considera-se apenas a forca da gravidade

e as forcas de colisao particula-particula e particula-parede.
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Os exemplos que serao apresentados consideram particulas de raio R = 0.01 m e
uma cavidade quadrada de lado L = 1 m. Os parametros materiais das particulas

sao mostrados na tabela (4.3) a seguir.

Densidade da particula, p, | 1051 kg/m?
Coeficiente de Poisson, v 0.33

Coeficiente de restituicao, e 0.8

Constante de Hamaker, A;; | 1.8 x 10719 J
Comprimento de onda, A 100 nm

Tabela 4.3: Caracteristicas da particula.

A figura (4.3) simula uma particula com coordenadas (z, y) = (0.1, 0.7) e velocida-
de inicial (u, v) = (1.0, 0.0) colidindo inicialmente com a parede e posteriormente

com a parede direita.
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Figura 4.3: Particula colidindo com as paredes inferior e lateral direita.

Na figura (4.4) exemplifica-se 0o movimento de duas particulas p;( em azul) e py(em
vermelho) cujas coordenadas e velocidades iniciais sdo (1, y;) = (0.1, 0.6), (uy, vy) =
(1.0, 0.0), (w2, y2) = (0.9, 0.6) e (uz, vo) = (—1.0, 0.0), respectivamente. As
particulas colidem incialmente com a parede inferior e logo apos colidem entre si,

percorrendo o mesmo trajeto durante a simulacao. Isto deve-se ao fato de que as
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particulas possuem a mesma altura, mesma distancia das paredes esquerda e direita,

e também velocidades absolutas iguais.
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Figura 4.4: Particulas colidindo com a parede inferior e em seguida entre si.

O exemplo da figura (4.5) mostra o movimento de duas particulas: p; (em azul) com
coordenada (z1, y1) = (0.4, 0.3) e velocidade inicial (uy, v;) = (0.8, 0.0), e py (em
vermelho) com coordenada (z2, yo) = (0.6, 0.3) e (ugz, v2) = (—0.8, 0.0). Note que
as particulas colidem entre si antes da queda e depois colidem com a parede inferior

também de forma simétrica.

O dltimo exemplo, ilustrado pela figura (4.6), mostra duas particulas colidindo
incialmente com as paredes esquerda e direita, em seguida com a parede inferi-
or e por fim entre elas. As coordenadas e velocidades inciais das particulas p;
(em azul) e py(em vermelho) sdo (x1, y1) = (0.1, 0.4), (u1, v1) = (—1.0, 0.0),
(2, y2) = (0.9, 0.4) e (ug, ve) = (1.0, 0.0), respectivamente.
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Figura 4.5: Particulas colidindo entre si e em seguida com a parede inferior.
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Figura 4.6: Particulas colidindo com as paredes da esquerda e direita, em seguida
com a perede inferior e por ultimo entre elas. Figura da direita: Zoom da colisao
entre as particulas.

4.3.2 Interacgao fluido-particula

Para as simulagoes da interagao fluido-particula as dimensoes da geometria do fluido
sao de um aplicador usado na industria de revestimento (APOSTOLOU; HRYMAK,
2008): L, =2.4-107° m de comprimento e L, = 6 - 107% m de largura. Os valores

dos parametros considerados sdo: densidade do fluido p = 1000 kg/ m®, viscosidade
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p=0.001 Pa-s e a velocidade de entrada e de saida do fluido v = 0.07 m/s, no caso
da cavidade com tampa movel a velocidade da tampa é, também, v = 0.07 m/s. Foi
utilizada uma malha de 40 x 10 elementos, totalizando 1701 n6s e 4602 graus de

liberdade.

Em relagao a particula, os parametros sao os mesmos utilizados na tabela (4.3) da

secao (4.3.1).

As forcas utilizadas para a realizacao dos testes serao mostradas a seguir.

e Forca de Corpo

A forca de corpo utilizada na simulacao é a forca (3.18).

e Interagao Particula-Particula

Para a interacao particula-particula sao usados para o modelo de forca normal a
forga (3.23), com a relac@o entre os coeficientes de rigidez dada pela equagao (3.32),
para a forga coloidal o modelo dado pela equacao (3.27) e a for¢a hidrodinamica por
(3.28).

e Interacao Particula-Parede

O modelo de forca normal utilizado para a interacao particula-parede é o da equagao
(3.29), com a mesma relacdo entre os coeficientes de rigidez da interagio particula-
particula, para a forca coloidal o modelo é dado por (3.30) e a for¢a hidrodinamica

por (3.31).

As figuras (4.7) e (4.8) ilustram o escoamento bidimensional de uma cavidade com
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paredes superior e inferior fixas onde o fluido entra com uma velocidade constante
ao longo do eixo y e apesar de em x = L, existir uma parede para a particula ela é

tal que o fluido sai, como uma tela que bloqueia as particulas sem bloquear o fluido.
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Figura 4.7: Campo de velocidades de um escoamento 2-D com parede fixa. Figura
da direita: Zoom do escoamento.
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Figura 4.8: Intensidade da velocidade na dire¢ao z. Figura da direita: Intensidade
da velocidade na direcao .

A colisdo da particula com a parede ¢é ilustrada nas figuras (4.9) e (4.10). Considera-
se que a particula possui velocidade nula no instante em que é liberada no escoamento
e em seguida, apos interagao com o fluido, esta ganha velocidade e se movimenta
na dire¢ao do escoamento conforme descrito na se¢do (3.3), sob influéncia das forcas

descritas no algorimto representado pelo esquema da figura (3.4). Na figura (4.9) a
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particula é liberada de uma altura igual a 3 - 107® m e ao se chocar com a parede

a particula mantém sua direcao porém em sentido contrario. A particula da figura

(4.10) é liberada em uma altura igual a 5 - 107% m.

PSON PSON

Figura 4.9: Particula colidindo com o ponto médio da parede da direita no escoa-
mento da figura (4.7). A cor azul (—) mostra a particula se movimentando em
dire¢@o a parede e a cor vermelha (— % —)indica que a particula colidiu e mudou de
sentido.
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Figura 4.10: Particula colidindo com a parede da direita no escoamento da figura
(4.7). A cor azul (—) mostra a particula se movimentando em dire¢ao a parede e a
cor vermelha (— % —) indica que a particula colidiu e mudou de sentido.

A figura (4.11) mostra exatamente a regido do escoamento em que ocorre a colisdo

entre a particula e a parede representado na figura (4.10).
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Figura 4.11: Regiao do escoamento onde ocorre a colisao particula-parede represen-
tada pela figura (4.10).

Note que na figura (4.9) a particula é liberada da altura média da cavidade, onde
o campo de velocidade é praticamente horizontal, e portanto ela apenas muda o
sentido apos se chocar com a parede. O que nao ocorre na figura (4.10) ja que a
particula é liberada da parte superior da cavidade fazendo com que a particula mude

nao s6 o sentido mas também a direcao.

A colisao do tipo particula-particula pode ser vista nas figuras (4.12) e (4.13). Tam-
bém considera-se que a particula possui velocidade nula no instante em que é liberada
no escoamento e em seguida, apés interacao com o fluido, esta ganha velocidade e
se movimenta. Apoés as particulas se chocarem suas direcoes sao alteradas, diferen-
temente do que ocorre quando a particula ¢ liberada do ponto médio do escoamento

e nao colide com nenhuma outra.
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Figura 4.12: Duas particulas colidindo no escoamento 2D com parede fixa represen-
tada pela figura (4.7).
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Figura 4.13: Duas particulas colidindo no escoamento 2D com parede fixa represen-
tada pela figura (4.7).

As figuras (4.14) e (4.15) ilustram o escoamento bidimensional com tampa movel.
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Figura 4.14: Campo de velocidades de um escoamento 2-D com tampa mével. Figura
da direita: Zoom da parte superior esquerda do escoamento.

Resolvido o escoamento bidimensional de tampa mével, libera-se uma particula e
ela segue a direcao do vetor velocidade do escoamento como pode ser visto na figura

(4.16).

Com o objetivo de observar a colisao, duas particulas foram colocadas no escoamento
da cavidade de tampa movel, figura (4.17). Observe que novamente apds a colisdo

as particulas mudam sua direcao preferencial.
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Figura 4.15: Intensidade da velocidade na direcao x. Figura da direita: Intensidade
da velocidade na direcao y.
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Figura 4.16: Particula liberada na cavidade de tampa movel da figura (4.14).
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Figura 4.17: Colisdo entre duas particulas no escoamento da figura (4.14).
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5 DETERMINACAO DOS COEFICIENTES
DE RESTITUICAO

O principal objetivo deste trabalho ¢ compreender e simular escoamentos com par-
ticulas em suspensdo. E interessante observar que nio so a particula se movimenta
devido ao escoamento, mas também, em muitos casos, a particula muda o padrao
do escoamento. Essa mudanca ou nao do padrao do escoamento depende da quan-
tidade de particulas suspensas, do tamanho da particula e da sua densidade. Com
o objetivo de simplificar a modelagem da relacao fluido-particula, inicialmente foi
realizada a modelagem de um problema onde o movimento das particulas nao al-
terava o padrao do escoamento. A quantidade de particulas, suas dimensoes e sua
densidade sao tais que o fluido afeta o movimento das particulas, porém as particu-
las nao alteram o comportamento do fluido. Esses resultados podem ser vistos no

Capitulo 4.

Como ja citado na secdo (3.2.5), os coeficientes de rigidez devem depender nao
apenas das propriedaes do material das particulas, mas também de suas velocidades.
Segundo MISHRA; MURTY (2001), e citado por APOSTOLOU; HRYMAK (2008),
para o problema estudado neste trabalho o coeficiente de rigidez para o contato

entre particulas deve ser determinado pela equacdo (3.33). Porém, ao utilizar esta
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expressao nas simulacoes do deslocamento de particulas suspensas em uma cavidade
de tampa movel (exemplo (4.14) da se¢ao (4.3.2)) o critério de consisténcia adotado
neste trabalho nao foi satisfeito. Nos exemplos apresentados, os coeficientes de

rigidez foram determinados empiricamente.

Um outra dificuldade na definicao dos valores dos coeficiente de rigidez reside no
fato deles serem dependentes tanto do diametro das particulas quanto da propria
geometria do problema. Dessa forma, os valores apresentados em APOSTOLOU;
HRYMAK (2008) nao foram satisfatorios para as simulagoes realizadas. Fez-se entao
necessario, determinar valores apropriados a este trabalho de maneira a tornar as

simulacoes fisicamente consistentes.

Mantendo-se fixo as caracteristicas do escoamento do fluido (geometria, velocidade
da tampa movel, propriedades fisicas etc), realizou-se um estudo da relagao entre

coeficientes de rigidez e raio das particulas, mantendo-se o coeficiente de restituicao

e = K—1 = K—1 = 0.8 (APOSTOLOU; HRYMAK, 2008) e o critério de
n,2 n,w2

consisténcia fisica da simulacdo. Assim, neste estudo foi obtido um conjunto de
valores para os coeficientes de rigidez e do raio das particulas, obtendo-se uma

regiao de consisténcia.

Esta regiao de consisténcia foi obtida da seguinte forma: mantendo-se fixo os valores
dos coeficientes de aproximacgao K, ; e de afastamento K, , entre as particulas e
também os coeficientes de aproximacao e de afastamento K, 1 e K, 42 entre as
particulas e a parede, variou-se o valor do raio das particulas, com uma precisao de
10~* pum, com o objetivo de determinar um intervalo de valores consistentes para
o raio das particulas; em seguida, variou-se os valores dos coeficientes de rigidez
em 10%, mantendo o valor e = 0.8 e repetiu-se o processo para determinacao do

intervalo de consisténcia para o raio das particulas.
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A figura (5.1) a seguir apresenta a regiao de consisténcia obtida para o caso da
simulacao de particulas suspensas em uma cavidade de tampa movel, como definida
no exemplo (4.14) da segdo (4.3.2). Ao eixo x estdao associados os conjuntos de
valores dos coeficientes de rigidez, como pode ser visto na tabela (5.1). Ao eixo y

esté associado o valor do raio das particulas (x1077).

Regido de Consisténcia

X raio minimao (r)
¥ raio maximao (R)
38F grau 2 (R} 7

grau 5 (1)

36|

34F

Raio

32F

28+

2B

0 2 4 g 8 10 12 14
Conjuntos de Coeficientes

Figura 5.1: Regiao de consisténcia.

’ | Ceficientes de rigidez | Intervalos dos raios (x1077) |
| Conjuntos de coeficientes | Kni1 [ Kn2 | Knwi | Knw2 | Ruin | Roax ‘

1 0.00576 | 0.009 | 288 450 | 2.770 2.942

2 0.00640 | 0.010 320 500 2.801 3.047

3 0.00704 | 0.011 352 550 | 2.814 3.145

4 0.00768 | 0.012 384 600 2.827 3.237

5 0.00832 | 0.013 | 416 650 | 2.872 3.324

6 0.00896 | 0.014 448 700 2.833 3.407

8 0.01024 | 0.016 | 512 800 | 3.127 3.564

9 0.01088 | 0.017 544 850 3.177 3.637

11 0.01216 | 0.019 | 608 950 | 3.233 3.774

13 0.01344 | 0.021 672 1050 | 3.297 3.902

Tabela 5.1: Conjuntos de coeficientes x Intervalos dos raios.

As linhas continuas na figura (5.1) foram obtidas por ajuste de curva de grau 2 para

o limite superior e de grau 5 para o limite inferior, dadas por

y = —0.001827 4 0.1048z + 2.8437 ,
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y = 0.00012° — 0.00262* + 0.03262> — 0.17202 + 0.3848x + 2.5186 .

A importancia do resultado apresentado na figura (5.1) reside no fato de facilitar
a escolha desses parametros de forma a manter a consisténcia da simulacao. Para
um dado conjunto de valores de coeficientes de rigidez, obtém-se de forma direta os
valores viaveis para o raio das particulas. Por outro lado, dados dois valores de raio
de particulas, o conjunto de valores dos coeficienters de rigidez a ser adotado deve ser
escolhido entre aqueles que sao viaveis para os dois valores do raio, conforme pode
ser visto na figura (5.2). Em alguns casos, nao é possivel determinar coeficientes

que satisfacam aos valores de raio dados, figura (5.3).

Regido de Consisténcia
4 1 T T T T
X raio minima (r)
¥ raio maxima (R)
grau 2 (R)
grau s (r)

38r

36|

347 Regido de Consisténcia

Raio

32

28 R WO B

26 1 L 1 1 1 L
0 2 4 5 g 10 12 14

Conjuntos de Coeficientes

Figura 5.2: Regido de consisténcia para duas particulas com raios Ry = 3.1 x 1077
e Ry =3.2x 1077,
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Regifo de Consisténcia
4 t t 1 1 1 T

X raio minimo (f)
¥ raio maximao (R)
a&r arau 2 [} h
grau 5 () |
36 B
34+ B
2 -
e o %
32t - g
W
1
3 } B
4 i
% '
. X 4
28Bp R
75 . . . . . .
0 2 4 B 8 10 12 14

Conjuntos de Coseficientes

Figura 5.3: Auséncia da regiao de consisténcia para duas particulas com raios R; =
3.0x107"e Ry =3.6 x 1077,

Vale dizer que um conjunto de valores nao deve, necessariamente, pertencer a regiao
de consisténcia para que a simulacao apresente resultados coerentes fisicamente,
uma vez que nao ha garantia de que as particulas irao colidir entre si ou com as
paredes em uma dada simulacao. Porém, de posse da regiao acima é possivel evitar
a perda de tempo em processos de tentativa e erro para obtencao dos valores desses

parametros.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho mostrou a modelagem do escoamento de um fluido newtoniano in-
compressivel pelo Método dos Elementos Finitos e o movimento das particulas pelo
Método dos Elementos Discretos em duas geometrias diferentes. Em seguida foi rea-
lizado o acoplamento entre estas duas metodologias para a interacao fluido-particula,

desconsiderando qualquer influéncia das particulas no escoamento.

Foi realizado um levantamento bibliografico sobre as diferentes técnicas para a mode-
lagem de escoamentos com particulas em suspensao e um estudo sobre as diferentes
forcas que atuam nas particulas, sejam elas pela interacao entre particulas, entre as

particulas e a parede e também entre as particulas e o fluido.

Realizou-se um estudo sobre as diferentes maneiras de se calcular os coeficientes
de rigidez com base no coeficiente de restituicao adotado. Foram realizados testes
e simulagoes que comprovaram a necessidade de determinar valores apropriados a

este trabalho de maneira a tornar as simula¢oes consistentes.

A principal contribuicao deste trabalho é a determinacao de uma relagao obtida

empiricamente entre os conjuntos de valores de coeficientes de rigidez e o tamanho
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das particulas, chamada de regiao de consisténcia. Com essa regiao é possivel de-
terminar para um conjunto de valores de coeficientes de rigidez o tamanho méaximo

e minimo adequado para a particula e vice-versa.

Pelo ajsute de curva realizado para os pontos maximos e minimos encontrados,
figura (5.1), percebe-se uma relagdo quadratica entre os coeficientes de rigidez e o
raio maximo das particulas e uma relacao de grau cinco entre esses parametros para

os valoes minimos dos raios.

A determinacao da regiao de consisténcia mostra-se de grande importancia para
futuras simulagoes do problema estudado. Sugere-se entao, para trabalhos futuros,
o estudo da regiao de consisténcia para outros valores do coeficiente de restituicao,
da velocidade da tampa e para outras geometrias do problema. Este estudo pode
levar a determinacao de uma expressao que relaciona os coeficientes de rigidez, o raio
das particulas e os parametros acima citados, particularmente a velocidade maxima

do fluido, definida pela velocidade da tampa movel.
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