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RESUMO

Quintino, Natanael Peixoto. Teoria e Simulacao Numérica de uma Equacao
Nao-Linear de Onda. 2014. 103 f. Dissertagdo (Mestrado em Informética) -
PPGI, Instituto de Matemaética, Instituto Tércio Pacitti de Aplicacoes e Pesquisas
Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

Nesse trabalho sera apresentado um estudo teérico e numérico de uma equacao
de onda nao-linear, considerando um termo fonte e condicdo de fronteira nula. A
nao-linearidade ¢ dada pelo termo |u|?, com p > 1. Os resultados teoricos consistem
em estudar a existéncia e unicidade da solucao fraca para o problema utilizando o
Método de Faedo-Galerkin junto com argumentos de compacidade. Para obter a
solucao numérica aproximada serao utilizados o Método dos Elementos Finitos para
a variavel espacial e o Método das Diferencas Finitas para a variavel temporal. O
sistema nao-linear, para cada passo de tempo, sera resolvido pelo Método de Newton
Modificado e o Python foi a linguagem computacional utilizada. Os resultados serao
apresentados para os casos unidimensional e bidimensional.

Palavras-chave: Método de Galerkin, Equacao de Onda Nao-linear, Método de
Newton Modificado, Método dos Elementos Finitos, Método de Newmark, Simulacao
Numérica.



ABSTRACT

Quintino, Natanael Peixoto. Teoria e Simulacao Numérica de uma Equacao
Nao-Linear de Onda. 2014. 103 f. Dissertagdo (Mestrado em Informética) -
PPGI, Instituto de Matemaética, Instituto Tércio Pacitti de Aplicacoes e Pesquisas
Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

In this work a theoretical and numerical study of a nonlinear wave equation with
a source therm and zero boundary condition will be presented. The nonlinearity
is given by the term |u|? with p > 1. The theoretical results are to study the
existence and uniqueness of the weak solution to the problem using the Faedo-
Galerkin Method with arguments of compactness. For the approximate numerical
solution to the Finite Element Method to the space variable and the Finite Difference
Method for the time variable the was used. The nonlinear system for each time step
is solved by Modified Newton’s Method and the Python was the computer language
used. Results are presented for one-dimensional and two-dimensional cases.

Keywords: Galerkin’s Method, Nonlinear Wave Equations, Modified Newton Method,
Finite Elements Method, Newmark Method, Numerical Simulation.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho objetiva dissertar sobre uma generalizacao da equacao diferen-

cial por mais tempo estudada, a equagao de onda.

1.1 Histérico da Equacao

A equacao diferencial parcial base deste trabalho é a equacao de onda que é

representada na sua forma linear por
Ut — Au = O, (11)

com u = u(t,x),t >0ex €U, onde U C R" aberto. Para que esta equac¢ao possua
uma tinica solucao é necessario conhecer alguns valores. Estes valores sao chamados
de condigoes iniciais e de fronteira, onde aquelas sdo dadas por ug(x) = u(0,x) e
ur(z) = w(0,2), com x € U, e estas por u(t)‘aﬁ = u(t,z), com = € AU, ou seja,
com z pertencente a fronteira do fecho de U. Estas condicoes serao dadas a priori.

Existe também a equacao de onda nao-homogénea, onde é acrescentado a
equagdo (1.1) um termo f = f(¢,x), o qual serd chamado de termo fonte. Sua
representacao ¢ dada por

Ut — Au = f
Este termo fonte f : [0,00) X U — R sera dado, assim como as condigdes citadas

anteriormente.

Fazendo uma interpretagdo fisica, a equacdo de onda (1.1) é um modelo

simplificado para a vibragao de uma corda, quando n = 1, membrana, quando n = 2,
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ou soélido elastico, quando n = 3. A solucao u(t, z) representa o deslocamento da

onda em zx no instante ¢t > 0.

Uma familia de modelos nao-lineares desta equacao pode ser representada

pela equacao de Klein-Gordon nao-linear definida da seguinte forma:
uy — Au+ G(u) = f, (1.2)

com G(u) satisfazendo algumas restricoes. Tais restri¢des podem ser encontradas

no Artigo [9].

Algumas equacgoes desta familia de modelos nao-lineares sao bastante co-
nhecidas e estudadas, como, por exemplo, a equacao Sine-Gordon, quando toma-se
G(u) = asen(\u), estudada nos Artigos [3] e [27], e a equagao de Liouville modifi-
cada, quando G(u) = ae’, estudada no Artigo [23], onde a, A e 3 sdo constantes
reais. Os Artigos [7], [16] e [8] estudam algumas outras possiveis defini¢des para a
fungao G(u). Algumas outras definigoes para a fun¢do G(u) podem ser encontradas

no site [18§].

Neste trabalho, tem-se por objetivo apresentar um estudo teérico e numérico
da equagdo (1.2) considerando G(u) = |ul’. Esta equagao sera denominada equagao

nao-linear de onda e é dada por
uy — Au+ [ul” = f, (1.3)

com p > 1.

Um dos principais estudos relacionados & equagdo (1.3), foi realizado por
Jacques-Louis Lions, ver o Livro [10] e o Artigo [11|. Existem, também, muitos
outros estudos analiticos e aplica¢oes de equagoes ndo-lineares da familia (1.2), como

por exemplo os Artigos |25],]24] e [17].
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Existem, também, muitos trabalhos na area da fisica moderna estudando a
Equacao de Schréedinger nao-linear cujo termo nao-linear é igual ao mencionado no
paragrafo anterior, como por exemplo os Artigos [2],[1] e [22]. Esta equacao, des-
prezando o termo nao-linear, possui como solucao um vetor que contém informacoes
quanticas de uma determinada particula. Uma aplicacao recente para esta equagao,

é na area de fibra otica, assunto abordado no Artigo [1].

1.2 Proposta de Pesquisa

Neste trabalho serd estudado o seguinte problema:

uy — Au+ulf =f em Q, p>1,

u=0 sobre X, (1.4)
ou

u(0,z) = up(x), E(O,m) =uy(x), para x €.

onde @ = (0,7) x Q C R*™™ T > 0, com Q sendo um aberto limitado do R"
possuindo fronteira I" regular, e ¥ = (0,7) x I". A solu¢do u do problema (1.4) é

uma fun¢do que depende das variaveis temporal ¢ e espacial z, ou seja, u = u(t, x).

Estuda-se nesta dissertagao os aspectos teoricos e numeéricos do sistema (1.4)
com o objetivo de estabelecer existéncia e unicidade de solucao fraca e também rea-
lizar simulacoes numéricas do comportamento da solucao nos casos unidimensional

e bidimensional.

Para o desenvolvimento tedrico, aplica-se o0 Método de Faedo-Galerkin e re-
sultados de compacidade para obter a convergéncia da solugao aproximada para a
solucao exata e, para obter a solucao numérica, aplica-se o Método dos Elementos

Finitos para a variavel espacial e o Método das Diferencas Finitas para a varia-
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vel temporal. Com relacao as ferramentas computacionais, utiliza-se a linguagem

Python e suas bibliotecas para calcular e desenhar os graficos das solucoes.
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2 ANALISE TEORICA

Neste capitulo sera demonstrado a existéncia de solu¢ao para o problema
(1.4), tomando por base o trabalho [15]. Vale citar de imediato que, embora a unici-
dade nao seja demonstrada neste trabalho, sua demonstracao podera ser encontrada

no mesmo Artigo [15] e no Livro [10].

2.1 Formulacao Variacional

Tome v € D(2). Multiplicando a equagdo (1.4) por v e integrando em (2,
tem-se para quase todo t € (0,7

/Quttde—/Q(Au)deJr/QMpde:/vadQ, Vv € D(Q). (2.1)

Integrando a segunda parcela por partes, obtemos

/Q(Au)vdﬂ = /F(Vu)vdf‘—/QVqudQ, Vv € D(Q). (2.2)

Como v € D(Q), tem-se que /(Vu)vdF = 0, logo, substituindo (2.2) em
r
(2.1), obtemos

/uttde+/VqudQ+/ |u]pde:/fde, Vv € D(R). (2.3)
Q Q Q Q

Adotando as seguintes notacoes,

ou Ov
= Q
(u,v) /qud e (Vu,Vv) g /81:,(99[:1
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podemos reescrever a equagao (2.3) da seguinte forma

(ug,v) + (Vu, Vo) + (Jul’,v) = (f,v), Yv e D(Q). (2.4)

Observe que, como D(2) & denso em HJ (), por A.6, a igualdade (2.4) per-

manece valida para todo v € H}(Q), ou seja,

(e, v) + (Vu, Vo) + ([ul?,v) = (f,v), Yo € H(Q). (2.5)

2.2 Meétodo de Galerkin

Seja {p;;1 € N} C H}(Q) tal que, ao considerar o espaco Vi, = [@1,-- -, Pml;

tenha-se V,,, C Vo, Vm € N, e U Vaim seja denso em HJ(€2). Tal escolha estd sendo

=
=1
feita para que os testes na validacao do método numeérico utilizado nas simulagoes

seja coerente.

Ao se aplicar o Método de Galerkin ao problema (2.5), deseja-se encontrar
uma fun¢io u(t) € H}(Q) que seja solugiao para este mesmo problema, por meio de

uma sequéncia de fungoes (uy,(t))men, onde cada fungao wu,,(t) € V,, é solu¢ao para

o problema
(W 0) + (Vg, VU) + (Jun|?,v) = (f,v), Yo €V,
U (0) = Ugy — ug em  Hy (), (2.6)
ul (0) = up, — uy em  L*(Q).
7 d2um . ~ .
onde u, = Ugm € Uiy, Projecoes de ug e up, respectivamente, em V,,,.

a2’

Ou seja, aplicar o Método de Galerkin consiste em aproximar o espaco das

solugoes, H} (), de dimensao infinita, por um subespago V,,, de dimensdo finita e
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mais ainda, obter estimativas adequadas que permitam passar o limite na solucao

aproximada de modo a obter uma solucao para o problema original.

2.3 Existéncia de Solucao

Nesta secao serd visto que se as normas de f,uy e uy forem suficientemente

pequenas, o problema (1.4) apresenta solucao fraca para todo ¢ € (0, 00).

Teorema 2.1. Euxisténcia de Solu¢ao Local

Suponha p > 1, sen =1 o0u 2, el < p < =25, sen > 3. Sejam ug €

n—27

H}(Q),uy € L*(Q) e f € LY0,T; L*(Q)) dados. Entao, existe Ty, com 0 < Ty < T,

e uma unica fungdo u : [0,Ty) x @ — R na classe:
u € L0, Ty; Hy (Q)), o' € L>(0,Ty; L*(Q)),

satisfazendo (2.5), solugao fraca do problema no sentido das distribuicoes.

Prova:

/

COnsiderando o problema aproximado em (2.6) e escolhendo v = u/,(t),

entao procedendo de maneira informal, assumindo que os termos tém a regularidade

necessaria, daremos sequéncia aos calculos.

Nos célculos a seguir considera-se |.| e ||.|| como sendo as normas de L*(Q) e

HJ (), respectivamente.

Partindo da formulacao variacional (2.6), escolha v = u], (t) para obter:

(W (£) U (£)) + (7t (), 70 () + ([t (0) |7 0, (£)) = ( (£), 0, (2))
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Note que

(0 (), (1)) = 50 (1) (1)) 5 (0t (), ()

1d,, , 1d , 9

5@( m(t), U (1)) = §E|um<t)’

(Vun(t), Vit (6)) = 5 (T (0), Vit (1) + 5V (1), T (1)

1d 1d )

(i (0) un(0))) = 5l ()]

Observacao:

(Vu, V) = Z (D o)

Sendo assim, tem-se que

1d , 1d 5
m(t m(O)P (1)) = t),ul (t)).
(0 4 5 (O + (e ()1 (1) = (F(0) 6, (1)
Observe que |u,,(t)|? é simplesmente o valor absoluto da funcdo u,,(t) elevado a
p > 1. Continuando a realizar operacoes algébricas obtém-se

1d

522 [ OF + e (®)] ]

(f () ()) = (lum ()17, 1, (1))
< |(/( )]+ | (un @) un )] (27)

Analisando o lado direito de (2.7)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, conclui-se que

[ (et ()17, 23, ()] < [t ()17 - Juiry (2)]-

[(F@&).d' ()] < [fF@B)] - [ (B)].
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Visto que

“um(tﬂp

2:/Q(\um(t)]p)Qsz/Q\um(t)|2”dQ: ()| oy (28)

Logo, extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade (2.8), obtém-

se que

““m@)’p’m(@) = |“m(t) ZQP(Q)'

Note que, pelo Teorema de Imersao de Sobolev, apresentado em A.5, considerando-

se p=2em =1, obtém-se que

HY(Q) — L1(Q), q=

Para n = 1, H'(2) est4 continuamente imerso em C°(f2), e, para n = 2,

tem-se a imersio continua de H*(2) em L4(f2) para qualquer real ¢ > 1 fixado.

Sendo assim, segue o seguinte lema:

Lema 2.1. Considerando p satisfazendo as condigoes do Teorema 2.1, tem-se que
HY(Q) — L*(Q)
e (2.9)
HY(Q) — LFT(Q).

Prova:

Segundo as restri¢oes em relacao a p no enunciado do Teorema 2.1, tem-se

que:

e sen=1,p>1e, portanto, L?*(Q2) e L™ () estdao contidos em C°(Q);
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e sen=2,p>q>1e, portanto, H'() esta continuamente imerso em L*((Q)

e LPTH(Q), pois L*(Q) C LP1(Q) C L1(Q);

® sen > 3,
2n

n—2:

por outro lado, p+1 < 2p, logo, L?*(Q) C L/T(Q) C LI() e, por isso, H ()

n
l<p<—— = 2p< q,
n—2

esta continuamente imerso em L*(Q) e LT (Q).

[
Portanto, segue de (2.9) que existe Cy € R tal que
|t () 22,0(5)) < Collum ()]
Entao,
| (lum ()17, 105, (8)) | < Tt ()| T2y~ [0 (8)] < CEllum ()17 - 7, (£)]. (2.10)
Retornando a (2.7) e utilizando a desigualdade (2.10), tem-se
1 d / 2 2 < Crp 14 !/ !/ 2 11
ST [, ()1 + um (D*] < Collum O] - [, (O] 4+ 1£(E)] - |ur, (8)]- (2.11)
Considere
1 1
fult) = 2 (OF + 2 DI (212)

agora, observe que

1

put) > Shin (P e en(t) > Slun I



24

pois |ul,(t)]?> > 0 e ||un,(t)||> > 0, e, por isso,

|t (D] < V20m(1) e [Jum(t)]] < v/20m (). (2.13)

Substituindo (2.12) e (2.13) em (2.11), obtém-se

Flt) = o) < 05<2som<t>>5+-1 (20m(1)? + |f<t>1|<2som<t>>% (.10
= O (2em(t))F +1£(1)|(20m(1))2.
Visto que p > 1, tem-se que '0; D > 2’ logo
() < ()7 .
assim, de (2.14), obtém-se
Pult) < [CE2% + 1OV om(t)F (2.15)

Dai, como nao se considera o caso onde a solugdo do Problema (1.4) é a solucao
trivial u(t,z) = 0, Vt € [0,T] e Vo € Q, tem-se que p,,(t) # 0, Vt € [0,T], logo,
multiplicando gpm(t)f(%) em ambos os lados da desigualdade (2.15), obtém-se que

()™ (F) gl () < VRO + 25 (2.16)
Note que
et (B0 = 4 [ (12 ) nl0(5) (217
De fato, pois
om0 g0 = 12 [on) CFV0) = (557 om0 ) el ot
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Portanto, substituindo (2.17) em (2.16) e integrando de 0 a ¢, obtém-se

[ 2 [ en )] as < va [irsas =25y [

=

Tp[wm<t><?”>—s@m<o><l‘2”>} <2 / F(s)lds+ 205 )cpe. (218)

Como p > 1, tem-se que (1 — p) < 0. Assim, multiplicando a desigualdade
L—p )
(2.18) por — ) obtém-se

on()(F) 2 on () + (L) VRIS + (F52) 2,
onde |[f|| = [|fllcr 020 = /0 |f(s)|ds. Tem-se, portanto, que
on(0) () 2 (0 () - (L)Wl - (250 )23 (219)

Observe que para todo m € N, ||lugn|| € |u1m| s@o constantes positivas, uma

vez que u,,(0) € V,,, C H}(Q), portanto existe uma constante K > 0 tal que
1 1
om(0) = 5 lwiml* + 5 luom* < K. (2.20)

(p—1)

Observando que R > 0, de (2.20), tem-se

Logo, por (2.19),

on(t) () 2 k(3 - (LA - (L) 2. )

Escolhendo K suficientemente pequeno tal que

K2 — (2 2) VAl > o,
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ou seja,

S S At
K 7> (P Vil
e, definindo

T - 1;1)05 (500 = (257 Vel ). (222)

()

com 7™ > 0, uma vez que (pT) > 0e Cy > 0, pode-se concluir que

k(3 - (%)ﬁwu - (%1)20’31)0515 >0, V 0<t<T"

Seja Tp fixo tal que 0 < Ty < T*. Sendo assim, de (2.21) obtém-se
1

k() - () valifil - ()2 eery

p—1

em(®)7) <

, YV te|0,To).

(2.23)

Assim, tem-se que, Vt € [0, Ty,

(Um )men € limitada em L>°(0, To; H&(Q))
(uh, ) men € limitada em L>°(0, Tp; L*(Q2)).

Logo, tem-se que existem subsequéncias (U, )ken € (U, Jren convergentes.
Denotando estes limites por u e u/, respectivamente, tem-se que
= wuoem  L(0,Ty; Hy (Q))
ul, Sl em L0, Ty; LA(Q)).

mg

Um

(2.24)

Para passar o limite no termo nao-linear |u,,(t)|?, aplica-se o Lema 3.2 do

Livro [10] a fim de obter que

[Um|? = |ul? em  L>(0,Ty; L*(S2)). (2.25)
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d

Note que, u, (t) = %u’(t), assim
lim u (t) = lim iu’ () = L lim ) (t) (2.26)

Portanto, por (2.24), (2.25) e (2.26), passando o limite, com m — oo, em
(2.6)1, obtém-se que

Jim (0, (8),0) + T (Vg Vo) L (fu . 0) = (£:0)

& (i lim u'(t),v) + ( lim Vum,Vv) + ( limoo|um|”,v> =(f,v)  (2.27)

dt m—oo m—soo M

& S00,0)+ (Vu, Vo) + (. v) = (F,0)

Logo, u,(t), solu¢ao do problema aproximado (2.6), converge para a solugao

fraca u(t), do problema (1.4), para todo ¢ tal que 0 <t < Tj.

Quanto a unicidade de solucao local, as demonstracoes poderao ser encon-

tradas no Livro [10] e no Artigo [15].

Teorema 2.2. Fxisténcia de Solucao Nao-Local

Sejam p e n como no Teorema 2.1 ¢ T > 0. Para cada (ug,uy, f) € H} () x
L*(Q) x LY(0,T; L*(Y)) denota-se:
1 1
y =(—|u1|2 + 7 lluol?

(2.28)
b / Juo(e) Pz + S 1711) (1 + 11l ),
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onde 111 = 1111+ @ouzz@) = / (5] ds.
0

Se

1\
0 < [|uol| < (Fgﬂ) :

com Cy sendo a constante de imersao de H}(Q) em L\ e

2p 2(p+1)
1\71 /1Y) 1
<{5 ron :
! <2> (00)

entao, existe uma unica fungao u: Q x [0,00) — R, na classe

we L2(0,T5 Hy(Q), u' € L®(0,T; L*(Q)),

que seja solugdo fraca de (1.4).

Prova:

Tomando v = u),(t) em (2.6);, obtém-se

3O + 5 Gl ®IF + [ un (O 0o = (£, 0)

Note que, se u,,(t,z) > 0,

p - Py - 7
ot p+1dt(m ) s iq Juml"um),
e, se Uy, (t,x) <0,
1 d 1 d
_ Pyl — _ - p+1y - p
(it = = 2 () = 2 )

logo, tem-se que

[ atountde = =% [ un@Pune

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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Substituindo (2.32) em (2.31), obtém-se

G 31 ®F + Sl + — [ (Ol d:c]:<f< (1) (2:3)

Observe que para T' > 0 arbitrario fixo, existe Ty € (0,7) tal que (2.33) esteja
definido para todo 0 <t < Tj, pelo Teorema 2.1.

Integrando (2.33) de 0 a ¢, com 0 < ¢ < Tj, obtém-se:

[ (3 + S+ [ ha ()] ds = [ (50606 51

= [ o

s=0

1
o [SHP + 3l + i [ laoun(siie]| |

Note que, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

/0 (F(5), 1 (5))ds < / ()] ()],

e, como u(0) e v/ (0) sdao dados como condicoes iniciais, podemos tomar u,,(0) e

u,,(0) de maneira que

[lum (O] < u(O)|| =o€ uy, (0)] < u/(0)] = wr.

Sendo assim,

l\DI»—t

[, ()] + —|| Un (¢ )||2+—/ [t (8) |7 4 ()
1 ) )
< Slwnl? +—|!u I +— ol odz + !f N[, ()]dls.

Podemos reescrever a desigualdade anterior como

1 1 1 1
Sl (O + Sl I + T (wn(8)) < Slar? + 5 ol + T ()

" / ()t () ds,

(2.34)
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onde J : Hy(Q) — R é definido por:

1 1
Tw) = Ll + m/ﬁ|u|”udm. (2.35)

O objetivo principal, desta parte da prova, é mostrar que, sob as hipoteses
(2.29) e (2.30), pode-se controlar o sinal de J(u,,(t)), para 0 < t < Ty, e J(ug), na
desigualdade (2.34).

Observe que

‘ / ulPudz

onde Cj é a constante de imersao de H}(Q) em LP(Q), dada em (2.9).

</ﬁmwmj/wMM—me <M, (2.36)

Note que, de (2.36),

[ luluds =~
Q

Retornando a (2.35), tem-se que

Cﬂ—H

1
J(w) > =||u||?
(u) > —||ul|* - o

——{ull”*, (2.37)

lembrando que sera substituido u por u,,(t,-) e u.

Observe que os dois lados da desigualdade (2.34) dependem do sinal de J(u),

sendo assim considere a funcao a seguir:

Lo Co o
PA) = -\ ———=XN A > 0. 2.38
)= 2= SO para (2.38)
Note que P(\) ¢ um limitante inferior para J(u), basta tomar A = ||u|| em

(2.37). Agora, serd analisado o sinal da fungao P(\).
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Analise de P(\), A >0

Observe que:

t) P(A\) =0em Ay =0 com ordem 2 ¢ em \; = <L1>pj;

4c08tt
De fato, pois
p+1 p+1
S DT = MV
p+1 p+1
p+1 ) =

< A=0 ou )\1:(405+1

1

i) Ao = <200%> "' ¢ um ponto critico ¢ P()) é crescente quando 0 < A < Ay;

Com efeito,
1
PA=0 & A=V =0 & A(1-200"3") =0
Lo\
<~ )\0 =0 ou M= <Fg+l) .

Além do mais, considerando A < Ay, tem-se que:

/ - - 1 %
P'()) = A(l —20pt N 1) > M1 -205" N = A<1 — 205" (Fgﬂ) )

=A1-1)=0.

Logo, se 0 < A < Ay, P'(A) > 0, o que implica que neste intervalo P(\) é

crescente.

191) Ay = A2 € um ponto de maximo de P(A) em [0, Aq].

De fato, observe que, para A > \,

i
L

°
|
-

, . . |
P\ = A(l —20pt N 1) < )\<1 20N 1) - A(l — o0t <206’“)

= A(1-1)=0.
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Portanto, para Ay < A, P'(A) < 0, ou seja, P(\) é decrescente para tais \’s.
Visto que, pelo item (iz), P(\) é crescente para A < \s e, pela conclusao obtida

acima, ¢ decrescente para A > Ao, tem-se que \j; € um ponto de méximo. Logo,

L\
Ay = Ay = < ) (2.39)

205t
] ¢

1 ot 1 N\ (1 crtt /o1 N\
PAw) =M\ (= — 20 el — [ = LYo L
- \a2cet! 4 20p+1)) \2crt! 4(p+1)

- )
CA(p+1) \205tt)

| |=
[un

¢ um ponto de maximo, e o valor maximo de P(\) para \ € [0, (2?&1) !

o[

Assim sendo, esboga-se o grafico para P(\) na Figura 2.1.

—

ptl 1
—a 3
1 \"
)

Figura 2.1: Esboco do grafico de P())
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Voltando a analisar os termos de (2.34), de (2.37) tem-se que
J(u) = P([lull), (2.40)

uma vez que P()) é definido como em (2.38).

Substituindo u por wug, obtém-se que P(||uo||) > 0. De fato,

1 ot 1 ot
P = 2(— -2 ”*1> >0 & - -0
(Iluol[) = [luol| i 1HlmH 1 41

Pela hipotese (2.29) do Teorema 2.2, tem-se que

oot 1 ocrtt /1 o 1 1
LG ) s (-G ()T ) = (i
4 p+1 4 p+1\2C% 4 2(p+1)

p—1
- >,
Alp+1)
esta ultima desigualdade é valida pois p > 1. E, se ||ug|| = 0, é facil verificar que

P(]|uo||) = 0. Portanto, P(||ug||) > 0. Logo,

|[ug|[P~1 > 0.

J(uo) = P([[uol[) = 0 (2.41)

Assim, pode-se concluir que o lado direito de (2.37) é positivo. Agora, s

resta provar que J(u,,(t)) é positivo, para isso sera provado o seguinte resultado:
Lema 2.2. Suponha ug, u; e v satisfazendo as condi¢oes do Teorema 2.2. Entao,
a sequéncia de solugdes aprorimada (Umy)men Satisfaz

1

=
W) , V te0,Ty] e meN. (2.42)

)] < (

Prova (Lema):

Suponha, por contradi¢ao, que existe mgy € N e algum ¢y € [0, Tp] tal que

luna(0 > (55 ) (2.43)

208
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Sabe-se que u,,(0) = ug,, € a projecao de uy em V;,, logo

0 < et (O] < [luoll-

Pela hipotese (2.29), tem-se que

1

1\
a0 < ()

Uma vez que u,,,(t) é continua em [0, Ty], existe ¢y € (0,7Tp) tal que

1

0<HwﬂﬂH<(

Agora, considere o subconjunto 7 de (0,7p) definido por:
e
r= e OB lum @l 2 (5omr) - (249
2C%

Propriedades do conjunto 7

e F nao vazio;

De fato, pois supomos, em (2.43), que existe um ¢t € (0, 7] tal que ||um, (t)|| >

Lo\
(205“) '

e L um conjunto fechado:

Isto porque a fun¢do wum,,(t) é continua em [0, 7], e, portanto, continua em
[to, To]-
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e Seu infimo € estritamente positivo.

Conclusao obtida a partir de (2.44), pois para algum t € (to, T], com ty > 0,

L\
a1 ()

Assim, pelas propriedades de 7, existe um minimo t* € (0, Tp), tal que satisfaca:

1
2COP+1

* 1 piil
ool = ()

"
mmwu<( ) v oo<i<r

(2.46)

Agora, voltando para (2.34) e tomando em t = t*, obtém-se

1, 1 . . 1 1 ¢ ,
= [t ( )|2+Z|Iumo(t )P4+ (o (7)) < §IU1|Q+Z|IUO||2+J(U(>)+/O | f ()] |y, (5)|ds.

2
(2.47)
Observe que, por (2.46),,
S (U (1)) = P([|um, (£9)]]) > 0, (2.48)
1 p=1 . . . »
uma vez que (W) ¢ o maximo da fungdo P()\) estritamente positivo, pelo
0

item (73t) da analise da mesma. Entdo, tem-se que J(ty, (t*)) > 0.

Observe, também, que

/Ot*!f(S)H%O(S)!ds = /Ot* F(8) |21 (8)| [at, ()] ds <
%L[X”@ﬁY“+AﬁW@WW%@D%%

=5 [ Uels =5 [ 1, okds
5 [ Ol (o)

IN

(2.49)

[\

|
o\
3

Py
S
=Y
)
+

N |
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onde na primeira desigualdade foi aplicada a desigualdade elementar.

1 o0
Voltando para (2.47), denotando [[7]] = ||fller 0oz = 3 / £ (s)lds,
0

obtém-se que
1 / *\ |2 1 *\ |12 * 1 2 1 2 1
51U (E) 7 A+ < [tmg ()7 4 J (o (7)) < Slua|” + < uol | + J(uo) + S| f]]
2 4 2 4 2
I
+5 | 1 lnoPds
(2.50)

Logo, como ||y, (t*)|[* € J(tm, (t*)) sdo positivos, este tltimo, por (2.48),

1 i} 1 1 1 I
—!u;m(t)PS—!ull2+—Huoll2+J<uo)+—Hf|!+—/ |f($)l[ur, (s)]*ds. (2.51)
2 2 4 2 2 Jo

Note que (2.51) é uma desigualdade do tipo:
t
P <K+ [ als)p(s)ds,
0
1
com a(s) = [ f(s)] € L'(0,00), ¢(t) = Slu, (t)] e

1 1 1
KZ§\U1|2+1||U0||2+J(U0)+§Hf|!207 (2.52)

uma vez que f € L*(0,00; L?(£2)), pelo enunciado do Teorema 2.2, e (2.41) ¢ valido.

Uma vez que t
P <K+ [ IFolels)ds
0

multiplica-se ambos os lados por |f(¢)| obtendo

0ot
10l <1501 (15 [16letorns) = HTED <l

Integrando de 0 a ¢, obtém-se que

[ e [
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Note que

%(Kf[ﬁ@m@%>=WWﬂﬂ

Logo, denotando

13
S RUCERT (2.53)
e dg(&) = jf (€), tem-se que
! |f(E)lp(§) dg(§ =t
/K+f0|f s = [ D~ iyt
Portanto,
(€] = nlo(9) — In9(0)) = tn(g(t)) ~ tn(F) < |1,

0
com || f[| = [[fl|z1or:L2() ¢ 9(0) = K+/O |£(8)lp(s)ds =

Aplicando a funcao e em ambos os lados, obtém-se que

oln(g(®))

(g =In(K) < Il Wgellfll ~ g(t) < Kelll. (2.54)

1
Portanto, denotando ¢(t*) = §|u;n0 (t")|?, da defini¢do (2.53) e da desigual-
dade (2.54) obtém-se que

()7 = p(t") < g(t") < Kelll, (2.55)

/Ot* |f(8)|<%|u;n0(8)|2)d5 S KGHfH /Ot* |f(8)|d3 S KerH /Ooo |f(8)|d8
= &l f]|.

(2.56)
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Aplicando a desigualdade (2.56) em (2.50), obtém-se que

1 s 1 . 1 1 1
51y (E) P et ()P 4T (1t (£7)) < —\U1!2+1HUO!!2+J(uo)+§\\fH+K€”f“HfH-

Pela defini¢do de K em (2.52), conclui-se que

1, ., 1 . . 1 1 1
310 () (€ () < |5l P+ 51171 (0160

Pela defini¢do de J(u), em (2.35), e considerando 7y, como em (2.28), e a
hipotese (2.29), do Teorema 2.2, obtém-se que

2p 2(p+1)

Sl (OF + GO+ Sune) <0< (5)7 (5) 7 - @

Como |uy, (t*)]* > 0 e J(tm,(t*)) > 0, por (2.48), de (2.57), tem-se que

1 INAT 1\ o (1N 1\ L T
- - t* 2< - _ _ - - o
i< (3)" (@) -6) G (@)

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por 4 e, depois, extraindo a raiz

quadrada, obtém-se o seguinte resultado
* 1 Pt
[, (E9)]] < sor)

O que é um absurdo, pois contraria a hipotese (2.43). Logo,

1

1
p—1
Fg“) , V tel0,Ty] e meN.

lunte)] < (

Com isso, provamos o Lema 2.42
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Portanto, pelo Lema 2.42,

J(um(t)) >0, V tel0,Ty] ¢ meN. (2.58)

1 \ 7t
De fato, pois, por (2.40) e, pelo Lema 2.42, ||u,, ()| < (W) = Ay
0

para todo t € [0,Tp] e m € N, onde Ay é o maximo da fungao P()), conclui-se que

S (um (1)) = P([Jum(8)]]) = 0.

Substituindo ¢* por ¢t em (2.50), de (2.56) e (2.58), obtém-se que
1 1
S OF + Zllunm @[ < C, ¥V t€[0,Ty),

onde
1 1 1
C = |5t + ZlluolP + J(uwo) + A (L4 1AM (259)

Como |ul,(t)]* > 0,
[Jum(8)]] < 4C,

com C = /C. E de forma analoga,

lul (1) < 2C.

Observe que, como C, em (2.59), nao depende de Ty nem de m, estendendo

para [0,T),V T > 0, obtém-se que

(U )men € limitada em L>(0, T’ HS(Q))
(¢, )men € limitada em L>(0,T; L*(Q)),
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v T >0.

Logo, tem-se que existem subsequéncias (um, )ren € (U, Jren convergentes.

Denotando estes limites por u e u/, respectivamente, tem-se que

Up, —u em  L(0,T; Hy(2))

* (2.60)
ul, = em  L(0,T; L*(R)).

mg

Aplicando os mesmos argumentos que no Teorema 2.1 para u/ e |u,,|°, pas-
sando o limite, com m — oo, no problema aproximado (2.6);, obtém-se a versao

fraca do Problema (1.4), assim como em (2.27).

Logo, u,,(t), solu¢ao do problema aproximado (2.6), converge para a solugao

fraca u(t), do Problema (1.4), para todo ¢t > 0.

Quanto a unicidade de solucao nao-local, as demonstracoes poderao ser en-

contradas no Livro [10] e no Artigo [15].

Quanto as condicoes iniciais podem ser obtidas seguindo o procedimento

padrao.
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3 METODOS NUMERICOS

Neste capitulo serao aplicados métodos numéricos para obter a solucao u,,
(2.6). O Método de Elementos Finitos serd aplicado para discretizar o dominio
espacial () e obter um sistema de m equacoes diferenciais ordinarias que sera trans-
formado em um sistema nao-linear a partir da aplicacao do Método das Diferencas
Finitas, a saber, o Método de Newmark, que também ir4 discretizar o intervalo
temporal (0,1), e, por fim, o0 Método de Newton Modificado para resolver o sistema

nao-linear resultante.

3.1 Problema Aproximado

Note que, como u,,(t) € V,,, ver Secao 2.2,

m

un(t,x) = 3 di(t)ei(x).

i=1

onde d;(t) constante para t fixo. Derivando duas vezes no tempo, uma vez no espaco

e aplicando a linearidade da derivacao tem-se
m

up (o) =Y di (i),

i=1

Substituindo as igualdades acima na equagao (2.6) e aplicando a linearidade
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da integracao, obtém-se, para cada v, € V,,,

m m

p
S O uw). v) + d(0)(Tiu(), Vo] + (| S @) ) = (7
i=1 =1
YU, € V.
Tomando, em particular, v,, = ¢;(z), Vj € {1,...,m}, e denotando os coefi-
cientes

aij = (i(x), i (1)), bij = (Vei(x), V,(x)),  Fi(t) = (f,¢;(x)),

“ 3.1
s@®) = (| S dve@| e@). Y
i=1
obtém-se o seguinte sistema nao-linear de equagoes diferenciais ordinarias
@' (0] A+ [d®)" B+[Qd1)]" = [F(1)". (3.2)

onde
A = [ai]mxm, B = [bijlmxm

F(t) = [F;(O)lmx1, QUd(t)) = [g;(d(t))]mx1,

d(t) = [di(O)lmx1,  d"(t) = [d (t)]mx1-

Note que A e B sdo simétricas, pois

ai; = (pi(x), pj(x)) = (p;(@), pi(z)) = aj
e, procedendo de igual modo, b;; = bj;, assim, transpondo a equagdo (3.2), obtem-se

Ad"(t) + Bd(t) + Q(d(t)) = F(t). (3.3)

Para que o sistema nao-linear de equacoes diferenciais ordinarias (3.3) tenha
uma Unica solugao, serao acrescentadas condicoes iniciais, como condicao e veloci-

dade iniciais os vetores dy e dy, respectivamente, dados por
dO = (d017 sy dOm)

(3.4)
dy = (di1, ..., dim) -
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onde, do; e dyij, com j =1,...,m, sao as j_ésimas coordenadas das projecoes uoy,
e Uy, respectivamente. Considerando um caso particular onde a base [p1, ..., P

é ortonormal, tem-se que

dO = ((UO’ 901)7 ceey (U’O?SDM)) )
di = ((u1, 1), .-, (U1, om)) -

Assim, acoplando as condigoes iniciais (3.4) a (3.3), obtém-se

Ad"(t) + Bd(t) + Q(d(t)) = F(t),
d(0) = do, (3.5)
d(0) = dy.

Vale lembrar que este sistema (3.5) sera resolvido para todo t € (0,7].

3.2 Meétodo das Diferencas Finitas

O Método das Diferencas Finitas serd aplicado para aproximar a derivacao

que aparece em (3.5).

Primeiramente, tome P = [to,t1,...,tn_1,ty] uma particdo do intervalo

temporal [0,T] com N elementos, onde t;11 —t; = At; >0, Vi€ {0,...,N — 1}.

Para cada t,, € Py 1, denota-se g" := ¢(t,). Fazendo t = t,, no sistema (3.5);
, paran € {0,..., N}, tem-se

Ad"(t,) + Bd(t,) + Q(d(t,)) = F(tn). (3.6)

Aproximacgoes
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Considere as seguintes aproximagoes

dnJrl — 2™ + dnfl
d// tn ~
( ) (At)g )

(3.7)

mais conhecida como Diferenca Central, com erro de aproximagao de O(At?) para

fungoes de classe C?, ver os Livros [20] e [12], e

d(t,) ~ d*" = 0d""' + (1 — 20)d" + 0d" ", (3.8)

—~

uma média ponderada dos valores de d(t), nos tempos adjacentes a t,, com 6 > 0.

S~—

Utilizando as aproximagoes (3.7) e (3.8) em (3.6) tem-se, paran=1,..., N —1

4 dn+1 —2d" + dn—l
(At)?

Y

) + Bd™ + Q(d™) = F*™, (3.9)

onde

F*" = 0F" ™ 4+ (1 —20)F™ + 0F™!

e, por definicao,

o) = [(|Same| o))

" i)

Fazendo algumas manipulacoes algébricas e multiplicando por (At)? a equagao (3.9),

- (S e o

tem-se

(A+(AD?OB) A" +(AL2Q(d™) = (At)2F*+(2A—(AL)*(1—20) B)d" — (A+(At)*0B)d™ ",

Definindo as matrizes
M = (A + (At)*0B) e L= (24 — (At)*(1 - 20)B),
obtém-se o seguinte sistema

Md™ + (A)’Q(d™) = (At)*F*" + Ld" — Md"™". (3.10)
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Observe que para 6 # 0 o sistema (3.10) é nao-linear, pois o vetor Q(d*") depende
da incognita d"*1, de acordo com (3.10). Por outro lado, se § = 0, o sistema se torna
linear, pois Q(d*") = Q(d"™) e, por isso, podera ser considerado constante, pois s6

dependera de d", que por sua vez serd conhecido.

Considerando o caso onde 6 # 0 e tomando n = 0 em (3.10), tem-se uma

situacao especial que serd tratada da seguinte forma
Md' + (At)?Q(d*) = (At)*F* + Ld” — Md ™, (3.11)
onde

o - [([ S0+ 1208 50 )]

FO=0F"+ (1 -20)F° +0F ",

sendo F~1 = F(—t;) = F(—At) e o termo d~! dado a partir da Diferenca Central

dn+1 _ dn—l
! —
d(tn) = 2At
De fato, fazendo n = 0, tem-se
d'—d! 1 1
d(ty) = d(0) = ——— d—"=d — (2At)d'(0).
() =d(0) ="~ = (280 (0)

Mas, de (3.5), d'(0) = d; e, por isso,

d' =d" — (2At)d;. (3.12)

Substituindo (3.12) em (3.11) tem-se

2Md" + (At)?Q(d™°) = (At)*F*° + Ld° + (2At) M d,.
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Finalmente, dividindo ambos os lados por 2,

2 2
Md' + (ATt)Q(d*O) _ (A?t)p*o n %Ldo + AtMd. (3.13)

Enfim, acoplando os sistemas (3.13) e (3.10), se obtém sistemas nao-lineares
que podem ser resolvidos de forma sequencial em n, para n = 0,1,..., N. Nao-

linear, pois foi considerado 6 # 0.

Afim de resolver os sistemas em (3.10) sera utilizado o Método de Newton
Modificado. Vale ressaltar que as dissertagoes [6] e [26] resolveram seus sistemas nao-
lineares, resultante da aplicagdo do Método de Elementos Finitos e das Diferencas

Finitas, linearizando-os.

3.3 Resolucao do Sistema Nao-Linear

A ferramenta escolhida para resolver os sistemas em (3.10), como foi dito, sera
o Método de Newton Modificado, seu algoritmo pode ser encontrado no Livro [21] e
os resultados que garantem sua convergéncia no Livro [5]. Abaixo sera apresentada

uma teoria a respeito do Método de Newton.

3.3.1 Meétodo de Newton

O método mais amplamente estudado e conhecido para resolver sistemas de

equacoes nao-lineares é o Método de Newton.

Restringindo-se ao caso de uma equacao nao-linear de uma variavel para

melhor introduzir o método, tem-se que: supondo f € C?(a,b), com a,b € R tal
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que a # b, e que existe p € (a,b) que seja uma raiz de f(x), seja T € (a,b) uma
aproximacao de p tal que f'(Z) # 0 e |p — Z| seja pequeno. Considere o polinémio
de Taylor, de ordem 1, em torno de T para f(z),

(x — =)

L (E)) (3.14)

fl@) = f@) + (x—2)f'(Z) +

onde {(z) esta entre x ¢ T. Uma vez que f(p) = 0, tomando x = p em (3.14)
obtém-se 3
O=f@+p-2)f@)+—7F—

Como foi tomado T de forma que |p — Z| fosse pequeno, tem-se que o termo

que envolve (p — Z)? é muito menor, entao

Isolando p obtém-se

(3.15)

Traduzindo a relacdo (3.15) para o Método de Newton, iniciando com uma

aproximacao po de p, serd gerada uma sequéncia (py)nenufo}, de forma que

o fpa)
Pn+1 = DPn f,(pn)a n Z 0. (316)

Voltando para o caso de um sistema de equacoes nao-lineares, considerando
F(X) = (fi(X),..., fa(X)), com X = (x1,29,...,2,) € R", como sendo o vetor
que armazena cada equacgao nao-linear de um sistema., tem-se por objetivo obter

P € R" tal que F(P) =0.

Fazendo analogia ao Método de Newton dado por (3.16), restringindo-se so-

mente a uma linha do vetor F(X) e tomando X € R" proximo de P, de (3.15),
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obtém-se
VIH(X)(P—-X)~—fi(X), para i=1,...,n, (3.17)

onde VT £;(X) é o vetor gradiente de f; calculado em X.

Como (3.17) é valido para todo 7, tem-se que

VI () £1(X)
VA | pxyas | 2D | - ey
V7 f,(X) fo(X)

Dai, o Método de Newton aplicado a um sistema de equacoes nao-lineares,
consiste em iniciar com uma aproximagao Fy € R™ e gerar uma sequéncia (P)kenuio},

de forma a satisfazer o sistema linear a seguir:

onde sy = Pry1 — Py e
ViR ] | A 9
\V4 9 X 1 n
J(Py) = f:( ) = S o
V7 1,(X) a%g b O

A matriz J é chamada de matriz jacobiana.

Resolvendo o sistema (3.18), serd obtido o vetor s, de onde se podera obter
o préoximo termo da sequéncia P, através da operacao Pyi1 = si + Pix. Para que
este sistema tenha uma tnica solucao, é necessario que a matriz jacobiana calculada

no ponto Py, Vk, seja ndo singular, ou seja, é necessario que det(J(Py)) # 0, Vk.
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O método que sera utilizado para resolver o sistema nao-linear (3.10), nao foi
exatamente o método apresentado acima, mas uma variacao dele, a saber, o Método
de Newton Modificado.

Este método consiste em, ao invés de se calcular J(Py) no sistema (3.18) a
cada iteracdo k, é calcular somente J(Fp), onde P, é a aproximacdo inicial escolhida,

e assim, resolver o sistema

Observagao: Para resolucao do sistema (3.10) foi escolhido tal método devido a

reducao no custo computacional, assunto a ser abordado no capitulo 4 secao 4.2.

A seguir seré apresentado como foi aplicado o Método de Newton Modificado

no sistema nao-linear (3.10).

3.3.2 Aplicagao

Observe que o sistema iterativo (3.10), para n fixado, pode ser escrito na

forma:
Mz + aQ(x) = s,

com x = d" a = (At)? e s = (At)?F*" + Ld" — Md" .

Sendo assim, denotando
G(z) = Mz + aQ(x) — 5, (3.20)

a fim de se obter a solugdo do sistema (3.10), basta aplicar o Método de Newton

Modificado & funcdo G(z). Para isso, segundo (3.19), serdo necessarios os termos
G(zg) e J(xo).



50

Quanto ao termo G(z) ndo ha muito a ser feito, pois basta substituir z = z,
em (3.20). Mas, quanto a matriz jacobiana J(xg), serda necessario utilizar o Método
das Diferencas Finitas para aproximar as derivadas parciais de cada funcao g;, funcao
da i-ésima linha do vetor GG, em relacao as varidveis z;, com j = 1,...,m. O método
utilizado foi o Método de Euler Progressivo, que consiste em aproximar uma derivada

parcial da seguinte forma, assumindo Az > 0,

- C . .
onde Az = Axe;, com e; sendo o j-ésimo vetor canoénico do R".

Aproximando todas as derivadas parciais a—gz(xo), Vi, 7, serd obtida a matriz
a:' .

. . J
jacobiana.

Assim, obtendo J(zg) e F(zg), basta substituir no sistema (3.19) e o resolver
através de um método numérico e, enfim, obter sy, de onde serd extraido o vetor
21, assim, sucessivamente, até o k que permita a condicao abaixo ser satisfeita para

algum € > 0 dado
Tpt1 — Tk < €.
Voltando & resolucao do sistema (3.10), note que suas matrizes sdo depen-

dentes das fungoes da base y;, Vi, que até o presente instante nao foram definidas.

A fim de defini-las, serd aplicado o Método de Elementos Finitos.
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3.4 Meétodo de Elementos Finitos

Antes de definir as fun¢oes da base, seré escolhida uma particao para o do-

minio () de forma a dividi-lo em sub-regioes (2. abertas, satisfazendo as condicoes:

ﬁzUﬁe e Q.NQ=0, se e#k. (3.21)

As sub-regices (2, serao chamadas de elementos do dominio 2.

Nesta particao adotada em (3.21) serao definidos os nos globais z; € @ C R”,
j =1,...,m, onde m serd o ntimero total de noés da malha, ou seja, da particao.
Em particular, neste trabalho os dominios €2, serao segmentos de retas, no caso
unidimensional, e quadrados, no caso bidimensional. Em ambos os casos, 0s nos
globais z; serao vértices dos dominios €2.. Como a condi¢ao de fronteira do problema
alvo deste texto ¢ nula em todo tempo ¢, entao o nimero de noés globais x; ¢ igual

a dimensao do espaco Vi,.

Uma vez que o dominio €2 foi particionado, serao escolhidas como na subsecao

a seguir as fungoes base, p(z).

3.4.1 Funcao Base

A escolha das funcoes base serd feita com o intuito de tornar as matrizes do
Sistema nao-linear (3.10) esparsas, para reduzir o custo computacional dos calculos.
Para isso, serao escolhidas fungoes base de tal maneira que a ¢ _ésima funcao base

satisfaca a condicao abaixo para cada no6 z; de €.

1, se =7,
pi(z) = o (3.22)
0, se i# 7.
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Funcgao base do caso unidimensional

Partindo da condicao (3.22), serd definido como func¢ao base do caso unidi-

mensional, um polindmio linear por partes, definido da seguinte forma:

( J— .
M, se T € [r1, 3,
Ti — Ti—1
Tiy1 — T
gpl(x) = L, se T € [mi,xﬂ_l], (323)
Tit1 — L4
O, se T ¢ [xi—laxi—&—l]'

Considerando uma particao de 2 em m elementos, de tal forma que €2, seja

um intervalo de comprimento fixo h para todo e, o grafico da funcao (3.23) seréa:

Figura 3.1: Funcao base global do caso unidimensional

Funcao base do caso bidimensional

Para se definir a funcao base para este caso sera necessario restringir o domi-
nio ) ao seu e_ ésimo elemento 2., com e = 1,...,m. Supondo que este elemento

seja um quadrilatero, seus vértices serao enumerados no sentido anti-horario come-
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cando no vértice inferior esquerdo, e denotados como

€ €

pi= (2%, 91), py=(x5,97), p3=(25,93) e pj=(27,95),

assim como na Figura (3.2).

Py P5

Figura 3.2: Elemento €2,

Agora, da mesma forma que no caso unidimensional, a funcdo base precisara
satisfazer a condigao (3.22), portanto, denotando por ¢¢(z,y), com a = 1,2,3,4,
como sendo a funcdo base restrita ao dominio €, tal que ¢¢(pS) = 1, serdo conside-

radas como funcoes base as superficies a seguir:

(z —25)(y — y3)

iz, y) = (z5 — xS)Eyf —y5)’
w5(z,y) = (z - iggf_—%’
i) = (i
vil,y) = (f,f - §Z§E52_—y;f>

Graficamente, a funcao @5, por exemplo, pode ser representada pela Figura
(3.3).

Uma vez conhecidas as funcoes base ¢;’s, para todo i, pode-se determinar os

termos do sistema ndo-linear (3.10).
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gs(e.y)

()

Figura 3.3: Funcao base local do caso bidimensional

Estudados estes assuntos, sera iniciado o capitulo com as simulagoes, onde

serd solucionado o sistema (3.10) para diferentes combinagcoes de f, ug e uy em (1.4).
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4 SIMULACAO NUMERICA

Neste capitulo serao realizadas as simulagoes numeéricas, aplicando o método

(3.10), mas para isso serao verificadas algumas condigoes a fim de validéa-lo.

Para os resultados e validagoes serao utilizados os programas implementados
em Python com uso dos pacotes numpy, disponibilizando ferramentas numéricas, e

matplotlib, para desenho dos gréaficos das solucoes.

4.1 Validacao do Método

Para validagdo do método, sera escolhida uma solugao u(t,z) como solucao
exata do problema. Assim, a partir desta solucao, serao definidas a funcao fonte
f(t,x), como sendo o resultado da operacao uy(t,x) — Au(t, z) + |u(t, z)|?, uma vez
que u(t, z) serd conhecida, e as condi¢des iniciais ug e u;, dadas respectivamente por
u(0,z) e uy(0,x), a fim de gerarmos um problema, no qual serd aplicado o método
(3.10) com o objetivo de se obter a solu¢do aproximada u,,(t,z). Apoés obté-la,
serd calculado o erro de aproximagao entre as solugoes u(t, x) e u,,(f, ) na norma
discreta de L>(0,T; L*(f2)), dado por:

1
2

Epreo(o1:12(0)) = Max (Z lu(t, ;) — um(t,xi)|2dw> . (4.1)
i=1

o<t<T

A seguir serdo apresentadas duas escolhas para a fungao u(¢, x) e tabelas com
os erros de aproximagao para cada u,, (¢, x) obtida a partir de algumas combinagoes

dos parametros At, h e 6.
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Exemplo 1

Counsiderando

u(t, z) = sen(6mx) cos(nt),

ao se calcular f = uy — Au + |ul?, obtém-se
f(t,x) = |[sen(67x) cos(mt)|” + 357 (sen(67x) cos(t)),

e, tomando ug = u(0,x) e u; = u(0, z),

sen(6mzx)

0.

uo(z)

uq ()

Assim sendo, a seguir serdo apresentados os erros de aproximacao das so-
lugdes aproximadas w,,(t,z), obtidas pelo método (3.10), considerando diferentes

combinacoes dos parametros At, h e 6.

O expoente p do termo nao-linear serad fixado em p = 2 pois, para p # 2, 0s

erros de aproximacao serao semelhantes.

Para o caso unidimensional, serd tomado o dominio ;p = (0,1) e, para o
bidimensional, serd tomado o dominio 2sp = (0,1) x (0,1). Em ambos os casos sera

considerado T = 1.

Caso unidimensional

Nas tabelas 4.1 e 4.2 sao apresentadas a dependéncia do erro de aproximacao

em relacdo aos parametros de discretizacao h e At, fixado 6 = 1.

Nota 4.1. Em cada uma das tabelas apresentadas observa-se que os pardmetros h
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ou At reduzem pela metade a cada variagao. Devido a isto precisa-se que Vy,, € Vo,

VmeN, e U Vaim seja denso em HL(Q).

Jj=1

’ ‘ h ‘ ELOQ(UJ%LQ(QlD))
0.1 0.327579
At = 0.0015625 | 0.05 0.102512
=1 0.025 0.026694
0.0125 0.006735

Tabela 4.1: Tabela de erro com E(h) para o exemplo 1 no caso unidimensional

’ ‘ At ‘ Epe0,1.02(9:p)) ‘

0.1 0.012154

h =0.0015625 | 0.05 0.006226
=1 0.025 0.003122
0.0125 0.001558

Tabela 4.2: Tabela de erro com E(At) para o exemplo 1 no caso unidimensional

Utilizando a formula dada em (A.4), a Tabela 4.3 mostra que a ordem de

convergéncia do método utilizado é, aproximadamente, quadratica fixado 6 = 1.

| | At =h| Er~pur2@p) | P

=1 0.1 0.260268 —
0.05 0.097327 1.42
0.025 0.024356 1.99
0.0125 0.006394 1.93

Tabela 4.3: Tabela com a ordem de convergéncia para o exemplo 1 no caso unidi-
mensional

Em especial, a Tabela (4.4), apresentara que quando, em particular, 6 = 0,
mas também para todo 6 € [0,0.25], é necessario ser satisfeita uma relacdo entre h
e At para haver convergéncia do método (3.10), ou seja, para 6 € [0, 0.25] o método
(3.10) é condicionalmente convergente e a condigdo é dada pela seguinte relagao:
At < h/2.
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’ ‘ h ‘ EL‘X’(OJ%LQ(QlD)) ‘
0=0 0.1 0.326335
At =0.01 0.05 0.102365

0.025 0.026697
0.0125 diverge

Tabela 4.4: Tabela especial considerando 6 = 0.

Observe que quando h < 0.025 o método apresenta uma possivel convergén-
cia, mas quando A = 0.0125 < At, o método gera um erro de aproximacao muito

alto, o que caracteriza a divergéncia.

Caso bidimensional

Para este caso s6 sera apresentada a Tabela 4.5, onde serd exibida a ordem

de convergéncia do método.

| | At=h| Er~prrzmp) | P ]
=1 0.04 0.007237 —

0.01 0.003570 0.51
0.0025 0.001682 0.54

Tabela 4.5: Tabela com a ordem de convergéncia para o exemplo 1 no caso bidimen-
sional

Observe que para este caso a taxa de convergéncia ¢ aproximadamente 0.55.
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Exemplo 2

Considerando como solucao exata
u(t, ) = sen(6mx) sen(mt),

semelhante a do exemplo anterior s6 que com sen(7t) na parte temporal. O termo

fonte sera
f(t,x) = [sen(67x) sen(7t)|” + 357> (sen(6mx )sen(7t)),
e as condicoes iniciais serao

up(z) =0

uy(z) = 7 sen(6mx).

Os erros de aproximacao serao calculados na mesma norma discreta (4.1). O
expoente p do termo nao-linear serd mantido com p = 2. Os dominios espaciais serao
Q1p, para o caso unidimensional, e 25p, para o caso bidimensional, e o limitante

superior do intervalo temporal sera fixado T = 1.
Caso unidimensional

Nas tabelas 4.6 e 4.7 sao apresentadas a dependéncia do erro de aproximacao

em relacdo aos parametros de discretizacao h e At fixado 6 = 1.

’ ‘ h ‘ ELOO(O,l;LQ(QlD)) ‘

0.1 0.194835

At =0.0015625 | 0.05 0.058921
0=1. 0.025 0.015266
0.0125 0.003866

Tabela 4.6: Tabela de erro com E(h) para o exemplo 2 no caso unidimensional
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’ ‘ At ‘ Epe01,02(0:p)) ‘

0.1 0.009071

h =0.0015625 | 0.05 0.005871
0=1. 0.025 0.003081
0.0125 0.001567

Tabela 4.7: Tabela de erro com E(At) para o exemplo 2 no caso unidimensional

A Tabela 4.8 mostra que a ordem de convergéncia do método utilizado, fixado

0 = 1, é aproximadamente quadratica.

| | At=h| Er~purzon) | » ]
0—1] 01 0.237933 —

0.05 0.057711 | 2.04
0.025 0.015562 | 1.89
0.0125 0.004253 | 1.87

Tabela 4.8: Tabela com a ordem de convergéncia para o exemplo 2 no caso unidi-
mensional

Caso Bidimensional

Novamente para o caso bidimensional s6 sera apresentada a Tabela 4.9, onde

serd exibida a ordem de convergéncia do método.

| | At=h| Er~prrzp) | P ]
=1 0.04 0.006035 —

0.01 0.002624 0.60
0.0025 0.0011&89 0.57

Tabela 4.9: Tabela com a ordem de convergéncia para o exemplo 2 no caso bidimen-
sional

A taxa de convergéncia apresentou-se aproximadamente 0.6.
Tendo apresentado uma validagdo para o método definido em (3.10), sera

apresentado, na secao a seguir, o porqué da escolha do Método de Newton Modifi-

cado para a resolugao do sistema nao-linear em questao.
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4.2 Custo Computacional

Nesta secao sera avaliado o custo computacional quanto a velocidade em que
se obtém a solugao do sistema nao-linear (3.10) na aplicacdo dos métodos de Newton
e Newton Modificado, ou seja, serao contabilizados quantos segundos cada método

precisa para calcular a solugao.

Considerando-se o caso unidimensional do exemplo 1 da secdao anterior e

fixados 6 =1, T =1 e p = 2, foram obtidos os resultados expressos na Tabela 4.10.

’ At =h \ Newton \ Newton Modificado ‘

0.1 1.227s 0.590s
0.05 6.955s 2.565s
0.025 | 44.421s 18.341s

0.0125 | 237.343s 135.219s

Tabela 4.10: Tabela com o custo computacional dos métodos de Newton e Newton
Modificado

Este resultado nos garante que o método de Newton Modificado obtém a
solu¢do do sistema nao-linear (3.10) mais rapidamente. Agora basta verificar se ha

perda de precisao nas solucoes.

Afim de avaliar a diferenca de precisao entre os métodos de Newton e Newton
Modificado, defini-se Ey e Enys como sendo os erros de aproximacao das solucoes
obtidas pelos métodos de Newton e Newton Modificado, respectivamente. A Tabela
4.11 apresenta o modulo da diferenga entre os erros de aproximagao Ey e En)j nos

mesmos casos da Tabela 4.10.

Conclui-se pela Tabela 4.11 que o moédulo da diferenca entre os erros de

aproximacao das solugoes obtidas pelos métodos diminuem proporcionalmente com
At e h.
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| At=1 | [Ex - Exul |
01 | 417 <1010
0.05 | 1.83 x 10~
0.025 | 9.08 x 10-11
0.0125 | 9.71 x 1012

Tabela 4.11: Tabela com o moédulo da diferenca entre os erros de aproximagao dos
métodos de Newton e Newton Modificado

Sendo assim, pode-se concluir que ao se escolher o método de Newton Mo-
dificado para resolver o sistema nao-linear (3.10) ndo ha uma perda considerével
de precisao em relacao ao método de Newton e ainda ganha-se uma aceleracao na

resolucao do mesmo.

Uma vez que o método foi validado e justificada a escolha do Método de New-
ton Modificado, serd calculada, na secao a seguir, a solu¢ao numeérica do problema
(2.6) assumindo-se f = 0 e sera relacionado o seu comportamento com diferentes

condicgoes iniciais ug e u.

4.3 Resultados

Nesta secao sera relacionado o comportamento da solucao numérica quando
o termo fonte é identicamente nulo, ou seja, quando f = 0, considerando algumas

condic¢oes iniciais particulares, com o Teorema 2.2.
Antes de dar inicio aos resultados, serao definidos dois conceitos. Diz-se que
as condigbes iniciais ug(z) e ui(z) sdo pequenas se a solugdo numérica obtida for

definida para t > 0, caso contrario serao ditas grandes.

Para os resultados a seguir serao considerados os dominios €2 e 5p, defi-
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nidos anteriormente, e, como foi dito, termo fonte f = 0.
Na subsecao a seguir serd apresentado o comportamento da solucao numeérica
considerando-se condic¢oes iniciais que serao chamadas de grandes, ou seja, condicoes

iniciais tais que a solucao numeérica obtida s6 pode ser definida localmente, ou seja,

para todo t € [0, 7], para algum T > 0 fixado.

4.3.1 Solugoes numéricas ilimitadas

As simulacgoes desta secao serao realizadas considerando-se as seguintes com-

binacoes de condicoes iniciais para o caso unidimensional:

I wup(x) = 25xsen(nx)
Uy =0
II wy(z) = 0.05x sen(mx)
Ul = 25
IIT wp(x) = 0.05 x sen(wx)
(751 = 25

Para o caso bidimensional, sera considerada a seguinte combinacao:

IV wuy(z,y) = 50 x sen(mx)sen(my)
Up = 0

Caso unidimensional
Fixando § = 1 e h = At = 0.0015625 obteve-se os resultados que seguem
tomando p = 2,3 e 4. As figuras 4.1 e 4.2 representam os graficos das posicoes

iniciais em I e em II e III, respectivamente.

Para p = 2:
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Figura 4.2: Grafico da posicao inicial uy grande para o caso unidimensional

e Para a combinacgao I, obteve-se solu¢do numeérica para todo t € [0,1.031].

Ver grafico da solucao numeérica na Figura 4.3.

e Para a combinacao II, obteve-se solu¢gdo numérica para todo t € [0,2.183].

Ver Figura 4.4.

e Para a combinacao ITI, obteve-se solu¢do numérica para todo t € [0, 1.406].

Ver Figura 4.5.

Para p = 3:
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e Para a combinacao I, obteve-se solu¢ao numérica para todo t € [0,0.122].

Ver Figura 4.6.

e Para a combinagao II, obteve-se solugdo numérica para todo t € [0,0.961].

Ver Figura 4.7.

e Para a combinacao ITI, obteve-se solu¢ao numeérica para todo t € [0, 0.456].

Ver Figura 4.8.

Para p = 4:

e Para a combinacdo I, obteve-se solu¢gdo numeérica para todo ¢t € [0,0.02].

Ver Figura 4.9.

e Para a combinacao II, obteve-se solugdo numérica para todo t € [0,0.659].

Ver Figura 4.10.

e Para a combinacao ITI, obteve-se solu¢do numérica para todo t € [0,0.283].

Ver Figura 4.11.

Observa-se nos resultados considerando-se as condigoes iniciais em I que,
quando p = 2, a solugao numérica evolui oscilando inicialmente e, aos poucos, se
torna predominantemente negativa apresentando pouca oscilagao e com norma cres-
cendo a taxas cada vez maiores. J& quando p = 3 e p = 4, as oscilagoes iniciais sao

menores e sua norma decresce mais rapidamente. Ver figuras 4.3, 4.6 e 4.9.

Observa-se, também, nos resultados considerando-se as condicoes iniciais em
IT que, para todos os p’s, a velocidade inicial positiva faz com que a solu¢do numé-

rica seja predominantemente positiva, mas a partir de um certo instante de tempo
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se torna predominantemente negativa tendo, sua norma, taxa de crescimento dire-

tamente proporcional ao expoente p. Ver figuras 4.4, 4.7 e 4.10.

E nos resultados considerando-se as condic¢oes iniciais em III observa-se que,
ainda que a velocidade inicial negativa torne a solucao numeérica predominantemente
negativa inicialmente, demora um certo tempo para a norma da solucdo numérica

comecar a crescer a taxas grandes. Ver figuras 4.5, 4.8 e 4.11.

Caso bidimensional

Fixando § = 1,h = h, x h, = 0.000625 e At = 0.0015625 e considerando a
combinagao I'V das condicoes iniciais, obteve-se o resultado a seguir tomando p = 2.

A Figura 4.12 representa o grafico da posicao inicial tomada em IV.

A solugao numérica foi obtida para todo ¢ € [0,0.703]. Ver Figura 4.13.

Uma vez que verificaram-se casos onde a solu¢ao numérica esta definida so-
mente de forma local, serao apresentadas algumas solugoes numéricas obtidas a par-
tir de condicoes iniciais que serao chamadas de pequenas, ou seja, solucoes numeéricas

definidas de forma global, isto é, para todo ¢ € [0, 00).

4.3.2 Solugoes numéricas limitadas

As simulacoes desta secao serao realizadas considerando, para o caso unidi-

mensional, as condicoes iniciais

up(z) = 0.05 x sen(wx),

w 0. (4.2)
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E, para o caso bidimensional,

up(z,y) = 0.05 x sen(mzx) - sen(my),
Uy 0.

Caso unidimensional

Tomando T"=1,0 =1 e h = 0.0015625 = At, a solu¢ao numérica foi obtida

para p = 2,3 e 4. Em todos os trés casos comportamento apresentado foi o mesmo.

A Figura 4.14 apresenta o grafico das solucoes numeéricas obtidas para p = 2,

mas este mesmo resultado vale para p =3 e p =4.

Caso bidimensional

Tomando T'=1,0 = 1,h = h, x hy, = 0.000625 e At = 0.01, a solu¢cao numé-
rica foi obtida somente para p = 4 devido ao alto custo computacional mencionado

na se¢ao ?77. A Figura 4.15 apresenta o grafico da solu¢ao numérica obtida.

Observe que as solucoes numeéricas considerando condi¢oes iniciais pequenas,
tanto para o caso unidimensional quanto para o caso bidimensional, mantiveram-se

na faixa [—0.05, 0.05] para todo t € [0, 1].

Em uma outra simulacao para o caso unidimensional com estas mesmas con-
di¢oes iniciais tomou-se T = 10 e verificou-se que o comportamento se manteve

semelhante ao representado na Figura 4.14.

Deduzindo que o comportamento da solucao numérica para o caso bidimen-
sional quando 7' = 10 também se mantém como na Figura 4.15, conclui-se que a

solugdo numeérica pode ser definida para todo t € [0,00) em ambas as dimensoes.
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Sendo assim, associando estes resultados com o Teorema 2.2, pode-se dizer
que as condigdes iniciais em (4.2) e em (4.3) satisfariam as hipoteses (2.29) e (2.30)

deste mesmo teorema.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho buscou-se investigar se, da mesma forma que nos resultados
analiticos citados, obteria-se solucoes numéricas limitadas em tempo finito quando
as respectivas normas de ug e u; fossem menores que uma dada restricao e, também,
verificar se, quando estas normas fossem maiores, a solucao se comportaria como nao

limitada.

Na secao de métodos numéricos obteve-se um método eficiente para resolucao,
de forma aproximada, do problema (1.4) com ordem de convergéncia quadratica.
Convencionalmente o mesmo problema poderia ser resolvido linearizando-o, mas

neste trabalho foi resolvido tratando-o como nao-linear.

Nos experimentos numéricos, obteve-se que a solu¢ao numeérica foi limitada
no intervalo [0,7], VT' > 0, considerando as condi¢oes inicias ug e u; cujas normas
foram caracterizadas como pequenas. Por outro lado, para as condicoes inicias ug e
up cujas normas foram denominadas como grandes, a solugao numérica evolui osci-
lando inicialmente e, aos poucos, se torna predominantemente negativa apresentando

pouca oscilagao e com norma crescendo a taxas cada vez maiores.

No programa implementado, pode-se resolver outros problemas além do tra-
tado como, por exemplo, os problemas correspondentes a substituicao do termo
nao-linear |u|? pelos termos nao-lineares u”, com p € N, e u|u|?, considerando p nas
condigbes do problema (1.4). Simulacoes destes outros problemas ja foram feitas
e obteve-se como o resultado do problema considerando-se como termo nao-linear
u”, foi que dependendo se o expoente p for impar, independente do tamanho das

respectivas normas de ug e u; a solucao numeérica obtida é limitada no intervalo
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[0,T], VT' > 0, ja se o expoente for par, a solugdo numérica se comporta como o
problema tratado neste trabalho, j4 como o resultado do problema considerando-
se como termo nao-linear u|ul?, a solugdo numeérica é limitada no intervalo [0, 77,
VT > 0, independente do tamanho das normas das condi¢oes iniciais. Por motivos

de prazo nao foi possivel inclui-los na elaboracao deste texto.
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APENDICE A NOTACOES, DEFINICOES E RE-
SULTADOS BASICOS

Neste apéndice serao apresentados os pré-requisitos necessarios para o desen-

volvimento dos capitulos 2 e 3.

A.1 Preliminares

Seja E um espaco vetorial normado completo, isto é, um espaco de Banach.
Dado o funcional linear ¢ : £ — R, denota-se ¢(u) por (p,u). O conjunto dos

funcionais lineares continuos sobre E é denotado E'.

Def. A.1 (Convergéncia Fraca). Sejam E um espaco de Banach e (u,),en uma
sequéncia de E. FEntao u, converge fracamente a u € E, denotado u, — u, se, e

somente se, (p,u,) — (p,u), Vo € F'.

Def. A.2 (Convergéncia Fraca Estrela). Sejam E um espag¢o de Banach, ¢ € E'
e (¢)ven uma sequéncia de E'. Dizse o, — ¢ fraco estrela se, e somente se,

(y,u) — (@, u), Yu € E.

Teorema A.1 (Banach-Steinhaus: Teorema da Limitagao Uniforme). Sejam E e F
dois espagos de Banach. Seja (T)icr uma familia (nao necessariamente enumerdvel)
de operadores lineares e continuos de E em F. Suponha que sup;c; ||T;(z)] < oo

para todo x € E. Entao sup ||T;||(g,r) < 00. Noutras palavras, existe uma constante

C tal que ||Ti(z)|| < Cllz||, Vo € E e Vi€ I.

Prova: Ver [4].
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Proposicao A.1. Seja (z,)nen sequéncia em E, espaco de Banach. Entao

1) Se x, — x fortemente, entao x, — x fracamente,
1) Se x, — x fracamente, entao ||x,| € limitada e ||z| < liminf ||x,],

1t) Se x, — x fracamente e se f,, — [ fortemente em E' (isto é, ||f, — fllpr —
0), entao (fn,xn) — (f, ).

Prova: Ver [4].

Obs A.1. A parte (i) da proposicao é uma consequéncia do Teorema de Banach-

Steinhaus.

Teorema A.2. Seja E um espag¢o de Banach separdvel e seja (f,) uma sucessao

limitada em E'. Entao existe uma subsucessao (f,,) que converge fracamente para
fekr.

Prova: Ver [4].

A.2 Espaco das distribuicoes escalares

Def. A.3. Dada uma funcdo continua ¢ : Q C RY — R, onde Q é um aberto,
denomina-se suporte de ¢ ao fecho em €2 do conjunto dos pontos x tais que o(x) # 0.

Simbolicamente

supp(p) = {x € O p(x) £ 0} .

Representa-se por C§°(£2) o espago vetorial das fungdes continuas e infinita-

mente derivaveis em (2, com suporte compacto em ().
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A.3 Convergéncia em C{°()

Dado €2 como acima, considere o espago vetorial C§°(€2). Diz-se que uma
sequéncia (p, ), en de fungdes em C§°(§2) converge para ¢ em C°(€2) quando forem

satisfeitas as seguintes condicoes:

) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp(p,) C K, VvreN

1) D*p, — D%p uniformemente em () para todo multi-indice a.

O espago vetorial C3°(€2), munido da nogao de convergéncia definida acima,

serd representado por D(Q2) e denominado espaco das fungoes testes.

Denomina-se distribui¢do escalar sobre ) a toda forma linear 7' : D(Q2) — R
continua com respeito a topologia de D(2), isto é, para toda sequéncia (@, ), ey que

converge, em D({)), para ¢, tem-se

T(p,) — T(p) em R.

O valor da distribui¢do 7" na funcgao teste ¢ sera representado por (7', ¢).

O conjunto das distribuicoes escalares sobre {2 é um espaco vetorial real,
denotado por D'(Q2), denominado espaco das distribuicées escalares sobre Q. No
restante desta subsecao sera considerado que duas fungoes distintas f; e fo pertencem

a mesma classe de equivaléncia se diferem em um conjunto de medida nula.
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Dado um aberto 2 do RY denota-se por LP(Q) , 1 < p < 00, 0 espago vetorial
das (classes de) fungoes mensuraveis u : @ — R tais que |ul? é integravel no sentido

de Lebesgue em (2, equipado com a norma

||uHLp(Q) = (/Q |u(;p)‘Pd:p)%.

No caso p = oo denota-se por L™(£2) o espago vetorial das (classes de) fungoes
mensuraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em €2, isto é, existe uma constante
C > 0 tal que

lu(z)] < C  quase sempre em €,

onde quase sempre significa a menos de um conjunto de medida nula.

Neste espaco considera-se a seguinte norma

|| o) = supessu(x)| Vu € L>(Q).

O espaco LP(Q2), 1 < p < o0, com sua respectiva norma, ¢ um espago de
Banach. Em particular, quando p = 2, tem-se que L*(Q) é um espaco de Hilbert

cuja norma e produto interno serao definidos e denotados, respectivamente, por

U 20 :(/Q |u(w)|2dx)% e (u,v)r20) :/Qu(x)v(x)dm.

Ver [13] para maiores detalhes sobre Integral de Lebesgue.
Lema A.1 (Du Bois Raymond). Dada u € L;,.(2), seja a forma linear T, definida
em D(2) por
(Tog) = [ wle)e(@yts, Ve e D) (A1)

Entao T,, = 0 se, e somente se, u =0 quase sempre em €.
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Prova: Ver [14].

Desta forma, pode-se usar a expressao (A.1) para identificar toda funcao de
LiOC(Q) com uma distribuicao em D’(2), considerando classes de equivaléncia como

definidas anteriormente.

A.4 Convergéncia e derivagao em D’'({)

A sequéncia de distribuicoes escalares (T, ),en converge para a distribuigao

escalar T em D'(Q2) quando

(T,, o) — (T, p) em R Vo € D(Q).

Com esta nocao de convergéncia, D'(€2) é um espago vetorial topoldgico e

pode-se mostrar que as seguintes cadeias de imersoes sao continuas e densas

D(Q) — LP(Q) < L (Q) — D'(Q) para 1 < p < oo.

Isto significa, por exemplo, que toda sequencia ¢, convergindo para ¢ em

1
loc

das convergem em D’'(2). A reciproca nao é verdadeira.

D(Q) implica que converge também em LP(Q)), Ly () e as distribuic¢oes identifica-

Dada uma distribuicao 7' em D'(Q) e dado um multi-indice o € NV define-se

a derivada distribucional de ordem o de T como sendo a forma linear e continua

DT € D'(Q), DT : D(2) — R dada por

(DT, @) = (=1)l*l(T, D*p)  para todo ¢ € D(Q).

Desta forma, toda distribui¢cao em D’(2) tem todas as derivadas possiveis.
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A expressao acima foi escolhida de forma que se T" puder ser identificada com uma
funcao em D(Q) entao DT € D'(Q) se identifica com a derivada classica em D((2)

pela integracao por partes.

A.5 Espacos de Sobolev

A.5.1 Convergéncia em [’ e no dual de L”

Diz-se que uma sequéncia (¢, ) converge para ¢ em LP(Q) se |, —¢| o) —
0, para 1 < p < 00. Se p e g sao indices conjugados, isto €, %%—é =1,com1 <p< oo,
entao o dual topologico de LP(€2), que sera denotado por [LP(Q)] ' & identificado com
o espago L4(€2). No caso de 1 < p < 0o 0 espago vetorial LP(§2) é separavel e, para
1 < p < o0, é reflexivo. Para demonstracao destes e outros fatos relacionados aos

espagos LP(2) consulte [4].
Teorema A.3. Sejam (fy)nen C LP(Q2) e f € LP(Q), tais que
| fo = fllLr@@) — 0.

Entao existe uma subsequéncia (fy, )ren de (fn)nen que converge quase sempre para

f em Q, e existe h € LP(Q) tal que | f,, (z)| < h(x), Vk € N quase sempre em Q.

Prova: Ver [4].

Def. A.4. Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma

sequéncia de elementos (w,) de H tais que

1) |lwnllg = 1,Vn, (wn,wm) = 0,Vn,m,m # n, onde (-,-) representa o produto

interno em H;
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it) O espaco gerado pela (wp)nen € denso em H.

Proposicao A.2. Todo espaco de Hilbert separdvel tem uma base Hilbertiana.

Prova: Ver [4].

Sejam m > 0, um ntmero inteiro positivo e 1 < p < oo. O espaco de Sobolev
de ordem m, modelado sobre LP(£2), aqui denotado por W™?((Q), & por defini¢do o
espaco vetorial das (classes de) fungbes de LP(Q)) para as quais suas derivadas até
a ordem «, no sentido das distribuigoes, pertencem a LP({2), para todo multi-indice

a, com |a| < m. O espago W™P(Q) sera equipado com norma

1
lullwmr ) = ( > ||Da“||’2p<m>p’ L=p<oe

|| <m

e quando p = oo, define-se

lullwmeo) = D 11Dl 0y

laj<m

Proposicao A.3. Os espagos lineares W™P(Q)) equipados com as respectivas normas

acima sao espacos de Banach.

Prova: Ver [4].

O espago W™P(Q) é um espaco reflexivo se 1 < p < oo e separavel se 1 <
p < 0o. No caso particular em que p = 2, o espago W™2(Q) ¢ um espaco de Hilbert,

que é denotado por H™(f2). Simbolicamente

H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q), |a] < m}
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cuja norma e produto interno sao dados, respectivamente, por

[0 % 6} (64
[l gm0y = ( Z |D UH2L2(Q)> e ((u,v)) = Z (D%u, D) 2(a

|a|<m la|<m

O espaco H™(f)) com a estrutura topologica acima, ¢ um espaco de Hilbert,

continuamente imerso em L?().

Define-se Wi""(2) como sendo o fecho de D(2) em W™P(Q) e seu dual
topologico é representado por W9(€)) se 1 < p < oo com p e g sendo indices
conjugados. Se ¢ € W™™9((1) entdo ¢ @) pertence a D'(2). Quando p = 2,
WJ2(Q) é denotado por Hi*(Q), cujo dual é o espaco denotado por H~™(12).

A caracterizacao de W~™P(Q)) é dada por:

Teorema A.4. Seja T € D'(Q0). Entao, T € W"P(Q) se, e somente se, eristem
9o € LUQ) tais que T =37, .., D*Ga.

Prova: Ver [4].

Teorema A.5 (Teorema de Imersdo de Sobolev). Seja f € W™P(Q). Entao
<0, entdo W™P(Q) < C°(Q),

=0, entago W™P(Q)— LYQ),Vqg>1,

onde n é a dimensao de §).

No caso particular em que p = 2, tem-se que W™2(Q) = H™(Q).
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Prova: Ver [4].

Teorema A.6. Seja Q0 um aberto limitado, bem regular, do R™. Entao, se m > 3

resulta que H™(Q) estd continuamente imerso em C°(Q).

Prova: Ver [14].

Def. A.5. Diz-se que a imersao 7 : V. — H é compacta, quando a imagem dos
limitados de V', por T, sao conjuntos relativamente compactos de H, isto €, conjuntos

cujo fecho € compacto em H.

Teorema A.7 (Rellich). Seja Q2 um aberto, limitado, bem regular do R™. Entdo, a

imersio do H'(Q) no L*(Q) é compacta

Prova: Ver [14].

Lema A.2 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RN um aberto limitado em alguma

direcao. Entao existe uma constante C > 0 tal que

|ulf20) < ClVulfaqy, Yu € Hy(Q).
Prova: Ver [4] ou [14].

Obs A.2. Usando a desigualdade de Poincaré conclui-se que em H (), as normas

HUHHI(Q) e !Vu\Lz(Q) sao equivalentes.

A.6 Espacos LF(0,7;X) e distribuigoes vetoriais

Sejam X um espago de Banach real com a norma || - ||x, 77 um namero

real positivo e xg a funcao caracteristica do conjunto E. Uma funcao vetorial
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¢ :(0,T) — X é dita simples quando assume apenas um niamero finito de valores

distintos. Dada uma funcao simples ¢ : (0,7') — X com representacio canonica

k
o(t) = x5pi
i=1

onde E; C (0,7) é mensuravel com a medida de Lebesgue, i = 1,2,--- |k,
dois a dois disjuntos, m(E;) < ocoe p; € X, i=1,2,--- k. Define-se a integral de

 como sendo o vetor de X dado por

Diz-se que uma funcao vetorial u : (0,7) — X & Bochner integravel (B -

integrdvel) se existir uma sequéncia (p,),en de funcoes simples tal que:

1) ¢, — uem X, q.s. em (0,7);

i) 1y n-so0 fo 1108 (8) = o (8)l|xdt = 0.

A integral de Bochner de u é dada por fOTu(t)dt = lim, 00 fOT @, (t)dt, e

independe da escolha da sequéncia ¢, .

Uma fungao vetorial u : (0,7) C R — X ¢ fracamente mensurdvel quando a
fungdo numérica t — (@, u(t)) for mensuravel, Ve € X', onde X' é o dual topologico
de X. Diz-se que u é fortemente mensurdvel quando v for limite quase sempre de
uma sequéncia (¢, ),en de fungoes simples. Em particular, quando u for fortemente

mensuravel, entdo a aplicacao ¢ — ||u(t)||x é mensuravel a Lebesgue.

Denota-se por LP(0,7;X), 1 < p < 00, 0 espago vetorial das (classes de)

fungoes u : (0,7) — X fortemente mensuréveis e tais que a funcao ¢ — |lu(t)|/% é
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integravel a Lesbegue em (0,7"), munido da norma

1

T 1
o = ([ lutt)lee)”
0

Quando p = 2 e X = H ¢é um espago de Hilbert, o espago L*(0,T;H) é

também um espacgo de Hilbert cujo produto interno ¢ dado por

(u, V) L2 (0,750) :/0 (u(s),v(s))gds.

Por L>(0,T; X) representa-se o espaco de Banach das (classes de) fungoes
u: (0,7) C R — X que sao fortemente mensuraveis e tais que t — |ju(t)||x €
L>(0,T). A norma em L>*(0,7; X) é definida por

[l o< 0.1:x) = sup ess|lu(t) | x-
te(0,7)

Além disso, u é Bochner integravel e, portanto fOTu(t)dt esta definido.

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entdo LP(0,7T;X) é um
espaco reflexivo e separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espaco de Banach
LP(0,T; X"), onde p e p sdo indices conjugados, isto &, ﬁ—l—]% = 1. Mais precisamente,

mostra-se que para cada u € [LP(0,T; X)), existe u € L*'(0,T; X’) tal que

T
<u’@)(LP(O,T;X))’XLP(O,T;X) :/ @(t)asﬁ(t»X’det-
0

No caso, p = 1, o dual topologico do espago L'(0,T; X) se identifica ao es-
pago L>(0,7T; X").
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O espaco das aplicacoes lineares e continuas de D(0,7") em X é denominado
espaco das distribuigoes vetoriais sobre (0,7") com valores em X, o qual serd deno-
tado por D'(0,T; X). Diz-se que a aplicagao I' € D'(0,T; X) é continua quando,
para toda sequéncia (¢, ),en, tal que D%p, — D%p uniformemente para todo

a € N e existe K compacto contido em (0,7) tal que suppy, € K, Vv € N, tem-se
que (Fv 90V> — (Fy QD)

Def. A.6. Seja T € D'(0,T;X). A derivada de ordem n ¢é definida como sendo a

distribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

arr d™p
— ) = (—=1)(T, —), Yo € D(0,T).
(o e) = (T, 2 2), v e D0, 7)

Observa-se que a distribuicao vetorial é uma generalizacao da distribuicao
escalar envolvendo uma imagem em um espaco de Banach restritos a um dominio

contido em R.

Por C°([0,T]; X), 0 < T < oo representa-se o espago de Banach das fungoes

continuas v : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

[ullcoqoryix) = ax [|u(t)]] x-

Por C2([0,T); X) denota-se o espaco das fungoes u : [0,T] — X fracamente

continuas, isto é, tais que a aplicagdo t — (v, u(t)) x’ x € continua em [0, 7], Vv € X'.

Quando X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equiva-

lente a continuidade da aplica¢ao t — (u(t),v)y para Vv € H.

Teorema A.8 (Aubin-Lions). Sejam By, B, By espa¢os de Banach, By — B — By,

By e By reflexivos, a imersao de By em B € compacta, B imerso continuamente em
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By, 1 <pg, p1 <00, e, W o espago
W = {u e LP(0,T; By);u € L(0,T; By)}

equipado da norma ||ullw = ||u||Lroo,r;80) + |21 0,181y Entdo W é um espago

de Banach, e a imersao de W em LP(0,T; B) é compacta.

Prova: Ver [4].

Obs A.3. Como consequéncia do Teorema de Aubin-Lions tem-se: se (u,)yen €
uma sequéncia limitada em L?(0,T;By) e (u))yen € uma sequéncia limitada em
L*(0,T; By) entdo (u,),en € limitada em W. Dai, seque que existe uma subsequéncia

(ty, Jken de (w,)pen tal que u,, — u forte em L*(0,T; B).

Proposicao A.4. Sejam V e H espacos de Hilbert, V' continuamente imerso em

H,uwe LP(0,T;V) eu € LP(0,T; H), com 1 < p < 00, entao

u € C°0,T]; H).

A.7 Outros resultados tteis

Def. A.7. Sejam D C RN*! ¢ F: D — RN, Dizse que F satisfaz as condicoes de
Carathéodory sobre D quando

o F(t,Y) é mensurdvel em t, para cada Y fizo;
o [(t,Y) € continua em Y, para cada t fizo;

e Para cada compacto K em D, existe uma fun¢ao real integrivel my(t) tal que

|E(t,1)|| < mgl(t), para todo (t,T) € D e T € K.
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Def. A.8. Uma solucao no sentido estendido do problema de Cauchy

X =F(X)
{ X(to) :XO

¢ uma fungio ® = O(t) absolutamente continua tal que, para algum 3 real, tenha-se

i)  (t,®(t)) € D, Vt e [to— B,to+ F];

it)  D'(t) = F(t,D(t)) para todo t € [to — B, to + B, exceto em um conjunto de

medida nula;

ii) ®(to) = Xo.

Considere o subconjunto fechado R = {(¢,T) € RNt ||t — to < a, |T —
Tyl < b}, com a,b > 0. Entao valem:

Teorema A.9 (Carathéodory). Seja F : R — RY satisfazendo as condigoes de
Carathéodory sobre R, entdo sobre algum intervalo |t —to| < S (8 > 0) existe uma

solugao no sentido estendido do problema de valor inicial
{ X' =F(t, X)
X(tg) =To.
Corolario A.1. Sejam D = [0,w] x B, com 0 <w < oo ¢ B={Y € RY;||T| < b},
b> 0 e F nas condigoes de Carathéodory. Seja ®(t) uma solugao de
{ X' = F(t, X)
X(0) = Xy, |Xo| <0,
Suponha que em qualquer intervalo I onde ®(t) estd definida, se tenha, ||P(t)|| < M,
para todo t € I, M independente de t e M < b. FEntao ® tem um prolongamento
até [0, w].

Lema A.3. Sejam Q um aberto limitado do RY, g,, e g fungées de LI(Q), 1 <
q < 00, tal que ||gm|lra@) < C, gm — g quase sempre em Q. Entio g, — g na
topologia fraca de L1(Q).
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Lema A.4 (Gronwall - Forma Diferencial). Seja n(-) uma fun¢do nao negativa,

absolutamente continua em [0,T).

1) Sen satisfaz
() < o(t) + ¢(t)n(t), g.s. em [0,T] (A-2)

onde p(t) e Y(t) sao funcoes nao negativas e integraveis em [0,T], entdo

n(t) < [n(0)+ f(jq/,(s)e—f; Pr)dr ] oJo $(s)ds
(A.3)

< [n(0) + [ w(s)ds]elo o)

para todo 0 <t < T.
1) Em particular, se n'(t) < ¢(t)n(t) em [0,T] e n(0) =0, entdo

n=0em[0,T].

Prova: Ver [14] ou [19].

Lema A.5 (Gronwall - Forma Integral). Sejam u, ¢,v funcoes reais nao negativas

em [0, T] satisfazendo
u(t) < (1) + /0 b(o)u(o)do

para todo t € [0,T]. Entdo para todo t € [0,T] tem-se

u(t) < o(t) + / p(s)(s)elt DT ds

Em particular, se ¢(t) =0, entdo u = 0.

Prova: Ver [14] ou [19].
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A.8 Definicoes e notacoes utilizadas

Def. A.9 (Notacdo). Dada uma discretizagio uniforme {0 = to,--- ty = T},
escreve-se At = t,.1 —t,. Dada uma fun¢do w com dominio em [0,T), define-se por
w™ o valor que w assume no ponto t, = nAt, isto é, w" = w(t,). Assim, também

se define:

w* = Qw4+ (1 — 20)w™ + dw" L.
onde 0 € [0, 1].

Def. A.10 (Norma discreta). Seja a discretizacdo uniforme de [0, L] dada por
{z1=0,29, -+ , 2, = L}, com h = x4y — x;. Dada funcio w € L*(0,L), define-se

a norma discreta em L*(0, L) por:

lwlza.ny = h Y lw()
i=1

Def. A.11 (Norma discreta em Distribuigoes Vetoriais). Seja a fun¢ao w € L*(0,T; H),
onde H é um Espago de Sobolev. Define-se a norma discreta em w € L*>(0,T; H)
por:

[l Zoeo 221y = max{[Jw” |z, n =1, N}

Def. A.12 (Ordem de Convergéncia). Considerando uma sucessio de solucdes
aproximadas (U, , Umy, - - -, U, ), ONAE U, Serd a solu¢do aproximada relacionada a
uma malha com espacamento uniforme h;, de maneira que h; < hix1, Vi € 1,... k.
Assim sendo, serd calculado o erro de aprorimacdao E;(t) relacionado ¢ malha com
espacamento h; da sequinte forma

E: = max [[u(t) =t (1200
Portanto, afim de calcular a ordem de convergéncia do método, serd utilizada a

formula
ln(Ez/EH_l)

3 (A4)

p:
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Lema A.6. C5°(Q) é denso em H}(Q) na norma do H' ().

Prova: Ver [4].



