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RESUMO

Quintino, Natanael Peixoto. Teoria e Simulação Numérica de uma Equação
Não-Linear de Onda. 2014. 103 f. Dissertação (Mestrado em Informática) -
PPGI, Instituto de Matemática, Instituto Tércio Pacitti de Aplicações e Pesquisas
Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

Nesse trabalho será apresentado um estudo teórico e numérico de uma equação
de onda não-linear, considerando um termo fonte e condição de fronteira nula. A
não-linearidade é dada pelo termo |u|ρ, com ρ > 1. Os resultados teóricos consistem
em estudar a existência e unicidade da solução fraca para o problema utilizando o
Método de Faedo-Galerkin junto com argumentos de compacidade. Para obter a
solução numérica aproximada serão utilizados o Método dos Elementos Finitos para
a variável espacial e o Método das Diferenças Finitas para a variável temporal. O
sistema não-linear, para cada passo de tempo, será resolvido pelo Método de Newton
Modi�cado e o Python foi a linguagem computacional utilizada. Os resultados serão
apresentados para os casos unidimensional e bidimensional.

Palavras-chave: Método de Galerkin, Equação de Onda Não-linear, Método de
Newton Modi�cado, Método dos Elementos Finitos, Método de Newmark, Simulação
Numérica.



ABSTRACT

Quintino, Natanael Peixoto. Teoria e Simulação Numérica de uma Equação
Não-Linear de Onda. 2014. 103 f. Dissertação (Mestrado em Informática) -
PPGI, Instituto de Matemática, Instituto Tércio Pacitti de Aplicações e Pesquisas
Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

In this work a theoretical and numerical study of a nonlinear wave equation with
a source therm and zero boundary condition will be presented. The nonlinearity
is given by the term |u|ρ with ρ > 1. The theoretical results are to study the
existence and uniqueness of the weak solution to the problem using the Faedo-
Galerkin Method with arguments of compactness. For the approximate numerical
solution to the Finite Element Method to the space variable and the Finite Di�erence
Method for the time variable the was used. The nonlinear system for each time step
is solved by Modi�ed Newton's Method and the Python was the computer language
used. Results are presented for one-dimensional and two-dimensional cases.

Keywords: Galerkin's Method, Nonlinear Wave Equations, Modi�ed Newton Method,
Finite Elements Method, Newmark Method, Numerical Simulation.
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1 INTRODUÇÃO

Este trabalho objetiva dissertar sobre uma generalização da equação diferen-

cial por mais tempo estudada, a equação de onda.

1.1 Histórico da Equação

A equação diferencial parcial base deste trabalho é a equação de onda que é

representada na sua forma linear por

utt −∆u = 0, (1.1)

com u = u(t, x), t > 0 e x ∈ U , onde U ⊂ Rn aberto. Para que esta equação possua

uma única solução é necessário conhecer alguns valores. Estes valores são chamados

de condições iniciais e de fronteira, onde aquelas são dadas por u0(x) = u(0, x) e

u1(x) = ut(0, x), com x ∈ U , e estas por u(t)
∣∣
∂U

= u(t, x), com x ∈ ∂U , ou seja,

com x pertencente à fronteira do fecho de U . Estas condições serão dadas a priori.

Existe também a equação de onda não-homogênea, onde é acrescentado à

equação (1.1) um termo f = f(t, x), o qual será chamado de termo fonte. Sua

representação é dada por

utt −∆u = f.

Este termo fonte f : [0,∞) × U → R será dado, assim como as condições citadas

anteriormente.

Fazendo uma interpretação física, a equação de onda (1.1) é um modelo

simpli�cado para a vibração de uma corda, quando n = 1, membrana, quando n = 2,
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ou sólido elástico, quando n = 3. A solução u(t, x) representa o deslocamento da

onda em x no instante t ≥ 0.

Uma família de modelos não-lineares desta equação pode ser representada

pela equação de Klein-Gordon não-linear de�nida da seguinte forma:

utt −∆u+G(u) = f, (1.2)

com G(u) satisfazendo algumas restrições. Tais restrições podem ser encontradas

no Artigo [9].

Algumas equações desta família de modelos não-lineares são bastante co-

nhecidas e estudadas, como, por exemplo, a equação Sine-Gordon, quando toma-se

G(u) = αsen(λu), estudada nos Artigos [3] e [27], e a equação de Liouville modi�-

cada, quando G(u) = αeβu, estudada no Artigo [23], onde α, λ e β são constantes

reais. Os Artigos [7], [16] e [8] estudam algumas outras possíveis de�nições para a

função G(u). Algumas outras de�nições para a função G(u) podem ser encontradas

no site [18].

Neste trabalho, tem-se por objetivo apresentar um estudo teórico e numérico

da equação (1.2) considerando G(u) = |u|ρ. Esta equação será denominada equação
não-linear de onda e é dada por

utt −∆u+ |u|ρ = f, (1.3)

com ρ > 1.

Um dos principais estudos relacionados à equação (1.3), foi realizado por

Jacques-Louis Lions, ver o Livro [10] e o Artigo [11]. Existem, também, muitos

outros estudos analíticos e aplicações de equações não-lineares da família (1.2), como

por exemplo os Artigos [25],[24] e [17].
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Existem, também, muitos trabalhos na área da física moderna estudando a

Equação de Schröedinger não-linear cujo termo não-linear é igual ao mencionado no

parágrafo anterior, como por exemplo os Artigos [2],[1] e [22]. Esta equação, des-

prezando o termo não-linear, possui como solução um vetor que contém informações

quânticas de uma determinada partícula. Uma aplicação recente para esta equação,

é na área de �bra ótica, assunto abordado no Artigo [1].

1.2 Proposta de Pesquisa

Neste trabalho será estudado o seguinte problema:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

utt −∆u+ |u|ρ = f em Q, ρ > 1,

u = 0 sobre Σ,

u(0, x) = u0(x),
∂u

∂t
(0, x) = u1(x), para x ∈ Ω.

(1.4)

onde Q = (0, T ) × Ω ⊂ Rn+1, T > 0, com Ω sendo um aberto limitado do Rn

possuindo fronteira Γ regular, e Σ = (0, T ) × Γ. A solução u do problema (1.4) é

uma função que depende das variáveis temporal t e espacial x, ou seja, u = u(t, x).

Estuda-se nesta dissertação os aspectos teóricos e numéricos do sistema (1.4)

com o objetivo de estabelecer existência e unicidade de solução fraca e também rea-

lizar simulações numéricas do comportamento da solução nos casos unidimensional

e bidimensional.

Para o desenvolvimento teórico, aplica-se o Método de Faedo-Galerkin e re-

sultados de compacidade para obter a convergência da solução aproximada para a

solução exata e, para obter a solução numérica, aplica-se o Método dos Elementos

Finitos para a variável espacial e o Método das Diferenças Finitas para a variá-
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vel temporal. Com relação às ferramentas computacionais, utiliza-se a linguagem

Python e suas bibliotecas para calcular e desenhar os grá�cos das soluções.
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2 ANÁLISE TEÓRICA

Neste capítulo será demonstrado a existência de solução para o problema

(1.4), tomando por base o trabalho [15]. Vale citar de imediato que, embora a unici-

dade não seja demonstrada neste trabalho, sua demonstração poderá ser encontrada

no mesmo Artigo [15] e no Livro [10].

2.1 Formulação Variacional

Tome v ∈ D(Ω). Multiplicando a equação (1.4) por v e integrando em Ω,

tem-se para quase todo t ∈ (0, T )∫
Ω

uttvdΩ−
∫

Ω

(∆u)vdΩ +

∫
Ω

|u|ρvdΩ =

∫
Ω

fvdΩ, ∀v ∈ D(Ω). (2.1)

Integrando a segunda parcela por partes, obtemos∫
Ω

(∆u)vdΩ =

∫
Γ

(∇u)vdΓ−
∫

Ω

∇u∇vdΩ, ∀v ∈ D(Ω). (2.2)

Como v ∈ D(Ω), tem-se que
∫

Γ

(∇u)vdΓ = 0, logo, substituindo (2.2) em

(2.1), obtemos∫
Ω

uttvdΩ +

∫
Ω

∇u∇vdΩ +

∫
Ω

|u|ρvdΩ =

∫
Ω

fvdΩ, ∀v ∈ D(Ω). (2.3)

Adotando as seguintes notações,

(u, v) =

∫
Ω

uvdΩ e (∇u,∇v) =
n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dΩ,
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podemos reescrever a equação (2.3) da seguinte forma

(utt, v) + (∇u,∇v) + (|u|ρ, v) = (f, v), ∀v ∈ D(Ω). (2.4)

Observe que, como D(Ω) é denso em H1
0 (Ω), por A.6, a igualdade (2.4) per-

manece válida para todo v ∈ H1
0 (Ω), ou seja,

(utt, v) + (∇u,∇v) + (|u|ρ, v) = (f, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω). (2.5)

2.2 Método de Galerkin

Seja {ϕi; i ∈ N} ⊂ H1
0 (Ω) tal que, ao considerar o espaço Vm = [ϕ1, . . . , ϕm],

tenha-se Vm ( V2m, ∀m ∈ N, e
∞⋃
j=1

V2jm seja denso em H1
0 (Ω). Tal escolha está sendo

feita para que os testes na validação do método numérico utilizado nas simulações

seja coerente.

Ao se aplicar o Método de Galerkin ao problema (2.5), deseja-se encontrar

uma função u(t) ∈ H1
0 (Ω) que seja solução para este mesmo problema, por meio de

uma sequência de funções (um(t))m∈N, onde cada função um(t) ∈ Vm é solução para

o problema ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(u′′m, v) + (∇um,∇v) + (|um|ρ, v) = (f, v), ∀v ∈ Vm,

um(0) = u0m → u0 em H1
0 (Ω),

u′m(0) = u1m → u1 em L2(Ω).

(2.6)

onde u′′m =
d2um
dt2

, u0m e u1m projeções de u0 e u1, respectivamente, em Vm.

Ou seja, aplicar o Método de Galerkin consiste em aproximar o espaço das

soluções, H1
0 (Ω), de dimensão in�nita, por um subespaço Vm, de dimensão �nita e
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mais ainda, obter estimativas adequadas que permitam passar o limite na solução

aproximada de modo a obter uma solução para o problema original.

2.3 Existência de Solução

Nesta seção será visto que se as normas de f, u0 e u1 forem su�cientemente

pequenas, o problema (1.4) apresenta solução fraca para todo t ∈ (0,∞).

Teorema 2.1. Existência de Solução Local

Suponha ρ > 1, se n = 1 ou 2, e 1 < ρ < n
n−2

, se n ≥ 3. Sejam u0 ∈
H1

0 (Ω), u1 ∈ L2(Ω) e f ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) dados. Então, existe T0, com 0 < T0 < T ,

e uma única função u : [0, T0)× Ω→ R na classe:

u ∈ L∞(0, T0;H1
0 (Ω)), u′ ∈ L∞(0, T0;L2(Ω)),

satisfazendo (2.5), solução fraca do problema no sentido das distribuições.

Prova:

COnsiderando o problema aproximado em (2.6) e escolhendo v = u′m(t),

então procedendo de maneira informal, assumindo que os termos têm a regularidade

necessária, daremos sequência aos cálculos.

Nos cálculos a seguir considera-se |.| e ||.|| como sendo as normas de L2(Ω) e

H1
0 (Ω), respectivamente.

Partindo da formulação variacional (2.6), escolha v = u′m(t) para obter:

(u′′m(t), u′m(t)) + (5um(t),5u′m(t)) + (|um(t)|ρ, u′m(t)) = (f(t), u′m(t)).
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Note que

(u′′m(t), u′m(t)) =
1

2
(u′′m(t), u′m(t)) +

1

2
(u′m(t), u′′m(t))

=
1

2

d

dt
(u′m(t), u′m(t)) =

1

2

d

dt
|u′m(t)|2

e

(∇um(t),∇u′m(t)) =
1

2
(∇um(t),∇u′m(t)) +

1

2
(∇u′m(t),∇um(t))

=
1

2

d

dt
((um(t), um(t))) =

1

2

d

dt
||um(t)||2.

Observação:

(∇u,∇u′) =
n∑
i=1

( ∂u
∂xi

,
∂u′

∂xi

)

Sendo assim, tem-se que

1

2

d

dt
|u′m(t)|2 +

1

2

d

dt
||um(t)||2 + (|um(t)|ρ, u′m(t)) = (f(t), u′m(t)).

Observe que |um(t)|ρ é simplesmente o valor absoluto da função um(t) elevado a

ρ > 1. Continuando a realizar operações algébricas obtém-se

1

2

d

dt

[
|u′m(t)|2 + ||um(t)||2

]
= (f(t), u′m(t))− (|um(t)|ρ, u′m(t))

≤
∣∣(f(t), u′m(t))

∣∣+
∣∣(|um(t)|ρ, u′m(t))

∣∣ (2.7)

Analisando o lado direito de (2.7)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, conclui-se que∣∣(|um(t)|ρ, u′m(t))
∣∣ ≤ ∣∣|um(t)|ρ

∣∣ · ∣∣u′m(t)
∣∣.

e ∣∣(f(t), u′(t))
∣∣ ≤ |f(t)| · |u′(t)|.
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Visto que∣∣|um(t)|ρ
∣∣2 =

∫
Ω

(|um(t)|ρ)2 dΩ =

∫
Ω

|um(t)|2ρdΩ =
∣∣um(t)

∣∣2ρ
L2ρ(Ω)

. (2.8)

Logo, extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade (2.8), obtém-

se que ∣∣|um(t)|ρ
∣∣
L2(Ω)

=
∣∣um(t)

∣∣ρ
L2ρ(Ω)

.

Note que, pelo Teorema de Imersão de Sobolev, apresentado em A.5, considerando-

se p = 2 e m = 1, obtém-se que

H1(Ω) ↪→ Lq(Ω), q =
2n

n− 2
, n ≥ 3.

Para n = 1, H1(Ω) está continuamente imerso em C0(Ω), e, para n = 2,

tem-se a imersão contínua de H1(Ω) em Lq(Ω) para qualquer real q ≥ 1 �xado.

Sendo assim, segue o seguinte lema:

Lema 2.1. Considerando ρ satisfazendo as condições do Teorema 2.1, tem-se que

H1(Ω) ↪→ L2ρ(Ω)

e

H1(Ω) ↪→ Lρ+1(Ω).

(2.9)

Prova:

Segundo as restrições em relação a ρ no enunciado do Teorema 2.1, tem-se

que:

• se n = 1, ρ > 1 e, portanto, L2ρ(Ω) e Lρ+1(Ω) estão contidos em C0(Ω);
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• se n = 2, ρ > q ≥ 1 e, portanto, H1(Ω) está continuamente imerso em L2ρ(Ω)

e Lρ+1(Ω), pois L2ρ(Ω) ⊂ Lρ+1(Ω) ⊂ Lq(Ω);

• se n ≥ 3,

1 < ρ <
n

n− 2
⇒ 2ρ <

2n

n− 2
= q,

por outro lado, ρ+1 < 2ρ, logo, L2ρ(Ω) ⊂ Lρ+1(Ω) ⊂ Lq(Ω) e, por isso, H1(Ω)

está continuamente imerso em L2ρ(Ω) e Lρ+1(Ω).

�

Portanto, segue de (2.9) que existe C0 ∈ R tal que

|um(t)|ρL2ρ(Ω) ≤ Cρ
0 ||um(t)||ρ.

Então,

∣∣ (|um(t)|ρ, u′m(t))
∣∣ ≤ |um(t)|ρL2ρ(Ω) · |u

′
m(t)| ≤ Cρ

0 ||um(t)||ρ · |u′m(t)|. (2.10)

Retornando a (2.7) e utilizando a desigualdade (2.10), tem-se

1

2

d

dt

[
|u′m(t)|2 + ||um(t)||2

]
≤ Cρ

0 ||um(t)||ρ · |u′m(t)|+ |f(t)| · |u′m(t)|. (2.11)

Considere

ϕm(t) =
1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
||um(t)||2, (2.12)

agora, observe que

ϕm(t) ≥ 1

2
|u′m(t)|2 e ϕm(t) ≥ 1

2
||um(t)||2,
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pois |u′m(t)|2 ≥ 0 e ||um(t)||2 ≥ 0, e, por isso,

|u′m(t)| ≤
√

2ϕm(t) e ||um(t)|| ≤
√

2ϕm(t). (2.13)

Substituindo (2.12) e (2.13) em (2.11), obtém-se

ϕ′m(t) =
d

dt
ϕm(t) ≤ Cρ

0 (2ϕm(t))
ρ
2 · (2ϕm(t))

1
2 + |f(t)|(2ϕm(t))

1
2

= Cρ
0 (2ϕm(t))

ρ+1
2 + |f(t)|(2ϕm(t))

1
2 .

(2.14)

Visto que ρ > 1, tem-se que
(ρ+ 1)

2
>

1

2
, logo(

ϕm(t)
) 1

2 ≤
(
ϕm(t)

) ρ+1
2 ,

assim, de (2.14), obtém-se

ϕ′m(t) ≤
[
Cρ

0 2
ρ+1
2 + |f(t)|

√
2
]
ϕm(t)

ρ+1
2 . (2.15)

Daí, como não se considera o caso onde a solução do Problema (1.4) é a solução

trivial u(t, x) = 0, ∀t ∈ [0, T ] e ∀x ∈ Ω, tem-se que ϕm(t) 6= 0, ∀t ∈ [0, T ], logo,

multiplicando ϕm(t)−( ρ+1
2 ) em ambos os lados da desigualdade (2.15), obtém-se que

ϕm(t)−( ρ+1
2 )ϕ′m(t) ≤

√
2|f(t)|+ 2

ρ+1
2 Cρ

0 . (2.16)

Note que

ϕm(t)−( ρ+1
2 )ϕ′m(t) =

d

dt

[(
2

1− ρ

)
ϕm(t)(

1−ρ
2 )
]
. (2.17)

De fato, pois

ϕm(t)−( ρ+1
2 )ϕ′m(t) =

2

1− ρ

[
ϕm(t)−( ρ+1

2 )ϕ′m(t)−
(ρ+ 1

2

)
ϕm(t)−( ρ+1

2 )−1ϕ′m(t)ϕm(t)

]
=

2

1− ρ

[(
1−

(ρ+ 1

2

))
ϕm(t)−( ρ+1

2 )ϕ′m(t)

]
=

2

1− ρ

[(1− ρ
2

)
ϕm(t)−( ρ+1

2 )ϕ′m(t)

]
=

2

1− ρ

[
d

dt

(
ϕm(t)(

1−ρ
2 )
)]

=
d

dt

[( 2

1− ρ

)
ϕm(t)(

1−ρ
2 )
]
.
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Portanto, substituindo (2.17) em (2.16) e integrando de 0 a t, obtém-se∫ t

0

d

dt

[( 2

1− ρ

)
ϕm(s)(

1−ρ
2 )
]
ds ≤

√
2

∫ t

0

|f(s)|ds+ 2( ρ+1
2 )Cρ

0

∫ t

0

ds

⇒
2

1− ρ

[
ϕm(t)(

1−ρ
2 ) − ϕm(0)(

1−ρ
2 )
]
≤
√

2

∫ t

0

|f(s)|ds+ 2( ρ+1
2 )Cρ

0 t. (2.18)

Como ρ > 1, tem-se que (1 − ρ) < 0. Assim, multiplicando a desigualdade

(2.18) por
(

1− ρ
2

)
, obtém-se

ϕm(t)(
1−ρ
2 ) ≥ ϕm(0)(

1−ρ
2 ) +

(1− ρ
2

)√
2||f ||+

(1− ρ
2

)
2( ρ+1

2 )Cρ
0 t,

onde ||f || = ||f ||L1(0,t;L2(Ω)) =

∫ t

0

|f(s)|ds. Tem-se, portanto, que

ϕm(t)−( ρ−1
2 ) ≥ ϕm(0)−( ρ−1

2 ) −
(ρ− 1

2

)√
2||f || −

(ρ− 1

2

)
2( ρ+1

2 )Cρ
0 t. (2.19)

Observe que para todo m ∈ N, ||u0m|| e |u1m| são constantes positivas, uma

vez que um(0) ∈ Vm ⊂ H1
0 (Ω), portanto existe uma constante K > 0 tal que

ϕm(0) =
1

2
|u1m|2 +

1

2
||u0m||2 ≤ K. (2.20)

Observando que
(ρ− 1)

2
> 0, de (2.20), tem-se

ϕm(0)−( ρ−1
2 ) ≥ K−( ρ−1

2 ).

Logo, por (2.19),

ϕm(t)−( ρ−1
2 ) ≥ K−( ρ−1

2 ) −
(ρ− 1

2

)√
2||f || −

(ρ− 1

2

)
2( ρ+1

2 )Cρ
0 t. (2.21)

Escolhendo K su�cientemente pequeno tal que

K−( ρ−1
2 ) −

(ρ− 1

2

)√
2||f || > 0,
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ou seja,

K−( ρ−1
2 ) =

1

K( ρ−1
2 )

>
(ρ− 1

2

)√
2||f ||,

e, de�nindo

T ∗ =
1(

ρ−1
2

)
2( ρ+1

2 )Cρ
0

(
K−( ρ−1

2 ) −
(ρ− 1

2

)√
2||f ||

)
, (2.22)

com T ∗ > 0, uma vez que
(
ρ− 1

2

)
> 0 e C0 > 0, pode-se concluir que

K−( ρ−1
2 ) −

(ρ− 1

2

)√
2||f || −

(ρ− 1

2

)
2( ρ+1

2 )Cρ
0 t > 0, ∀ 0 ≤ t < T ∗.

Seja T0 �xo tal que 0 < T0 < T ∗. Sendo assim, de (2.21) obtém-se

ϕm(t)(
ρ−1
2 ) ≤ 1

K−( ρ−1
2 ) −

(
ρ−1

2

)√
2||f || −

(
ρ−1

2

)
2( ρ+1

2 )Cρ
0T0

, ∀ t ∈ [0, T0].

(2.23)

Assim, tem-se que, ∀t ∈ [0, T0],

(um)m∈N é limitada em L∞(0, T0;H1
0 (Ω))

(u′m)m∈N é limitada em L∞(0, T0;L2(Ω)).

Logo, tem-se que existem subsequências (umk)k∈N e (u′mk)k∈N convergentes.

Denotando estes limites por u e u′, respectivamente, tem-se que

umk
∗
⇀ u em L∞(0, T0;H1

0 (Ω))

u′mk
∗
⇀ u′ em L∞(0, T0;L2(Ω)).

(2.24)

Para passar o limite no termo não-linear |um(t)|ρ, aplica-se o Lema 3.2 do

Livro [10] a �m de obter que

|um|ρ
∗
⇀ |u|ρ em L∞(0, T0;L2(Ω)). (2.25)
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Note que, u′′m(t) =
d

dt
u′(t), assim

lim
m→∞

u′′m(t) = lim
m→∞

d

dt
u′m(t) =

d

dt
lim
m→∞

u′m(t). (2.26)

Portanto, por (2.24), (2.25) e (2.26), passando o limite, com m → ∞, em

(2.6)1, obtém-se que

lim
m→∞

(u′′m(t), v) + lim
m→∞

(∇um,∇v) + lim
m→∞

(|um|ρ, v) = (f, v)

⇔
( d
dt

lim
m→∞

u′(t), v
)

+
(

lim
m→∞

∇um,∇v
)

+
(

lim
m→∞

|um|ρ, v
)

= (f, v)

⇔ d

dt
(u′(t), v) + (∇u,∇v) + (|u|ρ, v) = (f, v).

(2.27)

Logo, um(t), solução do problema aproximado (2.6), converge para a solução

fraca u(t), do problema (1.4), para todo t tal que 0 ≤ t < T0.

Quanto à unicidade de solução local, as demonstrações poderão ser encon-

tradas no Livro [10] e no Artigo [15].

�

Teorema 2.2. Existência de Solução Não-Local

Sejam ρ e n como no Teorema 2.1 e T > 0. Para cada (u0, u1, f) ∈ H1
0 (Ω)×

L2(Ω)× L1(0, T ;L2(Ω)) denota-se:

γ =
(1

2
|u1|2 +

1

4
||u0||2

+
1

ρ+ 1

∫
Ω

|u0(x)|ρu0(x)dx+
1

2
||f ||

)
(1 + ||f ||e||f ||),

(2.28)
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onde ||f || = ||f ||L1(0,∞;L2(Ω)) =

∫ ∞
0

|f(s)|L2(Ω)ds.

Se

0 < ||u0|| <
(

1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

, (2.29)

com C0 sendo a constante de imersão de H1
0 (Ω) em Lρ+1, e

γ <

(
1

2

) 2ρ
ρ−1
(

1

C0

) 2(ρ+1)
ρ−1

, (2.30)

então, existe uma única função u : Ω× [0,∞)→ R, na classe

u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), u′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

que seja solução fraca de (1.4).

Prova:

Tomando v = u′m(t) em (2.6)1, obtém-se

1

2

d

dt
|u′m(t)|2 +

1

2

d

dt
||um(t)||2 +

∫
Ω

|um(t)|ρu′m(t)dx = (f(t), u′m(t)). (2.31)

Note que, se um(t, x) > 0,

uρmu
′
m =

1

ρ+ 1

d

dt

(
uρ+1
m

)
=

1

ρ+ 1

d

dt
(|um|ρum) ,

e, se um(t, x) < 0,

(−um)ρu′m = − 1

ρ+ 1

d

dt

(
(−um)ρ+1

)
=

1

ρ+ 1

d

dt
(|um|ρum) ,

logo, tem-se que ∫
Ω

uρm(t)u′m(t)dx =
1

ρ+ 1

d

dt

∫
Ω

|um(t)|ρum(t)dx. (2.32)
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Substituindo (2.32) em (2.31), obtém-se

d

dt

[
1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
||um(t)||2 +

1

ρ+ 1

∫
Ω

|um(t)|ρum(t)dx

]
= (f(t), u′m(t)). (2.33)

Observe que para T > 0 arbitrário �xo, existe T0 ∈ (0, T ) tal que (2.33) esteja

de�nido para todo 0 ≤ t < T0, pelo Teorema 2.1.

Integrando (2.33) de 0 a t, com 0 ≤ t < T0, obtém-se:∫ t

0

d

ds

[
1

2
|u′m(s)|2 +

1

2
||um(s)||2 +

1

ρ+ 1

∫
Ω

|um(s)|ρum(s)dx

]
ds =

∫ t

0

(f(s), u′m(s))ds

⇔
[

1

2
|u′m(s)|2 +

1

2
||um(s)||2 +

1

ρ+ 1

∫
Ω

|um(s)|ρum(s)dx

] ∣∣∣∣s=t
s=0

=

∫ t

0

(f(s), u′m(s))ds.

Note que, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,∫ t

0

(f(s), u′m(s))ds ≤
∫ t

0

|f(s)||u′m(s)|dt,

e, como u(0) e u′(0) são dados como condições iniciais, podemos tomar um(0) e

u′m(0) de maneira que

||um(0)|| ≤ ||u(0)|| = u0 e |u′m(0)| ≤ |u′(0)| = u1.

Sendo assim,

1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
||um(t)||2 +

1

ρ+ 1

∫
Ω

|um(t)|ρum(t)dx

≤ 1

2
|u1|2 +

1

2
||u0||2 +

1

ρ+ 1

∫
Ω

|u0|ρu0dx+

∫ t

0

|f(s)||u′m(s)|ds.

Podemos reescrever a desigualdade anterior como
1

2
|u′m(t)|2 +

1

4
||um(t)||2 + J(um(t)) ≤ 1

2
|u1|2 +

1

4
||u0||2 + J(u0)

+

∫ t

0

|f(s)||u′m(s)|ds,
(2.34)



30

onde J : H1
0 (Ω)→ R é de�nido por:

J(u) =
1

4
||u||2 +

1

ρ+ 1

∫
Ω

|u|ρudx. (2.35)

O objetivo principal, desta parte da prova, é mostrar que, sob as hipóteses

(2.29) e (2.30), pode-se controlar o sinal de J(um(t)), para 0 ≤ t < T0, e J(u0), na

desigualdade (2.34).

Observe que∣∣∣∣∣
∫

Ω

|u|ρudx

∣∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|u|ρ|u|dx =

∫
Ω

|u|ρ+1dx = |u|ρ+1
Lρ+1(Ω) ≤ Cρ+1

0 ||u||ρ+1, (2.36)

onde C0 é a constante de imersão de H1
0 (Ω) em Lρ+1(Ω), dada em (2.9).

Note que, de (2.36), ∫
Ω

|u|ρudx ≥ −Cρ+1
0 ||u||ρ+1.

Retornando a (2.35), tem-se que

J(u) ≥ 1

4
||u||2 − Cρ+1

0

ρ+ 1
||u||ρ+1, (2.37)

lembrando que será substituído u por um(t, ·) e u0.

Observe que os dois lados da desigualdade (2.34) dependem do sinal de J(u),

sendo assim considere a função a seguir:

P (λ) =
1

4
λ2 − Cρ+1

0

ρ+ 1
λρ+1, para λ ≥ 0. (2.38)

Note que P (λ) é um limitante inferior para J(u), basta tomar λ = ||u|| em
(2.37). Agora, será analisado o sinal da função P (λ).
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Análise de P (λ), λ ≥ 0

Observe que:

i) P (λ) = 0 em λ0 = 0 com ordem 2 e em λ1 =
(

ρ+1

4Cρ+1
0

) 1
ρ−1

;

De fato, pois

λ2 − 4Cρ+1
0

ρ+ 1
λρ+1 = 0 ⇔ λ2

(
1− 4Cρ+1

0

ρ+ 1
λρ−1

)
= 0

⇔ λ0 = 0 ou λ1 =

(
ρ+ 1

4Cρ+1
0

) 1
ρ−1

.

ii) λ2 =
(

1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

é um ponto crítico e P (λ) é crescente quando 0 ≤ λ ≤ λ2;

Com efeito,

P ′(λ) = 0 ⇔ 1

2
λ− Cρ+1

0 λρ = 0 ⇔ λ
(

1− 2Cρ+1
0 λρ−1

)
= 0

⇔ λ0 = 0 ou λ2 =

(
1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

.

Além do mais, considerando λ ≤ λ2, tem-se que:

P ′(λ) = λ
(

1− 2Cρ+1
0 λρ−1

)
≥ λ(1− 2Cρ+1

0 λρ−1
2 ) = λ

(
1− 2Cρ+1

0

(
1

2Cρ+1
0

) ρ−1
ρ−1

)
= λ(1− 1) = 0.

Logo, se 0 ≤ λ ≤ λ2, P ′(λ) ≥ 0, o que implica que neste intervalo P (λ) é

crescente.

iii) λM = λ2 é um ponto de máximo de P (λ) em [0, λ1].

De fato, observe que, para λ ≥ λ2,

P ′(λ) = λ
(

1− 2Cρ+1
0 λρ−1

)
≤ λ

(
1− 2Cρ+1

0 λρ−1
2

)
= λ

(
1− 2Cρ+1

0

(
1

2Cρ+1
0

) ρ−1
ρ−1

)
= λ(1− 1) = 0.
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Portanto, para λ2 ≤ λ, P ′(λ) ≤ 0, ou seja, P (λ) é decrescente para tais λ's.

Visto que, pelo item (ii), P (λ) é crescente para λ ≤ λ2 e, pela conclusão obtida

acima, é decrescente para λ ≥ λ2, tem-se que λM é um ponto de máximo. Logo,

λM = λ2 =

(
1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

(2.39)

é um ponto de máximo, e o valor máximo de P (λ) para λ ∈
[
0,
(

ρ+1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1
]
é

P (λM) = λ2
M

(1

4
− Cρ+1

0

ρ+ 1
λρ−1
M

)
=

(
1

2Cρ+1
0

) 2
ρ−1

(
1

4
− Cρ+1

0

ρ+ 1

(
1

2Cρ+1
0

) ρ−1
ρ−1

)

=

(
1

2Cρ+1
0

) 2
ρ−1
(

1

4
− 1

2(ρ+ 1)

)
=

(
1

2Cρ+1
0

) 2
ρ−1
(
ρ+ 1− 2

4(ρ+ 1)

)
=

ρ− 1

4(ρ+ 1)

(
1

2Cρ+1
0

) 2
ρ−1

.

Assim sendo, esboça-se o grá�co para P (λ) na Figura 2.1.

Figura 2.1: Esboço do grá�co de P (λ)
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Voltando a analisar os termos de (2.34), de (2.37) tem-se que

J(u) ≥ P (||u||), (2.40)

uma vez que P (λ) é de�nido como em (2.38).

Substituindo u por u0, obtém-se que P (||u0||) ≥ 0. De fato,

P (||u0||) = ||u0||2
(1

4
− Cρ+1

0

ρ+ 1
||u0||ρ−1

)
> 0 ⇔ 1

4
− Cρ+1

0

ρ+ 1
||u0||ρ−1 > 0.

Pela hipótese (2.29) do Teorema 2.2, tem-se que(
1

4
− Cρ+1

0

ρ+ 1
||u0||ρ−1

)
>

(
1

4
− Cρ+1

0

ρ+ 1

(
1

2Cρ+1
0

) ρ−1
ρ−1

)
=

(
1

4
− 1

2(ρ+ 1)

)
=

ρ− 1

4(ρ+ 1)
> 0,

esta última desigualdade é válida pois ρ > 1. E, se ||u0|| = 0, é fácil veri�car que

P (||u0||) = 0. Portanto, P (||u0||) ≥ 0. Logo,

J(u0) ≥ P (||u0||) ≥ 0 (2.41)

Assim, pode-se concluir que o lado direito de (2.37) é positivo. Agora, só

resta provar que J(um(t)) é positivo, para isso será provado o seguinte resultado:

Lema 2.2. Suponha u0, u1 e γ satisfazendo as condições do Teorema 2.2. Então,

a sequência de soluções aproximada (um)m∈N satisfaz

||um(t)|| <
(

1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

, ∀ t ∈ [0, T0] e m ∈ N. (2.42)

Prova (Lema):

Suponha, por contradição, que existe m0 ∈ N e algum t0 ∈ [0, T0] tal que

||um0(t)|| >
(

1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

. (2.43)
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Sabe-se que um(0) = u0m é a projeção de u0 em Vm, logo

0 ≤ ||um0(0)|| ≤ ||u0||.

Pela hipótese (2.29), tem-se que

||um0(0)|| <
(

1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

.

Uma vez que um0(t) é contínua em [0, T0], existe t0 ∈ (0, T0) tal que

0 < ||um0(t)|| <
(

1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

, ∀ 0 ≤ t < t0. (2.44)

Agora, considere o subconjunto τ de (0, T0) de�nido por:

τ =

{
t ∈ (0, T0); ||um0(t)|| ≥

(
1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

}
. (2.45)

Propriedades do conjunto τ

• É não vazio;

De fato, pois supomos, em (2.43), que existe um t ∈ (0, T0] tal que ||um0(t)|| ≥(
1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

.

• É um conjunto fechado;

Isto porque a função um0(t) é contínua em [0, T0], e, portanto, contínua em

[t0, T0].
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• Seu ín�mo é estritamente positivo.

Conclusão obtida a partir de (2.44), pois para algum t ∈ (t0, T ], com t0 > 0,

||um0(t)|| ≥
(

1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

.

Assim, pelas propriedades de τ , existe um mínimo t∗ ∈ (0, T0), tal que satisfaça:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
||um0(t)|| <

(
1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

, ∀ 0 ≤ t < t∗,

||um0(t
∗)|| =

(
1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

.

(2.46)

Agora, voltando para (2.34) e tomando em t = t∗, obtém-se

1

2
|u′m0

(t∗)|2+
1

4
||um0(t

∗)||2+J(um0(t
∗)) ≤ 1

2
|u1|2+

1

4
||u0||2+J(u0)+

∫ t∗

0

|f(s)||u′m(s)|ds.
(2.47)

Observe que, por (2.46)2,

J(um0(t
∗)) ≥ P (||um0(t

∗)||) > 0, (2.48)

uma vez que
(

1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

é o máximo da função P (λ) estritamente positivo, pelo

item (iii) da análise da mesma. Então, tem-se que J(um0(t
∗)) > 0.

Observe, também, que∫ t∗

0

|f(s)||u′m0
(s)|ds =

∫ t∗

0

|f(s)|
1
2 |f(s)|

1
2 |u′m0

(s)|ds ≤

≤ 1

2

[∫ t∗

0

(
|f(s)|

1
2

)2

ds+

∫ t∗

0

(
|f(s)|

1
2 |u′m0

(s)|
)2

ds

]
=

1

2

∫ t∗

0

|f(s)|ds+
1

2

∫ t∗

0

|f(s)||u′m0
(s)|2ds

≤ 1

2

∫ ∞
0

|f(s)|ds+
1

2

∫ t∗

0

|f(s)||u′m0
(s)|2ds,

(2.49)
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onde na primeira desigualdade foi aplicada a desigualdade elementar.

Voltando para (2.47), denotando ||f || = ||f ||L1(0,∞;L2(Ω)) =
1

2

∫ ∞
0

|f(s)|ds,
obtém-se que

1

2
|u′m0

(t∗)|2 +
1

4
||um0(t

∗)||2 + J(um0(t
∗)) ≤ 1

2
|u1|2 +

1

4
||u0||2 + J(u0) +

1

2
||f ||

+
1

2

∫ t∗

0

|f(s)||u′m(s)|2ds.

(2.50)

Logo, como ||um0(t
∗)||2 e J(um0(t

∗)) são positivos, este último, por (2.48),

1

2
|u′m0

(t∗)|2 ≤ 1

2
|u1|2 +

1

4
||u0||2 + J(u0) +

1

2
||f ||+ 1

2

∫ t∗

0

|f(s)||u′m(s)|2ds. (2.51)

Note que (2.51) é uma desigualdade do tipo:

ϕ(t) ≤ K +

∫ t

0

a(s)ϕ(s)ds,

com a(s) = |f(s)| ∈ L1(0,∞), ϕ(t) =
1

2
|u′m(t∗)| e

K =
1

2
|u1|2 +

1

4
||u0||2 + J(u0) +

1

2
||f || ≥ 0, (2.52)

uma vez que f ∈ L1(0,∞;L2(Ω)), pelo enunciado do Teorema 2.2, e (2.41) é válido.

Uma vez que

ϕ(t) ≤ K +

∫ t

0

|f(s)|ϕ(s)ds,

multiplica-se ambos os lados por |f(t)| obtendo

|f(t)|ϕ(t) ≤ |f(t)|
(
K +

∫ t

0

|f(s)|ϕ(s)ds

)
⇒ |f(t)|ϕ(t)

K +
∫ t

0
|f(s)|ϕ(s)ds

≤ |f(t)|.

Integrando de 0 a t, obtém-se que∫ t

0

|f(ξ)|ϕ(ξ)

K +
∫ ξ

0
|f(s)|ϕ(s)ds

dξ ≤
∫ t

0

|f(s)|ds.
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Note que
d

dt

(
K +

∫ t

0

|f(s)|ϕ(s)ds

)
= |f(t)|ϕ(t).

Logo, denotando

g(ξ) = K +

∫ ξ

0

|f(s)|ϕ(s)ds (2.53)

e dg(ξ) =
d

dξ
g(ξ), tem-se que

∫ t

0

|f(ξ)|ϕ(ξ)

K +
∫ ξ

0
|f(s)|ϕ(s)ds

dξ =

∫ t

0

dg(ξ)

g(ξ)
dξ = ln(g(ξ))

∣∣∣ξ=t
ξ=0

.

Portanto,

ln(g(ξ))
∣∣∣ξ=t
ξ=0

= ln(g(t))− ln(g(0)) = ln(g(t))− ln(K) ≤ ||f ||,

com ||f || = ||f ||L1(0,t;L2(Ω)) e g(0) = K +

∫ 0

0

|f(s)|ϕ(s)ds = K.

Aplicando a função ex em ambos os lados, obtém-se que

eln(g(t))−ln(K) ≤ e||f || ⇒ eln(g(t))

eln(K)
≤ e||f || ⇒ g(t) ≤ Ke||f ||. (2.54)

Portanto, denotando ϕ(t∗) =
1

2
|u′m0

(t∗)|2, da de�nição (2.53) e da desigual-

dade (2.54) obtém-se que

1

2
|u′m0

(t∗)|2 = ϕ(t∗) ≤ g(t∗) ≤ Ke||f ||. (2.55)

Assim,∫ t∗

0

|f(s)|
(1

2
|u′m0

(s)|2
)
ds ≤ Ke||f ||

∫ t∗

0

|f(s)|ds ≤ Ke||f ||
∫ ∞

0

|f(s)|ds

= Ke||f ||||f ||.
(2.56)
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Aplicando a desigualdade (2.56) em (2.50), obtém-se que

1

2
|u′m0

(t∗)|2+
1

4
||um0(t

∗)||2+J(um0(t
∗)) ≤ 1

2
|u1|2+

1

4
||u0||2+J(u0)+

1

2
||f ||+Ke||f ||||f ||.

Pela de�nição de K em (2.52), conclui-se que

1

2
|u′m0

(t∗)|2+
1

4
||um0(t

∗)||2+J(um0(t
∗)) ≤

[
1

2
|u1|2+

1

4
||u0||2+J(u0)+

1

2
||f ||

](
1+||f ||e||f ||

)
.

Pela de�nição de J(u), em (2.35), e considerando γ, como em (2.28), e a

hipótese (2.29), do Teorema 2.2, obtém-se que

1

2
|u′m0

(t∗)|2 +
1

4
||um0(t

∗)||2 + J(um0(t
∗)) ≤ γ <

(
1

2

) 2ρ
ρ−1
(

1

C0

) 2(ρ+1)
ρ−1

. (2.57)

Como |u′m0
(t∗)|2 ≥ 0 e J(um0(t

∗)) ≥ 0, por (2.48), de (2.57), tem-se que

1

4
||um0(t

∗)||2 <
(

1

2

) 2ρ
ρ−1
(

1

C0

) 2(ρ+1)
ρ−1

=

(
1

2

)2(
1

2

) 2
ρ−1
(

1

C0

) 2(ρ+1)
ρ−1

.

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por 4 e, depois, extraindo a raiz

quadrada, obtém-se o seguinte resultado

||um0(t
∗)|| <

(
1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

.

O que é um absurdo, pois contraria a hipótese (2.43). Logo,

||um(t)|| <
(

1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

, ∀ t ∈ [0, T0] e m ∈ N.

Com isso, provamos o Lema 2.42
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Portanto, pelo Lema 2.42,

J(um(t)) ≥ 0, ∀ t ∈ [0, T0] e m ∈ N. (2.58)

De fato, pois, por (2.40) e, pelo Lema 2.42, ||um(t)|| <
(

1

2Cρ+1
0

) 1
ρ−1

= λM

para todo t ∈ [0, T0] e m ∈ N, onde λM é o máximo da função P (λ), conclui-se que

J(um(t)) ≥ P (||um(t)||) ≥ 0.

Substituindo t∗ por t em (2.50), de (2.56) e (2.58), obtém-se que

1

2
|u′m(t)|2 +

1

4
||um(t)||2 ≤ C, ∀ t ∈ [0, T0),

onde

C =

[
1

2
|u1|2 +

1

4
||u0||2 + J(u0) +

1

2
||f ||

](
1 + ||f ||e||f ||

)
. (2.59)

Como |u′m(t)|2 ≥ 0,

||um(t)|| ≤ 4C,

com C =
√
C. E de forma análoga,

|u′m(t)| ≤ 2C.

Observe que, como C, em (2.59), não depende de T0 nem de m, estendendo

para [0, T ), ∀ T > 0, obtém-se que

(um)m∈N é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω))

(u′m)m∈N é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)),
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∀ T > 0.

Logo, tem-se que existem subsequências (umk)k∈N e (u′mk)k∈N convergentes.

Denotando estes limites por u e u′, respectivamente, tem-se que

umk
∗
⇀ u em L∞(0, T ;H1

0 (Ω))

u′mk
∗
⇀ u′ em L∞(0, T ;L2(Ω)).

(2.60)

Aplicando os mesmos argumentos que no Teorema 2.1 para u′′m e |um|ρ, pas-
sando o limite, com m → ∞, no problema aproximado (2.6)1, obtém-se a versão

fraca do Problema (1.4), assim como em (2.27).

Logo, um(t), solução do problema aproximado (2.6), converge para a solução

fraca u(t), do Problema (1.4), para todo t ≥ 0.

Quanto à unicidade de solução não-local, as demonstrações poderão ser en-

contradas no Livro [10] e no Artigo [15].

Quanto às condições iniciais podem ser obtidas seguindo o procedimento

padrão.

�
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3 MÉTODOS NUMÉRICOS

Neste capítulo serão aplicados métodos numéricos para obter a solução um

(2.6). O Método de Elementos Finitos será aplicado para discretizar o domínio

espacial Ω e obter um sistema de m equações diferenciais ordinárias que será trans-

formado em um sistema não-linear a partir da aplicação do Método das Diferenças

Finitas, a saber, o Método de Newmark, que também irá discretizar o intervalo

temporal (0, 1), e, por �m, o Método de Newton Modi�cado para resolver o sistema

não-linear resultante.

3.1 Problema Aproximado

Note que, como um(t) ∈ Vm, ver Seção 2.2,

um(t, x) =
m∑
i=1

di(t)ϕi(x),

onde di(t) constante para t �xo. Derivando duas vezes no tempo, uma vez no espaço

e aplicando a linearidade da derivação tem-se

u′′m(t, x) =
m∑
i=1

d′′i (t)ϕi(x),

∇um(t, x) =
m∑
i=1

di(t)∇ϕi(x).

Substituindo as igualdades acima na equação (2.6) e aplicando a linearidade
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da integração, obtém-se, para cada vm ∈ Vm,
m∑
i=1

[d′′i (t)(ϕi(x), vm) + di(t)(∇ϕi(x),∇vm)] +
(∣∣∣ m∑

i=1

di(t)ϕi(x)
∣∣∣ρ, vm) = (f, vm),

∀vm ∈ Vm.

Tomando, em particular, vm = ϕj(x), ∀j ∈ {1, . . . ,m}, e denotando os coe�-
cientes

aij = (ϕi(x), ϕj(x)), bij = (∇ϕi(x),∇ϕj(x)), Fj(t) = (f, ϕj(x)),

qj(d(t)) =
(∣∣∣ m∑

i=1

di(t)ϕi(x)
∣∣∣ρ, ϕj(x)

)
,

(3.1)

obtém-se o seguinte sistema não-linear de equações diferenciais ordinárias

[d′′(t)]
T
A+ [d(t)]T B + [Q(d(t))]T = [F (t)]T . (3.2)

onde
A = [aij]m×m, B = [bij]m×m

F (t) = [Fj(t)]m×1, Q(d(t)) = [qj(d(t))]m×1,

d(t) = [di(t)]m×1, d′′(t) = [d′′i (t)]m×1.

Note que A e B são simétricas, pois

aij = (ϕi(x), ϕj(x)) = (ϕj(x), ϕi(x)) = aji

e, procedendo de igual modo, bij = bji, assim, transpondo a equação (3.2), obtem-se

Ad′′(t) +Bd(t) +Q(d(t)) = F (t). (3.3)

Para que o sistema não-linear de equações diferenciais ordinárias (3.3) tenha

uma única solução, serão acrescentadas condições iniciais, como condição e veloci-

dade iniciais os vetores d0 e d1, respectivamente, dados por

d0 = (d01, . . . , d0m)

d1 = (d11, . . . , d1m) .
(3.4)
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onde, d0j e d1j, com j = 1, . . . ,m, são as j_ésimas coordenadas das projeções u0m

e u1m, respectivamente. Considerando um caso particular onde a base [ϕ1, . . . , ϕm]

é ortonormal, tem-se que

d0 = ((u0, ϕ1), . . . , (u0, ϕm)) ,

d1 = ((u1, ϕ1), . . . , (u1, ϕm)) .

Assim, acoplando as condições iniciais (3.4) a (3.3), obtêm-se∣∣∣∣∣∣
Ad′′(t) +Bd(t) +Q(d(t)) = F (t),
d(0) = d0,
d′(0) = d1.

(3.5)

Vale lembrar que este sistema (3.5) será resolvido para todo t ∈ (0, T ].

3.2 Método das Diferenças Finitas

O Método das Diferenças Finitas será aplicado para aproximar a derivação

que aparece em (3.5).

Primeiramente, tome P[0,T ] = [t0, t1, . . . , tN−1, tN ] uma partição do intervalo

temporal [0, T ] com N elementos, onde ti+1 − ti = ∆ti > 0, ∀i ∈ {0, . . . , N − 1}.

Para cada tn ∈ P[0,T ], denota-se gn := g(tn). Fazendo t = tn no sistema (3.5)1

, para n ∈ {0, . . . , N}, tem-se

Ad′′(tn) +Bd(tn) +Q(d(tn)) = F (tn). (3.6)

Aproximações
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Considere as seguintes aproximações

d′′(tn) ≈ dn+1 − 2dn + dn−1

(∆t)2
, (3.7)

mais conhecida como Diferença Central, com erro de aproximação de O(∆t2) para

funções de classe C2, ver os Livros [20] e [12], e

d(tn) ≈ d∗n = θdn+1 + (1− 2θ)dn + θdn−1, (3.8)

uma média ponderada dos valores de d(t), nos tempos adjacentes a tn, com θ ≥ 0.

Utilizando as aproximações (3.7) e (3.8) em (3.6) tem-se, para n = 1, . . . , N − 1,

A

(
dn+1 − 2dn + dn−1

(∆t)2

)
+Bd∗n +Q(d∗n) = F ∗n, (3.9)

onde

F ∗n = θF n+1 + (1− 2θ)F n + θF n−1

e, por de�nição,

Q(d∗n) =
[(∣∣∣ m∑

i=1

d∗nϕi(x)
∣∣∣ρ, ϕj(x)

)]

=
[(∣∣∣ m∑

i=1

(θdn+1 + (1− 2θ)dn + θdn−1)ϕi(x)
∣∣∣ρ, ϕj(x)

)]
Fazendo algumas manipulações algébricas e multiplicando por (∆t)2 a equação (3.9),

tem-se

(A+(∆t)2θB)dn+1+(∆t)2Q(d∗n) = (∆t)2F ∗n+(2A−(∆t)2(1−2θ)B)dn−(A+(∆t)2θB)dn−1.

De�nindo as matrizes

M = (A+ (∆t)2θB) e L = (2A− (∆t)2(1− 2θ)B),

obtém-se o seguinte sistema

Mdn+1 + (∆t)2Q(d∗n) = (∆t)2F ∗n + Ldn −Mdn−1. (3.10)
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Observe que para θ 6= 0 o sistema (3.10) é não-linear, pois o vetor Q(d∗n) depende

da incógnita dn+1, de acordo com (3.10). Por outro lado, se θ = 0, o sistema se torna

linear, pois Q(d∗n) = Q(dn) e, por isso, poderá ser considerado constante, pois só

dependerá de dn, que por sua vez será conhecido.

Considerando o caso onde θ 6= 0 e tomando n = 0 em (3.10), tem-se uma

situação especial que será tratada da seguinte forma

Md1 + (∆t)2Q(d∗0) = (∆t)2F ∗0 + Ld0 −Md−1, (3.11)

onde

Q(d∗0) =
[(∣∣∣ m∑

i=1

(θd1 + (1− 2θ)d0 + θd−1)ϕi(x)
∣∣∣ρ, ϕj(x)

)]
,

F ∗0 = θF 1 + (1− 2θ)F 0 + θF−1,

sendo F−1 = F (−t1) = F (−∆t) e o termo d−1 dado a partir da Diferença Central

d′(tn) =
dn+1 − dn−1

2∆t
.

De fato, fazendo n = 0, tem-se

d′(t0) = d′(0) =
d1 − d−1

2∆t
⇒ d−1 = d1 − (2∆t)d′(0).

Mas, de (3.5), d′(0) = d1 e, por isso,

d−1 = d1 − (2∆t)d1. (3.12)

Substituindo (3.12) em (3.11) tem-se

2Md1 + (∆t)2Q(d∗0) = (∆t)2F ∗0 + Ld0 + (2∆t)Md1.
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Finalmente, dividindo ambos os lados por 2,

Md1 +
(∆t)2

2
Q(d∗0) =

(∆t)2

2
F ∗0 +

1

2
Ld0 + ∆tMd1. (3.13)

En�m, acoplando os sistemas (3.13) e (3.10), se obtém sistemas não-lineares

que podem ser resolvidos de forma sequencial em n, para n = 0, 1, . . . , N . Não-

linear, pois foi considerado θ 6= 0.

A�m de resolver os sistemas em (3.10) será utilizado o Método de Newton

Modi�cado. Vale ressaltar que as dissertações [6] e [26] resolveram seus sistemas não-

lineares, resultante da aplicação do Método de Elementos Finitos e das Diferenças

Finitas, linearizando-os.

3.3 Resolução do Sistema Não-Linear

A ferramenta escolhida para resolver os sistemas em (3.10), como foi dito, será

o Método de Newton Modi�cado, seu algoritmo pode ser encontrado no Livro [21] e

os resultados que garantem sua convergência no Livro [5]. Abaixo será apresentada

uma teoria a respeito do Método de Newton.

3.3.1 Método de Newton

O método mais amplamente estudado e conhecido para resolver sistemas de

equações não-lineares é o Método de Newton.

Restringindo-se ao caso de uma equação não-linear de uma variável para

melhor introduzir o método, tem-se que: supondo f ∈ C2(a, b), com a, b ∈ R tal
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que a 6= b, e que existe p ∈ (a, b) que seja uma raiz de f(x), seja x ∈ (a, b) uma

aproximação de p tal que f ′(x) 6= 0 e |p − x| seja pequeno. Considere o polinômio

de Taylor, de ordem 1, em torno de x para f(x),

f(x) = f(x) + (x− x)f ′(x) +
(x− x)2

2
f ′′(ξ(x)), (3.14)

onde ξ(x) está entre x e x. Uma vez que f(p) = 0, tomando x = p em (3.14)

obtém-se

0 = f(x) + (p− x)f ′(x) +
(x− x)2

2
f ′′(ξ(p)).

Como foi tomado x de forma que |p− x| fosse pequeno, tem-se que o termo

que envolve (p− x)2 é muito menor, então

0 ≈ f(x) + (p− x)f ′(x).

Isolando p obtém-se

p ≈ x− f(x)

f ′(x)
. (3.15)

Traduzindo a relação (3.15) para o Método de Newton, iniciando com uma

aproximação p0 de p, será gerada uma sequência (pn)n∈N∪{0}, de forma que

pn+1 = pn −
f(pn)

f ′(pn)
, n ≥ 0. (3.16)

Voltando para o caso de um sistema de equações não-lineares, considerando

F (X) = (f1(X), . . . , fn(X)), com X = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, como sendo o vetor

que armazena cada equação não-linear de um sistema., tem-se por objetivo obter

P ∈ Rn tal que F (P ) = 0.

Fazendo analogia ao Método de Newton dado por (3.16), restringindo-se so-

mente a uma linha do vetor F (X) e tomando X ∈ Rn próximo de P , de (3.15),
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obtém-se

∇Tfi(X)(P −X) ≈ −fi(X), para i = 1, . . . , n, (3.17)

onde ∇Tfi(X) é o vetor gradiente de fi calculado em X.

Como (3.17) é válido para todo i, tem-se que


∇Tf1(X)
∇Tf2(X)

...
∇Tfn(X)

 (P −X) ≈ −


f1(X)
f2(X)

...
fn(X)

 = −F (X)

Daí, o Método de Newton aplicado a um sistema de equações não-lineares,

consiste em iniciar com uma aproximação P0 ∈ Rn e gerar uma sequência (Pk)k∈N∪{0},

de forma a satisfazer o sistema linear a seguir:

J(Pk)sk = −F (Pk), k ≥ 0, (3.18)

onde sk = Pk+1 − Pk e

J(Pk) =


∇Tf1(X)
∇Tf2(X)

...
∇Tfn(X)

 =


∂f1(X)

∂x1

. . .
∂f1(X)

∂xn
...

. . .
...

∂fn(X)

∂x1

. . .
∂fn(X)

∂xn


A matriz J é chamada de matriz jacobiana.

Resolvendo o sistema (3.18), será obtido o vetor sk, de onde se poderá obter

o próximo termo da sequência Pk+1 através da operação Pk+1 = sk + Pk. Para que

este sistema tenha uma única solução, é necessário que a matriz jacobiana calculada

no ponto Pk, ∀k, seja não singular, ou seja, é necessário que det(J(Pk)) 6= 0, ∀k.
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O método que será utilizado para resolver o sistema não-linear (3.10), não foi

exatamente o método apresentado acima, mas uma variação dele, a saber, o Método

de Newton Modi�cado.

Este método consiste em, ao invés de se calcular J(Pk) no sistema (3.18) a

cada iteração k, é calcular somente J(P0), onde P0 é a aproximação inicial escolhida,

e assim, resolver o sistema

J(P0)sk = −F (Pk), ∀ k. (3.19)

Observação: Para resolução do sistema (3.10) foi escolhido tal método devido à

redução no custo computacional, assunto a ser abordado no capítulo 4 seção 4.2.

A seguir será apresentado como foi aplicado o Método de Newton Modi�cado

no sistema não-linear (3.10).

3.3.2 Aplicação

Observe que o sistema iterativo (3.10), para n �xado, pode ser escrito na

forma:

Mx+ αQ(x) = s,

com x = dn+1, α = (∆t)2 e s = (∆t)2F ∗n + Ldn −Mdn−1.

Sendo assim, denotando

G(x) = Mx+ αQ(x)− β, (3.20)

a �m de se obter a solução do sistema (3.10), basta aplicar o Método de Newton

Modi�cado à função G(x). Para isso, segundo (3.19), serão necessários os termos

G(xk) e J(x0).
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Quanto ao termo G(xk) não há muito a ser feito, pois basta substituir x = xk

em (3.20). Mas, quanto à matriz jacobiana J(x0), será necessário utilizar o Método

das Diferenças Finitas para aproximar as derivadas parciais de cada função gi, função

da i-ésima linha do vetor G, em relação às variáveis xj, com j = 1, . . . ,m. O método

utilizado foi o Método de Euler Progressivo, que consiste em aproximar uma derivada

parcial da seguinte forma, assumindo ∆x > 0,

∂gi
∂xj

(x0) ≈ gi(x0 +
−→
∆x)− gi(x0)

∆x
,

onde
−→
∆x = ∆xej, com ej sendo o j-ésimo vetor canônico do Rn.

Aproximando todas as derivadas parciais
∂gi
∂xj

(x0), ∀i, j, será obtida a matriz
jacobiana.

Assim, obtendo J(x0) e F (x0), basta substituir no sistema (3.19) e o resolver

através de um método numérico e, en�m, obter s0, de onde será extraído o vetor

x1, assim, sucessivamente, até o k que permita a condição abaixo ser satisfeita para

algum ε > 0 dado

|xk+1 − xk| < ε.

Voltando à resolução do sistema (3.10), note que suas matrizes são depen-

dentes das funções da base ϕi, ∀i, que até o presente instante não foram de�nidas.

A �m de de�ni-las, será aplicado o Método de Elementos Finitos.
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3.4 Método de Elementos Finitos

Antes de de�nir as funções da base, será escolhida uma partição para o do-

mínio Ω de forma a dividi-lo em sub-regiões Ωe abertas, satisfazendo as condições:

Ω =
m⋃
e=1

Ωe e Ωe ∩ Ωk = ∅, se e 6= k. (3.21)

As sub-regiões Ωe serão chamadas de elementos do domínio Ω.

Nesta partição adotada em (3.21) serão de�nidos os nós globais xj ∈ Ω ⊂ Rn,

j = 1, . . . ,m, onde m será o número total de nós da malha, ou seja, da partição.

Em particular, neste trabalho os domínios Ωe serão segmentos de retas, no caso

unidimensional, e quadrados, no caso bidimensional. Em ambos os casos, os nós

globais xj serão vértices dos domínios Ωe. Como a condição de fronteira do problema

alvo deste texto é nula em todo tempo t, então o número de nós globais xj é igual

à dimensão do espaço Vm.

Uma vez que o domínio Ω foi particionado, serão escolhidas como na subseção

a seguir as funções base, ϕ(x).

3.4.1 Função Base

A escolha das funções base será feita com o intuito de tornar as matrizes do

Sistema não-linear (3.10) esparsas, para reduzir o custo computacional dos cálculos.

Para isso, serão escolhidas funções base de tal maneira que a i_ésima função base

satisfaça a condição abaixo para cada nó xj de Ω.

ϕi(xj) =

{
1, se i = j,

0, se i 6= j.
(3.22)
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Função base do caso unidimensional

Partindo da condição (3.22), será de�nido como função base do caso unidi-

mensional, um polinômio linear por partes, de�nido da seguinte forma:

ϕi(x) =



x− xi−1

xi − xi−1

, se x ∈ [xi−1, xi],

xi+1 − x
xi+1 − xi

, se x ∈ [xi, xi+1],

0, se x /∈ [xi−1, xi+1].

(3.23)

Considerando uma partição de Ω em m elementos, de tal forma que Ωe seja

um intervalo de comprimento �xo h para todo e, o grá�co da função (3.23) será:

Figura 3.1: Função base global do caso unidimensional

Função base do caso bidimensional

Para se de�nir a função base para este caso será necessário restringir o domí-

nio Ω ao seu e_ésimo elemento Ωe, com e = 1, . . . ,m. Supondo que este elemento

seja um quadrilátero, seus vértices serão enumerados no sentido anti-horário come-
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çando no vértice inferior esquerdo, e denotados como

pe1 = (xe1, y
e
1), pe2 = (xe2, y

e
1), pe3 = (xe2, y

e
2) e pe4 = (xe1, y

e
2),

assim como na Figura (3.2).

Figura 3.2: Elemento Ωe

Agora, da mesma forma que no caso unidimensional, a função base precisará

satisfazer a condição (3.22), portanto, denotando por ϕea(x, y), com a = 1, 2, 3, 4,

como sendo a função base restrita ao domínio Ωe tal que ϕea(p
e
a) = 1, serão conside-

radas como funções base as superfícies a seguir:

ϕe1(x, y) =
(x− xe2)(y − ye2)

(xe1 − xe2)(ye1 − ye2)
,

ϕe2(x, y) =
(x− xe1)(y − ye2)

(xe2 − xe1)(ye1 − ye2)
,

ϕe3(x, y) =
(x− xe1)(y − ye1)

(xe2 − xe1)(ye2 − ye1)
,

ϕe4(x, y) =
(x− xe2)(y − ye1)

(xe1 − xe2)(ye2 − ye1)
.

Gra�camente, a função ϕe3, por exemplo, pode ser representada pela Figura

(3.3).

Uma vez conhecidas as funções base ϕi's, para todo i, pode-se determinar os

termos do sistema não-linear (3.10).



54

Figura 3.3: Função base local do caso bidimensional

Estudados estes assuntos, será iniciado o capítulo com as simulações, onde

será solucionado o sistema (3.10) para diferentes combinações de f, u0 e u1 em (1.4).
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4 SIMULAÇÃO NUMÉRICA

Neste capítulo serão realizadas as simulações numéricas, aplicando o método

(3.10), mas para isso serão veri�cadas algumas condições a �m de validá-lo.

Para os resultados e validações serão utilizados os programas implementados

em Python com uso dos pacotes numpy, disponibilizando ferramentas numéricas, e

matplotlib, para desenho dos grá�cos das soluções.

4.1 Validação do Método

Para validação do método, será escolhida uma solução u(t, x) como solução

exata do problema. Assim, a partir desta solução, serão de�nidas a função fonte

f(t, x), como sendo o resultado da operação utt(t, x)−∆u(t, x) + |u(t, x)|ρ, uma vez
que u(t, x) será conhecida, e as condições iniciais u0 e u1, dadas respectivamente por

u(0, x) e ut(0, x), a �m de gerarmos um problema, no qual será aplicado o método

(3.10) com o objetivo de se obter a solução aproximada um(t, x). Após obtê-la,

será calculado o erro de aproximação entre as soluções u(t, x) e um(t, x) na norma

discreta de L∞(0, T ;L2(Ω)), dado por:

EL∞(0,T ;L2(Ω)) = max
0<t<T

(
m∑
i=1

|u(t, xi)− um(t, xi)|2dx

) 1
2

. (4.1)

A seguir serão apresentadas duas escolhas para a função u(t, x) e tabelas com

os erros de aproximação para cada um(t, x) obtida a partir de algumas combinações

dos parâmetros ∆t, h e θ.
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Exemplo 1

Considerando

u(t, x) = sen(6πx) cos(πt),

ao se calcular f = utt −∆u+ |u|ρ, obtém-se

f(t, x) = |sen(6πx) cos(πt)|ρ + 35π2(sen(6πx) cos(πt)),

e, tomando u0 = u(0, x) e u1 = ut(0, x),

u0(x) = sen(6πx)

u1(x) = 0.

Assim sendo, a seguir serão apresentados os erros de aproximação das so-

luções aproximadas um(t, x), obtidas pelo método (3.10), considerando diferentes

combinações dos parâmetros ∆t, h e θ.

O expoente ρ do termo não-linear será �xado em ρ = 2 pois, para ρ 6= 2, os

erros de aproximação serão semelhantes.

Para o caso unidimensional, será tomado o domínio Ω1D = (0, 1) e, para o

bidimensional, será tomado o domínio Ω2D = (0, 1)× (0, 1). Em ambos os casos será

considerado T = 1.

Caso unidimensional

Nas tabelas 4.1 e 4.2 são apresentadas a dependência do erro de aproximação

em relação aos parâmetros de discretização h e ∆t, �xado θ = 1.

Nota 4.1. Em cada uma das tabelas apresentadas observa-se que os parâmetros h
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ou ∆t reduzem pela metade a cada variação. Devido a isto precisa-se que Vm ( V2m,

∀m ∈ N, e
∞⋃
j=1

V2jm seja denso em H1
0 (Ω).

h EL∞(0,1;L2(Ω1D))

0.1 0.327579
∆t = 0.0015625 0.05 0.102512

θ = 1 0.025 0.026694
0.0125 0.006735

Tabela 4.1: Tabela de erro com E(h) para o exemplo 1 no caso unidimensional

∆t EL∞(0,1;L2(Ω1D))

0.1 0.012154
h = 0.0015625 0.05 0.006226

θ = 1 0.025 0.003122
0.0125 0.001558

Tabela 4.2: Tabela de erro com E(∆t) para o exemplo 1 no caso unidimensional

Utilizando a fórmula dada em (A.4), a Tabela 4.3 mostra que a ordem de

convergência do método utilizado é, aproximadamente, quadrática �xado θ = 1.

∆t = h EL∞(0,1;L2(Ω1D)) p

θ = 1 0.1 0.260268 −
0.05 0.097327 1.42
0.025 0.024356 1.99
0.0125 0.006394 1.93

Tabela 4.3: Tabela com a ordem de convergência para o exemplo 1 no caso unidi-
mensional

Em especial, a Tabela (4.4), apresentará que quando, em particular, θ = 0,

mas também para todo θ ∈ [0, 0.25], é necessário ser satisfeita uma relação entre h

e ∆t para haver convergência do método (3.10), ou seja, para θ ∈ [0, 0.25] o método

(3.10) é condicionalmente convergente e a condição é dada pela seguinte relação:

∆t ≤ h/2.
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h EL∞(0,1;L2(Ω1D))

θ = 0 0.1 0.326335
∆t = 0.01 0.05 0.102365

0.025 0.026697
0.0125 diverge

Tabela 4.4: Tabela especial considerando θ = 0.

Observe que quando h ≤ 0.025 o método apresenta uma possível convergên-

cia, mas quando h = 0.0125 < ∆t, o método gera um erro de aproximação muito

alto, o que caracteriza a divergência.

Caso bidimensional

Para este caso só será apresentada a Tabela 4.5, onde será exibida a ordem

de convergência do método.

∆t = h EL∞(0,1;L2(Ω2D)) p

θ = 1 0.04 0.007237 −
0.01 0.003570 0.51

0.0025 0.001682 0.54

Tabela 4.5: Tabela com a ordem de convergência para o exemplo 1 no caso bidimen-
sional

Observe que para este caso a taxa de convergência é aproximadamente 0.55.
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Exemplo 2

Considerando como solução exata

u(t, x) = sen(6πx).sen(πt),

semelhante à do exemplo anterior só que com sen(πt) na parte temporal. O termo

fonte será

f(t, x) = |sen(6πx).sen(πt)|ρ + 35π2(sen(6πx.)sen(πt)),

e as condições iniciais serão

u0(x) = 0

u1(x) = π.sen(6πx).

Os erros de aproximação serão calculados na mesma norma discreta (4.1). O

expoente ρ do termo não-linear será mantido com ρ = 2. Os domínios espaciais serão

Ω1D, para o caso unidimensional, e Ω2D, para o caso bidimensional, e o limitante

superior do intervalo temporal será �xado T = 1.

Caso unidimensional

Nas tabelas 4.6 e 4.7 são apresentadas a dependência do erro de aproximação

em relação aos parâmetros de discretização h e ∆t �xado θ = 1.

h EL∞(0,1;L2(Ω1D))

0.1 0.194835
∆t = 0.0015625 0.05 0.058921

θ = 1. 0.025 0.015266
0.0125 0.003866

Tabela 4.6: Tabela de erro com E(h) para o exemplo 2 no caso unidimensional
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∆t EL∞(0,1;L2(Ω1D))

0.1 0.009071
h = 0.0015625 0.05 0.005871

θ = 1. 0.025 0.003081
0.0125 0.001567

Tabela 4.7: Tabela de erro com E(∆t) para o exemplo 2 no caso unidimensional

A Tabela 4.8 mostra que a ordem de convergência do método utilizado, �xado

θ = 1, é aproximadamente quadrática.

∆t = h EL∞(0,1;L2(Ω1D)) p

θ = 1 0.1 0.237933 −
0.05 0.057711 2.04
0.025 0.015562 1.89
0.0125 0.004253 1.87

Tabela 4.8: Tabela com a ordem de convergência para o exemplo 2 no caso unidi-
mensional

Caso Bidimensional

Novamente para o caso bidimensional só será apresentada a Tabela 4.9, onde

será exibida a ordem de convergência do método.

∆t = h EL∞(0,1;L2(Ω2D)) p

θ = 1 0.04 0.006035 −
0.01 0.002624 0.60

0.0025 0.001189 0.57

Tabela 4.9: Tabela com a ordem de convergência para o exemplo 2 no caso bidimen-
sional

A taxa de convergência apresentou-se aproximadamente 0.6.

Tendo apresentado uma validação para o método de�nido em (3.10), será

apresentado, na seção a seguir, o porquê da escolha do Método de Newton Modi�-

cado para a resolução do sistema não-linear em questão.
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4.2 Custo Computacional

Nesta seção será avaliado o custo computacional quanto à velocidade em que

se obtém a solução do sistema não-linear (3.10) na aplicação dos métodos de Newton

e Newton Modi�cado, ou seja, serão contabilizados quantos segundos cada método

precisa para calcular a solução.

Considerando-se o caso unidimensional do exemplo 1 da seção anterior e

�xados θ = 1, T = 1 e ρ = 2, foram obtidos os resultados expressos na Tabela 4.10.

∆t = h Newton Newton Modi�cado
0.1 1.227s 0.590s
0.05 6.955s 2.565s
0.025 44.421s 18.341s
0.0125 237.343s 135.219s

Tabela 4.10: Tabela com o custo computacional dos métodos de Newton e Newton
Modi�cado

Este resultado nos garante que o método de Newton Modi�cado obtém a

solução do sistema não-linear (3.10) mais rapidamente. Agora basta veri�car se há

perda de precisão nas soluções.

A�m de avaliar a diferença de precisão entre os métodos de Newton e Newton

Modi�cado, de�ni-se EN e ENM como sendo os erros de aproximação das soluções

obtidas pelos métodos de Newton e Newton Modi�cado, respectivamente. A Tabela

4.11 apresenta o módulo da diferença entre os erros de aproximação EN e ENM nos

mesmos casos da Tabela 4.10.

Conclui-se pela Tabela 4.11 que o módulo da diferença entre os erros de

aproximação das soluções obtidas pelos métodos diminuem proporcionalmente com

∆t e h.
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∆t = h |EN − ENM|
0.1 4.17× 10−10

0.05 1.83× 10−11

0.025 9.08× 10−11

0.0125 9.71× 10−12

Tabela 4.11: Tabela com o módulo da diferença entre os erros de aproximação dos
métodos de Newton e Newton Modi�cado

Sendo assim, pode-se concluir que ao se escolher o método de Newton Mo-

di�cado para resolver o sistema não-linear (3.10) não há uma perda considerável

de precisão em relação ao método de Newton e ainda ganha-se uma aceleração na

resolução do mesmo.

Uma vez que o método foi validado e justi�cada a escolha do Método de New-

ton Modi�cado, será calculada, na seção a seguir, a solução numérica do problema

(2.6) assumindo-se f ≡ 0 e será relacionado o seu comportamento com diferentes

condições iniciais u0 e u1.

4.3 Resultados

Nesta seção será relacionado o comportamento da solução numérica quando

o termo fonte é identicamente nulo, ou seja, quando f ≡ 0, considerando algumas

condições iniciais particulares, com o Teorema 2.2.

Antes de dar início aos resultados, serão de�nidos dois conceitos. Diz-se que

as condições iniciais u0(x) e u1(x) são pequenas se a solução numérica obtida for

de�nida para t > 0, caso contrário serão ditas grandes.

Para os resultados a seguir serão considerados os domínios Ω1D e Ω2D, de�-
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nidos anteriormente, e, como foi dito, termo fonte f ≡ 0.

Na subseção a seguir será apresentado o comportamento da solução numérica

considerando-se condições iniciais que serão chamadas de grandes, ou seja, condições

iniciais tais que a solução numérica obtida só pode ser de�nida localmente, ou seja,

para todo t ∈ [0, T ], para algum T > 0 �xado.

4.3.1 Soluções numéricas ilimitadas

As simulações desta seção serão realizadas considerando-se as seguintes com-

binações de condições iniciais para o caso unidimensional:

I u0(x) = 25× sen(πx)
u1 ≡ 0

II u0(x) = 0.05× sen(πx)
u1 ≡ 25

III u0(x) = 0.05× sen(πx)
u1 ≡ −25

Para o caso bidimensional, será considerada a seguinte combinação:

IV u0(x, y) = 50× sen(πx)sen(πy)
u1 ≡ 0

Caso unidimensional

Fixando θ = 1 e h = ∆t = 0.0015625 obteve-se os resultados que seguem

tomando ρ = 2, 3 e 4. As �guras 4.1 e 4.2 representam os grá�cos das posições

iniciais em I e em II e III, respectivamente.

Para ρ = 2:
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Figura 4.1: Grá�co da posição inicial u0 pequena para o caso unidimensional

Figura 4.2: Grá�co da posição inicial u0 grande para o caso unidimensional

• Para a combinação I, obteve-se solução numérica para todo t ∈ [0, 1.031].

Ver grá�co da solução numérica na Figura 4.3.

• Para a combinação II, obteve-se solução numérica para todo t ∈ [0, 2.183].

Ver Figura 4.4.

• Para a combinação III, obteve-se solução numérica para todo t ∈ [0, 1.406].

Ver Figura 4.5.

Para ρ = 3:
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• Para a combinação I, obteve-se solução numérica para todo t ∈ [0, 0.122].

Ver Figura 4.6.

• Para a combinação II, obteve-se solução numérica para todo t ∈ [0, 0.961].

Ver Figura 4.7.

• Para a combinação III, obteve-se solução numérica para todo t ∈ [0, 0.456].

Ver Figura 4.8.

Para ρ = 4:

• Para a combinação I, obteve-se solução numérica para todo t ∈ [0, 0.02].

Ver Figura 4.9.

• Para a combinação II, obteve-se solução numérica para todo t ∈ [0, 0.659].

Ver Figura 4.10.

• Para a combinação III, obteve-se solução numérica para todo t ∈ [0, 0.283].

Ver Figura 4.11.

Observa-se nos resultados considerando-se as condições iniciais em I que,

quando ρ = 2, a solução numérica evolui oscilando inicialmente e, aos poucos, se

torna predominantemente negativa apresentando pouca oscilação e com norma cres-

cendo a taxas cada vez maiores. Já quando ρ = 3 e ρ = 4, as oscilações iniciais são

menores e sua norma decresce mais rapidamente. Ver �guras 4.3, 4.6 e 4.9.

Observa-se, também, nos resultados considerando-se as condições iniciais em

II que, para todos os ρ's, a velocidade inicial positiva faz com que a solução numé-

rica seja predominantemente positiva, mas a partir de um certo instante de tempo
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se torna predominantemente negativa tendo, sua norma, taxa de crescimento dire-

tamente proporcional ao expoente ρ. Ver �guras 4.4, 4.7 e 4.10.

E nos resultados considerando-se as condições iniciais em III observa-se que,

ainda que a velocidade inicial negativa torne a solução numérica predominantemente

negativa inicialmente, demora um certo tempo para a norma da solução numérica

começar a crescer a taxas grandes. Ver �guras 4.5, 4.8 e 4.11.

Caso bidimensional

Fixando θ = 1, h = hx × hy = 0.000625 e ∆t = 0.0015625 e considerando a

combinação IV das condições iniciais, obteve-se o resultado a seguir tomando ρ = 2.

A Figura 4.12 representa o grá�co da posição inicial tomada em IV.

A solução numérica foi obtida para todo t ∈ [0, 0.703]. Ver Figura 4.13.

Uma vez que veri�caram-se casos onde a solução numérica está de�nida so-

mente de forma local, serão apresentadas algumas soluções numéricas obtidas a par-

tir de condições iniciais que serão chamadas de pequenas, ou seja, soluções numéricas

de�nidas de forma global, isto é, para todo t ∈ [0,∞).

4.3.2 Soluções numéricas limitadas

As simulações desta seção serão realizadas considerando, para o caso unidi-

mensional, as condições iniciais

u0(x) = 0.05× sen(πx),
u1 ≡ 0.

(4.2)
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E, para o caso bidimensional,

u0(x, y) = 0.05× sen(πx) · sen(πy),
u1 ≡ 0.

(4.3)

Caso unidimensional

Tomando T = 1, θ = 1 e h = 0.0015625 = ∆t, a solução numérica foi obtida

para ρ = 2, 3 e 4. Em todos os três casos comportamento apresentado foi o mesmo.

A Figura 4.14 apresenta o grá�co das soluções numéricas obtidas para ρ = 2,

mas este mesmo resultado vale para ρ = 3 e ρ = 4.

Caso bidimensional

Tomando T = 1, θ = 1, h = hx×hy = 0.000625 e ∆t = 0.01, a solução numé-

rica foi obtida somente para ρ = 4 devido ao alto custo computacional mencionado

na seção ??. A Figura 4.15 apresenta o grá�co da solução numérica obtida.

Observe que as soluções numéricas considerando condições iniciais pequenas,

tanto para o caso unidimensional quanto para o caso bidimensional, mantiveram-se

na faixa [−0.05, 0.05] para todo t ∈ [0, 1].

Em uma outra simulação para o caso unidimensional com estas mesmas con-

dições iniciais tomou-se T = 10 e veri�cou-se que o comportamento se manteve

semelhante ao representado na Figura 4.14.

Deduzindo que o comportamento da solução numérica para o caso bidimen-

sional quando T = 10 também se mantém como na Figura 4.15, conclui-se que a

solução numérica pode ser de�nida para todo t ∈ [0,∞) em ambas as dimensões.
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Sendo assim, associando estes resultados com o Teorema 2.2, pode-se dizer

que as condições iniciais em (4.2) e em (4.3) satisfariam as hipóteses (2.29) e (2.30)

deste mesmo teorema.



69

(a) Instante t = 0.5 (b) Instante t = 0.734

(c) Instante t = 0.875 (d) Instante t = 0.984

(e) Instante t = 1.031

Figura 4.3: Grá�co da solução numérica com ρ = 2 e condições iniciais grandes,
combinação I
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(a) Instante t = 0.063 (b) Instante t = 0.516

(c) Instante t = 0.734 (d) Instante t = 0.844

(e) Instante t = 2.047 (f) Instante t = 2.183

Figura 4.4: Grá�co da solução numérica com ρ = 2 e condições iniciais grandes,
combinação II
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(a) Instante t = 0.016 (b) Instante t = 0.078

(c) Instante t = 0.813 (d) Instante t = 1.313

(e) Instante t = 1.406

Figura 4.5: Grá�co da solução numérica com ρ = 2 e condições iniciais grandes,
combinação III
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(a) Instante t = 0.047 (b) Instante t = 0.094

(c) Instante t = 0.113 (d) Instante t = 0.122

Figura 4.6: Grá�co da solução numérica com ρ = 3 e condições iniciais grandes,
combinação I
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(a) Instante t = 0.078 (b) Instante t = 0.5

(c) Instante t = 0.547 (d) Instante t = 0.672

(e) Instante t = 0.938 (f) Instante t = 0.961

Figura 4.7: Grá�co da solução numérica com ρ = 3 e condições iniciais grandes,
combinação II
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(a) Instante t = 0.031 (b) Instante t = 0.375

(c) Instante t = 0.45 (d) Instante t = 0.456

Figura 4.8: Grá�co da solução numérica com ρ = 3 e condições iniciais grandes,
combinação III
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(a) Instante t = 0.008 (b) Instante t = 0.013

(c) Instante t = 0.016 (d) Instante t = 0.02

Figura 4.9: Grá�co da solução numérica com ρ = 4 e condições iniciais grandes,
combinação I
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(a) Instante t = 0.047 (b) Instante t = 0.375

(c) Instante t = 0.438 (d) Instante t = 0.645

(e) Instante t = 0.659

Figura 4.10: Grá�co da solução numérica com ρ = 4 e condições iniciais grandes,
combinação II



77

(a) Instante t = 0.031 (b) Instante t = 0.25

(c) Instante t = 0.272 (d) Instante t = 0.278

(e) Instante t = 0.283

Figura 4.11: Grá�co da solução numérica com ρ = 4 e condições iniciais grandes,
combinação III
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Figura 4.12: Grá�co da posição inicial u0 grande para o caso bidimensional

(a) Instante t = 0.109 (b) t = 0.266

(c) t = 0.578 (d) t = 0.703

Figura 4.13: Grá�co da solução numérica com ρ = 2 e condições iniciais grandes,
combinação IV
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(a) Instante t = 0 (b) Instante t = 0.063 (c) Instante t = 0.078

(d) Instante t = 0.109 (e) Instante t = 0.156 (f) Instante t = 0.219

(g) Instante t = 0.25 (h) Instante t = 0.281 (i) Instante t = 0.328

Figura 4.14: Grá�co da solução numérica com condições iniciais pequenas
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(a) Instante t = 0 (b) Instante t = 0.1 (c) Instante t = 0.2

(d) Instante t = 0.3 (e) Instante t = 0.4 (f) Instante t = 0.6

(g) Instante t = 0.7 (h) Instante t = 0.8

Figura 4.15: Grá�co da solução numérica com condições iniciais pequenas
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5 CONCLUSÃO

Neste trabalho buscou-se investigar se, da mesma forma que nos resultados

analíticos citados, obteria-se soluções numéricas limitadas em tempo �nito quando

as respectivas normas de u0 e u1 fossem menores que uma dada restrição e, também,

veri�car se, quando estas normas fossem maiores, a solução se comportaria como não

limitada.

Na seção de métodos numéricos obteve-se um método e�ciente para resolução,

de forma aproximada, do problema (1.4) com ordem de convergência quadrática.

Convencionalmente o mesmo problema poderia ser resolvido linearizando-o, mas

neste trabalho foi resolvido tratando-o como não-linear.

Nos experimentos numéricos, obteve-se que a solução numérica foi limitada

no intervalo [0, T ], ∀T > 0, considerando as condições inicias u0 e u1 cujas normas

foram caracterizadas como pequenas. Por outro lado, para as condições inicias u0 e

u1 cujas normas foram denominadas como grandes, a solução numérica evolui osci-

lando inicialmente e, aos poucos, se torna predominantemente negativa apresentando

pouca oscilação e com norma crescendo a taxas cada vez maiores.

No programa implementado, pode-se resolver outros problemas além do tra-

tado como, por exemplo, os problemas correspondentes à substituição do termo

não-linear |u|ρ pelos termos não-lineares uρ, com ρ ∈ N, e u|u|ρ, considerando ρ nas
condições do problema (1.4). Simulações destes outros problemas já foram feitas

e obteve-se como o resultado do problema considerando-se como termo não-linear

uρ, foi que dependendo se o expoente ρ for ímpar, independente do tamanho das

respectivas normas de u0 e u1 a solução numérica obtida é limitada no intervalo
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[0, T ], ∀T > 0, já se o expoente for par, a solução numérica se comporta como o

problema tratado neste trabalho, já como o resultado do problema considerando-

se como termo não-linear u|u|ρ, a solução numérica é limitada no intervalo [0, T ],

∀T > 0, independente do tamanho das normas das condições iniciais. Por motivos

de prazo não foi possível incluí-los na elaboração deste texto.
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APÊNDICE A NOTAÇÕES, DEFINIÇÕES E RE-
SULTADOS BÁSICOS

Neste apêndice serão apresentados os pré-requisitos necessários para o desen-

volvimento dos capítulos 2 e 3.

A.1 Preliminares

Seja E um espaço vetorial normado completo, isto é, um espaço de Banach.

Dado o funcional linear ϕ : E → R, denota-se ϕ(u) por 〈ϕ, u〉. O conjunto dos

funcionais lineares contínuos sobre E é denotado E ′.

Def. A.1 (Convergência Fraca). Sejam E um espaço de Banach e (uν)ν∈N uma

sequência de E. Então uν converge fracamente a u ∈ E, denotado uν ⇀ u, se, e

somente se, 〈ϕ, uν〉 −→ 〈ϕ, u〉, ∀ϕ ∈ E ′.

Def. A.2 (Convergência Fraca Estrela). Sejam E um espaço de Banach, ϕ ∈ E ′

e (ϕν)ν∈N uma sequência de E ′. Diz-se ϕν
∗
⇀ ϕ fraco estrela se, e somente se,

〈ϕν , u〉 −→ 〈ϕ, u〉, ∀u ∈ E.

Teorema A.1 (Banach-Steinhaus: Teorema da Limitação Uniforme). Sejam E e F

dois espaços de Banach. Seja (Ti)i∈I uma família (não necessariamente enumerável)

de operadores lineares e contínuos de E em F . Suponha que supi∈I ‖Ti(x)‖ < ∞
para todo x ∈ E. Então sup ‖Ti‖(E,F ) <∞. Noutras palavras, existe uma constante

C tal que ‖Ti(x)‖ ≤ C‖x‖, ∀x ∈ E e ∀i ∈ I.

Prova: Ver [4].
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Proposição A.1. Seja (xn)n∈N sequência em E, espaço de Banach. Então

i) Se xn −→ x fortemente, então xn ⇀ x fracamente,

ii) Se xn ⇀ x fracamente, então ‖xn‖ é limitada e ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖,

iii) Se xn ⇀ x fracamente e se fn −→ f fortemente em E ′ (isto é, ‖fn− f‖E′ −→
0), então 〈fn, xn〉 −→ 〈f, x〉.

Prova: Ver [4].

Obs A.1. A parte (ii) da proposição é uma consequência do Teorema de Banach-

Steinhaus.

Teorema A.2. Seja E um espaço de Banach separável e seja (fn) uma sucessão

limitada em E ′. Então existe uma subsucessão (fnk) que converge fracamente para

f ∈ E ′.

Prova: Ver [4].

A.2 Espaço das distribuições escalares

Def. A.3. Dada uma função contínua ϕ : Ω ⊂ RN → R, onde Ω é um aberto,

denomina-se suporte de ϕ ao fecho em Ω do conjunto dos pontos x tais que ϕ(x) 6= 0.

Simbolicamente

supp(ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0}
Ω
.

Representa-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções contínuas e in�nita-

mente deriváveis em Ω, com suporte compacto em Ω.
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A.3 Convergência em C∞0 (Ω)

Dado Ω como acima, considere o espaço vetorial C∞0 (Ω). Diz-se que uma

sequência (ϕν)ν∈N de funções em C∞0 (Ω) converge para ϕ em C∞0 (Ω) quando forem

satisfeitas as seguintes condições:

i) Existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp(ϕν) ⊂ K, ∀ν ∈ N

ii) Dαϕν −→ Dαϕ uniformemente em Ω para todo multi-índice α.

O espaço vetorial C∞0 (Ω), munido da noção de convergência de�nida acima,

será representado por D(Ω) e denominado espaço das funções testes.

Denomina-se distribuição escalar sobre Ω a toda forma linear T : D(Ω)→ R
contínua com respeito a topologia de D(Ω), isto é, para toda sequência (ϕν)ν∈N que

converge, em D(Ω), para ϕ, tem-se

T (ϕν) −→ T (ϕ) em R.

O valor da distribuição T na função teste ϕ será representado por 〈T, ϕ〉.

O conjunto das distribuições escalares sobre Ω é um espaço vetorial real,

denotado por D′(Ω), denominado espaço das distribuições escalares sobre Ω. No

restante desta subseção será considerado que duas funções distintas f1 e f2 pertencem

a mesma classe de equivalência se diferem em um conjunto de medida nula.
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Dado um aberto Ω do RN denota-se por Lp(Ω) , 1 ≤ p <∞, o espaço vetorial

das (classes de) funções mensuráveis u : Ω→ R tais que |u|p é integrável no sentido
de Lebesgue em Ω, equipado com a norma

‖u‖Lp(Ω) =
(∫

Ω

|u(x)|pdx
) 1
p .

No caso p =∞ denota-se por L∞(Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções

mensuráveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em Ω, isto é, existe uma constante

C > 0 tal que

|u(x)| ≤ C quase sempre em Ω,

onde quase sempre signi�ca a menos de um conjunto de medida nula.

Neste espaço considera-se a seguinte norma

‖u‖L∞(Ω) = sup ess|u(x)| ∀u ∈ L∞(Ω).

O espaço Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, com sua respectiva norma, é um espaço de

Banach. Em particular, quando p = 2, tem-se que L2(Ω) é um espaço de Hilbert

cuja norma e produto interno serão de�nidos e denotados, respectivamente, por

|u|L2(Ω) = (

∫
Ω

|u(x)|2dx)
1
2 e (u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

Ver [13] para maiores detalhes sobre Integral de Lebesgue.

Lema A.1 (Du Bois Raymond). Dada u ∈ L1
loc

(Ω), seja a forma linear Tu de�nida

em D(Ω) por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(Ω). (A.1)

Então Tu = 0 se, e somente se, u = 0 quase sempre em Ω.
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Prova: Ver [14].

Desta forma, pode-se usar a expressão (A.1) para identi�car toda função de

L1

loc(Ω) com uma distribuição em D′(Ω), considerando classes de equivalência como

de�nidas anteriormente.

A.4 Convergência e derivação em D′(Ω)

A sequência de distribuições escalares (Tν)ν∈N converge para a distribuição

escalar T em D′(Ω) quando

〈Tν , ϕ〉 −→ 〈T, ϕ〉 em R,∀ϕ ∈ D(Ω).

Com esta noção de convergência, D′(Ω) é um espaço vetorial topológico e

pode-se mostrar que as seguintes cadeias de imersões são contínuas e densas

D(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ L1
loc

(Ω) ↪→ D′(Ω) para 1 ≤ p <∞.

Isto signi�ca, por exemplo, que toda sequencia ϕn convergindo para ϕ em

D(Ω) implica que converge também em Lp(Ω), L1

loc(Ω) e as distribuições identi�ca-

das convergem em D′(Ω). A recíproca não é verdadeira.

Dada uma distribuição T em D′(Ω) e dado um multi-índice α ∈ NN de�ne-se

a derivada distribucional de ordem α de T como sendo a forma linear e contínua

DαT ∈ D′(Ω), DαT : D(Ω)→ R dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉 para todo ϕ ∈ D(Ω).

Desta forma, toda distribuição em D′(Ω) tem todas as derivadas possíveis.
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A expressão acima foi escolhida de forma que se T puder ser identi�cada com uma

função em D(Ω) então DαT ∈ D′(Ω) se identi�ca com a derivada clássica em D(Ω)

pela integração por partes.

A.5 Espaços de Sobolev

A.5.1 Convergência em Lp e no dual de Lp

Diz-se que uma sequência (ϕν) converge para ϕ em Lp(Ω) se ‖ϕν−ϕ‖Lp(Ω) −→
0, para 1 ≤ p ≤ ∞. Se p e q são índices conjugados, isto é, 1

p
+ 1
q

= 1, com 1 ≤ p <∞,

então o dual topológico de Lp(Ω), que será denotado por
[
Lp(Ω)

]′
, é identi�cado com

o espaço Lq(Ω). No caso de 1 ≤ p <∞ o espaço vetorial Lp(Ω) é separável e, para

1 < p < ∞, é re�exivo. Para demonstração destes e outros fatos relacionados aos

espaços Lp(Ω) consulte [4].

Teorema A.3. Sejam (fn)n∈N ⊂ Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais que

‖fn − f‖Lp(Ω) −→ 0.

Então existe uma subsequência (fnk)k∈N de (fn)n∈N que converge quase sempre para

f em Ω, e existe h ∈ Lp(Ω) tal que |fnk(x)| ≤ h(x), ∀k ∈ N quase sempre em Ω.

Prova: Ver [4].

Def. A.4. Seja H um espaço de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma

sequência de elementos (ωn) de H tais que

i) ‖ωn‖H = 1,∀n, (ωn, ωm) = 0,∀n,m,m 6= n, onde (·, ·) representa o produto

interno em H;
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ii) O espaço gerado pela (ωn)n∈N é denso em H.

Proposição A.2. Todo espaço de Hilbert separável tem uma base Hilbertiana.

Prova: Ver [4].

Sejam m > 0, um número inteiro positivo e 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço de Sobolev

de ordem m, modelado sobre Lp(Ω), aqui denotado por Wm,p(Ω), é por de�nição o

espaço vetorial das (classes de) funções de Lp(Ω) para as quais suas derivadas até

a ordem α, no sentido das distribuições, pertencem a Lp(Ω), para todo multi-índice

α, com |α| ≤ m. O espaço Wm,p(Ω) será equipado com norma

‖u‖Wm,p(Ω) =
( ∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

) 1
p
, 1 ≤ p <∞.

e quando p =∞, de�ne-se

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω).

Proposição A.3. Os espaços linearesWm,p(Ω) equipados com as respectivas normas

acima são espaços de Banach.

Prova: Ver [4].

O espaço Wm,p(Ω) é um espaço re�exivo se 1 < p < ∞ e separável se 1 ≤
p <∞. No caso particular em que p = 2, o espaço Wm,2(Ω) é um espaço de Hilbert,

que é denotado por Hm(Ω). Simbolicamente

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω), |α| ≤ m}
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cuja norma e produto interno são dados, respectivamente, por

‖u‖Hm(Ω) =
( ∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
L2(Ω)

) 1
2
e ((u, v)) =

∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω)

O espaço Hm(Ω) com a estrutura topológica acima, é um espaço de Hilbert,

continuamente imerso em L2(Ω).

De�ne-se Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de D(Ω) em Wm,p(Ω) e seu dual

topológico é representado por W−m,q(Ω) se 1 ≤ p < ∞ com p e q sendo índices

conjugados. Se ϕ ∈ W−m,q(Ω) então ϕ
∣∣∣
D(Ω)

pertence a D′(Ω). Quando p = 2,

Wm,2
0 (Ω) é denotado por Hm

0 (Ω), cujo dual é o espaço denotado por H−m(Ω).

A caracterização de W−m,p(Ω) é dada por:

Teorema A.4. Seja T ∈ D′(Ω). Então, T ∈ W−m,p(Ω) se, e somente se, existem

gα ∈ Lq(Ω) tais que T =
∑
|α|≤mD

αgα.

Prova: Ver [4].

Teorema A.5 (Teorema de Imersão de Sobolev). Seja f ∈ Wm,p(Ω). Então

se
1

p
− m

n
< 0, então Wm,p(Ω) ↪→ C0(Ω),

se
1

p
− m

n
= 0, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ≥ 1,

onde n é a dimensão de Ω.

No caso particular em que p = 2, tem-se que Wm,2(Ω) = Hm(Ω).
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Prova: Ver [4].

Teorema A.6. Seja Ω um aberto limitado, bem regular, do Rn. Então, se m > n
2

resulta que Hm(Ω) está continuamente imerso em C0(Ω).

Prova: Ver [14].

Def. A.5. Diz-se que a imersão τ : V → H é compacta, quando a imagem dos

limitados de V , por τ , são conjuntos relativamente compactos de H, isto é, conjuntos

cujo fecho é compacto em H.

Teorema A.7 (Rellich). Seja Ω um aberto, limitado, bem regular do Rn. Então, a

imersão do H1(Ω) no L2(Ω) é compacta

Prova: Ver [14].

Lema A.2 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado em alguma

direção. Então existe uma constante C > 0 tal que

|u|2L2(Ω) ≤ C|∇u|2L2(Ω),∀u ∈ H1
0 (Ω).

Prova: Ver [4] ou [14].

Obs A.2. Usando a desigualdade de Poincaré conclui-se que em H1
0 (Ω), as normas

‖u‖H1(Ω) e |∇u|L2(Ω) são equivalentes.

A.6 Espaços Lp(0, T ;X) e distribuições vetoriais

Sejam X um espaço de Banach real com a norma ‖ · ‖X , T um número

real positivo e χE a função característica do conjunto E. Uma função vetorial
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ϕ : (0, T ) → X é dita simples quando assume apenas um número �nito de valores

distintos. Dada uma função simples ϕ : (0, T )→ X com representação canônica

ϕ(t) =
k∑
i=1

χEiϕi,

onde Ei ⊂ (0, T ) é mensurável com a medida de Lebesgue, i = 1, 2, · · · , k,
dois a dois disjuntos, m(Ei) < ∞ e ϕi ∈ X, i = 1, 2, · · · , k. De�ne-se a integral de

ϕ como sendo o vetor de X dado por∫ T

0

ϕ(t)dt =
k∑
i=1

m(Ei)ϕi.

Diz-se que uma função vetorial u : (0, T ) → X é Bochner integrável (B -

integrável) se existir uma sequência (ϕν)ν∈N de funções simples tal que:

i) ϕν −→ u em X, q.s. em (0, T );

ii) limk,m→∞
∫ T

0
‖ϕk(t)− ϕm(t)‖Xdt = 0.

A integral de Bochner de u é dada por
∫ T

0
u(t)dt = limν→∞

∫ T
0
ϕν(t)dt, e

independe da escolha da sequência ϕν .

Uma função vetorial u : (0, T ) ⊂ R→ X é fracamente mensurável quando a

função numérica t 7→ 〈Φ, u(t)〉 for mensurável, ∀Φ ∈ X ′, onde X ′ é o dual topológico
de X. Diz-se que u é fortemente mensurável quando u for limite quase sempre de

uma sequência (ϕν)ν∈N de funções simples. Em particular, quando u for fortemente

mensurável, então a aplicação t 7→ ‖u(t)‖X é mensurável à Lebesgue.

Denota-se por Lp(0, T ;X), 1 ≤ p < ∞, o espaço vetorial das (classes de)

funções u : (0, T ) → X fortemente mensuráveis e tais que a função t 7→ ‖u(t)‖pX é
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integrável à Lesbegue em (0, T ), munido da norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =
(∫ T

0

‖u(t)‖pXdt
) 1
p
.

Quando p = 2 e X = H é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;H) é

também um espaço de Hilbert cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T ;H) =

∫ T

0

(u(s), v(s))Hds.

Por L∞(0, T ;X) representa-se o espaço de Banach das (classes de) funções

u : (0, T ) ⊂ R → X que são fortemente mensuráveis e tais que t 7→ ‖u(t)‖X ∈
L∞(0, T ). A norma em L∞(0, T ;X) é de�nida por

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup ess
t∈(0,T )

‖u(t)‖X .

Além disso, u é Bochner integrável e, portanto
∫ T

0
u(t)dt está de�nido.

Quando X é re�exivo e separável e 1 < p < ∞, então Lp(0, T ;X) é um

espaço re�exivo e separável, cujo dual topológico se identi�ca ao espaço de Banach

Lp
′
(0, T ;X ′), onde p e p′ são índices conjugados, isto é, 1

p
+ 1
p′

= 1. Mais precisamente,

mostra-se que para cada u ∈ [Lp(0, T ;X)]′, existe ũ ∈ Lp′(0, T ;X ′) tal que

〈u, ϕ〉(Lp(0,T ;X))′×Lp(0,T ;X) =

∫ T

0

〈ũ(t), ϕ(t)〉X′×Xdt.

No caso, p = 1, o dual topológico do espaço L1(0, T ;X) se identi�ca ao es-

paço L∞(0, T ;X ′).
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O espaço das aplicações lineares e contínuas de D(0, T ) em X é denominado

espaço das distribuições vetoriais sobre (0, T ) com valores em X, o qual será deno-

tado por D′(0, T ;X). Diz-se que a aplicação Γ ∈ D′(0, T ;X) é contínua quando,

para toda sequência (ϕν)ν∈N, tal que Dαϕν −→ Dαϕ uniformemente para todo

α ∈ N e existe K compacto contido em (0, T ) tal que suppϕν ∈ K, ∀ν ∈ N, tem-se
que (Γ, ϕν) −→ (Γ, ϕ).

Def. A.6. Seja T ∈ D′(0, T ;X). A derivada de ordem n é de�nida como sendo a

distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X dada por

〈d
nT

dtn
, ϕ〉 = (−1)n〈T, d

nϕ

dtn
〉, ∀ϕ ∈ D(0, T ).

Observa-se que a distribuição vetorial é uma generalização da distribuição

escalar envolvendo uma imagem em um espaço de Banach restritos a um domínio

contido em R.

Por C0([0, T ];X), 0 < T <∞ representa-se o espaço de Banach das funções

contínuas u : [0, T ]→ X munido da norma da convergência uniforme

‖u‖C0([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖u(t)‖X .

Por C0
w([0, T ];X) denota-se o espaço das funções u : [0, T ] → X fracamente

contínuas, isto é, tais que a aplicação t 7→ 〈v, u(t)〉X′,X é contínua em [0, T ], ∀v ∈ X ′.

Quando X = H é um espaço de Hilbert, a continuidade fraca de u é equiva-

lente a continuidade da aplicação t 7−→ (u(t), v)H para ∀v ∈ H.

Teorema A.8 (Aubin-Lions). Sejam B0, B, B1 espaços de Banach, B0 ↪→ B ↪→ B1,

B0 e B1 re�exivos, a imersão de B0 em B é compacta, B imerso continuamente em
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B1, 1 < p0, p1 <∞, e, W o espaço

W = {u ∈ Lp0(0, T ;B0);u′ ∈ Lp1(0, T ;B1)}

equipado da norma ‖u‖W = ‖u‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖u′‖Lp1 (0,T ;B1). Então W é um espaço

de Banach, e a imersão de W em Lp0(0, T ;B) é compacta.

Prova: Ver [4].

Obs A.3. Como consequência do Teorema de Aubin-Lions tem-se: se (uν)ν∈N é

uma sequência limitada em L2(0, T ;B0) e (u′ν)ν∈N é uma sequência limitada em

L2(0, T ;B1) então (uν)ν∈N é limitada emW . Daí, segue que existe uma subsequência

(uνk)k∈N de (uν)ν∈N tal que uνk −→ u forte em L2(0, T ;B).

Proposição A.4. Sejam V e H espaços de Hilbert, V continuamente imerso em

H, u ∈ Lp(0, T ;V ) e u′ ∈ Lp(0, T ;H), com 1 ≤ p <∞, então

u ∈ C0([0, T ];H).

A.7 Outros resultados úteis

Def. A.7. Sejam D ⊂ RN+1 e F : D → RN . Diz-se que F satisfaz as condições de

Carathéodory sobre D quando

• F (t,Υ) é mensurável em t, para cada Υ �xo;

• F (t,Υ) é contínua em Υ, para cada t �xo;

• Para cada compacto K em D, existe uma função real integrável mK(t) tal que

‖F (t,Υ)‖ ≤ mK(t), para todo (t,Υ) ∈ D e Υ ∈ K.
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Def. A.8. Uma solução no sentido estendido do problema de Cauchy{
X ′ = F (t,X)
X(t0) = X0

é uma função Φ = Φ(t) absolutamente contínua tal que, para algum β real, tenha-se

i) (t,Φ(t)) ∈ D, ∀t ∈ [t0 − β, t0 + β];

ii) Φ′(t) = F (t,Φ(t)) para todo t ∈ [t0 − β, t0 + β], exceto em um conjunto de

medida nula;

iii) Φ(t0) = X0.

Considere o subconjunto fechado R = {(t,Υ) ∈ RN+1; ‖t − t0‖ ≤ a, ‖Υ −
Υ0‖ ≤ b}, com a, b > 0. Então valem:

Teorema A.9 (Carathéodory). Seja F : R → RN satisfazendo as condições de

Carathéodory sobre R, então sobre algum intervalo |t− t0| ≤ β (β > 0) existe uma

solução no sentido estendido do problema de valor inicial{
X ′ = F (t,X)
X(t0) = Υ0.

Corolário A.1. Sejam D = [0, ω]×B, com 0 < ω <∞ e B = {Υ ∈ RN ; ‖Υ‖ ≤ b},
b > 0 e F nas condições de Carathéodory. Seja Φ(t) uma solução de{

X ′ = F (t,X)
X(0) = X0, |X0| ≤ b.

Suponha que em qualquer intervalo I onde Φ(t) está de�nida, se tenha, ‖Φ(t)‖ ≤M ,

para todo t ∈ I, M independente de t e M < b. Então Φ tem um prolongamento

até [0, ω].

Lema A.3. Sejam Q um aberto limitado do RN , gm e g funções de Lq(Q), 1 <

q < ∞, tal que ‖gm‖Lq(Q) ≤ C, gm −→ g quase sempre em Q. Então gm ⇀ g na

topologia fraca de Lq(Q).
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Lema A.4 (Gronwall - Forma Diferencial). Seja η(·) uma função não negativa,

absolutamente contínua em [0, T ].

i) Se η satisfaz

η′(t) ≤ ψ(t) + φ(t)η(t), q.s. em [0, T ] (A.2)

onde ϕ(t) e ψ(t) são funções não negativas e integráveis em [0, T ], então

η(t) ≤
[
η(0) +

∫ t
0
ψ(s)e−

∫ s
0 φ(r)drds

]
e
∫ t
0 φ(s)ds

≤
[
η(0) +

∫ t
0
ψ(s)ds

]
e
∫ t
0 φ(s)ds

(A.3)

para todo 0 ≤ t ≤ T .

ii) Em particular, se η′(t) ≤ φ(t)η(t) em [0, T ] e η(0) = 0, então

η ≡ 0 em [0, T ].

Prova: Ver [14] ou [19].

Lema A.5 (Gronwall - Forma Integral). Sejam u, φ, ψ funções reais não negativas

em [0, T ] satisfazendo

u(t) ≤ φ(t) +

∫ t

0

ψ(σ)u(σ)dσ

para todo t ∈ [0, T ]. Então para todo t ∈ [0, T ] tem-se

u(t) ≤ φ(t) +

∫ t

0

ψ(s)φ(s)e
∫ t
s ψ(τ)dτds.

Em particular, se φ(t) ≡ 0, então u ≡ 0.

Prova: Ver [14] ou [19].
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A.8 De�nições e notações utilizadas

Def. A.9 (Notação). Dada uma discretização uniforme {0 = t0, · · · , tN = T},
escreve-se ∆t = tn+1− tn. Dada uma função w com domínio em [0, T ], de�ne-se por

wn o valor que w assume no ponto tn = n∆t, isto é, wn = w(tn). Assim, também

se de�ne:

w∗n = θwn+1 + (1− 2θ)wn + θwn−1.

onde θ ∈ [0, 1].

Def. A.10 (Norma discreta). Seja a discretização uniforme de [0, L] dada por

{x1 = 0, x2, · · · , xm = L}, com h = xi+1 − xi. Dada função w ∈ L2(0, L), de�ne-se

a norma discreta em L2(0, L) por:

‖w‖2
L2(0,L) = h

m∑
i=1

|w(xi)|

Def. A.11 (Norma discreta em Distribuições Vetoriais). Seja a função w ∈ L∞(0, T ;H),

onde H é um Espaço de Sobolev. De�ne-se a norma discreta em w ∈ L∞(0, T ;H)

por:

‖w‖2
L∞(0,T ;H) = max{‖wn‖H , n = 1, · · · , N}.

Def. A.12 (Ordem de Convergência). Considerando uma sucessão de soluções

aproximadas (um1 , um2 , . . . , umk), onde umi será a solução aproximada relacionada a

uma malha com espaçamento uniforme hi, de maneira que hi < hi+1, ∀ i ∈ 1, . . . , k.

Assim sendo, será calculado o erro de aproximação Ei(t) relacionado à malha com

espaçamento hi da seguinte forma

Ei = max
t∈[0,1]

||u(t)− umi(t)||L2(0,1).

Portanto, a�m de calcular a ordem de convergência do método, será utilizada a

fórmula

p =
ln(Ei/Ei+1)

ln(2)
. (A.4)
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Lema A.6. C∞0 (Ω) é denso em H1
0 (Ω) na norma do H1(Ω).

Prova: Ver [4].


