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RESUMO

OLIVEIRA, Rodolfo Alves de. Ntimero de iteracao geodético em grafos de
distancia hereditaria e alguns resultados para conjuntos estrela-convexos.
2014. 84 f. Tese (Doutorado em Informéatica)— Programa de Pos-graduagao em In-
formatica, Instituto de Matemaética, Instituto Tércio Pacitti de Aplicacoes e Estudos
Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

Nesta tese trabalhamos com alguns espagos de convexidade em grafos. Para o es-
paco de convexidade geodésica, definimos duas classes de grafos sobre os opera-
dores intervalo e fecho. A primeira classe é definida por ZF = { G : Hy(W) =
I¥[W], para todo W C V(G) com [W| < p}, onde k é namero de aplicacoes
do operador intervalo. A segunda classe é definida por H = {G : H,(W) =
Uvwwew Hy({u; v}), para todo W C V(G)}, onde, dado um subconjunto de vér-
tices S, H,(S) é o operador de fecho geodesicamente convexo de S. Relacionamos
essas duas classes com a classe dos grafos de distancia hereditaria DH, para a qual
conseguimos alguns resultados dos quais destacamos DH C H e caracterizamos por
subgrafos proibidos as classes Zf N DH e ZF N DH. Além disso, reunimos alguns
resultados de N"P-completude importantes que estao relacionados & convexidade de
Steiner, mais precisamente ao intervalo (forte) de Steiner, e a conjuntos estrelados.

Palavras-chave: GGeodésico, Steiner, conjunto convexo, intervalo, nimero de itera-
¢ao geodético, conjuntos estrelados.



ABSTRACT

OLIVEIRA, Rodolfo Alves de. Ntiimero de iteracao geodético em grafos de
distancia hereditaria e alguns resultados para conjuntos estrela-convexos.
2014. 84 f. Tese (Doutorado em Informéatica)— Programa de Pos-graduagao em In-
formatica, Instituto de Matemaética, Instituto Tércio Pacitti de Aplicacoes e Estudos
Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

In this thesis we work with some convexity spaces in graphs. For the geodesic
convexity space, we define two classes of graphs related to the interval and hull
operators. The first class is defined as TV = {G : H (W) = IF[W] for all W C
V(G) with |[W| < p}, where k is the number of applications of the interval operator.
The second class is defined as H = {G : Hy(W) = Uy, ,ew Hy({w, v}) for all W C
V(G)}, where for a given a subset of vertices S, H,(S) is the geodesic hull set of
S. We relate these two classes with the class of distance-hereditary graphs DH, for
which we obtain some results such as DH C H and a characterization by forbidden
subgraphs for the classes Zy N DH and Z% N DH. In addition, we gather some
NP-completeness results related to the convexity of Steiner, more precisely on the
(strong) Steiner interval and star-shaped sets.

Keywords: geodesic, Steiner, convex set, geodetic interval, geodetic iteration num-
ber, star-shaped sets.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho reunimos assuntos referentes a caminhos geodéticos (minimos) em
grafos e suas propriedades no espaco de convexidade. Ao longo dos anos, tenho
estudado caminhos geodéticos em grafos e desenvolvido alguns trabalhos sobre este
tema. Meu primeiro trabalho foi o de iniciagao cientifica desenvolvido em 2006 sob
a orientacao da Profa. Loana Tito Nogueira, onde executamos um projeto dedicado
a implementagao dos algoritmos de Dijkstra (DIJKSTRA, 1959), Floyd (FLOYD,
1962) e Bellman-Ford(BELLMAN, 1958) (FORD JR.; FULKERSON, 1962). Em
seguida, na monografia de conclusao do curso do Bacharelado em Matematica Apli-
cada e Computacional no DEMAT /UFRRJ, desenvolvida sob a orientagao do Prof.
Mitre Costa Dourado, implementamos novamente o algoritmo de Floyd para com-
putar intervalos geodéticos e seus fechos convexos em grafos. Por tltimo, na disser-
tagao de mestrado no PPGI/UFRJ, orientada pelos professores Fabio Protti e Mitre
Costa Dourado, trabalhamos mais uma vez com caminhos geodéticos relacionados
aos vértices de uma arvore de Steiner, e com isso construimos um algoritmo que
gera todas as arvores de Steiner usando tempo de atraso (“delay”) O(n). Portanto,
pode-se considerar esta tese como um trabalho continuado, no qual nos dedicamos
a estudos sobre caminhos no espago de convexidade geodética, incluindo resultados

sobre problemas envolvendo a convexidade de Steiner.
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Da tese de Parvathy (PARVATHY, 1995), destacamos:

“...0 conceito de converidade que foi basicamente defi-
nido e estudado em R? nos trabalhos pioneiros de New-
ton, Minkowski e outros, como descrito em (BERGER,
1990), agora encontra um lugar em vdrias outras estru-
turas matemdticas tais como espacos vetoriais, conjun-
tos parcialmente ordenados (“posets”), reticulados (“lat-
tices”), espagos métricos e grafos. Este desenvolvimento
€ motivado nao apenas pela necessidade de uma teoria
abstrata de convexidade generalizando os teoremas clds-
sicos em R? devidos a Helly, Carathéodory etc., mas
também para unificar aspectos geométricos de todas es-
sas estruturas matemdticas...”

Com isso temos uma definicao mais abrangente, na qual uma converidade sobre um
conjunto nao vazio V é uma familia 6 de subconjuntos de V', chamados conjuntos
convezos, que segue os seguintes axiomas: (a) 0, V € 6; (b) os elementos de 6
sao estaveis nas operacoes de interse¢do e unido aninhada. O par (V,€) é chamado
de espaco de convexidade e o menor conjunto convexo contendo X C V., denotado
por H.(X), é chamado de fecho convezo de X. O fecho convexo de dois elementos,

H.({u,v}), é¢ chamado de segmento entre u e v. (VAN DE VEL, 1993)

Um espaco de convexidade associado a um grafo ¢ um par ordenado (G, 6€) formado
por um grafo GG, geralmente conexo, e uma convexidade 6 sobre o conjunto de vér-
tices V(G). Existem dos espagos de convexidades famosos em grafos. Um deles
& o espago de convexidade geodética (G,€), que é constituido por uma familia de
conjuntos geodeticamente converos, onde, para cada conjunto dessa familia, os inter-
valos sao constituidos por vértices que estao em caminhos geodéticos entre pares de
vértices deste conjunto. O outro tipo de convexidade intervalar esté relacionada aos
caminhos monofénicos ou induzidos, equivalentes a caminhos minimais para grafos

nao ponderados. Desse modo temos o espago de convexidade monofonica (G, M),
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que, de forma analoga, é constituido pela familia dos conjuntos monofonicamente
convezos (FARBER; JAMISON, 1986). Recentemente, surgiu uma nova estrutura
convexa que utiliza arvores de Steiner em grafos, conhecida como converidade de
Steiner (G,S;) (CACERES; A MARQUEZ; PUERTAS, 2008). Além das acima
citadas, existem outras convexidades estudadas em grafos, tais como: “path conve-
zity” (veja em (PFALTZ, 1971) e (NIEMINEN, 1981)), “two-path convezity” (veja
em (VARLET, 1976), (ERDOS et al., 1972), (ERDOS; HAJNAL; MILNER, 1972)
e (MOON, 1972)) e “triangle path convezity” (CHANGAT; MATHEWSS, 1999).

Um uv-geodético € um caminho geodético entre os vértices u e v num grafo conexo G.
O intervalo geodético I,(u,v) é o conjunto de todos os vértices pertencentes a algum
uv-geodético. Para um conjunto W C V(G), o intervalo geodético I,[W] de W é a
unido de todos os intervalos geodéticos I,(u, v) para todos os pares u,v € W. Defina
I¥[W1], para k natural, como I)[W] = W, L[W] = I,[I0[W]],.... I¥[W] = I[I}~[W]].
Um conjunto W C V(G) é chamado de geodeticamente convexo ou g-convezro se
I,[W] = W. O fecho g-convexo de W é o menor conjunto g-convexo que contém
W, e & denotado por Hy(W). Para qualquer W C V(G), Hy(W) = IF[W] se
I W] = IF[W]. O nimero de iteragao geodético gin(W) é o menor nimero k tal
que [5[W] = H,(W). O ndmero de iteragcio geodético de G, gin(G), é definido como
o maximo valor de gin(W), para W C V(G) (HARARY; NIEMINEN, 1981). No

Capitulo 2, nos aprofundaremos em tais defini¢oes.

O restante desta tese estrutura-se da seguinte forma. No Capitulo 3, estudamos
algumas classes em grafos definidas a partir de intervalos geodéticos, relacionando-

as entre si. Consideramos as seguintes classes:

(1) Iy = { G : Hy(W) = I;[W] para todo W C V(G) com |[W| < p}; k,p e N

(i) H={G: H,W)= |J Hy({u,v}), para todo W C V(G)}

Yu,veW
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Denote por DH a classe dos grafos de distancia hereditaria. Para as classes definidas,
podemos destacar alguns resultados desta tese: (1) ZL. =Z) N'H; (2) DH C H; (3)
caracterizagao por subgrafos proibidos para a classe DH N Z§, para k > 1; (4)
HNIE = HNIE, para k > 1; (5) caracterizagao por subgrafos proibidos para a
classe DH N Z*, para k > 1. Além destes, outros resultados marginais também

estao descritos no Capitulo 3.

O Capitulo 4 trata de conjuntos estrelados induzidos por intervalos geodéticos. Um
conjunto W C V(G) é geodeticamente estrelado (g-estrelado) no vértice u se para
todo v € W temos que I,(u,v) C W. Diremos que um vértice v enzerga v em W,
ou que v é wvisto por u em W, quando existe algum uv-geodético em G constituido
apenas por vértices de WW. Diremos que u enzerga o conjunto W se u enxerga todos os
vértices de . De forma analoga, diremos que um vértice u enzerga totalmente v em
W, ou v é wvisto totalmente por uem W, se I,(u,v) C W. Assim, por definicao, se um
vértice u € W enxerga totalmente W, entao u é chamado de vértice geodeticamente
central de W. O conjunto constituido por todos os vértices geodeticamente centrais
de W serd chamado de nicleo geodético de W, e denotado por Ker,(W). Além

disso, definimos:

e Um conjunto W é geodeticamente estrela-convexo (E,-convero) se para todo

vértice central u € W temos que H,({u,v}) C W, para todo v € W.

e Para um conjunto Eg,-convexo W, dizemos que W ¢é geodeticamente estrela-
convezo de Brunn (E,-convezo de Brunn) se Ker(W) for geodeticamente con-

vexo.

Mostramos que pode ser verificado em tempo polinomial se um determinado con-

junto de vértices satisfaz alguma dessas defini¢coes. No entanto, quando consideramos
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aplicagoes destes problemas a conectividade de subconjuntos em grafos, obtemos va-

riacoes que constituem problemas N P-completos.

No Capitulo 5, apresentamos nossas conclusoes e trabalhos futuros. No Apéndice
A, inserimos algumas defini¢oes sobre algoritmos com uma pequena introducao a

complexidade.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo reunimos algumas definicoes e propriedades inerentes ao assunto abor-
dado nesta tese. Primeiramente, na Secao 2.1, apresentamos o tema de convexidade
em sua forma mais abrangente, e alguns conceitos relacionados a este assunto. A
seguir, na Secao 2.2, apresentamos conceitos e propriedades importantes sobre gra-
fos. Concluindo este capitulo, fornecemos na Secao 2.3 algumas definicoes sobre
convexidade em grafos; em particular, sobre a convexidade geodética, que estd in-

trinsecamente relacionada ao nosso objeto de estudo.

2.1 Conceitos Elementares Sobre Convexidade

De uma forma abrangente, de (VAN DE VEL, 1993) temos que uma convexidade
sobre um conjunto nao vazio V é uma familia ‘€ de subconjuntos de V', que segue

0s seguintes axiomas:

a: 0,V €€,

as: intersecoes arbitrarias de conjuntos convexos sao conjuntos convexos;



19

az: qualquer uniao de conjuntos convexos aninhados por inclusao ¢ um conjunto

convexo.

O par ordenado (V,6) é chamado de espago de convexidade (estrutura con-
vexa, espago alinhado), onde os membros de € sao chamados de conjuntos
convexos e os seus complementos sao chamados de conjuntos céncavos. O me-
nor conjunto convexo contendo X C V' é denotado por H.(X) e chamado de fecho
convexo de X. O fecho convexo de dois elementos, H.({u,v}), é chamado de seg-

mento convexo entre u e v .

Um espago de convexidade é dito ser “join hull commutative” (JHC) se para

todo conjunto convexo X C V e para qualquer p € V, vale:

H.(X U{p}) = U{Hc({w, p}) 1 u € X}.

Um espago de convexidade é dito ter a propriedade de “cone-union” (CUP) se

para quaisquer conjuntos convexos X, X1, Xo,..., X, CV, tais que X C U X; e
1<i<n
p €V, temos:

HAXU{p}) C ULH.(X, U{p))ii=1,....n}.

Proposicao 2.1. (VAN DE VEL, 1993) A propriedade JHC implica CUP.

Um resultado famoso sobre conjuntos convexos em R? é o teorema de Carathéodory
(CARATHEODORY, 1911). Ele afirma que cada ponto p no fecho convexo de um

INo livro de Van de Vel utiliza-se apenas “segmento entre u e v”, mas para evitar possiveis
ambiguidades de notagdo, definimos desta forma. (VAN DE VEL, 1993)
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conjunto S C R? pertence ao fecho convexo de um subconjunto F' de S de ordem
no méximo d + 1. Num espaco de convexidade (V,96), um subconjunto X C V
¢ dito ser um conjunto de Carathéodory de (V,6) se HC(X)\U{HC(X\{U}) :
u € X} # 0. O nimero de Carathéodory ¢ definido como ¢(V,€) = maz{|X]| :
X é um conjunto de Carathéodory de (V,6)}.

Um subconjunto S de V é um semi-espaco (“half space”) se for convexo e concavo,
isto &, S e V'\S sdo ambos convexos. Um espaco de convexidade tem uma separagao

se satisfaz os seguintes axiomas:

s1: todos os subconjuntos unitarios de V' sao convexos;
Sot se u £ v € V, entdo existe um semi-espago S de V com u € S, v ¢ S;

sg: se X C S & convexo e se z € V\X, entdo existe um semi-espago S de V' com

XCS z¢S,;

s4: se X, Y C V sao conjuntos convexos disjuntos, entao existe um semi-espaco S

de Vecom X CSeY CV\S.

Se V satisfaz o axioma S; entao V' é chamado um s;-espago de convexidade, e a

colecao dos seus conjuntos convexos ¢ chamada de s;-convexidade.

Denote por 2" a colecio de todos os subconjuntos de V. Um operador intervalar
I:V xV — 2" ¢ uma aplicacdo que segue as seguintes propriedades para todo u e

vem V:

i1t u,v € I(u,v) (Lei da Extensao);

igt I(u,v) = I(v,u) (Lei da Simetria).
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O par ordenado (V, ) é chamado de espago intervalar. Um subconjunto X de V'

é (intervalo -)convexo se I(u,v) C X, para todo u,v € X.

Proposicao 2.2. (VAN DE VEL, 1993) O fecho convezo de um conjunto X C V

em um espaco intervalar € dado por
o0
H(X) = X
k=1

onde Xo = X e, recursivamente, X1 = |J{I(u,v) tal que u,v € Xy}.

A convexidade induzida por um operador intervalar ¢ chamada de convexidade
intervalar. Por exemplo, para um espaco vetorial de R2, poderfamos adotar os

seguintes intervalos para pontos u e v do plano:

Intervalo Padrao: I(u,v) ={tu+ (1 —t)v:0<t<1};

Intervalo Geodético: I,(u,v) = {z:d (u,z)+ d'(z,v) = d'(u,v)}?.

i

@ (i)

Figura 2.1: Regides num plano.

2Denote d’ como medida de distancia no plano.
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No plano, poderiamos adotar qualquer um dos dois tipos de intervalo para verificar
se uma regiao é convexa, ou até mesmo usar esses intervalos para encontrar o fecho
convexo conforme a Proposigao 2.2. Na Figura 2.1-(i), podemos notar que a regiao
R, é convexa usando intervalos para qualquer par de pontos u e v de R;. No entanto,
na mesma figura (item (i7)), temos que a regido Ry nao ¢ convexa, como podemos
notar pelo intervalo representado. Todavia, podemos encontrar o fecho convexo de
Ry usando, por exemplo, o intervalo geodético. Para isso, basta inserir todo z ¢ Ry

em I (u,v), para u,v € Ry.

Um espago intervalar (V) I) pode possuir algumas propriedades especiais:

1. Propriedade de Pasch: para quaisquer u,v,p € V, vale que v’ € I(u,p) e
v' € I(v,p) implica I(u,v") NI(u',v) # 0.

2. Propriedade de Peano: para quaisquer a,b,c,u,v € V tais que u € I(a,b)
ev € I(c,u), existe v' em I(b,c) tal que v € I(a,?’).

Se (V,I) tem ambas as propriedades, é chamado de espago de Pasch-Peano.

Um subconjunto S C V' de um espago intervalar (V, I) ¢ estrelado (“starshaped”)
em um ponto p € S se para todo u € S temos que I(p,u) C S. O vértice p é chamado
de ponto central de S. O conjunto de todos os pontos centrais de S ¢ chamado
de nicleo de S, e é denotado por Ker(S). O conjunto S é dito ter a propriedade
de Brunn se o seu nicleo é um conjunto convexo (CHEPOI, 1995)(PARVATHY,
1995).
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2.2 Introducao Sucinta a Grafos

A fonte das definigoes encontradas nesta se¢ao ¢ (BONDY; MURTY, 1976).

Um grafo ¢ uma nocao simples, intuitiva e abstrata, usada para representar a ideia
de alguma espécie de relagao entre objetos. Graficamente, aparece representado por
um diagrama com noés ou vértices (significando os objetos) unidos por tragos deno-
minados arestas, configurando a relacao imaginada. Um grafo é definido como um
par ordenado G = (V(G), E(G)), onde V(G) = {vy,...,v,} € um conjunto (finito)
de vértices, e F(G) = {ey, ..., e,} € um conjunto (finito) de arestas constituidas por
pares nao ordenados de elementos de V. Por exemplo, para u,v € V, se existe uma
aresta entre u e v temos que uv € E(G). Um grafo G é dito ser nulo se V(G) = 0.
A cardinalidade do conjunto de vértices, |V (G)|, é denotada por n, e a car-
dinalidade do conjunto de arestas, |E(G)|, é denotada por m. O tamanho de
um grafo G, denotado por |G|, é o valor n +m. Um grafo G é um grafo simples
quando nao contém arestas paralelas, que sao arestas que possuem 0s mesmos
vértices extremos, e nao possui lagos, que sao arestas que tém extremidades em um

mesmo vértice.

Dois vértices de GG sao adjacentes ou vizinhos quando ha uma aresta entre eles.
A vizinhanga aberta de um vértice u é o conjunto definido por N (u) = {v : v
é adjacente a u}. A vizinhanga fechada de um vértice u é definida por N [u] =
N(u)U{u}. O grau de um vértice v, denotado por d(v), ¢ igual a cardinalidade de
N(v). Um vértice u de um grafo G ¢ um gémeo verdadeiro de outro vértice v em
G se, e somente se, N [u] = N [v]. No entanto, u é chamado de gémeo falso de v se,
e somente se, N(u) = N(v) e wv ¢ E(G). Dado S C V(G), a vizinhanga fechada de
S & N[S] = U,cs Nul, e a vizinhanca aberta de S ¢ N(S) = N[S]\S. Se um vértice
v de G possui grau d (v) = 1, o mesmo é chamado de vértice pendente. Um grafo

com n vértices é chamado de grafo completo se para todo par de vértices existe
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uma aresta entre eles. O grafo completo com n vértices ¢ denotado por K,.

Um subgrafo de GG ¢ um grafo cujos vértices e arestas sao também vértices e arestas
de G. Para S C V(G), o subgrafo de G com conjunto de vértices S e que contém
todas as arestas de GG que ligam cada par de vértices de S é chamado de subgrafo
induzido de G, e é denotado por G[S]. Uma clique em um grafo é um subconjunto
de vértices que induz num subgrafo completo. Uma cobertura de vértices de um
grafo ¢ um subconjunto de vértices tal que cada aresta do grafo ¢ incidente a pelo

menos um vértice desse subconjunto.

Um passeio corresponde a uma sequéncia de vértices v,vs...v; em G percorridos em
um grafo, onde dois vértices consecutivos sao adjacentes. Uma trilha (ou trajeto)
¢ um passeio onde nao hé repeticoes de arestas. Um caminho é uma trilha onde
todos os vértices sao distintos. Um grafo é conexo se para cada par de vértices
do grafo existe pelo menos um caminho entre eles. Uma componente conexa de
G é um subgrafo maximal conexo de G. Um caminho é chamado de caminho in-
duzido, também conhecido como caminho monofénico, se nao possui nenhuma
aresta ligando dois vértices nao consecutivos do mesmo; tal aresta ¢ chamada de
corda. Dois caminhos sao disjuntos se nao possuem nenhum vértice em comum,
exceto pelos vértices extremos dos caminhos. Um caminho induzido com k vérti-
ces é denotado por Pj,. Dizemos que duas arestas v;v; e v,v, sao cordas que se
cruzam no caminho v1v,...05, se apenas um vértice entre v, (v;) ou v, (v;) estd na
subsequéncia de v;..v; (vg... ), paral <a <b<kel <i<j <k Um grafo

que nao contém P, induzido é chamado de cografo.

Se os vértices inicial e final de um caminho com k vértices sao adjacentes, dizemos
que o caminho é fechado, e nesse caso é chamado de ciclo, que denotaremos por CY.
A definicao de corda também se estende a ciclos; assim, um ciclo induzido é um

ciclo sem cordas. Na Figura 2.2, temos em (i) um exemplo de um caminho induzido
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Ps, em (ii) um caminho com duas cordas que se cruzam, em (7i7) um ciclo induzido

Cs e em (7v) um ciclo Cg com duas cordas que se cruzam.

1 v 14
Y v
F \A P v, Y v, Y v,
Y v Y Vs A A A Vv
Vi A v, v,
() (id) (iid) (iv)

Figura 2.2: Exemplos de caminhos e ciclos com e sem cordas.

Chamamos de diamante ao grafo C; com uma corda, ¢ de buraco (“hole”) todo
ciclo induzido C%, para £ > 5. Um grafo aciclico ¢ uma grafo que nao contém

nenhum ciclo.

Um grafo é dito ser cordal se, e somente se, todo ciclo de comprimento no minimo

4 possui uma corda. Denotaremos a classe dos grafos cordais por Co.

Um grafo é ponderado quando suas arestas possuem pesos que podem ser positivos
ou negativos, onde o peso de alguma aresta e é denotado por w(e). Um grafo
nao ponderado ¢é equivalente a um grafo ponderado onde todas as suas arestas
possuem pesos unitarios positivos. O custo de um caminho é a soma dos pesos de
suas arestas, e quando esse custo ¢ minimo entre todos os caminhos ligando seus
extremos (vértices inicial e final do caminho), o mesmo é um caminho minimo
ou caminho geodético. E 6bvio que todo caminho minimo em um grafo ndo
ponderado é induzido. A métrica utilizada em grafos para designar a distancia entre
dois vértices é representada por d (u,v), que indica o custo de um caminho minimo
entre os vértices u e v pertencentes ao grafo. Para H C G, denotaremos dy(u,v)
como a distancia entre os vértices u e v em V(H). Dizemos que H C G é isométrico

a G se dy(u,v) = d(u,v), para todo u,v € V(H). A matriz de distancias de
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G, denotada por D(G), é uma matriz n x n onde cada coordenada d;; representa a

distancia do vértice ¢ ao vértice j de G.

Um grafo GG é de distancia hereditaria se, e somente se, todos 0s seus subgrafos
induzidos e conexos sao isométricos a (G, isto é, a distancia é preservada. Denota-
remos por DH a classe de grafos de distancia hereditaria. Existem diversas formas

de caracterizar esta classe de grafos. Seguem os teoremas:

Teorema 2.1. (BANDELT; MULDER, 1986) G € DH se, e somente se, todos 0s

caminhos monofonicos sao geodéticos.

Teorema 2.2. (BANDELT; MULDER, 1986) G € DH se, e somente se, para
quaisquer vértices u,v,x,y de G, temos que pelo menos duas das trés somas de

distancias d(u,v) + d(y, z), d(u,y) + d(v,z) e d(u,z) + d(v,y) sao iguais.

Teorema 2.3. (BANDELT; MULDER, 1986) G € DH se, e somente se, todo ciclo

Cr em G tém duas ou mais cordas que se cruzam, para k > 5.

Teorema 2.4. (BANDELT; MULDER, 1986) G € DH se, e somente se, G ndo

possui buraco, casa, domind ou gema como subgrafo induzido. (Veja Figura 2.3)

buraco casa dominé gema

Figura 2.3: Subgrafos induzidos proibidos para grafos de distancia hereditaria.

Note que qualquer cografo nao contém nenhum dos subgrafos induzidos da Fi-

gura 2.3.

Teorema 2.5. (BANDELT; MULDER, 1986) G € DH se, e somente se, G pode
ser construido a partir de um vértice inicial por uma sequéncia de operacoes assim

definidas:
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i. Adigao de um vértice pendente y a um vértice v de G;
. Adicao de um gémeo falso y a um vértice x de G;

ii. Adicao de um gémeo verdadeiro y a um vértice x de G.

Um grafo G é Ptolemaico se para quaisquer u, v, z,y € V(G) temos que d(u, v)d(z,y) <
d(u, z)d(v,y) + d(u, y)d(v, ).

Proposicao 2.3. (HOWORKA, 1981) Um grafo G é Ptolemaico se, e somente se,
G € DH N Co.

Uma arvore ¢ um grafo conexo e aciclico, e os seus vértices pendentes sao chamados
de folhas. Algumas vezes, podemos denotar uma arvore arbitraria com n vértices
por T,,. Uma propriedade importante de uma arvore ¢ que m = n — 1. Um grafo
aciclico, nao necessariamente conexo, ¢ chamado de floresta. Para um grafo conexo
GG, uma arvore geradora de GG ¢ uma arvore Tz que possui todos os vértices de G
e ¢ um subgrafo de G. O problema da arvore de Steiner em grafos guarda certa
semelhanga com o problema da arvore geradora minima (arvores geradoras cuja soma
dos pesos das arestas é minimo); a diferenga entre os dois é que, dado um subconjunto
de vértices W C V(G), o problema da arvore de Steiner consiste em encontrar um
subgrafo conexo de tamanho minimo contendo os vértices de W. Claro, se W nao
induz um subgrafo conexo, sao inseridos novos vértices que, juntamente com W,
induzam um subgrafo conexo de tamanho minimo que contém W. Esses vértices
que promovem tal efeito sao chamados de vértices de Steiner, e os vértices de W
sao chamados de vértices terminais. Dizemos que este subgrafo conexo minimo 7’
& uma arvore de Steiner para W. E 6bvio que todas as folhas de T sdo terminais.
A distancia de Steiner dg(WW) de W é a cardinalidade de arestas de uma arvore
de Steiner para W(HERNANDO et al., 2005).
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2.3 Convexidades em Grafos

Como citado na Se¢ao 2.1, podemos definir uma estrutura convexa em grafos. Um
espaco de convexidade associado a um grafo é um par ordenado (G,6) onde G é um
grafo conexo e ndo ponderado, e 6 uma convexidade sobre o conjunto vértices V(G).
Em grafos existem métricas sobre o conjunto de vértices, e a partir dessas métricas
sao definidos alguns espacos de convexidade. Dentre todos os espacos de convexidade
existentes em grafos, os que se destacam desde os inicios dos estudos nessa area
sao o espaco de convexidade geodética (G,€) e o espaco de convexidade
monofénica (G, ) (FARBER; JAMISON, 1986).

Um uwv-geodético é um caminho geodético entre os vértices u e v em G; de forma
analoga, um uv-caminho monofénico é um caminho monofénico entre os vértices
uewvemG. O intervalo geodético I (u,v) é o conjunto de todos os vértices per-
tencentes a algum uv-geodético. Similarmente, o intervalo monofénico I,,(u,v) é
o conjunto de todos os vértices pertencentes a algum uv-caminho monofonico. Para
um conjunto W C V(G), o intervalo geodético [,[IW] de W é a unido dos inter-
valos geodéticos I (u,v) para todos os pares u,v € W. O intervalo monofonico

de W é definido similarmente. Em outras palavras, temos:

Um resultado conhecido e bem intuitivo é que para qualquer W C V(G) vale que

I,[W] C I,,[W].

Um conjunto W C V(G) é chamado de geodesicamente convexo ou g-convexo
se [,[W] =W, e & chamado de conjunto geodético se [,[IW]| =V (G). O nimero

geodético gn(G) é a menor cardinalidade de um conjunto geodético de G. Do
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mesmo modo, W ¢é chamado de monofonicamente convexo ou m-convexo se
L,[W] =W, e é chamado de conjunto monofénico se I,,,[W] = V(G). O nimero
monofénico mn (G) é a menor cardinalidade de um conjunto monofonico de G. Um

resultado importante é que gn (G) > mn (G).

O fecho g-convexo de W é o menor conjunto g-convexo que contém W, e é de-
notado por Hy(W). Podemos observar que W C [,[W] C H, (W) C V(G). O
conjunto de vértices W é um conjunto de g-fecho se H,(W) = V(G). O ni-
mero de fecho geodético, ghn (G), é a cardinalidade do menor conjunto de g-
fecho de G. De forma anéloga, o fecho m-convexo de W ¢é o menor conjunto
m~convexo que contém W, denotado por H,,(W). Claramente, vale também que
W C I,[W] € H, (W) C V(G). O subconjunto de vértices W ¢ um conjunto
de m-fecho se H,,(W) = V(G), e o nimero de fecho monofénico mhn (G)
é a cardinalidade do menor conjunto de m-fecho de G. Analogamente ao caso de

intervalos, temos que H, (W) C H,,(W) e, consequentemente, ghn (G) > mhn (G).

Um grafo G é geodesicamente de intervalo monoétono se [,(u,v) é g-convexo
para todo par de vértices u e v de V(G). Analogamente, um grafo G é monofonica-
mente de intervalo monétono se I,,(u,v) é m-convexo para todo par de vértices
u e v de V(G). Claramente, se G é monofonicamente de intervalo mondtono, entao

G é geodesicamente de intervalo monotono

Teorema 2.6. (VAN DE VEL, 1993) Um grafo conezo com a propriedade de Pasch

€ geodesicamente de intervalo mondtono.

Teorema 2.7. (VAN DE VEL, 1993) Se um grafo conexo é uma sz-convezidade,

entao G € geodesicamente de intervalo mondtono.

Teorema 2.8. (VAN DE VEL, 1993) Se G ¢é um grafo Ptolemaico, entio G €

geodesicamente (monofonicamente) de intervalo mondtono.
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Defina I}[W], para k natural, como:

o X[W]=W

9

o [,IW] = L[1j[W]

o 1j[W]=L[15~[W]].

Pela Proposi¢ao 2.2, na iteracao k onde I*'[W] = I¥[W], temos I¥[W] = Hy(W).
O ntmero de iteragdo geodético gin(1W) ¢ o menor nimero k tal que IF[W] =
H,(W). O ntmero de iteracao geodético de G, gin(G), é definido como o
méaximo valor de gin(W), para W C V(G) (HARARY; NIEMINEN, 1981). Na
Figura 2.4 temos um grafo G onde gin(G) = 2: em (i) representa-se I [{a, b, c}], em
(#1) representa-se I;[{a,b,c}], e finalmente em (7i7) representa-se I7[{a,b,c}], que &
exatamente o conjunto de vértices de G.

a a

(i)

\ a b
b (@) ¢ ; ; / (iii)
b c

Figura 2.4: Exemplo de determinacao do niimero de iteracao geodético.

O problema de encontrar o intervalo geodético para um dado subconjunto de vértices
W é da ordem de O(m. |W|) (DOURADO et al., 2009). Portanto, o fecho g-convexo
para W pode ser computado em O(m.n.k), onde k é o numero de itera¢do geodético
de G.
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Definimos o intervalo geodético nao extensivel para o par de vértices u,v de G

como I (u,v) = I,(u,v) \ {u,v}.

O ntimero de Carathéodory sobre o espaco de convexidade geodética é denotado por

¢(G,6), e no espaco de convexidade monofonica é denotado por ¢(G, ).

Teorema 2.9. (DUCHET, 1987) Para um grafo G, temos que ¢(G, M) = 1 para G
completo ou ¢(G, M) = 2 para qualquer outro tipo de grafo.

O intervalo de Steiner S(WW) de um subconjunto de vértices W consiste de todos
os vértices que pertencem a alguma arvore de Steiner para W?. Se S(W) = V(G),
W é chamado de conjunto de Steiner para G. O niimero de Steiner de G,
st(G), ¢ definido como a menor cardinalidade de um conjunto de Steiner de G
(CHARTRAND; ZHANG, 2002). O intervalo forte de Steiner S[IV] é o conjunto
que contém todos os vértices pertencentes a alguma arvore de Steiner para W' C W,

isto é:

Um subconjunto W C V(G) é Steiner convexo ou St-convexo se S[W| = W.
O fecho convexo de Steiner de W, Hg, (W), é menor conjunto St-convexo que

contém W.

Teorema 2.10. (CACERES; A.MARQUEZ; PUERTAS, 2008) Seja G um grafo
conezo e seja W C V(G). Valem as seguintes inclusoes: Hy(W) C Hg (W) C
H,(W).

3Repare que este é um tipo de intervalo que ndo relaciona somente pares de vértices.
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Na Figura 2.5 temos um exemplo referente ao Teorema 2.10.

u u u

)] m (TIT)

Figura 2.5: (I) Hy({u,v,w}), (II) Hst({u,v,w}) e (1II) H,,({u, v, w})

Denotamos por (G, 8;) o espago de convexidade de Steiner para conjuntos de vértices
em V(G).
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3 NUMERO DE ITERACAO GEODETICO E SEG-
MENTOS CONVEXOS

Harary e Nieminen (1981) definiram o ntimero de iteracao geodético em grafos, com
objetivo de determinar o nimero minimo de vértices de um grafo G, tal que gin(G)

seja igual a k. Eles mostraram que:

Teorema 3.1. (HARARY; NIEMINEN, 1981) Seja G* um grafo nio nulo com
nimero minimo de vértices, tal que gin(G*) = k. Entao |V (G°)| =1, |V(GY)| =3
e |V(G")| =k +3, para k > 2.

O interessante é que o niimero de iteracao geodético pode ser usado como um fator
de medida de distincia do fecho geodético de W C V(G). Por exemplo, se W
for um conjunto g-convexo esse fator é zero, caso contrario serd igual ao minimo
natural k tal que Hy(W) = I}[WW]. Os autores Polat e Sabidussi (2009) utilizaram
gin(W U{u}) como fator de medida de distancia do fecho geodético de W C V(G) e
u € V(G), e obtiveram resultados interessantes. Mais resultados sobre esse assunto

podem ser encontrados em (PETERIN, 2012).

Neste capitulo faremos uso do ntimero de iteracao geodético na definicao de classes

de grafos. Nosso objetivo é dividir os grafos em familias definidas pelo nimero de
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iteragao geodético e pelo tamanho maximo do subconjunto de vértices W C V(G)
sobre o qual pretendemos encontrar o fecho g-convexo. Com isso, conseguimos uma
classificacao por niveis usando a distancia maxima de qualquer subconjunto de G
ao seu fecho. Todavia, limitaremos nossos esforcos para as classes de grafos cordais
(Co) e grafos de distancia hereditaria (DH), cuja interse¢ao corresponde aos grafos
ptolemaicos, que como mencionamos no Teorema 2.8 sao de intervalo geodeticamente

mondotono.

Um resultado — de enunciado surpreendentemente conciso — que provaremos ¢ que na
classe DH existe uma familia {F}} de subgrafos proibidos tal que F} é um subgrafo
proibido para a classe Z¥71. Além disso, também faremos uso do segmento convexo
definido na Secao 2.1 para a defini¢ao de uma classe que nos auxiliara nos resultados

deste e do préoximo capitulo.

Todos os resultados deste capitulo foram obtidos em parceria com o Prof. Dieter

Rautenbach, da Universidade de Ulm, Alemanha.

3.1 Classes: definicao e resultados

Para compreendermos melhor as estruturas convexas relacionadas ao intervalo ge-
odético, utilizaremos as definicoes de ntimero de iteracao geodético e de segmento

convexo para definir as seguintes classes:

Definicao 3.1.

(1) Classe de Iteragio (k,p)

Iy ={ G: Hy(W) = Ig[W], para todo W C V(G) com |[W| < p}



35

(77) Classe de Segmentos Convexos

H={G:H,(W)= U H,({u,v}), para todo W C V(G)}

Yu,veW

Na Defini¢ao 3.1-(7) dividimos os grafos por nimero de iteragao geodético aplicado
a subconjuntos de V(@) de tamanho limitado por um ntimero inteiro ndo negativo.
Note que a classe Z; é a classe dos grafos de intervalo geodeticamente mon6tono;
assim, podemos dizer que todos os grafos das hipoteses dos Teoremas 2.6, 2.7 e 2.8
pertencem a classe Zi. Na Definigao 3.1-(i4) especificamos a familia dos grafos tais
que seus fechos convexos sdo exatamente a uniao dos segmentos convexos entre pares

de vértices.

A seguinte observacao é tutil:

Observagdo 3.1. Se G € I} entio G € Izlfl, para qualquer natural k' > k.

A observagao acima se prova da seguinte forma: se para todo subconjunto W de vér-
tices de GG com no maximo p vértices sao necessérias k iteracoes para se encontrar o
fecho geodético de W, entao para tais subconjuntos o fecho também sera encontrado
para qualquer valor &’ > k . No entanto, se G € I;f, temos que nem sempre G € I]},
para p’ > p. O grafo da Figura 3.1 pertence a classe 7, mas nio pertence a Z3, como

podemos ver pela escolha de W = {u, v, z}: note que z € I*[{u, v, z}]\I*[{u, v, z}].

J& no caso de p’ < p, podemos ver facilmente que I;f C Ig,. Além disso, ainda
na Figura 3.1, temos no item (i7) que Hy({u,v,z}) # Hy,({u,v}) U Hy({u,z}) U

H,({v,z}). Portanto, o mesmo grafo nao esta em #.
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u v

() (i)
Figura 3.1: Um grafo em Z7 que ndo pertence a Z%.

Agora vejamos alguns resultados referentes as classes. O primeiro resultado é sobre

o espaco de convexidade geodética para grafos em H.

Teorema 3.2. O espaco de converidade geodética (G,6) em H é JHC.

Prova: Seja G € H. Entdo para p € V(G) e um conjunto g-convexo nao vazio
W temos que H,(W U {p}) = U{H,({z,y}) : 2,y € WU {p}}. Disso podemos
inferir que U{H,({z,y}) : 2.y € W U {p}} = U{H,({u,p}) : u € H,(W)}. Mas

H,(W) =W, pois W é g-convexo. Assim, temos que |J{H,({z,y}) : z,y € W U
{p}} = U{H,({u,p}) : v e W}.

Portanto, temos que H,(W U {p}) = U{H,({u,p}) :ue W}. g

Corolario 3.1. O espago de convexidade geodética (G,6) em H satisfaz CUP.

Prova: Segue da Proposicao 2.1 e do Teorema 3.2.

Uma relagdo importante entre as classes 73, Z! e H ¢ dada no seguinte resultado:
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Teorema 3.3. 7. = 7} NH.

Prova:

(=) Seja G € ZL.. Entdo Hy, (W) = I,[W] para todo W C V(G). Em particular,
a igualdade vale para todos os subconjuntos de W com |W| < 2. Assim, G € 7).
Por definigdo temos que I,[W] = U{Ig(u,v) s u,v € W} Do fato de que G €
75, temos que I,(u,v) = H,({u,v}) para todo u,v e, consequentemente, I,[W] =
U{Hg({u,v}) : u,v € W}. Portanto, para G € Z., temos que H, (W) = [,[W] =
U{Hg({u,v}) cu,v € W}, isto é, G € H. Logo, T, C I3 NH.

(<) Por outro lado, seja G € ZyNH. Considere W C V(G). Para G € H, temos que
H, (W) = U{Hg({u,v}) :u,v € W}. No caso de G € 7, temos que H,({u,v}) =
I,(u,v). Reunindo estas igualdades, temos que H (W) = U{Hg({u,v}) TS
W} = U{Ig(u,v) cu,v € W} =I[W]. Logo, G € ZL. (¢

Corolario 3.2. O espago de convezridade geodética (G,6) em I., é JHC e satisfaz
CUP.
Prova: Segue dos Teoremas 3.2 e 3.3 e do Corolario 3.1.

Proposicao 3.1. Um grafo G estd em H se, e somente se, ¢(G,€) = 2.

Prova:

(=) Sejam G € H e W C V(G) tais que |W| = 3. Escreva W = {u,v,w}. Entao
Hy(W) = Hy({u,v}) U Hy({u,w}) U Hy({v,w}) = Hy(W\{w}) U Hy(W\{v}) U
H,(W\{v}), isto é, W ndo é um conjunto de Carathéodory. Consequentemente,

temos ¢(G,€) = 2.
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(<) Por outro lado, seja G tal que ¢(G,€) = 2. Seja W C V(G). Se |W| = 2, ¢ facil
observar que H, (W) = U{Hg({u,v}) cu,v € W} Agora assuma |[WW| > 3. Uma
vez que |[W| > ¢(G,6) e que W & um conjunto de Carathéodory, temos que H,(W) =
U{H,(W\{z}) : = € W}. Por inducao, H,(W\{z}) = U{Hg({u,v}) tu,v € W
Reunindo todas estas observacoes, temos que H, (W) = U{U{Hg({u,v}) TN
W} :x € W} E facil notar que todo subconjunto {u,v} C W satisfaz {u,v} C
W\{z} para algum = € W. Assim, H,(W) = U{H,({u,v}) : u,v € W}, isto &,
GeH. 1

Teorema 3.4. DH C H.

Prova: Seja G € DH. Pela Proposicao 2.1, sabemos que todo caminho monofénico
de G é caminho geodético. Disso, temos que qualquer conjunto g-convexo de G
também é m-convexo. Assim, pelo Teorema 2.9, o nimero de Carathéodory de G é
2. Mas sabemos que o ntiimero de Carathéodory de qualquer grafo em H também é

2, como vimos na Proposicao 3.1. Entao temos que G € H. Portanto DH C H. ¢

Corolario 3.3. O espago de convezxidade geodética (G,6) em DH é JHC e satisfaz
CUP.

Prova: Resultado direto da combinacgao dos Teoremas 3.4 e 3.2 e do Corolario 3.1.

Corolario 3.4. DH NI, =DHNI,.

Prova: Segue do Teorema 3.3 e do Teorema 3.4. [

Na Figura 3.2 temos a seguinte relagao entre os classes estudadas neste capitulo:
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[

<>DH

Figura 3.2: Relacao entre as classes deste capitulo.

3.2 Intervalo Geodeticamente Mon6tono em DH

Para um subconjunto W de vértices de um grafo G e para um vértice u de G,
defina o indice de iteracdo ic(u, W) do vértice u em relagdo ao conjunto W como
min{k € No : u € IF[W]} se u € Hy(W), e 0o se u ¢ Hy(W). Para um caminho
P : uguy ... w; num grafo G e indices i e j com 0 < i < j <[, denote por Plu;, u;]
o caminho w;u;yq ... 1w, € por Pluj, w;] o caminho wju;_q...u;. Vejamos o seguinte

resultado:

Lema 3.1. Seja G um grafo e sejam u,v,z € V(G), onde ig(z,{u,v}) = 2. Entdo
nao existe v € V(G) de modo que ig(x,{u,v}) =1 ez € I,(u,x).

Prova: Suponha que exista z tal que ig(z,{u,v}) = 1 e z € I(u,z). Como
i(x,{u,v}) = 1 temos que = € I,(u,v), isto é, d(u,x) + d(z,v) = d(u,v). Como

z € I(u,x), temos que d(u, z) + d(z,z) = d(u, x). Com isso, temos que:
d(u, z) + d(z,z) + d(z,v) = d(u,v).

Absurdo, pois ig(z,{u,v}) =2. g
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Seguem dois lemas auxiliares na determinacao dos subgrafos proibidos para a classe

DH NI,

Lema 3.2. Sejam G um grafo em DH e u,a,b trés vértices distintos de G. Sejam
P um ab-caminho monofonico, () um au-caminho monofonico, e R um bu-caminho
monofonico, tais que P, Q) e R sao internamente disjuntos. Seja w um vértice

mterno de P e P:a...w,wwy...b. Se
d(u,w) +d(w,a) > d(u,a) e
d(u,w) + d(w,b) > d(u,b),

entao V(Q)\{a} contém um vértice x tal que w,wwyrw, é um ciclo.

Prova: Mostraremos por inducéo em |V(Q)| + [V (R)].

Se () e R sao ambos de comprimento 1, entao aub é um caminho de comprimento
2 entre a e b. Como G estd em DH, temos que a = w,, b = w, e awbua é o
ciclo desejado. Consequentemente, podemos assumir que ao menos () ou R tem

comprimento minimo 2.

Primeiro assumiremos que u e b sao adjacentes, isto é, R é de comprimento 1; entao,
Q é de comprimento minimo 2. Denote por a’ o vértice em P que esta mais perto de
a e que seja vizinho de u. Note que uP[da’,a] € um ua-caminho monofonico. Como
w nao pertence a um ua-caminho monofénico por hipotese, o vértice a’ pertence a
Pla,w,). Agora, a’ub é um caminho de comprimento 2 entre a’ ¢ b. Como G estd

em DH, temos que a' = w,, b = wy e a'wbua’ & o ciclo desejado.

Agora assumiremos que u e b nao sao adjacentes, isto ¢, R possui comprimento
minimo 2. Denote por &’ o vértice em P que estd mais proximo de b e que possui
um vizinho em V(Q). Denote por u' o vértice em () que estd mais proximo de

u e que é vizinho de 0. Note que Qu,u/|P[b',b] é um ub-caminho monofonico.
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Como w nao pertence a um wub-caminho monofénico, temos que o vértice b’ esta
em Plwy,b]. Além disso, a0 menos u # «' ou b # ¥/, pois o comprimento de R
¢ maior ou igual a 2. Claramente, d(v/,w) + d(w,0’) > 2 > 1 = d(u,V/). Se
d(v', w)+d(w,a) = d(u, a), entdao, como u’ estd em @, temos que d(u, w)+d(w,a) <
d(u,v') + d(u', w) + d(w,a) = d(u,v’) + d(v',a) = d(u,a), o que é uma contradigao.
Consequentemente, d(u',w) + d(w,a) > d(u',a). Por inducao aplicada aos vértices
u', a e b nos caminhos P’ = Pla, V'], Q' = Q[u/,a] e R' : vV, e no vértice interno w
de P', obtemos a existéncia de um vértice z € V(Q')\{a} tal que w,ww,rw, é um

ciclo. Com isso, concluimos a prova.

Considere os grafos a seguir:

GI G2

Figura 3.3: Subgrafos proibidos para DH N I3.

Segue uma importante observacao:

Observacao 3.2. Sejam G um grafo e u,v € V(G), u # v. Considere z €
V(G) tal que ig(z,{u,v}) = k para k € Z*. Entao existe um caminho geodé-
tico P : xoxy,..., 1z, com z € V(P), ig(xo, {u,v}) <k —1, ig(z;, {u,v}) =k—1e¢
ig(zj,{u,v}) =k para 1 <j <Il—1.

O argumento para a observagao acima ¢ bem simples. Se z € IF[{u, v}\I* ' [{u, v}],
z pertence a um caminho geodético P entre dois vértices em I¥71[{u,v}]. Sejam eles
xo e x;. Pelo menos um dentre xg e x; tem que possuir indice k — 1, pois se os dois

tiverem indices menores que k — 1 isto implicaria ig(z, {u,v}) < k — 2. Assumindo
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ig(z,{u,v}) = k — 1 e escolhendo P de menor comprimento possivel, a observacao

segue.

Lema 3.3. Sejam G um grafo em DH e u,v dois vértices distintos de G. Defina
i(x) =ig(z,{u,v}) para todo x de G. Se P : xoxy...x; € um caminho monofénico
tal quel > 2, i(xg) =i(z;) =1 ei(z;) =2 paraj € {1,...,l—1}, entdo G contém os
subgrafos induzidos G1 ou Go como na Figura 3.3. Além disso, | = 2, {xg, 11,22} C

V(G'), e existem z,y € V(G') tais que ic:(x1,{x,y}) =2 e I,(z,y) C I,(u,v).

Prova: Pelo Lema 3.1 temos que os indices de xg e x; sdo iguais a 1. Assim, considere
que x( pertence a um caminho geodético () entre u e v, e x; pertence a um caminho
geodético R entre u e v. Denote por u' o vértice em Q[xg, u] que estd mais proximo
de xo e pertence a R[z;,u]. Similarmente, denote por v' o vértice em Q[zg,v] que
estd mais proximo de zy e pertence a R[x;,v]. Como todos os vértices internos de P
tém indice 2, temos que os caminhos P, Q[u/, o], Q[vV', o], R[W/, x|, e R[V', x| sdo

internamente disjuntos. Além disso,

d(u',z1) + d(xy, x0) > d(u, z9),
diu',zy) + d(xy, x;) > d(u/, x),
d(v',x1) + d(z1, ) > d(V', 29) €
d(v',xy) + d(zy, 27) > d(V', xy)

Agora, duas aplicacoes do Lema 3.2 implicam a existéncia de dois vértices = €
V(Q[u', zo))\{zo} e y € V(Q[V, x0))\{z0} tais que zoz1z2720 € ToT122yT0 SO Ci-
clos. Como Q[z,y| é um caminho geodético e contém z, como um vértice interno,
os vértices x e y nao sao adjacentes. Se x; é adjacente a ambos x e y, entao
Qlu, z]x1Q[y, v] € um caminho geodético entre u e v que contém z1, o que implica a
contradicao de que o indice de x; é 1. Consequentemente, x; nao é simultaneamente

adjacente a x e a y. Portanto, G' = G|xg,x1, 22,2,y é um dos dois grafos G e
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(5. Para concluir a prova, observe que {xg,x1, 22} C V(G'), ig/(x1,{z,y}) =2 e

Ig(x,y) g ]g(u,v). O

Lema 3.4. Sejam G um grafo em DH e u,v dois vértices distintos de G. Seja
z € V(QG) tal que i(z) = 2. Entao existe um subgrafo induzido G' de G tal que:
(a) G' € isomorfo a Gy ou Go; (b) z € V(G'); (c) emistem x,y € V(G') tais que
iar(z{w,y}) = 2 e Iy(z,y) € Ly(u,v).

Prova: Pela Observacao 3.2, z pertence a um caminho geodético P : zgx; . ..x; tal
que i(zg) =1, i(z;) < 1lei(x;) =2 paral <j <[—1. Pelo Lema 3.1 temos que
i(r;) = 1, e pelo Lema 3.3 temos que G contém um subgrafo induzido G’ isomorfo
a Gy ou Go. Além disso, | =2, 1 = z, {zg,x1, 22} C V(G') e existem z,y € V(G)
tais que ig(2,{z,y}) =2 e I(x,y) C I,(u,v). o

Teorema 3.5. Para um grafo G em DH, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) Ge1,.

(42) G nao contém Gy ou Gy como subgrafo induzido.

Prova:

[(i) = (ii)] Se G contém um subgrafo induzido G’ isomorfo a G ou Gy, a escolha
de u como um vértice de grau 2 em G’ e de v como um vértice que dista 2 de u em
G’ resulta em um par de vértices com H,({u,v}) # I,(u,v). Consequentemente (1)

implica (7).

[(it) = (i)] Por contrapositiva, assumiremos que (i) nao vale para G. Sejam u e v

dois vértices de G com H,({u,v}) # I,(u,v). Isto implica que H,({u,v}) contém
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vértices de indice 2. Pelo Lema 3.4, temos que G contém o subgrafo induzido G’

isomorfo a G; ou Gs. Consequentemente (i7) implica (7). o

Corolario 3.5. Para um grafo G em DH, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) GeIl.

(#t) G nao contém Gy ou Gy como subgrafo induzido.

Prova: Resultado direto da combinacao do Teorema 3.5 e do Corolario 3.4.

Note que esse resultado reafirma o Teorema 2.8, ja que os grafos Ptolemaicos estao

exatamente em Co N DH.

3.3 As Classes DH e Iffo, k>3

Nosso objetivo nesta secao é mostrar uma caracterizacao por subgrafos proibidos
para a classe DH N Z%. Primeiramente, faremos anélises para grafos na classe
DH NIk Note que na Figura 3.4 temos a construcio de um grafo F3 por uma

sequéncia de adicoes de vértices satisfazendo a Proposicao 2.5; logo F3 estd em DH.

Além disso, o fecho g-convexo do par de vértices com rétulo zero é computado em 3

iteragoes; assim, Fy ¢ Z3. Portanto, Fy ¢ DH N Z2.

Assuma que os vértices de rotulo zero sao os vértices “mais externos” de F3. A
partir de Fj, construiremos um grafo proibido para a classe DH N Z3. Para isso,

basta selecionar o vértice u mais externo de F3 com grau 2 e, em seguida, fazer
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S > >

—-
adi¢do de um adi¢do de um adigdo de um
vértice pendente vértice pendente vértice gémeo falso
1
I
— —

adi¢do de um 0

adigdo de um i
vértice gémeo falso

vértice pendente

Figura 3.4: Construcao do grafo F;.

a adicao de um vértice pendente a u e de um gémeo falso de u, respectivamente,
como mostra a Figura 3.5. Assim, temos um grafo Fj que nao pertence a DH NZ3,
pois por construcao nao perde a propriedade de pertencer a DH, e para computar
o fecho g-convexo para o par de vértices de rétulo zero sao necessérias 4 iteracoes

do intervalo geodético.

—

adigdo de um adi¢do d

vértice pendente vértice gémeo falso
0

Figura 3.5: Construcao do grafo F.

Com o mesmo raciocinio de construgao, temos na Figura 3.6 o grafo F5 ¢ DH NZ;.

Assim, conhecendo o grafo Fy_;, podemos construir um grafo Fj, ¢ DH N Z8~*
selecionando o vértice v mais externo de Fj_; de grau 2, e fazendo a adi¢ao de um

vértice pendente a u e de um gémeo falso de u, consecutivamente. Com isso, temos
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ig:ﬁo de um
vértice pendente

adi¢do de um
vértice gémeo falso

0 v 0
1
Figura 3.6: Construcao do grafo F5.

o seguinte resultado:

Lema 3.5. F, € DH N (ZF\ 37", para k > 3.

Prova: Como vimos pela construcdo apresentada, temos que Fy € DH, mas F, ¢
DH NI5'. E facil notar que F, € ZF. Logo Fy, € DH N (¥ \ I7"), para k > 3.

O

Seguindo o mesmo raciocinio do Lema 3.4, temos:

Lema 3.6. DH NZI* = DHNIY, para k > 3.

Prova: A relagio DH NI C DH NZL ¢ trivial. Agora, considere G € DH N Zy.
Pelo Teorema 3.4, temos que G € H. Assim, H, (W) = U{H,({u,v}) : u,v €
W}, para todo W C V(G). Como G € I§, temos que Hy({u,v}) = IF[{u,v}].
Destas igualdades, vem Hy(W) = U{H,({u,v}) : u,v € W} = U{IF[{u,v}] : u,v €
W} C IF[W]. Mas, trivialmente, sabemos que I)'[W] C Hy(W). Consequentemente,
Hy(W) = IF[W], isto &, G € I, o

Observagao 3.3. Sejam G € DH e u,v,z,y € V(G) onde I,(z,y) \ {z,y} C
I, (u,v)\{u,v}. Seeziste z € V(G) tal queic(z,{z,y}) = k entdo i¢(z, {u,v}) < k.



47

A observagao acima vale pelo fato de que para todos os vértices ¢ € I (x,y) temos
c € I,(u,v), isto é, ig(c,{z,y}) = ic(c, {u,v}) = 1. Portanto, sao necessarias no

maximo k iteracoes para que tenhamos z € H,({u,v}).

Lema 3.7. Sejam G € DH e u,v € V(G),u # v. Considere i(w) = ig(w,{u,v})
para todo w € V(G), e seja z € V(G) de modo que i(z) = k, para algum natural
k > 3. Entao existe um subgrafo induzido G* de G e vértices x,y € V(G*) tais que:
(1) G* é isomorfo a Fy; (it) z € V(G*); (iii) ig+(z,{z,y}) = k; (iv) d(z,y) = 2; (v)
d(x,z) = k; (vi) d(y, z) = k — 2; (vii) I, (z,y) C I, (u,0).

Prova: Pela Observacao 3.2, existe um caminho geodético P : zgxy...x; com 2z €
V(P), i(xo) < k—1,i(x;) =k —1ei(xr;) =k para 1l < j <[—1. Claramente,
z = x; para algum j € {1,...,k — 1}. Sem perda de generalidade, assuma que P ¢

escolhido da forma que o valor de i(x() ¢ minimo.
Agora apresentaremos duas afirmacgoes que serao usadas para a prova deste lema.

Afirmagao 1: Suponha que i(xg) < k—1 e existem a,b € V(G)\V (P) como mostrado

na Figura 3.7, onde ax;b é um caminho geodético, i(a) = k—2 e i(b) < k—2. FEntdo:

(a) I =2 e {zoa,zob} C E(G).

(b) Se existem dois vértices distintos e ndo adjacentes ',y ¢ {a,b} i(2') < k—1,
i(y) < k—1, {2/a,2’b,y/a,y'b} C E(G) e d(x;,y') = 2, entdo ao menos uma
das condicoes abaixo € verdadeira:

(1) G(2') = G[{zo, x1,22,0a,b,2'}] € isomorfo a Fs;
(2) G(v) = G[{xo, x1,22,a,b,y'}]| € isomorfo a F3.

Prova. Para a parte (a), note que P[zg,x;la ndo é um caminho geodético, caso
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a [k2]

[k] [k] [k]
[<k-1] x, &—0—@—- x, [k=-1]
X X -1

.

b [=k=2]

Figura 3.7: Prova do Lema 3.7. Figura para a Afirmagao 1. O indice de cada vértice
estd entre colchetes.

contrario i(z) nao satisfaria i(z) = k. Isso implica que obrigatoriamente existe uma
corda z,a com p € {0,...,l —1}. Seja ¢ = min{p : z,a € E(G)}. Note que
Plxg, z4)a é um caminho geodético. Se ¢ > 0 entdo i(x,) < k, uma contradi¢ao.
Consequentemente g = 0, i.e., zoa € E(G). Usando o mesmo argumento, podemos
provar que xob € E(G). Logo, d(zg,x;) = 2. Como G € DH, isso implica [ = 2.

Assim, completamos a prova da parte (a).

Para parte (b), temos da parte (a) que z = x4, e por hipdtese oy’ ¢ E(G). Além
disso, como x’ # 3/, no maximo um deles é igual a zy. Dividimos a prova desta

parte em trés casos.

Caso 1. Suponha ' = xg. Entao y # x¢ e 2oy’ ¢ E(G). Note que z1y’ ¢ E(G), pois
caso contrario xy € I (o, y’) e i(z1) < k, uma contradi¢do. Assim, 2 < d(z4,y’) < 3.
Continuando, também podemos observar que x; nao pode ser adjacente a ambos a e
b, porque isto implica novamente i(z1) < k. Agora, se r1 é adjacente a a mas nao a b,
entao temos que d(x1,y’) = 2, mas também que x;x9by’ é um caminho monofénico,
o que contraria G € DH. De forma anéloga, o caso x1b € E(G) e x1a ¢ E(G)

também ¢ impossivel. Portanto, G(v') = G[{zo, 1, z2,a,b,y'}] é isomorfo a Fj.
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Caso 2. Suponha 2/ # zy e ¥ = x9. Entao zox’ ¢ E(G) e d(xg,2’') = 2. Note
que 17" ¢ E(G), caso contrario xy € I (zg,2’) e i(x1) < k, uma contradigao.
Além disso, se zox’ € E(G), xorir22’ ¢ um caminho monofonico contradizendo
d(zg, x') = 2; logo, zo2’ ¢ E(G). O restante da prova para esse caso segue trocando
os papéis entre 2’ e 3/, e usando o mesmo argumento do Caso 1 para mostrar que

G(2') = G[{xo, 1, z2,a,b, 2'}] é isomorfo a Fj.

Caso 3. Suponha x’ # xg ey’ # xo. Se xoy’ ¢ E(G) entdo podemos aplicar o mesmo
argumento usado no Caso 1. Se zgy’ € E(G) entdo 21y € E(G), caso contrario
y'ror122 € um caminho monofénico contradizendo d(xs,y’) = 2. Se 2'x; € E(G)
entdo x'ryy seria um caminho monofonico, uma contradicdo porque i(x;) = k.
Assim, 2'x; ¢ E(G). Além disso, 2'z9 ¢ E(G), caso contrario x'zox1y’ € um caminho
monofonico contradizendo d(z’,y’) = 2. Podemos entao concluir que d(2/, xs) = 2,
e isso implica 2’z ¢ E(G) (caso contrario z'zorixe ¢ um caminho monofonico, o
qual é impossivel). Como no caso anterior, podemos inferir que xia,2:b ¢ E(G).
Portanto, G(z') = G[{xo, 1, T2, a, b, 2'}] é isomorfo a F3. Assim, concluimos a prova

da Afirmacao 1.

Afirmagdo 2: Suponha que i(xo) =k — 1 e existem a,b,a’,b’ € V(G)\ V(P) como
na Figura 3.8, onde a'xzob’ e ax;b sao caminhos geodéticos, i(a) = i(a') = k — 2,

i(b) <k—2ei(t)) <k—2. Entio:

(a) [ =2 e a sequinte condi¢ao vale: {xoa,xob} C E(G) ou {xed, 20"} C E(G).
(b) Se existem vértices x',y', 2", y" tais que

d',y) =2 ed(x",y") =2,

{z'a,y'a,2'b,y'b} C E(G) e{z"d,y"d, 2"V ,y"V'} C E(G),

todos os valores i(x'),i(y'),i(2"),i(y") sao estritamente menores que k—1,

e
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d(z,y') =2 e d(xo,y") =2,
entao ao menos uma das condigoes abaixo € verdadeira:

(1) G(y,) = G[{moaxla T2, a, b? y/}] é isomorfo a F37'

(2) G(y") = G[{xo, x1,x2,a" U, y"}] € isomorfo a F3.

[k-2] a' a [k-2]

[k] [k] [£]
[£—1] x0+—0—0—----—0—+x, [k—1]
Xy X Xi-1

o .

[<k-2] p b [Sk=2]

Figura 3.8: Prova do Lema 3.7. Figura para a Afirmacgao 2. O indice de cada vértice
estd entre colchetes.

Prova. Para a parte (a), primeiramente provaremos que [ = 2 e a seguinte condic¢ao

¢ verdadeira: xoa € E(G) ou x0d’ € E(G).

Se a = a’ entao d(xg, ;) = 2, o qual implica [ = 2; alem disso, zqa, x2a’ € E(G).

Se a # a’ entdo o' P[zy, r;la ndo é um caminho geodético, caso contrario i(z) nio sa-
tisfaria i(z) = k. Agora analisaremos a existéncia da aresta aa’. Se a'a ¢ E(G), um
argumento similar ao da Afirmacao 1 pode ser usado para mostrar que, no caminho
a’'Plxo, z)a, existe uma corda xga ou x;d’, i.e., d(zg,x;) = 2. Consequentemente,
[ = 2; além disso, xpa € E(G) ou x9a’ € E(G). Caso contrario, se d'a € E(G),
entdo 2 < d(zg,z;) < 3. Se d(xg,x;) = 3 entdo | = 3 e z € {x1,x2}. Além disso,
zoa,za’ ¢ E(G) e d(xg,a) = d(a',x;) = 2. Assuma z = 1 (0 caso z = x5 é similar
por simetria). Entdo z1a ¢ E(G), caso contrario o caminho P’ : azyzo contradiz a

escolha de P. Isso implica que d(x1,a) > 2 e, consequentemente, d(zg,a) > 3, uma
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contradigao. Podemos entao concluir que d(zg, ;) = 2, isto é, | = 2. Além disso,

zod'ary ndo é um caminho geodético; assim, xoa € E(G) ou x9ad’ € E(G).

Aplicando similarmente os argumentos acima ao subgrafo induzido por xg, 21, 22, b, V',

também podemos concluir que zob € E(G) ou b’ € E(G).

Para concluir a parte (a), mostraremos que {zoa,zob} C E(G) ou {zaa’, 220"} C
E(G). Sabemos que zpa € E(G) ou x2a’ € E(G). Assuma sem perda de gene-
ralidade zpa € E(G). Se xob € E(G) entao {zoa,zob} C E(G), e a parte (a)
segue. Assuma entdo xob € FE(G) e x9b' € E(G). Observe que a'zorix2b nao é
um caminho geodético (caso contrario i(z) = i(x1) < k, o qual é impossivel). Se
zoa’ ¢ E(G) entao a'b € E(G), e assim xoa'brs ¢ um caminho monofonico, contra-
dizendo d(xg, z2) = 2. Portanto, xea’ € E(G) e {x2d/, 220"} C E(G). Isso completa

a parte (a) da prova.

Agora provaremos (b). De (a) sabemos que {xga,zob} C E(G) ou {z2a’, 250’} C
E(G). Suponha primeiramente que {zga,zob} C E(G). Observe que z1y’ ¢ E(G),
caso contrario, como i(y') < i(xg), o caminho y'zixs contradiria a escolha de P.
Além disso, xoy’ ¢ E(G), caso contrario o caminho y'xox122 é monofonico e contradiz
d(x9,y’) = 2. Novamente, temos que zia,21b ¢ E(G), e, portanto, (1) vale. Se
{z2d’, 250’} C E(G), um argumento analogo mostra que (2) também vale. Isto

completa a prova da Afirmacao 2.

Agora estamos preparados para prosseguir com a prova do lema. Usaremos inducao

em k = i(2).

Base de Indugao: k = 3.

Neste caso, i(xg) < 2, i(x;) = 2, e i(z;) = 3 para 1 < j <[ — 1. Pelo Lema 3.4,
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existe um subgrafo induzido G’ de G contendo x; e isomorfo a G; ou Go, e existem
2’y € V(G') tais que ic (2, {2/, y'}) =2 e I,(a',y') C I,(u,v). Assuma sem perda
de generalidade que d(z;,y') = 2, e seja {a,b} = V(G') \ {z,2',y'}. Temos que
i(x') <1lei(y) <1, porque I,(2',y") C I (u,v). Além disso, como a,b € I,(z',y'),
segue que a,b € I (u,v) e, portanto, também temos i(a) <1 e i(b) < 1. Como ax;b
¢ um caminho monofénico, i(a) e i(b) ndo podem ser ambos iguais a zero. Assuma

i(a) = 1. Entao, pelo Lema 3.1, temos que i(b) = 1.

Se i(xg) < 2, entdo todas as hipdteses da Afirmacao 1 estdo satisfeitas para os
vértices xg,x1,...,2,a,b, ’',y. Portanto, [ = 2, z = x1, e a0 menos uma das
seguintes condigoes é verdadeira: G(z') = G[{zo, x1,x2,a,b,2'}] é isomorfo a F3, ou
G(Y') = G[{zo, x1,22,a,b,y'}]| é isomorfo a F5. O lema segue neste caso tomando
G*,z,y como G(2'), 2, xy ou G(v'),y, ro. Podemos observar analisando o grafo Fj

que os itens de (i) a (vi) valem, e que o item (vii) também vale pelo fato de que
i(a) =i(b) = 1.

Se i(xg) = 2 entdo, usando novamente o Lema 3.4, existe um subgrafo induzido
G" de G contendo xy e isomorfo a G; ou Go, e existem z”)y" € V(G") tais
que igr(zo, {2",y"}) = 2 e I,(2",y") C I,(u,v). Assuma sem perda de gene-
ralidade que d(zo,y") = 2, e seja {a’,V'} = V(G") \ {zo,2”,y"}. Raciocinando
da mesma maneira como no paragrafo anterior, temos que i(z”) < 1, i(y") < 1,
i(a') = 1 ei(t/) = 1. Agora, todas as hipoteses da Afirmacao 2 estdo satisfei-
tas para os vértices xg, 1, T2,a,b,a’, b, 2",y 2", y". Entdo ao menos uma das se-
guintes condigoes é verdadeira: G(y') = G[{zo, z1,x2,a,b,y'}] é isomorfo a F3, ou
G(Y") = G{xo,x1,22,d',b',y"}] é isomorfo a F3. O lema segue tomando G*,z,y
como G(y'),y, o ou G(y"),y", x5. Assim como no caso anterior, todos os itens do

lema estao satifeitos. Isso conclui a prova da base de inducao.

Passo de Inducao: k > 3.
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Lembremos que i(zg) < k—1, i(x;) =k —1ei(x;) =k paral < j <[—1. Usando
indugao no vértice z;, existe um subgrafo induzido G’ de G e existem z,y € V(G’)
tais que: (2) G’ é isomorfo a Fy_q; (ii) x; € V(G'); (iit) i (xp, {x,y}) = k — 1; (iv)
d(z,y) =2; (v) d(z,x;) =k — 1; (vi) d(y, ;) = k — 3; (vii) I, (z,y) C I;(u,v).

Sejam a,b, ',y € V(G') \ {z,y} tais que i¢(a,{z,y}) = ie/(b,{z,y}) = k — 2
e i (2, {x,y}) = ie(v,{z,y}) = k — 3. Entao d(z,2') = d(z,y') = k-3 e
d(y,2") = d(y,y') = k — 5. Como I ({z,y}) C I;({u,v}), i(a) < ig(a,{z,y}) e
i(b) < ig/(b,{x,y}). Portanto, i(a) < k —2 e i(b) < k — 2. Mas como x; pertence
a um caminho geodético entre a,b e i(x;) = k — 1, os indices i(a) e i(b) ndo podem
ser ambos estritamente menores que k — 2. Podemos entao assumir sem perda de
generalidade que i(a) = k — 2. Além disso, usando argumento semelhante aquele
usado para os vértices a e b, temos que i(2') < ig/(2', {z,y}) e i(y) < ic/(y,{x,y}).

Assim, isso ¢é facil ver que i(z') <k —1ei(y) <k —1.

Se i(zg) < k — 1 entao as hipoteses da Afirmacao 1 estdo satisfeitas para os vértices
To, X1, ..., T, 0,0, 'y Assim, | = 2, z = 21 e G(2') = Glzg, 21, 292,0a,b,2'] &
isomorfo a F3 ou G(y') = Gz, 1,22, a,b,y’] é isomorfo a F3. Assuma que G(z') seja
isomorfo a Fy (a prova para o caso G(y') usa os mesmos argumentos). Observe que
d(z',z) = 3. Considere o caminho R : rory...7_1 em G’ tal que ro = z, 13 = 2/,
rr—2 € {a,b}, 11 = x9 e i (1, {x,y}) =t para 0 <t < k— 1. Note que o caminho
zR ¢é geodético, pois d(2’,z) = 3 e ndo existe aresta z'r; para j € {0,...,k — 4}
(caso contrario G contém um buraco). Entdo podemos concluir que d(z,z) = k.
Além disso, zo ndo é adjacente a qualquer vértice em {r,...,7,_4}, caso contrario
d(x,z) < k. Aplicando o mesmo argumento a um caminho @ : ¢oq; ... qx—3 de go =y
a qx—3 = T2 em G’ passando por g,_5 = 2, concluimos que d(y, z) = k—2. Seja G* o
subgrafo induzido por V(G’) U{x, z}. Usando argumento semelhante aquele usado
para o vértice x’, é facil verificar que 3’ nao é adjcente a ambos xy e z. Portanto,

G* é isomorfo a F}, e satisfaz as condicoes (ii) a (vii) do lema.
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Considere agora o caso i(xg) = k — 1. Podemos aplicar a hipotese de inducdo no-
vamente em zo. Entdo existe um subgrafo induzido G” de G e existem vértices
T,y € V(G") tais que: (i) G” ¢ isomorfo a Fi_1; (i1) xg € V(G"); (ii7) d(Z,y) = 2;
(iv) d(z,z0) = k —1; (v) d(y,z0) = k —3; (vi) I5.({z,y}) C I5({u,v}). Simi-
larmente como acima, sejam o', b, 2", y" € V(G") \ {z, y} tais que ig/(d',{Z,y}) =
ic(V {Z,y}) =k —2e i (2" {Z,y}) = icr (v, {Z,y}) = k — 3. Entao d(z,2") =
d(z,y") =k —3ed(y,2") =d(y,y") = k — 5. Usando exatamente os mesmos ar-
gumentos usados acima para a, b, ', ', podemos inferir i(a') = k — 2, i(V/) < k — 2,
i(z") <k —1ei(y") < k— 1. Portanto, as hipoteses da Afirmacao 2 estao satisfei-
tas para To,T1,...,2,a,b,a 0 2 2"y y", e assim G(y') = G[{xo, 21, 72,a,b,y'}]
ou G(y") = G[{wo, x1,22,d,b',y"}] & isomorfo a F3. A parte final da prova segue
os mesmos argumentos usados acima, para cada um desses subgrafos. Assim, pelo
menos um dentre G* = G[V(G') U{zp,2}] e G* = G[V(G") U {2, z}] & isomorfo a

F} e satisfaz as condigbes (i7) a (vi) do lema. Isso conclui a prova.

Teorema 3.6. Para um grafo em DH e k > 2, as sequintes a afirmacgoes sao

equivalentes:

(1) Hy({u,v}) = I}[{u,v}] para quaisquer vértices u e v de G.

(i1) G nao contém Fyy1 como subgrafo induzido.

Prova. (=) Assuma por contradi¢do que (i) é valida e G contém um subgrafo in-
duzido G’ isomorfo a Fi.;. Assuma que ig (z,{z,y}) = k + 1 para certos vér-
tices z,x,y € V(G'). Pela construgao de Fy, 1, podemos assumir d(z,y) = 2,
dz,z) = k+1ed(y,z) = k—1. Como (7) é valida, ig(z,{u,v}) = 57 < k,
para todo par de vértices u,v € V(G). Pelo Lema 3.7, existe um subgrafo induzido

G" isomorfo a F; e contendo um vértice z tal que:
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iG”(Z7 {ZL’,, y,}) = j7 d(I/’ y/) = 2, d(l’,, Z) = j7 d(y,v Z) = ] -2,

e I, (a,y") C I, (z,y),

para algum par de vértices distintos =,y € V(G").
Seja z” € V(G") tal que igv(2",{2',y'}) = 1. Entao ig(z”",{z,y}) = 1, e como

d(z,y) = 2, temos que

d(z,z") = d(y,2") = d(a',2") = d(y,2") = 1.

Pela construcao de F}, " pertence a um caminho geodético entre 2’ e z. Portanto,

d(z',2) =7 =d(,2") +d(2",2) = d(z,2") + d(2",2) > d(x,z) =k + 1,

o que é uma contradi¢ao, uma vez que j < k.

(<) Agora, assuma que (ii) ¢ valida. Isso implica que G nao contém vértices distintos
z,u,v com ig(z,{u,v}) = k+1, caso contrario, pelo Lema 3.7, existiria um subgrafo

induzido de G isomorfo a Fy.;. Portanto, (¢) é valida.

Corolario 3.6. Para G € DH e k > 2, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Hy(S) = I}[S] para todo S C V(G).

(it) G nao contém Fyy1 como subgrafo induzido.



56

Prova. Segue do Lema 3.6 e do Teorema 3.6.

Voltando ao problema original do niimero de iteracao geodético, podemos concluir

facilmente o seguinte resultado:

Teorema 3.7. Seja G¥ € DH um grafo nio nulo com nimero minimo de vértices,
tal que gin(G*) = k. Entao |V(G°)| =1, [V(G")| =3, [V(G*)| =5 e |V(G")| = 2k,
para k > 3.

Prova. Para G°, G' e G? seguem do Teorema 3.1. Agora no caso de G¥ com k > 3,
temos pelo Corolario 3.6 que G* contém F},. Entdo, como G* é minimo em ntimero de

V(GH)| =

vértices, podemos concluir que G* é isomorfo a Fj,. Logo, por construcao,

|V (Fy)| = 2k, para k > 3. [

Teorema 3.8. Seja G € DH, entdo podemos identificar gin(G) em O(m.n*).!

Prova. Como ja mencionamos no Capitulo 2, o fecho g-convexo para um W C V(G)
pode ser computado em O(m.n.k), onde k é o ntimero de iteracdo geodético de G.
Pelo Corolario 3.6, poderiamos aplicar o fecho para todo par de vértices u,v € V(G)
para verificar a existéncia de algum dos subgrafos induzidos Gy, G5 ou Fy, para
k> 3. Com W = {u,v} e como k < n, temos que o fecho g-convexo de W pode ser
computado em O(m.n?). Portanto, aplicando a todo par de vértices de G, temos

que gin(G@) pode ser identificado em O(m.n*). g

Além disso, destacamos um resultado interessante para os cografos. Uma caracte-
rizacao importante para essa classe de grafos é que nao possui P, como subgrafo

induzido. Portanto, também nao possui Fy como subgrafo induzido. Assim:

Corolario 3.7. Se G é um cografo entao gin(G) < 3.

"Para mais esclarecimento sobre a notacio O sugerimos o APENDICE A.
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4 CONJUNTO ESTRELA-CONVEXO EM GRA-
FOS

Na Secao 2.1 apresentamos a definicao de conjunto estrelado. Existem diversas
aplicagoes para essa definicao, como, por exemplo, no Problema da Galeria de
Arte, também conhecido como Problema do Museu, que consiste em alocar o
menor numero de sentinelas de modo que cubram toda a regiao, no sentido de que
toda parte da galeria esteja no campo de visao de algum sentinela (O’'ROURKE,
1987). Outra aplicacao esta relacionada a segmentacdo de imagens, que consiste
na divisao de uma imagem em regioes de interesse; esse processo é importante em
diversas areas, tais como analise de imagens médicas e edi¢ao de imagens (RUEDA,
2007)(GULSHAN et al., 2010). Existem também outros problemas interessantes de
visibilidade associados ao problema de segmentacao (O’ROURKE, 1993)(GHOSH,
2007).

Em alguns artigos, um conjunto estrelado também é chamada de conjunto estrela-
convexo (“star-convezr set”) ou dominio estrela (“star domain”). Definiremos
conjunto estrela-convexo em grafos utilizando segmentos convexos entre pares de
vértices, e mostraremos algumas propriedades para essa definicio. E importante

ressaltar que nem todo conjunto estrela-convexo é convexo, embora a reciproca seja



o8

verdadeira. Existem alguns estudos que tentam mostrar em que casos isso acontece.
Por exemplo, alguns resultados para R? que caracterizam os conjuntos estrelados
que sdo conjuntos convexos; veja por exemplo (BREEN, 1989), (BREEN; ZAM-
FIRESCU, 1987) e (TORANZOS; CUNTO, 2004). Utilizaremos os resultados do
capitulo anterior com esse mesmo propdsito, mas com as definicoes que veremos a

seguir.

Para alguns termos desta seciio sugiremos uma leitura do APENDICE A, caso seja

necessario.

4.1 Defini¢oes e Exemplos

Assim como na Se¢do 2.1, chamaremos um conjunto W C V(G) de geodetica-
mente estrelado (g-estrelado) no vértice u se para todo v € W temos que
I,(u,v) € W. Diremos que um vértice u enxerga v em W, ou v é visto por u
em W, quando existe algum uv-geodético em G constituido apenas por vértices de
W. Diremos que u enxerga o conjunto W se u enxerga todos os vértices de W.
De forma analoga, diremos que um vértice u enxerga totalmente v em W, ou v
é visto totalmente por u em W, se I (u,v) C W. Entdo, por definicdo, se um
vértice u € W enxerga totalmente W, entao u é chamado de vértice geodetica-
mente central de W. O conjunto constituido por todos os vértices geodeticamente
centrais de W serd chamado de niicleo geodético de W, denotado por Ker,(W).

Na sequéncia, definimos:

Definicao 4.1. Um conjunto W é geodeticamente estrela-convezo (E,-convezo)
se existe um vértice geodeticamente central w € W tal que Hy({u,v}) C W, para

cada v e W.
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Se um conjunto W é E -convexo, onde Ker, (W) é g-convexo, dizemos que W é um
conjunto geodeticamente estrela-convexo de Brunn (E -convexo de Brunn),

pois satisfaz a propriedade de Brunn.

Na Figura 4.1 temos exemplos que mostram a diferenca entre as definicoes citadas e
conjuntos g-convexos. Em (7) temos um conjunto g-estrelado Wy = {vq, v, v3, v7, vg,
Vg, V10, V11, V14 } com Kery(Wy) = {v1,v9, v10}; em (i¢) um conjunto E,-convexo Wy =
{v1, v2, v3, V4, V5, V7, Vs, Vg, V10, V11, V14} com Kery(Ws) = {v1,v9,v10}; em (i4i) um
conjunto E,-convexo de Brunn Wy = {vy, va, v, v4, U5, Vs, V7, Vs, Vg, V10, V11, V14 } COM
Kery,(Ws) = {v1, 9,03, 04, V5, V7, Vs, Vg, U10}; em (iv), com todos os vértices, temos

um conjunto g-convexo, que ¢ um conjunto £,-convexo de Brunn.

Figura 4.1: Exemplos para algumas definicoes dadas neste capitulo.

Por defini¢ao, temos que um conjunto E,-convexo ¢ um conjunto g-estrelado. Um

outro fato importante é que todo conjunto g-convexo ¢ FEg-convexo, assim como
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também é g-estrelado. No entanto, a reciproca nao é verdadeira para grafos em
geral. Entao, para nao nos restringirmos apenas a arvores, mostramos o teorema a

seguir:

Teorema 4.1. Se G é um grafo Ptolemaico sem diamantes como subgrafos induzi-

dos, todo conjunto E,-convexo em G é g-convezo.

Prova. Seja G um grafo Ptolemaico sem diamantes como subgrafos induzidos. Con-
sidere que exista um subconjunto de vértices E,-convexo S em G tal que S nao
seja g-convexo. Entdo existe um vértice u em S tal que Hy(S) # U{H,({u,v}) :
v € S\{u}}. Assim, podemos garantir que existe um vértice w em Hy(S) tal que
w ¢ U{H,({u,v}) : v € S\{u}}. Mas como G é Ptolemaico, pelo Teorema 2.8

temos que G € Z;, e pelos Teoremas 2.3 e 3.4, temos que G estd em H. Assim:

HQ(S) = U{Hg({xvy}) Y S S} = U{]g(xay) Ty € S}

Portanto, existe um par de vértices a e b em S tais que w € I;(a,b). Considere
u' € Ig(u,a) N I,(u,b) tal que a soma d(v',a) + d(u',b) seja minima. Desta forma,
temos trés caminhos disjuntos P, Py € Py, onde Py, @ a...w,wwy...b. Com isso,

temos as seguintes relacoes entre distancias:

d(v',w) + d(w,a) > d(v, a);

d(v',w) + d(w,b) > d(u,b).

Assim, pelo Lema 3.2, Py,\{a} contém um vértice = tal que w,ww,rw, é um
ciclo. Impossivel, pois G é um grafo Ptolemaico sem diamantes como subgrafos

induzidos. g
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Pela prova do teorema anterior, é facil observar que a hipétese do mesmo é valida

para conjuntos g-estrelados. Entao:

Corolario 4.1. Se G é um grafo Ptolemaico sem diamantes como subgrafos indu-

zidos, todo conjunto g-estrelado em G € g-convexo.

4.2 Problemas, Algoritmos e Complexidade

Nesta secao apresentaremos algoritmos relacionados as defini¢oes citadas anterior-
mente, e analisaremos suas complexidades. Nosso primeiro passo é construir um
algoritmo que, dados um vértice u e um subconjunto de vértices W, verifica se u
enxerga todos os vértices de W (i.e., enxerga W). Considerando D(G) a matriz de
distancias de GG, a descricao dos passos deste algoritmo é simples. Basta construir a
matriz de distancias D(G[W]) e verificar se as distancias a partir de u em D(G[W])

sdo idénticas as distancias a partir de v em D(G).

Proposigao 4.1. Dados G um grafo conexo, W um subconjunto de vértices de G e

um vértice u € W, podemos verificar em tempo O(n?®) se u enzerga W.

Prova. Basta aplicar o Algoritmo de Floyd (FLOYD, 1962) para construir D(G) e
D(G[W]), o que possui um custo O(n?). Em seguida, em tempo linear, podemos
verificar se as distancias a partir de v em G ou G[W] sdo as mesmas, comparando
as linhas correspondetes a u nas duas matrizes. Portanto, temos um tempo total
O(n?). E obvio que o algoritmo funciona, ja que responde afirmativamente que u
enxerga W quando v mantém as mesmas distancias em G e G[W]. Logo, vale a

proposicao.

Com o mesmo raciocinio, podemos verificar se um vértice u é central em WW: basta

construir D(G[W]) e, além de verificar se u enxerga W, verificar se I,(u,v) C W
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para todo v € W. Repare que o tempo de execucao permanece inalterado, isto é,

O(n?).

Proposicao 4.2. Dados G um grafo conexo e W um subconjunto de vértices de G,
podemos identificar em tempo O(n?) os vértices geodeticamente centrais de W, caso

haja algum.

Prova. Basta identificar vértices centrais para todo u € W. Como vimos na Proposi-
¢ao 4.1, podemos construir D(G) e D(G[W]) em tempo O(n?). Podemos comparar
as duas matrizes assim como na proposi¢ao anterior em tempo O(n.|W]). Logo

podemos verificar os vértices centrais em tempo O(n® +n.|W|) = O(n?®). g

Com algumas modificacoes apropriadas no procedimento do algoritmo acima, po-
demos verificar em tempo polinomial se um dado conjunto finito W é estrelado,

Eg4-convexo ou Ej-convexo de Brunn.

Proposicao 4.3. Dados G um grafo conexo e W um subconjunto de vértices de G,

podemos verificar em tempo polinomial se W é E,-convezo.

Proposicao 4.4. Dados G um grafo conexo e W um subconjunto de vértices de G,

podemos verificar em tempo polinomial se W é Eg-convero de Brunn.

No entanto, até o momento, apenas estamos verificando para um dado subconjunto
de vértices se ele satisfaz alguma propriedade, e determinando o seu nicleo. Se
quisermos ir além, podemos, por exemplo, formular questoes do tipo: dado um
subconjunto de vértices qualquer, é possivel encontrar o menor conjunto g-estrelado
ou Ej,-convexo (de Brunn) que o contém em tempo polinomial? Sabemos que, para
conjuntos g-convexos, esta questao pode ser resolvida em tempo polinomial, pois,
como ja mencionamos, podemos computar o fecho g-convexo em tempo O(m.n).

Considere entao as seguintes variantes de problemas de conectividade entre vértices:
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Problema 4.1. CONJUNTO GEODETICAMENTE ESTRELADO - CGE

Instancia: Grafo conexo GG, subconjunto de vértices W de G e um inteiro k positivo.

Pergunta: Existe um conjunto estrelado que contém W com no méximo k vértices?
Problema 4.2. CONJ. GEODETICAMENTE ESTRELA-CONVEXO - CGEC

Instancia: Grafo conexo GG, subconjunto de vértices W de G e um inteiro k positivo.

Pergunta: Existe um conjunto Ey,-convexo que contém W com no maximo k vértices?

Problema 4.3. CONJUNTO GEODETICAMENTE ESTRELA-CONVEXO DE
BRUNN - CGECB

Instancia: Grafo conexo GG, subconjunto de vértices W de G e um inteiro k positivo.
Pergunta: Existe um conjunto Ej,-convexo de Brunn que contém W com no maximo

k vértices?

Todos os problemas de decisao acima citados sao NP-completos, como mostramos

nos teoremas a seguir. Mas antes considere o seguinte problema:
Problema 4.4. COBERTURA EXATA POR 3-CONJUNTOS - X3C

Instancia: Um conjunto finito X com | X| = 3¢ e uma cole¢do C de subconjuntos de
X com 3 elementos cada, isto é; C = {C},...,C}, C; T X, |Ci] =3 V1 <i<n
Pergunta: A colecao C contém uma cobertura exata para X, isto ¢, uma subcolec¢do

C' C C tal que todo elemento de X ocorre em exatamente um membro de C'?
Note que se C' é uma subcolecao para a qual a instancia (X,C) de X3C produz

resposta ‘sim’ entao:

e 0s membros da cole¢do C' formam uma parti¢ado do conjunto X;
e C'|=q.
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Esse problema é conhecido por ser N'P-completo (GAREY; JOHNSON;, 1990). As-
sim, provaremos que CGE é N'P-completo reduzindo X3C para CGE.

Teorema 4.2. O problema CGE é N'P-completo.

Prova. Pela Proposicao 4.2 podemos identificar vértices centrais, caso estes existam,
num conjunto dado. Entao, podemos verificar em tempo polinomial se um dado

conjunto é estrelado. Logo problema esta em NP.

Seja (X, C) uma entrada genérica para a qual se deseja verificar se existe uma cober-
tura exata por 3-conjuntos!, onde X é um conjunto finito de tamanho 3¢ e C uma
colecao {C;} de 3-con<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>