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RESUMO

Souza, Alan Costa de. Analise numérica da dinimica e estabilidade dos problemas
de dois e trés corpos. 2014. 129 f. Dissertagdo (Mestrado em Informatica) - PPGI, Ins-
tituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti de Aplicacdes e Pesquisas Computacionais,
Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

Esse trabalho tem como objetivo fazer a simulacdo numérica e analisar a estabilidade
do problema de trés corpos. Inicialmente serd feita uma comparagao entre dois métodos
numéricos, o0 método simplético de Ruth e o método de Runge Kutta de Quarta Ordem.
Apo6s a escolha do método, serd simulado o problema de Kepler e o problema de dois
corpos para validar o c6digo implementado. Apds isso, serd simulado dois problemas de
trés corpos e verificado com as leis de conservacao fisicas. Logo apds, implementaremos
um método que verifica se um problema de trés corpos € cadtico, o MEGNO. Novamente
utilizaremos os problemas de Kepler e dois corpos para verificar a implementagdo. Para
terminar, aplicaremos o0 MEGNO a dois problemas de trés corpos afim de verificar sua
caoticidade.

Palavras-chave: Mecanica celeste, astrofisica, métodos numéricos.



ABSTRACT

Souza, Alan Costa de. Analise numérica da dinimica e estabilidade dos problemas de
dois e trés corpos. 2014. 129 f. Dissertacdo (Mestrado em Informatica) - PPGI, Instituto
de Matematica, Instituto Tércio Pacitti de Aplicacoes e Pesquisas Computacionais, Uni-
versidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

This work aims to make the numerical simulation and analyze the stability of the three
body problem . Initially a comparison will be made between two numerical methods ,
the symplectic method of Ruth and the Runge Kutta Fourth Order. After choosing the
method, the Kepler problem is simulated and the problem of two bodies to validate the
implemented code. After that , it will be simulated two problems of three bodies and
verified with the physical conservation laws . Soon after , we will implement a method
that checks whether a three body problem is chaotic , the MEGNO . Again we will use
the Kepler problems and two bodies to verify the implementation . Finally , we will apply
the MEGNO the two problems of three bodies in order to verify your stability.

Keywords: celestial mechanics, astrophysics, numerical methods.
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1 INTRODUGCAO.

A tentativa de compreender os fendmenos que aconteciam no céu, pela humani-
dade, remonta a antiguidade, o que torna a Astronomia uma das ciéncias mais antigas.
Com o objetivo de compreender o movimento dos corpos celestes foram elaborados di-

versos modelos durante a histdria:

e Os gregos elaboraram um modelo em que propunham que a Terra era o centro

geométrico do Universo, um modelo chamado de geocentrismo. [7]

e Depois Nicolau Copérnico propds outro modelo que considerava o Sol como sendo

o centro do Universo, uma teoria que ficou conhecida como heliocentrismo. [3]

e Baseando-se no heliocentrismo e em anos de observacdo do astronomo Tycho Brahe,
Johannes Kepler propds as conhecidas trés leis de Kepler, que sao discutidas no Ca-

pitulo 2.

e Com o objetivo de descobrir se as leis de Kepler sao resultado de leis mais funda-
mentais, Isaac Newton elabora a lei da gravitacao universal, da qual, junto com as
leis de Newton da Mecanica, pode-se deduzir as trés leis de Kepler como veremos

no Capitulo 2. [3]

Pessoalmente, meu interesse em astronomia surgiu ainda antes da faculdade, pois
sempre quis saber o que eram exatamente os planetas e porque se movem em torno do
Sol, mesmo que na época ndo tivesse conhecimento nem mesmo das leis basicas da me-
canica. Ao entrar na faculdade, tive um contato com a fisica basica durante o curso de

Ciéncia da Computagdo, o que me fez compreender um pouco como eram os movimentos



planetérios. Entre o final da faculdade e o inicio do mestrado, também tive contato com
alguns assuntos da astronomia através de séries televisivas, o que despertou de vez meu
interesse na area e influenciou esse trabalho de mestrado, ja que resolvi aprender alguns
conceitos de forma mais formal e detalhada. A soma desses fatores me levou ao interesse
em compreender esse ramo fascinante da astronomia, a mecanica celeste, que trata dos
movimentos ndo apenas dos planetas, mas de todos os corpos celestes como estrelas, co-

metas, asteroides, etc.

Dessa forma, esse trabalho tem o objetivo de compreender o chamado problema
de N corpos, que € definido no Capitulo 2, que € uma formulacdo matematica baseada
nas leis de Newton e da gravitacdo universal, que visa prever movimentos de um certo
conjunto de corpos celestes. No Capitulo 2 também sdo discutidos alguns aspectos téori-
cos que sdo utilizados no trabalho, os quais sdo as leis de Kepler, as leis de Conservagao,
as leis de Newton e a lei da Gravitagdo. O problema de /N corpos tem solucdo analitica
apenas para o caso de dois corpos e alguns casos particulares de trés corpos, ou seja, em
geral ndo tem solugdo analitica o que leva a necessidade da ado¢do de uma abordagem
numérica. Para resolvé-lo numericamente, foram testados dois métodos numeéricos € o0s
resultados encontram-se no Capitulo 3, onde também encontram-se as andlises numéricas
de alguns problemas. Para resolver o problema de trés corpos, recorreu-se a artigos da
drea com o objetivo de encontrar dados para as simulagdes e para a validagao dos cédigos
implementados e, nessa busca, foi encontrado o problema da caoticidade do problema de
trés ou mais corpos. Basicamente, uma solu¢do numérica de um problema cédotico nio é
confidvel por menores que sejam os erros numéricos dos métodos utilizados, ja que um
erro pequeno pode gerar valores muito diferentes do valor real, e por isso € necessdrio
saber se um método ou modelo € cdotico ou ndo antes de resolvé-lo numericamente. En-
contramos nas pesquisas dois métodos para detectar a caoticidade: um mais tradicional,
que € o método de Lyapunov, e um mais recente, que ¢ o MEGNO [5]. Escolhemos o

MEGNO por razdes computacionais, ja que os métodos sdo equivalentes em termos do



objetivo. Mais detalhes podem ser encotrados no Capitulo 4. Finalmente no Capitulo 5

encontram-se as conclusoes do trabalho.



2 DEFINICAO DO PROBLEMA E ASPECTOS TEORICOS.

2.1 Problema.

Nesse capitulo apresenta-se o problema que serd analisado nesse trabalho. Na
Subsec¢do 2.1.1 enunciaremos as leis de Newton que sdo uma das bases tedricas para a for-
mulagdo do problema, enquanto que o conceito de Forca Gravitacional serd apresentado
na Subsecdo 2.1.2. Finalmente na Subsecdo 2.1.3 mostra-se a formula¢do do problema

que serd analisado nos capitulos restantes.

2.1.1 Leis de Newton.

Nessa subsecao enunciam-se as Leis de Newton, que sdo um dos principios tedri-

cos do problema de N corpos, baseando-se no livro de [21].

Suponha inicialmente que se tem um corpo 1 isolado de qualquer outro corpo, lo-
calizado na posicao r; em relagdo a um sistema de coordenadas cartesianas inercial, que €
um referencial que estd em repouso ou se desloca com velocidade constante v, e portanto

com aceleracdo a; = 0.

Suponha depois que, coloca-se um corpo 2, que esteja desconectado do corpo 1,
na posicao ry e com velocidade constante v, e portanto com aceleragdo a, = 0. O termo
desconectado € usado para imaginar um situacao hipotética em que os corpos ndo exer-

cem forca sobre o outro.



Ao conectarmos os dois corpos, ambos ndo se deslocam mais com velocidade
constante, ou seja, o corpo 1 se desloca com uma aceleragcdo a5, devido a presenca do
corpo 2 e o corpo 2 se desloca com uma aceleracdo as;, devido a presenca do corpo 1.

Nota-se experimentalmente que a razao entre os mddulos da aceleracdo:

Q12

21

)

¢ uma constante desse par de corpos, para varias condi¢des de experimentos. Esse resul-

tado ¢é valido para qualquer par de corpos.

A generalizag@o do problema acima para mais de dois corpos € a seguinte:

Suponha N corpos A, B, C,... mutualmente conectados no espago, de forma que
cada um dos corpos se mova no espago com a aceleracdo que € uma soma vetorial das
aceleracdes que o corpo sofre devido a presencga de cada um dos outros corpos. Pode-se
atribuir constantes m4, mpg, mc,... a cada corpo tal que para cada par de corpos AB,

existe a razao

aAB mpg
apa ma

A evidéncia que a afirmag¢do acima € verdadeira, sdo os intimeros calculos realiza-
dos tomando-a como base e confrontando os resultados tedricos obtidos com resultados

observados.



Note que o que se obtém sdo apenas as razdes como constantes fisicas, mas niao o
valor das constantes de cada corpo. Assim pode-se atribuir m 4 o valor de 1 Kg, e tomar
as outras constantes como multiplos de m 4. Assim, cada uma das constantes é definida

como a massa do COorpo.

Agora pode-se definir o conceito de forga:

Definicao 2.1 (Conceito de Forca). Defini-se a forca exercida sobre um corpo A devido a
outro corpo B, como o produto da massa do corpo A pela aceleragdo que o corpo A sofre

devido a B.

Logo a forca é um vetor que tem a mesma dire¢do e sentido da aceleragdo, mas

possui médulo igual ao mdédulo da aceleracdo vezes a massa.
No caso de varias particulas, cada uma sofre uma for¢a devido a cada um dos ou-

tros corpos, de forma que a forca resultante é a soma vetorial de cada forca. A segunda

lei de Newton afirma que:

Definicao 2.2 (Segunda Lei de Newton). A forca resultante que atua sobre um corpo,
é igual a sua massa vezes a aceleracdo que o corpo sofre devido aos outros corpos do

sistema.

E de forma matematica:

F;, = mja,,



a; = Zaiju
J

onde F; € a for¢a resultante no corpo ¢, a; € a aceleragdo resultante no corpo ¢, F;; € a forca
resultante no corpo ¢ devido ao corpo j, a;; € a aceleragdo resultante no corpo ¢ devido ao

corpo j e m; € a massa do corpo .

Viu-se que para cada par de corpos

logo

maaap = MpBap4 ,

e portanto

FAB:FBA7

ou seja, 0 médulo da for¢a que um corpo A sofre devido a um corpo B € igual ao médulo
da forca que um corpo B sofre devido a um corpo A. As aceleragdes estdo na direcao da

linha que conecta os dois corpos mas com sentidos opostos, logo:



FAB - _FBAa

que € a terceira lei de Newton:

Definicao 2.3 (Terceira Lei de Newton). Se um corpo A exerce uma forca num corpo B,

o corpo B exerce uma forca em A com mesmo médulo e direcdo, mas com sentido oposto

Essas leis governam o problema a ser analisado no restante do trabalho.

2.1.2 Forca Gravitacional.

Na Subsecao 2.1.1, apresentamos as leis de Newton e a definicdo de for¢ca. Nessa
subsecao, serd apresentado um tipo de forca indispensavel para o problema: a For¢a Gra-

vitacional.

Suponha que existam dois corpos A e B, com massas m 4 € mp. A Forca Gravita-

cional que o corpo A sofre devido ao corpo B é

Gmamp(rg —ra)

Fuip =
rp —ral®

onde r,p, € 0 vetor posicdo de cada corpo e M. orpo € a massa de cada corpo.

A constante G é chamada de Constante Gravitacional Universal e no sistema in-



10

ternacional de unidades tem o valor de

G =6,67384 x 10" "mPkg~'s72

Nesse trabalho serdo usados sistemas de unidades mais adequados a mecénica ce-
leste, e serdo usados outros valores de G. Antes de apresentd-los, serdo definidos algumas

unidades que serdo usadas no trabalho.

Definicao 2.4. A unidade Astronomica (UA) é definida como a distancia média entre o
Sol e a Terra, ou seja, uma média aritmética entre o periélio da Terra, que é a menor
distancia da Terra ao Sol e o Afélio, que é a maior distancia entre a Terra e o Sol. 1 UA

equivale a 1.4960 x 10! m.

Definicao 2.5. Massa Solar (M) é definida como a massa do Sol. 1 Mg, equivale a

aproximadamente 1,98 x 10%° kg.

A partir das unidades apresentadas anteriormente, obtém-se dois valores de G' em
dois sistemas de unidades. O primeiro € no sistema unidade astrondmica-massa solar-ano,

para o qual o valor de G é:

G = 4r*(UA)’ M ano™?,

enquanto que para o sistema unidade astrondmica-massa solar-dia, o valor de G é:

G = 2.959572553206070 * 10~ (UA)* M dia™>.
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2.1.3 Problema.

Nessa subsecdo apresenta-se o problema que serd analisado nesse trabalho.

Suponha inicialmente que se tem dois corpos com massas m; € ms, localizados
na posi¢do r; e ro de um sistema de coordenadas inercial e com velocidades 1, e 5 € que

0 Unico tipo de iteragc@o entre os corpos seja de origem gravitacional.

A forga sofrida pelo corpo de massa m; devido a presenca do corpo de massa ms

(€N

Fl _ Gmlmg(rz — I'1)

[rg —1y[?

Pela segunda lei de Newton

Gm1m2 (1‘2 — I’l)

miry = ‘1'2 _ I‘1|3 ,

¥, = M 2.1)

rg —1y[?

De forma anédloga, obtém-se

¥y = M (2.2)

vy —raf?
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Com isso define-se um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, que ao ser so-

lucionado, descreve a posi¢ao dos corpos de massa m4 € ms em cada instante de tempo.

O sistema de EDOs apresentado nas equacdes (2.1) e (2.2), é chamado de pro-
blema de dois corpos: duas massas pontuais m; € ms que sofrem apenas acao da forca
gravitacional do outro corpo. Esse modelo pode ser empregado para resolver, por exem-
plo, a dindmica de uma estrela dupla, que consiste em duas estrelas orbitando o centro de

massa comum.

Uma forma alternativa de resolver o problema de dois corpos, € reduzi-lo ao pro-
blema de Kepler equivalente. O problema de Kepler € um modelo matemético que con-
siste de uma massa orbitando uma massa central, que € fixa na origem do centro de co-
ordenadas. O problema de Kepler possui solucdo analitica. Interessante perceber que o
problema de Kepler aproxima muito bem a situagdo em que uma das massas € signifi-
camente maior que a segunda massa, de forma que seu deslocamento seja desprezivel.
Nesse caso, o problema de Kepler é uma 6tima aproximacdo do problema real, e ndo
¢ necessdrio a reducao do problema de dois corpos ao problema de Kepler equivalente,
bastando considerar a massa maior como fixa e resolver o problema de Kepler. Abaixo,
exibe-se como pode ser definido o problema de Kepler quando uma das massas é muito
maior que a outra. Nos préximos capitulos mostra-se como definir o problema de Kepler

equivalente a um problema de dois corpos genérico.

Suponha que a massa my >> m; e que seja fixa no espaco. Repare que, dessa
forma, o centro de massa fica muito préximo do corpo 2, com isso define-se um sistema

de coordenadas inercial com a massa msy sendo a origem, logo:



13

rgzrz—rzz()

e
" =r; —r,. (2.3)
Observe também que:
Fa = myis
e
mo >> My,
e portanto
To << T,

onde 73 € 0 mddulo do vetor ¥5 e onde 7, € o mddulo do vetor ¥;.

Isto mostra que a aceleracdo do corpo de massa my € praticamente nula, e o re-

ferencial é aproximadamente inercial. Nos préximos capitulos, mostra-se uma simulac¢ao
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numérica entre a diferenca do problema de Kepler e um problema de dois corpos com os

mesmos corpos, para mostrar que a aproximacao € de fato pertinente.

Substituindo a Equacao (2.3) na Equagdo (2.1), obtém-se

)
“h . 1
ry +ro = —GmQTs

r?|

Como 1, € desprezivel, tem-se

h
r
"~ —Gm
1 273
r7|

Com o sistema acima, calcula-se a posi¢do apenas do corpo de massa m, ja que,
nesse sistema de coordenadas, o corpo ms estd sempre fixo na origem. De fato, esse
sistema de coordenadas ndo € inercial, porque o corpo de massa ms sofre aceleragdo gra-
vitacional da massa m,, mas como se a massa do corpo 2 for muito maior que a massa do

corpo 1, aproximagdo € de 6tima qualidade.

Até agora discutiu-se o problema de duas massas pontuais que se atraem mutua-
mente apenas devido a acdo da forca gravitacional. Mas pode-se generalizar o problema

para mais corpos.

Suponha que se tenham trés corpos, de massas mi, ms € mg, localizadas nas
posicdes ry, ro € rg num sistema de coordenadas inercial com velocidades 11, ' € I's.

Logo a forca gravitacional que o corpo de massa m; sofre devido a cada um dos outros
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dois corpos €

F12 _ Gmlmg(rz — I'l)

lrg — 113

Gmlmg(r3 — I‘1)

F.s =
13 |I'3 _r1|3

Portanto a forca gravitacional total sofrida pelo corpo devido aos outros corpos é:

F, — Gmlmg(rg — I'1) Gmlmg(rg — I'1)
1=

vy — 113 r3 —1y[?

Pela Segunda Lei de Newton

. Gm1m2<r2 — r1) Gmlmg(rg, — I'1>

F, = = mqIy. 24

1 PN Its — 11]? miry (2.4)
Simplificando a Equacdo (2.4), obtém-se

f‘l _ sz(rz — I'1) Gmg(l‘,g — I‘l) (25)

vy — 113 rg — 193

Analogamente para as outras massas, obtém-se
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Gm1 (I’l — 1'2) Gm3<1‘3 — I'2)

(2.6)

-
? vy —raf? r3 —raf?

1'3 _ Gm1 (I‘l — I‘3) Gmg(r2 — I'3>

(2.7)

vy —r3f? ry —r3[?

Resolvendo o sistema formado pelas equacoes (2.5), (2.6) e (2.7), com as respec-
tivas posi¢cOes e velocidades iniciais de cada corpo, obtém-se a posi¢ao de cada corpo em
cada instante de tempo. Esse problema € conhecido como problema de trés corpos e em
geral ndo tem solugdo analitica, com a excecdo de quando o terceiro corpo se localiza
nos chamados pontos de Lagrange L, e L5, sendo necessario resolvé-lo numericamente,

como veremos nos proximos capitulos.

Até aqui foram apresentadas as equagdes do problema de Kepler, e dos proble-
mas de dois e trés corpos. Mas pode-se definir um problema geral de N corpos usando
a mesma ideia acima. Segue entdo o sistema de EDO’s que descreve a dinamica do pro-

blema de N corpos.

Seja um sistema de N corpos com massas my, mo, . . ., my; localizados nas posi-

coes ry,ro, ..., rN € com velocidades 11,13, ..., I'N.

Logo o problema de NV corpos € definido pela Equacgao (2.8)

N . . — .
= 3 Grmy(xy —13). i=1,....N. (2.8)

j=1,j#i vy — 1if?
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A Equacdo (2.8) é obtida aplicando-se a segunda lei de Newton a cada corpo, e
usando-se o fato de que as forcas que atuam entre cada par de corpos € a for¢a gravitaci-

onal.

2.2 Aspectos tedricos.

2.2.1 Unidades.

Nessa subsecdo apresentamos algumas unidades fisicas que serdo usadas durante

esse trabalho.

Definicao 2.6. A unidade Astronomica (UA) é definida como a distancia média entre o Sol
e a Terra, ou seja, uma média aritmética entre o periélio da Terra, que é a menor distdncia
da Terra ao Sol e o afélio, que é a maior distancia entre a Terra e o Sol. Portanto, 1 UA

equivale a 1.4960 x 10'* m.

Definicao 2.7. Massa Solar (M) é definida como a massa do Sol. Temos que 1 M

equivale a aproximadamente 1,98 x 10% kg.

2.2.2 Leis de conservacao.

2.2.2.1 Uma particula.

Aqui serdo apresentadas as leis de conservagdo que sdo usadas nesse trabalho, to-

mando por base os livros de [10] e [14].

Inicialmente desenvolvem-se as leis de conservacdo para uma Unica particula, e
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logo em seguida extendem-se os resultados para um sistema fisico constituido de varias

particulas.

Considerando um sistema de referéncias inercial na origem O, e uma particula

localizada num ponto P, define-se o vetor posi¢do r da particula como

ou seja, a velocidade de uma particula € igual a taxa de variagdo de sua posi¢ao com o

tempo.

O momento linear de uma particula € definido como

onde m € a massa da particula.

Se a particula sofre a acdo de uma forca externa resultante F, entdo aplicando a segunda

lei de Newton a particula tem-se
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F = p.

No caso em que a massa da particula é constante em relagdo ao tempo, a férmula acima

se reduz a

F =p=mv=mr,

que, € o mesmo resultado encontrado no capitulo anterior.

Se a for¢a externa resultante F sobre a particula for nula, tem-se o primeiro teorema de

conservacgao

Teorema 2.1. Se a forca externa resultante sobre uma particula for nula, entdo

p=0,

ou seja, o momento linear da particula se conserva ao longo do tempo.

Defini-se 0 momento angular de uma particula em relacdo ao ponto O como

I=r xp, (2.9)

e o torque de uma particula em relagdo a um ponto O como
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T=rxF.

O torque pode ser interpretado como o andlogo angular de uma for¢ca. Enquanto uma
for¢a resulta na variacao da velocidade de uma particula, o torque causa uma variacdo na
velocidade angular de uma particula, que € a taxa de variacao do angulo percorrido em

relacdo a um eixo de referéncia.

Da segunda lei de Newton aplicada a uma particula tem-se

e aplicando o produto vetorial com r, tem-se

rxF=T=rx—(mv),

dt
d d d
a(r x mv) = (vxmv)+ (rx %mv) = (r x £mv),
T:rxi(mv):ﬁ(rxn@v)zi. (2.10)

dt dt

A Equacdo (2.10) € a versdo angular da segunda lei de Newton.
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Logo, se o torque externo resultante for nulo, o momento angular da particula se

conserva ao longo do tempo. Tem-se, assim, a segunda lei de conservagao para particulas.

Teorema 2.2. Se o torque externo resultante sobre uma particula for nulo, entdo

ou seja, o momento angular da particula se conserva ao longo do tempo.

Na Subsecdo 2.2.4 serd realizada a deduc@o da segunda lei de Kepler, que esta diretamente

relacionada com esse teorema.

A préxima lei de conservagdo a ser deduzida € a de conservagdo de energia meca-

nica.

Agora fornece-se algumas defini¢des e resultados de calculo vetorial de [19] que

auxiliardo na dedugdo de lei de conservacdo de energia mecanica.

Definicao 2.8 (Campo Vetorial). Um campo vetorial é uma func¢do que associa cada

ponto do dominio a um vetor

No nosso trabalho, o campo vetorial usado € um campo gravitacional, o qual é
criado por uma particula que possua massa, e cada vetor desse campo € definido como
a forga gravitacional que uma particula de massa unitdria sofrerd se for colocada nessa

posicdo do espaco devido a presenca da primeira particula no espaco. A chamada forca
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gravitacional nesse ponto sobre uma particula € igual ao vetor do campo nesse ponto ve-

zes a massa da particula localizada nesse ponto.

Definicao 2.9 (Gradiente de uma fun¢do). Seja uma fungdo escalar diferencidvel f(x,y,z),

o gradiente de f é um campo vetorial definido por

Vf(x,y, Z) = (fx(x,y,Z),fy(iv,y, 2)7 fz(x,y,z))T,

onde f,arisvel representa a derivada parcial de f em relacdo aquela varidvel.

O gradiente de uma func¢ao escalar € um campo vetorial, em que cada componente

do vetor definido num ponto € o valor de uma das derivadas parciais da fun¢do no ponto.

Definicao 2.10 (Campo Conservativo). Um campo vetorial F é conservativo se

F(x7y7 Z) - Vf(x7 y? Z)?

para alguma fungdo escalar f(x,y,z).

O campo gravitacional é um campo conservativo porque € o gradiente de uma
func¢do escalar chamada de fun¢do potencial gravitacional, que é definida como a energia
potencial que uma massa unitdria possui por estar localizada nesse ponto do espago. A
energia potencial gravitacional é definida como o valor dessa funcdo no ponto multipli-

cada pela massa da particula localizada no ponto.
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Teorema 2.3 (Teorema Fundamental para as Integrais de Linha). Seja F' um campo ve-
torial conservativo tal que F' = V f, entdo a integral de linha de F' ao longo de um

caminho C que liga os pontos r1 e ro pode ser calculada como

[ Fdr = flra) = f(x0).

O trabalho de um campo F é uma integral de linha ao longo de um caminho C.
Como o campo gravitacional € um campo conservativo, pode-se aplicar o teorema. Desse
teorema, € que se deduz que o trabalho de um campo conservativo € independente do

caminho.

Seja g, o campo gravitacional, e F = m g, a forca gravitacional que uma particula
de massa m sofre em cada ponto do espago devido a presenga do campo gravitacional
g, entdo o trabalho da forca externa F sobre a particula durante um caminho que liga os

pontos ry e rp € definido como

W12 = / 2F.dI‘.

Usando a segunda lei de Newton e considerando que a massa m seja constante

r2 r2
Wiy = / mv.dr = m/ v.dr,
ri ry

e realizando uma transformacdo de coordenadas adequada, de forma que a varidvel de

integragdo se torne o tempo, tem-se
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to
W12 =m V.th,
t1

onde t; € o instante de tempo em que a particula estd na posi¢cdo ry e to é o instante de

tempo em que a particula estd na posi¢ao ra.

Sabendo que
d
%(V.V) =2V.v,
V.V =S
m [tz d
= — —uvdt
Wiz =7 /t it "
m 2 2
Wia = E(U(tz) —v(t)?) = K2 — K, (2.11)
onde
mu(t;)?
K’i = )
2

¢ chamada de energia cinética da particula no instante ¢;.
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Logo o trabalho realizado por uma for¢a numa particula durante o caminho que ligar; e

r, € igual a diferenca de energia cinética da particula nos pontos extremos do caminho.

Se g € conservativo, entio

g=—-VV,

onde V € a fung¢ao potencial gravitacional.
Logo

F(r) = mg(r) = —mVV(r) = =VU(r),

onde U € a energia potencial da particula de massa m adquirida por estar localizada na

posicaor.

Logo o trabalho que F exerce sobre a particula ao longo de um caminho C' que liga os

pontos ry arg é

LEM:—Avuszmywmg:m—%, 2.12)

Note que a Equagdo (2.11) exibe o trabalho entre os instantes ¢; e t, enquanto que a

Equacdo (2.12) expressa o trabalho entre os extremos da curva C'. Sabendo que U; € o
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valor da func¢do potencial na posi¢do r; e que a particula atinge essa posicdo no instante
t1 e Uy € o valor da fungdo potencial na posi¢do ry € que a particula atinge essa posi¢ao

no instante ¢, tem-se que

/CF.dr — U(ry) — U(rs) = U(x(tr)) — U(r(ts)) = Uy — Us. (2.13)

Igualando a Equacdo (2.13) com a Equacdo (2.11)

Ul—UQZKQ—Kl—>U1+K1:U2+K2,',E1:E2,

onde

Elt)=K(t)+U(t), (2.14)

¢ chamada de energia mecanica do sistema, a qual é a soma da energia cinética no instante
t com a energia potencial no instante ¢. Mais adiante na Subsecdo 3.1.2, serd apresentada a
forma hamiltoniana do problema de N corpos, de forma que T'(p(t)) = K(t),V(q(t)) =
U(t) e a energia mecanica F(t) equivale ao hamiltoniano H(q(t),p(t)) = T(p(t)) +

Viq(t)).

Logo conclui-se o seguinte resultado (Teorema 2.4)

Teorema 2.4 (Teorema de Conservacgdo de Energia Mecanica). Se as forcas que agem so-
bre uma particula sdo conservativas, entdo a energia mecdnica da particula se conserva

ao longo do tempo.
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2.2.2.2 Sistema de particulas.
Aqui estenderemos a discuss@o anterior a um sistema composto de /N particulas.
Aplicando a segunda lei de Newton para a :-ésima particula tem-se
N
S Byt B =g,

J=0,57#1

onde Fj; é a forga que a particula j exerce sobre a particula i, F;** € a forga externa que
particulas externas ao sistema exercem sobre a particula 7 e p; € o momento linear da

particula s.

Somando a expressao acima para todas as particulas, tem-se

N N N N
Y. 2 Fy+) F'=) pi
=0 1=0

i=0 j=0,5#i

Pela terceira lei de Newton, para cada for¢a F';; que a particula j exerce sobre a particula
i, existe uma reacdo F';; que a particula 7 exerce sobre a particula j, de forma que F;; = -

F;; e o somatorio duplo se anula.

N N
Y B =3 pi
i=0 i=0

A variacdo do momento linear total de um sistema de NV particulas é definido como
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‘ N
P = Z pia
i=0
de forma que

N

Z Fiext — P

1=0

Se a forca resultante externa ao sistema for nula, chega-se a primeira lei de conservagao

de um sistema de N particulas, que é apresentada no Teorema 2.5.

Teorema 2.5 (Teorema de Conservacdao de Momento Linear para um sistema de /N Par-
ticulas). Se a forca externa total aplicada a um sistema de N particulas é nula, entdo o

momento linear total é conservado ao longo do tempo, ou seja,

Com o objetivo de se obter a versdo angular, como no caso de uma particula,
toma-se a expressdo da segunda lei de Newton para a ¢-ésima particula e faz-se o produto

vetorial com o vetor posi¢do rj, entdo tem-se

N
Z (I‘i X Fij) +r; X Fiezt =7T; X pl
=0,j#i

Somado para todas as particulas tem-se
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N N N
Z (I‘i X Fij) + Zri X Fiezt = ZI‘i X pl
i,j=0,j7i i=0 i=0

Se F; for uma forga central, ou seja, atua ao longo de uma reta que une 0s corpos e
seu modulo s6 depende da distancia em relacdo a um ponto central; para cada expressao

r; X Fy; existe uma expressdo rj x Fj; de forma que (r; — r;j) x Fy; =0, logo

N N

ext :
E r; X Fi = E r; X pi-
=0 i=0

A expressdo a esquerda da igualdade € o torque externo total que o sistema sofre devido a
particulas externas ao sistema, enquanto que a expressao a direita representa 0 momento

angular total, pois como ja foi visto

N N d N .
Zri X pi = Z*(I‘i X pl) :le = L,
=0 =0 dt =0

onde L é o momento angular total do sistema, logo

Tt = 1, (2.15)

A Equacdo (2.15) é versdo angular da segunda lei de Newton para um sistema de N
particulas. Se o torque externo for nulo, entdo tem-se o segundo teorema de conservagao

para um sistema de NV particulas.

Teorema 2.6 (Teorema de conservagdo do momento angular para um sistema de N parti-
culas). Se o torque externo resultante for nulo, entdo o momento angular total do sistema

se conserva ao longo do tempo, ou seja,
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Note que se a forca externa resultante for nula, tanto o momento linear total quanto o

momento angular total do sistema se conservam.
A seguir provaremos a conservagao de energia para um sistema de N particulas.

O trabalho que a forca F' exerce sobre uma particula ¢ ao longo de caminho Cj

entre os pontos r;(t;) e rj(t2) é dado pela Equacao (2.16)

2
Wi:/ Fi.ds:/ m\?i.vidt:m/ Yt = Iy, — K. (2.16)
Ci Ci c 2

Logo o trabalho que a for¢a [ realiza sobre todas as particulas do sistema é

N N
W= ZWZ ZOK21 Klz KQ_Kla

onde K5 é a soma da energia cinética de todas as particulas do sistema no instante ¢, e

onde K; é a soma da energia cinética de todas as particulas do sistema no instante ;.

Como visto anteriormente, como g € um campo conservativo, entao



31

F=mg=-VmV =-VU.

Logo o trabalho total é

N N N N
W:ZOWZ-:g/CVFi.dszg—L_VUi.ds:;J(UM—UQ,i):Ul—UQ,

onde U, ; € a energia potencial da particula ¢ no instante ¢;, U, ; € a energia potencial da
particula 7 no instante ¢5, U; € a energia potencial de todo o sistema no instante ¢; e U, é

a energia potencial de todo o sistema no instante 5.

Logo

KQ—Kl:Ul—U2—>K1+U1:K2+U2.'.E1:E2,

onde E; é energia mecanica do sistema no instante ¢;. Logo tem-se a terceira lei de

conservacao para um sistema de N particulas, que é apresentada no Teorema 2.7.

Teorema 2.7 (Teorema de Conservacdo de Energia Mecanica para um sistema com N
Particulas). Se as particulas de um sistema estdo sujeitas somente a campos de forca

conservativos, entdo a energia mecdnica do sistema se conserva.
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2.2.3 Formulacao Hamiltoniana e Formulacio Newtoniana

Nessa subsecdo, mostra-se a relagdo que existe entre a formlacdo newtoniana e
a formulacdo hamiltoniana. Vamos usar como exemplo o problema de Kepler, mas o

resultado € andlogo para o problema de mais corpos.

Suponha que uma particula de massa m, esteja na posicao r com momento linear
p e sob acdo do campo gravitacional de uma massa M. Logo a formulacdo newtoniana

para o movimento dessa particula é

) (2.17)

que é obtida a partir da segunda lei de Newton e da Lei da gravitacao universal.

O hamiltoniano no nosso trabalho serd equivalente a energia mecanica, cuja formula é:

_ php AP GMm

2m Jr2 242

onde r = (rz,ry, r.)ep= (px,pyypz)-

H

A formulacao hamiltoniana obtida é

oOH <8H OH 6H> (2.18)

P = (g, Ty ) = oo = (22 22 9
o) = 55 =\ apa 3y 9
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oOH OH OH O0OH
D = 'rm‘ J‘Z = —X5_ — | T 2.19
P = (Pe, Py p2) or ( Ory Ory 0Tz> @19
Desenvolvendo-se a Equagdo (2.19), tem-se
oOH OH OH OH GMmr
p or ( or,’  or,’ 87"Z> rd (2.20)
onder = \/ri + 17+ 7.
e fazendo o mesmo com a Equacdo (2.18), tem-se
. _OH _(0H 9H 9H) _p
~op  \dp, 9p, p.)  m
Logo
=2 @.21)
m
Substituindo a Equacao (2.20) na Equacao (2.21) tem-se
g b _GMP (2.22)
m r

A Equacdo (2.22) € igual a formulacdo newtoniana apresentada na Equacao (2.17). Por-

tanto a formulac@o newtoniana e a formula¢do hamiltoniana s@o equivalentes.
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2.2.4 Leis de Kepler.

As trés leis de Kepler para nosso sistema planetario sdo: [8],[3]

e Primeira Lei: As Orbitas dos planetas sdo elipticas, com o Sol localizado num dos

focos.

e Segunda Lei: O vetor distancia entre cada planeta e o Sol percorre uma area pro-

porcional ao intervalo de tempo considerado.

e Terceira Lei: O quadrado do periodo de um planeta é diretamente proporcional ao
cubo do semi-seixo maior da orbita. Mais tarde usando-se as leis de Newton, essa
lei teve uma pequena corre¢do, ja que a constante de proporcionalidade depende da

massa da Estrela.

Agora faremos a deducido das leis de Kepler a partir das leis bdsicas da mecanica

newtoniana [16].

Suponha que:

e A estrela esteja centrada na origem do sistema de coordenadas cartesianas.
e A estrela esteja fixa na origem do sistema de coordenadas.

e As forgas gravitacionais interplanetdrias sejam despreziveis.

Essas suposicdes sdo razodveis num sistema de N corpos, quando um dos corpos

¢ muito mais massivo que os demais, como € o caso do sistema do nosso trabalho. Ja para
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sistemas com estrelas duplas ou triplas o modelo ndo d4 uma boa aproximagao.

A Forca Gravitacional, a qual também € a forc¢a resultante, que a estrela exerce sobre um

planeta € definida como

GMm

F = —Wr,

(2.23)

onde M € a massa da estrela, m € a massa do planeta e r € a posi¢do do corpo em movi-

mento em relacdo a estrela de massa M.

De acordo com a segunda lei de Newton temos

F = mr. (2.24)

Igualando as equacgdes (2.23) e (2.24) chegamos a

GM

‘I‘|3 r.

= —

(2.25)

Resolvendo a EDO apresentada na Equacao (2.25), com a posicao e velocidade inicial do

corpo, chega-se na 6rbita do planeta de massa m.

Realizando o produto vetorial de r pela Equagdo (2.25) tem-se
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.. GM
rxr=-rx —r=0.
r[3

Como
i(rxf)—fxf—eri‘—rxi‘
dt B B ’
tem-se que
d
%(I‘XI")—O,
e que
rxr=1,.

Logo o vetor posicdo r é sempre perpendicular ao vetor 1,,, € o movimento € planar, por
isso a partir desse momento trataremos o problema de forma planar. Note também que 1,

¢ o momento angular por unidade de massa.

Definiremos agora um sistema de coordenadas polares a partir do sistema de co-

ordenadas cartesianas para deduzir as leis. Inicialmente definimos dois vetores unitarios



>
=
I

=

onde o vetor § € um vetor perpendicular ao vetor unitério t.

Nesse sistema, o vetor posi¢ao do planeta serd

e a velocidade

Em coordenadas cartesianas temos

£ = (cosf(t),sinf(t))

>

= (—sinf(t),cosO(t)).

37

(2.26)
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Entao

= (— sin(6)6), 008(8)9) = 00. (2.27)

Substituindo a Equacdo (2.27) na Equacgdo (2.26) temos

De forma andloga obtemos a aceleracao

¢ = 7+ 7 4 700 + 100 + 160, (2.28)

A derivada de 0 é

0 = (= cos(8)0, — sin(0)8) = —6¢. (2.29)

Substituindo as equagdes (2.27) e (2.29) na Equacao (2.28), temos

i = i + 700 + 700 + r60 — r6°¢ = (7 — r6®)¢ + (270 + r0)4. (2.30)

Usando a Equagdo (2.30) na Equacgao (2.25) temos
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(7 — r6?)f + (270 + r@)@ = —GMI' = —GMf', (2.31)

que ¢é a forma polar do problema de Kepler. Da Equagdo (2.31), temos a componente

tangencial e radial que serdo usadas para deduzir as leis de Kepler.

2.2.4.1 Segunda lei de Kepler.

Aqui serd deduzida a segunda lei de Kepler a partir da componente tangencial do

movimento obtida na Equacdo (2.31).

Observando a Equacgdo (2.31), temos que

270 + 16 = 0, (2.32)

jé que a componente tangencial do lado direito € nula.

Multiplicando a Equacao (2.32) por r, temos

20 + 120 = 0. (2.33)

Note que a Equacdo (2.33) equivale a
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E portanto

0 = C, (2.34)

onde C é uma constante arbitraria.

O momento angular de um corpo foi definido na Equacao (2.9) como

l=r x mv. (2.35)

Sabendo que

r x mv = m[r x (it +r60)] = mr20(¢ x 0)

O médulo do momento angular definido na Equacao (2.35) é

I = m|r?||t x 8] = mr26, (2.36)

Derivando a Equacdo (2.36) em relagc@o ao tempo, temos que
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Portanto o0 médulo do momento angular se conserva.

Observe a Figura 2.1, onde 66 é um deslocamento angular infinitesimal.

Figura 2.1: Segunda Lei de Kepler

Note que a subdrea da elipse percorrida pelo planeta num intervalo de tempo infinitesimal

06 pode ser aproximado por um tridngulo, cuja altura é r e a base é uma reta de compri-

mento igual ao arco percorrido 796. Quando 5leimo’ a aproximacao € exata. Com o auxilio
_)

da Equacdo (2.34), temos que

dA _ . 0A 1?0 r20

PR T Ay el

= (). (2.37)

Portanto a variacdo da subdrea percorrida por unidade de tempo € constante, como enuncia

a segunda lei de Kepler.
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2.2.4.2 Primeira lei de Kepler.

Vamos agora deduzir a primeira lei de Kepler.

O moédulo do momento angular por unidade de massa de um corpo é

L = 120, (2.38)

e combinando com a componente radial da aceleracao obtido na Equacao (2.31), tem-se

que
P—rf? = ——GJQW,
r
obtemos
R GM
e 5= (2.39)
1
Supondo que r = —, temos
u
u  odudd du

(2.40)

F=——

- - _lmia
@ dedt 0

e usando a Equacdo (2.40), temos que a segunda derivada é
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: d*u
22
0=—-1lu ¥R (2.41)

_ g ddu_ _, du
T mdrdn T dee

Substituindo a Equacao (2.41) na Equacdo (2.39) e cancelando os termos comuns, temos

d*u GM

Resolvendo a EDO definida na Equacdo (2.42), obtemos a funcio

u(f) = Cjiw[l —ecos(f — 6y)].

m

1
Sabendo que u = — e considerando 6,=0, temos
r

rf) = ——°= (2.43)

2
m

GM

onde r, = e e é a excentricidade.

Como pode ser visto no Apéndice A, a Equacdo (2.43) € a equacdo polar das
conicas. A Equacdo(2.43) pode representar uma uma elipse, como afirma a primeira lei,
assim como pode ser outras conicas como uma parabola ou uma hipérbole, dependendo
do valor da excentricidade. Como os planetas tem excentricidade entre zero e um, as

Orbitas planetérias sdo sempre elipses como afirma a primeira lei de Kepler. No entanto,



a lei pode ser estendida também para outros corpos em que as Orbitas sdo parabdlicas ou

hiperbdlicas como cometas e asterdides.

2.2.4.3 Terceira lei de Kepler.

Aqui vamos deduzir a terceira lei de Kepler.

A drea de uma elipse € igual a

A = mab,

onde a é o comprimento do semi-eixo maior € b é o comprimento do semi-eixo menor.

Usando as equacdes (2.38) e (2.37) deduzimos que

Logo temos que

dA

A==
dt

T,

onde T € o periodo, ou seja, o tempo que o corpo faz uma revolugdo completa em torno

da estrela.



Entao
A 2mab 42 a?h?
o lim 12,
Sabendo que
Te
a4 =
1 —e?
e
b=
CV1I—e?
temos
72 4r2a’b? 4r2a’r? 4r2a®  Am? Ko
12, (1-e2)GMr. GM GM

O que prova a terceira lei de Kepler.

45
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3 SIMULACOES NUMERICAS.

3.1 Escolha do método.

Muitos problemas fisicos sdo modelados por sistemas de equagdes diferenciais,
que descrevem a evolucao no tempo do estado do sistema. Muitos deles t€ém a propriedade
de conservar uma grandeza ao longo do tempo, como, por exemplo, a energia mecanica do
sistema de equacdes do problema de N corpos. Tais problemas sdo chamados conservati-
vos ou hamiltonianos. Para a grande maioria desses sistemas, nao existe solu¢do analitica,
ou entdo, a solucao € dificil de encontrar, e se recorre a métodos numéricos para encontrar
as solugdes desse sistemas. Segundo [20], quando é desejado encontrar a solu¢ao numé-
rica de um sistema hamiltoniano com métodos padrdes, ainda que bem definidos, ndo se
tem informacgdo alguma da geometria natural do sistema hamiltoniano. O que geralmente
se faz, € monitorar a conservacido de energia mecanica e utilizar técnicas que forcam a
solu¢do numérica a permanecer numa faixa de energia escolhida. De forma a valorizar a
geometria natural dos sistemas hamiltonianos, foram criados os Algoritmos Integradores
Simpléticos que objetivam preservar a estrutura geométrica dos sistemas hamiltonianos, e
que tém geralmente uma melhor performance em longas simulagdes, preservando a ener-
gia mecanica em média. Essa estrutura geométrica é chamada de drea simplética, e é

calculada da seguinte forma:

e Para cada par de vetores de posi¢do e momento linear, define-se um plano. Por
exemplo, em cada instante de tempo temos o vetor posi¢dao ; € momento linear p;

para o corpo 1 e obtém-se a area do plano definido por esses dois vetores.

e Chama-se de drea simplética a soma das dreas dos planos definidos por cada corpo

em cada instante de tempo.
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Um método simplético, portanto, visa preservar a area simplética ao longo do tempo.

Nas subsecdes 3.1.1 e 3.1.2 ser@o introduzidos dois métodos para resolver nume-
ricamente o problema de N corpos: o método de Runge Kutta de Quarta Ordem, que é
um método padrdo, muito utilizado na solucao de sistemas de equacdes diferenciais em
geral, e um método simplético de Quarta Ordem chamado de método de Ruth. Apds a
apresentacdo destes métodos, serdo exibidos na subse¢do 3.1.3 os testes que evidenciam

que o método simplético apresenta melhores resultados, como era esperado.

3.1.1 Método de Runge Kutta de quarta ordem.

O problema originalmente € constituido por equacdes diferenciais de segunda or-
dem, mas € convertido para um sistema de equagdes de primeira ordem para podermos
usar o0 método. O método para uma equacio € equivalente ao método para o sistema.
Nessa secdao deduz-se o método de Runge Kutta de segunda ordem, mas pode-se obter
de forma andloga o método de quarta ordem que foi usado no trabalho, bastando usar o

polindmio de Taylor com ordem mais elevada.

Seja a Equacdo (3.1) uma equacdo diferencial ordindria de primeiro grau

y(t) = f(ty). 3.1

Para iniciar a deducdo, utiliza-se o Teorema 3.1

Teorema 3.1 (Teorema de Taylor). [2] Seja y(t) € C"[a,b), tal que Iy (t) em [a,b]
comtet+At € |a,bl,



entdo 3§ € [t,t + At], tal que

y(t + At) = P, + E,,

com
L S ATV
=0 :
e
n+1
En — Yy (5) (At)n+1.
(n+1)!
Paran =2

y(t + At) = y(t) + y'(t) At + yﬂz(t) A + O(AH).

Substituindo a Equacao(3.1) na Equacio (3.2)

y(t+At) = y(t) + ft,y) At + f’(;, v)

Sabendo que

A + O(AP).

48

(3.2)

(3.3)
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0f(ty(t) | 0 (ty(t) ,

7)) = S I ), (3.4)

e substituindo a Equacdo (3.4) na Equacao (3.3), tem-se

A2 Of(t, y(t)) N A Of(t,y(t))

y(t+ At) = y(t)+ f(t,y) At + 5 5t 5 By

Y (1) +O(AL?). (3.5)

A Equacdo (3.5) equivale a

y(t + At) = y(t) +af(t +a,y + B) + O(AL?),

para algum a,« e 3. Para encontra-los, usaremos o Teorema 3.2.

Teorema 3.2 (Teorema de Taylor para duas varidveis). [2] Suponha que f{(t,y) e todas as
suas derivadas parciais de grau menor que (n+1) sdo continuas em D={(t,y), a <t < b,
¢ <y<d}eque(ty) €D. EntdoV (ty) € D, & € [t,t + At] e I € [y,y + Ay, tais

que

ft+ Aty + Ay) = P, + E,,

com
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1 & (n+1 n+l—i ;0TS )

Paran =1

af(t+a,y+8) =af(t,y) +aa?tc(t, Y) +aﬂg£(t, y) +O(A?) + O(Ay?) + O(AtAy).

Paraa f(t + a,y + [3) ser igual a Equagdo (3.5), os valores tem que ser

a = At,

A

Logo
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A2 Of(t,y(t)) N A Of(t,y(t))

y(t + At) = y(t) + f(t,y) At + ) ot 5 Dy Y (t) + O(A?).

y(t+At) = y(t)+ALf (t + A;, Y+ A;f(t, y)> +O(A?)+O(AY*)+O(AtAY)+O(AF).

Como y € uma fungio de ¢, entdo

y(t+At) = y(t)+ALf (t - Azt, Y+ A2tf(1ﬁ, y)) +O(A)+O(A)+O(A)+O(AP).
y(t+ At) =y(t) + At f (t + A;,y + A;f(t,y)) + O(A?). (3.6)

A Equacdo (3.6) € a formula do método de Runge Kutta de Segunda Ordem.

O que foi feito nessa se¢@o, foi usar uma estimativa de Taylor para a funcéo y(t)
de ordem n + 1, aproximar a segunda derivada através de Taylor de Ordem N para uma
fun¢do de duas varidveis, e com isso obter um método que s6 depende da primeira deri-
vada de ordem N. De forma andloga, o Runge Kutta de Quarta ordem estima o valor da
funcdo usando um polindmio de Taylor de Quinta Ordem, aproxima as derivadas através

de Taylor para duas varidveis com Ordem 4 e obtém um método de Ordem 4.

O pseudo-c6digo do Runge Kutta de Quarta € apresentado na Figura 3.1, enquanto

que as formulas estdo apresentadas na Figura 3.2.
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a,b,n,y0

% b= fim da malha,

% n= numero de intervalos
%3 v0 = wvalor inicial
h=(b-a)/n;

t=a:;

y=y0;

for i=1:N

Kl=h*f(t,v):

E2=hn*f (t+h/2,v+K1/2);
E3=h*f (t+h/2,v+K2/2);
K4=h*f (c+h, v+E3/2) ;

v=y+ (K1+2*K242*K3+K4) /6;
t=a+i*h;

end

Figura 3.1: Pseudo-c6digo do Runge Kutta Quarta Ordem.
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.ill'| — .F-'fIIJ 1, Wy + .ill.':;].

1
Wiy = Wy - f;:h| - ghj T QLZ;—— h;}.

Figura 3.2: Férmulas do Runge Kutta Quarta Ordem.
(2]
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3.1.2 Método de Ruth.

Nessa secdo aborda-se um método simplético de quarta ordem, o método de Ruth

[91 [23].

Considere inicialmente um sistema de equacdes diferenciais em forma hamiltoni-

ana
. O0H
q= p 3.7
e
. oH
P= _37q’ (3.8)

onde q € o vetor posi¢ao, p € o vetor momento linear € // € o hamiltoniano do sistema.
O sistema formado pelas equagdes (3.7) e (3.8) € equivalente ao problema apresentado na
Equacido (2.8). O hamiltoniano H pode representar, por exemplo, a energia mecanica &

definida na Equacao (2.14).

Seja z um vetor constituido pelos vetores posi¢ao ¢ € momento linear p, ou seja,

z=(q,p);



logo sua variagdo no tempo €

oz. 0z.

z:a—qq+a—pp.

Usando as equacdes (3.7) e (3.8), obtém-se

0z0H 0z0H

“Toqop Opoq’

i:DHZ,
onde
OF 0G  OF 0G
IpgF =292 N0
“ " dqop p dq

E a solu¢do formal exata do problema é:

z = ePHly,

onde zq € a condicao inicial do problema.

54

1¢ um operador bilinear chamado de parénteses de Poisson, definido para quaisquer duas funcdes F e

G no espaco de fase.
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Suponha que o hamiltoniano H(q, p) seja separdvel, ou seja, constituido de uma

soma de parcelas de forma que cada parcela s6 dependa de uma das variaveis, logo

H(q,p) =T(p)+V(a),

onde 7' pode representar, por exemplo, a energia cinética e ' a energia potencial U, defi-

nidas na Equacao (2.14).
Neste caso o operador Dy também € separdvel e portanto

Dy = Dy + Dy.

Substituindo esses resultados na solucdo formal, tem-se

z = e(PrDv)tg (3.9)

Segundo [23], existem escalares k, ¢; e d;, de forma que

k
o(DT+DV)t _ I1 DTl DVE L (1), (3.10)
i=1

Substituindo a Equacdo (3.10) na Equacao (3.9), tem-se
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Sabendo que

ediDvty (Z WDV)) z=(1+d;itDy)z,

|
n=0 n:

Dyz =0,Vn > 1,

eciDth — <Z (CZt'DT)> 7 = (1 -+ C,L-tDT)Z,

|
n=0 n:

Diz =0,Yn > 1,

portanto

k
7= H(l + CZtDT)(l -+ ditDv)ZU.
=1

Para cada fator do produtério que contém d;, tem-se que

oV

< —tdzi,
PP dq
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enquanto ( ndo se altera, e para cada fator do produtério que contém c;, tem-se que

q < q+tci77
P

enquanto p ndo se altera.

Para cada £, pode ser obtido um método simplético.

Para k = 1, tem-se ¢; = d; = 1 e obtém-se o chamado método de Euler simplético

[13].

Para k£ = 2, tem-se o chamado método de Stomer-Verlet [17].

01:% CQZ% d1:1 d2:0
e Para k = 3, tem-se
=1 C2=—§ 03—% d1=—2*14 d2=% dgzi.
e Para k = 4, que € o método de Ruth, tem-se:
1 1-23 1
Cl =C4 = T Cg=0C3 = ——1 di = ds = T
2(2—23) 2(2—23) 2-23
1
dy=—-21 dy=0

O cdlculo dos coeficientes para k = 3 e para k = 4 podem ser encontrados em [9].
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3.1.3 Testes.

Nessa subsecdo apresentam-se os testes que foram utilizados para auxiliar na esco-
lha do método numérico usado para resolver os problemas no restante do trabalho. Como
Ja dito nessa secdo, foram testados dois candidatos: o Runge Kutta de quarta ordem e o

método de Ruth.

O primeiro teste foi realizado para um problema de Kepler, que consiste no mo-
vimento de um planeta sob a acdo de um potencial gravitacional gerado por uma massa
pontual localizada no centro do sistema de coordenadas, como apresentado na Subsegao
2.2.4. Nesse exemplo o planeta € a Terra sob a a¢do do potencial gravitacional solar, ini-
cialmente no periélio, que € a posicdo mais proxima ao Sol. Primeiramente, resolveu-se
o problema através de cada método para um periodo de 10 anos, com uma malha de 2'°
pontos, € a seguir resolveu-se 0 mesmo problema para um periodo de 6400 anos com a
mesma malha, afim de medir a evolucao do erro com o aumento do tempo de simulacao.
A medida de erro escolhida foi o erro relativo da energia mecéanica em relagdo a energia

mecanica nas condic¢des iniciais.

As figuras 3.3 e 3.4 mostram o erro para o teste feito para o método de Ruth. Note
que o erro relativo da energia mecanica oscila com o passar do tempo, mas a ordem do
erro fica limitada na ordem de 10~° tanto para a simulagiio de 25 anos quanto para a si-
mulacdo de 6400 anos. As figuras 3.5 e 3.6 mostram o erro usando o método de Runge
Kutta. Note que ao contrario do teste anterior, quando o tempo de simulagdo aumenta
de 25 para 6400 anos, o erro aumenta da ordem de 10~* para 10~!. Portanto, os testes
indicam que para o problema de Kepler, o método de Ruth teve melhor resultado que o
método de Runge Kutta, ja que o erro relativo a energia mecanica ficou limitado para as

simulagdes, enquanto o método de Runge Kutta apresentou um erro aumentando de forma
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crescente em relacdo ao tempo de simulagdo.

Portanto, para o problema de Kepler, os testes indicaram que o método de Ruth
¢ melhor. Ele conserva a energia em média enquanto o método de Runge Kutta nio a
conserva. E o que ocorre com mais corpos? Para observar o comportamento dos métodos
em problemas mais complexos, fez-se um teste semelhante para um problema de 3 corpos

para verificar se o método de Ruth continua apresentando melhores resultados.

Os dados foram extraidos de [12]. O modelo consiste de 3 corpos, uma estrela de
massa solar estaciondria no centro, um planeta jupiteriano (massa da ordem de Jupiter)
com Orbita circular de periodo de 4 dias e um planeta com massa igual a Terra orbitando
a estrela numa Orbita eliptica com excentricidade 0.7 e com semi-eixo maior 0.05 UA.
Inicialmente simulou-se o modelo para um periodo de 10 dias com uma malha de 10
pontos e a seguir foi simulado para 10240 dias com a mesma malha. As figuras 3.7 e 3.8
mostram os erros usando o método de Ruth. Note que o erro relativo a energia mecénica
inicial, para simula¢do de 10 dias, foi da ordem de 10~'* e aumentou para a ordem de
10~'2 quando aumentou-se o periodo de simulagio para 10240 dias. As figuras 3.9 e 3.10
exibem os erros nos testes para o método de Runge Kutta. Note que o erro relativo a
energia mecAnica inicial para simula¢do de 10 dias foi da ordem de 10~'3 ¢ aumentou

para 10~ quando aumentou-se o periodo de simulagdo para 10240 dias.

Portanto, assim como no exemplo de Kepler comparado anteriormente, o0 método
de Ruth obteve maior sucesso em conservar a energia mecanica do sistema ao longo do

tempo e serd o método escolhido para resolver os problemas nos préoximos estudos.
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3.2 Problema de Kepler.

3.2.1 Introducao.

Nessa secdo serd apresentada a andlise numérica do problema de Kepler, que é
o problema de N corpos mais simples. Como definida na Subsecdo 2.2.4, o problema
consiste de duas massas pontuais m; € msy, com m; >> my. Suporemos também que a
massa m; estd na origem do sistema de coordenadas e fixa, enquanto a massa ms orbita
a massa m; numa Orbita eliptica, parabdlica ou hiperbdlica, com m; localizada num dos

focos. O problema é modelado, a partir da segunda lei de Newton, pela EDO

. rs
o = Gm1 35
U]

onde r; € a posi¢do da massa ms no instante ¢, ro € o médulo do vetor ro, GG € a constante

gravitacional universal, m; € a massa do corpo fixo num dos focos.

Nas proximas subse¢des, simula-se o sistema Terra Sol, com o Sol sendo a massa
m; e a Terra a massa msy. O Sol estd inicialmente localizado na origem, enquanto que a
Terra esta localizada no eixo x no periélio, que é sua posi¢do mais préxima ao Sol. Os

dados iniciais estido resumidos na Tabela 3.1.

3.2.2 Teste de malha.

Nessa subsecdo exibiremos o teste de malha do problema. O intervalo total de

simulagdo € de 4 anos, e a malha inicial contém apenas dois nds, que sdo o ponto inicial
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Terra Sol
massa(M) 3.003%x107% | 1
x(UA) 0.9832 0
y(UA) 0 0
Pz (Ms UA/ano) 0 0
py (Mg, UA/ano) | 1.918 x107° | 0

Tabela 3.1: Condig¢des iniciais do problema de Kepler.

e 0 n6 que representa 4 anos. Depois obtemos uma segunda malha, cujo espacamento €
a metade do intervalo anterior; € obtemos um vetor cujas componentes sdo as diferencas
dos nds que t€m correspondentes nas duas malhas. Nesse primeiro caso a primeira malha
tem dois nds: o primeiro é ¢ = 0, que representa o nd inicial, € o segundo representa o
instante de tempo de 4 anos. Na segunda malha, temos trés nds: o né inicial representa
o instante ¢ = 0, o segundo no representa o instante ¢ = 2 anos, € o final representa o
instante £ = 4 anos. Portanto, os nés que possuem correspondentes nas duas malhas sio
t = 0 et = 4. Faz-se a subtracio dos valores da varidvel que possuem correspondentes
nas duas malhas, os nds t=0 e t=4; guardam-se os resultados num vetor e calcula-se a
norma do vetor. A medida que o processo é realizado para malhas cada vez menores, se
a solug@o numérica obtida pelo método convergir para algum resultado, a norma tende a

Z€ro.

As figuras 3.11 a 3.14 mostram o erro obtido, em escala logaritmica, ao refinar a
malha para cada uma das varidveis usando o método de Ruth. A varidvel NV no gréfico
representa a malha com 2" intervalos. Note que, o erro aumenta até a malha 6 e depois
decresce até a malha 15, onde se estabiliza. Tabelas exibindo mais detalhes do teste
podem ser encontradas no Apéndice B.1. Note que os resultados indicam que a solucao

numérica, obtida utilizando o método de Ruth, estd convergindo.
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Figura 3.11: Teste de malha para a coorde- Figura 3.12: Teste de malha para a coorde-

nada horizontal da posic¢ao. nada vertical da posicao.
4 — 4
-6- 6
g B .
£ £
S 10 g -0
g 12 g 12 - ~
T T k
16O 5 1b 15 20 _160 5 10 15 20
N N

Figura 3.13: Teste de malha para a coorde- Figura 3.14: Teste de malha para a coorde-
nada horizontal do momento linear. nada horizontal do momento linear.

3.2.3 Solucao numérica.

Apresenta-se nessa subsecdo uma simulacdo numérica do problema de Kepler du-
rante um tempo de simula¢do bem mais longo que 4 anos. Novamente temos o sistema
Terra-Sol com condi¢des iniciais apresentadas na Tabela 3.1, porém num tempo de simu-
lagdo de 10° anos com intervalo de tempo de 9,313 - 10~* ano (= 8 horas). Nas figuras
3.15 e 3.16 apresentam-se a Orbita e a distancia da Terra ao longo do tempo. Note que a
distancia da Terra ao Sol varia, aproximadamente, entre o periélio da Terra (0,98 UA), e
o afélio da Terra (1,02 UA), como era previsto e a orbita € eliptica, o que concorda com
a primeira lei de Kepler. Nas préximas subsec¢des verifica-se se a solu¢do obedece as leis

de conservagdo fisicas e estima-se o erro através das leis de Kepler.
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Figura 3.15: Plano orbital da Terra. Figura 3.16: Distancia da Terra ao Sol.

3.2.4 Verificacao.

Nessa subsecdo verificaremos se a solucdo numérica exibida na se¢do anterior
obedece as leis fisicas. O problema de Kepler, apesar de ser um problema de dois corpos,
€ resolvido como um problema de um corpo, que sofre a agdo de uma forca externa,
que € a forga gravitacional, pela massa fixa. O momento angular se conserva como foi
visto na Subsec¢do 2.2.2, porque apesar de existir uma forca externa, ela € central, o que
resulta num torque externo nulo. A energia mecanica também se conserva, porque sO
estdo agindo forcas conservativas, no caso a forca gravitacional. Seguem nas Figuras
3.17 e 3.18 os resultados dos testes. Nos testes usam-se como métricas o erro relativo

definido na Equacdo (3.11) para a energia mecanica € 0 momento angular.

, (3.11)

onde M ¢ a varidvel analisada, M (t) é o valor da varidvel no instante ¢ e M (0) é o valor

da variavel no instante inicial ¢ = 0.

Note que, nos testes de energia mecanica e da componente perpendicular ao plano

orbital do momento angular, apresentados nas figuras 3.17 e 3.18, o erro relativo ficou
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Figura 3.17: Erro relativo da energia meca- Figura 3.18: Erro relativo do momento an-
nica. gular Z.

na ordem de 1071 e 10~ respectivamente, mostrando que a solucio obedeceu satisfa-
toriamente as leis de conservagdo previstas. Quanto as outras componentes do momento
angular, os gréficos ficaram exatamente nulos, o que também era previsto teoricamente,

jé que o problema € planar.

3.2.5 Validacao.

Nesta subsec¢do, validaremos a solu¢@o encontrada através das leis de Kepler. O
erro em relacdo a primeira lei de Kepler foi computado usando a equagdo em coordenadas

cartesianas da elipse, que é

onde a é o semi-eixo maior, b é o semi-eixo menor, e x e y sdo as coordenadas da solugcdo
exata num determinando instante de tempo. Usando as coordenadas x e y na parte es-
querda da equacdo, o resultado deve ser sempre 1 como afirma a equagdo. Porém, ao usar

as coordenadas calculadas numericamente, o resultado difere da unidade, e definimos o

€1rro Como
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2 2
T Ty

onde r, e 1, sdo as coordenadas calculadas numericamente.

A segunda lei de Kepler afirma que a drea percorrida em intervalos de tempos

iguais € constante. A drea percorrida num intervalo de tempo dt € calculada como

onde r € o médulo do vetor posi¢do, p € o médulo do vetor momento linear e m € a massa.
Para estimar o erro, inicialmente calculamos a drea percorrida no primeiro intervalo. De-

pois para cada instante de tempo, calculamos o erro como:

E = |A(t) — Ao,

onde A(t) é a drea percorrida entre os instantes ¢t — dt e t, e A(0) € a area percorrida no

primeiro intervalo.

Os resultados encontram-se nas figuras 3.19 e 3.20. Note que, mais uma vez, 0s
erros relativos apresentados sdo baixos, o que sugere que a solucdo numérica encontrada

é confidvel para uma aproximacio de ordem 10~%.
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Figura 3.19: Erro da primeira lei de Kepler. Figura 3.20: Erro da segunda lei de Kepler.

3.2.6 Conclusao.

Nesta sec¢do resolvemos através do método de Ruth, um método simplético de
quarta ordem, o problema de Kepler num periodo de 10° anos, um periodo de tempo
curto astronomicamente, mas bastante longo em termos computacionais, verificamos e
validamos a solu¢do numérica encontrada através das leis de conservacio fisicas e das
leis de Kepler. O objetivo foi verificar se 0 método de Ruth e o c6digo implementado sdao
adequados para resolver problemas de N corpos, jd que nesse caso especial, a solu¢ao
analitica era conhecida e pode-se avaliar o erro exatamente. Nas proximas sec¢oes, usa-
remos 0 mesmo método para resolver casos mais complexos, em que nio teremos mais

uma solugdo analitica para verificar o erro, mas o estimaremos através das leis fisicas.

3.3 Problema dos dois corpos.

3.3.1 Introducao.

Nesta secdo apresenta-se uma solu¢do numérica para o problema de dois corpos
e avalia-se a qualidade da solugdo através das leis de conservagdo fisicas e das leis de
Kepler. O problema analisado nas préximas subsecdes, consiste de uma estrela dupla, ou

seja, duas estrelas que orbitam o centro de massa comum e a mesma massa. As condi-
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Estrela 1 | Estrela 2
massa(M) 1 1
x(UA) 1 -1
y(UA) 0 0
Pz (Mo UA/ano) 0 0
Dy (M UA/ano) \/g —\/g

Tabela 3.2: Condicdes iniciais da estrela dupla.

coes iniciais estdo resumidas na Tabela 3.2. Na proximas secOes faz-se um teste de malha
para avaliar se a solucdo numérica converge. A seguir, exibi-se a solucdo numérica para
um periodo de 10° anos. Na se¢dio de verificacdo, usam-se novamente as leis de conser-
vacgdo fisicas, enquanto que na validagdo usam-se as leis de Kepler para o problema de
Kepler equivalente, o qual serd explicado com mais detalhes na se¢do para medir o erro.

Finalmente, na dltima subsec¢io, mostram-se as conclusoes.

3.3.2 Teste de malha.

Nessa subsecao exibe-se um teste de malha de forma semelhante a secao anterior,
para avaliar se a solu¢do numérica com o método de Ruth converge neste caso. A dife-
renga para o teste anterior, ¢ que dessa vez avalia-se a convergéncia para cada uma das
componentes de posi¢cdo e velocidade de cada corpo, enquanto que anteriormente o teste
foi realizado apenas para o corpo em movimento. Os resultados sdo exibidos nas figuras
3.21 a 3.24 em escala logaritmica, para uma das estrelas. A varidvel N em cada gréfico
representa a malha de 2" intervalos. Os resultados para a outra estrela sdo iguais e, por
isso, omitimos os resultados. Tabelas exibindo mais detalhes do teste podem ser encon-
tradas no Apéndice B.2. Como pode ser notado, para todas as varidveis o erro tende a
decrescer até a malha 15 e depois se estabiliza entre -10 e -15, ou seja, quando o erro esté

entre a décima e a décima quinta casa decimal.
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Figura 3.21: Teste de malha para a coorde- Figura 3.22: Teste de malha para a coorde-
nada horizontal da posic¢ao. nada vertical da posicao.
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Figura 3.23: Teste de malha para a coorde- Figura 3.24: Teste de malha para a coorde-
nada horizontal do momento linear. nada horizontal do momento linear.

3.3.3 Solucao numérica.

Nessa subsecdo exibe-se a solucao numérica usando o método de Ruth, para a
estrela dupla com dados iniciais exibidos na Tabela 3.2, num periodo de 10° anos. As duas
estrelas apresentaram a mesma Orbita, um circulo de raio unitdrio centrado na origem,
sendo que a diferenca € que estavam em posicdes diferentes no circulo em cada instante
de tempo. A defasagem € mostrada nas figuras 3.26 e 3.27. Na Figura 3.26 por exemplo,
note que no instante inicial a estrela 1 estd na coordenada x=1 enquanto que a estrela 2
estd na coordenada x=-1, o que concorda com a Tabela 3.2. na Figura 3.27 € exibida a

defasagem na coordenada y das estrelas, que inicialmente estao em y=0.
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Figura 3.25: Solu¢do numérica do problema de dois corpos.
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Figura 3.28: Erro relativo da energia meca- Figura 3.29: Erro relativo da componente

nica. normal do momento angular.

3.3.4 Verificacao.

Nessa subsecao apresentaremos os testes com as leis de conservagao fisicas para a
solucdo exibida na secdo anterior. Os resultados sdo apresentados nas figuras 3.28 e 3.29.
Note que o erro da energia mecanica e o da componente normal ao plano do momento
angular sdo da ordem de 10~'2. J4 o valor das outras componentes do momento angular,

assim como todas as componentes do momento linear permaneceram nulas.

3.3.5 Validacao.

Nessa subse¢do apresenta-se o erro relativo em relacao as leis de Kepler. De fato, o
problema de dois corpos nao satisfaz as hipéteses das leis de Kepler, mas pode-se encon-
trar um problema de Kepler equivalente e avaliar o erro nesse problema. O procedimento

usado para encontrar o problema equivalente serd apresentado nessa secao.

Inicialmente temos a segunda lei de Newton para cada corpo

F12 = mli‘l (312)
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F21 = mg'fg. (313)

Pela terceira lei de Newton, tem-se

F21 = _F12'

Define-se a aceleracao relativa entre os dois corpos como

i::i:l—i:g.

Isolando-se a aceleragdo nas equagdes (3.12) e (3.13), usando a terceira lei na Equacao

(3.13) tem-se

F F F F 1 1
'[2:‘1:1_‘1:2:12_21:12_{_12:1:‘12(_'_).
my mo my mo mp Mgy

Logo

Fi2 =7y,

onde
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mims
- 9
my + Mo

¢ chamada de massa reduzida.

Note que
Gmymar  Gu(my + ma)r
r r
€ portanto
G
F12 — lu(ml + m2)r = uF

Ou seja, o problema de dois corpos equivale ao problema de Kepler de um corpo
com massa ji , orbitando um corpo fixo de massa M = my + ms, cujo vetor posicdo €

igual a distancia dos dois corpos.

Usando entdo a posicao relativa, a velocidade relativa e a massa reduzida; pode-
mos avaliar o problema de dois corpos usando as leis de Kepler. S6 para ilustrar, na Figura
3.30 apresenta-se a 6rbita do problema de Kepler equivalente ao problema de dois corpos
apresentado na Tabela 3.2, que € igual a um circulo de raio 2 centrado na origem. Nas
figuras 3.31 e 3.32 exibem-se os testes com as leis de Kepler. Observe que o erro pela
primeira lei é da ordem de 10~!° enquanto que o erro pela segunda lei é da ordem de

107!, 0 qual é um erro extremamente baixo. Cabe destacar que na avaliacdo através das
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Figura 3.30: Orbita problema de Kepler equivalente ao problema de dois corpos.
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Figura 3.31: Erro relativo da primeira lei de Figura 3.32: Erro relativo da segunda lei de
Kepler. Kepler.

leis de Kepler, estamos avaliando a posi¢ao dos corpos através da primeira lei de Kepler

e o momento linear dos corpos através da segunda lei de Kepler.

3.3.6 Conclusao.

Nesta se¢@o solucionamos numericamente um problema de dois corpos consis-
tindo de uma estrela dupla, cujas componentes t€ém massas iguais. Fez-se o teste de ma-
lha e mostrou-se que a solu¢do converge para um nimero de intervalos suficientemente
grande. Apos isso, exibe-se uma simulagio numérica para um periodo total de 10° anos,

que ¢ verificada pelas leis de conservacao fisicas e validada através das leis de Kepler



Estrela 1 Estrela2 | Estrela 3

massa(M) | 1.000000 | 1.000000 | 1.000000
x(UA) | 0.970043 | -0.970043 | 0.000000

y(UA) | -0.243087 | 0.243087 | 0.000000

pe (Mo UA/ano) | 0.466203 | 0.466203 | -0.932407
py (Mg UA/ano) | 0.432365 | 0.432365 | -0.864731
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Tabela 3.3: Condig¢des iniciais da estrela tripla.

aplicadas no problema de Kepler equivalente. Portanto, assim como no capitulo anterior,

mostra-se que o método de Ruth é adequado para solucionar o problema de dois corpos.

3.4 Problema de trés corpos.

3.4.1 Introducio.

Nesta secdo apresenta-se uma solucdo numérica para o problema de trés corpos.
O problema analisado nas proximas subsecdes, consiste de uma estrela tripla, ou seja,
trés estrelas com a mesma massa que orbitam o centro de massa comum. Nas condi¢des
inciais estdo resumidas na Tabela 3.3 e foram extraidas de [4]. Na proximas subse¢des
faz-se um teste de malha para avaliar se a solu¢cdo numérica converge. A seguir, exibi-se
a solugdo numérica para um periodo de 10° unidades de tempo. > A partir do problema
de trés corpos, ndo € possivel aplicar as leis de Kepler para validar a solu¢do, mas as leis
de conservacdo fisicas continuam validas e serdo utilizadas para verificar a qualidade da

solucdo. Finalmente na dltima subse¢do mostram-se as conclusdes.

2Utilizamos o termo unidades de tempo, porque a constante gravitacional usada no problema é igual a 1,
e ao usar a unidade de massa como a massa solar e de comprimento como a UA, isso sé € possivel quando

a unidade de tempo € igual a G*°
™
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Figura 3.33: Teste Malha Figura Oito.

3.4.2 Teste de malha.

Nessa subsecdo serd realizada o teste de malha para o problema de trés corpos
dessa secdo. O teste serd semelhante aos anteriores, mas cada malha serd avaliada através
do erro da energia mecanica. Para cada n6 de uma malha, nés calcularemos o erro rela-
tivo a energia mecanica em relacdo a energia mecanica do instante inicial. A qualidade
da malha serd equivalente ao maior erro entre todos os seus pontos. Os resultados sdao

exibidos na Figura 3.33. O periodo de simulagdo total foi de 10 unidades de tempo.

3.4.3 Solucao numérica.

Nessa subsecdo exibe-se a solucao numérica usando o método de Ruth, para a
estrela tripla com dados iniciais exibidos na Tabela 3.3, num periodo de 10° unidades de

tempo com uma malha de 2%°

pontos. As 6rbitas das estrelas sdo iguais e t€ém a forma
de um oito, por isso essa configuracdo também é chamada de Figura Oito. As estrelas
apresentam a mesma Orbita, mas estdo em posi¢cdes diferentes na drbita em cada instante
de tempo. Isso estd representado nas figuras 3.35 e 3.36, que mostram a defasagem das

coordenadas em cada instante de tempo. As drbitas sdo exibidas na Figura 3.34.
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3.4.4 Verificacao.
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Nessa subsecdo apresentaremos os testes com as leis de conservagao fisicas para

a solucdo exibida na secdo anterior. Os resultados sdo apresentados nas figuras 3.37 e

3.38. Note que o erro da energia mecanica ficou da ordem de 107! e 0 da componente

normal ao plano do momento angular ficou da ordem de 107'2. J4 o valor das outras

componentes do momento angular, assim como todas as componentes do momento linear

permaneceram nulas. Nesse exemplo foi usado o erro absoluto do momento angular total

por simplicidade, j4 que 0 momento angular total inicial era nulo.
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12 Erro Momento Angular

10 Erro Energia Mecanica x10°

o

o
S

~
w

N
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Figura 3.37: Erro relativo da energia meca- Figura 3.38: Erro absoluto da componente
nica. normal do momento angular.

3.4.5 Conclusao.

Nessa secdo foi exibida e analisada uma solu¢do numérica de um problema de trés
corpos chamado de Figura Oito. Primeiro foi realizado um teste de malha para determinar
qual seria uma malha de boa qualidade para resolver nosso problema e logo apds uma
simulag@o de 10° unidades de tempo através do método Simplético de Quarta Ordem de
Ruth. A seguir foi exibido o gréfico da 6rbita de cada estrela e foi analisado o erro da
solucdo através das leis de conservagdo fisicas. O cdlculo do erro mostrou que a solu¢ao
numérica aproxima na ordem de 1071 a solugfo esperada e, portanto, a solu¢do numérica

¢ uma boa aproximacao.
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4 CAOS E EXEMPLOS.

4.1 Sistema dinamico.

Segundo [15], um sistema dindmico € definido como uma descri¢do matemética
deterministica que faz o estado de um sistema evoluir para um estado seguinte a medida
que o tempo passa. No problema de /N corpos, o estado do sistema consiste num vetor
que contém a posicdo e o momento de cada um dos corpos, que se modificam com o
tempo, segundo as leis de Newton, para outro estado, em cada instante de tempo. Um
exemplo de sistema dindmico continuo € o sistema de equacdes diferenciais de primeira
ordem que representa o movimento de cada um dos N corpos. De forma compacta, esse

sistema pode ser representado como

z = F(z),

onde z é vetor que contém todas as coordenadas de posi¢do e momento de cada um dos

N corpos.

Pode-se reduzir um sistema dindmico continuo a um tipo de sistema dindmico
discreto chamado de aplicagcdo discreta usando a seguinte técnica. Primeiro considere
uma malha discreta no tempo onde t, = nAt,Vn = 0,...,N; onde t, representa o
instante inicial e ¢x o instante final. Depois para cada instante ¢,, pode-se encontrar o
estado do sistema z,, resolvendo o sistema de equagdes continuos usando z, ; como

condi¢do inicial. Dessa forma tem-se
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Zy = M(Zn71>7

onde M € uma aplicagdo discreta e € uma funcio que equivale ao processo de resolver o

sistema de equagdes com condi¢do inicial z,, .

Para comecar considera-se uma aplica¢do unidimensional da forma

Zn = M(Zn—l)7

onde z, e z,_1 sdo grandezas escalares e a aplicacdo M ¢é uma fungdo que gera o ponto

2, a partir de z,,_.

Chama-se 6rbita de um ponto z, o conjunto de pontos que se obtém ao iterar a
aplicacdo a partir do ponto z. Por exemplo, sendo z; o ponto que representa a condi¢ao

inicial do sistema dindmico, o ponto seguinte da 6rbita é obtido por

€ 0 ponto seguinte a z; por

2= M(z) = M(M(z)) = M*(z),
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onde M? é a composta M o M. Portanto, a érbita de um ponto z também pode ser definida

como uma sequéncia z,, de iteragdes da aplicagdo a partir do ponto z.

A partir daqui serdo enunciados alguns conceitos e teoremas que serdo importan-

tes no restante do capitulo.

A 6rbita de um ponto z € chamada de ponto fixo se todos os pontos da 6rbita forem

iguais ao proprio ponto, logo

zp = M(zy).

Uma O6rbita € periddica se algum ponto da sequéncia € igual ao ponto inicial da

orbita, logo

Rf = Mn('zf)v

onde n € chamado de periodo e M" representa a aplicacdo de n vezes da aplicagdo no
ponto z;. O ponto periddico pode ser interpretado também como um ponto fixo da apli-

cacdo M"™ e um ponto fixo como sendo um ponto periddico de periodo 1.

Um ponto fixo pode ser classificado como atrativo ou repulsivo. Um ponto z é
chamado de atrativo, se existir um intervalo I tal que para qualquer elemento z* € I,
a orbita do ponto z* fatalmente passard por z e um ponto z é chamado de repulsivo, se

existir um intervalo I tal que para qualquer elemento z* € [, a 6rbita do ponto z* se afasta
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cada vez mais do ponto z.

Teorema 4.1. Se | 21| < 1 entdo o ponto fixo é atrativo e se |“2| > 1 é repulsivo.

A prova desse teorema pode ser encontrada nas paginas 43 e 44 de [6].

Sendo M uma aplicacdo unidimensional, viu-se anteriormente que um ponto pe-
riddico através de M também pode ser considerado um ponto fixo de uma aplicagao M"
que representa a aplicac@o de n vezes da aplicacao no ponto periddico. Logo pode-se usar
o critério acima para a aplicagdo M"™ e um ponto periddico pode ser classificado também

como atrativo ou repulsivo. Mas como se calcula a derivada de M"?

Inicialmente comeca-se com o caso mais simples. Seja zy um ponto periddico de

periodo 2, logo

d 5 _d d _d d
%M (20) = %M(M(ZO))%M(ZO) = 5

Como zj € de periodo 2, sua orbita se resume em alternar entre os pontos 2 € 2;.
Note entdo que a derivada de M? é o produto das derivadas de M definida em todos os
pontos da Orbita antes da segunda ocorréncia de zy. Segundo [6], isso vale para qualquer

n e que portanto

50 = 11 ). (4.1)
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onde O € o conjunto de todos os pontos da 6rbita de 2.

Agora pode-se deduzir a férmula para determinar o numero caracteristico de Lya-

punov.

4.2 Numero caracteristico de Lyapunov.

Na Secdo 4.1 viu-se o que € um sistema dindmico e alguns conceitos relacionados
a ele. Nessa sec¢do deduz-se um método que determina se um sistema € cadtico, ao obter
o numero caracteristico de Lyapunov. Um sistema dindmico é considerado cadtico se al-
guma perturbacdo nas condi¢des iniciais do sistema resulta numa 6rbita completamente

diferente da 6rbita original. Um exemplo seré exibido abaixo:

Seja M uma aplicagdo discreta definida por

M(z) =2*—2.

Considere agora duas 6rbitas com condic¢des iniciais bem préximas, uma inici-
ando em zy = 0 e outra em zy = 1075, Como pode ser visto na Figura 4.1 até a vigésima
iteracdo, a diferenca € praticamente imperceptivel, mas a partir dessa iteracdo a Orbita
de 2o = 107° se torna completamente diferente da 6rbita de 2y = 0, mesmo os pontos
iniciais sendo muito préximos. Esse comportamento € chamado de sensibilidade as con-
dic¢des iniciais e € a principal caracteristica de um sistema cadtico. O problema de Kepler
e de dois corpos ndo sdo cadticos, mas alguns sistemas de trés corpos podem ser cadticos.

Consideramos um sistema de trés corpos como o conjunto das equacdes de movimento
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em conjunto com as condi¢des iniciais do problema. Como a abordagem é numérica,
a qual estd sujeita a erros de arredondamento por menores que sejam, uma pequena al-
teracdo nas condig¢des iniciais do problema pode produzir um resultado completamente
diferente da solucgdo real, o que resulta na ndo confiabilidade da resposta numérica. Por
1sso € necessdrio algum meio de determinar se um sistema € cadtico antes de soluciona-lo
numericamente. No restante desta secdo serdo apresentados dois métodos para determi-
nar se um sistema dinamico € cadtico: o nimero caracteristico de Lyapunov, o qual sera

tratado nessa secdo e 0 MEGNO, que serd abordado a partir da proxima se¢ao.
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Figura 4.1: Caos numa aplica¢do unidimensional.

Agora deduz-se o método de determinar o nimero caracteristico de Lyapunov para
aplicacdes unidimensionais. Inicialmente considere uma aplica¢ao unidimensional M e

um ponto periddico z; dessa aplicagio de periodo n, de forma que

zp = M"(zy).

Considere um ponto z,, como o ponto no instante n de uma Orbita ligeiramente perturbada,
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de forma que

2 = 2§ +0(n),

onde §(n) é uma pequena perturbagdo em relagdo ao ponto fixo z; em cada instante n.

Suponha que a 6rbita perturbada se distancia exponencialmente da 6rbita do ponto

fixo, ou seja,

[6(n)| = e,

onde € é o médulo da perturbagdo inicial (6(0) = €) e A é o chamado niimero caracteristico
de Lyapunov. Note que se A > 0, 10z, | cresce enquanto o tempo avanga, o que indica que
a pequena separacdo das orbitas inicialmente aumenta exponencialmente com o tempo,
enquanto que se A < ( acontece o contrdrio, a perturba¢do tende a zero e portanto a érbita

perturbada tende a drbita original.

Pode-se isolar o A para cada instante n com simples operagdes algébricas de forma

que

d(n)

€

A(n) =—1In

n

Como a perturbacao inicial é pequena entdo
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Sabendo que

o(n) = zp—2p = M"(20) =M"(2p) = M"(2;+6(0)) = M"(2p) = M"(zp+€)—M"(2y),

tem-se

M"™(zp+€) — M™(zy)

e—0\n

A(n) = lim (1 In

)

Note que essa € uma férmula para a derivada de M™ em z; e, portanto

amm

A(n) =—1In R (zf)

Usando o resultado obtido na Equacgdo (4.1), tem-se

onde, mais uma vez, O € o conjunto de todos os pontos que aparecem na Orbita de 2.

Usando a propriedade dos logaritmos, tem-se
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A(n) ! > In

n VzeO

)

dM
T )

e o A(n) pode ser visto como uma média aritmética dos logaritmos dos médulos das

derivadas de todos os pontos da orbita de 2, em notacdo compacta

A(n) =< In|M'(z)| > .

E 0 médximo niimero caracteristico de Lyapunov é obtido com

A= lim A(n).

n—o0

Através do maximo nimero caracteristico de Lyapunov, pode-se saber se o sis-
tema € cadtico. Se A > 0, o sistema dindmico € cadtico, mas se A < 0 o sistema ndo é

caotico.

De forma analoga pode-se obter o0 mdximo numero caracteristico para aplicacoes

multidimensionais

A= lim A(n) =<In|J(z)| >,

n—oo

onde J € a matriz jacobiana da aplicacdo multidimensional M. Também se pode obter,

de forma andloga, a férmula para um sistema continuo
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A= lim A1) =< In|J(2(t))] >= - /ln|J )|ds.

Uma férmula equivalente pode ser obtida conforme descrita a seguir. Suponha

novamente que

5(t) = 6(0)e*,

Isolando-se o \ obtém-se

() = 1111 ((‘;g(’%) |

Como |§(0)| é uma perturbagdo pequena tem-se

o1 (1)
A(t) = 6(1&)11_1}() i In <6(0)> :

Isso equivale a

Resolvendo a parte interna tem-se

(s
M7 h o(s) ™ (4.2)
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onde & (s) é 0o mddulo da variag¢do do vetor tangente d(s). A defini¢do do vetor tangente

pode ser encontrada no apéndice C.

Pode ser provado que B (t) = J& (ver apéndice D), e dessa forma a férmula obtida

na Equacio (4.2), se torna

o Lt (2(5))d(s))
A(t) —5(1(%{1_1)025/0 Td&

Dessa forma, pode-se calcular o mdximo nimero caracteristico de Lyapunov atra-
vés da Jacobiana da aplicagdo e do vetor tangente ao fluxo em cada instante de tempo, e
determinar se o sistema € cadtico a partir das condi¢des iniciais. Mas se verd na proxima
secdo um método alternativo, chamado de MEGNO (Mean Exponential Growth Factor of
Nearby Orbits), que também determina se um sistema dinamico é cadtico, mas de modo

computacionalmente mais eficiente.

4.3 Indicador MEGNO.

Outra alternativa para descobrir se um sistema dinamico é cadtico, ¢ 0 MEGNO
[5]. Segundo [11], o MEGNO consegue determinar se o sistema € cadtico com tempo
de simulacdo menor que o método de Lyapunov, e por isso escolheu-se 0 MEGNO para

determinar se um determinado sistema dindmico € cadtico no nosso trabalho.

O MEGNO em cada instante de tempo é definido como
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—~

SN \-)
(%)

/ ") g, 4.3)
0 4(s)

onde § = |4].
A sua média em cada instante € definida como

Y(t) = 1/Oty(s)ds. 4.4)

Como serd apresentado na secdo a seguir, quando o problema é regular, ou seja,
ndo cadtico a média do MEGNO tende a 2 enquanto que para sistemas cadticos, o MEGNO

tende a co quando ¢ tende a co.

4.4 Exemplos analiticos do MEGNO.

Nessa secio calcula-se 0o MEGNO de forma analitica, supondo que a fungio 0(s)
seja conhecida. Em geral, ndo € pratico calcular o MEGNO de forma analitica, e recorre-
se a métodos numéricos, que serdo discutidos na proxima subsecdo, mas para alguns
casos simples (como mostrados nessa se¢do) € possivel calculd-lo analiticamente. Nas
subsec¢oes a seguir calcula-se 0o MEGNO para dois casos especiais, quando o ¢ é linear e

quando o J € exponencial, para ilustrar como funciona o método.

4.4.1 Delta linear.

Suponha que ¢ € linear, ou seja, 3 a tal que



4.4.2

i(s) = as.

Logo

2 o 2 rt 2 rt 2
y(t) = - (S)sds—/ i<<>’cl$:f/d$:ft:2
t Jo 4(s) tJo as t Jo t

€ consequentemente

1 st 2 gt 2
:f/2ds:f/ds:ft:2
t Jo tJo t

Delta com crescimento polinomial.

Suponha que d a tal que

o(s) = as™.

Logo

2 t(s) 2 rtans™
y(t)—/o (S(S)Sds_t/o s sds-—/ds-—t—Qn

€ consequentemente

91



1 rt 2 t 2
Y(t):f/2nds:—n/d3:—nt:2n.
t Jo t Jo t

4.4.3 Delta exponencial.

Suponha que ¢ € exponencial, ou seja, 7 a tal que

5(s) = ae™.

Logo

2 rto 2 [t ake™ 2 [t 2\ [t I\ 12
y(t):/(s)sdsz/ae sdszf/)\sdszf sds = == = M,
0 d(s) tJo aer t Jo t Jo t

€ portanto

1 3 1 t A t )\t2 A\
v(t)= 1 [u)ds = [ dsds =3 [sas =25 = 5

92

onde )\ é chamado de niimero caracteristico de Lyapunov. Essa € a situagdo modelo do

caso cadtico.
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4.4.4 MEGNO para um Toy Problem.

Nessa subsec¢do calcula-se numericamente o valor do MEGNO para um 7oy Pro-

blem. O problema ¢é definido por

Y= Ay.

E um problema cadtico, se \ for positivo. E facil de se calcular o MEGNO ana-
liticamente para esse problema e por isso € um bom exemplo para se validar o c6digo

numeérico.
Sua Jacobiana é

(0 9)

Da equacdo da variacdo do 6, obtida no Apéndice D, tem-se
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Note que a primeira coordenada da variacio do MEGNO € nula independente-
mente do valor da primeira coordenada de §. Para simplificar os cdlculos, considera-se a
primeira coordenada do delta inicial como nula e consequentemente a primeira coorde-
nada de todos os  também como zero, ja que a primeira coordenada da variagdo do J €

sempre nula. Assim

Os moédulos da variacao de delta e de sua derivada em cada instante de tempo sao, respec-

tivamente

o(t) = A\,

O MEGNO em cada instante de tempo é portanto

to(t 2 [t 2\ [t 2 2
Y(t) = f/ Qsds == “Hsds=" [ sds="—= =X\,
0 4(t) tJo o t Jo t 2

e sua média €



A2

1 rt 1 rt
<Y(t) >= 7/ Y(s)ds = 7/ Asds = —— = —.
tJo tJo

t 2 2
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Nas figuras 4.2 a 4.5 exibem-se alguns resultados usando o método de Breitner,

para alguns valores de A\ positivos. Note que o valor da média do MEGNO ¢ igual a %

em cada instante como era previsto. Em exemplos mais reais, em geral ndo € obtida uma

reta com esse valor exato em cada instante de tempo, mas sim algo que se aproxime desse

valor nos sistemas cadticos, como pode ser visto em [11].
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Figura 4.2: A\=0,5.
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4.5 Abordagem numérica do MEGNO.
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Figura 4.4: \=2.
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Figura 4.5: A\=10.

100

Como mencionado na se¢@o anterior, em geral ndo € possivel, ou pelo menos é

dificil, calcular o MEGNO de forma analitica, por isso faz-se uso de métodos numéricos
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para seu cdlculo. Nessa secdo serdo apresentadas duas abordagens para o célculo do

MEGNO: o método de Gozdziewski e o método de Breiter.

4.5.1 Método de Gozdziewski.

O método de Gozdziewski é apresentado em [11]. Consiste em substituir as for-

mulas apresentadas nas equagdes (4.3) e (4.4) pelas féormulas

8.0

c
W =22,
¢

Ap6s obter o valor das varidveis auxiliares v e w em cada instante de tempo, pode-

se o0 obter o valor do MEGNO e de sua média através de

y(t) = 2vt(t)
€
vy - 20,
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e dessa forma calcula-se 0 MEGNO através da formula de Gozdziewski. Em termos de
programagdo, o que se faz € resolver um sistema acoplado, formado pelas equacdes que
determinam a posi¢do e momento de cada corpo, pelas equagdes que determinam o ¢ e
pelas duas equagdes do método, e ao final de cada passo temos a posi¢do, momento, o 9,

o MEGNO e sua média no instante atual.

4.5.2 Método de Breiter.

O método de Breiter é apresentado em [1]. Diferentemente do método anterior,
o método utiliza uma férmula analitica para o cdlculo do MEGNO em cada passo. As

féormulas sdo a seguintes

y(n) = (”; 1) y(n—1)+21n (5;5:)

onde d(n) é a norma do delta no instante n.

Em cada instante calculam-se as equagdes de movimento e as equacdes que deter-

minam o ¢, aplica-se o resultado nas férmulas de Breiter para obter o valor do MEGNO.
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4.6 Exemplos numéricos do MEGNO.

Nessa secdo apresentaremos alguns exemplos usando a abordagem numérica do
MEGNO. Decidimos usar a abordagem de Breiter por ser computacionalmente mais efi-
ciente que a de Gozdziewski, ja que € mais rdpido usar uma férmula algébrica do que ter
resolver um sistema de equacdes diferenciais em cada instante de tempo para calcular o

MEGNO. Nas subse¢des seguintes serdao apresentados alguns exemplos.

4.6.1 MEGNO para o problema de Kepler.

Nessa subse¢do apressenta-se o teste do MEGNO para o problema de Kepler. Os
resultados sdo exibidos nas figuras 4.6-4.9, onde a reta horizontal representa a reta Y =
2, que € a reta que se espera que o grifico tenda, caso o problema ndo seja cadtico.
Foi simulado quatro exemplos com diferentes d, e com a mesma malha(dt = 2,384 x
1072 ano). Note que em todos os exemplos o grafico do megno tende a dois, como é
previsto para problemas ndo cadticos. Cabe destacar também que em alguns exemplos a
convergéncia foi por valores maiores que dois e outros por valores menores que dois, 0
que se deve ao delta inicial utilizado na simulac¢do. Foi simulado até o periodo de 10 anos,
porque corresponde a 10* periodos caracteristicos do sistema !, como é recomendado em

[5].

4.6.2 MEGNO para o problema de dois corpos.

Nessa subsecdo apressenta-se o teste do MEGNO para o problema de dois corpos
apresentado na Secdo 3.3. Os resultados s@o exibidos nas figuras 4.10-4.13, onde a reta

horizontal € areta Y = 2, que € a reta que se espera que o grafico tenda caso o problema

!Periodo do corpo mais exterior. No caso de Kepler é 6rbita do corpo que orbita a massa fixa.



99

2000 4000
t(anos)

6000 8000

10000 0

2000

4000
t(anos)

6000 8000

10000

Figura 4.6: Simulagcdo 1 do MEGNO para o Figura 4.7: Simulacdo 2 do MEGNO para o
problema de Kepler.
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Figura 4.8: Simulagcdo 3 do MEGNO para o Figura 4.9: Simulacdo 4 do MEGNO para o
problema de Kepler.

problema de Kepler.

ndo seja cadtico. O tempo de simulacdo utilizado foi de 2 x 10* ano, que corresponde

a 10 periodos de cada estrela. Note que da mesma forma que o exemplo de Kepler na

subsecao anterior, os resultados tendem a 2 como € previsto para problemas nao cadéticos

como o problema de dois corpos.

Dados massa(M ;) | a(AU) | Periodo(dia) e ((graus) | w(graus) | M(graus)
planeta C 10=° 0,8282 242 0,3478 0 248,21 123,13
planeta D 107 2,5334 1269 0,2906 0 242,99 354,78

Tabela 4.1: Dados sistema v Andromidae.
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Figura 4.12: Simulacdo 3 do MEGNO para Figura 4.13: Simulac¢do 4 do MEGNO para
a estrela dupla. a estrela dupla.

4.6.3 MEGNO para o problema de trés corpos regular.

Nessa se¢do mostra-se um exemplo de sistema de trés corpos que ndo € cadtico. O
sistema € constituido por uma estrela, a v Andromidae, uma estrela de 1,3 M, da cons-
telacdo de Andromeda, e dois de seus planetas que chamaremos de planeta C e planeta
D com massas da ordem de 10~°M;, onde M; é a massa de Jupiter. Os dados foram

extraidos de [11] e [18] e estdo resumidos na Tabela 4.1.

Os dados estdao em elementos orbitais, que sdo a excentricidade da 6rbita (e), o
semi-eixo maior da orbita (a), a anomalia média (M), a inclinacao (I), a longitude do n6

ascendente ({2) e o argumento do periélio (w) que sdo exibidos nas figuras 4.14 e 4.15.
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Figura 4.14: Elementos orbitais.
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Figura 4.15: Elementos orbitais.
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Primeiramente

e Longitude do né ascendente (£2): A intersec@o da d6rbita do planeta com o plano de
referéncia (plano azul na Figura 4.14 é chamada de semi-reta dos n6s. O extremo
dessa semi-reta em que o planeta cruza o plano de referéncia na dire¢ao norte-sul, é
chamado de n6 ascendente. A longitude do n6 ascendente € o angulo entre uma reta
que liga a estrela ao eixo x do plano de referéncia e a reta que liga o n6 ascendente

e a estrela.

e Argumento do Periélio (w): E o angulo entre a reta que liga a estrela ao né ascen-

dente e a reta que liga a estrela ao periélio do planeta.

e Inclinacdo da érbita (1): E o angulo entre o vetor normal ao plano de referéncia e o

vetor normal da Orbita.

e excentricidade da drbita (e) e semi-eixo maior (a): definem o formato da drbita.

Além desses cinco pardmetros existem mais trés parametros angulares que servem
para identificar a posi¢do do planeta em sua 6rbita em cada instante de tempo. Esses

parametros sao:

e Anomalia Verdadeira (v): E o angulo compreendido entre um dos focos da 6rbita,

o periélio e a posi¢ao do planeta na orbita.

e Anomalia Excéntrica (£): E o angulo compreendido entre o centro do circulo con-
céntrico com a 6rbita do planeta de raio igual ao semi eixo maior da Orbita, o perié-

lio e a projecdo vertical da posi¢do do planeta no circulo.
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e Anomalia Média (M ): Imagine um circulo concéntrico a orbita do planeta e com
raio igual ao semi eixo maior. A anomalia média € o angulo compreendido entre
o centro do circulo, o periélio e a posi¢do do planeta se sua drbita fosse o circulo,

com velocidade angular constante e de mesmo periodo que a Orbita original.

Para resolver numericamente o problema converteram-se os elementos orbitais

para coordenadas cartesianas seguindo o seguinte procedimento:

1. Obter a anomalia excentrica através da anomalia média a partir da equacdo

M = E — esen(F).
A equacdo foi resolvida através do método de Newton para encontrar raizes da
funcao
f(E)=FE —sen(E) — M.

2. Obter a anomalia verdadeira através da equacao

9 arct \/1+et (E)
v=2arctan | ———=tan | — ) | .
vV1—e 2

3. Obter a distincia do planeta a estrela através da equacao polar da elipse

B a(l —e?)
~ 1+ ecos(v)’

¢

4. Obter as coordenadas cartesianas no referencial do plano orbital da posicdo e do

momento
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ro(UA) ry(UA) | r,(UA) | ps(MoUA/dia) | py(MaUA/dia) | p.(McUA/dia)

planeta C | 0.824728 | 0.630454 0 -0.00653 x107° | 0.01529 x107° 0

planeta D | -1.083024 | -1.441785 0 0.01363 x10™° | -0.00943 x10~° 0

Tabela 4.2: Coordenadas cartesianas do sistema v Andromidae.

cos(v)
R =r. | sen(v)
0
e
—sen(E)
i sen(
P = . o Vs e?cos(F)
¢ 0

5. Transformar as coordenadas cartesianas do referencial orbital para o referencial no

plano de referéncia através das seguintes operagdes de rotagdao

cos(f2) —sen(2) 0\ /1 O 0 cos(w) —sen(w) 0
r=|sen(Q)) cos(2) O[O0 cos(i) —sen(i)| [sen(w) cos(w) O][R.
0 0 1) \0 sen(i) cos(i) 0 0 1
6. Fazer as mesmas rotagdes para o momento linear de forma que
cos(2) —sen(2) 0\ /1 0 0 cos(w) —sen(w) 0
p=|sen(2) cos(©) O] [0 cos(i) —sen(i)| |sen(w) cos(w) O]P.
0 0 1/ \0 sen(i) cos(i) 0 0 1

Com isso obtém-se as condi¢des iniciais em coordenadas cartesianas de posi¢ao e

momento que sio resumidas na Tabela 4.2.

A seguir resolveu-se o sistema numericamente com as condi¢des iniciais menci-

onadas anteriormente para um periodo de 10? periodos caracteristicos do sistema, o que
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Figura 4.16: MEGNO v Andromidae 1. Figura 4.17: MEGNO v Andromidae 2.
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Figura 4.18: MEGNO v Andromidae 3. Figura 4.19: MEGNO v Andromidae 4.

equivale a 10? periodos do planeta mais externo (1,296 - 10° dias), pelo método de Brei-
ter. Nas figuras 4.16 a 4.19, exibem-se os resultados para quatro g diferentes. Note que
sempre o grafico converge para 2 por valores maiores que 2, indicando que o sistema nao

¢ caotico. Os resultados estdo de acordo com [11].

4.6.4 MEGNO para um problema de trés corpos caético.

Nessa subsecdo serd mostrado um problema de trés corpos cadtico. O problema
apresentado € o Figura Oito [4], com numa malha de 2?2 pontos com as mesmas condi-
coes iniciais apresentadas na Tabela 3.3. O programa foi executado para um tempo de
simulagdo total de aproximadamente 10 periodos caracteristicos do sistema como é re-
comendado em [5]. A solu¢do numérica € exibida na Figura 4.20, enquanto que o gréfico

do MEGNO ¢ exibido na Figura 4.21. Como o grafico € uma reta, o problema é cadtico
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porque tende ao infinito com o passar do tempo. Pode-se estimar o nimero caracteristico

de Lyapunov através da equagao
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5 CONCLUSAO.

O objetivo desse trabalho foi resolver numericamente alguns casos do problema
de N corpos e analisar sua estabilidade. Como em geral o problema ndo tem solugdo
analitica, resolveu-se adotar uma abordagem numérica para soluciona-lo. Para isso foram
testados dois métodos numéricos, o Runge Kutta que é bem conhecido na drea de métodos
numéricos e de ficil implementacdo e Ruth, um método simplético, que visa conservar
a energia em média e que promete preservar a area simplética e por isto acumular pouco
erro em longas simulagdes. Nos testes foi verificado que o método de Ruth era a me-
lhor escolha, e por isso foi utilizado para resolver o problema de Kepler, de dois corpos
e trés corpos. A solucdo de Kepler e de dois corpos visava estimar o erro do método
comparando-o com suas solucdes analiticas e apds obter uma confianga no método e no
cddigo implementado, encontrar a solu¢ao de um problema de trés corpos. Vale comentar
também que inicialmente o c6digo foi construido no software MATLAB do laboratério de
Combinatéria e Computagdo Cientifica (LC3) da Universidade Federal do Rio de Janeiro,
devido a facilidade de implementacao, mas desenvolvemos posteriormente um c6digo em
linguagem C que teve desempenho de até 1000 vezes mais rdpido que a implementacao
anterior, sendo concluido portanto que para longas simulacdes, onde o desempenho € cri-
tico, o cddigo em C € mais adequado. Na busca por dados para simulacdo de trés corpos
em artigos, nos deparamos com o problema da caoticidade do problema de /N corpos e re-
solvemos analisd-lo. Encontramos duas abordagens: o tradicional método de Lyapunov e
um método mais atual chamado MEGNO. Escolheu-se 0o MEGNO por ter melhor perfor-
mance computacional em detrimento do método de Lyapunov, apesar de ambos chegarem

a mesma conclusio.

Como trabalhos futuros, esperamos poder simular problemas com mais de trés
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corpos, através de métodos como o SPH(Smoothed-particle hydrodynamics), para obter

simulacdes mais reais que ocorrem no universo e encontrar aplicacdes para o problema.
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APENDICE A EQUACAO POLAR DAS CONICAS.

A deducio da equagdo polar das conicas foi baseada nas anotagdes do apéndice de

Usaremos nesse apéndice, o0 mesmo sistema de coordenadas polares definido na
subsecao 2.2.4. Inicialmente definimos como foco um ponto fixo no plano xy e como
diretriz uma reta paralela ao eixo y. Na nossa deducdo definimos o foco como a origem
e a diretriz como a reta x=-d. Uma conica € definida como um conjunto de pontos P em
que a razdo da distanica entre o ponto e o foco e a distincia entre o ponto e reta diretriz é

constante. Chama-se essa constante de proporcionalidade de excentricidade.

Figura A.1: Foco e reta diretriz da cOnica.

Logo tem-se

_e (A1)

T
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onde r; € a distancia entre o ponto P e o foco, r; € a distancia entre o ponto P e a reta

diretriz € e € a excentricidade.

A distincia entre o ponto P = (z,y) e ao foco F' = (0,0) é

ri=+\x2+y:=r, (A.2)

enquanto que a distincia entre o onto P e a reta diretriz €

ro =x+4+d=rcosf+d. (A.3)

Substituindo as equagdes A.2 e A.3 na Equacdo A.1, tem-se

r

S — A4
rcosf +d ¢ (A4
Isolando o r na Equacdo A.4, tem-se
ed
- A5
"1 T ecost’ (A-5)

que € a equacdo das geral das conicas em coordenadas polares. Se e < ( a cOnica € uma

elipse, se e = 0 a cOnica é uma pardbola e se e > 0 a cOnica € uma hipérbole.
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APENDICE B TABELAS TESTES DE MALHA.

B.1 Problema de Kepler.

Nesse apéndice exibe-se os testes de malha para o problema de Kepler de forma

mais detalhada através de tabelas, dos resultados encontrados na Subsecdo 3.2.2 .

As tabelas B.1 a B.4 mostram o teste de malha realizado para cada uma das varia-
veis usando o método de Ruth. Cada tabela representa uma das varidveis, enquanto que
a primeira coluna representa uma malha,a segunda coluna exibe o espacamento entre os

pontos da malha e a terceira coluna mostra a norma infinito do vetor diferenca.

As tabelas B.1 a B.2 mostram o teste de malha realizado para as varidveis da
posicdo. Note que o erro alcanga a ordem de 10~!2 para ambas as varidveis na malha 15,
e partir desse ponto a ordem permanece inalterada, j4 que mesmo que matematicamente
o erro tenda a diminuir, o aumento do nimero de calculos eleva o erro acumulado das

operacdes da maquina o que leva a estabilizacdo e seu possivel aumento.

As tabelas B.3 a B.4 mostram o teste de malha realizado para as varidveis do
momento linear. Note que o erro alcanca a ordem de 10~'7 para ambas as varidveis na

malha 16, e a partir desse ponto a ordem permanece inalterada.

Portanto, os resultados indicam que a solu¢do numérica utilizando o método de

Ruth estd convergindo.



intervalos=2" | dt(anos) norma
0 4.000000 | 2.5734747319838194
1 2.000000 | 3.5465005411409285
2 1.000000 | 3.5345819044127023
3 0.500000 | 2.5257460457327574
4 0.250000 | 2.2809055446616391
5 0.125000 | 1.8337169990345250
6 0.062500 | 0.3177545027799056
7 0.031250 | 0.0259907212711600
8 0.015625 | 0.0017314931314371
9 0.007813 | 0.0001099818040590
10 0.003906 | 0.0000069013170546
11 0.001953 | 0.0000004317693204
12 0.000977 | 0.0000000269921886
13 0.000488 | 0.0000000016873219
14 0.000244 | 0.0000000001047058
15 0.000122 | 0.0000000000062836
16 0.000061 | 0.0000000000011204
17 0.000031 | 0.0000000000037611
18 0.000015 | 0.0000000000018832
19 0.000008 | 0.0000000000036403

Tabela B.1: Posi¢do horizontal da Terra.
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intervalos=2" | dt(anos) norma
0 4.000000 | 9.4866603639824199
1 2.000000 | 8.2957707967731231
2 1.000000 | 3.1382267031841011
3 0.500000 | 2.1371321483116512
4 0.250000 | 2.1153958247869982
5 0.125000 | 1.8063394138380433
6 0.062500 | 0.3186934266087797
7 0.031250 | 0.0261905607630090
8 0.015625 | 0.0017420326292204
9 0.007813 | 0.0001105551697565
10 0.003906 | 0.000006936040141
11 0.001953 | 0.000000433914994
12 0.000977 | 0.000000027126129
13 0.000488 | 0.000000001695820
14 0.000244 | 0.000000000105012
15 0.000122 | 0.000000000006333
16 0.000061 | 0.000000000001145
17 0.000031 | 0.000000000003784
18 0.000015 | 0.000000000002170
19 0.000008 | 0.000000000004029

Tabela B.2: Posicao vertical da Terra.
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intervalos=2" | dt(anos) norma
0 4.000000 | 0.00000178915496296713
1 2.000000 | 0.00000398999538635177
2 1.000000 | 0.00002692773948062508
3 0.500000 | 0.00002731891434770013
4 0.250000 | 0.00003339384455289654
5 0.125000 | 0.00003063003915410705
6 0.062500 | 0.00000621419143311014
7 0.031250 | 0.00000051236064966499
8 0.015625 | 0.00000003410488711977
9 0.007813 | 0.00000000216485071126
10 0.003906 | 0.00000000013582609585
11 0.001953 | 0.00000000000849732034
12 0.000977 | 0.00000000000053121003
13 0.000488 | 0.00000000000003320894
14 0.000244 | 0.00000000000000205689
15 0.000122 | 0.00000000000000012487
16 0.000061 | 0.00000000000000002147
17 0.000031 | 0.00000000000000007151
18 0.000015 | 0.00000000000000003890
19 0.000008 | 0.00000000000000007582

Tabela B.3: Momento linear horizontal da Terra.
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intervalos=2" | dt(anos) norma
0 4.000000 | 0.00000932611373599692
1 2.000000 | 0.00001439635609749537
2 1.000000 | 0.00001990618534231831
3 0.500000 | 0.00002506589587066159
4 0.250000 | 0.00003309648462717839
5 0.125000 | 0.00003407469661603593
6 0.062500 | 0.00000594287209062025
7 0.031250 | 0.00000048043098925641
8 0.015625 | 0.00000003214052767492
9 0.007813 | 0.00000000204040309563
10 0.003906 | 0.00000000012803743784
11 0.001953 | 0.00000000000801033291
12 0.000977 | 0.00000000000050077175
13 0.000488 | 0.00000000000003130404
14 0.000244 | 0.00000000000000194141
15 0.000122 | 0.00000000000000011700
16 0.000061 | 0.00000000000000002051
17 0.000031 | 0.00000000000000006976
18 0.000015 | 0.00000000000000003618
19 0.000008 | 0.00000000000000006807

Tabela B.4: Momento linear vertical da Terra.
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B.2 Problema de dois corpos.

Nessa secdo exibe-se os testes de malha para o problema de dois corpos de forma

mais detalhada através de tabelas, dos resultados encontrados na Subsec¢do 3.3.2.

As tabelas B.5 a B.8 mostram o teste de malha para as cordenadas de posi¢do e
momento linear de uma das estrelas. Note que em todas elas o erro se reduz até um uma
certa malha, o que indica que a solugdo numérica estd convergindo e se estabiliza. Em
teoria, o erro deveria continuar diminuindo, mas devido aos erros de arrendondamento
dos computadores o erro se establiza, pois a reducdo do erro com o refinamento da malha
¢ anulado com o aumento do nimero de cédlculos do gerado pelas opera¢des nos compu-

tadores.



intervalos=2" | dt(anos) norma
0 2.000000 | 0.88101249636957246000
1 1.000000 | 1.13248844866576400000
2 0.500000 | 1.56795624245330470000
3 0.250000 | 0.48074765061052360000
4 0.125000 | 0.07215996991955231400
5 0.062500 | 0.00582061466537472930
6 0.031250 | 0.00038943636119662117
7 0.015625 | 0.00002472479126996996
8 0.007813 | 0.00000155135833268538
9 0.003906 | 0.00000009705465991994
10 0.001953 | 0.00000000606742467379
11 0.000977 | 0.00000000037922967544
12 0.000488 | 0.00000000002364430873
13 0.000244 | 0.00000000000153309310
14 0.000122 | 0.00000000000015895618
15 0.000061 | 0.00000000000014938051
16 0.000031 | 0.00000000000010952697
17 0.000015 | 0.00000000000006566969
18 0.000008 | 0.00000000000031052938
19 0.000004 | 0.00000000000092814645

Tabela B.5: Convergéncia para a posi¢ao horizontal da estrela 1.
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intervalos=2" | dt(anos) norma
0 2.000000 | 1.50995358794070310000
1 1.000000 | 1.42596277996716130000
2 0.500000 | 0.93680537706399547000
3 0.250000 | 0.52034574439932513000
4 0.125000 | 0.08061302546788057200
5 0.062500 | 0.00652099352963021740
6 0.031250 | 0.00043433185950764869
7 0.015625 | 0.00002757399944398886
8 0.007813 | 0.00000173009736610143
9 0.003906 | 0.00000010823615409494
10 0.001953 | 0.00000000676646561720
11 0.000977 | 0.00000000042290120364
12 0.000488 | 0.00000000002636117496
13 0.000244 | 0.00000000000163577788
14 0.000122 | 0.00000000000033485497
15 0.000061 | 0.00000000000036732477
16 0.000031 | 0.00000000000007449596
17 0.000015 | 0.00000000000008633366
18 0.000008 | 0.00000000000039920844
19 0.000004 | 0.00000000000196421227

Tabela B.6: Convergéncia para a posicao vertical da estrela 1.
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intervalos=2" | dt(anos) norma
0 2.000000 | 0.92185703155347531000
1 1.000000 | 2.88184116320458680000
2 0.500000 | 2.50167543453915360000
3 0.250000 | 1.59830259866742550000
4 0.125000 | 0.25326309690762450000
5 0.062500 | 0.02048975564189775600
6 0.031250 | 0.00136461676614102470
7 0.015625 | 0.00008663349155729749
8 0.007813 | 0.00000543571154278111
9 0.003906 | 0.00000034006208451953
10 0.001953 | 0.00000002125923483781
11 0.000977 | 0.00000000132868751244
12 0.000488 | 0.00000000008279779076
13 0.000244 | 0.00000000000516739689
14 0.000122 | 0.00000000000112324755
15 0.000061 | 0.00000000000118822096
16 0.000031 | 0.00000000000024380498
17 0.000015 | 0.00000000000023303581
18 0.000008 | 0.00000000000084821039
19 0.000004 | 0.00000000000638345410

Tabela B.7: Convergéncia para o momento linear horizontal da estrela 1.
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intervalos=2" | dt(anos) norma
0 2.000000 | 1.35509147151606910000
1 1.000000 | 1.44871018692137790000
2 0.500000 | 3.82078658552658770000
3 0.250000 | 1.40964833282424660000
4 0.125000 | 0.21162385556458774000
5 0.062500 | 0.01732600638963399700
6 0.031250 | 0.00115423896300514970
7 0.015625 | 0.00007328207113288521
8 0.007813 | 0.00000459874601810295
9 0.003906 | 0.00000028770890758700
10 0.001953 | 0.00000001798652637941
11 0.000977 | 0.00000000112418108156
12 0.000488 | 0.00000000007009337555
13 0.000244 | 0.00000000000445976589
14 0.000122 | 0.00000000000069833028
15 0.000061 | 0.00000000000071409545
16 0.000031 | 0.00000000000028638203
17 0.000015 | 0.00000000000017541524
18 0.000008 | 0.00000000000085953467
19 0.000004 | 0.00000000000396416233

Tabela B.8: Convergéncia para o momento linear vertical da estrela 1.
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APENDICE C DEDUCAO DO VETOR TANGENTE.

Nesse apéndice, serd deduzido o vetor tangente (t). Considere mais uma vez o

sistema

com condicdo inicial z, e sendo z um vetor de um espaco de fase de dimensao 6n que

representa as posi¢des € momentos de todos os n corpos do problema de n corpos.

Pode-se definir uma curva chamada de fluxo, representada por ®(¢, zy ), que repre-

senta a solug@o do sistema em cada instante ¢ com condicdes iniciais zy. Assim tem-se

t—z(t) = D(t,2zp).

Para t = 0 tem-se

z(0) = (0, z).

Considere agora um vetor qualquer oy de 6n coordenadas e um escalar u de tal

forma que obtem-se um perturbacao
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e um fluxo perturbado

t—z"(t) = O(t,zp).

Para um instante ¢; qualquer, pode-se pegar os valores dos fluxos ®(t1,zf) e

(1, 2) e tomar sua diferenca

@(tl, ZS) — (I)(tl, ZQ),

que é um vetor cuja direcdo é a mesma de uma reta secante que passa pelos pontos z*(;)

e z(ty).

Se dividir esse vetor secante pelo escalar v e tomar o limite quando u tende a zero,

obtem-se

5(t1) _ hm (b(tl,ZEk)) — (I)(tl,Zo) _ hm q)(tl,ZO =+ UO'()) — q)(tl,ZO)’

u—0 U u—0 u

onde &(t;) € o vetor tangente ao fluxo ®(t, zy) no instante ¢;.
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APENDICED DEDUCAO DA VARIACAO DO VETOR TAN-
GENTE COM O TEMPO.

Nessa secao serd deduzida a variag¢do do vetor §(¢) com o tempo. Para isso precisa-

se de dois lemas auxiliares:
Lema D.1.

Lema D.2. .

Fixado t seja G(z) = ¢,(z) = ®(t,z). Seja 52 = DG: R — R a derivada
da aplicacdo G. Entdo

0P
— DG -8(0) = &= . §(0).
a(t) G-6(0) 5 4(0)
Proposicao D.1. .
Sejam z(t) = ¢4(2zo) solucdo da equagdo.
z = F(z).

Considere a jacobiana %= = 9 (z(t)) em cada estado z(t). Entdo
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Provas:

Lema D.1)

Segue de fluxo: ¢ € a identidade, logo

u—0 u u—0

Lema D.2)

Defini¢ao da derivada da G.

Proposicao D.1)

Vamos iniciar apresentando outra formulago para o caminho de vetores & (¢), mais
conveniente para obter a férmula desejada. Uma ferramenta importante serd a regra da

cadeia.

Dado o vetor §(0) = o tangente no ponto z, o realizamos como um “vetor veloci-
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dade” de um caminho s — v(s) € R%" de estados no espago de fase. Mais precisamente,
~(s) é caminho de classe C* em R5" definido em algum intervalo s € (—¢, €) em torno

de s = 0, com v(0) = zy e ¥(0) = 6(0).

Entendemos agora cada ~y(s) como uma condi¢@o inicial do sistema z = F(z) e

obtemos aplicacdo de dois parametros

y(t,s) = @(t,7(s)).

E imediato da defini¢do de y(t, s):

1. z(t) = y(t,0) = ®(t, zo) € solugdo do sistema com condicdo inicial z;

2. W(t,s) =92 (t,v(s)) = F(y(t,s));

3. y éde classe ('™, pois ® e « o sdo. Portanto suas derivadas parciais mistas comu-

tam (podemos trocar a ordem): gjayt = g:a); em todo (¢, s).
Além disso afirmamos que
dy
o(t) = %(tu 0),

a derivada parcial sendo avaliada no instante ¢ € com s = 0. Vamos provar a afirmacio no

que se segue.

De fato, diretamente da defini¢do do y, em um instante ¢ = ¢, € usando a regra da

cadeia:

dy

0
g(to,o) = 9 [D(t,v(s))]

)
(t=to,s=0)

00 o1 00 0
ot 0s 0z Os

(t=to,s=0)
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onde consideramos z = z(s) = v(s) na composi¢do, portanto 2% = %—Z = 0(0) quando

s = 0. Além disso observamos que % = 0, logo obtemos:

Oy

%(tm O) .

_ 90 02 _ 092 0y o0
- 0z Os (t=tg,s=0) - 0z 0Os (t=tg,s=0) B

S (t0.7(0) - 6(0).

Comparando com a formulacao obtida no lema D.2, demonstramos a afirmacao:

() = Z(t, 0).

Desejamos 5(t) Pelas propriedades 2 e 3 obtidas mais acima segue:
_ 9 |%

Notemos que na dltima igualdade temos F'(z) onde z = y(¢, s) (com s = 0) e que

0%y

0%y
(t) = Otos

o 0sot

0

T FOEs)]|

0z

Jy
oo = 5 (6.0)=8(1).

s=0 aS

Portanto, prosseguindo nas contas de (), mais uma vez usando a regra da cadeia:

0

9 _8F 0z _8F6
- Os

o(t) P N Iy (1),

[F(y(t,5))]

Isso completa a demonstracdo da Proposi¢ao.



