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RESUMO

FREITAS, Amauri Aguiar de. Anéilise e computagao de um modelo genera-
lizado da Equacao de Richards. 2015. f. Dissertacio (Mestrado em Infor-
matica) - PPGI, Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti de Aplicagoes e
Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2015.

A infiltracdo de dgua em meios porosos nao-saturados é governada pela equacao
de Richards, que expressa o principio da conservacao de massa e a lei de Buckingham-
Darcy. A equacao em sua forma classica tem se mostrado nao geral o suficiente no
estudo de infiltracoes na direcao horizontal, apresentando resultados para grandes
tempos de simulacao que diferem de resultados experimentais para alguns meios
porosos. Generalizagbes para a equacao utilizando calculos fracionérios tém surgido
e apresentam resultados acurados e condizentes com dados dos meios estudados.
Este trabalho apresenta um estudo da equacao de Richards nas diregoes vertical e
horizontal utilizando programas computacionais para simular numericamente o esco-
amento em meios porosos nao-saturados através de modelos conservativos de massa.
Nas solugoes numéricas verticais empregou-se o método de diferencas finitas, no qual
as equagoes foram discretizadas por meio do esquema de Euler centrado no espaco e,
ajustando um parametro no modelo proposto, é possivel usar um esquema explicito,
um centrado de Crank-Nicolson ou um implicito no tempo. O sistema de equacoes
algébricas nao-lineares tridiagonal resultante foi resolvido pela técnica iterativa de
Picard. As aproximagoes foram comparadas com a solu¢ao semi-analitica de Philip,
ao simular a infiltracdo em uma coluna de solo do tipo areia. Os resultados obti-
dos tanto na forma explicita, na centrada e na implicita mostraram-se acurados e
convergentes. Nas solucoes numeéricas horizontais empregou-se também o método
das diferencas finitas, no qual as equacgoes foram discretizadas por meio do esquema
de Euler centrado no espaco e usando derivada fraciondria e integral fracionaria no
tempo. Como meio poroso foram usados dados de um bloco de silicio que apre-
senta difusividade retrograda, diferindo dos resultados classicos. As aproximagcoes
numeéricas para este problema foram comparadas com dados experimentais do meio
poroso. A principal contribuicao deste trabalho é uma alteracao do modelo integral
fracionaria, onde este passa a considerar um passo de tempo adaptativo capaz de
tornar o processo de simulacao até 900 % mais rapido. O modelo mantém a estabili-
dade numérica para meios porosos que apresentam difusividade andémala, garante a
conservacao de massa, converge rapidamente para a solucao experimental e fornece
resultados acurados com o menor esforco e custo computacional possivel.

Palavras-chave: Equacao de Richards, Calculos Fracionarios, Infiltracao, Materi-
ais Porosos, Difusao Anémala.



ABSTRACT

FREITAS, Amauri Aguiar de. Analise e computagcao de um modelo gene-
ralizado da Equacao de Richards. 2015. f. Dissertagao (Mestrado em
Informatica) - PPGI, Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti, Universi-
dade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

The water infiltration in unsaturated porous media is governed by Richards equa-
tion, that expresses the principle of mass conservation and the Buckingham-Darcy
law. The classic form of the equation has shown not to be general enough in in-
filtration study in the horizontal direction, presenting results for large simulation
times that differ from experimental results in some porous media. Generalizations
to the equation using fractional calculations have emerged and have presented ac-
curate and consistent results with experimental data. This paper presents a study
of Richards equation in vertical and horizontal directions using computer programs
to numerically simulate the flow in unsaturated porous media through mass con-
servative models. To the numerical solutions for the vertical infiltration problem
were used the finite difference method, in which the equations were discretized by
a Fuler scheme centered in space and, by adjusting a parameter in the proposed
model, it is possible to use an explicit, a centered Crank-Nicolson or an implicit
scheme on time. The non-linear tridiagonal system of algebraic equations resulting
was solved using the Picard iterative technique. The approximations were compared
with the Philip’s semi-analytical solution, considering the infiltration in a sand type
soil column. The results obtained in both explicitly, centered and implicitly scheme
showed to be accurate and convergent. In the horizontal numerical solutions it was
also employed the finite difference method, in which the equations were discretized
using the Euler scheme centered in space and using fractional derivative and frac-
tional integral in time. As porous media were used the data from a siliceous block
presenting retrograde diffusivity, differing from classical results. The numerical ap-
proximations to this problem were compared with experimental data. The main
contribution of this work is a change in the fractional integral model, considering an
adaptive time step scheme whose processing time is 900% faster. The model keeps
the numerical stability for porous media that present anomalous diffusivity, ensures
the mass conservation, converges quickly to the experimental solution and provides
accurate results with less effort and computational cost.

Keywords: Richards Equation, Fractional Calculus, Infiltration, Porous Materials,
Anomalous Diffusion.
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1 INTRODUCAO

A zona vadosa é uma componente do ciclo hidrolégico, que influencia direta-
mente na infiltracao, nas dguas das chuvas, na evapotranspiracao além da recarga
de aquiferos. Esta regiao ¢ delimitada pela parte superior da terra e por baixo pelo
nivel d’agua. O entendimento do movimento da agua nesta regiao e sua quantifica-
cao é essencial para a solucao de uma variedade de problemas, como: previsao de
escoamento a partir de determinados eventos de precipitacao para fins de controle
de erosao, transporte de sedimentos e controle de inundacoes, estimativa da disponi-
bilidade de 4gua para o crescimento de plantas, estimativa da recarga de dgua para
o aquifero subterraneo e avaliacao do potencial de contaminacao do aquifero devido

a migracao de substancias soltveis em agua presentes na zona vadosa.

O estudo do movimento da agua no solo, por varios anos, tem sido objeto
de estudo de muitos cientistas de diversas areas. Pesquisadores como NIELSEN;
VAN GENUCHTEN; BIGGAR] (1986) e MILLY| (1988) evidenciam que aproxima-
¢oes numéricas de escoamentos em meios porosos nao saturados, sao aplicados em
campos das ciéncias dos solos, da hidrologia de aguas subterraneas, agricultura,

engenharia civil, e as ciéncias ambientais.

Apesar do estudo desta tematica ter comecado a mais de um século, foram
obtidos melhores resultados a partir da década de 1970 com o uso das solucoes

numéricas nos computadores.

Em 1928, Richards teorizou a percolacao da dgua em um meio poroso nao-
saturado, descrevendo o principio de BUCKINGHAM] (1907). Em 1931, usando o

principio da Conservagao da Massa, Richards formulou a equagao geral do movi-
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mento da dgua em um meio poroso nao-saturado RICHARDS) (1931)).

PHILIP| (1958) apresentou a primeira solu¢ao semi-analitica para a infiltragao
vertical da agua no solo. FREEZE]| (1971)) apresentou um dos primeiros modelos
numéricos de solucao da equacao de Richards, entretanto, este modelo apresentava

dificuldades de convergéncia e instabilidade numérica.

Desde entdo, trabalhos como os de NEUMAN]| (1973); NARASIMHAN; WI-
THERSPOON] (1976); HAVERKAMP et al.| (1977); HAYHOE| (1978); HAVER-
KAMP; VAUCLIN| (1979); |COOLEY| (1983)); HORNUNG; MESSING, (1983)) e
HUYAKORN; THOMAS:; THOMPSON] (1984) apresentaram técnicas de solucgdo
para o problema, usando o Método das Diferencas Finitas e o Método dos Elemen-
tos Finitos, aplicados em duas formas basicas que a equacao de Richards admite,
conhecidas como “vy — based”, “0 — based”, onde as variaveis dependentes sao a carga
devido a pressao (¢) e o conteido de umidade (), respectivamente. Significativa-
mente, estes trabalhos apresentaram erros globais no balanco de massa proximos de

10%.

Posteriormente, ALLEN; MURPHY| (1986) e |CELIA; AHUJA; PINDER
(1987) apresentaram a forma “mized’ da Equagao de Richards. Esta forma é mate-
maticamente equivalente as formas basicas anteriores, porém apresentava resultados
diferentes de cada uma delas. Os algoritmos usavam aproximagoes de colocagio (mé-
todo dos elementos finitos) no espago, sendo que Celia e Pinder ainda aplicaram uma
versao com direcao alternada. Allen e Murphy chamaram sua aproximacao de Mé-
todo Quasi-Newton enquanto Celia e Pinder referem-se ao método como Método
de Picard Modificado. Ambos demonstraram excelente balan¢o de massa em suas

solucoes numéricas.

Em 1988, Zarba usou o método iterativo de Picard Modificado com aproxima-
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coes com diferencas finitas e elementos finitos no espago que apresentaram pequenos
erros de balanco de massa ZARBA| (1988). Entretanto, Celia e outros concluiram

que a formulacao conservativa de massa nao ¢ suficiente para garantir boas solucoes

numeéricas (CELIA; BOULOUTAS; ZARBA| (1990).

SRIVASTAVA; YEH]| (1991) Apresentaram uma solugao analitica para solos
homogéneos e em camadas sujeitas a processos de infiltracao, onde esta utiliza o
modelo de solo de Gardner que emprega relacoes constitutivas exponenciais para a
condutividade hidraulica e para o contetido de umidade. Este foi um dos poucos

trabalhos a abordar a dinamica do solo com comprimento finito.

ZAIDEL; RUSSO|(1992) fizeram uma estimativa da condutividade hidraulica
para simulacoes de infiltracdo em solos inicialmente secos que utilizam o esquema

de Ponderacao Assintotica baseado no comportamento assintotico da funcao.

SHORT; DAWES; WHITE| (1995)) apresentam alguns casos em que o0s pro-
blemas numéricos estao associados a escolha inadequada das fun¢oes hidréulicas do
solo, principalmente quando as simulacoes aproximam-se de condigoes residuais e

de saturacao.

VASCONCELLOS (2001)) mostrou que as solugoes validadas destas equagoes
sao dificeis de serem obtidas devido a forte nao-linearidade entre as fungoes presentes
na mesma. Como faltam solucoes analiticas, a validade e acuracia dos diferentes
métodos numéricos de solugao podem ser avaliados baseados no erro de balanco de
massa. Esta é somente uma condi¢ao necessaria que nao é suficiente para assegurar
a validade da solucao, e apenas sera confirmado com base no erro de balanco de
massa e na comparacao das solugoes obtidas por algoritmos diferentes ou dados

experimentais.
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RAATS (2001) Argumentou que solu¢des plenamente analiticas para a equa-
cao de Richards sao necessirias para comparacao com resultados de solugoes numé-
ricas. Mostrou que essas solucoes somente sao possiveis quando certas classes de
expressoes paramétricas que descrevem as propriedades do solo sao usadas, assim
como nos solos estudados por Green e Ampt, os solos de Brooks-Corey e os solos de
Gardner. Além disso, as solu¢cbes comumente usadas sao empregadas em situacoes

semi-infinitas e na maioria dos casos, é reproduzida a solu¢ao permanente.

Uma técnica hibrida numérico-analitica conhecida como Técnica da Trans-
formada Integral Generalizada (TTIG), foi utilizada para simular o transporte de
soluto em meios porosos por LIU et al.| (2000) e também foi empregada por [VAS-
CONCELLOS| (2001) para problemas de infiltragao vertical da dgua em solos nao

saturados e homogéneos, ambos obtendo bons resultados numéricos.

O problema na horizontal é semelhante & equacao de difusao e tem aplicacao
em diversas areas como: Irrigacao na agricultura PACHEPSKY: TIMLIN; RAWLS
(2003), biologia INICOLAU; HANCOCK; BURRAGE (2007), mecanica quantica
WANG; XU; LI (2009), ciéncias geofisicas (GANTT et al.| (2010)), dentre outras.

A equagao em sua forma horizontal despreza a influéncia da gravidade e ao
introduzir-se a variavel de Boltzmann \ = x/t%, para v = 1 é possivel transformar a
Equacdo Diferencial Parcial (EDP) em uma Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO)
MILLER; MILLER] (1956)), que admite solu¢do analitica para o fluxo de dgua na
horizontal em diferentes meios materiais, passando a considerar a distancia da frente
de molhamento = se deslocando segundo uma constante A multiplicada pelo tempo

elevado a um fator %

Entretanto, NIELSEN; BIGGAR; DAVIDSON (1962), RAWLINS; GARD-
NER) (1963), FERGUSON; GARDNER! (1963), observaram que para alguns solos
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esta solucao desvia consideravelmente dos resultados experimentais, indicando que
o valor de ~ deveria ser menor que um. GUERRINI; SWARTZENDRUBER] (1994)
e PACHEPSKY; TIMLIN (1998]), introduziram uma dependéncia empirica da difu-
sividade em relacao ao tempo e ao espaco na tentativa de generalizar a equacgao de
Richards, conseguiram melhores resultados para alguns solos, porém sem nenhuma

interpretacao fisica desta dependéncia.

PACHEPSKY; TIMLIN; RAWLS (2003) desenvolveram um modelo deno-
minado equacao generalizada de Richards, propondo uma interpretacao como um
modelo de fisica de particulas de dgua sendo encaixadas de forma aleatoria no meio
poroso, segundo uma distribuicao de lei de poténcias. Usou a derivada fracionaria
de Riemann—Liouville no tempo para representar o fendmeno de difusividade ano-
mala, considerando a possibilidade de uso do valor de v < 1. A busca por tornar
a equacao de Richards geral o suficiente para meios porosos que apresentam difusi-
vidade anémala, continuou com EL ABD; MILCZAREK]| (2004) usando radiografia
dinamica de neutros, onde obtiveram dados experimentais relativos a cinética do
processo de molhagem em dois tipos diferentes de tijolos de construgao, o primeiro
de barro cozido sugerindo um valor para 7 > 1 e o outro de silicio apontando um
valor para 7 < 1. Fez uma anélise da difusividade hidraulica propondo um ajuste
de parametros, obtendo assim resultados acurados em comparacao com os dados

experimentais.

GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER] (2006) questionaram a vali-
dade numérica dos resultados apontados pelo modelo generalizado de Pashepsky,
pois notou que a equacao proposta nao poderia ser transformada em uma EDO por
conta de complicagoes com a regra do produto fracionéria. Fez uma nova proposta
usando integral fracionaria no tempo chamando-a de equacao de Richards fraciona-
ria. Aplicou este modelo em aproximacoes de resultados numéricos comparando-os

com os experimentais de El Abd para o bloco de silicio com v < 1 obtendo conver-
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géncia acurada para seu modelo generalizado.

PLOCINICZAK; OKRASINSKA (2013) Construiram um modelo semi-anali-
tico, baseado em um operador integral para o problema de infiltracao horizontal com
difusividade anémala, em que considerava a equacao de Richards escrita na forma da
derivada fracionéria no tempo. Usaram uma expressao classica da literatura para a
difusividade. Aplicaram seu modelo para aproximar solucdo numérica para o bloco

de silicio de El Abd e obteve bons resultados.

SUN et al.| (2013) propuseram uma abordagem fractal para a equagao de Ri-
chards com o objetivo de capturar a difusividade anémala tornando-a generalizada
tanto para casos de subdifusividade, ou seja, valores de v < 1 quanto para casos de
sobredifusividade, v > 1. Obtiveram solucoes analiticas para o problema, conside-
rando dois tipos de difusividades. Uma exponencial e outra considerando uma lei
de poténcia, vastamente conhecidas na literatura como uma tentativa de reduzir a
nao linearidade das relagoes constitutivas para difusividade. Mostrou boas solu¢oes

numéricas para os blocos de tijolo queimado e de silicio de E1 Abd.

1.1 Motivacao

A agua no solo se encontra geralmente em movimento. Deste modo, quando
adicionada uma determinada quantidade de dgua em um solo, seja através de ir-
rigacao ou chuva, esta penetra e redistribui-se em seu interior. Os fen6menos de
infiltracao e movimento de adgua no solo, sao importantes e tem aplicacoes prati-
cas em &areas como hidrologia, hidrogeologia, engenharia agronoémica, engenharia
de petrdleo, engenharia ambiental, ciéncia dos solos, geofisica e gestao de recursos

naturais dentre outros.
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1.2 Impacto

A maioria dos processos que envolvem a interagao da dgua com o solo e, par-
ticularmente, o fluxo de 4gua na zona das raizes da maioria das plantas, ocorrem
enquanto o solo estd numa condicao insaturada. Os processos de fluxo insaturado
sao, em geral, complicados e dificeis de descrever, quantitativamente, uma vez que
implicam em mudancgas no estado e contetido de dgua no solo durante o fluxo. FEs-
sas mudancas envolvem relagoes complexas entre a variacao de umidade do solo,
succao e condutividade, cujas inter-relagoes podem ser ainda mais complicadas pela
histerese. A formulagao e solucao de problemas de fluxo insaturados muito fre-
quentemente requerem a utilizagao de métodos indiretos, com base em técnicas de
aproximacoes numéricas. Por esta razao, o desenvolvimento de métodos rigorosos
tedricos e experimentais para o tratamento destes problemas era pouco desenvol-
vida. Nas tltimas décadas, no entanto, o fluxo insaturado tornou-se um dos temas
mais importantes e ativos de pesquisas. Este trabalho resulta em avangos teoricos
e numeéricos significativos, com resultados acurados usando aproximacoes numéricas

para o problema com baixo custo computacional.

1.3 Objetivos

Neste trabalho é feito um estudo da equacao de Richards unidimensional
em duas abordagens. Na vertical serao mostrados resultados para o problema de
infiltracao de 4gua em areia, pois esse se mostra um dos casos de maior dificuldade de
simulagao devido & grande nao linearidade do problema fisico, dado que o processo
de infiltragao inicial ocorre rapidamente e o solo passa de um estado de umidade

residual quase seco, para o estado de completamente encharcado em segundos.
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Na horizontal sera abordado o campo de calculos fracionarios usando os mé-
todos de derivada fracionaria PACHEPSKY; TIMLIN; RAWLS| (2003)) e integral
fracionaria GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER] (2006). Estes métodos
apresentam desempenhos muito lentos, principalmente para grandes tempos de si-
mulacoes devido ao alto nimero de operacoes e termos envolvidos no processo. Como
forma de melhorar o desempenho garantindo convergéncia, serd apresentado um mo-
delo integral fracionaria modificado com passo de tempo adaptativo, desenvolvido

neste trabalho.
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2 ASPECTOS TEORICOS

O processo de infiltracao ¢ definido como a entrada de adgua em um meio
poroso inicialmente nao saturado, geralmente influenciado por efeitos fisicos naturais
como a gravidade, gerando uma interface meio dgua a qual é chamada de frente de
molhamento, onde o conhecimento desta estrutura é muito importante no processo

de predigao da propagacao da agua através do meio.

LIBARDI (2012)) mostra num perfil de solo uniforme, a distribuigdo da agua
com a profundidade, quando se mantém uma pequena carga hidraulica na superficie
do solo, como na figura 2.1 A zona de saturagdo é uma zona em que o solo esta
saturado e o contetdo de agua (6) esta constante. A zona de transi¢do é uma regido
de rapido decrescimento do conteiido de dgua. A zona de transmissdao é uma porc¢ao
do perfil onde a agua é transmitida com variagbes muito pequenas no contetido de
agua. Abaixo desta zona de transmissao existe a zona de umedecimento, que é uma
regiao de variacao relativamente rapida de contetido de agua no meio. Por fim tem-
se a frente de molhamento que compreende uma pequena regiao na qual o gradiente
de contetido de agua sofre uma variacao bastante abrupta que representa o limite

visivel da penetracao da agua.

2.1 Equacao de Richards

De acordo com a Lei de Darcy, para o fluxo vertical unidimensional, o fluxo

volumétrico g (em3/em?/h), ou (cm/h), pode ser escrito como

¢=-K (g—f - 1) (2.1)
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conteudo de dgua
| inicial
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" zona de transmissdo
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Figura 2.1: Perfil de contetido de agua tipico durante o processo de infiltracao em
um perfil de solo uniforme de acordo com LIBARDI (2012]).

onde K é a condutividade hidraulica (cm/h), 1 é a poropressdo que a agua faz no
solo (relativa a atmosférica) expressa em (c¢m) de agua e z é a coordenada vertical

(¢cm) considerada positiva na diregdo para baixo.

Buscando uma completa descricao mateméatica do fluxo nao-saturado, aplica-

se o principio da continuidade (Lei da conserva¢ao de massa) (1/h)

90 dq

= 2.2
ot 0z (2:2)

onde 6 ¢ umidade do solo expressa em (cm?/cm?) e t ¢ o tempo em horas.

Substituindo (2.1)) em (2.2)) chega-se a equagao diferencial parcial
20 0 oY
T o9k (2 2,
ot 0z [ (82 )] (2:3)

A equagdo (2.3) é uma equagao diferencial parcial do tipo parabolica de
segunda ordem, conhecida como equacdo de RICHARDS) (1931) que é nao-linear
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pela dependéncia de K e 1 em 6. Para prevenir os problemas de duas varidveis 6
e 1, a derivada de 6 com respeito a i pode ser introduzida, esta é conhecida como

capacidade hidrica especifica C' (1/cm).

b

“=w

(2.4)

Na equagao (22.4)) foi usada uma derivada total ao invés de uma parcial, pois

Y & considerada aqui como uma funcao simples de 6 (desconsiderada a histerese).

Escrevendo
00 do dy
e substituindo em tem-se:
o 0 o
cwgy =5 KW (50 -1)] (26)

Na equagao (2.6) os coeficientes C' e K sao fungoes da variavel dependente

~ ~ r o O . ~
¢, mas ndo funcdes das derivadas 7, e FZ. Escrita nesta forma, a equacao (2.6)
fornece as bases para a previsao do movimento da 4gua nas camadas do solo, em

que estas podem ter diferentes propriedades fisicas.

A equacao de Richards é o modelo mais usado para representar o fendémeno
de infiltracao de agua no solo e em meios porosos em geral. Considerando a agua
como um fluido incompressivel, o meio poroso isotrépico e homogéneo e baseando-se
na conservacao de massa e no fluxo dado por Darcy, tem-se a equacgao diferencial

parcial nao-linear em trés dimensoes.

onde a direcao vertical z estd orientada para cima. Esta equagao pode ser apresen-

(2.7)

tada em trés diferentes formas bésicas.
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A forma baseada em 1):

a0

ol 0 opl 0 o)  OK(¥)
CWl5r =52 {K(@ﬁ)%} + By [K(@D)a—y] t3 {K(@ﬁ)g} + (2.8)
A forma baseada em 6:
a0 0 00 0 00 0 06 0K (0)
5% = {D(@)a—x} + a {D(&)a—y] +3, [D(e)&] + =, (2.9)
onde a funcado de difusividade hidraulica nao-saturada D(f) é
_ K(9)
D(0) = 0] (2.10)
E a forma mista:
% _ 9 91, 9 o1, 9 oy | 9K@®)
ot ox {K(w) 81} * Dy [K(w) 8y] v {K(w) 82] L (2.11)

onde a direcao vertical z, nas trés formas bésicas, esta orientada para cima.

As trés formas sao matematicamente equivalentes e usando as relagoes cons-

titutivas do solo para 6 e ¥ é possivel converter uma forma na outra |CELIA; BOU-
LOUTAS; ZARBA| (1990).

e 1 e y - Coordenadas horizontais.

z - Coordenada vertical orientada para cima.

t - Tempo.

1 - Carga devido a pressao.

0 - Contetdo de umidade volumétrico do solo.

e ((¢) - Capacidade hidrica especifica do solo.

e K (1) - Condutividade hidraulica do solo nao saturado.

D(0) - Difusividade hidréaulica especifica do solo.
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2.1.1 Relacoes Constitutivas

As fungoes C'(¢), K(¢) e D(0), sdo nao-lineares e somente para poucas exce-
¢oes admitem solucao analitica para a equagao de Richards. As relacoes constitutivas
entre 0, 1 e K descrevem as propriedades do solo e geralmente sao dadas por funcoes
experimentais ou analiticas. Existem quatro tipos de relacoes constitutivas usuais
da literatura para diferentes tipos de solos. HAVERKAMP et al.| (1977) propuseram

dois tipos de relacoes constitutivas uma para solos arenosos

g4 _ B, —6,)
K(zp)_KsA_i_hm19 ; 0(y) = B+ o) +0,. (2.12)
e outra para solos argilosos
B A . B0, —0,)
K@) = KS—A i 0(¢v) = B+ (nlohe (o) +0,. (2.13)

VAN GENUCHTEN] (1980) propds um tipo de relagao constitutiva servindo

tanto para solos arenosos, quanto para solos argilosos com o mesmo modelo:
m12
K(Se) = KSS;/Q |:1 - (1 - Sel/m) ] ) 9<Se) = Se(es - 97") + (97“7 (214)
onde:

Se() =[1+(a) ™ ; m=1-n" (2.15)

Os modelos de relacoes constitutivas propostos por Haverkamp e Van Genu-
chten sdo fun¢oes obtidas experimentalmente. GARDNER] (1958) propos um mo-
delo analitico com funcoes exponenciais que apesar de nao reproduzirem fielmente o
comportamento do solo proximo ao limite de saturacao, apresentam acurada repre-
sentacao fisica do fendmeno e também permitem uma "linearizacao"da equagao de
Richards, possibilitando solugoes analiticas para a equacao de Richards como mos-

trado nos trabalhos de WARRICK]| (1975), SRIVASTAVA; YEH (1991), MANNICH
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(2008), dentre outros.
K() = K 5 0() = (0 — 0,)e™ + 6, (2.16)

onde A, B, p,(,n, m sao parametros adimensionais, o[L'] ¢ a fun¢do densidade dos
tamanhos dos poros, 0,[L?/L3] é o conteiido de umidade saturado, 6,[L3/L%] é o
contedo de umidade residual, K, é a condutividade hidrdulica saturada e S, é a

saturacao efetiva.

2.1.2 Meétodos de solucao

Nesta secao serao abordadas as formas unidimensionais da equacao de Ri-
chards, nas direcoes vertical e horizontal. Como método numeérico para aproximacao

das solugodes sera usado o método das diferencas finitas (MDF).

2.2 Solucao numérica da equacao de Richards unidimensional
vertical

Assumindo-se a equagao (2.6) com as devidas consideragoes e tomando a
direcao vertical preferencial do escoamento, obtém-se a equacao diferencial parcial

nao-linear, conhecida como equacao de Richards na forma baseada em 1.

cw; = o [k (5 1))

Tomando a condicao inicial:
_J ose 2=0
(0, 2) = {¢0 se 20 (2.17)
e as condicoes de fronteira como:
Y(t,0) =11 para t>0 e z=0

(2.18)
Y(t,z) <oo para t>0 e z— o0
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Considerando uma malha espacial igualmente espacada em intervalos Az e uma
malha similar temporal de intervalos At. A equacao diferencial parcial (2.6) pode
ser aproximada por diferencas finitas da seguinte maneira |[KUMAR]| (1998)):

i+1/2 Az i—1/2 Az

(2.19)

cival =l 1
! At Az

onde 7 e j sao indices de espaco e tempo respectivamente, a ¢ um fator de ajuste
(0 <a<1)em que, usando a = 0 tem-se um esquema explicito, para a = 0,5 tem-

se o esquema de Crank-Nicolson e tomando a = 1 tem-se um esquema implicito.

Portanto,
Y= (1 —a)l |+ alt] (2.20a)
o= (L= a)y] +ap!™ (2.20b)
VT = (L= a)pl, +aplly (2.20¢)

j+a  prj+a j+a < -
Os valores de C; ™, Ki+1/2 e K¢_1/2 serdo aproximados por

oIt = (1 —a)C! + aCit! =R (2.21a)

Kf:f/z = (1 - CL)Kz‘j+1/2 + aKij:f/z (2.21b)
= (1-aW/K/Kl,, +a\/KI"K/l =F

Kijjla/Q = (1- a)Kij—l/Q + aKijjll/Q (2.21c)

= (1-a)\ /K K] +a\/K'/ K" = Fy

As fungdes nao lineares K7, /2 sao estimadas por média geométrica como

proposto por HAVERKAMP; VAUCLIN| (1979).
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Substituindo as equagoes (2.20) e (2.21) em (2.19) tem-se a seguinte equagao

algébrica linear valida para cada ponto nodal da malha:

At - At At
— {GF3w} Y+ {F1 + aFQW + akFs }

At T TR SR Y.
e LR~ R ek

At At
+ (1= G)sz} Yl + (F3 — FQ)E
(2.22)
considerando:
At
I = —|af;3 (AZ)Q} (2.23a)
[ At At
J = + _Fl + CLFQ (Az)2 GF3W:| (223b)
[ At
K = — aFQ(AZ)Q} (2.23¢)
At j
R = [(1_Q)F3(AZ>2:| i—1
(2.23d)
[ At At ,
+ F1 — (1 CL)FQ (AZ)Q (1 G)Fg (Az)2 Z
[ At j At
|0 -orggg] vt - R

Quando a equagao (2.22) ¢ aplicada em todos os nos, o resultado é um sistema

de equagoes matricial linear com uma matriz tridiagonal composta por zeros nos
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elementos fora das diagonais.

(1 0 0 o] [vi™] [’ ]

I J K - 0 s Ry

RTURNRIURRRTRE S IS R A (2.24)
0 - I J K| [t R, 1

0O --- 0 0 1 w%—i—l_ I R, |

0

n’

para condi¢oes de contorno prescritas tem-se Ry = ¢? e R, = 9%, durante toda a

simulacao.

2.2.1 Resultados do problema unidimensional vertical

Como forma de testar e validar o modelo numérico apresentado na secao
que simula a infiltracao da dgua em um solo vertical usando o esquema numérico
. Sera apresentada a simulacao de infiltracao em um solo homogéneo através
de graficos do perfil de umidade do solo (contetido de umidade por profundidade)
evoluindo com o tempo; além de comparar o modelo com a solucao semi analitica

proposta por PHILIP)| (1957)).

O problema consiste na simulacao da infiltragao da d4gua em um solo arenoso
nao-saturado inicialmente seco, colocado em uma coluna com profundidade L =
100 ¢m. A sua execucao foi feita sob condicoes de contorno de Dirichlet, com um
intervalo de malha espacial de Az = 1,0 cm, o tempo total de simulagao foi de 1 hora,
e o passo de tempo inicial At foi escolhido por tentativa e erro da estabilidade do
esquema numeérico, que se mostrou estavel com passo de tempo At = 0,4 segundos
no caso do esquema explicito, At = 1 segundo no caso do esquema de Crank-Nicolson
e At = 5 segundos no caso do esquema implicito. Os resultados desta simulac¢ao

estdo na figura [2.2] e na tabela 2.1 onde serdao mostrados os perfis de umidade em
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SCILUI;ECI HUMERICA E SEMI-ANALITICA DE PHILIP PARA SOLO TIPO AREIA-0.1h, 0.2h e 0.8h

0.28
026 T
0.24 -
[
s
o022 4
= —— ESQIMPLICITO DT = &s
5 oo —— ESQ.CENTRADO DT =1s
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9 018
|
w
[
= 0.14
]
(&)
0.12
0.1
0.08 T T T T T T v T T T T T T T T T T T T
o 10 20 a0 40 &0 &0 70 80 o0 100

PROFUNDIDADE ()

Figura 2.2: O gréfico apresenta & aproximagao numérica do esquema (2.19)) com o
parametro a = 0 (explicito), a = 0,5 (Crank-Nicolson - centrado) e a = 1 (implicito);
em um solo do tipo areia para os tempos de simulacao 0, 1 hora, 0,2 hora e 0, 8 hora.

trés tempos distintos. As condigoes iniciais e de contorno utilizadas foram:

P(z,0) = —61,50cm (0 = 0,100cm?/em?), 0 < z < 100
¥(0,t) = —20,73cm (6 = 0,267cm?/cm?), t>0 (2.25)
»(100,t) = —61, 50em, t>0

As relagoes constitutivas utilizadas foram as de HAVERKAMP et al.| (1977) para
solos arenosos (2.12), onde K, = 34 cm/h, A = 1,175 x 10°, ¢ = 4,74, 6, = 0,287,
0, = 0,075, B =1,611 x 105 e ¢ = 3,96. O parametro a do esquema foi ajustado
para explicito (a = 0), Crank-Nicolson (a = 0,5) e implicito (a = 1) e os resultados

foram comparados com a solucao semi-analitica de Philip.
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Erros Maximos 0,1 h 0,2 h 0,8 h

Explicito 0,004686 0,003951 0,006962
Cranck-Nicolson | 0,005850 0,004168 0,008290
Implicito 0,018232 0,014514 0,022262

Tabela 2.1: Erros numéricos méaximos, usando o esquema , para os gréficos
apresentados na figura determinados para os tempos de simulacao de 0,1 hora,
0,2 hora e 0, 8 hora, usando o esquema numérico em sua forma explicita, centrada de
Crank-Nicolson e implicita. Os erros foram calculados considerando as aproximacoes
e as solucoes de Philip para cada respectivo tempo de simulacao.

A tabela e a figura [2.2| apresentam os perfis de contetidos de 4gua aproxi-
mados com o esquema explicito, centrado de Crank-Nicolson e implicito e compara
com os resultados de Philip, nos tempos t = 0,1 h, 0,2 h e 0,8 h respectivamente.
Em todos os casos, a taxa de avanco da frente de molhamento foi particularmente
bem descrita. Todos os esquemas numéricos apresentaram resultados comparaveis

que nao sao significativamente diferentes das solugoes semi-analiticas de Philip.

E possivel observar que o esquema explicito apresentou melhores resultados
com os perfis de umidades de Philip em comparacao com os esquemas implicito e o
centrado de Crank-Nicolson. Entretanto, o esquema implicito é preferivel em vista
da estabilidade e da possibilidade de uso de um passo de tempo maior, tornando
o custo computacional baixo, além também de possibilitar uma flexibilidade em
resolver problemas de fluxo em meios saturados e insaturados, quando estes devem

ser considerados simultaneamente.

2.3 Soluc¢ao numérica da equacao de Richards unidimensional
horizontal

Considerando o solo como um meio poroso isotropico e homogéneo, a agua

como um fluido incompressivel e tomando a direcao horizontal do escoamento,
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obtém-se a equacao diferencial parcial nao-linear, conhecida como equacao de Ri-

chards na forma baseada em 6 (umidade). Veja o esquema da figura

a0 0 00
—Z — | D= 2.2
ot Ox ( (9)835) (2.26)
em que a condigao inicial é:
O se =0
0(0,z) = {90 se >0 (2.27)

e as condicoes de fronteira sao:

0(t,0) =60, para t>0 e x=0
(2.28)
O(t,z) <oo para t>0 e x— 00
PHILIP, (1957) obteve solugdo analitica para a equagao (2.26), com a introdugdo
da varidvel de Boltzmann A = x/t1/2, que torna a equagao (2.26) em uma equagao
diferencial ordinaria (EDO),

Adb d do

possibilitando a determinacao da difusividade D(#) como:

1 6
D(9) = —5% @) (2.30)

onde 6; é o contettdo de umidade inicial.

Os métodos numéricos usando calculos fracionérios que serao apresentados a
seguir sao formas de generalizar a equagao de Richards. [PACHEPSKY; TIMLIN;
RAWLS (2003) mostraram evidéncias de que a equagdo de Richards classica ndo é
geral o suficiente para representar o fenomeno de infiltracao da dgua em diferentes
tipos de solos, como mostra a tabela 2.2] As evidéncias apontam que a variavel

classica de Boltzmann A = x/t'/2, deveria ser modificada para £ = x/t?, onde £ = A,

g=7v/2e~vy<1.
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Fonte dos dados Solo q
Gardner e Widtsoe (1921) Name and texture not reported 0.417
Nielsen et al. (1962) Columbia silt loam wet at - 50 mb 0.402
Columbia silt loam wet at - 100 mb 0.425
Columbia silt loam wet with oil at - 2 mb 0.480
Columbia silt loam wet with oil at - 38 mb 0.440
Hesperia sandy loam at - 2 mb 0.440
Hesperia sandy loam at - 50 mb 0.384
Hesperia sandy loam wet at - 100 mb 0.344
Rawlins e Gardner (1963) Salkum silty clay loam, 6§ = 0.51 0.439
Salkum silty clay loam, 6 = 0.50 0.430
Salkum silty clay loam, § = 0.48 0.437
Salkum silty clay loam, § = 0.45 0.467
Salkum silty clay loam, 8 = 0.40 0.479
Salkum silty clay loam, 6 = 0.05 0.461
Ferguson e Gardner (1963) Salkum silty clay loam, 8 = 0.05 0.454
Salkum silty clay loam, 8 = 0.10 0.453
Salkum silty clay loam, 8 = 0.15 0.452
Salkum silty clay loam, 6 = 0.20 0.452
Salkum silty clay loam, 6 = 0.25 0.452
Salkum silty clay loam, 8 = 0.30 0.454
Salkum silty clay loam, 6 = 0.35 0.458
Salkum silty clay loam, 8 = 0.40 0.465

Tabela 2.2: Valores do parametro ¢, onde A = z/t?, encontrados em dados expe-
rimentais de infiltracao horizontal de 4gua em colunas de solos, listados por |PA-
CHEPSKY; TIMLIN; RAWLS| (2003)) - tabela reproduzida.
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Isolamento

Esponja
Molhada

2 ST

Figura 2.3: Esquema fisico do problema de infiltracao de dgua na horizontal em
um solo uniforme segundo GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER/ (2006)) -
legendas traduzidas.

2.3.1 Derivada fracionaria

PACHEPSKY; TIMLIN; RAWLS| (2003) propuseram um modelo em que

substituem a derivada temporal classica por uma derivada de ordem fracionaria no
tempo, buscando tornar a equacao de Richards geral para todos os meios porosos.
% = % <D7(9)%) (2.31)
onde 7 é a ordem da derivada fraciondria e D, a difusividade fracionaria. A ordem
v deve ser menor ou igual a um, para v = 1 a equacgao se transforma na cléssica de

Richards.

Introduzindo uma variavel andloga a de Boltzmann £ = :v/t7/2, é possivel
transformar a equacdo (2.31) em uma equacao diferencial ordinaria (EDO), que se
reduz a equagdo (2.29) quando v = 1:

I'(1—~/2) ﬁ_i{ ﬁ}
D(1—3y/2)>de  de | 7de

em que I' é a funcao Gamma.

(2.32)

A equagao (2.32)) pode ser rearranjada para se obter a difusividade fracionaria
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D., dependente de £(6).

_ P —~/2) dg [°

D.0) = Sy =gy g |, SO (2.33)

onde 6; é o contetdo inicial de 4gua, quando v = 1, essa equagao se reduz a equacao

(2.30) de [PHILIP| (1955).

A aproximacgdo numeérica para a derivada fracionaria apresentada por Pa-
chepsky, considera a fungao 6(t) definida nos tempos to = 0, t; = At, ty = 2At, -+,
t, = nAt, e suave em t = 0, fazendo a seguinte aproximacao:

00 0" - 10" — " — 30" — o — ¢, 10—, 0° (2.34)
o (At)

onde 6" é o valor de 6 no tempo t,, 1 ¢ o valor de 6 no tempo t,_1, etc. Os
coeficientes ¢;, j = 1,2,3,- -+, dependem da ordem da diferenciacao fracionéria:

=Dy =g +1)

2.35
e (235)

¢; = (1)

A caracteristica mais importante da aproximagao da derivada fracional ([2.34)
é a incorporacao dos valores da varidavel dependente # nao somente no tempo corrente
e no anterior t,, e t,_1, como é usualmente feito nas derivadas de primeira ordem,

mas em todos os tempos nodais t,,, t,_1, t,_o, -, t1, to.

Usando a equagao (2.34) se obtém uma aproximacdo em diferencas finitas
implicitas centrado no espago para a equacao (2.31)) dado por

or — 3" 0

i j=1
(At)7
1 [DO2) + D] 5™ — 3 Do) + D)) P
) - (2.36)
Ax
onde o indice subscrito ¢ denota valores de  em x = x; = 1Az, i =1,2,--- M — 1

no6s da malha espacial, o indice sobrescrito n indica a posicao da simulagao na
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malha temporal e a func¢do nao linear D(6?) é estimada usando média aritmética.
Este esquema é transformado em um sistema de equagoes tridiagonal nao linear com
respeito a 0", parat=1,2,--- , M — 1.

D(0;,) + D(67) D(07 1) +2D(6;") + D(07,1) 1

2(Az)? % 2(Az)? (At) " (2.37)
D(an-i-l) + D(eln) en — Z?:l Cje?_j '
oAz (At

Existem ainda duas equacoes que surgem das condicoes de fronteira, que resultam
em um sistema com M + 1 equacoes que podem ser resolvidas usando a técnica de

Picard modificado para nao linearidade.

Counsiderando:
D0 ) + D(0})
I ! ! 2.
(A1) (2.38a)
D(07 ) +2D(0}) + D(07, ;) 1
_ 2.
J TENSE + ALy (2.38b)
D0 ) + D(0F)
K 1+1 7 2
STINSE (2.38c¢)
noe I
p o 2=l (2.38d)

(At)

Quando a equagcao (2.37) ¢ aplicada em todos os nos, o resultado é um sistema
de equacoes matricial nao linear com uma matriz tridiagonal composta de zeros nos
elementos fora das diagonais, como em (2.24]). Para condiges de contorno prescritas

tem-se Ry = 6 e R, = 6°, durante toda a simulagao.
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2.3.2 Integral fracionaria

Outro modelo que usa célculos fracionarios e busca generalizar a equacao de
Richards é o modelo proposto por |(GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER
(2006) em que é apresentado um modelo baseado em integral fracionaria, pois em seu
trabalho levanta o questionamento quanto a validade do trabalho de PACHEPSKY
TIMLIN; RAWLS (2003), principalmente em relagdo a possibilidade da transfor-
macao da E.D.P. em E.D.O. usando a regra da cadeia para calculos fracionérios no
modelo derivada fracionaria. Aponta ainda, que devido a opcao do modelo se basear
em uma derivada, este passa a depender de uma condicao inicial do tipo integral,
qual nao é usada pelo autor e nao é facil de ser obtida experimentalmente, além de

violar a conservacao de probabilidade intrinseca ao método.

Buscando evitar estes problemas e generalizar a equacao de Richards, o autor

prop6s um modelo usando a integral fracionéria, onde reescreveu a equacao classica

de Richards na forma integral

o(t,z) = 0(0,z) + /O t (% (D(@)%) dt (2.39)

e substituindo a integral classica pela integral fracionaria (2.40))

1 t
[;’ft——/ t—u)" 1 f(u)du 2.40
0 =gy | (2.40)
de ordem 7, chega-se em um modelo fracionario,
0 00
O(t,x) =0(0,z) + IJJF% (DW(H)%> (2.41)

qual denominou Equacao de Richards Fracional (neste trabalho chamada por
Equacdo de Richards na forma Integral Fracionaria - E.R.ILF.) de ordem =, para
0 <~ <1, no caso de v = 1 tem-se a equagao classica de Richards (2.39). Para

expressao de D.,, optou por usar modelos exponenciais classicos de difusividade.
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Para a solugao numérica da equagao (2.41)) foi usado um algoritmo de Adams-
Bashforth-Moulton DIETHELM; FREED| (1999), modificado para nao linearidade
e obteve um equacao fraca singular de Volterra do segundo tipo:

O(t,z) = 6(0,z) + ﬁ/o (t — u)”‘la%c (Dﬂ&)%) du (2.42)

Considerando uma malha temporal igualmente espacada com passo de tempo h,

obteve solucao numérica dada por

1 n
Ons1(x) = 60(0,2) + () (Z Wjni1 F(t5,%,0;(x)) + ani1ni1 F(tnra, @, 9n+1(fﬂ))>

J=0

(2.43)
esta equacao ¢ nao linear e para sua solugao foi empregado o método iterativo de

Newton-Raphson com preditor inicial 62 11 dado pela relacao

B@) = 000.2) + 55 3 by F(1,2.0,(2) (2.44)
onde
F(t,2,0) = % (DV(Q)g—z) (2.45)

Note que a avaliacao da funcdo em cada instante de tempo %, requer o
conhecimento de todo o passado historico da simulagao. Isto reflete a nao-localidade

da integral fracionéria.

Os pesos de integragao para o preditor sao avaliados pela expressao

byt = % (41— ) — (n—j)) (2.46)

enquanto que para o corretor tem-se
hY

ey GRS UGl (2.47)

Ao n+1 =

hY

—V(V ) (2.48)

Ap+1n+l =
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eparal <j<n

hY

W ((n — i+ 2)“/+1 . 2(n — i+ 1)%1 + (n . j)’erl) (2.49)

Ajnt1 =

Com respeito ao espacgo o autor usou elementos finitos com funcgoes de bases qua-

draticas.

Considerando uma malha espacial igualmente distribuida, onde o indice subs-
crito i denota valores de € em x;, i = 1,2,--- , M — 1 n6s da malha, o indice sobres-
crito n indica a posigao da simulagao na malha temporal e a fun¢do nao linear D(07)
é estimada usando média aritmética. Este esquema é transformado em um sistema

de equagoes tridiagonal nao linear com respeito a 07, para ¢ = 1,2,--- M — 1, em

que substituindo (2.45) em (2.43), chega-se em um esquema centrado no espago dado

por:

An41,n+1 n+1 n+1y]  gn+l

2h2F(”y) [D(ez ) + D<0171 )] 9171

_ an—‘,-l,n-i-l n+1 n+1 8@4—1 1 . 0n+1
{ZhQF(y) [D(ez—l ) + 2D(61 + D( i+1 ))] + } %
a'n+1,n+1 n+1 n+1 n+1 __
+2}12—F(7) (D) + Do) - 07 =

60— 3 S {[D01) + D] (6L, — ) = [DB) + D6L)] (6~ 6L))

J=0

(2.50)

Existem ainda duas equacgoes relativas as condigoes de fronteira, gerando
assim um sistema com M + 1 equagoes que pode ser resolvido usando a técnica de
Picard modificado para nao linearidade ou mesmo o método iterativo de Newton-

Raphson.
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Tomando:
an s n n
I = %;;r(; [D(O7*") + D(071))] (2.51a)
J = — {—;’;;IF’(‘; [D(07H") + 2D + D(O7)] + 1} (2.51b)
an ,n n n

K = +2};;F(; (D@ + D67 Y] (2.51c)
R = —0] - Z %JQ—I:’(-;) {[D(07,,) + D(6))] (67, — 07) — [D(6]) + D(6]_))] (6] — 67_,)}

=0
(2.51d)

Quando a equagao (2.50) ¢ aplicada em todos os nos, o resultado é um sistema
de equacoes matricial nao linear com uma matriz tridiagonal composta de zeros nos
elementos fora das diagonais, como em (2.24]). Para condigbes de contorno prescritas

tem-se Ry = 09 e R, = 0°, durante toda a simulagao.

No presente trabalho foi feita a reproducao do algoritmo numérico e resulta-
dos do artigo de GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER) (2006), porém com
algumas pequenas alteragoes, a primeira ¢ quanto a escolha do método iterativo
para solucao do sistema nao linear que neste trabalho optou-se por usar a técnica
de Picard. A segunda é quanto a escolha do método das diferencas finitas visto que
o autor usou o método dos elementos finitos. Entretanto estas escolhas nao geram
custo computacional nem piores resultados numéricos, dado que o problema é unidi-
mensional e a técnica de Picard chega a encontrar solugoes 6timas com apenas uma

iteracdo. Esta discussao sera novamente abordada no capitulo [3] e na segao 3.3
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3 PROPOSTA DE MODIFICACAO DO METODO

A equacao de Richards é altamente nao-linear|CELIA; BOULOUTAS; ZARBA
(1990); métodos que buscam aproximagoes numéricas para o problema, em geral
usam passos de tempo pequenos para garantir a convergéncia. Neste trabalho é
usada a técnica de Picard para solucoes do sistema nao-linear atrelado. Na figura
B.1] & possivel observar o namero de iteragoes por passo de tempo apresentados por
esta técnica, quando da aproximacao de solugoes em reproducao ao artigo de Ge-
rolymatou, onde foi usado o método da integral fracionaria apresentado no capitulo
[2.3.2] Observe que para os tempos iniciais de simulagao a técnica é mais exigida que
nos tempos seguintes, e em algumas partes chega a determinar solugdes com apenas

uma iteragao.

Considerando a necessidade de se obter aproximacoes numéricas com os me-
nores custo e tempo computacionais possiveis, é proposto neste trabalho um modelo
modificado da Equacao de Richards Fracionaria de (GEROLYMATOU; VAR-
DOULAKIS; HILFER/ (2006]), chamada aqui por Equagao de Richards na forma
Integral Fracionaria Modificado - (E.R.I.F.M). Esta altera¢ao no esquema con-
sidera um passo de tempo adaptativo de forma que seja possivel usar um tamanho
de passo que melhor se adapte a cada etapa da simulagao, obtendo resultados para

simulagoes longas com o menor custo computacional possivel.

3.1 Motivacao para modificacoes

Como motivacao da construcao do método serd brevemente apresentada a

ideia por traz do classico algoritmo de Adams-Bashforth-Moulton para equacoes de
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Grafico do ndimero de iteragdes da técnica de Picard em cada passo de tempo

5.5 1

numerode iteragoes com dt= 30s. |

5 -

4.5
3.5
34
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1.8 | | ’ ~| ' |
1
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8] 5000 10 000 15 000 20 000 25000
Passos de ternpos iguais de tamanho 30s

Mimero de iteragdes da técnica de Picard

Figura 3.1: Grafico apresentando para cada passo de tempo o niimero de iteracoes
que a técnica de Picard usou para apresentar solucao.

primeira ordem. Inicialmente serd abordado um problema de valor inicial de uma

equacao diferencial de primeira ordem.

Dy(z) = f(z,y(x)) (3.1a)
y(0) = wo (3.1b)

assumindo que a fungdo y tem solugao tnica existente em um intervalo [0, T, seré
usado a técnica do preditor corretor de Adams-Bashforth-Moulton e considerada
uma malha sem a necessidade de ser igualmente espacada, como indicado no trabalho
de HAIER; NORSETT; WANNER/ (1993), onde {t; = (t;41 —¢;);7 =0,1,--- N}

para algum inteiro N.

A ideia basica é assumir ser possivel calcular aproximagoes y; ~ y(t;) (j =

1,2,--- k), e tentar obter aproximagdes para yyy1 por meio da equagao
tet1
) =yt + [ fGy(a))d (32)
tr
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Esta equacao decorre da integracao de (3.1) no intervalo [tg, tx41]. Nao se conhece
exatamente o lado direito da expressao (3.2)) além de uma aproximacao para y(t),
chamado aqui por y,. A integral serd entao substituida pela formula da quadratura

trapezoidal de dois pontos

[ 9tz = 75 gl + gt0), (3.3

que oferece uma equagao para a aproximagcao da incognita i1, dada por

tpy1 — t

5 e y(te)) + f (e, y(trr)), (3-4)

Yk+1 = Yr +

onde, novamente substituindo y(t;) e y;, 11, POr suas respectivas aproximagoes y; e
Yr+1, chega-se na equacao de passo tnico implicito do método de Adams-Moulton,

dada por
let1 — tk

5 (f (trs yie) + f (trsr1 Yir1))- (3.5)

Yk+1 = Yk +

O problema com esta equagao é que a incognita y,.; aparece em ambos
os lados, e devido a nao linearidade natural de f, em geral, nao é possivel obter
solucao direta para yi,1. Desta forma deve-se usar em um processo iterativo,
inserindo uma aproximacao preliminar para y;,.; no lado direito, chamada aqui
por y¥ 41 preditor, obtido de maneira similar, substituindo a féormula da quadratura

trapezoidal pela regra do retangulo

/ g(z)dz =~ (b—a)g(a), (3.6)

dando o método explicito ( Euler avangado ou Método de Adams-Bashforth de passo
tinico)

Y1 = Yk + (teer — te) F (e, v)- (3.7)
onde é conhecido pelo trabalho de HAIER; NORSETT; WANNER| (1993) que o
processo definido por e

(thr1 — tr)

5 (f (ko yn) + f(thst, Yirr))s (3.8)

Yk+1 = Yk +
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Conhecido como técnica de passo tnico de Adams-Bashforth-Moulton, é convergente
de ordem 2, isto é

max [y(t;) —y;| = O(h?). (3.9)

j=1,2,,N
Esse método se comporta de maneira satisfatéria do ponto de vista de sua estabili-
dade numérica HAIRER; WANNER)| (1991). E dito ser um método do tipo preditor
corretor com avaliacao, qual deveria ser iniciado calculando o preditor , avaliar
f (i, yb 1), usar esta aproximacao para calcular o corretor e finalmente ava-
liar f(tx11,yks1). Esse resultado deve ser guardado para futuro uso em um proximo

passo da iteracao.

3.2 Meétodos Numéricos - Formulagao Fracionaria E.R.I.F.M.

Introduzidos estes conceitos, sao apresentadas agora as ideias essenciais do
problema de ordem fracionaria com algumas modificacoes. Busca-se escrever a equa-
cao de Richards na forma integral, como em 7 porém considerando um intervalo
de integracao comecando em 0 e nao em ¢;. Esta é uma consequéncia da estrutura
de nao-localidade do operador diferencial de ordem fracionaria. Isso nao causa mai-
ores problemas em generalizar o método de Adams. O procedimento a ser realizado
¢ substituir a integral pela formula da quadratura trapezoidal, assim usa-se os nos
t; (1 =0,1,--- ,k+ 1) e interpretar a fun¢do (tx+1 — -)?~' como uma fun¢ao peso

para a integral, ou seja, aplicar a aproximacao

tr4+1 . trt+1 -
[t gz [t -0 G (320)
0 o
onde vy é a ordem fracionéria e g1 € um interpolador linear para g com nés tomados

emt;, 7=0,1,2,--- K+ 1

Os pesos da formula da quadratura trapezoidal podem ser representados por

um somatorio dos valores das fungoes pesos do integrante g, tomados nos pontos ;.
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lkt1 k+1
_1~
[ e = 27 G () = 3 agannglt) (3.11)
o j=0
onde
tr4+1 .
jpr1 = / (thr1 — 2)77 jpr1(2)dz (3.12)
0
e
(z = tj-1)/(t; —tj-1) se tj1 <z<t,
Gikr1(2) = (L1 — 2)/ (L —t ) ose b <z<tjn, (3.13)
0 c.c.
Observe que a funcao ¢; 1 satisfaz
0 se j#u,
it = {3 I .10

que ¢ continua e linear por partes com extremidades nos nds ¢, e sendo integrada

como indicado em ({3.12)), obtém-se, para um t; arbitrario:

(tgyr — t1)7H + L[yt +t — L] se i — 0:
tiy(y +1) J=5
(1 — i) ™ A+ (Lo — 1) [y (Lo — t5) + 1520 — tk+1]+
Qjpr1 = (tJ lj— 1) (7+1)
k1 =
(trgr — tj1) "™ = (tegr — £5) V(5 — ti1) =t + e se1<j<k
(tip1 —t)v(y+1) T
t — t.)7
(kJrl k) se]:k+1
[ (v +1)

Assim a expressao do corretor seré:

k
Yk+1

I'(v)

Jj=0

1
=Y+ 5 (Z a1 f (g, 95) + arp e f (Bern, Yiyr)

) (3.16)

(3.15)
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Para a determinagao do preditor y; 41, basta substituir a integral do lado direito de
(3.2) pela regra do retangulo

tei1 k
| e = 2 gl & S bt (3.17)
0 =0

onde

ti+1 t — ) — (¢t — )Y
bjjk1 = / (tpr — 2) 7 Hdz ~ (s = 0)7 = (s = Y1) (3.18)
t

; g
Vale lembrar que neste caso as fungoes ¢; usadas no preditor nao sao do tipo chapéu
e sim constantes por partes, sendo 1 em [¢;,%;41] e 0 nas outras partes do intervalo
0,¢341]. Assim o preditor yf 1 determinado pelo método de Adams-Bashforth-

Moulton fracionario é:

k
1
Yir1 = Yo + ) > biwnf (L)) (3.19)
=0

Aplicando-se a equacao em todos os nos, tem-se como resultado um
sistema de equacgoes matricial nao linear com uma matriz tridiagonal composta de
zeros nos elementos fora das diagonais, como em . Vale ressaltar que o método
aqui descrito nao necessita de uma malha temporal igualmente espacada e que a
aplicagao das modificagoes afetam apenas os calculos das equagoes , ,
e . Assim o esquema desenvolvido com estas alteracoes é similar ao

esquema apresentado em (2.50) e (2.51)), porém com uso das equagoes (3.15).

3.3 Analise do método

Descrevendo as principais propriedades do algoritmo, ¢ possivel notar que
o comportamento do método é independente do parametro 7 e ele se comporta

de uma forma muito semelhante ao método de Adams-Bashforth-Moulton cléassico
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de passo unico (isto é, o caso onde 7 = 1). Portanto, a combina¢ao do esquema
de Adams-Bashforth-Moulton fracionério descrito com a sua versao classica é uma
ideia muito natural quando o conjunto de equacoes a serem resolvidas consiste de
equacoes diferenciais de primeira ordem combinadas com equacoes diferenciais de
ordem fracionéria. Vale lembrar que esse método pode ser generalizado para incluir
equacoes de ordem mais fracionais, mesmo que a ordem dos operadores diferenciais

envolvidas variem de equacao para equacgao.

Estabilidade: A analise de estabilidade ¢ muito importante ao implementar um
método em um computador com aritmética de precisao finita, pois deve-se levar em
conta os efeitos decorrentes dos erros por truncamento. Sabe-se HAIRER; WANNER
(1991) que o método classico de Adams-Bashforth-Moulton, é ttil para solucionar
problemas com equagoes de primeira ordem, pois suas propriedades de estabilidade
permitem uma aplicacao confidvel sem indevida propagacao de erros de arredonda-
mento e sua implementa¢ao nao exige um consumo extremo de tempo. A partir
dos resultados de LUBICH| (1986, observa-se que as propriedades do método per-
manecem inalteradas quando se compara a versao fracionaria do algoritmo com a
classica. Ficando claro que o comportamento do método nao depende da ordem dos

operadores diferenciais envolvidos.

Convergéncia: E claro que somente a estabilidade nao é suficiente para afirmar que
a solucao numérica é uma boa aproximacao para a solucao exata. Deve-se analisar
os erros na estimativa do problema, isto ¢, a questao da convergéncia. No contexto,

pode-se usar algumas técnicas padroes de analise LINZ| (1985) e DIETHELM] (2010)).

Seja 0 < 7 e assumindo D}y € C?[0,T] para algum T apropriado. Entao,

Jmax [y(t;) —y;l =

O(h?) se v>1,
{O(hH'y) se vy <1, (3.20)

onde ~y representa a ordem do operador integral fracionario D}y, h = (y(tj+1) —y(t;))
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e considerando os nés j nao necessariamente espacados igualmente.

Observa-se que a ordem de convergéncia depende de 7, e esta é uma funcao
nao-decrescente de 7. Isto se deve ao fato da discretizacao do operador integral, que
se comporta de forma mais suave, permitindo uma aproximacao com uma acuracia
maior quando y cresce. Em contrapartida, o chamado método direto como o método
de diferencas atrasadas de DIETHELM]| (1997) usa uma abordagem diferente; como
o nome sugere ele discretiza diretamente o operador no problema de valor inicial. As
propriedades suaves deste operador e a maneira facil dele ser aproximado se deteriora
com v crescendo, e entao conclui-se que a ordem de convergéncia do método de
DIETHELM]| (1997) é uma funcao nao-crescente de 7; em particular a convergéncia
nao é alcancada para v > 2. Esta é uma distinta vantagem do esquema de Adams

apresentado aqui que é convergente para todo v > 0.

Uma objecao contra a utilizacao do esquema de Adams-Moulton-Bashforth
pode ser o ritmo muito lento de convergéncia se 7y esta proximo de 0. No entanto,
uma verificacao cuidadosa do erro de aproximacao revela um fato que é bem conhe-
cido na anélise de erros para métodos desta forma para equagoes de primeira ordem:
a aplicagao da formula corretor melhora a precisdo da sua entrada (o preditor) por
um fator de 17 até uma ordem de O(h?), ou seja, uma saturagio é alcangada. Assim,
é possivel se substituir a estrutura de PACA | (Preditor Avaliador Corretor Avalia-
dor) simples por um método P(AC)*A, ou seja, através da introdugao de iteragoes

de correcao adicionais (u).

Uma observacao interessante é que, escolhendo um nimero maior de iteragoes
de correcao, essencialmente se deixa inalterada a complexidade computacional do

algoritmo DIETHELM] (2010). Uma iteracao do corretor é da forma:

nY o<

)f (tj—i-lv yé:_ll) + m Z a?“,j—i—lf(t?“v yr) (321)

l _
Yir1 = Yo+ T(y+2
r=0
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Aqui g}, denota a aproximacio apos [ etapas de correcao, 3., = y7,, € o preditor
e Yjr1 = ?J;LH ¢ a aproximacao final apos u etapas de correcao que serd usada. Essa
expressao pode ser reescrita como

hY

yé-ﬂ = Bip1 + mf (tj+17 ?Jé:&) (3.22)
onde .
8 b S ) (3.23)
j — 7 AN Ay j Ty Ir 4
741 Yo F('}/ + 2) ,J+1 Yy

r=0

é independente de [. Assim, a complexidade aritmética total do corretor no passo
(74 1) (saindo de t; para t;;1) ¢ O(j), para o célculo de ;41 é acrescido O(u) para
o passo pu do corretor, onde (sendo p constante) é assintoticamente o mesmo que a

complexidade no caso pu = 1.

A aproximacao obtida pelo método P(AC)*A descrito acima, satisfaz

max |y(t;) —y;| = O(h?) (3.24)

0<j<N

onde, ¢ = min{2,1+ py}, N é o namero de nos da malha e y(¢;) e y; sao solugoes
aproximadas e exatas de y respectivamente. Para mais detalhes da anélise de erros

do esquema delineado, veja |DIETHELM] (2003).

Nos resultados apresentados pelo algoritmo referente ao esquema (E.R.I.F.M)
proposto neste trabalho na subsecao ¢ utilizado uma aproximacao para o predi-
tor de uma maneira similar e bem proxima do método P(AC)#A, onde é usado como
preditor a ultima solucao encontrada pelo método. Esta técnica serd apresentada

em detalhes no capitulo [4]
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4 RESULTADQOS OBTIDOS

Neste capitulo serao apresentados resultados obtidos com os diversos codi-
gos descritos neste trabalho. Inicialmente sera apresentada uma verificacao do co-
digo numérico (E.R.LF.M), considerando uma aproximacao linear da equagio de

Richards em sua forma horizontal, tornando a difusividade constante.

Sera simulado computacionalmente um experimento de infiltragdo de d4gua na
horizontal apresentado por [EL. ABD; MILCZAREK] (2004), em um bloco de cons-
trucao feito de silicio, qual apresenta uma difusao anémala diferindo dos resultados
apontados pela forma classica da equagao de Richards. Serdao apresentados resul-
tados com os codigos computacionais usando calculos fracionarios descritos neste
trabalho, que sdo: Equagio de Richards usando derivada fracionaria (E.R.D.F.)
de PACHEPSKY; TIMLIN; RAWLS (2003), Equagao de Richars usando integral
fracionaria (E.R.I.F.) de GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER] (2006)) e
o Equagao de Richards usando integral fracionaria modificado (E.R.I.LF.M.), que

otimiza e reduz o custo computacional do modelo integral fracionaria.

Para o caso de infiltragao de d4gua na vertical, foi apresentado na secao [2.2.1
os resultados para um solo do tipo areia, que apresenta uma alta nao linearidade
nas aproximacoes das solucdes numéricas. O algoritmo empregado é baseado no
trabalho de KUMAR) (1998) que possibilita a escolha do tipo de esquema a ser

usado variando entre explicito, centrado e implicito com o ajuste de um parametro.
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4.1 Verificacao do cédigo numérico - (E.R.I.LF.M)

Nesta secao o cédigo numérico serd verificado por comparagao com resulta-
dos analiticos para ambos v = 1 e 7 < 1 casos das equacgoes lineares cléssicas e

fracionarias, respectivamente:

2

01, z) = 6(0,2) + D1[§+%, (4.1)
2

Ot z) = 0(0,) + Dﬂ&%. (4.2)

onde D; e D, sao coeficientes de difusao constantes. Foram estimados os va-

lores D; = 24 x 10 %cm’min™!

e D, = 24 x 10~°cm*min~", correspondendo
a aproximadamente § = 0,3 em D(f) = Coe®, onde Cy e ¢ sdo constantes e
Co =4 x 107 %m?*min=! e ¢ = 13,6 para o caso classico e Cy = 4 x 10 %cm?min™"
e ¢ = 13,6 para o caso fracionario.

As condigoes iniciais

|0 se =0
00, 2) = {90 se >0 (4:3)
e de contorno sao
0(t,0) =60, para t>0, =0 (4.4)
e
O(t,z) <oo para t>0, z— o0 (4.5)

4.1.1 Difusao classica

A solucao analitica de (4.1)) &

O(t,x) = By -erfc ( 422175) + By (4.6)



20

Para os valores das condicoes iniciais e de contorno foram escolhidos 6, = 0,1 e

0, = 0,5, isto torna os valores de By e B, fixos e constantes
Bl - 0, 4 BQ - 0, 1 (47)

O contetddo volumétrico de agua tomado como uma fungao similar a variavel £ =
x/tY/2, foi avaliado para os resultados numeérico e analitico. A diferenca méxima
entre as solucoes numeéricas e analiticas foi igual a 1,5 x 1074, considerando um solo
de comprimento 1,2cm, durante um tempo total de 200 min, considerando uma
malha espacial com intervalos Az = 0,04 ¢m e uma malha temporal com intervalos

At = 0,125 min.

4.1.2 Difusao Andmala

A solucao analitica de (4.2)) é

1‘2
D,

ea,x)zng.Hiﬁ(

Eé: 7{§>> + B, (4.8)

onde Hllf(z) ¢ uma fungdo de FOX segundo BRAAKSMA| (1962-1964)) definida pele

0 22\ 1 (e
0 ) =i (49)

v=0

série

HL (
para v = 1 esta se reduz a funcao de erro complementar er fc. Escolhendo novamente

0p=0,1e 6, =0,5, tem-se

Bg - 0, 4 B4 - 0, 1 (410)

A série de potencias (4.9) converge lentamente, se mostrando ttil numericamente
para argumentos pequenos. O erro maximo entre a solu¢ao numérica e a série de
poténcias é igual a 1,1 x 10™* considerando-se os 150 primeiros termos da série,

Az =0,025cm e At = 0, 25 min.
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Figura 4.1: O grafico a esquerda apresenta & aproximacao numérica e a expansao
em série de poténcias para v = 0,9 e considerando os 150 primeiros termos da
série. Grafico a direita apresentando os erros maximos em todos os pontos da malha
espacial.

Na figura |4.1] é apresentada uma comparacao das aproximacoes numeéricas

com a expansao em série de poténcias para argumentos pequenos usando v = 0, 9.

Como forma de verificar os algoritmos numéricos desenvolvidos usando
e , considerou-se um solo hipotético de parametros: v = 0,9, coluna de solo
de 1,2cm, malha espacial com Az variando de 0,10cm a 0,00625 cm, tempo de
simulacao de 200 min, com At variando de 8 min a 0,0625 min e ambas as malhas

foram igualmente espacadas.

Nas tabelas e sao analisados os erros maximos e as ordens de conver-
géncia para as varidveis independentes do problema t e x, tomando valores pequenos.
Para analisar a ordem de convergéncia com respeito a Az foi fixado um At sufici-
entemente pequeno e estudado o erro maximo e a ordem quando Ax decresce, vide
tabela [4.2] Para analisar a ordem de convergéncia com respeito a At foi fixado um

Az suficientemente pequeno e estudado o erro méximo e a ordem de convergéncia
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Az fixo | At Erro Ordem (q;)
8 0,0041458 0,9880095
4 0,0020902
0,9787603
2 0,0010606
1 0,0005382 0,9786664
0,0125 ’ 0,9919806
0,5 | 0,0002706
1,0258207
0,25 | 0,0001329
1,0861065
0,125 | 0,0000626 1.1200938
0,0625 | 0,0000288 ’

Tabela 4.1: Erros numéricos maximos e ordem de convergéncia determinados para
Az fixo e At refinando. Parametros: v = 0,9, Coluna de solo de 1,2 c¢m, com Ax
fixo em 0,0125 c¢m em uma malha igualmente espacada, tempo total de simulacao
de 200 min, com At variando de 8 min a 0,0625 min igualmente espacados.

At fixo | Az Erro Ordem (q,)
0,10 0,0015384 2.0628691
0,05 0,0003682 9 4625696
0,0625 0,025 | 0,0000668 ’
0,0125 | 0,0000288 1,2137793
’ ’ 0,3259300

0,00625 | 0,0000361

Tabela 4.2: FErros numéricos maximos e ordem de convergéncia determinados para
At fixo e Ax refinando. Parametros: v = 0,9, Coluna de solo de 1,2 c¢m, com At
fixo em 0,0625 min em uma malha igualmente espacada, tempo total de simulacao
de 200 min, com Ax variando de 0,10 cm a 0,00625 cm igualmente espacados.

quando At decresce, vide tabela [4.1]

Para o célculo da ordem de convergéncia considerou-se o erro F; para um
dado tamanho de passo de tempo At; como sendo E; ~ C(At;)?, e para um erro

E;y1 de um passo de tempo At;;; tem-se FE; 1 ~ C(At;;1)? sendo ¢ a ordem dos
Eit1
log( o
erros. Para ¢ = ¢; temos ¢; ~ m, ao comparar os erros I/ com o refinamento
At;
da malha em ¢ tomados de dois em dois. Para ¢ = ¢, a ordem dos erros sera
B
log<7E_ )
qr ™ —7 a1y @0 comparar os erros £ com o refinamento da malha em z tomados
loy( Az, )
de dois em dois.
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4.2 Resultados usando derivada fracionaria (E.R.D.F.)

Como forma de testar e validar o modelo numérico apresentado na se¢ao
2.3.1] sera apresentada a simulacao de infiltracdo da dgua em um solo horizontal
classificado como do tipo "Silty Loam"por EVANGELIDES; ARAMPATZIS; TZI-
MOPOULOS) (2010) e um bloco de silicio estudado por |[EL ABD; MILCZAREK
(2004), usando o algoritmo numeérico (?7). Ambos os meios porosos apresentam
o fenomeno de difusividade anémala. Seus resultados de aproximagoes numéricas
para a infiltracao horizontal diferem da solucao classica de Richards, ou v = 1, assim
serd determinado para cada caso o mais apropriado valor de v < 1, qual melhor se

adéque as solugoes experimentais apresentadas.

Como forma de determinar o valor de v apropriado para cada meio poroso,
fez-se a regressao linear para diferentes dados experimentais considerando diferentes
tempos de infiltracao t e as respectivas distancias das frentes de molhamento = do
mesmo meio. Foi comparada a inclinacao da reta que melhor se ajustou aos dados
experimentais, com a variavel andloga de Boltzmann reescrita na forma semelhante

a equagao reduzida da reta.

E=z/t? & 2=E(x0? & In(z) =In(€) + Lin(t) (4.11)

E possivel observar na figura o comportamento da infiltracao para um
meio poroso genérico, onde a medida que o valor de ~ difere de 1 a infiltracao ocorre
de maneira retrograda para o mesmo tempo de simulagao. Vale ressaltar que este
efeito do método é percebido para longos tempos de simulagao, nos iniciais esta nao

difere muito dos resultados analiticos, classicos nem dos experimentais.

Como resultado de validac¢ao foi usado um solo classificado como "Silty Loam".

Sao apresentadas na figura [4.3] as solugoes classica, fracionaria e experimental,
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Figura 4.2: Resultados sincronos para contetidos volumétricos de umidade 6 para
tempo igual a 100 minutos e diferentes ordens de derivadas fracionarias.

usando a expressao para a difusividade fracionaria adaptada do trabalho de [EVAN-

GELIDES; ARAMPATZIS; TZIMOPOULOS (2010)

_(D0=3) ) 1 (ran (22))° e 0 (leos (22
R e e k===
(4.12)

onde a = 0,3857, b = 13,5987, ¢ = —24,3048, 6; = 0,0175 [cm3/cm3], b, = 0,295

+ |2

[em3/em3] e v = 0,99, sendo este tltimo obtido por regressao linear para este solo.

No segundo resultado simulou-se a infiltracao de 4gua em um tijolo de silicio
estudado por EL ABD; MILCZAREK] (2004), que também apresenta o fendmeno
de difusividade anémala. Sao apresentadas as solugoes cléssica, derivada fraciona-
ria e experimental, usando duas diferentes difusividades fracionarias. A primeira

expressao apresentada por [SUN et al.| (2013)
D.,(0) = Cy x 6" (4.13)

onde Cyp = 0,93, n =8,2, At =0,30s, Az = 1mm e v = 0,86, este ltimo também
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Figura 4.3: Solugao para os tempos 35h, 40h e 50h — Solo Silty Loam, usando a
difusividade (4.12)), At =1se Az =1lcm.

obtido por regressao linear para dados do tijolo e Cj ajustado para os dois primeiros
resultados experimentais. Pode-se observar os resultados para esta expressao de

difusividade na figura [4.4]

Para a segunda expressao da difusividade fracionaria apresentada por |GE-
ROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER] (2006)

o4
D, (0) = Cj (1 - Ag) [1 ;Alog (1 - A?) + g} (4.14)

onde Cyp =5x 1074, A =0,97,0, =1, At =0,30s e v = 0,86. Pode-se observar os

resultados para esta segunda expressao de difusividade na figura 4.5

Observa-se nas figuras [£.4] e [.5] que a correspondéncia dos resultados numé-
ricos em relagdo aos experimentais é melhor nos pontos iniciais (z < 40 c¢m) e para

D, (0) (4.14) os dados perdem precisdo quando se aumenta a distancia (z > 70 cm),
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Figura 4.4: Solucoes para os tempos 450 s, 5370s, 24210s, 79770s e 170430 s —
Tijolo de Silicio, usando a difusividade D, (0) (4.13)), At =30s e Az = 1mm.
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Figura 4.5: Solucoes para os tempos 450 s, 5370s, 24210s, 79770s e 170430s —
Tijolo de Silicio, usando a difusividade D, (0) (4.14), At =30s e Az = 1 mm.
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este fato pode ser devido a inexatidao nos dados de ajuste das difusividades nao
completamente especificados nos trabalhos de referéncias. No entanto, os resulta-
dos obtidos com a derivada fracionaria mostraram boa correspondéncia, resolvendo
o problema de infiltracao horizontal com difusividade anémala, mostrou resultados
consistentes com dados experimentais do fenémeno e melhores que os resultados
classicos ja apresentados. Portanto, o método apresentado contendo a derivada fra-
cionaria como estimativa temporal apresenta-se como uma solu¢ao numérica eficaz

para o problema do fluxo de 4gua na horizontal em meios nao-saturados.

4.3 Resultados usando integral fracionaria (E.R.L.F.)

Como forma de testar e validar o algoritmo implementado, serao apresenta-
das duas simulacoes de infiltracao na horizontal, usando como meio poroso o tijolo
e silicio, que apresenta o fenomeno de difusividade anémala, de |[EL ABD; MILC-
ZAREK] (2004)), com aplicacoes do modelo numérico Equacao de Richards usando
Integral Fracionaria (E.R.I.F.) de GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER

(2006), que considera uma malha espacial igualmente distribuida.

No primeiro exemplo apresentado na figura [4.6] sdo apresentadas as solu-
coes classica, integral fracionaria e dados experimental do tijolo, usando a expressao
para & difusividade fracionaria apresentada por GEROLYMATOU; VARDOULA-
KIS; HILFER| (2006), equagao (£.14). Usando Cp =5 x 107*, A =0,97, 6, =1¢
~v = 0, 86, sendo 7 obtido por regressao linear dos dados experimentais de infiltracao
e Cy ajustado pelo deslocamento da frente de molhamento dos dois tempos inicias

de infiltragao.

Foram obtidos bons resultados numéricos para os tempos iniciais da infil-

tragao, porém com um custo computacional muito elevado, dado pelas diversas
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Figura 4.6: Solucoes para os tempos 450 s, 5370s, 24210s, 79770s e 170430 s —
Tijolo de Silicio, usando a difusividade D (0) (4.14), At =30s e Az = 1 mm.

operacoes presentes na determinacao da difusividade e o elevado e crescente niimero
de operacoes presentes na consideracao de todas as solugoes anteriores para aproxi-
macao dos novos resultados de simulacao. Vale ressaltar que as aproximacoes aqui
apresentadas diferem dos resultados apresentados pelo autor em sua obra, pois o

mesmo nao deixa claro os valores usados em seu parametro de ajuste C.

Para este segundo resultado apresentado na figura [4.7 foi usado o mesmo

tijolo de silicio que apresenta difusividade anémala. Sao apresentadas as solugoes
classica, integral fracionaria e experimental, usando a expressao para a difusividade
D, (0) dada por [SUN et al| (2013), equagdo (4.13). Usando Cy = 0,93, n = 8,2
ey = 0,86, com Cy e n ajustados considerando os dois resultados experimentais
inicias de 450 s e 5370 s e 7y obtido por regressao linear. Foi usado o modelo integral
fracionaria de GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER/ (2006)), considerando

um passo de tempo constante At de 30 s. Vale ressaltar que devido ao menor niimero

de operagoes presentes na difusividade exponencial (4.13) o custo computacional
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Figura 4.7: Solugoes para os tempos 450 s, 5370s, 24210s, 79770s e 170430 s —
Tijolo de Silicio, usando a difusividade D, (0) (4.13)), At =30s e Az = 1mm.

foi menor que usando a difusividade proposta pelo autor (4.14), como mostra a
tabela entretanto ainda demandando um longo tempo e custo computacional

na obtencao das aproximacoes numeéricas.

4.4 Resutados usando integral fracionaria modificada (E.R.I.F.M.)

Serao apresentadas duas simulacoes de infiltracao na horizontal, com aplica-
¢oes do modelo numérico Equacao de Richards usando Integral Fracionaria Modifi-

cada (E.R.LF.M.), que considera o uso do passo de tempo adaptativo.

Neste primeiro exemplo apresentado na figura [4.8 usou-se os dados do tijolo
de silicio estudado por [EL ABD; MILCZAREK] (2004). Sao apresentadas as solu-

¢oes classica, integral fracionaria modificada e dados experimental do tijolo, usando a
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Figura 4.8: Solucoes para os tempos 450 s, 5370s, 24210s, 79770s e 170430 s —

Tijolo de Silicio, usando a difusividade D, (6) (4.14), Atinicia = 30s ¢ Az = 1 mm.

expressao para a difusividade fracionaria apresentada por GEROLYMATOU; VAR-

DOULAKIS; HILFER] (2006)), equagao (#.14). Sendo Cy = 5 x 107%, A = 0,97,
0, =1 e~ = 0,86, este tltimo obtido por regressao linear a partir dos dados ex-

perimentais de infiltracao e Cy ajustado para os dois tempos inicias de infiltracao.

Foram obtidos resultados numéricos bons para os tempos iniciais da infiltra-
¢ao, porém com um custo computacional ainda elevado, dado pelas diversas opera-
¢oes presentes na determinacao da difusividade. Na figura 4.9 é possivel observar
o comportamento do processo de linearizacao da técnica de Picard para o tempo de
convergéncia de 170430 s, onde o eixo horizontal representa todo o tempo discreto

de simulacao e o eixo vertical apresenta os respectivos niimeros de iteragoes usados
em cada etapa de tempo.
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[teracdes de Picard

o] &0 IDEID 100 IDDD ISDIDDD
Distribuicio dos passos de tempo

Figura 4.9: Nimero de iteragoes da técnica de Picard em cada intervalo de tempo
(At), usando a difusividade (4.14)).

Neste segundo resultado apresentado na figura[4.10] usou-se o mesmo tijolo de
silicio que apresenta difusividade anémala. Sao apresentadas as solucoes classica, in-
tegral fracionaria modificada e experimental, usando a expressao para a difusividade
fracionéria dada por [SUN et al] (2013)), equacdo (4.13). Onde C; = 0,93, n = 8,2
e v = 0,86, com Cy e n ajustados considerando os dois resultados experimentais

inicias de 450 s, 5370 s e v obtido por regressao linear.

Para as simulagoes apresentadas nas figuras e foi usado o modelo
integral fracionaria modificado, considerando um passo de tempo adaptativo orien-
tado ao numero de iteracoes da técnica de Picard, comecando com um tamanho de
30 s e este sendo reajustado para o valor atual acrescido de 200 s em cada etapa de
linearizacao, sempre que o nimero de iteragoes da técnica de Picard for menor que

cinco.

Com o novo algoritmo se conseguiu o objetivo de reduzir o tempo computa-
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Figura 4.10: Solucoes para os tempos 450s, 5370 s, 24210s, 79770 s e 170430 s —
Tijolo de Silicio, usando a difusividade D, (8) (4.13)), Atinicia = 30 s € Az = 1 mm.

cional para um tempo total de 1,96 x 10 s ou 3, 27 min, enquanto o modelo Integral
fracionaria, com passos de tempo constates de tamanho 30 s, consumiu um tempo

maior que 2,16 x 10° s ou 60 horas.

Na figura 4.11 observa-se o comportamento do processo de linearizacao da
técnica de Picard para o tempo de convergéncia de 170430s. O eixo horizontal
representa o tempo de simulacao e o eixo vertical apresenta os ntimeros de iteracoes
usados em cada etapa de linearizacao. Observando as figuras e pode-
se notar que os tempos iniciais de simula¢ao, exigem mais iteracoes da técnica de

Picard.

Como forma de avaliar os resultados obtidos, sao apresentados os erros médios
quadraticos (E.M.Q.) das simulac¢oes em rela¢do aos dados experimentais do tijolo

de silicio de EL. ABD; MILCZAREK (2004). Na tabela constam resultados de
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Figura 4.11: Numero de iteracoes da técnica de Picard em cada intervalo de tempo

(At), usando a difusividade (4.13]).

tempo de convergéncia e erros médios quadraticos, para trés tempos de infiltracao
450 s, 5370 s e 24210 s avaliados para os trés modelos numéricos, E.R.D.F., E.R.L.F.

e E.R.LF.M., em todos com as duas expressoes de difusividade D, (¢) apresentadas

Nota-se que o tempo de simulacdo computacional é sempre muito menor
em todos os casos onde foi usada a Equacao de Richards com Integral Fracionaria

Modificada (E.R.I.LF.M.) com passo de tempo adaptativo.

Para o calculo dos erros médios quadraticos (E.M.Q.) foram comparados os
resultados aproximados como os dados experimentais de infiltracao e foi usada a
expressao apresentada na equagao (4.15)), onde nno é o namero total de nos na

malha espacial, 0,,;) ¢ o valor aproximado da umidade em cada n6 da malha e 0.,



Tempos (s) E.M.Q. (mm)
Métodos 450s | 5370s 24210s | 450s | 5370s | 24210s
LF.M.- D, @13) | 0483 4,711 20,251 | 0.078 0.033  0.040
LF.- D, (13) | 2,715 158,521  3393,248 | 0,033 0,048 0,058
D.F.-D, (#13) | 2,873  11.827 133,746 | 0.034 0.049  0.059
LF.M. - D, (4.14) | 22,561 136,500 488,983 | 0.036 0.028 0.078
LF.- D, (4.14) | 39,768 2515,876 49458,009 | 0,025 0,023 0,062
D.F.- D, (4.14) | 26,430 136,299 550,739 | 0.024 0.025  0.060
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Tabela 4.3: Resultados de tempos de convergéncia e erro médio quadraticos (E.M.Q.)
para os tempos 450 s, 5370 s e 24210 s. (E.R.I.F.M.) aqui apresentado como (L.F.M.),
(E.R.D.F.) aqui apresentado como (D.F.) e (E.R.I.LF.) aqui apresentado como (I.F.).
O valor da condicdo de parada da técnica de Picard foi e = 10~ em todos os testes.

é o valor experimental da umidade em cada n6 da malha.

nnoe N —
g = 2

Qea}(i) ) 2

0]

(4.15)
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho apresentou um levantamento e estudo numérico unidimensional
do processo de infiltracao de Agua em meio poroso, descrito pela equacao de Richards.

Foi usado o Método das Diferencas Finitas e Calculos fracionarios.

Na abordagem do problema vertical foi reproduzido um esquema numérico
de KUMAR] (1998), onde ajustando um parametro a é possivel se ter os seguintes
esquema numéricos: para a = 0 esquema explicito, para a = 0,5 esquema centrado

de Crank-Nicolson e para a = 1 esquema implicito.

Como resultado da abordagem na direcao vertical, foi realizado um experi-
mento numérico onde foram mostrados resultados para o problema de infiltracao de
adgua em um solo do tipo areia. Esta simulacao mostra a grande nao linearidade
do problema fisico, pois o processo de infiltracao ocorre rapidamente e o solo passa
de um estado de praticamente seco, para o estado de completamente encharcado
em segundos. Na tabela e na figura foram apresentados os perfis de con-
tetidos de dgua aproximados com o esquema explicito, centrado de Crank-Nicolson
e implicito, sendo ambos comparados com os resultados de Philip nos tempos de
t=0,1h, 0,2h e 0,8h respectivamente. Em todos os casos a taxa de avanco da
frente de molhamento foi particularmente bem descrita. Todos os esquemas numé-
ricos apresentaram resultados comparéveis que nao sao significativamente diferentes
das solucoes semi-analiticas de Philip. Foi observado que o esquema explicito apre-
sentou melhores resultados com os perfis de umidades de Philip em comparacgao
com os esquemas implicitos e o centrado de Crank-Nicolson. Entretanto, o esquema
implicito é preferivel em vista da estabilidade e da possibilidade de uso de um passo

de tempo maior, tornando o custo computacional baixo.
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A tabela apresenta evidencias de que a equacgao de Richards nao é geral o
suficiente para representar fielmente o fenomeno de infiltracao de dgua em todos os
tipos de meios porosos, em especial na infiltracao horizontal. Neste trabalho foram
reproduzidas as solucoes para este tipo de problema usando a derivada de ordem
fracionaria de PACHEPSKY; TIMLIN; RAWLS (2003) e usando a integral de ordem
fracionaria de GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER (2006), porém ambos
os métodos numéricos apresentam baixo desempenho e elevado custo computacional.
A principal contribuicao deste trabalho foi a modificacdo do modelo integral fracio-
naria, propondo o uso de uma malha numérica temporal nao igualmente espacada,
proporcionando o uso de um passo de tempo adaptativo que contribuiu com me-
lhor desempenho, custo computacional e resultados acurados em comparagao com

os modelos derivada e integral fracionéria, como mostrado na tabela [4.3]

Como resultados da abordagem na diregao horizontal, empregou-se o uso cal-
culos fracionarios usando os métodos de derivada fracionaria, integral fracionaria e
integral fracionaria modificada com passo de tempo adaptativo, aplicados em um
tijolo de silicio estudado por [EL ABD; MILCZAREK| (2004)), que apresenta o feno-
meno de difusividade anomala. Foram apresentadas as solugoes classica, integral
fracionéria, derivada fracionéaria, integral fracionaria modificada e dados experimen-
tal do tijolo, usando duas diferentes expressoes para a difusividade fracionaria uma
dada por GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER]| (2006) e outra dada por
SUN et al.|(2013). A tabela [4.3| mostra como o algoritmo modificado (E.R.I.F.M.),
proposto neste trabalho conseguiu o objetivo de reduzir o tempo computacional para
um tempo total de 1,96 x 10% s ou 3, 27 min, enquanto o modelo Integral fracion4ria,
com passos de tempo constates de tamanho 30 s, consumiu um tempo maior que
2,16 x 10° s ou 60 horas. Na tabela, constam resultados de tempo de convergéncia
e erros médios quadréticos, para trés tempos de infiltragao 450 s, 5370s e 24210 s
avaliados para os trés modelos numéricos, E.R.D.F., E.R.LLF. e E.R.LF.M., em am-

bos as duas expressoes de difusividade D., () apresentadas em (4.14)) e (4.13)), foram
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empregadas e nota-se como o tempo de simulacao computacional ¢ sempre muito

menor em todos os casos onde foi usado o esquema modificado E.R.I.F.M.

Como forma de validar os resultados apresentados com o método modificado
proposto, foi apresentada uma abordagem de um caso linear na secao 4.1 e os resul-
tados foram apresentados nas tabelas e na figura [4.1) mostrando acuracia e
convergéncia nas aproximacoes condizentes com o problema proposto. O problema
de subdifusividade (ou difusdo retrograda) nao é o unico apresentado em meios poro-
sos, existe também o problema de sobredifusividade como apresentado em EL ABD:;
MILCZAREK (2004), onde o meio apresenta dados experimentais para a frente de
molhamento além de onde a solucao classica indica que deveria estar a infiltracao,
estes casos sao propostos aqui como trabalhos futuros a serem discutidos e validados

com o emprego do modelo aqui proposto.

O processo de determinagao do melhor valor de y para o meio poroso (que é a
ordem fracionaria do método), é dado por regressao linear como descrito na equagao
. Porém, sendo tomados os dados experimentais da frente de molhamento
de dois em dois ou de trés em trés obtém-se valores diferentes para ~, fato que
indica uma possivel variacao deste parametro dentro da simulacao. Uma proposta de
trabalho futuro seria um modelo contemplando o v adaptativo, de forma a verificar
se a variacao deste termo de fato implica em melhores resultados numeéricos para o

problema fisico.

O processo de construcao das solucoes numéricas usando calculos fracionarios
envolvem uma quantidade crescente de termos proporcionais ao tempo de simula-
¢ao, uma proposta de trabalho futuro seria também o estudo e implementacao de
um truncamento do método para um determinado tempo de simulacao, ou mesmo
uma maneira diferente de estimar os termos de menor influéncia nos métodos, sem

demandar um custo computacional elevado.
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