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RESUMO

FREITAS, Amauri Aguiar de. Análise e computação de um modelo genera-
lizado da Equação de Richards. 2015. 74 f. Dissertação (Mestrado em Infor-
mática) - PPGI, Instituto de Matemática, Instituto Tércio Pacitti de Aplicações e
Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2015.

A in�ltração de água em meios porosos não-saturados é governada pela equação
de Richards, que expressa o princípio da conservação de massa e a lei de Buckingham-
Darcy. A equação em sua forma clássica tem se mostrado não geral o su�ciente no
estudo de in�ltrações na direção horizontal, apresentando resultados para grandes
tempos de simulação que diferem de resultados experimentais para alguns meios
porosos. Generalizações para a equação utilizando cálculos fracionários têm surgido
e apresentam resultados acurados e condizentes com dados dos meios estudados.
Este trabalho apresenta um estudo da equação de Richards nas direções vertical e
horizontal utilizando programas computacionais para simular numericamente o esco-
amento em meios porosos não-saturados através de modelos conservativos de massa.
Nas soluções numéricas verticais empregou-se o método de diferenças �nitas, no qual
as equações foram discretizadas por meio do esquema de Euler centrado no espaço e,
ajustando um parâmetro no modelo proposto, é possível usar um esquema explícito,
um centrado de Crank-Nicolson ou um implícito no tempo. O sistema de equações
algébricas não-lineares tridiagonal resultante foi resolvido pela técnica iterativa de
Picard. As aproximações foram comparadas com a solução semi-analítica de Philip,
ao simular a in�ltração em uma coluna de solo do tipo areia. Os resultados obti-
dos tanto na forma explícita, na centrada e na implícita mostraram-se acurados e
convergentes. Nas soluções numéricas horizontais empregou-se também o método
das diferenças �nitas, no qual as equações foram discretizadas por meio do esquema
de Euler centrado no espaço e usando derivada fracionária e integral fracionária no
tempo. Como meio poroso foram usados dados de um bloco de silício que apre-
senta difusividade retrógrada, diferindo dos resultados clássicos. As aproximações
numéricas para este problema foram comparadas com dados experimentais do meio
poroso. A principal contribuição deste trabalho é uma alteração do modelo integral
fracionária, onde este passa a considerar um passo de tempo adaptativo capaz de
tornar o processo de simulação até 900 % mais rápido. O modelo mantém a estabili-
dade numérica para meios porosos que apresentam difusividade anômala, garante a
conservação de massa, converge rapidamente para a solução experimental e fornece
resultados acurados com o menor esforço e custo computacional possível.

Palavras-chave: Equação de Richards, Cálculos Fracionários, In�ltração, Materi-
ais Porosos, Difusão Anômala.



ABSTRACT

FREITAS, Amauri Aguiar de. Análise e computação de um modelo gene-
ralizado da Equação de Richards. 2015. 74 f. Dissertação (Mestrado em
Informática) - PPGI, Instituto de Matemática, Instituto Tércio Pacitti, Universi-
dade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

The water in�ltration in unsaturated porous media is governed by Richards equa-
tion, that expresses the principle of mass conservation and the Buckingham-Darcy
law. The classic form of the equation has shown not to be general enough in in-
�ltration study in the horizontal direction, presenting results for large simulation
times that di�er from experimental results in some porous media. Generalizations
to the equation using fractional calculations have emerged and have presented ac-
curate and consistent results with experimental data. This paper presents a study
of Richards equation in vertical and horizontal directions using computer programs
to numerically simulate the �ow in unsaturated porous media through mass con-
servative models. To the numerical solutions for the vertical in�ltration problem
were used the �nite di�erence method, in which the equations were discretized by
a Euler scheme centered in space and, by adjusting a parameter in the proposed
model, it is possible to use an explicit, a centered Crank-Nicolson or an implicit
scheme on time. The non-linear tridiagonal system of algebraic equations resulting
was solved using the Picard iterative technique. The approximations were compared
with the Philip's semi-analytical solution, considering the in�ltration in a sand type
soil column. The results obtained in both explicitly, centered and implicitly scheme
showed to be accurate and convergent. In the horizontal numerical solutions it was
also employed the �nite di�erence method, in which the equations were discretized
using the Euler scheme centered in space and using fractional derivative and frac-
tional integral in time. As porous media were used the data from a siliceous block
presenting retrograde di�usivity, di�ering from classical results. The numerical ap-
proximations to this problem were compared with experimental data. The main
contribution of this work is a change in the fractional integral model, considering an
adaptive time step scheme whose processing time is 900% faster. The model keeps
the numerical stability for porous media that present anomalous di�usivity, ensures
the mass conservation, converges quickly to the experimental solution and provides
accurate results with less e�ort and computational cost.

Keywords: Richards Equation, Fractional Calculus, In�ltration, Porous Materials,
Anomalous Di�usion.
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1 INTRODUÇÃO

A zona vadosa é uma componente do ciclo hidrológico, que in�uencia direta-

mente na in�ltração, nas águas das chuvas, na evapotranspiração além da recarga

de aquíferos. Esta região é delimitada pela parte superior da terra e por baixo pelo

nível d'água. O entendimento do movimento da água nesta região e sua quanti�ca-

ção é essencial para a solução de uma variedade de problemas, como: previsão de

escoamento a partir de determinados eventos de precipitação para �ns de controle

de erosão, transporte de sedimentos e controle de inundações, estimativa da disponi-

bilidade de água para o crescimento de plantas, estimativa da recarga de água para

o aquífero subterrâneo e avaliação do potencial de contaminação do aquífero devido

à migração de substâncias solúveis em água presentes na zona vadosa.

O estudo do movimento da água no solo, por vários anos, tem sido objeto

de estudo de muitos cientistas de diversas áreas. Pesquisadores como NIELSEN;

VAN GENUCHTEN; BIGGAR (1986) e MILLY (1988) evidenciam que aproxima-

ções numéricas de escoamentos em meios porosos não saturados, são aplicados em

campos das ciências dos solos, da hidrologia de águas subterrâneas, agricultura,

engenharia civil, e as ciências ambientais.

Apesar do estudo desta temática ter começado a mais de um século, foram

obtidos melhores resultados a partir da década de 1970 com o uso das soluções

numéricas nos computadores.

Em 1928, Richards teorizou a percolação da água em um meio poroso não-

saturado, descrevendo o princípio de BUCKINGHAM (1907). Em 1931, usando o

princípio da Conservação da Massa, Richards formulou a equação geral do movi-
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mento da água em um meio poroso não-saturado RICHARDS (1931).

PHILIP (1958) apresentou a primeira solução semi-analítica para a in�ltração

vertical da água no solo. FREEZE (1971) apresentou um dos primeiros modelos

numéricos de solução da equação de Richards, entretanto, este modelo apresentava

di�culdades de convergência e instabilidade numérica.

Desde então, trabalhos como os de NEUMAN (1973); NARASIMHAN; WI-

THERSPOON (1976); HAVERKAMP et al. (1977); HAYHOE (1978); HAVER-

KAMP; VAUCLIN (1979); COOLEY (1983); HORNUNG; MESSING (1983) e

HUYAKORN; THOMAS; THOMPSON (1984) apresentaram técnicas de solução

para o problema, usando o Método das Diferenças Finitas e o Método dos Elemen-

tos Finitos, aplicados em duas formas básicas que a equação de Richards admite,

conhecidas como �ψ− based�, �θ− based�, onde as variáveis dependentes são a carga
devido à pressão (ψ) e o conteúdo de umidade (θ), respectivamente. Signi�cativa-

mente, estes trabalhos apresentaram erros globais no balanço de massa próximos de

10%.

Posteriormente, ALLEN; MURPHY (1986) e CELIA; AHUJA; PINDER

(1987) apresentaram a forma �mixed� da Equação de Richards. Esta forma é mate-

maticamente equivalente as formas básicas anteriores, porém apresentava resultados

diferentes de cada uma delas. Os algoritmos usavam aproximações de colocação (mé-

todo dos elementos �nitos) no espaço, sendo que Celia e Pinder ainda aplicaram uma

versão com direção alternada. Allen e Murphy chamaram sua aproximação de Mé-

todo Quasi-Newton enquanto Celia e Pinder referem-se ao método como Método

de Picard Modi�cado. Ambos demonstraram excelente balanço de massa em suas

soluções numéricas.

Em 1988, Zarba usou o método iterativo de Picard Modi�cado com aproxima-
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ções com diferenças �nitas e elementos �nitos no espaço que apresentaram pequenos

erros de balanço de massa ZARBA (1988). Entretanto, Celia e outros concluíram

que a formulação conservativa de massa não é su�ciente para garantir boas soluções

numéricas CELIA; BOULOUTAS; ZARBA (1990).

SRIVASTAVA; YEH (1991) Apresentaram uma solução analítica para solos

homogêneos e em camadas sujeitas a processos de in�ltração, onde esta utiliza o

modelo de solo de Gardner que emprega relações constitutivas exponenciais para a

condutividade hidráulica e para o conteúdo de umidade. Este foi um dos poucos

trabalhos a abordar a dinâmica do solo com comprimento �nito.

ZAIDEL; RUSSO (1992) �zeram uma estimativa da condutividade hidráulica

para simulações de in�ltração em solos inicialmente secos que utilizam o esquema

de Ponderação Assintótica baseado no comportamento assintótico da função.

SHORT; DAWES; WHITE (1995) apresentam alguns casos em que os pro-

blemas numéricos estão associados à escolha inadequada das funções hidráulicas do

solo, principalmente quando as simulações aproximam-se de condições residuais e

de saturação.

VASCONCELLOS (2001) mostrou que as soluções validadas destas equações

são difíceis de serem obtidas devido à forte não-linearidade entre as funções presentes

na mesma. Como faltam soluções analíticas, a validade e acurácia dos diferentes

métodos numéricos de solução podem ser avaliados baseados no erro de balanço de

massa. Esta é somente uma condição necessária que não é su�ciente para assegurar

a validade da solução, e apenas será con�rmado com base no erro de balanço de

massa e na comparação das soluções obtidas por algoritmos diferentes ou dados

experimentais.
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RAATS (2001) Argumentou que soluções plenamente analíticas para a equa-

ção de Richards são necessárias para comparação com resultados de soluções numé-

ricas. Mostrou que essas soluções somente são possíveis quando certas classes de

expressões paramétricas que descrevem as propriedades do solo são usadas, assim

como nos solos estudados por Green e Ampt, os solos de Brooks-Corey e os solos de

Gardner. Além disso, as soluções comumente usadas são empregadas em situações

semi-in�nitas e na maioria dos casos, é reproduzida a solução permanente.

Uma técnica híbrida numérico-analítica conhecida como Técnica da Trans-

formada Integral Generalizada (TTIG), foi utilizada para simular o transporte de

soluto em meios porosos por LIU et al. (2000) e também foi empregada por VAS-

CONCELLOS (2001) para problemas de in�ltração vertical da água em solos não

saturados e homogêneos, ambos obtendo bons resultados numéricos.

O problema na horizontal é semelhante à equação de difusão e tem aplicação

em diversas áreas como: Irrigação na agricultura PACHEPSKY; TIMLIN; RAWLS

(2003), biologia NICOLAU; HANCOCK; BURRAGE (2007), mecânica quântica

WANG; XU; LI (2009), ciências geofísicas GANTI et al. (2010), dentre outras.

A equação em sua forma horizontal despreza a in�uência da gravidade e ao

introduzir-se a variável de Boltzmann λ = x/t
γ
2 , para γ = 1 é possível transformar a

Equação Diferencial Parcial (EDP) em uma Equação Diferencial Ordinária (EDO)

MILLER; MILLER (1956), que admite solução analítica para o �uxo de água na

horizontal em diferentes meios materiais, passando a considerar a distância da frente

de molhamento x se deslocando segundo uma constante λ multiplicada pelo tempo

elevado a um fator 1
2
.

Entretanto, NIELSEN; BIGGAR; DAVIDSON (1962), RAWLINS; GARD-

NER (1963), FERGUSON; GARDNER (1963), observaram que para alguns solos
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esta solução desvia consideravelmente dos resultados experimentais, indicando que

o valor de γ deveria ser menor que um. GUERRINI; SWARTZENDRUBER (1994)

e PACHEPSKY; TIMLIN (1998), introduziram uma dependência empírica da difu-

sividade em relação ao tempo e ao espaço na tentativa de generalizar a equação de

Richards, conseguiram melhores resultados para alguns solos, porém sem nenhuma

interpretação física desta dependência.

PACHEPSKY; TIMLIN; RAWLS (2003) desenvolveram um modelo deno-

minado equação generalizada de Richards, propondo uma interpretação como um

modelo de física de partículas de água sendo encaixadas de forma aleatória no meio

poroso, segundo uma distribuição de lei de potências. Usou a derivada fracionária

de Riemann�Liouville no tempo para representar o fenômeno de difusividade anô-

mala, considerando a possibilidade de uso do valor de γ ≤ 1. A busca por tornar

a equação de Richards geral o su�ciente para meios porosos que apresentam difusi-

vidade anômala, continuou com EL ABD; MILCZAREK (2004) usando radiogra�a

dinâmica de neutros, onde obtiveram dados experimentais relativos à cinética do

processo de molhagem em dois tipos diferentes de tijolos de construção, o primeiro

de barro cozido sugerindo um valor para γ > 1 e o outro de silício apontando um

valor para γ < 1. Fez uma análise da difusividade hidráulica propondo um ajuste

de parâmetros, obtendo assim resultados acurados em comparação com os dados

experimentais.

GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER (2006) questionaram a vali-

dade numérica dos resultados apontados pelo modelo generalizado de Pashepsky,

pois notou que a equação proposta não poderia ser transformada em uma EDO por

conta de complicações com a regra do produto fracionária. Fez uma nova proposta

usando integral fracionária no tempo chamando-a de equação de Richards fracioná-

ria. Aplicou este modelo em aproximações de resultados numéricos comparando-os

com os experimentais de El Abd para o bloco de silício com γ < 1 obtendo conver-
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gência acurada para seu modelo generalizado.

P�OCINICZAK; OKRASI�SKA (2013) Construíram um modelo semi-analí-

tico, baseado em um operador integral para o problema de in�ltração horizontal com

difusividade anômala, em que considerava a equação de Richards escrita na forma da

derivada fracionária no tempo. Usaram uma expressão clássica da literatura para a

difusividade. Aplicaram seu modelo para aproximar solução numérica para o bloco

de silício de El Abd e obteve bons resultados.

SUN et al. (2013) propuseram uma abordagem fractal para a equação de Ri-

chards com o objetivo de capturar a difusividade anômala tornando-a generalizada

tanto para casos de subdifusividade, ou seja, valores de γ ≤ 1 quanto para casos de

sobredifusividade, γ > 1. Obtiveram soluções analíticas para o problema, conside-

rando dois tipos de difusividades. Uma exponencial e outra considerando uma lei

de potência, vastamente conhecidas na literatura como uma tentativa de reduzir a

não linearidade das relações constitutivas para difusividade. Mostrou boas soluções

numéricas para os blocos de tijolo queimado e de silício de El Abd.

1.1 Motivação

A água no solo se encontra geralmente em movimento. Deste modo, quando

adicionada uma determinada quantidade de água em um solo, seja através de ir-

rigação ou chuva, esta penetra e redistribui-se em seu interior. Os fenômenos de

in�ltração e movimento de água no solo, são importantes e tem aplicações práti-

cas em áreas como hidrologia, hidrogeologia, engenharia agronômica, engenharia

de petróleo, engenharia ambiental, ciência dos solos, geofísica e gestão de recursos

naturais dentre outros.
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1.2 Impacto

A maioria dos processos que envolvem a interação da água com o solo e, par-

ticularmente, o �uxo de água na zona das raízes da maioria das plantas, ocorrem

enquanto o solo está numa condição insaturada. Os processos de �uxo insaturado

são, em geral, complicados e difíceis de descrever, quantitativamente, uma vez que

implicam em mudanças no estado e conteúdo de água no solo durante o �uxo. Es-

sas mudanças envolvem relações complexas entre a variação de umidade do solo,

sucção e condutividade, cujas inter-relações podem ser ainda mais complicadas pela

histerese. A formulação e solução de problemas de �uxo insaturados muito fre-

quentemente requerem a utilização de métodos indiretos, com base em técnicas de

aproximações numéricas. Por esta razão, o desenvolvimento de métodos rigorosos

teóricos e experimentais para o tratamento destes problemas era pouco desenvol-

vida. Nas últimas décadas, no entanto, o �uxo insaturado tornou-se um dos temas

mais importantes e ativos de pesquisas. Este trabalho resulta em avanços teóricos

e numéricos signi�cativos, com resultados acurados usando aproximações numéricas

para o problema com baixo custo computacional.

1.3 Objetivos

Neste trabalho é feito um estudo da equação de Richards unidimensional

em duas abordagens. Na vertical serão mostrados resultados para o problema de

in�ltração de água em areia, pois esse se mostra um dos casos de maior di�culdade de

simulação devido à grande não linearidade do problema físico, dado que o processo

de in�ltração inicial ocorre rapidamente e o solo passa de um estado de umidade

residual quase seco, para o estado de completamente encharcado em segundos.
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Na horizontal será abordado o campo de cálculos fracionários usando os mé-

todos de derivada fracionária PACHEPSKY; TIMLIN; RAWLS (2003) e integral

fracionária GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER (2006). Estes métodos

apresentam desempenhos muito lentos, principalmente para grandes tempos de si-

mulações devido ao alto número de operações e termos envolvidos no processo. Como

forma de melhorar o desempenho garantindo convergência, será apresentado um mo-

delo integral fracionária modi�cado com passo de tempo adaptativo, desenvolvido

neste trabalho.
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2 ASPECTOS TEÓRICOS

O processo de in�ltração é de�nido como a entrada de água em um meio

poroso inicialmente não saturado, geralmente in�uenciado por efeitos físicos naturais

como a gravidade, gerando uma interface meio água a qual é chamada de frente de

molhamento, onde o conhecimento desta estrutura é muito importante no processo

de predição da propagação da água através do meio.

LIBARDI (2012) mostra num per�l de solo uniforme, a distribuição da água

com a profundidade, quando se mantém uma pequena carga hidráulica na superfície

do solo, como na �gura 2.1. A zona de saturação é uma zona em que o solo está

saturado e o conteúdo de água (θ) está constante. A zona de transição é uma região

de rápido decrescimento do conteúdo de água. A zona de transmissão é uma porção

do per�l onde a água é transmitida com variações muito pequenas no conteúdo de

água. Abaixo desta zona de transmissão existe a zona de umedecimento, que é uma

região de variação relativamente rápida de conteúdo de água no meio. Por �m tem-

se a frente de molhamento que compreende uma pequena região na qual o gradiente

de conteúdo de água sofre uma variação bastante abrupta que representa o limite

visível da penetração da água.

2.1 Equação de Richards

De acordo com a Lei de Darcy, para o �uxo vertical unidimensional, o �uxo

volumétrico q (cm3/cm2/h), ou (cm/h), pode ser escrito como

q = −K
(
∂ψ

∂z
− 1

)
(2.1)
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Figura 2.1: Per�l de conteúdo de água típico durante o processo de in�ltração em
um per�l de solo uniforme de acordo com LIBARDI (2012).

onde K é a condutividade hidráulica (cm/h), ψ é a poropressão que a água faz no

solo (relativa a atmosférica) expressa em (cm) de água e z é a coordenada vertical

(cm) considerada positiva na direção para baixo.

Buscando uma completa descrição matemática do �uxo não-saturado, aplica-

se o princípio da continuidade (Lei da conservação de massa) (1/h)

∂θ

∂t
= −∂q

∂z
(2.2)

onde θ é umidade do solo expressa em (cm3/cm3) e t é o tempo em horas.

Substituindo (2.1) em (2.2) chega-se a equação diferencial parcial

∂θ

∂t
=

∂

∂z

[
K

(
∂ψ

∂z
− 1

)]
(2.3)

A equação (2.3) é uma equação diferencial parcial do tipo parabólica de

segunda ordem, conhecida como equação de RICHARDS (1931) que é não-linear
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pela dependência de K e ψ em θ. Para prevenir os problemas de duas variáveis θ

e ψ, a derivada de θ com respeito a ψ pode ser introduzida, esta é conhecida como

capacidade hídrica especí�ca C (1/cm).

C =
dθ

dψ
(2.4)

Na equação (2.4) foi usada uma derivada total ao invés de uma parcial, pois

ψ é considerada aqui como uma função simples de θ (desconsiderada a histerese).

Escrevendo
∂θ

∂t
=
dθ

dψ

dψ

dt
(2.5)

e substituindo (2.4) em (2.3) tem-se:

C(ψ)
∂ψ

∂t
=

∂

∂z

[
K(ψ)

(
∂ψ

∂z
− 1

)]
(2.6)

Na equação (2.6) os coe�cientes C e K são funções da variável dependente

ψ, mas não funções das derivadas ∂ψ
∂t

e ∂ψ
∂z
. Escrita nesta forma, a equação (2.6)

fornece as bases para a previsão do movimento da água nas camadas do solo, em

que estas podem ter diferentes propriedades físicas.

A equação de Richards é o modelo mais usado para representar o fenômeno

de in�ltração de água no solo e em meios porosos em geral. Considerando a água

como um �uido incompressível, o meio poroso isotrópico e homogêneo e baseando-se

na conservação de massa e no �uxo dado por Darcy, tem-se a equação diferencial

parcial não-linear em três dimensões.

C(ψ)
∂ψ

∂t
=

∂

∂x

[
K(ψ)

∂ψ

∂x

]
+

∂

∂y

[
K(ψ)

∂ψ

∂y

]
+

∂

∂z

[
K(ψ)

∂ψ

∂z

]
+
∂K(ψ)

∂z
(2.7)

onde a direção vertical z está orientada para cima. Esta equação pode ser apresen-

tada em três diferentes formas básicas.
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A forma baseada em ψ:

C(ψ)
∂ψ

∂t
=

∂

∂x

[
K(ψ)

∂ψ

∂x

]
+

∂

∂y

[
K(ψ)

∂ψ

∂y

]
+

∂

∂z

[
K(ψ)

∂ψ

∂z

]
+
∂K(ψ)

∂z
(2.8)

A forma baseada em θ:

∂θ

∂t
=

∂

∂x

[
D(θ)

∂θ

∂x

]
+

∂

∂y

[
D(θ)

∂θ

∂y

]
+

∂

∂z

[
D(θ)

∂θ

∂z

]
+
∂K(θ)

∂z
(2.9)

onde a função de difusividade hidráulica não-saturada D(θ) é

D(θ) =
K(θ)

C(θ)
(2.10)

E a forma mista:

∂θ

∂t
=

∂

∂x

[
K(ψ)

∂ψ

∂x

]
+

∂

∂y

[
K(ψ)

∂ψ

∂y

]
+

∂

∂z

[
K(ψ)

∂ψ

∂z

]
+
∂K(ψ)

∂z
(2.11)

onde a direção vertical z, nas três formas básicas, está orientada para cima.

As três formas são matematicamente equivalentes e usando as relações cons-

titutivas do solo para θ e ψ é possível converter uma forma na outra CELIA; BOU-

LOUTAS; ZARBA (1990).

• x e y - Coordenadas horizontais.

• z - Coordenada vertical orientada para cima.

• t - Tempo.

• ψ - Carga devido à pressão.

• θ - Conteúdo de umidade volumétrico do solo.

• C(ψ) - Capacidade hídrica especí�ca do solo.

• K(ψ) - Condutividade hidráulica do solo não saturado.

• D(θ) - Difusividade hidráulica especí�ca do solo.
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2.1.1 Relações Constitutivas

As funções C(ψ), K(ψ) e D(θ), são não-lineares e somente para poucas exce-

ções admitem solução analítica para a equação de Richards. As relações constitutivas

entre θ, ψ e K descrevem as propriedades do solo e geralmente são dadas por funções

experimentais ou analíticas. Existem quatro tipos de relações constitutivas usuais

da literatura para diferentes tipos de solos. HAVERKAMP et al. (1977) propuseram

dois tipos de relações constitutivas uma para solos arenosos

K(ψ) = Ks
A

A+ |ψ|ϑ
; θ(ψ) =

B(θs − θr)
B + |ψ|ζ

+ θr. (2.12)

e outra para solos argilosos

K(ψ) = Ks
A

A+ |ψ|ϑ
; θ(ψ) =

B(θs − θr)
B + (ln|ψ|)ζ

+ θr. (2.13)

VAN GENUCHTEN (1980) propôs um tipo de relação constitutiva servindo

tanto para solos arenosos, quanto para solos argilosos com o mesmo modelo:

K(Se) = KsS
1/2
e

[
1−

(
1− S1/m

e

)m]2

; θ(Se) = Se(θs − θr) + θr, (2.14)

onde:

Se(ψ) = [1 + (αψ)η]−m ; m = 1− η−1. (2.15)

Os modelos de relações constitutivas propostos por Haverkamp e Van Genu-

chten são funções obtidas experimentalmente. GARDNER (1958) propôs um mo-

delo analítico com funções exponenciais que apesar de não reproduzirem �elmente o

comportamento do solo próximo ao limite de saturação, apresentam acurada repre-

sentação física do fenômeno e também permitem uma "linearização"da equação de

Richards, possibilitando soluções analíticas para a equação de Richards como mos-

trado nos trabalhos de WARRICK (1975), SRIVASTAVA; YEH (1991), MÄNNICH
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(2008), dentre outros.

K(ψ) = Kse
αψ ; θ(ψ) = (θs − θr)eαψ + θr, (2.16)

onde A,B, %, ζ, η,m são parâmetros adimensionais, α[L−1] é a função densidade dos

tamanhos dos poros, θs[L3/L3] é o conteúdo de umidade saturado, θr[L3/L3] é o

conteúdo de umidade residual, Ks é a condutividade hidráulica saturada e Se é a

saturação efetiva.

2.1.2 Métodos de solução

Nesta seção serão abordadas as formas unidimensionais da equação de Ri-

chards, nas direções vertical e horizontal. Como método numérico para aproximação

das soluções será usado o método das diferenças �nitas (MDF).

2.2 Solução numérica da equação de Richards unidimensional
vertical

Assumindo-se a equação (2.6) com as devidas considerações e tomando a

direção vertical preferencial do escoamento, obtém-se a equação diferencial parcial

não-linear, conhecida como equação de Richards na forma baseada em ψ.

C(ψ)
∂ψ

∂t
=

∂

∂z

[
K(ψ)

(
∂ψ

∂z
− 1

)]
Tomando a condição inicial:

ψ(0, z) =

{
ψ1 se z = 0
ψ0 se z > 0

(2.17)

e as condições de fronteira como:

ψ(t, 0) = ψ1 para t > 0 e z = 0

ψ(t, z) <∞ para t > 0 e z →∞
(2.18)
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Considerando uma malha espacial igualmente espaçada em intervalos ∆z e uma

malha similar temporal de intervalos ∆t. A equação diferencial parcial (2.6) pode

ser aproximada por diferenças �nitas da seguinte maneira KUMAR (1998):

Cj+a
i

ψj+1
i − ψji

∆t
=

1

∆z

[
Kj+a
i+1/2

(
ψj+ai+1 − ψ

j+a
i

∆z
− 1

)
−Kj+a

i−1/2

(
ψj+ai − ψj+ai−1

∆z
− 1

)]
(2.19)

onde i e j são índices de espaço e tempo respectivamente, a é um fator de ajuste

(0 ≤ a ≤ 1) em que, usando a = 0 tem-se um esquema explicito, para a = 0, 5 tem-

se o esquema de Crank-Nicolson e tomando a = 1 tem-se um esquema implícito.

Portanto,

ψj+ai−1 = (1− a)ψji−1 + aψj+1
i−1 (2.20a)

ψj+ai = (1− a)ψji + aψj+1
i (2.20b)

ψj+ai+1 = (1− a)ψji+1 + aψj+1
i+1 (2.20c)

Os valores de Cj+a
i , Kj+a

i+1/2 e K
j+a
i−1/2 serão aproximados por

Cj+a
i = (1− a)Cj

i + aCj+1
i = F1 (2.21a)

Kj+a
i+1/2 = (1− a)Kj

i+1/2 + aKj+1
i+1/2 (2.21b)

= (1− a)
√
Kj
iK

j
i+1 + a

√
Kj+1
i Kj+1

i+1 = F2

Kj+a
i−1/2 = (1− a)Kj

i−1/2 + aKj+1
i−1/2 (2.21c)

= (1− a)
√
Kj
i−1K

j
i + a

√
Kj+1
i−1K

j+1
i = F3

As funções não lineares Kj
i±1/2 são estimadas por média geométrica como

proposto por HAVERKAMP; VAUCLIN (1979).
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Substituindo as equações (2.20) e (2.21) em (2.19) tem-se a seguinte equação

algébrica linear válida para cada ponto nodal da malha:

−
[
aF3

∆t

(∆z)2

]
ψj+1
i−1 +

[
F1 + aF2

∆t

(∆z)2
+ aF3

∆t

(∆z)2

]
ψj+1
i −

[
aF2

∆t

(∆z)2

]
ψj+1
i+1 =

[
(1− a)F3

∆t

(∆z)2

]
ψji−1 +

[
F1 − (1− a)F2

∆t

(∆z)2
− (1− a)F3

∆t

(∆z)2

]
ψji

+

[
(1− a)F2

∆t

(∆z)2

]
ψji+1 + (F3 − F2)

∆t

∆z
(2.22)

considerando:

I = −
[
aF3

∆t

(∆z)2

]
(2.23a)

J = +

[
F1 + aF2

∆t

(∆z)2
+ aF3

∆t

(∆z)2

]
(2.23b)

K = −
[
aF2

∆t

(∆z)2

]
(2.23c)

R =

[
(1− a)F3

∆t

(∆z)2

]
ψji−1

(2.23d)

+

[
F1 − (1− a)F2

∆t

(∆z)2
− (1− a)F3

∆t

(∆z)2

]
ψji

+

[
(1− a)F2

∆t

(∆z)2

]
ψji+1 + (F3 − F2)

∆t

∆z

Quando a equação (2.22) é aplicada em todos os nós, o resultado é um sistema

de equações matricial linear com uma matriz tridiagonal composta por zeros nos
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elementos fora das diagonais.


1 0 0 · · · 0
I J K · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · I J K
0 · · · 0 0 1

 ·

ψj+1

1

ψj+1
2
...

ψj+1
n−1

ψj+1
n

 =


R1

R2
...

Rn−1

Rn

 (2.24)

para condições de contorno prescritas tem-se R1 = ψ0
1 e Rn = ψ0

n, durante toda a

simulação.

2.2.1 Resultados do problema unidimensional vertical

Como forma de testar e validar o modelo numérico apresentado na seção 2.2

que simula a in�ltração da água em um solo vertical usando o esquema numérico

(2.19). Será apresentada a simulação de in�ltração em um solo homogêneo através

de grá�cos do per�l de umidade do solo (conteúdo de umidade por profundidade)

evoluindo com o tempo; além de comparar o modelo com a solução semi analítica

proposta por PHILIP (1957).

O problema consiste na simulação da in�ltração da água em um solo arenoso

não-saturado inicialmente seco, colocado em uma coluna com profundidade L =

100 cm. A sua execução foi feita sob condições de contorno de Dirichlet, com um

intervalo de malha espacial de ∆z = 1, 0 cm, o tempo total de simulação foi de 1 hora,

e o passo de tempo inicial ∆t foi escolhido por tentativa e erro da estabilidade do

esquema numérico, que se mostrou estável com passo de tempo ∆t = 0, 4 segundos

no caso do esquema explicito, ∆t = 1 segundo no caso do esquema de Crank-Nicolson

e ∆t = 5 segundos no caso do esquema implícito. Os resultados desta simulação

estão na �gura 2.2 e na tabela 2.1, onde serão mostrados os per�s de umidade em
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Figura 2.2: O grá�co apresenta à aproximação numérica do esquema (2.19) com o
parâmetro a = 0 (explícito), a = 0, 5 (Crank-Nicolson - centrado) e a = 1 (implícito);
em um solo do tipo areia para os tempos de simulação 0, 1 hora, 0, 2 hora e 0, 8 hora.

três tempos distintos. As condições iniciais e de contorno utilizadas foram:
ψ(z, 0) = −61, 50cm (θ = 0, 100cm3/cm3), 0 < z < 100
ψ(0, t) = −20, 73cm (θ = 0, 267cm3/cm3), t > 0
ψ(100, t) = −61, 50cm, t > 0

(2.25)

As relações constitutivas utilizadas foram as de HAVERKAMP et al. (1977) para

solos arenosos (2.12), onde Ks = 34 cm/h, A = 1, 175× 106, ϑ = 4, 74, θs = 0, 287,

θr = 0, 075, B = 1, 611 × 106 e ζ = 3, 96. O parâmetro a do esquema foi ajustado

para explícito (a = 0), Crank-Nicolson (a = 0, 5) e implícito (a = 1) e os resultados

foram comparados com a solução semi-analítica de Philip.
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Erros Máximos 0,1 h 0,2 h 0,8 h
Explícito 0, 004686 0, 003951 0, 006962
Cranck-Nicolson 0, 005850 0, 004168 0, 008290
Implícito 0, 018232 0, 014514 0, 022262

Tabela 2.1: Erros numéricos máximos, usando o esquema (2.19), para os grá�cos
apresentados na �gura 2.2, determinados para os tempos de simulação de 0, 1 hora,
0, 2 hora e 0, 8 hora, usando o esquema numérico em sua forma explícita, centrada de
Crank-Nicolson e implícita. Os erros foram calculados considerando as aproximações
e as soluções de Philip para cada respectivo tempo de simulação.

A tabela 2.1 e a �gura 2.2 apresentam os per�s de conteúdos de água aproxi-

mados com o esquema explícito, centrado de Crank-Nicolson e implícito e compara

com os resultados de Philip, nos tempos t = 0, 1 h, 0, 2 h e 0, 8 h respectivamente.

Em todos os casos, a taxa de avanço da frente de molhamento foi particularmente

bem descrita. Todos os esquemas numéricos apresentaram resultados comparáveis

que não são signi�cativamente diferentes das soluções semi-analíticas de Philip.

É possível observar que o esquema explícito apresentou melhores resultados

com os per�s de umidades de Philip em comparação com os esquemas implícito e o

centrado de Crank-Nicolson. Entretanto, o esquema implícito é preferível em vista

da estabilidade e da possibilidade de uso de um passo de tempo maior, tornando

o custo computacional baixo, além também de possibilitar uma �exibilidade em

resolver problemas de �uxo em meios saturados e insaturados, quando estes devem

ser considerados simultaneamente.

2.3 Solução numérica da equação de Richards unidimensional
horizontal

Considerando o solo como um meio poroso isotrópico e homogêneo, a água

como um �uido incompressível e tomando a direção horizontal do escoamento,
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obtém-se a equação diferencial parcial não-linear, conhecida como equação de Ri-

chards na forma baseada em θ (umidade). Veja o esquema da �gura 2.3

∂θ

∂t
=

∂

∂x

(
D(θ)

∂θ

∂x

)
(2.26)

em que a condição inicial é:

θ(0, x) =

{
θ1 se x = 0
θ0 se x > 0

(2.27)

e as condições de fronteira são:

θ(t, 0) = θ1 para t > 0 e x = 0

θ(t, x) <∞ para t > 0 e x→∞
(2.28)

PHILIP (1957) obteve solução analítica para a equação (2.26), com a introdução

da variável de Boltzmann λ = x/t1/2, que torna a equação (2.26) em uma equação

diferencial ordinária (EDO),

−λ
2

dθ

dλ
=

d

dλ

[
D(θ)

dθ

dλ

]
(2.29)

possibilitando a determinação da difusividade D(θ) como:

D(θ) = −1

2

dλ

dθ

∫ θ

θi

λ(θ)dθ (2.30)

onde θi é o conteúdo de umidade inicial.

Os métodos numéricos usando cálculos fracionários que serão apresentados a

seguir são formas de generalizar a equação de Richards. PACHEPSKY; TIMLIN;

RAWLS (2003) mostraram evidências de que a equação de Richards clássica não é

geral o su�ciente para representar o fenômeno de in�ltração da água em diferentes

tipos de solos, como mostra a tabela 2.2. As evidências apontam que a variável

clássica de Boltzmann λ = x/t1/2, deveria ser modi�cada para ξ = x/tq, onde ξ ≡ λ,

q = γ/2 e γ ≤ 1.
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Fonte dos dados Solo q
Gardner e Widtsoe (1921) Name and texture not reported 0.417
Nielsen et al. (1962) Columbia silt loam wet at - 50 mb 0.402

Columbia silt loam wet at - 100 mb 0.425
Columbia silt loam wet with oil at - 2 mb 0.480
Columbia silt loam wet with oil at - 38 mb 0.440
Hesperia sandy loam at - 2 mb 0.440
Hesperia sandy loam at - 50 mb 0.384
Hesperia sandy loam wet at - 100 mb 0.344

Rawlins e Gardner (1963) Salkum silty clay loam, θ = 0.51 0.439
Salkum silty clay loam, θ = 0.50 0.430
Salkum silty clay loam, θ = 0.48 0.437
Salkum silty clay loam, θ = 0.45 0.467
Salkum silty clay loam, θ = 0.40 0.479
Salkum silty clay loam, θ = 0.05 0.461

Ferguson e Gardner (1963) Salkum silty clay loam, θ = 0.05 0.454
Salkum silty clay loam, θ = 0.10 0.453
Salkum silty clay loam, θ = 0.15 0.452
Salkum silty clay loam, θ = 0.20 0.452
Salkum silty clay loam, θ = 0.25 0.452
Salkum silty clay loam, θ = 0.30 0.454
Salkum silty clay loam, θ = 0.35 0.458
Salkum silty clay loam, θ = 0.40 0.465

Tabela 2.2: Valores do parâmetro q, onde λ = x/tq, encontrados em dados expe-
rimentais de in�ltração horizontal de água em colunas de solos, listados por PA-
CHEPSKY; TIMLIN; RAWLS (2003) - tabela reproduzida.
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Figura 2.3: Esquema físico do problema de in�ltração de água na horizontal em
um solo uniforme segundo GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER (2006) -
legendas traduzidas.

2.3.1 Derivada fracionária

PACHEPSKY; TIMLIN; RAWLS (2003) propuseram um modelo em que

substituem a derivada temporal clássica por uma derivada de ordem fracionária no

tempo, buscando tornar a equação de Richards geral para todos os meios porosos.

∂γθ

∂tγ
=

∂

∂x

(
Dγ(θ)

∂θ

∂x

)
(2.31)

onde γ é a ordem da derivada fracionária e Dγ a difusividade fracionária. A ordem

γ deve ser menor ou igual a um, para γ = 1 a equação se transforma na clássica de

Richards.

Introduzindo uma variável análoga a de Boltzmann ξ = x/tγ/2, é possível

transformar a equação (2.31) em uma equação diferencial ordinária (EDO), que se

reduz a equação (2.29) quando γ = 1:

Γ(1− γ/2)

Γ(1− 3γ/2)
ξ
dθ

dξ
=

d

dξ

[
Dγ

dθ

dξ

]
(2.32)

em que Γ é a função Gamma.

A equação (2.32) pode ser rearranjada para se obter a difusividade fracionária
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Dγ dependente de ξ(θ).

Dγ(θ) =
Γ(1− γ/2)

Γ(1− 3γ/2)

dξ

dθ

∫ θ

θi

ξ(θ)dθ (2.33)

onde θi é o conteúdo inicial de água, quando γ = 1, essa equação se reduz a equação

(2.30) de PHILIP (1955).

A aproximação numérica para a derivada fracionária apresentada por Pa-

chepsky, considera a função θ(t) de�nida nos tempos t0 = 0, t1 = ∆t, t2 = 2∆t, · · · ,
tn = n∆t, e suave em t = 0, fazendo a seguinte aproximação:

∂γθ

∂tγ
≈ θn − c1θ

n−1 − c2θ
n−2 − c3θ

n−3 − · · · − cn−1θ
1 − cnθ0

(∆t)γ
(2.34)

onde θn é o valor de θ no tempo tn, θn−1 é o valor de θ no tempo tn−1, etc. Os

coe�cientes cj, j = 1, 2, 3, · · · , dependem da ordem da diferenciação fracionária:

cj = (−1)j−1γ(γ − 1) · · · (γ − j + 1)

1 · 2 · · · j
(2.35)

A característica mais importante da aproximação da derivada fracional (2.34)

é a incorporação dos valores da variável dependente θ não somente no tempo corrente

e no anterior tn e tn−1, como é usualmente feito nas derivadas de primeira ordem,

mas em todos os tempos nodais tn, tn−1, tn−2, · · · , t1, t0.

Usando a equação (2.34) se obtém uma aproximação em diferenças �nitas

implícitas centrado no espaço para a equação (2.31) dado por

θni −
∑n

j=1 cjθ
n−j
i

(∆t)γ
=

1
2

[
D(θni+1) +D(θni )

] θni+1−θni
∆x

− 1
2

[
D(θni ) +D(θni−1)

] θni −θni−1

∆x

∆x
(2.36)

onde o índice subscrito i denota valores de θ em x = xi = i∆x, i = 1, 2, · · · ,M − 1

nós da malha espacial, o índice sobrescrito n indica a posição da simulação na
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malha temporal e a função não linear D(θni ) é estimada usando média aritmética.

Este esquema é transformado em um sistema de equações tridiagonal não linear com

respeito a θni , para i = 1, 2, · · · ,M − 1.

D(θni−1) +D(θni )

2(∆x)2
θni−1 −

[
D(θni−1) + 2D(θni ) +D(θni+1)

2(∆x)2
+

1

(∆t)γ

]
θni

+
D(θni+1) +D(θni )

2(∆x)2
θni+1 = −

∑n
j=1 cjθ

n−j
i

(∆t)γ

(2.37)

Existem ainda duas equações que surgem das condições de fronteira, que resultam

em um sistema com M + 1 equações que podem ser resolvidas usando a técnica de

Picard modi�cado para não linearidade.

Considerando:

I =
D(θni−1) +D(θni )

2(∆x)2
(2.38a)

J = −
[
D(θni−1) + 2D(θni ) +D(θni+1)

2(∆x)2
+

1

(∆t)γ

]
(2.38b)

K =
D(θni+1) +D(θni )

2(∆x)2
(2.38c)

R = −
∑n

j=1 cjθ
n−j
i

(∆t)γ
(2.38d)

Quando a equação (2.37) é aplicada em todos os nós, o resultado é um sistema

de equações matricial não linear com uma matriz tridiagonal composta de zeros nos

elementos fora das diagonais, como em (2.24). Para condições de contorno prescritas

tem-se R1 = θ0
1 e Rn = θ0

n, durante toda a simulação.
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2.3.2 Integral fracionária

Outro modelo que usa cálculos fracionários e busca generalizar a equação de

Richards é o modelo proposto por GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER

(2006) em que é apresentado um modelo baseado em integral fracionária, pois em seu

trabalho levanta o questionamento quanto a validade do trabalho de PACHEPSKY;

TIMLIN; RAWLS (2003), principalmente em relação a possibilidade da transfor-

mação da E.D.P. em E.D.O. usando a regra da cadeia para cálculos fracionários no

modelo derivada fracionária. Aponta ainda, que devido a opção do modelo se basear

em uma derivada, este passa a depender de uma condição inicial do tipo integral,

qual não é usada pelo autor e não é fácil de ser obtida experimentalmente, além de

violar a conservação de probabilidade intrínseca ao método.

Buscando evitar estes problemas e generalizar a equação de Richards, o autor

propôs um modelo usando a integral fracionária, onde reescreveu a equação clássica

de Richards 2.26 na forma integral

θ(t, x) = θ(0, x) +

∫ t

0

∂

∂x

(
D(θ)

∂θ

∂x

)
dt (2.39)

e substituindo a integral clássica pela integral fracionária (2.40)

Iγa+f(t) =
1

Γ(γ)

∫ t

a

(t− u)γ−1f(u)du (2.40)

de ordem γ, chega-se em um modelo fracionário,

θ(t, x) = θ(0, x) + Iγ0+

∂

∂x

(
Dγ(θ)

∂θ

∂x

)
(2.41)

qual denominou Equação de Richards Fracional (neste trabalho chamada por

Equação de Richards na forma Integral Fracionária - E.R.I.F.) de ordem γ, para

0 < γ ≤ 1, no caso de γ = 1 tem-se a equação clássica de Richards (2.39). Para

expressão de Dγ, optou por usar modelos exponenciais clássicos de difusividade.
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Para a solução numérica da equação (2.41) foi usado um algoritmo de Adams-

Bashforth-Moulton DIETHELM; FREED (1999), modi�cado para não linearidade

e obteve um equação fraca singular de Volterra do segundo tipo:

θ(t, x) = θ(0, x) +
1

Γ(γ)

∫ t

0

(t− u)γ−1 ∂

∂x

(
Dγ(θ)

∂θ

∂x

)
du (2.42)

Considerando uma malha temporal igualmente espaçada com passo de tempo h,

obteve solução numérica dada por

θn+1(x) = θ(0, x) +
1

Γ(γ)

(
n∑
j=0

aj,n+1F (tj, x, θj(x)) + an+1,n+1F (tn+1, x, θn+1(x))

)
(2.43)

esta equação é não linear e para sua solução foi empregado o método iterativo de

Newton-Raphson com preditor inicial θPn+1 dado pela relação

θpn+1(x) = θ(0, x) +
1

Γ(γ)

n∑
j=0

bj,n+1F (tj, x, θj(x)) (2.44)

onde

F (t, x, θ) =
∂

∂x

(
Dγ(θ)

∂θ

∂x

)
(2.45)

Note que a avaliação da função em cada instante de tempo tn+1 requer o

conhecimento de todo o passado histórico da simulação. Isto re�ete a não-localidade

da integral fracionária.

Os pesos de integração para o preditor são avaliados pela expressão

bj,n+1 =
hγ

γ
((n+ 1− j)γ − (n− j)γ) (2.46)

enquanto que para o corretor tem-se

a0,n+1 =
hγ

γ(γ + 1)

(
nγ+1 − (n− γ)(n+ 1)γ

)
(2.47)

an+1,n+1 =
hγ

γ(γ + 1)
(2.48)
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e para 1 ≤ j ≤ n

aj,n+1 =
hγ

γ(γ + 1)

(
(n− j + 2)γ+1 − 2(n− j + 1)γ+1 + (n− j)γ+1

)
(2.49)

Com respeito ao espaço o autor usou elementos �nitos com funções de bases qua-

dráticas.

Considerando uma malha espacial igualmente distribuída, onde o índice subs-

crito i denota valores de θ em xi, i = 1, 2, · · · ,M − 1 nós da malha, o índice sobres-

crito n indica a posição da simulação na malha temporal e a função não linear D(θni )

é estimada usando média aritmética. Este esquema é transformado em um sistema

de equações tridiagonal não linear com respeito a θni , para i = 1, 2, · · · ,M − 1, em

que substituindo (2.45) em (2.43), chega-se em um esquema centrado no espaço dado

por:

an+1,n+1

2h2Γ(γ)

[
D(θn+1

i ) +D(θn+1
i−1 )

]
· θn+1

i−1

−
{
an+1,n+1

2h2Γ(γ)

[
D(θn+1

i−1 ) + 2D(θn+1
i +D(θn+1

i+1 ))
]

+ 1

}
· θn+1

i

+
an+1,n+1

2h2Γ(γ)

[
D(θn+1

i+1 ) +D(θn+1
i )

]
· θn+1

i+1 =

−θ0
i −

n∑
j=0

aj,n+1

2h2Γ(γ)

{[
D(θji+1) +D(θji )

]
(θji+1 − θ

j
i )−

[
D(θji ) +D(θji−1)

]
(θji − θ

j
i−1)
}

(2.50)

Existem ainda duas equações relativas as condições de fronteira, gerando

assim um sistema com M + 1 equações que pode ser resolvido usando a técnica de

Picard modi�cado para não linearidade ou mesmo o método iterativo de Newton-

Raphson.
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Tomando:

I =
an+1,n+1

2h2Γ(γ)

[
D(θn+1

i ) +D(θn+1
i−1 )

]
(2.51a)

J = −
{
an+1,n+1

2h2Γ(γ)

[
D(θn+1

i−1 ) + 2D(θn+1
i +D(θn+1

i+1 ))
]

+ 1

}
(2.51b)

K = +
an+1,n+1

2h2Γ(γ)

[
D(θn+1

i+1 ) +D(θn+1
i )

]
(2.51c)

R = −θ0
i −

n∑
j=0

aj,n+1

2h2Γ(γ)

{[
D(θji+1) +D(θji )

]
(θji+1 − θ

j
i )−

[
D(θji ) +D(θji−1)

]
(θji − θ

j
i−1)
}

(2.51d)

Quando a equação (2.50) é aplicada em todos os nós, o resultado é um sistema

de equações matricial não linear com uma matriz tridiagonal composta de zeros nos

elementos fora das diagonais, como em (2.24). Para condições de contorno prescritas

tem-se R1 = θ0
1 e Rn = θ0

n, durante toda a simulação.

No presente trabalho foi feita a reprodução do algoritmo numérico e resulta-

dos do artigo de GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER (2006), porém com

algumas pequenas alterações, a primeira é quanto a escolha do método iterativo

para solução do sistema não linear que neste trabalho optou-se por usar a técnica

de Picard. A segunda é quanto a escolha do método das diferenças �nitas visto que

o autor usou o método dos elementos �nitos. Entretanto estas escolhas não geram

custo computacional nem piores resultados numéricos, dado que o problema é unidi-

mensional e a técnica de Picard chega a encontrar soluções ótimas com apenas uma

iteração. Esta discussão será novamente abordada no capítulo 3 e na seção 3.3.
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3 PROPOSTA DEMODIFICAÇÃO DOMÉTODO

A equação de Richards é altamente não-linear CELIA; BOULOUTAS; ZARBA

(1990); métodos que buscam aproximações numéricas para o problema, em geral

usam passos de tempo pequenos para garantir a convergência. Neste trabalho é

usada a técnica de Picard para soluções do sistema não-linear atrelado. Na �gura

3.1 é possível observar o número de iterações por passo de tempo apresentados por

esta técnica, quando da aproximação de soluções em reprodução ao artigo de Ge-

rolymatou, onde foi usado o método da integral fracionária apresentado no capítulo

2.3.2. Observe que para os tempos iniciais de simulação a técnica é mais exigida que

nos tempos seguintes, e em algumas partes chega a determinar soluções com apenas

uma iteração.

Considerando a necessidade de se obter aproximações numéricas com os me-

nores custo e tempo computacionais possíveis, é proposto neste trabalho um modelo

modi�cado da Equação de Richards Fracionária de GEROLYMATOU; VAR-

DOULAKIS; HILFER (2006), chamada aqui por Equação de Richards na forma

Integral Fracionária Modi�cado - (E.R.I.F.M). Esta alteração no esquema con-

sidera um passo de tempo adaptativo de forma que seja possível usar um tamanho

de passo que melhor se adapte a cada etapa da simulação, obtendo resultados para

simulações longas com o menor custo computacional possível.

3.1 Motivação para modi�cações

Como motivação da construção do método será brevemente apresentada a

ideia por traz do clássico algoritmo de Adams-Bashforth-Moulton para equações de
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Figura 3.1: Grá�co apresentando para cada passo de tempo o número de iterações
que a técnica de Picard usou para apresentar solução.

primeira ordem. Inicialmente será abordado um problema de valor inicial de uma

equação diferencial de primeira ordem.

Dy(x) = f(x, y(x)) (3.1a)

y(0) = y0 (3.1b)

assumindo que a função y tem solução única existente em um intervalo [0, T ], será

usado a técnica do preditor corretor de Adams-Bashforth-Moulton e considerada

uma malha sem a necessidade de ser igualmente espaçada, como indicado no trabalho

de HAIER; NØRSETT; WANNER (1993), onde {tj = (tj+1 − tj); j = 0, 1, · · · , N}
para algum inteiro N .

A ideia básica é assumir ser possível calcular aproximações yj ≈ y(tj) (j =

1, 2, · · · , k), e tentar obter aproximações para yk+1 por meio da equação

y(tk+1) = y(tk) +

∫ tk+1

tk

f(z, y(z))dz. (3.2)
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Esta equação decorre da integração de (3.1) no intervalo [tk, tk+1]. Não se conhece

exatamente o lado direito da expressão (3.2) além de uma aproximação para y(tk),

chamado aqui por yk. A integral será então substituída pela formula da quadratura

trapezoidal de dois pontos∫ b

a

g(z)dz ≈ b− a
2

(g(a) + g(b)), (3.3)

que oferece uma equação para a aproximação da incógnita yk+1, dada por

yk+1 = yk +
tk+1 − tk

2
(f(tk, y(tk)) + f(tk+1, y(tk+1))), (3.4)

onde, novamente substituindo y(tk) e ytk+1, por suas respectivas aproximações yk e

yk+1, chega-se na equação de passo único implícito do método de Adams-Moulton,

dada por

yk+1 = yk +
tk+1 − tk

2
(f(tk, yk) + f(tk+1, yk+1)). (3.5)

O problema com esta equação é que a incógnita yk+1 aparece em ambos

os lados, e devido a não linearidade natural de f , em geral, não é possível obter

solução direta para yk+1. Desta forma deve-se usar (3.5) em um processo iterativo,

inserindo uma aproximação preliminar para yk+1 no lado direito, chamada aqui

por yPk+1 preditor, obtido de maneira similar, substituindo a fórmula da quadratura

trapezoidal pela regra do retângulo∫ b

a

g(z)dz ≈ (b− a)g(a), (3.6)

dando o método explicito ( Euler avançado ou Método de Adams-Bashforth de passo

único)

yPk+1 = yk + (tk+1 − tk)f(tk, yk). (3.7)

onde é conhecido pelo trabalho de HAIER; NØRSETT; WANNER (1993) que o

processo de�nido por (3.7) e

yk+1 = yk +
(tk+1 − tk)

2
(f(tk, yk) + f(tk+1, y

P
k+1)), (3.8)
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Conhecido como técnica de passo único de Adams-Bashforth-Moulton, é convergente

de ordem 2, isto é

max
j=1,2,··· ,N

|y(tj)− yj| = O(h2). (3.9)

Esse método se comporta de maneira satisfatória do ponto de vista de sua estabili-

dade numérica HAIRER; WANNER (1991). É dito ser um método do tipo preditor

corretor com avaliação, qual deveria ser iniciado calculando o preditor (3.7), avaliar

f(tk+1, y
P
k+1), usar esta aproximação para calcular o corretor (3.8) e �nalmente ava-

liar f(tk+1, yk+1). Esse resultado deve ser guardado para futuro uso em um próximo

passo da iteração.

3.2 Métodos Numéricos - Formulação Fracionária E.R.I.F.M.

Introduzidos estes conceitos, são apresentadas agora as ideias essenciais do

problema de ordem fracionária com algumas modi�cações. Busca-se escrever a equa-

ção de Richards na forma integral, como em (3.2), porém considerando um intervalo

de integração começando em 0 e não em tk. Esta é uma consequência da estrutura

de não-localidade do operador diferencial de ordem fracionária. Isso não causa mai-

ores problemas em generalizar o método de Adams. O procedimento a ser realizado

é substituir a integral pela fórmula da quadratura trapezoidal, assim usa-se os nós

tj (j = 0, 1, · · · , k + 1) e interpretar a função (tk+1 − ·)γ−1 como uma função peso

para a integral, ou seja, aplicar a aproximação∫ tk+1

0

(tk+1 − z)γ−1g(z)dz ≈
∫ tk+1

o

(tk+1 − z)γ−1g̃k+1(z)dz (3.10)

onde γ é a ordem fracionária e g̃k+1 é um interpolador linear para g com nós tomados

em tj, j = 0, 1, 2, · · · , k + 1.

Os pesos da fórmula da quadratura trapezoidal podem ser representados por

um somatório dos valores das funções pesos do integrante g, tomados nos pontos tj.
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Assim escreve-se a integral do lado direito de (3.10) como

∫ tk+1

o

(tk+1 − z)γ−1g̃k+1(z)dz =
k+1∑
j=0

aj,k+1g(tj) (3.11)

onde

aj,k+1 =

∫ tk+1

0

(tk+1 − z)γ−1φj,k+1(z)dz (3.12)

e

φj,k+1(z) =


(z − tj−1)/(tj − tj−1) se tj−1 < z ≤ tj,
(tj+1 − z)/(tj+1 − tj) se tj < z < tj+1,

0 c.c.
(3.13)

Observe que a função φj,k+1 satisfaz

φj,k+1(tµ) =

{
0 se j 6= µ,
1 se j = µ,

(3.14)

que é contínua e linear por partes com extremidades nos nós tµ e sendo integrada

como indicado em (3.12), obtém-se, para um tj arbitrário:

aj,k+1 =



(tk+1 − t1)γ+1 + tγk+1[γt1 + t1 − tk+1]

t1γ(γ + 1)
se j = 0;

(tk+1 − tj−1)γ+1 + (tk+1 − tj)γ[γ(tj−1 − tj) + tj−1 − tk+1]

(tj − tj−1)γ(γ + 1)
+

(tk+1 − tj+1)γ+1 − (tk+1 − tj)γ[γ(tj − tj+1)− tj+1 + tk+1]

(tj+1 − tj)γ(γ + 1)
se 1 ≤ j ≤ k; (3.15)

(tk+1 − tk)γ

γ(γ + 1)
se j = k + 1.

Assim a expressão do corretor será:

yk+1 = y0 +
1

Γ(γ)

(
k∑
j=0

aj,k+1f(tj, yj) + ak+1,k+1f(tk+1, y
P
k+1)

)
(3.16)
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Para a determinação do preditor yPk+1, basta substituir a integral do lado direito de

(3.2) pela regra do retângulo∫ tk+1

0

(tk+1 − z)γ−1g(z)dz ≈
k∑
j=0

bj,k+1g(tj), (3.17)

onde

bj,k+1 =

∫ tj+1

tj

(tk+1 − z)γ−1dz ≈ (tk+1 − tj)γ − (tk+1 − tj+1)γ

γ
(3.18)

Vale lembrar que neste caso as funções φkj usadas no preditor não são do tipo chapéu

e sim constantes por partes, sendo 1 em [tj, tj+1] e 0 nas outras partes do intervalo

[0, tk+1]. Assim o preditor yPk+1 determinado pelo método de Adams-Bashforth-

Moulton fracionário é:

yPk+1 = y0 +
1

Γ(γ)

k∑
j=0

bj,k+1f(tj, yj). (3.19)

Aplicando-se a equação (3.16) em todos os nós, tem-se como resultado um

sistema de equações matricial não linear com uma matriz tridiagonal composta de

zeros nos elementos fora das diagonais, como em (2.24). Vale ressaltar que o método

aqui descrito não necessita de uma malha temporal igualmente espaçada e que a

aplicação das modi�cações afetam apenas os cálculos das equações (2.46), (2.47),

(2.48) e (2.49). Assim o esquema desenvolvido com estas alterações é similar ao

esquema apresentado em (2.50) e (2.51), porém com uso das equações (3.15).

3.3 Análise do método

Descrevendo as principais propriedades do algoritmo, é possível notar que

o comportamento do método é independente do parâmetro γ e ele se comporta

de uma forma muito semelhante ao método de Adams-Bashforth-Moulton clássico



45

de passo único (isto é, o caso onde γ = 1). Portanto, a combinação do esquema

de Adams-Bashforth-Moulton fracionário descrito com a sua versão clássica é uma

ideia muito natural quando o conjunto de equações a serem resolvidas consiste de

equações diferenciais de primeira ordem combinadas com equações diferenciais de

ordem fracionária. Vale lembrar que esse método pode ser generalizado para incluir

equações de ordem mais fracionais, mesmo que a ordem dos operadores diferenciais

envolvidas variem de equação para equação.

Estabilidade: A análise de estabilidade é muito importante ao implementar um

método em um computador com aritmética de precisão �nita, pois deve-se levar em

conta os efeitos decorrentes dos erros por truncamento. Sabe-se HAIRER;WANNER

(1991) que o método clássico de Adams-Bashforth-Moulton, é útil para solucionar

problemas com equações de primeira ordem, pois suas propriedades de estabilidade

permitem uma aplicação con�ável sem indevida propagação de erros de arredonda-

mento e sua implementação não exige um consumo extremo de tempo. A partir

dos resultados de LUBICH (1986), observa-se que as propriedades do método per-

manecem inalteradas quando se compara a versão fracionária do algoritmo com a

clássica. Ficando claro que o comportamento do método não depende da ordem dos

operadores diferenciais envolvidos.

Convergência: É claro que somente a estabilidade não é su�ciente para a�rmar que

a solução numérica é uma boa aproximação para a solução exata. Deve-se analisar

os erros na estimativa do problema, isto é, a questão da convergência. No contexto,

pode-se usar algumas técnicas padrões de análise LINZ (1985) e DIETHELM (2010).

Seja 0 < γ e assumindo Dγ
∗0y ∈ C2[0, T ] para algum T apropriado. Então,

max
0≤j≤N

|y(tj)− yj| =
{
O(h2) se γ ≥ 1,
O(h1+γ) se γ < 1,

(3.20)

onde γ representa a ordem do operador integral fracionário Dγ
∗0, h = (y(tj+1)−y(tj))
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e considerando os nós j não necessariamente espaçados igualmente.

Observa-se que a ordem de convergência depende de γ, e esta é uma função

não-decrescente de γ. Isto se deve ao fato da discretização do operador integral, que

se comporta de forma mais suave, permitindo uma aproximação com uma acurácia

maior quando γ cresce. Em contrapartida, o chamado método direto como o método

de diferenças atrasadas de DIETHELM (1997) usa uma abordagem diferente; como

o nome sugere ele discretiza diretamente o operador no problema de valor inicial. As

propriedades suaves deste operador e a maneira fácil dele ser aproximado se deteriora

com γ crescendo, e então conclui-se que a ordem de convergência do método de

DIETHELM (1997) é uma função não-crescente de γ; em particular a convergência

não é alcançada para γ ≥ 2. Esta é uma distinta vantagem do esquema de Adams

apresentado aqui que é convergente para todo γ > 0.

Uma objeção contra a utilização do esquema de Adams-Moulton-Bashforth

pode ser o ritmo muito lento de convergência se γ está próximo de 0. No entanto,

uma veri�cação cuidadosa do erro de aproximação revela um fato que é bem conhe-

cido na análise de erros para métodos desta forma para equações de primeira ordem:

a aplicação da fórmula corretor melhora a precisão da sua entrada (o preditor) por

um fator de hγ até uma ordem de O(h2), ou seja, uma saturação é alcançada. Assim,

é possível se substituir a estrutura de PACA , (Preditor Avaliador Corretor Avalia-

dor) simples por um método P(AC)µA, ou seja, através da introdução de iterações

de correção adicionais (µ).

Uma observação interessante é que, escolhendo um número maior de iterações

de correção, essencialmente se deixa inalterada a complexidade computacional do

algoritmo DIETHELM (2010). Uma iteração do corretor é da forma:

ylj+1 = y0 +
hγ

Γ(γ + 2)
f
(
tj+1, y

l−1
j+1

)
+

hγ

Γ(γ + 2)

j∑
r=0

ar,j+1f(tr, yr) (3.21)
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Aqui ylj+1 denota a aproximação após l etapas de correção, y
0
j+1 = yPJ+1 é o preditor

e yj+1 := yµj+1 é a aproximação �nal após µ etapas de correção que será usada. Essa

expressão pode ser reescrita como

ylj+1 = βj+1 +
hγ

Γ(γ + 2)
f
(
tj+1, y

l−1
j+1

)
(3.22)

onde

βj+1 = y0 +
hγ

Γ(γ + 2)

j∑
r=0

ar,j+1f(tr, yr) (3.23)

é independente de l. Assim, a complexidade aritmética total do corretor no passo

(j + 1) (saindo de tj para tj+1) é O(j), para o cálculo de βj+1 é acrescido O(µ) para

o passo µ do corretor, onde (sendo µ constante) é assintoticamente o mesmo que a

complexidade no caso µ = 1.

A aproximação obtida pelo método P(AC)µA descrito acima, satisfaz

max
0≤j≤N

|y(tj)− yj| = O(hq) (3.24)

onde, q = min{2, 1 + µγ}, N é o número de nós da malha e y(tj) e yj são soluções

aproximadas e exatas de y respectivamente. Para mais detalhes da análise de erros

do esquema delineado, veja DIETHELM (2003).

Nos resultados apresentados pelo algoritmo referente ao esquema (E.R.I.F.M)

proposto neste trabalho na subseção 3.2, é utilizado uma aproximação para o predi-

tor de uma maneira similar e bem próxima do método P(AC)µA, onde é usado como

preditor a última solução encontrada pelo método. Esta técnica será apresentada

em detalhes no capítulo 4.
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4 RESULTADOS OBTIDOS

Neste capítulo serão apresentados resultados obtidos com os diversos códi-

gos descritos neste trabalho. Inicialmente será apresentada uma veri�cação do có-

digo numérico (E.R.I.F.M), considerando uma aproximação linear da equação de

Richards em sua forma horizontal, tornando a difusividade constante.

Será simulado computacionalmente um experimento de in�ltração de água na

horizontal apresentado por EL ABD; MILCZAREK (2004), em um bloco de cons-

trução feito de silício, qual apresenta uma difusão anômala diferindo dos resultados

apontados pela forma clássica da equação de Richards. Serão apresentados resul-

tados com os códigos computacionais usando cálculos fracionários descritos neste

trabalho, que são: Equação de Richards usando derivada fracionária (E.R.D.F.)

de PACHEPSKY; TIMLIN; RAWLS (2003), Equação de Richars usando integral

fracionária (E.R.I.F.) de GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER (2006) e

o Equação de Richards usando integral fracionária modi�cado (E.R.I.F.M.), que

otimiza e reduz o custo computacional do modelo integral fracionária.

Para o caso de in�ltração de água na vertical, foi apresentado na seção 2.2.1,

os resultados para um solo do tipo areia, que apresenta uma alta não linearidade

nas aproximações das soluções numéricas. O algoritmo empregado é baseado no

trabalho de KUMAR (1998) que possibilita a escolha do tipo de esquema a ser

usado variando entre explícito, centrado e implícito com o ajuste de um parâmetro.
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4.1 Veri�cação do código numérico - (E.R.I.F.M)

Nesta seção o código numérico será veri�cado por comparação com resulta-

dos analíticos para ambos γ = 1 e γ < 1 casos das equações lineares clássicas e

fracionárias, respectivamente:

θ(t, x) = θ(0, x) +D1I
1
0+

∂2θ

∂x2
, (4.1)

θ(t, x) = θ(0, x) +DγI
γ
0+

∂2θ

∂x2
. (4.2)

onde D1 e Dγ são coe�cientes de difusão constantes. Foram estimados os va-

lores D1 = 24 × 10−5cm2min−1 e Dγ = 24 × 10−5cm2min−γ, correspondendo

a aproximadamente θ = 0, 3 em D(θ) = C0e
cθ, onde C0 e c são constantes e

C0 = 4× 10−6cm2min−1 e c = 13, 6 para o caso clássico e C0 = 4× 10−6cm2min−γ

e c = 13, 6 para o caso fracionário.

As condições iniciais

θ(0, x) =

{
θ1 se x = 0
θ0 se x > 0

(4.3)

e de contorno são

θ(t, 0) = θ1 para t > 0, x = 0 (4.4)

e

θ(t, x) <∞ para t > 0, x→∞ (4.5)

4.1.1 Difusão clássica

A solução analítica de (4.1) é

θ(t, x) = B1 · erfc

(√
x2

4D1t

)
+B2 (4.6)
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Para os valores das condições iniciais e de contorno foram escolhidos θ0 = 0, 1 e

θ1 = 0, 5, isto torna os valores de B1 e B2 �xos e constantes

B1 = 0, 4 B2 = 0, 1 (4.7)

O conteúdo volumétrico de água tomado como uma função similar a variável ξ =

x/t1/2, foi avaliado para os resultados numérico e analítico. A diferença máxima

entre as soluções numéricas e analíticas foi igual a 1, 5× 10−4, considerando um solo

de comprimento 1, 2 cm, durante um tempo total de 200min, considerando uma

malha espacial com intervalos ∆x = 0, 04 cm e uma malha temporal com intervalos

∆t = 0, 125min.

4.1.2 Difusão Anômala

A solução analítica de (4.2) é

θ(t, x) = B3 ·H1,0
1,1

(√
x2

Dγtγ

(1, γ/2)
(0, 1)

)
+B4 (4.8)

onde H1,0
1,1 (z) é uma função de FOX segundo BRAAKSMA (1962-1964) de�nida pele

série

H1,0
1,1

(
z

(1, γ/2)
(0, 1)

)
=
∞∑
v=0

1

Γ(1− γv/2)

(−1)vzv

v!
(4.9)

para γ = 1 esta se reduz a função de erro complementar erfc. Escolhendo novamente

θ0 = 0, 1 e θ1 = 0, 5, tem-se

B3 = 0, 4 B4 = 0, 1 (4.10)

A série de potencias (4.9) converge lentamente, se mostrando útil numericamente

para argumentos pequenos. O erro máximo entre a solução numérica e a série de

potências é igual a 1, 1 × 10−4 considerando-se os 150 primeiros termos da série,

∆x = 0, 025 cm e ∆t = 0, 25min.
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Figura 4.1: O grá�co a esquerda apresenta à aproximação numérica e a expansão
em série de potências para γ = 0, 9 e considerando os 150 primeiros termos da
série. Grá�co a direita apresentando os erros máximos em todos os pontos da malha
espacial.

Na �gura 4.1 é apresentada uma comparação das aproximações numéricas

com a expansão em série de potências para argumentos pequenos usando γ = 0, 9.

Como forma de veri�car os algoritmos numéricos desenvolvidos usando (4.2)

e (4.8), considerou-se um solo hipotético de parâmetros: γ = 0, 9, coluna de solo

de 1, 2 cm, malha espacial com ∆x variando de 0, 10 cm à 0, 00625 cm, tempo de

simulação de 200min, com ∆t variando de 8min à 0, 0625min e ambas as malhas

foram igualmente espaçadas.

Nas tabelas 4.1 e 4.2 são analisados os erros máximos e as ordens de conver-

gência para as variáveis independentes do problema t e x, tomando valores pequenos.

Para analisar a ordem de convergência com respeito a ∆x foi �xado um ∆t su�ci-

entemente pequeno e estudado o erro máximo e a ordem quando ∆x decresce, vide

tabela 4.2. Para analisar a ordem de convergência com respeito a ∆t foi �xado um

∆x su�cientemente pequeno e estudado o erro máximo e a ordem de convergência
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∆x �xo ∆t Erro Ordem (qt)

0,0125

8 0,0041458
0,9880095

4 0,0020902
0,9787603

2 0,0010606
0,9786664

1 0,0005382
0,9919806

0,5 0,0002706
1,0258207

0,25 0,0001329
1,0861065

0,125 0,0000626
1,1200938

0,0625 0,0000288

Tabela 4.1: Erros numéricos máximos e ordem de convergência determinados para
∆x �xo e ∆t re�nando. Parâmetros: γ = 0, 9, Coluna de solo de 1, 2 cm, com ∆x
�xo em 0, 0125 cm em uma malha igualmente espaçada, tempo total de simulação
de 200min, com ∆t variando de 8min à 0, 0625min igualmente espaçados.

∆t �xo ∆x Erro Ordem (qx)

0,0625

0,10 0,0015384
2,0628691

0,05 0,0003682
2,4625696

0,025 0,0000668
1,2137793

0,0125 0,0000288
0,3259300

0,00625 0,0000361

Tabela 4.2: Erros numéricos máximos e ordem de convergência determinados para
∆t �xo e ∆x re�nando. Parâmetros: γ = 0, 9, Coluna de solo de 1, 2 cm, com ∆t
�xo em 0, 0625min em uma malha igualmente espaçada, tempo total de simulação
de 200min, com ∆x variando de 0, 10 cm à 0, 00625 cm igualmente espaçados.

quando ∆t decresce, vide tabela 4.1.

Para o cálculo da ordem de convergência considerou-se o erro Ei para um

dado tamanho de passo de tempo ∆ti como sendo Ei ' C(∆ti)
q, e para um erro

Ei+1 de um passo de tempo ∆ti+1 tem-se Ei+1 ' C(∆ti+1)q, sendo q a ordem dos

erros. Para q = qt temos qt '
log

(
Ei+1
Ei

)
log

(
∆ti+1

∆ti

) , ao comparar os erros E com o re�namento

da malha em t tomados de dois em dois. Para q = qx a ordem dos erros será

qx '
log

(
Ei+1
Ei

)
log

(
∆xi+1

∆xi

) ao comparar os erros E com o re�namento da malha em x tomados

de dois em dois.



53

4.2 Resultados usando derivada fracionária (E.R.D.F.)

Como forma de testar e validar o modelo numérico apresentado na seção

2.3.1, será apresentada a simulação de in�ltração da água em um solo horizontal

classi�cado como do tipo "Silty Loam"por EVANGELIDES; ARAMPATZIS; TZI-

MOPOULOS (2010) e um bloco de silício estudado por EL ABD; MILCZAREK

(2004), usando o algoritmo numérico (??). Ambos os meios porosos apresentam

o fenômeno de difusividade anômala. Seus resultados de aproximações numéricas

para a in�ltração horizontal diferem da solução clássica de Richards, ou γ = 1, assim

será determinado para cada caso o mais apropriado valor de γ < 1, qual melhor se

adéque as soluções experimentais apresentadas.

Como forma de determinar o valor de γ apropriado para cada meio poroso,

fez-se a regressão linear para diferentes dados experimentais considerando diferentes

tempos de in�ltração t e as respectivas distâncias das frentes de molhamento x do

mesmo meio. Foi comparada a inclinação da reta que melhor se ajustou aos dados

experimentais, com a variável análoga de Boltzmann reescrita na forma semelhante

à equação reduzida da reta.

ξ = x/tγ/2 ⇔ x = ξ × tγ/2 ⇔ ln(x) = ln(ξ) + γ
2
ln(t) (4.11)

É possível observar na �gura 4.2 o comportamento da in�ltração para um

meio poroso genérico, onde à medida que o valor de γ difere de 1 a in�ltração ocorre

de maneira retrograda para o mesmo tempo de simulação. Vale ressaltar que este

efeito do método é percebido para longos tempos de simulação, nos iniciais esta não

difere muito dos resultados analíticos, clássicos nem dos experimentais.

Como resultado de validação foi usado um solo classi�cado como "Silty Loam".

São apresentadas na �gura 4.3, as soluções clássica, fracionária e experimental,
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Figura 4.2: Resultados síncronos para conteúdos volumétricos de umidade θ para
tempo igual a 100 minutos e diferentes ordens de derivadas fracionárias.

usando a expressão para à difusividade fracionária adaptada do trabalho de EVAN-

GELIDES; ARAMPATZIS; TZIMOPOULOS (2010)

Dγ(θx) =

(
Γ
(
1− γ

2

)
Γ
(
1− 3γ

2

)) 1 +
(
tan

(
− θx+θ0

a

))2

ab

[
c

b
(θx + θi) +

a

b
ln

(∣∣cos ( θi+θ0
a

)∣∣∣∣cos ( θx+θ0
a

)∣∣
)]

(4.12)

onde a = 0, 3857, b = 13, 5987, c = −24, 3048, θi = 0, 0175 [cm3/cm3], θ0 = 0, 295

[cm3/cm3] e γ = 0, 99, sendo este último obtido por regressão linear para este solo.

No segundo resultado simulou-se a in�ltração de água em um tijolo de silício

estudado por EL ABD; MILCZAREK (2004), que também apresenta o fenômeno

de difusividade anômala. São apresentadas as soluções clássica, derivada fracioná-

ria e experimental, usando duas diferentes difusividades fracionárias. A primeira

expressão apresentada por SUN et al. (2013)

Dγ(θ) = C0 × θn (4.13)

onde C0 = 0, 93, n = 8, 2, ∆t = 0, 30 s, ∆x = 1mm e γ = 0, 86, este último também
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Figura 4.3: Solução para os tempos 35h, 40h e 50h � Solo Silty Loam, usando a
difusividade (4.12), ∆t = 1 s e ∆x = 1 cm.

obtido por regressão linear para dados do tijolo e C0 ajustado para os dois primeiros

resultados experimentais. Pode-se observar os resultados para esta expressão de

difusividade na �gura 4.4.

Para a segunda expressão da difusividade fracionária apresentada por GE-

ROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER (2006)

Dγ(θ) = C0

(
1− A θ

θs

)2− 4
γ
[

1− A
A

log

(
1− A θ

θs

)
+
θ

θs

]
(4.14)

onde C0 = 5× 10−4, A = 0, 97, θs = 1, ∆t = 0, 30 s e γ = 0, 86. Pode-se observar os

resultados para esta segunda expressão de difusividade na �gura 4.5.

Observa-se nas �guras 4.4 e 4.5 que a correspondência dos resultados numé-

ricos em relação aos experimentais é melhor nos pontos iniciais (x < 40 cm) e para

Dγ(θ) (4.14) os dados perdem precisão quando se aumenta a distância (x > 70 cm),
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Figura 4.4: Soluções para os tempos 450 s, 5370 s, 24210 s, 79770 s e 170430 s �
Tijolo de Silício, usando a difusividade Dγ(θ) (4.13), ∆t = 30 s e ∆x = 1mm.

Figura 4.5: Soluções para os tempos 450 s, 5370 s, 24210 s, 79770 s e 170430 s �
Tijolo de Silício, usando a difusividade Dγ(θ) (4.14), ∆t = 30 s e ∆x = 1mm.
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este fato pode ser devido a inexatidão nos dados de ajuste das difusividades não

completamente especi�cados nos trabalhos de referências. No entanto, os resulta-

dos obtidos com a derivada fracionária mostraram boa correspondência, resolvendo

o problema de in�ltração horizontal com difusividade anômala, mostrou resultados

consistentes com dados experimentais do fenômeno e melhores que os resultados

clássicos já apresentados. Portanto, o método apresentado contendo a derivada fra-

cionária como estimativa temporal apresenta-se como uma solução numérica e�caz

para o problema do �uxo de água na horizontal em meios não-saturados.

4.3 Resultados usando integral fracionária (E.R.I.F.)

Como forma de testar e validar o algoritmo implementado, serão apresenta-

das duas simulações de in�ltração na horizontal, usando como meio poroso o tijolo

e silício, que apresenta o fenômeno de difusividade anômala, de EL ABD; MILC-

ZAREK (2004), com aplicações do modelo numérico Equação de Richards usando

Integral Fracionária (E.R.I.F.) de GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER

(2006), que considera uma malha espacial igualmente distribuída.

No primeiro exemplo apresentado na �gura 4.6, são apresentadas as solu-

ções clássica, integral fracionária e dados experimental do tijolo, usando a expressão

para à difusividade fracionária apresentada por GEROLYMATOU; VARDOULA-

KIS; HILFER (2006), equação (4.14). Usando C0 = 5 × 10−4, A = 0, 97, θs = 1 e

γ = 0, 86, sendo γ obtido por regressão linear dos dados experimentais de in�ltração

e C0 ajustado pelo deslocamento da frente de molhamento dos dois tempos inicias

de in�ltração.

Foram obtidos bons resultados numéricos para os tempos iniciais da in�l-

tração, porém com um custo computacional muito elevado, dado pelas diversas
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Figura 4.6: Soluções para os tempos 450 s, 5370 s, 24210 s, 79770 s e 170430 s �
Tijolo de Silício, usando a difusividade Dγ(θ) (4.14), ∆t = 30 s e ∆x = 1mm.

operações presentes na determinação da difusividade e o elevado e crescente número

de operações presentes na consideração de todas as soluções anteriores para aproxi-

mação dos novos resultados de simulação. Vale ressaltar que as aproximações aqui

apresentadas diferem dos resultados apresentados pelo autor em sua obra, pois o

mesmo não deixa claro os valores usados em seu parâmetro de ajuste C0.

Para este segundo resultado apresentado na �gura 4.7, foi usado o mesmo

tijolo de silício que apresenta difusividade anômala. São apresentadas as soluções

clássica, integral fracionária e experimental, usando a expressão para à difusividade

Dγ(θ) dada por SUN et al. (2013), equação (4.13). Usando C0 = 0, 93, n = 8, 2

e γ = 0, 86, com C0 e n ajustados considerando os dois resultados experimentais

inicias de 450 s e 5370 s e γ obtido por regressão linear. Foi usado o modelo integral

fracionária de GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER (2006), considerando

um passo de tempo constante ∆t de 30 s. Vale ressaltar que devido ao menor número

de operações presentes na difusividade exponencial (4.13) o custo computacional
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Figura 4.7: Soluções para os tempos 450 s, 5370 s, 24210 s, 79770 s e 170430 s �
Tijolo de Silício, usando a difusividade Dγ(θ) (4.13), ∆t = 30 s e ∆x = 1mm.

foi menor que usando a difusividade proposta pelo autor (4.14), como mostra a

tabela 4.3, entretanto ainda demandando um longo tempo e custo computacional

na obtenção das aproximações numéricas.

4.4 Resutados usando integral fracionária modi�cada (E.R.I.F.M.)

Serão apresentadas duas simulações de in�ltração na horizontal, com aplica-

ções do modelo numérico Equação de Richards usando Integral Fracionária Modi�-

cada (E.R.I.F.M.), que considera o uso do passo de tempo adaptativo.

Neste primeiro exemplo apresentado na �gura 4.8 usou-se os dados do tijolo

de silício estudado por EL ABD; MILCZAREK (2004). São apresentadas as solu-

ções clássica, integral fracionária modi�cada e dados experimental do tijolo, usando a
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Figura 4.8: Soluções para os tempos 450 s, 5370 s, 24210 s, 79770 s e 170430 s �
Tijolo de Silício, usando a difusividade Dγ(θ) (4.14), ∆tinicial = 30 s e ∆x = 1mm.

expressão para à difusividade fracionária apresentada por GEROLYMATOU; VAR-

DOULAKIS; HILFER (2006), equação (4.14). Sendo C0 = 5 × 10−4, A = 0, 97,

θs = 1 e γ = 0, 86, este último obtido por regressão linear a partir dos dados ex-

perimentais de in�ltração e C0 ajustado para os dois tempos inicias de in�ltração.

Foram obtidos resultados numéricos bons para os tempos iniciais da in�ltra-

ção, porém com um custo computacional ainda elevado, dado pelas diversas opera-

ções presentes na determinação da difusividade. Na �gura 4.9, é possível observar

o comportamento do processo de linearização da técnica de Picard para o tempo de

convergência de 170430 s, onde o eixo horizontal representa todo o tempo discreto

de simulação e o eixo vertical apresenta os respectivos números de iterações usados

em cada etapa de tempo.
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Figura 4.9: Número de iterações da técnica de Picard em cada intervalo de tempo
(∆t), usando a difusividade (4.14).

Neste segundo resultado apresentado na �gura 4.10, usou-se o mesmo tijolo de

silício que apresenta difusividade anômala. São apresentadas as soluções clássica, in-

tegral fracionária modi�cada e experimental, usando a expressão para à difusividade

fracionária dada por SUN et al. (2013), equação (4.13). Onde C0 = 0, 93, n = 8, 2

e γ = 0, 86, com C0 e n ajustados considerando os dois resultados experimentais

inicias de 450 s, 5370 s e γ obtido por regressão linear.

Para as simulações apresentadas nas �guras 4.8 e 4.10, foi usado o modelo

integral fracionária modi�cado, considerando um passo de tempo adaptativo orien-

tado ao número de iterações da técnica de Picard, começando com um tamanho de

30 s e este sendo reajustado para o valor atual acrescido de 200 s em cada etapa de

linearização, sempre que o número de iterações da técnica de Picard for menor que

cinco.

Com o novo algoritmo se conseguiu o objetivo de reduzir o tempo computa-
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Figura 4.10: Soluções para os tempos 450 s, 5370 s, 24210 s, 79770 s e 170430 s �
Tijolo de Silício, usando a difusividade Dγ(θ) (4.13), ∆tinicial = 30 s e ∆x = 1mm.

cional para um tempo total de 1, 96×102 s ou 3, 27min, enquanto o modelo Integral

fracionária, com passos de tempo constates de tamanho 30 s, consumiu um tempo

maior que 2, 16× 105 s ou 60horas.

Na �gura 4.11, observa-se o comportamento do processo de linearização da

técnica de Picard para o tempo de convergência de 170430 s. O eixo horizontal

representa o tempo de simulação e o eixo vertical apresenta os números de iterações

usados em cada etapa de linearização. Observando as �guras 4.9 e 4.11, pode-

se notar que os tempos iniciais de simulação, exigem mais iterações da técnica de

Picard.

Como forma de avaliar os resultados obtidos, são apresentados os erros médios

quadráticos (E.M.Q.) das simulações em relação aos dados experimentais do tijolo

de silício de EL ABD; MILCZAREK (2004). Na tabela 4.3 constam resultados de
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Figura 4.11: Número de iterações da técnica de Picard em cada intervalo de tempo
(∆t), usando a difusividade (4.13).

tempo de convergência e erros médios quadráticos, para três tempos de in�ltração

450 s, 5370 s e 24210 s avaliados para os três modelos numéricos, E.R.D.F., E.R.I.F.

e E.R.I.F.M., em todos com as duas expressões de difusividade Dγ(θ) apresentadas

em (4.14) e (4.13).

Nota-se que o tempo de simulação computacional é sempre muito menor

em todos os casos onde foi usada a Equação de Richards com Integral Fracionária

Modi�cada (E.R.I.F.M.) com passo de tempo adaptativo.

Para o cálculo dos erros médios quadráticos (E.M.Q.) foram comparados os

resultados aproximados como os dados experimentais de in�ltração e foi usada a

expressão apresentada na equação (4.15), onde nno é o número total de nós na

malha espacial, θap(i) é o valor aproximado da umidade em cada nó da malha e θex(i)
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Tempos (s) E.M.Q. (mm)
Métodos 450s 5370s 24210s 450s 5370s 24210s

I.F.M. - Dγ (4.13) 0,483 4,711 20,251 0.078 0.033 0.040
I.F. - Dγ (4.13) 2,715 158,521 3393,248 0,033 0,048 0,058
D.F. - Dγ (4.13) 2,873 11.827 133,746 0.034 0.049 0.059

I.F.M. - Dγ (4.14) 22,561 136,500 488,983 0.036 0.028 0.078
I.F. - Dγ (4.14) 39,768 2515,876 49458,009 0,025 0,023 0,062
D.F. - Dγ (4.14) 26,430 136,299 550,739 0.024 0.025 0.060

Tabela 4.3: Resultados de tempos de convergência e erro médio quadráticos (E.M.Q.)
para os tempos 450 s, 5370 s e 24210 s. (E.R.I.F.M.) aqui apresentado como (I.F.M.),
(E.R.D.F.) aqui apresentado como (D.F.) e (E.R.I.F.) aqui apresentado como (I.F.).
O valor da condição de parada da técnica de Picard foi e = 10−4 em todos os testes.

é o valor experimental da umidade em cada nó da malha.

EMQ =

√∑nno
1 (θap(i) − θex(i))2

nno
(4.15)
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5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho apresentou um levantamento e estudo numérico unidimensional

do processo de in�ltração de água em meio poroso, descrito pela equação de Richards.

Foi usado o Método das Diferenças Finitas e Cálculos fracionários.

Na abordagem do problema vertical foi reproduzido um esquema numérico

de KUMAR (1998), onde ajustando um parâmetro a é possível se ter os seguintes

esquema numéricos: para a = 0 esquema explícito, para a = 0, 5 esquema centrado

de Crank-Nicolson e para a = 1 esquema implícito.

Como resultado da abordagem na direção vertical, foi realizado um experi-

mento numérico onde foram mostrados resultados para o problema de in�ltração de

água em um solo do tipo areia. Esta simulação mostra a grande não linearidade

do problema físico, pois o processo de in�ltração ocorre rapidamente e o solo passa

de um estado de praticamente seco, para o estado de completamente encharcado

em segundos. Na tabela 2.1 e na �gura 2.2 foram apresentados os per�s de con-

teúdos de água aproximados com o esquema explícito, centrado de Crank-Nicolson

e implícito, sendo ambos comparados com os resultados de Philip nos tempos de

t = 0, 1h, 0, 2h e 0, 8h respectivamente. Em todos os casos a taxa de avanço da

frente de molhamento foi particularmente bem descrita. Todos os esquemas numé-

ricos apresentaram resultados comparáveis que não são signi�cativamente diferentes

das soluções semi-analíticas de Philip. Foi observado que o esquema explícito apre-

sentou melhores resultados com os per�s de umidades de Philip em comparação

com os esquemas implícitos e o centrado de Crank-Nicolson. Entretanto, o esquema

implícito é preferível em vista da estabilidade e da possibilidade de uso de um passo

de tempo maior, tornando o custo computacional baixo.
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A tabela 2.2 apresenta evidencias de que a equação de Richards não é geral o

su�ciente para representar �elmente o fenômeno de in�ltração de água em todos os

tipos de meios porosos, em especial na in�ltração horizontal. Neste trabalho foram

reproduzidas as soluções para este tipo de problema usando a derivada de ordem

fracionária de PACHEPSKY; TIMLIN; RAWLS (2003) e usando a integral de ordem

fracionária de GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER (2006), porém ambos

os métodos numéricos apresentam baixo desempenho e elevado custo computacional.

A principal contribuição deste trabalho foi a modi�cação do modelo integral fracio-

nária, propondo o uso de uma malha numérica temporal não igualmente espaçada,

proporcionando o uso de um passo de tempo adaptativo que contribuiu com me-

lhor desempenho, custo computacional e resultados acurados em comparação com

os modelos derivada e integral fracionária, como mostrado na tabela 4.3.

Como resultados da abordagem na direção horizontal, empregou-se o uso cál-

culos fracionários usando os métodos de derivada fracionária, integral fracionária e

integral fracionária modi�cada com passo de tempo adaptativo, aplicados em um

tijolo de silício estudado por EL ABD; MILCZAREK (2004), que apresenta o fenô-

meno de difusividade anômala. Foram apresentadas as soluções clássica, integral

fracionária, derivada fracionária, integral fracionária modi�cada e dados experimen-

tal do tijolo, usando duas diferentes expressões para à difusividade fracionária uma

dada por GEROLYMATOU; VARDOULAKIS; HILFER (2006) e outra dada por

SUN et al. (2013). A tabela 4.3 mostra como o algoritmo modi�cado (E.R.I.F.M.),

proposto neste trabalho conseguiu o objetivo de reduzir o tempo computacional para

um tempo total de 1, 96×102 s ou 3, 27min, enquanto o modelo Integral fracionária,

com passos de tempo constates de tamanho 30 s, consumiu um tempo maior que

2, 16× 105 s ou 60horas. Na tabela, constam resultados de tempo de convergência

e erros médios quadráticos, para três tempos de in�ltração 450 s, 5370 s e 24210 s

avaliados para os três modelos numéricos, E.R.D.F., E.R.I.F. e E.R.I.F.M., em am-

bos as duas expressões de difusividade Dγ(θ) apresentadas em (4.14) e (4.13), foram



67

empregadas e nota-se como o tempo de simulação computacional é sempre muito

menor em todos os casos onde foi usado o esquema modi�cado E.R.I.F.M.

Como forma de validar os resultados apresentados com o método modi�cado

proposto, foi apresentada uma abordagem de um caso linear na seção 4.1 e os resul-

tados foram apresentados nas tabelas 4.1, 4.2 e na �gura 4.1, mostrando acurácia e

convergência nas aproximações condizentes com o problema proposto. O problema

de subdifusividade (ou difusão retrograda) não é o único apresentado em meios poro-

sos, existe também o problema de sobredifusividade como apresentado em EL ABD;

MILCZAREK (2004), onde o meio apresenta dados experimentais para a frente de

molhamento além de onde a solução clássica indica que deveria estar a in�ltração,

estes casos são propostos aqui como trabalhos futuros à serem discutidos e validados

com o emprego do modelo aqui proposto.

O processo de determinação do melhor valor de γ para o meio poroso (que é a

ordem fracionária do método), é dado por regressão linear como descrito na equação

(4.11). Porém, sendo tomados os dados experimentais da frente de molhamento

de dois em dois ou de três em três obtém-se valores diferentes para γ, fato que

indica uma possível variação deste parâmetro dentro da simulação. Uma proposta de

trabalho futuro seria um modelo contemplando o γ adaptativo, de forma a veri�car

se a variação deste termo de fato implica em melhores resultados numéricos para o

problema físico.

O processo de construção das soluções numéricas usando cálculos fracionários

envolvem uma quantidade crescente de termos proporcionais ao tempo de simula-

ção, uma proposta de trabalho futuro seria também o estudo e implementação de

um truncamento do método para um determinado tempo de simulação, ou mesmo

uma maneira diferente de estimar os termos de menor in�uência nos métodos, sem

demandar um custo computacional elevado.
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