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RESUMO

ALCANTARA, Adriano Alves de. Estabilizacdo, Anélise e Simulacdo Numérica
da Equacdao de Ondas com Condicdo da Actstica na Fronteira. 2015. 89 f.
Dissertacao (Mestrado em Informética) - PPGI, Instituto de Matematica, Instituto Tér-
cio Pacitti de Aplicagdes e Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do Rio de

Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

Neste trabalho apresentamos um estudo tedrico e numérico do modelo da equacao
de ondas com valores iniciais e condi¢oes de fronteira de Dirichlet e da Acustica. Pri-
meiramente, apresentamos a ideia fisica do modelo, em seguida provamos a existéncia
e unicidade de solugao via o método construtivo de Faedo-Galerkin e provamos que a
energia associada ao modelo decai assintoticamente com uma taxa exponencial. Para a
simulagdo numérica nos casos uni e bidimensional, utilizamos o método dos Elementos
Finitos na variavel espacial, e o método das Diferencas Finitas na variavel temporal com
ordem dois de convergéncia. Para a verificacdo do erro numérico, construimos um par
de solucao para medirmos o erro nas normas estabelecidas e calculamos numericamente

a velocidade de convergéncia do método utilizado.

Palavras-chave: Equagao de ondas, Condig¢oes da Actstica, Método de Faedo-Galerkin,

Método de Elementos Finitos, Método de Diferencas Finitas.



ABSTRACT

ALCANTARA, Adriano Alves de. Estabilizacdo, Anélise e Simulacdo Numérica
da Equacgao de Ondas com Condicao da Actstica na Fronteira. 2015. 89 f. Dis-
sertagdo (Mestrado em Informatica) - PPGI, Instituto de Matematica, Instituto Tércio

Pacitti, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

In this work we present a theoretical and numerical study of an initial boundary value
problem of the wave equation with Acoustic and Dirichlet boundary conditions. First, we
present the physical idea of the model, then we prove the existence and uniqueness of the
solution using the Faedo-Galerkin constructive method. We also prove that the energy
associated to the model decays asymptotically with an exponential rate. In the numerical
simulations, for uni and bidimensional cases, we use the Finite Element Method (FEM)
for spatial coordinates, and the Finite Difference Method (FDM) for time. The finite
difference scheme adopted has a second order of convergence. In order to verify the
numerical error, we built a solution pair to measure the error in the established norms.

Numerically, we calculate the method’s convergence speed.

Keywords: Wave equation, Acoustic Conditions, Faedo-Galerkin, Finite Element Method,
Finite Difference Method.
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1 INTRODUCAO

“ A introdugao é aquilo que ndo pede nada antes, mas que exige

algo depois. ” (Aristételes)

As equagoes diferenciais sdo importantes ferramentas na constru¢ao de modelos
matematicos que descrevem muitos fendmenos fisicos. Com o desenvolvimento da ciéncia
e tecnologia, tem-se tornado bastante importante a anélise tedrica e numérica de equagoes
diferencias parciais por meio do estudo de modelos vinculados as aplicagdbes matematicas
nas mais variadas areas do conhecimento. A andlise tedrica de modelos matematicos é
feita por meio de um estudo qualitativo. Com isto, é de suma importancia estabelecermos
condicoes para existéncia e unicidade de solugoes de tais modelos matematicos, assim
como conhecer o comportamento de sua solucao, caso exista. Ja no contexto numérico,
como em geral nao conhecemos as solugoes analiticas dos modelos matematicos, o objetivo
é a elaboracao de estudo de métodos numéricos que permitem obter, de forma efetiva,
solugdes numéricas para tais modelos.

E neste contexto da andlise matemdtica e numérica que consiste o trabalho re-
alizado nesta dissertacao, com o propésito de dissertar sobre a existéncia e unicidade
de solugao, decaimento assintético da energia, e simulagbes numéricas, nos casos uni e
bidimensional, para um modelo matematico envolvendo uma equacgao diferencial parcial
do tipo hiperbdlica. Em que tal modelo estd submetido a condigao classica de Dirichlet
em uma parte da fronteira do seu dominio, e na outra parte, condi¢oes da Actstica intro-
duzidas por J. T. Beale e S. I. Rosencrans [2]. Este modelo de estudo esta apresentado

na Sec¢ao 2.2 do capitulo 2, em (2.4).

No capitulo 2, apresentamos uma breve ideia dos aspectos fisicos do modelo de es-
tudo desta dissertacdo. Falamos também especificamente sobre as condigoes da Acustica,

e trabalhos envolvendo equacoes de ondas relacionados a tal modelo (2.4).
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No capitulo 3, apresentamos alguns resultados teéricos da andlise funcional para

uma preparacgao tedrica demandada nos capitulos 4 e 5.

O capitulo 4 contém a prova da existéncia e unicidade de solugao do modelo (2.4),
via o método construtivo de Faedo-Galerkin, o qual consiste em resolver um problema
cuja a solugao pertence a espacos funcionais de dimensao infinita, projetando-o em espago
(aproximado) de dimensao finita (problema aproximado), para posteriormente fazer a
passagem ao limite para obtencao da solucdo do problema original, como limite de uma
sequéncia de solugoes dos problemas aproximados. Para unicidade de solugdo usamos o

método da energia.

No capitulo 5, tratamos da demonstracdo mateméatica do decaimento assintotico
da energia associada ao modelo (2.4), baseada em [21], onde a energia tem decaimento

uniforme e taxa de decaimento exponencial.

O capitulo 6 é dedicado a parte de simula¢oes numéricas do modelo (2.4), nos
casos uni e bidimensional. Para tal, utilizamos na parte espacial o método dos Elemen-
tos Finitos (via Galerkin) e na parte temporal usamos o método das Diferencas Finitas
(em particular, de ordem quadratica) para resolucao do sistema de equagoes diferen-
cias ordinarias submetido as condigOes iniciais. Usamos varias discretizagdes espaciais
e temporais nas simulacoes, com o intuito de ver o comportamento do erro da solugao
aproximada, dado que para validar o modelo, construimos solugoes exatas para os casos
uni e bidimensional, afim de verificarmos a magnitude de tal erro numérico utilizando
as normas discretas de L>°(0,T; L*(2)) e L>(0,T; L*(T';)). Numericamente calculamos
a ordem de convergéncia dos métodos numéricos utilizados e apresentamos tabelas com
as informagbes dos erros numéricos relacionando At com h (discretiza¢ao temporal e
espacial, respectivamente). A linguagem computacional utilizada para as execugoes das

simulagoes foi o Matlab-2014.

No capitulo 7, temos a conclusao do que foi feito e trabalhos futuros.
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2 MOTIVACAO FIiSICA

A resolucao de Equagoes Diferenciais Parciais torna-se motivante quando o mo-
delo em estudo possui uma aplicacao pratica. As condigdes de fronteira da Acustica,
introduzidas por Beale e Rosencrans [2], nos dé este suporte de aplicabilidade, pois a sua
caracterizagao estd relacionada ao estudo do movimento de ondas acusticas em fluidos.
O objetivo deste capitulo é apresentar uma breve ideia fisica sobre o modelo de estudo
que sera apresentado em (2.4). Para um maior aprofundamento, veja Beale-Rosencrans

2] e Morse-Ingard [17].

2.1 Condicoes de Fronteira da Actstica

Em 1974, Beale e Rosencrans [2] foram os precursores das condigoes de fronteira
da Acustica, no qual consiste no estudo de propagacao de ondas actusticas. Para tal,
consideraram a velocidade potencial de um fluido confinado no interior de um dominio
Q) C R?, sujeito a ondas actisticas que exercem pressao sobre a fronteira I' do dominio
), de maneira que a fronteira reage localmente. Compreende-se por fronteira localmente
reagente, superficies em que cada um de seus pontos reage a pressao do som, de modo

isolado cada ponto dos demais, como um oscilador harmoénico.

Ondas acusticas sao ondas de som, isto é, ondas longitudinais, onde as moléculas
de um fluido movem-se na mesma direcao de propagacao da onda. Neste trabalho sera
considerado ondas de som planas, ou seja, ondas possuindo a mesma dire¢ao em todo
o espaco. O fluido considerado foi ideal, uniforme em suas propriedades, em equilibrio
termodinamico, exceto pelo movimento causado pelas ondas de som, e com movimento
suficientemente pequeno para que efeitos nao lineares sejam desprezados, como em Vi-

cente [22].

A seguir, apresentaremos a formulacdo das condicoes de fronteira da Acustica.
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Para isto, seja 0 C R?® um dominio limitado, com fluido em seu interior em repouso,
exceto pela presenca de ondas actsticas. Sendo u = u(z,t) a velocidade potencial do

fluido, —Vu ¢é a velocidade da particula e u satisfaz a equacao de onda

u’ — FAu=0 em Q x (0,00),

n 2

onde A = —
kzz:l oz

é rigida e que cada ponto de I' reage localmente a pressao causada pela onda acustica,

é o operador laplaciano. Suponhamos que a fronteira I' de €2 nao

como uma mola. Dai,
ad” +bd' + ¢d = —p sobre T" x (0, 00), (2.1)

onde a,c € R b > 0 sdo constantes e p = p(x,t) é a pressdo acustica. Denotando por
d = 0(z,t) o deslocamento na dire¢cdo da normal & fronteira I e py como a densidade
uniforme do fluido em repouso, assim p = pou’, em que v’ é a derivada parcial de u em

relagdo a t. Voltando a equagao (2.1), concluimos que

ad” + b + cd = —pou’ sobre T x (0, 00). (2.2)

Consideramos também a condi¢do de impenetrabilidade da fronteira, ou seja, ad-

mitimos que existe compatibilidade entre a velocidade normal do som na fronteira, ¢’, e

U
a velocidade normal do fluido Foi Vu-v = —v-v, onde v é o vetor normal unitario
v
exterior a I e v a velocidade do fluido, assim
ou
' =—em I x (0,00). 2.3
. (0,00) (23)

ou

O que significa ~3 ser a componente normal da velocidade do fluido. A equacao
v

diferencial (2.2) é chamada de condigao de fronteira da Actstica.

2.2 Equacao de Ondas com Condicoes de Fronteira da Acustica

Em (3], Beale provou que a presenga do termo ad” na condigao da Acustica (2.2),

para um modelo de ondas lineares, fez com que a energia associada a tal modelo nao
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decaia. Em Alber [1], foram também estudados problemas com condigoes de fronteira
similares. Neste a presenga do termo ad” fez a solugdao explodir. Com isto, em [7], Frota
e Larkin, provaram a existéncia e a unicidade de solugdo e o decaimento assintotico da
energia para um problema associado a equacao linear de ondas com condic¢ao de Dirichlet
na parte da fronteira I'y, e na outra parte I'j, a condi¢do de fronteira da Acustica (2.2)
com a auséncia do termo ad”. Considerou-se também «(t) = 1, e as constantes reais

a,b, ¢ de (2.2) como fungoes continuas positivas f,g,h: '} = RT e Q C R*, Ty NT; = 0.

Nossa proposta de trabalho nesta dissertagao consiste em estudar um modelo de
ondas com coeficiente «(t) varidvel, também com a presenca do termo ad” em (2.2), e
para compensarmos tal feito colocamos a presenga de um damping, g(z)u'(x,t), no termo
de compatibilidade em (2.3), onde a presenca deste termo nos proporciona provarmos o
decaimento da energia. Dai, para este novo modelo (2.4), inspirado por [7], provaremos a
existéncia e a unicidade de solugao e o decaimento assintotico da energia associada, como
se pode ver nos capitulos 4 e 5, respectivamente. Na parte numérica, simularemos os
casos uni e bidimensional das solugoes aproximadas de tal modelo via Elementos Finitos
na parte espacial e Diferencas Finitas na parte transiente, como se verifica no capitulo 6.

Segue abaixo 0o modelo matematico (2.4), objeto de estudo desta dissertacao.

Consideramos 2 C R™ aberto, limitado e conexo com fronteira 02 = I'o UT'; de
classe C? sendo I'y e I'; conexos e ambos possuindo medida de Lebesgue positiva, tal que
IoNTy =0. Queremos u: Q — R e d: X — R solucao do modelo de ondas abaixo com

condicao de Dirichlet e da Actstica. A saber
u'(z,t) — a(t)Au(z,t) =0 em Q=Qx (0,7),
u(z,t) =0 sobre X,=1¢x (0,7),

u'(x,t) + f1(2)d" (2, t) + folx)d (2, t) + f3(x)d(z,t) =0
sobre 1 =T x (0,7),

ou , . (2.4)
a—(x,t) = (z,t) — g(x)u'(x,t) sobre Xy =T4 x (0,7,

v
8 (x,0) = %12)(17) + g(z)uy(z) sobre Ty,

d(z,0) = dg(z) sobre Ty,

uw(z,0) =up(x), u'(x,0)=wui(x) em
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em que a equagao (2.4); é a equagao de ondas com coeficiente a(t) variando no tempo.
Em (2.4), temos a condigao de compatibilidade e, em (2.4)5 - (2.4)7, segue as condigoes
iniciais. Sobre I'g em (2.4),, temos a condigao cldssica de Dirichlet, na qual ha absorcao
total do som. Em (2.4)3 temos a condigdo da Actstica com coeficientes varidveis, onde
sobre I'; as ondas de som sao refletidas na direcdo oposta a normal exterior de cada
ponto de I'y. Para melhor entendimento, imagine uma sala de auditério com uma fonte
de som, onde hé paredes em que o som é absorvido totalmente (fronteira I'g) e em outras

(fronteira I'1) o som é refletido (eco).

Portanto, o par (u,d) tem componentes que representam, respectivamente, o des-
locamento de ondas e a propagacio de ondas de som e, as funcoes f;(z),g(x) : 1 — R

sao continuas e positivas com ¢ =1, 2, 3.

A defini¢ao de solugdo para o modelo (2.4), quanto as demais hipéteses para a

prova do teorema de existéncia e unicidade de solugao se encontram no capitulo 4.



18

3 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados teéricos fundamentais para que o
leitor tenha uma melhor compreensao dos contetidos abordados em especial nos capitulos

5 e 6.

3.1 Tépicos de Analise Funcional

Defini¢ao 1 (Espago dual) Seja U um espago vetorial sobre um corpo K. Chamamos
de espaco dual topoligico de U, o conjunto dos funcionais lineares continuos ¢ : U — K

e o denotamos por U*, ou por U'.

~ * . A .
Notagao: “ — 7 e © — 7 representam, respectivamente, as convergéncias fraca e fraca
estrela. Também denotamos por o(E, E’) a topologia fraca sobre E (espago de Banach),

isto é, a topologia menos fina sobre F, que torna continua todas as aplicacoes ¢ € E’.

3.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Defini¢ao 2 (Convergéncia Fraca) Sejam E um espago de Banach e (u,),en uma

sucessao de E. Entao u, — u se, e somente se, (o, u,) — {(p,u), para todo p € E'.

Defini¢ao 3 (Convergéncia Fraca FEstrela) Sejam FE wum espago de Banach,
0 € E' e (¢,)en uma sucessio de E'. Diz-se o, — ¢ fraca estrela se, e somente

se, (@, u) = (p,u), para todo u € E.

Proposicao 4 Seja E um espago de Banach e (x,)nen uma sucessao em E. Entdo:
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(i) Sex, =~z em o(E,E') entio (f,x,) — (f,x), Vf € E';

(ii) Se x, — x forte entio x,, = x fraco para o(E,E’);

(iii) Sex, =~ x em o(E,E') ese f, — f fortemente em E' (isto é, ||f, — fllgr — 0)
entao (fn,x,) — (f,x).
Demonstracao: Brezis ([4], p. 35). |

3.1.2 Espacgos Separaveis e Reflexivo

Definicao 5 Dizemos que um espaco métrico E é separdvel se existe um subconjunto

A C E enumerdvel e denso.

Definigao 6 Seja E um espagco de Banach e seja Y a inje¢io canéonica de E em E".
Dizemos que E € reflexivo se Y (FE) = E”. Quando o espago E ¢é reflexivo identifica-se

implicitamente E e E" (por meio do isomorfismo Y ).

Teorema 7 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam E um espago de Banach e E' o seu

dual topologico. Entao o conjunto

B ={f € E'5||f|| <1} ¢é compacto na topologia fraca estrela

Demonstragao: Brezis ([4], p. 42). |

Teorema 8 Sejam E um espaco de Banach separdvel e E' o seu dual topolégico. Entao

o conjunto
Bp ={f € E';||f|| <1} ¢é metrizdvel na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se Bg: € metrizdvel na topologia fraca estrela, entao E € separdvel.
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Demonstracio: Brezis ([4], p.48). |

O corolario abaixo é uma consequéncia do Teorema 7 e do Teorema 8.

Corolario 9 Sejam E um espago Banach separdvel e (uy,)nen uma sucessao limitada
em E'. Entdo existe uma subsucessio (U, )ren de (Un)nen tal que (un, )gken converge na

topologia fraca estrela.

Demonstracao: Brezis ([4], p. 50). |

Teorema 10 Seja E um espaco de Banach reflexivo e suponhamos que a sucessao (uy,)nen C

E ¢é limitada. Entao existe uma subsucessao (Un, )ren de (Un)nen € u € E tal que

U, — U.

Demonstracao: Evans ([6], p. 639). |

Lema 11 Sejam X wum espago de Banach, u € LP(0,T;X) e v € LP(0,T;X) com
p € [1,00], entdo
u e C([0,T]; X),

possivelmente apos uma redefinicao sobre um conjunto de medida nula.

Demonstracao: Lions ([11], p. 7). |

Lema 12 [Du Bois Raymond]. Sejam u € Li () e T, : D(2) — R, definida por

(Tur¢) = [ ul@)pla)ds

Q

Nestas condicoes T,, € uma distribucdo escalar sobre 2. Além disso, T,, = 0 se, e somente

se, u =0 quase sempre em ).

Demonstracdo: Medeiros, L. A e Milla, M. M. ([13], p. 13). |
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3.2 Espacos L'(Q)

Definicao 13 Sejam ) C R™ um subconjunto aberto e p € R com 1 < p < 0o, assim €
definido
LP(Q) = {p : Q — R; ¢ mensurdvel e |p|P € L'()}.

O espago LP(2) com 1 < p < 0o é um espago de Banach munido da norma

1/p
ol ) = [/ﬂ |go(x)|pdx] .

Definicao 14 Seja Q2 C R™ um subconjunto aberto, define-se por

L=(Q) = {p : Q — R; ¢ mensurdvel e 3 C'constante tal que |p(z)| < C q.s em Q}.

O espago L*>(2) é um espago de Banach equipado com a norma

[@llzoee) = {3 Jp(@)] < € a.s em O} = supess [|p(z)]]

Teorema 15 (Desigualdade de Hélder). Sejam as fungoes u € LP(Q2) e v € L1(Q), com
1 <p < eq o expoente conjugado de p, isto €, % + é = 1. Entdouw € LY(Q) e

[ luvldz < Jull vl
Demonstracao: Brezis ([4], p. 56). |

Teorema 16 (Aubin-Lions) Sejam By, B, B; espacos de Banach, By e By reflexivos,
a imersao de By em B compacta, B imerso continuamente em By, 1 < pg, p1 < oo e W
0 espago

W ={ue L?(0,T;By); v € L (0,T;By)},
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equipado da morma
||U||W = ”u”Ll’O(O,T;Bo) + Hu/HLPl(O,T;Bl) :

Entao, W € um espago de Banach e a imersao de W em LP° (0,T; B) é compacta.
Demonstragdo: Ver em Lions [11] (p. 58). |

Corolario 17 Do Teorema de Aubin-Lions: se (uy),cy € uma sucessio limitada em
L?(0,T;By) e (u)ey € uma sucessio limitada em L? (0,T; By), com By <> B < By,
entdo (u,) € limitada em W. Dai, seque que existe uma subsucessio (Un, ),y de (Un) ey

tal que u,, —— u forte em L*(0,T;B).

3.2.1 Desigualdade de Gronwall

Lema 1 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial). Seja g (-) uma fungio nao-

negativa, absolutamente continua em [0,T].

1. Se g satisfaz, para t quase sempre em [0,T| a desigualdade diferencial
g'(t) < f(t) + h(t)g(t),
onde f(t) e h(t) sdo fungdes ndo-negativas e integraveis em [0,T], entdo
o(t) < om0 [g(0)+ [ (s) as].
para todo t € [0, 7).
2. Em particular, se ¢ < hg em [0,T] e g(0) = 0, temos

g=0 em [0,7].

Demonstragao: Evans ([6], p. 708). |
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4 EXISTENCIA E A UNICIDADE DE SOLUCAO

Neste capitulo o propédsito é provar a existéncia e unicidade de solugoes do pro-
blema misto apresentado em (2.4). Para tal, necessitamos dos seguintes espagos funcio-

nais, além dos estabelecidos no capitulo anterior. Sejam os espacos de Hilbert
V={pecH(Q), wlp)=0emTo} e Ha(Q) ={pe H(Q)|Apec L*Q)},
em que H'(€) é o espago de Sobolev de primeira ordem e em H () temos a norma

1
Il = [Ilel2n @ + 1A0P] 7.

Note que, no espaco de V vale a desigualdade de Poincaré, isto é, existe uma

constante C' > 0 tal que

()] < 02/9 (SZ (2))" dz, VeV

i=1

Daqui por diante denotaremos por (-,+), (+,)r,, |-| € |-|r, os produtos escalares

e as normas dos espacos de Lebesgue L?(Q) e L*(T';y), respectivamente.

Denotamos por 7 : H1(2) — Hz(I') e v : Ha(Q) — H= (I) as aplicagdes tragos

de ordem zero e Neumann, respectivamente, em que

() =), e %(@):(5

O conceito de solugao global para o modelo (2.4) é dado pela definigao a seguir.

Definigao 18 Uma solugao global do problema misto (2.4) é um par de fungoes (u, )

comu:@Q —>R e 0:3; = R nas classes

uw € L2.(0,00; VN HA(Q)), v € L2.(0,00; V), u” € L2,(0,00; L*(2)),

loc loc

Yo(u'), Yo(u") € L},.(0,00; L*(T'1)),

loc

8, 0", 8" € L2 (0, 00; L3(Ty)),

loc
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que satisfaz, para cada t > 0, as relacoes integrais

/ /ugo—i—oaVu V| dz dt = / / "— gu'lp dxdt
I

/O /F [u' + f10" + f20" + f30]8) dxdt =0,

VoelLl?0,T;V) e VYo e L*0,T;L*(T')). Além disso, u e § satisfazem as condigoes

(4.1)

IniCcLaLs
u(x,0) = ug(x), u'(x,0) =ui(x) em Q,
d(z,0) = do(x) sobre I'y,

8 (z,0) = aa?ltjo + guy(x) sobre T.

Para estabelecer a solu¢ao (u,d) no sentido da defini¢do 18, assumiremos as se-

guintes hipéteses sobre os objetos do problema (2.4):
a(t) € CY([0,00)), o/(t) € L*(0,00) N L*>®(0,00) e aft) > ap > 0,

(l‘ S C(FlaR)7 tal que g(x) Z go > 07 (42>
fl(l‘) > 07 1= 17273 € f’L € C<f17R)

- ~—

Teorema 19 Suponha uy € VN HA(Q), up € V e & € L*T1), tal que
a’LLU

v
de fungoes (u,d) solugao do problema misto (2.4) no sentido da defini¢io 18.

—'(x,0) 4+ gu; = 0, e suponhamos as hipdteses (4.2). Entdo, existe um dnico par

Demonstracao: Para provar o referido teorema aplicaremos o método de Faedo-Galerkin,

o qual consiste das seguintes etapas:

¢ Existéncia de solugdes aproximadas.

¢ Estimativas a priori.

¢ Passagem ao limite nas solugdes aproximadas.
¢ Verificagdo dos dados iniciais.

¢ Unicidade das solugoes.

¢ Interpretagao das solugoes.
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4.1 Existéncia de Solugoes Aproximadas

Para obtermos o problema aproximado do modelo (2.4), inicialmente determina-
mos a formulagao variacional (forma integral e enfraquecida de (2.4)), depois a partir da
formulagao variacional, determinamos o problema aproximado (em espagos funcionais de
dimensao finita) na qual o rescrevemos na forma matricial e com isto chegaremos em um

sistema de EDO submetido as condigoes inicias.

4.1.0.1  Formulag¢io Variacional do Modelo (2.4)

Determinaremos formalmente a formulacao variacional do modelo (2.4). Conside-

remos ¢ € V N Ha(2). Multiplicando (2.4); por ¢ e integrando sobre €2, temos:

(w'(t), ) — a(t)(Au(t), ) = 0. (4.3)

Usando a Férmula de Green em L?((2), temos

B B Ju(t)
— (Au(t),p) = —/QAu(t)godm— /QVu(t)Vgodx— - pdz. (4.4)
Observe que,
ou(t) [ Ou(t) Ju(t) [ Ou(t)
r ov de = r, v pdut r, v pdv= r, v Pz,
pois do fato ¢ € V, segue que / ag(t)godx = 0. Usando (2.4); na identidade acima,
r, Ov
resulta '
Oult) [ (s :
L oy pdr = /1“1 [0'(t) — gu/(t)]e du. (4.5)
Substituindo (4.5) em (4.4), segue
= (Au(t)¢) = [ Vu®)Veda — [ [5'(t) - gu' ()] da. (4.6)
Q N1

Usando a igualdade (4.6) em (4.3), resulta

(w'(t), ) + at)[ (Vu(t), Vo) = (8'(t) — gu'(£),#)r, | =0, Vo € V. (4.7)

De modo similar, multiplicando (2.4)3 por ¢ € L*(T';) e integrando sobre I'y, temos

(Yo(w/(8)) + f10"(t) + f20'(t) + f50(t), ¥)r, = 0, Vb € LX(T). (4.8)
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De (4.7) e (4.8) temos a formulagao variacional para o modelo misto (2.4), a saber

(u"(t), ) + a)[ (Vu(t), Vo) = (6'(t) — gu'(t), o)r, ] = 0 para todo ¢ € V,
(Yo(u'(t)) + f18"(t) + fod'(t) + f30(t),%)r, = 0 para todo ¢ € L*(T'y),

(@, 0) = up(x), W(2,0) = us(z) .5 em O, (4.9)
5(z,0) = do(x) .. sobre Ti,

8 (z,0) = aaiio(x) + g(z)ui(z) q.s. sobre T}.

4.1.0.1.1 Problema Aproximado

Como ug € VN HA(Q), do € LATy) e VN HaA(Q), L*(Ty) sao espagos de Hil-
bert separdveis, entdo existem as bases hilbertianas {w;}jen € {2;};en, isto é, sistemas

ortogonais e completos em V N HA(Q) e L?(T'y), respectivamente. Dai,

» em particular, para todo m € N, os m primeiros vetores de {w; }jen sdo linearmente
o0

independentes (L.I) e, além disso, | J [w1,...,wy] é denso em V N HA(Q);

m=1

» de modo semelhante, para todo m € N, os m primeiros vetores de {z;},en sdo
(o]

linearmente independentes (L.I) e, além disso, | J [z1,...,2m) é denso em L*(I').

m=1

Como a sequéncia {w;};en é uma base ortogonal e completa de V N HaA(2), em
especial, é ortonormal e completa em L?(€2), analogamente {z; } ey é uma base ortonormal
e completa de L?(T';). Para cada m € N, consideremos W, = [wy,...,w,,] o subespaco
de VN Ha(Q2) gerado pelos primeiros m vetores da base {w;}jen CV N HA(Q) € Z,, =
(21, ..., zm] 0 subespago de L?*(T';) gerado pelos m primeiros vetores da base hilbertiana
{z;}jen C L*(T'1). Da formulagao variacional em (4.9), o problema aproximado consiste

em determinar fungoes ¢;n,(t) € dy,(t) definidas em [0, ¢,,[ com valores em R, tais que

U (2, 1) =) cim(t)w;(z), O (z, 1) = ki g () 2 (), (4.10)
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satisfazem o problema

(U (1), wi) + (t) [ (Vi (t), Vi) = (6,,(8) = g, (£), wi)r,] = 0, ¥V w; € Wiy,

m

(Yo (i (£)) + f105(E) + f20,,(8) + f30m (L), 21)p, =0, ¥V 21 € Zin,
U (7,0) = ugm (), ul (2,0) = u,(z), Ve,

Qg ()
Oov

(4.11)

O (2,0) = dopm (), 0, (2,0) =

+ g(x)um(z), Vo eTly.

A existéncia das sequéncias {u,, d,,} que satisfaz a condigdo de compatibilidade
8 (x,0) = 8u°m(x) + g(z)urm(x) é verificado em L. Adauto e M. Milla Miranda [15]. Do
fato, para todo m € N, W,, e Z,,, serem densos em VN HA(Q) e L?(T';) respectivamente,

entao
Uom — Ug forte em V' N HA(Q),

Uy — up forte em V, (4.12)
dom — 0p forte em LQ(Fl).
Substituindo (4.10); e (4.10)2 em (4.11); e (4.11)9, temos

chfm(t)(wg,wz chm (Vwj, V) — aft Zd ) (2, wi)r
j=1
o t)ZC;‘m gwj7wl)F1 =0,
7=1

(vo(uy, (1), z)r, + Zd t)(fizx, 20)r, + dem (fazr, 20)r,

k=1

+ Z i (t) (f321, 20), = 0.

Tal sistema acima pode ser reescrito na forma matricial como

IC"(t) + a(t) KC(t) — a(t)MD'(t) + a(t) H,C'(t) =

(4.13)
N(C'(t)) + HiD"(t) + HyD'(t) + HsD(t) = 0,

em que

> C(t) = [cim(t), ... cmm(®)] € D) =[dim(t), ..., dmm(t) ]
> K= [ (vwi’ij) ]me’ M = [ (Ziij)F1 ]mXWH Hy = [ (gwiawj)ﬂ ]mxm-
> N(C'(t) = [ (volun,(8)), 20)rs, s (Yo(un,(8)), zm)ry I -

> H = [ (lei,Zj)Fl ]mxma Hy = [ (fQZz‘,Zj)rl ]me, Hjz = [ (f3zz‘,Zj)r1 ]me-
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» [ =[(wi,w)) |mxm, (Wi, w;)=70;j, 0 queimplica I a matriz identidade.

Note que o sistema de EDO (4.13) é linear de segunda ordem, e que os pares
de solugoes (um,d,,) existem para todo t > 0, pois fazemos a redugdo de ordem e o
transformamos em um problema de Cauchy de primeira ordem, em seguida o resolvemos

via técnicas de resolugao de sistemas de EDO’s lineares.

4.2 FEstimativas a priori

4.2.1 Estimativa |

A primeira estimativa, a seguir, das solugoes aproximadas, nos dara limitagdes

para as sequéncias (U )men, (U Jmen, (Y0(tn,))men, (Om)men € (0, )men para todo ¢ > 0.

Multiplicando (4.11); por 2¢,,(t) e somando de i = 1 até m, e multiplicando

(4.11)5 por 2d,.(t) e somando de i = 1 até m, temos
2(ugy, (1), 1y () + 200(8) | (Vetn (1), Vil (£)) = (87, (), (8))r, +

(gul (1), (1)1, ] = 0.

(4.14)
2<ulm<t)7 (5;”(15))1"1 + Q(flf%(t)a (Xn,(t))ﬂ + 2<f251/n(t)7 5;n(t))rl+
2(f35m(t)7 5;71(t))F1 = 0.
Observagao 20 Isolando o primeiro termo da equagio (4.14)s, temos:
=2(ul (1), G (D)1, = =2(8, (), il ()1, = 2( 20 (8) + fadl, +
Fa0um () (1), 0,,(1))
Substituindo a observagao (20) em (4.14);, resulta
21 (£), 1l (£)) 4 20(8) [ (Ve (£), Vi (£)) + (fr0(8), 6, (£) ), + (4.15)

(F200(8): (D)) ry + (fs0m (), 81 (D)1 + (g1l (8), (), | = 0.
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Reescrevendo os termos de (4.15), segue

20, (1), (1) = 2 [ (0t (O e = [ Sl (0 dr = S [ [t (0

(4.16)
_ 2
= dt'u ().
De forma analoga, obtemos
, d
2Vt (1), Vi (£)) = — Vit () 2 (4.17)
Usando a hipdtese (4.2),
2(gul,, (£), 1, (£))r, > 290(ul, (), 1l ()1, = 2901, ()2, (4.18)
Da hipétese (4.2) as fungdes f; sdo positivas, entao
1/ ! 1! 4 d !
2RI (0.5 = 2 [ D08, (0 de= [ L5, 0] d
1d (4.19)
= [ s, p dr = P01,
o dt
De modo anéalogo,
2(f30m(t), 0L, (D))r, = \”2 Sm(®)R,-
(4.20)
2(f20,, (t), 8, (1))r, = 2| f"%6, (1)},
Agora, usando (4.16)-(4.20) em (4.15), tem-se:
d ! d ! 4
— (0 + @) | Veum (D)2 + |fl/25 017, + 206200}, +
| 15 0m®)1F, + 2g0lus, (1)[3,] < 0.
Assim,
L (O + )2 [ [T OlEsgae + L8O, + 150, ]
a''m dt 2] i h (4.22)
+20(t)| £5"20,, (6)[2, + 2g00(t) ul, (1) 3, < 0.
Usando a regra de derivagdo do produto de duas fungoes em (4.22), segue
d ! !
o L OF + () (19 () e + 170,01, + 157001,
+2a(t)|f"20, (DR, + 2g00(t) ]y, (1), (4.23)

< o/ (®)]r ([VumO 2@ + A0 @017, + 12007, ) -
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En(t) = [, (8)2 + () (|Vum (&) Bz + 720,01, + | £520m@),) - (4.24)

Usando o fato de |u,(t)|> > 0, resulta

ot) ([Vum(®) Fzaye + 11200, +1£0m@)]F,) < Em(t). (4.25)

Dai, e da hipdtese (4.2) sobre a func¢ao a(t), segue

Enlt) _ En(t)
t

Vet () oy + L1200, (0)E, + | £320m@)12, < < , (4.26)
a(t) ap

e portanto

|/ () [ Em (1)
o Ol ([Tt Oy + 10O, + 15 0O, ) < === (@4.27)
Substituindo a desigualdade (4.27) e a igualdade (4.24) em (4.23), temos
") g Em(t
B (8) + 20038, (O, + 2g0a0lul, (), < ORI oy

%)

Seja () = 205 Do (428) e 200|251, (12, + a0l ()2, > 0, temos
El(t) < p(t)En(t), para todo t € [0,t,,). (4.29)

Afirmagao: E,,(0) = [t |2+ (0) ( [Vuom Bz + 120,002, + 1 £3"00m[2, ) & limi-
tada.

De fato, como uy, — u; forte em V' (logo, uy,, é limitada), ug,, — wug forte em VN HA(),
o que acarreta Vug,, — Vug forte em L?(Q2) (logo, Vug,, ¢ limitada), &y, — do(z) forte
em L*(I'y) (logo, dom ¢ limitada), 8/,(0) = 2%m + g(z)uy,, — 0'(0) forte em L*(I'y)
(logo, ¢/.(0) é limitada), como fi, f3, sdo continuas (logo limitadas no compacto I'y)
e a € C1([0,00)). Dali, existe uma constante C; > 0 que independe de m, tal que
E,.(0) < (.

Pelo Lema de Gronwall 1, resulta que

E,(t) < Em(O)efooo #(9)ds para todo t € [0, 00).



31

Como ¢ € L*(0,00) em virtude de (4.2), entao
Ep(t) < Crelo #6)4 — ¢, (4.30)
Integrando (4.28) com relagao a t, com 0 < t < 400, tem-se:

Em(t)+2a0/0 (1£2"20,()1F, + golup(s)[2, ) ds < Em(O)Jr/OOO o(s)Ep(s)ds. (4.31)

Afirmacgao: F,,(0) + / s)ds < Cy, tal que Cy > 0.
Note, / go(s)E (s)ds < sup En(s )/OO ©(s) ds < CyCs, pois ¢ € L'(0,00), dai
s€[0,00) 0
+/ dS < Cl + 0203 C4. |

Assim,
Em(t)—i—an/O <| 260 (s )|1%1+go|u;1(s)|12~1) ds < Cy, YVmeN, Vit e[0,+o0). (4.32)
Lembrando que

Epn(t) = [ul, ()1 + olt) (|Vum (D)2 + 20,0, + 152 00R,) . (4.33)

C -
1. De (4.32) e (4.33) , temos |Vum(t)|[2L2(Q)}n < =% dai, |Vt () |12 < Ca, V> 0.
Qo
Assim,

|Vum(t)|Loo(07oo;[L2(Q)]n) = su{ggesis |Vum(t)|[L2(Q)]n S 74
t€|0,00

Logo, por Poincaré (u,)men € limitada em L>°(0, 00; V).
2. De (4.32) e (4.33), |[u.,()|> < Cy4, dai |u,(¢)] < Cy, YVt > 0. Assim

U, | oo (0,005 12(02)) = supess |un, (t)] < Cy.
t€[0,400)

Logo () )men € limitada em L>(0, co; L%()).

% Cy
3. De (4.32), temos/ |, (s)|7, ds < Y de onde segue por definigao que (yo(ul,,))men
0 @oYo
é limitada em L?(0, 00; L*(T'y)).

Da hipétese (4.2) sobre a fungao f; € C°(Ty), f; > 0 e I'; ser compacto, temos
que
0< f; = inf fi(x). (4.34)
zel



32

De (4.26) e (4.32), resulta que

En(t)

200, ), + |32 0m )2, <

C
<1
Qp

Dai e de (4.34), temos
- - C
IO, + Flon@®IF, < -

Portanto,
N o / 2 2 TSt 2 T 2 Cy
min{fy, fs}[ 16,0}, + [0, | < Al @O, + Flon @)}, < o TMEN

o que implica

160, (D)2, + 6w (D)2, < Ca = C5, VmeN, Vit>0. (4.35)

N Qo min{ﬁ? E}

4. De (4.35), segue que [0,,(t)|r, < C5 e [0,,(¢)[r, < Cs, dai |6 (t)|1c(0,00;02(0)) =

supess |0,,(t)] < Cs e [0, (8)| Lo (0,00;12(0)) = supess |00, (t)] < Cs. Logo () e ()
te[0,00) t€[0,00)
sao limitadas em L*(0, 00; L*(T)).

Dos itens de 1 a 4 acima, conclui-se:

(um>meN ¢ limitada em LC>Q<07 00; v)’
(u;n>m€N ¢é limitada em L°°<0, 0; LZ(Q))’

(4.36)
(’YO(U;n))meN ¢ limitada em LQ(O,OO;L2<F1))’

(6m)men € (6] )men sdo limitadas em L*°(0,00; L*(T)).
4.2.2 Estimativa Il

Para mostrarmos que o modelo (2.4) tem solucao global, necessitamos também es-

timar e encontrar limitagoes para as sequéncias (u! ) men, (01 )men, (VU )men € (Yo(t))men-



33

Derivando em relacao ao tempo as equagoes (4.11); e (4.11)9, segue
(g (1), w5) + 0/ (0) (Vi (8), Vo) = (8,(2) = gus (0), i), |
+a(t)] (Vg (), V) = (57,(t) = gup,(8), wir, | =0, ¥ w; € W, (4.37)
(uZ@(t) + fléig(t) + fgézl(t) + f35;n(t)7 Zl)l"l = 0, A 2 € Zm

Multiplicando (4.37); por 2¢.(t) e somando de i = 1 até m, e multiplicando (4.37)s por

2d} (t) e somando de [ = 1 até m, temos

2(upp (1), iy (£)) + 20 () (Ve (8), Vg (£)) = (87, (1) — gt (1), i (D), |

+2a(t) | (Vuy, (1), Vg (£)) = (37, (8) = guy, (1), wir, (), | =0, (4.38)
2t (8) + F183 () + o7, (8) + f30,(8), 67 (1)) . = 0.

Observacao 21 Note que,

—2(uy, (£), 0 (1)), = =207, (2), 1y, (), = 2 (f107,(2) + f26,(8) + f30,,(1), 0 (), -

Usando a observacao 21 e a majoracao (4.18) em (4.38), temos

21 (£), uip (£)) + 20(8) (VL (8), Vil (1)) + 20(t) [ (10 (2), 0 (8))ry +
(Fo00 (1), Oy (D)1, + (F30 (1), G ()1, ]| + 20() g (i (8), i (1)) < (4.39)
=20/ (t) | (Vi (t), Vs (£)) = (87, (£) = g, (), ulp (D), |.

Observe que,

d d
2" " -9 / " " _ R/ 2 _ 2
> 20u(t), (1) =2 [ w6 do = [ Sl (O de = Sl (1)

!/ " d /

> 2(Vu,(t), Vu,(t) = awum(t)hzw(n)}n-
" " d 2

> 2(A6,(0.5,. (), = — |75, 01R,.

Analogamente, aplicando o mesmo raciocinio acima a outros termos de (4.39), segue
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d d 1/2 o 1/2 o 2
im0 + a(t)— (Ve Ol + 120,01, +1578,01F, )
+2a(t) (golu (8)[2, + 11257, (117, (4.40)

< 20/ () [(Van (1), Vil (£)) = (81, (1) — gty (1), (D)), -

Multiplicando (4.11); por 2¢ (t), somando de i = 1 até m e depois multiplicando por

—5(;(;) , segue que

()

Zalt)

(ul (1), (1)) = 20 (1) [(Vutm (), Wl (6)) — (30, (8) gl (0), (D)) |- (4.41)

Substituindo (4.41) em (4.40) e usando a regra de derivacao do produto de duas fungoes,

temos
jt[m;;(tw T alt)( [Vl OF + 1£280 01, + 12008, )]
+2a(t) (ol (1)[3, + 12720, (1)1, ) (4.42)
22 f))mm( B a(t) (Va0 + 72500 R, + 116, 0, ).
Definindo,

Fu(t) = [ulp (0 + a() ( [V, (0 e + AR, + 176,07, ). (4.43)
Usando (4.43) em (4.42) e tomando o médulo do seu lado direito, resulta

Ey (1) +20(t) (golun (O, + 12700, )
|O‘,( ’ " 2 / / 2 1/2 cnr 1/2 2 (444>
oty G OF + OV Ol + 1760, +1576,01F, ).

<2

Observagao 22 Usando (4.43) e (4.2), seque que

W (B < Fnlt), assim 212D g < o0l gy <ol Olp )

a) " a(t) T
e novamente de (4.43) e (4.2), segue (4.45)
OIS (VO Rso + A200R, +1875,01,) < 5 E,0.
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Agora, utilizando a observagao 22 em (4.44), resulta

El, () + 20(8) (golul (DI, + 11720501,

< 2|O/(t)‘Fm<t> . |a/(t)|Fm(t) _ (2 + 1) |/ ()| Fr(t) = (i)|@/(t)|Fm(t)'

&%) %) %) (%]

(4.46)

Seja ¢(t) = Cfo|o/(t)|. Verificando que 2a(t)(go|u’,’n(t)|12~1 + |f21/25;,’1(t)]12~1) > 0, segue
F,(t) < o(t) Fu(t). (4.47)

Afirmag@o: F,,(0) = [u},(0)[* + a(0) ( [V, (0) 2z + [F20,(0)[F, + 14526, (0)[2, )

¢é limitada.

» Tomando o problema aproximado na equagao (4.3) e fazendo nesta ¢ = u! (t) com
t =0, segue (u,,(0),ul (0)) — a(0)(Auy(0),u,,(0)) =0, e usando Cauchy-Schwarz,

m

resulta

[t (0)]* = @(0) (At (0), 17, (0)) < x(0)] At [z (0)]. (4.48)

m

Dai, como ug,, € VN Ha, entdao Au,,(0) € L*(Q) e assim |Au,,(0)] < C. Portanto,
lu (0)] < C, Vm eN.

» Do fato de uy,, — u; em V por (4.12), implica Vuy,, — Vu; em L*(Q). Assim,
\Vur, (0)2(0) = [Vuimlr2@) = |Vui|rz@) em R, e como a(0) é constante, dai

segue por resultado de andlise real que «(0)|Vu.,(0)| é limitado.

» Tomando z = 4, (t) em (4.11), e fazendo t = 0, tem-se:
(/167,(0), 67, (0))r, = = (30(t4,(0)) + f26,,(0) + f30m (0), 0,7, (0))y, <
| (70 (1 (0)) + f207,(0) £ f30m (0),0 (0))p, | < o (1t (0) 14203 (O159m (0) [ 1077, (Ol
= (o(um(O)lry + /207, (0) ]y + 1F50m (0)]ey) [0 (),

De (4.36), {vo(u’ (0)), &’ (0), 6,,(0)} sdo limitadas, e de (4.34) fi(x) > f; > 0, com
i =1,2,3. Assim, [6"(0)[}, < %C\dﬁl(O)\pl, o que resulta |6” (0)|r, < C. Disto e do
fato de f; € C(I'1,R), segue que Oé<0)|f11/2(57/7,1(0>’1‘1 é limitada.

» De (4.36)4, sabemos que 6,,(0) ¢ limitada. Dai e dos itens acima, concluimos que

F,,(0) é limitado. W
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Agora, usando o Lema de Gronwall 1 em (4.47), e do fato de ¢ € L'(0,00) por
(4.2), segue que

+o0o
F,.(t) < F,, (0) eo o Cs, para todot > 0. (4.49)

Integrando (4.46) com relagdo a t com 0 <t < +o0, obtemos

Fin(t) + 20000 /0°° [l (5)[2, ds—i—Zao/o FA267 (5)|2, ds < Fin(0) +/0°° 8()F
(4.50)
Note,

) + / s)ds < Cg + supess Fy,(t )/OO o(t) dt == C. (4.51)
te[0,00) 0
De (4.51) em (4.50), segue

Fin(t) + 20000 /°° ! (s)[2. ds + 2a0/ fA257 ()2, ds < Cr, ¥t > Oem € N. (4.52)
0 0

Assim, da igualdade (4.43) em (4.52), resulta

[l (0 + a(t) (1Yl (O oy + 1A 200017, + [£776,@)F,) < Cr. (4.53)
Dai e da hipétese (4.2) sobre a funcio «a(t), e como [u”,(t)|> > 0, segue
C C
[Vt (8) Ppzqg + LA 20 (O, + 15720, (O, < — < — (4.54)

a(t) = ao’

1. De (4.53), |ul’.(t)]> < C7, o que acarreta u/’, (t) ¢ limitada em L>°(0, co; L*(2)).

2. De (4.52), 2a0g0/ |, (s)|E, ds < C7, o que por defini¢do resulta vo(ul,) ser limi-
0
tada em L%(0, 00; L*(T'y)).

3. De (4.53), [Vuy, (t)|F2qyn < Cr, dal Vg, (t) é limitada em L>(0, 005 [L*(Q2)]").

4. De (4.53) e das hipdteses sobre «(t) e fi(z) em (4.2), segue

— C C
filon @), < ]fl/zé” B)]f, < =7 o que implica, o (1)]F, < T
Qo fiag

Logo, 47, é limitada em L>(0, c0; L*(T';)).
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Dos itens 1,2, 3 e 4 acima, segue

(U men € limitada em L*(0, 00; L*()),

m

(Yo(u ))men ¢ limitada em L*(0, 00; L*(T'1)),
(4.55)
(Vu;n)mEN ¢é limitada em LOO(O’ 00; LQ({)))7

(6" Ymen ¢ limitadas em L™(0, 00; L*(T'y)).

Dentre as limitac¢oes de (4.36) e (4.55), tomando-as para T' > 0 fixo arbitrério, as

seguintes sao suficientes para a passagem ao limite quando m — +oc.

(U )men € limitada em L*(0,7T;V),

(u Ymen € limitada em L>(0,T;V),

(u” )men € limitada em L(0,T; L*(12)), (4.56)
(Yo(t! ))men ¢ limitada em L*(0,T; L*(Ty)),

(6m)men, (01 )men € (07 )men sdo limitadas em L*>(0,T; L*(T})).

Usando o Corolario 9 e o Teorema 10, podemos extrair de (4.56) subsequéncias

de (um>m€Nu (ulm)mEN7 (Ulr:@)meN € (6m)m€Na (5%)77161\1’ (5%)?%61\17 onde serao igua’lmente de-

notadas por simplicidade pelas mesmas notagoes, tais que

Uy —>u em L>(0,T;V),
S em L(0,T;V),
TS em  L(0,T; L2(9)),
Yo(ul,) — vo(u') em L2(0,T;L*T,)), (4.57)
6m — 0 em L>(0,T;L*T,)),
6, =8 em L>(0,T;L*Ty)),
o 8" em  L*°(0,T; LA(Ty)).

/
m
/

S
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4.3 Passagem ao Limite das Solucoes Aproximadas

» De (4.57)3, u” = u” em L>(0,T; L*(Q2)), significa que
"

(Um, U>L°o (0,T5L2(Q))x L1 (0,T;L2(Q)) —7 <UH, U>L°° (0,T;L2(2))x L1(0,T;L2(Q)) s

para todo v € L*(0,T; L*(Q2))).

Como L>(0,T; L*(Q)) < L*(0,T; L*(R2)) — LY(0,T; L*(Q2)) entdo

/0 LW (1), 0(t)) dt — /0 L), () dt (4.58)

» De (4.57); temos que u,, — v em L>(0,T;V), e dai Vu,, = Vu em
L>=(0,T; L*(2)). Logo,

(Vum,U>Loo(o,T;L2(Q))xLl(o,T;m(Q)) — <Vu7U>L°°(0,T;L2(Q))><L1(0,T;L2(Q))-
Repetindo o procedimento andlogo em (4.58), e como v € V' C L?(2), entdo

/ (Y (1), Vo (1)) dt — / " (Vu(), Vb)) dt. (4.59)

» De (4.57); temos que d,, — §, 6/ — & e 8" = §" em L>(0,T; L*(Ty)), o que

significa respectivamente,

<5m>Z>L°°(O,T;L2(I‘1))><L1(07T;L2(F1)) — (57 Z>L°C(O,T;L2(F1))><L1(O,T;L2(I‘1))7
(O 2) Loo (01512 (P ) L (0T512(T)) — (05 2) oo (0,1 L2(11)) x L1 (0,75 L2 (1)) » (4.60)

(Oms 2) Loo (0,112 (T ) x L (0,1 L2(T1)) — (0" 2) Lo (0.75L2(T1)) x L1 (0,T5L2(T'y ) -

para todo z € L'(0,T; L*(I'1)).
Como L>(0,T; L*(I'y)) = L*(0,T; L*(I'y)) = L*(0,T; L*(I'y)), assim
[ Gtz de = [ 30000, ar
[ @020, de = [1 @0, 20)r, d (4.61)
/ L0, 2O, dt / L6, 2(0)r dt,
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De (4.57)4 temos que u,, —u' em L*(0,T; L*(T)), isto significa

[ttt 00, @t = [ 0.0,

Sabemos por (4.2) que f; e g sdo continuas no compacto I'; (logo, limitadas em

T), e analogamente a(t) é continua em [0, 7] (portanto, limitada em [0, 7).

Em cada convergéncia anterior, multiplicando-as por # € L?(0,T), e usando o fato

que |Jwe =V NHAQ) e |J 2 = L*T), segue que
k=1 k=1

7 (l(0).0) + al0)] (T (6), 90) = (8,(8) = gulo(0), v ), | )06 de = 0, ¥ v € Wy,

[ ol (0 + 1800 + Fa86) + Fsbn(t), = ), B0 At =0, Y = € Z,

converge quando m — oo para

/0 ' (W’ (8),v) + o) | (Vu(t), Vv) = (5 (t) — gu/(t), v)r, ] ) 0(t) dt =0,
(4.62)

KRWWW”+ﬁW@+h8@+ﬁ&m4nwwﬁ:m

para todo v € V e z € L*(T';). Em (4.62), se p(x,t) = v(x)0(t) e ¥(x,t) = 2(x)0(t),
tal que v € V, z € L*(T';) e € L*(0,T), entdo temos a identidade integral (4.1) da
Defini¢ao 18 (sentido da solugao). W

Agora de (4.62) queremos voltar ao problema na forma pontual em (2.4), verifi-

cando o sentido das igualdades.

» Em particular, tomando v € D(Q2) C V N HaA(2) em (4.62);, segue que 0s

termos sobre ' sdo nulos. Dal,
/OT ((W"(t),v) + a(t)(Vu(t), Vo), v))0(t)dt =0, Vv € D(Q). (4.63)
Aplicando a Férmula de Green, temos
/0 L () (Vult), Vo)o(t) df — /O () (Au(t), )8t dt Y v € D(Q).
Substituindo a identidade acima em (4.63), segue

/OT ((u"(t),v) — alt)(Au(t),v)) 0(t) dt = 0, (4.64)
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para todo 6 € L*(0,T) e v € D(Q).
Usando o Lema de Du Bois Raymond 12 em (4.64), por meio de identificagdo a distri-

buigoes, temos
(u"(t) — a(t)Au(t),v) =0, q.s em (0,7),V v € D(Q). (4.65)

Assim,

v —a(t)Au=0 q.sem Q x (0,7), (4.66)

Note que, por (4.2), a(t) é continua em [0, 00), em particular, a(t) é continua em [0, 7]
para T > 0 fixo, o que implica «(t) limitada em [0, T], dai «(t) € L>°(0,T).
De (4.57), segue que u” € L*>(0,T; L*(Q)), e usando (4.66), temos que

u//

—Au=f:= - € L>(0,T; L*(Q)). (4.67)

» De (4.62),, temos
[ Golal () + 180 + R0 + F50), 2,60y de =0, ¥ = € L2T)

Aplicando o Lema de Du Bois Raymond na equacao acima, de modo anédlogo o que foi

feito para a identidade (4.62);, segue
Yo(u') + f10" + f20" + f30 =0 q.s sobre I'y x [0,7).

em € L?(0,00; L*(T'y)), por (4.57).

» Agora, multiplicando a equagdo (4.65); por 6 € L*(0,T) e integrando de 0 até

T, temos
T

/ (8, v)0() dt — / a(t)(Au(t), v)8(t) dt = 0. (4.68)

0 0
Aplicando a forma de Green, segue que

- /0 " o) (Aut), v)8(L) dt
. R (4.69)
= [ at)(Vu(t), Voyo(e) de - /0 a(t)( o ,v)FIG(t)dt.

Substituindo (4.69) em (4.68) e subtraindo com (4.62),, resta

/OTa(t) (au(t) —0'(t) + gu'(t), v) O(t)dt =0, V0 € L*(0,T).

81/ Iy
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Aplicando o Lema de Du Bois Raymond, segue que

(ag(j) — (1) +gu’(t),v> =0, gsem [0,7), Vve VN HAD).
N}
Assim,
t
ag(y) —0'(t)+gu'(t) =0, qsem 'y x [0,7).

Agora usaremos o Teorema da Regularizacao Eliptica para concluir que u(t) €
VN H?(Q).

De fato, seja u solu¢do do modelo (2.4). Assim,
1
—Au=f:=—=u"em Qx (0,7),
a

u = 0 sobre T’y x (0,7), (4.70)
ou _
v

De (4.67) temos que f € L*®(0,00;L*(Q)), e das conclusoes (4.57), segue que q €
L?(0,00; L*(T'y)). Sendo f(t) € L*(Q) e ¢(t) € L*(T), entdo por resultados de regu-
laridade de um problema eliptico, veja Teoremas 9.25 e 9.26 de Brezis ([4],p. 298), segue

q:=0¢ — gu' sobre 'y x (0,7).

que a fungao u solugdo do modelo (2.4) pertence a V N HA(£2).

4.4 Verificacao das Condigoes Iniciais

Agora. verificaremos os dados iniciais do modelo (2.4). Primeiramente mostrare-
mos que

u(z,0) = ug(x) q.s. em . (4.71)
Por (4.57)1,2 segue que u e v’ € L>(0,7;V). Dai, pelo Lema 11, v € C([0,7],V). Além
disso, as convergéncias vistas em (4.57); o constituem,
T T T T
| n®) @)t = [ (@) po)dt e [0 00)dt [0 00) dt,

para todo pu € L*(0,T; L*(Q)).
Tomando em particular, p(x,t) = v(z)p(t) com ¢ € CY([0,T]), ¢(T) =0, ¢(0) = 1 e
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v € L*(Q), segue que

/OT(um(t)yv)qﬁ’(t)dt — /OT(u(t),v)¢’(t) dt,
/oT(u:n(t)a v)o(t)dt — /[)T(Ul(t)a v)o(t) dt.

Adicionando as duas convergéncias acima, temos

[ (@), 0)000] dt = [ [Cutt),0)o00)] at,

0 que resulta

(U (T),0)(T) = (um(0),0)$(0) = (w(T), v)¢(T') — (u(0),v)H(0),

assim

(U (0),v) = (u(0),v) para todo v € L*(Q) (4.72)

Por outro lado, de (4.12);, temos que u,,(0) — uq forte em VN HA(€2), o que implica em

convergéncia fraca, deste fato e de (4.72), temos que
(uo — u(0),v) =0, para todo v € L*(Q).

Logo,
u(z,0) = ug(x) q.s. em .

Mostraremos agora que u'(z,0) = uy(x) q.s. em Q. De (4.11) para cada v € W,

temos que

(tn(8),0) + a(t) [ (Vum(t), Vo) = (6],(t) — gui, (£), v)r, | = 0. (4.73)

Multiplicando (4.73) por ¢(t), e integrando de 0 até T', obtemos

/ (tt, dt—l—/ ) (Vun(t), Vo)o(t)dt —
0
T
/'()@M)—m%@%)rw)ﬁ:Overh
0 1
Integrando por partes a primeira integral da igualdade acima e usando novamente a

condigao estabelecida para a fungao ¢(t), isto é, ¢(t) € C([0,T]), ¢(T) = 0, ¢(0) =
dai

(4.74)

/OT(U;;(t),v)qs(t) dt = — /OT(u;n(t),v)qs'(t) dt — (i, ),
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e substituindo esta igualdade na anterior, segue que

—/ £ dt — (i, v +/ ) (Y1), Vo)o(t) dt
— [ ) 6(0) — guta (61, v}, 60 bt =0
Usando as convergéncias (4.12), e (4.57) (ap6s passagem ao limite) na identidade acima,
resulta
/ )t~ (ur,) + [ alt) (Vu(t), Vo)o(t) d
/ — g (1),0)r,6(1)dt =0, Vv EV.

Integrando por partes a primeira integral da identidade anterior, segue
—(uy, ) +/ " £) dt + / 1), Vo)o(t) dt
T
= [ a®@ ) - gu'(0), 0,0t dt =0, Vv V.

Dali e do fato de u satisfazer a equagio (4.62)1, resulta —(uy,v) + (u/(0),v) = 0 para todo
v € V. Logo, pelo Teorema de Du Bois Raymond, u/(z,0) = uy(z) q.s em €.

Agora resta mostrar que §(z,0) = dp(x) q.s. em I'y. De (4.57)g7, temos que
6,8 € L>(0,T; L*(T'y)). Assim, pelo Lema 11, resulta que 6 € C([0,T], L*(T)). Além

disso, as convergéncias (4.57)g 7, significam

/OT((S (t), u(t))r, dt — / ))r, dt e /()T((S;n(t), w(t))r,dt — /()T((S'(t),u(t))n dt,

para toda pu € L*(0,T;L*T,)). Se tomarmos u(z,t) = v(z)d(t) com ¢ € C([0,T]),
&(T) =0, ¢(0) =1 ewv e L*T), resulta que

[@Mmmmﬁwﬁéﬂwmmﬁwﬁ

/0(5’() )T, (¢ dt—>/ (8'(t), v ), o(t) dt.

Somando as duas convergéncias acima, obtemos

/0 ! (jt (8 (), v)r, (1)] dt — /0 ! C’i [(8(t), v)r,e(2)] dt,

o que implica

(Om(T), 0)r,0(T) = (0, (0), )1, &(0) = (3(T), v)r, ¢(T') = (6(0), v)r, #(0).
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Assim,

(6m(0),v)r, = (6(0),v)r, Y v € L*(T}).

De (4.12)3, 6,,(0) — & forte em L?*(T';) e do fato de convergéncia forte implicar em

convergéncia fraca, resulta que
(60 — 6(0),v)r, = 0 para todo v € L*(T'y).

Portanto,

d(z,0) = do(x) q.s. em I'y.

4.5 Unicidade das Solucoes

Nesta se¢ao, serd mostrado que o modelo (2.4) possui uma tnica solugdo. Para
isto, suponha que (u,d) e (7,d) sejam duas solucdes de (2.4). Considere v = u — 1 e

p=0-— 5 . Assim, v e ¢ satisfazem

ve L2 (0,00, VN HA)), v € L. (0,00; V),

loc loc
V" € L0, 00; L*(92)),

@, ¢, " € L (0,00, L*(T'1)),

loc
v — alv = 0em L2 (0,00; L*(Q)), (4.75)

V' f1o" + fo + fasp =0em L7 (0, 00; L*(T)),

loc
0
—U—cp'+gv':06mL2
v

v(z,0) =0, v'(2,0) =0 e p(z,0) = 0.

(0, 00; H= (),

loc

Note que, para cada t > 0 fixo, v'(t) € V — L*(Q) q.s e v"(t) € L*(), en-
tdo o produto interno (v”(t),v'(t)), estd bem definido. De modo andlogo, de (4.75),
(@"(t),¢'(t))r, estd bem definido. De (4.75), seguindo de modo similar a formulagao

variacional (4.9), obtemos

("), 7) + a@®)[ (Vo(t), VT) = (¢'(1), T)r, + (9v'(£), T)r, | =0,
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(v'(8) + F19" (1) + o (t) + fap(t), o) = 0.

I
Tomando, 7 = 2v' e 0 = 2¢’, de modo andlogo ao procedimento aplicado para obter

(4.23), podemos inferir que

‘ (Iv()I2+a()(|Vv()l2+|f”2 ‘O, + 150 ®1))

dt
+ 2006 F O, + 20009 ), (4.76)
a()é;(w OF + 117G O, + 1 e OFF,)

Usando em (4.76) que |&/(t)|pe@m < C, a(t) > ag > 0 (veja (4.2)), e o fato de
2a(t)| £, ()2, 20(t)]| g2V (1) [, > 0, segne que
LW OP +a) (VP + 172G OR, +IA0R,))
fo ) (Vo + 112 @)}, + 10 @)[,)

Definindo A(t) := |v/(¥)|* + oz(t)(|Vv( )2+ | £ R, + 13 £ (t)|%1), e voltando na
desigualdade anterior, segue A’(t) < CA(t), agora pela desigualdade de Gronwall 1,

<

resulta
A(t) < eA0) = 0,

o que implica

AMO) = ([ O)F + o) (Vo) + £ O, + 15 O),)) =0.
De fato, por (4.75)7 os dados iniciais v(x,0), v'(x,0), ¢(z,0) sdo nulos. De v(z,0) = 0,

ov(x,0)
v

para todo z, implica |Vv(0)| = |Vu(z,0)| = 0, o que também acarreta
Ov(z,0)
ov

= 0, pois

= N - Vu(z,0) = 0. Disto e de v'(x,0) = 0, segue que

¢'(,0) = 8@(;;/, 0) + g(z)v'(z,0) = 0.

Com isto fica justificado que A(0) = 0, e dai A(t) = 0. Lembrando que A(t) =
<|v’(t)|2 + oz(t)<|Vv( W2+ £ 'O, + 1fs £ (t)|%l)), segue abaixo a unicidade de so-

lucao, pois

» |Vou(t)] = 0 e da desigualdade de Poincaré, |v(t)] < C|Vu(t)| = 0, segue |v(t)] =0,
o que resulta v = 0, logo u = 1.

1/2

> | /3" (t)|7, = 0 implica |(t)|r, = 0, o que resulta ¢ = 0, logo 6 = 0.
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5 DECAIMENTO UNIFORME DA ENERGIA

5.1 Comportamento Assintético da Energia

O principal objetivo deste capitulo é a estabilizacao uniforme da energia do sistema
(2.4), em intervalos de tempo muito grande. Ou seja, provaremos que a energia total de

(2.4) decai uniformemente a uma taxa exponencial.

5.1.1 Identidade da Energia

Tomando o produto escalar de L?(Q) entre a equacio (2.4); e u/, temos que

; jt|u ()12 — at) (Au(t), /(1)) = 0. (5.1)

Usando a Férmula de Green e as equagoes (2.4) e (2.4)3 na segunda parcela da igualdade

acima, segue

—a(t)(Au(t), u'(t)) = a(t) | Vu(t) - V() dz — a(t) A Ol
a(t) d 2 du(t)
= S GV ) ()
= O D Qw4 ) ((0). 1570 + L) + F0(D),.
+a(t) (gu' (1), w/ (),
Dai,
—a@ﬂAu@»u%w>=‘ﬁ?(i(|Vu<n2+L#” YR, +1£H750E,)

(5.2)
+a(t) 25 )}, + alt)]g"d ()},

Substituindo (5.2) em (5.1), temos

)P Ofﬂﬁmv<ﬂ%u#”<ﬂn+rm<ma)

+a|fO )R +at)gVH B, =o.
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Agora, usamos a regra de derivada do produto de duas fungoes, para obter

;jt[lw )12+ a(t) (IVu®)]? + A5 @)}, + 1£7% (t)@l”

+a()| L2501, + alt)]g" ' ()], (5:3)

= 0 (19u) + 1125 0, + 1550, ).

Seja E : [0,00) — RT a fungdo energia definida por
B() == L 0] + a(t) ((Tult)? + 1£/% £326(0)2 5.4
(1) := LW OF + o) (IVu(@ +1A25 O, +18%0R)]. 69
De (5.4) em (5.3), resulta que

E'(t) + a(t)| 28" ()R, + a(t)|g">u/ (1) |2,

o/(t) 2, 1 p1/2g £250) 2 (5:5)
== (IVuP + A0 O, + 155017, ).
Supondo que
ca , 27, 1 1
o (t)|r < — tal que 5:m1n{1, _— } 5.6
&/ ()|r < 92 4 fi(l+2ay) a3 4K, (5.6)
e substituindo esta hipétese em (5.5), e usando o fato de que 0 < ap < a(t), segue
E'(t) +at)l "0 OfF, +alt)lg" ' @)F,
(5.7)

< Zat) (Va0 + 17125 O, + |1S0R,).

Para atingirmos o nosso objetivo é também necessario considerarmos hipoteses
geométricas sobre as fronteiras 'y e I'y. Ao longo deste capitulo suponhamos que I’y e
I'; sao conjuntos fechados, conexos e disjuntos com I'y NI’y = (. Dai, seja m : R — R"”

a funcao linear m(x) := x — xy com xy € R™ fixo, e definimos

Fo={zel; m) v() <0} e I'i={zxel;m)- v(x)>0}, (5.8)

“ . 7 denota o produto escalar euclidiano de R" e v é a

onde o simbolo ponto, isto é,
normal unitéria exterior definida sobre cada ponto de I'. Agora, a funcao g : I'y — R*

da equagdo (2.4), é especifica e definida por

g(x) :=m(x) - v(z) paratodo z €T};. (5.9)
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Pelo fato de I'y ser um conjunto fechado, e a fungdo ¢ ser continua, existe um

numero real positivo, gg, tal que

0 <go:= ;glflg(f)

(5.10)

De (4.2), hipéteses sobre f; parai = 1,2, 3, temos que cada f; é continua e positiva

sobre I'1, onde I'y é fechado. Logo, existem os nimeros reais f;, e f; tais que

0< f,:= inf fi(z) < sup fi(z) = f; com ic{1,2,3}.

el x€l

Assim, para todo x € I'y resulta que

1< f"]@ < 7

0<f; < fila) < fi = i .
LT

fi fi

Portanto,

P , o[ fus
s, - 2 2 [ ORN =T, [ 200k

<To [ W ORAN = BIFOF, <1550,

Usando (5.9), (5.12) em (5.7), segue que

E'(t) + () 220 (0)[2, + )] (m - v) 2 (1),

< Za(t) (\Vu( )P+ AP0, + 11575 01,) -

€
4

(5.11)

(5.12)

(5.13)

Observagao 23 E conhecido que a sequinte aplicacio traco de ordem zero, 7y : HY(Q) —

HY2(T") € continua e que a imersio de H'?(I') em L*(T") € densa e continua. Portanto,

conclui-se que existe uma constante real, C' > 0, tal que |z|2 < C|Vz|* para todo z €

H'Y(Q).

Para vér a demonstra¢io do resultado acima, consulte Medeiros e Milla [14].
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Mostraremos a seguir, um caso particular o qual sera 1til para estabelecer o prin-

cipal resultado desta secao.

Proposicao 24 (Caso particular da observag¢io 28) Existe uma constante real a; > 0,
tal que
|(m - y)1/2v(15)|1%1 < %|Vv(t)|2 para todo v € V. (5.14)

Demonstragao: Observe que

|(mw)2o(t)|2 = /(m v)tdr =) / myvpv” da. (obsy)
r = Jr
Pelo teorema da divergéncia de Gauss e derivacao do produto, resulta
n n a
2 s — / _(mp?) d
kz::l /F mpvEv° ds Z o (mgv®) dx
—22/ (mk )dl’ Z/amk v? dz.
8x,€

Como v|p, = 0 entdo de (obsy) e (obss),

/1“1(m v)v ds—QZ/ (mk >d:17—|—2/ Do,

Seja m = m(zo) = sup |m(z)|g.. Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young,
zell

(obs3)

. , omy,
Poincaré e que =1 (nesta ordem) podemos escrever

ailj'k
/ (m~1/)112d5‘:2/ v(m'Vv)dx—l—Z/ v? dx
r Q Palle)
— 2/ v(m - V) dz +nlv]? < zm/ (o] Vo|rdz + njvf?
< ol + m|Vof? + nfo]? = (@ +n)lo]? + 7| Vo]
< Co(7 + n)| Vo2 + m|Vo|? = %WUP,

onde a; = 2Cy(m + n) + 2m. Logo, a desigualdade (5.14) é verdadeira. [ |

Além das hipoteses fixadas acima consideraremos ainda que

1
~ =ap < a(t) < a; quase sempre em RT. (5.15)
o
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5.1.2 Teorema do Decaimento da Energia com Taxa Exponencial

Teorema 25 Considere que o par de fungoes (u,d) seja solugio do modelo (2.4). Se as

hipdteses (5.6), (5.8), (5.9) e (5.15) sao consideradas entdo

E(t) < 3E(0) e_(€/6)t, para todo t > 0. (5.16)

A demonstracao deste teorema, feita a seguir, é baseada nas ideias contidas no

artigo Braz e Silva em [21].

Demonstracao: Sejam ¢ > 0 (o escolhido em (5.6)) e
E.(t) == E(t) +ep(t), (5.17)

onde

p(t) = 2(u'(8), (m - V)u(t)) + (n — 1/2)(u/(t), u(t))
+ [20(t) = 3aa](f10(£), 6(8))r, -

(5.18)
A derivada de p ¢,
p(t) = 2(u"(t), (m - V)u(t)) + 2(u/(t), (m - V)u'(t))
+(n = 1/2)(u"(t), u(t))
+(n = 12/ ()] + [2a(t) = 3ea](f10"(1), 6(t))r,

(5.19)

+[2a(t) = 3an]| fi*F (D17, + 20/ (8) (/18(2), 5(0))r,
Substituindo (2.4); e (2.4)3 na igualdade acima, segue
P (t) = 2a(t)(Au(t), (m - V)u(t)) +2(u'(t), (m - V)u'(t))

+ (n = 1/2)a(t) (Au(t), u(t) + (n — 1/2)|u/ ()
— [2a(t) = 3] [(/(£), 5(8))r, + (f20(£), 6()r, (5.20)
+ (f30(),8(8)r, | + [2a(t) = Baa]| £ 20 ()1},

+ 20/ () (f10'(t),0(t)), =: P+ -+ - + Py.

O propésito agora é majorar superiormente as parcelas Py, ..., Py. Para facilitar

a notagao omitiremos, a seguir, a variavel temporal ¢ em todas as parcelas P;.
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5.1.2.0.2 Parcela 1

Py =2a(Au, (m - V)u). Pela Formula de Green segue

ou
2(Au, (m - Vu) = Z/F%(m-V)udx— Q/QVU-V((m-V)u) d. (5.21)
Passando da forma vetorial para a forma componente, segue que Z m; gu (m - V)u,
7j=1
o u ou\ (Olm-Va]  olm- V)]
U U m-V)u m-V)u
WH()( )
B R R
- = Oy 8:ck &Uk 8xk i Ox;’

Voltando em (5.21) e substituindo a conta acima, resulta

ou [ & ou -
2(Au, (m-V)u —2/ <kaa )dm 2 leaxkakam]a

Tk

om.;
mi g

om.;
Aplicando a regra de derivada do produto e o fato any _ 1 quando j =k, e
8xk 8xk

quando k # j, temos
0 & om; du & 0*u ou " 0%*u
87:;{; g 81’] Z oxy, 81’] Z g Orpdx; Oy + ]; i 0x0x;

7=1

Assim,

ou [ & ou ou \’
2(Au, (m-V)u —2/ kaak dr — 2 Qk pr. dx
1

" 0%u
_2/9 Z 1 Oy, = Z J@xkax] de (522)
_ - _ 2 _
2/ v (Z " ) dz =2Vl 2/ Z < Oy Z Jaxkaxj e

ou
= v, — sobre Iy,

8xk aV

ou (& ou ou (& ou
2 [ == ——dz=2[ = =
/F ov (Z_: mkax > dr ry OV (g mkykéh/) de

v oy (kz m’“axk> (5.23)

1

2 ou [ ou
( ) m-v)dr + 2 Fl&j(};mkaxk)dx.

Sabendo que —



Note que

0 <8u 8u> ou 0O < 8u> 0%u ou

m; = m; + m; .
Oxj \ Oy, T 0y, Oxy, Ox; T 0wy, 01,0z T 0y,
Novamente pela Formula de Green e derivada do produto, obtemos

n 0%u ou
/Q axkz jaw(‘? /Zzaxk(‘?mj (mjaa:)dx

k=1 kl]l

+/ZZ< )mﬂ”ﬂdﬁ_ /le (39%) %Z]d

n

/Q 8xkz Ja a /ZZ( )mjujdx.

k=1 k=1j=1

O que acarreta em

n a2u n o n amj
/Q B:Ekz ]axé? /;Z(ax’) 8x]d

k=1

1j
dr —
/Fk 1j= 1( )mﬂ/] o (@x
+

+f ZZ( ) mjvdu = —n|Vu|2 /

k=1j

) e
kzlj 1( ) ——

ou ou

Novamente usando — = uka—
v

al’k
/F ( > mjujdx—/ ZZ( ) vimvidx
k=1 j=1 Fo =1 j=1

/Flk ) ( ) mjyjdx:/FO (gg) (m - v)dz

+/F ZZ((% ) m;v;du.

1 k=1j=1

sobre I'y, segue

Substituindo (5.23)-(5.25) em (5.22), temos que

2a(Au, (m - V)u) = a(n — 2)|Vul* + 2a /Fo (gZ)Q(m -v)dx

2
+2a/ (ka0u> m—a/ < >mjyjdx.
I =1 j=1

Agora, voltando a defini¢ao de I'g em (5.8), temos m - v < 0, o que acarreta

ou\?
e : < 0.
QQ/FO (31/) (m-v)dx <0

52

(5.24)

(5.25)

(5.26)
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De (5.26),
20(Au, (m - V)u) < a(n — 2)|Vul* + 204/ Ou znzm Ou dx
’ - r, ov\ (= "oy,
2 (5.27)
—a m,v;dx.
/Fl k=1j=1 ( ) T
ou , , ]
De (2.4)4 e (5.9), segue que e § — (m-v)u'. Assim,
v
ou [ & ou YL
2aél&/<;mkm>dx = /16<ka8xk>
(5.28)

B 2a/1“1 (im’“ax)

Usando as desigualdades usuais de Cauchy-Schwarz, Young e (5.10) (nesta sequéncia),

(S

m\/_| | \ (m-v) me e 1 2
< — — . .
/Fl NG |Vulgpdz < 0|5|F1+4/F1(m v)|Vu|gdx
g

1/2
78,

resulta

/ 10| mlg| Vulpda

(5.29)

Do fato |§'|f, < (onde, tal desigualdade pode ser obtida analogamente ao que

1
foi feito em (5.12), segue

/Fl§'<§n:mkaw )dx

Procedendo de modo andlogo ao caso acima,

Y Ju
/Fl(m.y)u <kz_:lmkaxk>dq:R

<f

1
1/25'1%1 +4 /F (m - v)|Vul|idz. (5.30)
1

< ﬁ/ (m - V)| || Vu|rdx
Iy

1 (5.31)
< ml(m-v)2 R+ 1/ (m - v)|Vulgdr.
I'
Usando (5.30), (5.31) em (5.28), segue
2
20 [ G g e < 2IE A0, ol ),
(5.32)

+ a/ (m - v)|Vulgdr.
Iy
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Agora, usando (5.32) em (5.27),

2a(Au, (m - V)u) < a(n — 2)|Vul?
(5.33)

2am
f 190

)1/2 /|

’f1/25/|rl + 2am?|(m T

5.1.2.0.3 Parcela 2

(m - V)u'). Para majoragao de P2 usaremos a Formula de Green, regra

P2 = 2(U/7
0, e por (4.2), 1 < =, Com isto,

da derivada do produto, u|r, =

Py =2(u',(m-V)u') = 2/ u Z mk am /Q (%Ek
k=1

i 6mk
d + myvy(u d361
= —nlu ()I2+\(m V) ?u ’( )!rl

2

2+ o(t) ‘(m )Y (t)

Qp I ’

< —nlu'(t)]

5.1.2.0.4 Parcela 3

(n —1/2)a(Au,u). Pela Férmula de Green e de (2.4); 4,

(Au,u) /Auudx— /VuVudx+ —udw
F1

= —|Vul*+ | dudx — / (m - v)u'u d.
Fl Fl

PgI

Por meio da desigualdade de Young, das desigualdades (5.10), (5.12) e da Proposicao

(5.14), podemos escrever que

(n—1/2)al [ dudz

I

R

< [ -1/ L YO
r, [(m - v)

< 2(n — 1/2)2a1a|5,|1%1 N
go
2(7’L — 1/2)2&10[ 1/2 (0%
— ' — | Vu(t)]?
Fo PR+ V)

«
871|(m : V)l/zu\%l
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Percebendo que —(n — 1/2) < (n — 1/2), segue

(m-v)uu'de < / n—1/2)\/a(m - v)da|u'|r |u|Rdm

< 2ai(n —1/2)%f(m - v) PR, + Bfl(m v)2ult,

—(n— 1/2)a/

I
< 2a1(n—1/2)%|(m-v) 2R, + 6|Vu|2.

Com isto,

Py = (n—1/2)a(Vu,u) < —(n —5/8)a|Vul|?
(5.35)

2

2(n —71/2)2a10z

7 |f1/25']%1 + 2a;y(n — 1/2)20z‘(m-u)1/2u/
190

N
5.1.2.0.5 Parcela 4

'| estd presente

Py = (n —1/2)aju’|* ndo necessita de majoragao, pois o termo |u

na identidade da energia (5.4).

5.1.2.0.6 Parcelas 5 a9

Considere as parcelas abaixo
Ps+ -+ Py := —[2a(t) — 3] [(u'(t), 8(t))r, + (f20'(t),(t))r,
+ (f30(1),6(8))r, | + [2a(t) = Baa] | f 20 (D),
+ 20/ (1) (10 (), 5(8))r,

Agora, limitaremos superiormente cada termo da identidade acima.

» Usando a desigualdade de Young, (5.10), (5.12) e (4.2), podemos escrever

, L /()
w00 < Szlm- WWNW@
om0 ]+

IN

57%80];

20 2f3go



Como —[2a(t) — 3a1] < 2a(t) + 3a; < 2a(t) + 30410525) at ){2 + 3@ } entao

Py = —[20(t) = 3] (.60}, < a2+ 20

2

} [(m - )2 (1)

20’0&0 Iy

+0a(){ 1 3o M 1/2 ‘21’

f390 2f390040

onde o > 0 é uma constante a ser escolhida.

» Novamente da desigualdade de Young, e (5.12),

(f28'(1),6(t)r, < \f”“ |+ S 1@,

bl g

Assim,

Ps = —[2a(t) — 3a1](fo0'(£), 6(t))r, < a(t){ f  3fo } el ‘ .

of; 20f
+00z(t)[ 2?3;0“ 1/2 ’
» Da desigualdade de Young, (5.12) e (5.6), segue
Py =20/ (A1), 600, < /OIS [R50, + 1o = |50,
< La]A”IOf +oal) f\ 70,

» Usando que 0 =1/ e (4.2),

P = ~[20(t) = 30u] [0, < 2000 |50 +30. 50 |00
= ’ f28(t ’i +30a1a(t)‘f31/25(t)
» De (5.15)
Py = Ra(t) = 3] [P0 (0)]) < Ra(t) = 3a®) |75 0] = —a() [0 ()]

‘Fl'

o6



o7

Logo,
1 3o 1/2, 1 2
< ht .
Bt Py < a@]s+ 20_%] \<m v) 2 ()]
f2 3J?2041 ] 1/2 " 1/2 (
- 5.36

1 3aq 1 3a1 1/2
—Oé(t)[2—o( THL e S ++3a1)]
f390  2fsg00  f3  2fsx0 ‘ ’

Substituindo (5.33) - (5.36) em (5.20), segue

p(1) < —5a)IVu() — (1)

2 2
+alt)ag [(m-v)?u ()] + alt)as | /775 (1)] (5.37)
1/2 2 1/2 2
DA @)] —alt) 2 - oal] [ £5775(0)] .
onde
1 1 3
ag = 2m* + — + 2a;(n — 1/2)? —|— oo
a7 20'040
om?  2a1(n—1/2)%  fi 3 1
ag = a(n —1/2) 1 f2 + ffal + = (5.38)
901 901 ofy 20fi0 O
1 3041 2 30&1
ay = =—— + —= + =4+ + 3ay,

390 2fs0000  f3  2fsq0

e na primeira parcela da tltima desigualdade acima (no coeficiente do |Vu(t)|?) usamos

que —11/8 < —1/2.

Em (5.37) multiplicando a desigualdade por € > 0 (¢ escolhido em (5.6)), adicionando-
a a desigualdade (5.13), e usando (5.17) que diz E.(t) = E(t) + ep(t), assim

EU(t) < =S (O = a3 [Tu(d) - alt)e |18 1)

'

‘fl/Q Y ‘ N (;f — 5(1 —1—2(13))

—a(t)|(m- y)l/Qu’(t)’il (1 — age)

2

~a(t)e [5 — oa] #7200

Iy
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2f 1 1
Usando (5.6) que diz € = min {1, A#, —, }, segue
f1<]. —+ 2@4) as 4K
5
E(1) < S ()P — o) [Vu(t) — alte | 750

(5.39)
—a(t)e B —aa4M 1125 (t)’il. -

Neste momento, necessitamos fazer a escolha adequada para o. Para tal, sejam
1 2 3y 3o

= =+3a; e ¢===—+_-—.

f390  f3 2f390  290fs

Assim, de (5.38)3 segue que ay = p+¢q/ay. Escolhendo o de modo que ogay < 1 e sabemos

que o0 = 1/aq (veja (5.15)) entao (1/ag) (p + q/ap) < 1. Dai, o — pag — ¢ > 0. Desta

p:

desigualdade temos que «q deve satisfazer
—Vp* +4q p+Vp*+4q

ap < ——  ou Qg 5

Como ag tem que ser positivo, descartamos a primeira possibilidade acima. Assim, sendo

v

ap = 1/0 entao
0<o< —rr—— o que acarreta  gay < 1. (5.40)

p+Vp? +4

Dai, sendo cay < 1 segue 3/2 — gay > 1/2, logo

3 2
—ea(t) [2 - m] RPw[ <~ \ IO (5.41)
Inserindo (5.41) em (5.39), chegamos que
EL(t) < =/ ()]

—alt); (|Vu W +| A5 +| A8 \) (5.42)

IA
|
5o
=

Agora, necessitamos majorar os termos da expressao (5.18) para p(t). Assim,

> 20 (), (m - V)u ())—Z/u’(t)gmkagéz)dx
< Qim/u’(t)agf)dx
=1 dult (5.43)
<23l |\ \<2 nlu' ()] [Vau(t)]

< (1) +7en?” ” V()2
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Das desigualdades usuais de Cauchy-Schwarz, Young, Poincaré e (4.2), segue que
> (n—1/2)(u/(t),u(t)) < (n = 1/2)u/(D)] |u()]
/ t 2 t 2
JOF | Jult)

< (n—1/2)" : (5.44)
< 5= U2 O + 3 a®I V(o)
De (5.12), resulta
> (3060, = [ A5 A5(0)dry
< A28 ()l | F25(0) ey
5.45
{u“wnm+um<ma} o
< IRk, + \W<na}
Usando (5.43)-(5.45) e (5.18), obtemos
|mwms(1+<1”))’UF+a@(m” + o ) IVul)P
va@) (1 2) (1825w, + iR o) 10
s&va+Kw®bme+u”wnm+|Wwﬂﬂ
< 2K,E(t),
o que significa
—9KLE(t) < p(t) < 2K,E(t), (5.47)
em que,
K = max {1, fl},
f2 (5.48)

—1/2)2 m?n? C 3
K, = max 1,1—1—(n /)’mn + 7[(1(14_0‘1) .
2 Qp 2040 20[0

Multiplicando (5.47) por € > 0 e depois somando E(t) em ambos lados, obtemos

E(t) — 2¢KoE(t) < E(t) + 2p(t) < E(t) + 2K, E(t).
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Ou seja,
(1 —2eKy)E(t) < E.(t) < (1+2eK5)E(t).
De (5.6) temos que € < ﬁ, e dai
1 3
iE(t) < E(t) < §E(t> (5.49)

De (5.49) temos que —ZE(t) < —%Ea(t) e consequentemente de (5.42) resulta

que E/(t) + %Eg(t) < 0 (funcional de Lyapunov) para todo ¢t > 0. Dali,

E.(t) < E.(0)e"®/9" para todo t > 0. (5.50)

De (5.50) e (5.49) obtemos (5.16). Dai, concluimos a prova do Teorema 25. W
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6 SIMULACAO NUMERICA

Neste capitulo discutiremos os aspectos computacionais referente a simulacao nu-
mérica do modelo de ondas (2.4) com condigoes da Actstica em parte da fronteira. Para
tal, utilizaremos na parte elitica do modelo o método de elementos finitos via Galerkin,
no qual consiste em aproximar o espago de solugoes por subespaco de dimensao finita. E
na parte temporal usaremos o método de diferencas finitas de segunda ordem, como sera

apresentado no corrente capitulo.

6.1 Resolucao do Problema Aproximado

No capitulo 4, foi construido o problema aproximado do problema (2.4), e para este
foi determinado a existéncia de um par de solugdes (y,, d,,) nos subespacgos de Hilbert de
dimensoes finitas W, e Z,,, respectivamente, como se verifica em (4.11). O que queremos
agora é simular numericamente este par de solugoes. Onde para tal, definiremos a seguir

o método dos Elementos Finitos e mais adiante o método das Diferencas Finitas.

6.1.1 Método dos Elementos Finitos

O método dos Elementos Finitos consiste na escolha apropriada das funcoes w; e
z; pertencendo aos subespagos de dimensao finita do problema aproximado (4.11), de tal
forma que estas funcoes e suas derivadas sejam de suporte compacto em pequena parte

do seu dominio. Este fato proporciona dois beneficios, tais quais:

» O calculo da integral no dominio fica reduzida a uma integral na parte do dominio
onde as fungdes ou suas derivadas sao de suporte compacto simultaneamente. O

que simplifica o processo de integracao.
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» As matrizes formadas em geral sdo esparsas, o que facilita computacionalmente na

resolucao do sistema linear.

6.1.2 Discretizagao do Dominio

Considere uma particao do dominio 2 C R™ em sub-regioes ()., de maneira que
Qz(UQe> e Q.NQ=0 se e#k,
e=1

onde m é o numero total de elementos. As sub-regioes €2, sdo chamadas de elementos
finitos do dominio §2. Definimos nés globais z; da particaio do dominio, como pontos
isolados, tal que j = 1,..., Nno, onde Nno é o numero total de nés da malha. A geracao

da malha para os casos uni e bidimensional mencionaremos adiante neste capitulo.

Neste trabalho, por simplicidade as sub-regides 2, serao consideradas segmentos
de retas, no caso unidimensional, e quadrados, no caso bidimensional. Em ambos os

casos, 0s nos globais sao vértices dos sub-dominios €2..

E consideramos para simulagao dos casos uni e bidimensional o intervalo de tempo
[0,7] = [0,1] com a seguinte parti¢ao temporal, 0 = ¢y < t; < --- < t, = 1, tendo

espagamento uniforme At = 1/n, de modo que se n for suficientemente grande At — 0.

6.1.3 Funcao Base

Para a resolugdo do problema aproximado (4.11) vamos tomar bases especiais para
os subespagos W,, e Z,,, com o propoésito de aplicar o método dos Elementos Finitos e
de tornar as matrizes do sistema linear que sera resolvido esparsas, reduzindo com isso
o custo computacional. Dai, usamos func¢oes de tal forma que a i-ésima funcao base
contemple a condigao a seguir, que para cada né global z; da particao de €2, tem-se:
lsei=7

pi(r;) = o (6.1)
Osei+#j
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Funcao Base no Caso Unidimensional

Considerando para o caso unidimensional uma particao de €2, com m elementos
finitos Q. = [zf, 2] e m + 1 nds, tal como, x; < 3 < -+ < Zp41, COM espacamento
uniforme h = h;_y = h; = x;41 — x;, de forma que m muito grande, temos h — 0. Da
definigdo em (6.1), segue a lei de formagao da fun¢ao base para o caso unidimensional,

isto é, um polindémio linear por partes, tal qual

T —Ti-1 T —Ti-1

s \V/ZE € [l’i_l,l’i]

Ty — Ti—1 hi—1
) — T — Tip1 Tit1 — T
SDZ("L‘) - = s Vo € [l’i,l'i+1]
Ty — Ti+1 hi

0, Vr §§ [iUzel, $i+1]

Geometricamente, as fungoes p;(x) podem ser representadas por

X Ti—1 Ti Litl Tm+1

Figura 6.1: Funcao base e malha 1d.

Funcao Base no Caso Bidimensional

A funcao base para este caso sera definida em cada elemento 2., que o chamaremos
por e, com e = 1,...,m, sub-regido de 2 C R% Supondo que Q. seja um quadrildtero,
que em particular consideraremos um quadrado, com numeracao de seus vértices (nés)

no sentido anti-horario iniciando do vértice inferior esquerdo, onde cada vértice sera



denotado por x§ = (z5,v5), x5 = (25,v5), X

6.2.

X4 X3
4 3
1 2
X] x5

Figura 6.2: Elemento Finito 2..
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= (25, 45) e x§ = (25,45), como na Figura

Agora, usado a defini¢do em (6.1), definiremos para o caso bidimensional a fungao

base bilinear para cada elemento e, denotada por ¢&(x,y), com a =1, 2, 3 e 4 (nds de

Q.), onde ¢ (x¢) = 1. Usando o polindémio de Lagrange (ver [5]), temos

(x —23) (y—v5)

@S (z,y) =

(z§ — 25) (yf —vs5)’
(x — %) (y—v5)

5z, y) =

(x5 — %) (y5 —v5)’
(x — %) (y—v5)

Spg(xay) =

(x5 — %) (y5 —v5)’
(x —5) (y—v5)

©i(r,y) =

(2§ —25) (y§ —v5)

(6.2)

A funcdo ¢¢ em (6.2), para o caso bidimensional, pode ser representada grafica-

mente abaixo.

Figura 6.3: Funcao base 2d.
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Para construcao da malha 2D, por simplicidade, consideremos {2 um quadrado da
forma (a,b) x (a,b). A seguir considere o seguinte procedimento para geragao da malha
uniforme: seja h = Ax = Ay = (b—a)/Nx = (b—a)/Ny, onde Nz = Ny sdo os nimeros

de elementos nas diregoes = e y, respectivamente. Assim,

vi=x1+ (@ —1h, i=1,2,...,Ne+1, com z;=a, Ty, =0,

yy=m+G—-1h, j=1,2,...,Ny+1, com y; =a, yYny+1 =Db.

Portanto,
Nz+1 Ny+1

[a7b] X [CL?b] = U [Ii7xi+1] X U [yjuyj-l-l]'

i=1 j=1

Veja na Figura 6.4 um exemplo de malha quadrangular que foi usada na simulacao,

que por simplicidade daremos uma quantidade pequena de elementos e nos globais, isto
é, 16 e 25, respectivamente, apenas para ilustrar. A numeracao global de seus nds
¢ exatamente como na Figura 6.4, comecando do vértice do canto esquerdo da borda
inferior do dominio, cada quadrado da malha 6.4 é o elemento finito com numeracao

comecando do primeiro elemento no canto esquerdo da borda inferior.

21 2 23 24 25

16 17 18 19 20
® @ 1)

11 12 13 14 15
® ® @

6 7 8 9 10
@ @ ® ®

1 2 3 4 5

Figura 6.4: Malha de elementos (). quadrangulares.
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Agora, dado que ja conhecemos as fungoes bases a serem utilizadas na simulagao
numérica, iremos para a resolugdo do problema aproximado (4.11), onde para tal, defi-
niremos as matrizes que serao construidas resolvendo o método dos elementos finitos, e
em seguida chegaremos em um sistema de EDO, onde este sera resolvido via o método

de diferencas finitas.

6.1.4 Retorno ao Problema Aproximado

No capitulo 4, foi provado a existéncia de solugoes u,(x,t) e d,,(z,t) do problema
aproximado (4.11). Dai, em particular em (4.11), tomando w;(z) e z(x) funcoes ¢;(z),
onde @;(x) é a base definida em (6.3), e por simplicidade em (4.10) denotaremos ¢;, (t)

e dim(t) por ¢;(t) e d;(t), respectivamente, assim

S aeln) e ot = S d(0eie). 63

i=1 i=1

Substituindo (6.3) em (4.11), e colocando f(z,t) e h(x,t) do lado direito da equa-

cao (2.4); e (2.4)3, respectivamente, para validagdo do modelo (2.4), tem-se

m m

S Opis03) + o) cit) (View Vioy) + alt) Y- g )

i=1 =1

o)A = (F.9) © . j=L..m.
- (6.4)

m

E 47 () (f1pi, 05)r, + D di(t)(fapi, 05)r, + D di(t)(f3i, ©5)1,

i=1 =1

m

"’ZC;(t)((Pi,(Pj)Fl = (h7¢j>r17 j: 17 e,

=1

Formulacao Matricial

Definindo as matrizes de (6.4) como:



67

A= (gOi(:L'),QOj(ZL‘)), K = (v@i(x)’v¢j<x))’ E, = (@i(x)vgpj(x))rlv
Hy = (fi(@)pi(w), 05(2)) . Hs = (fal2)pilx). ¢5(2))
Hy = (fs(@)eil@), os(2)) . Hi= (9(@)pil2), 05(x))

F= (f(x,t),gpj(a:)), G = (h(x,t),goj(a:))rl comi,7 € {1,...,m}.

i’

)Fl
)

I'1

Sistema de EDO

Com as matrizes definidas anteriormente, reescrevemos (6.4) em um sistema de EDO

para todo t > 0. A saber

A'(t) + a(O)Kc(t) + a(t) Hid (t) — a(t)E,d (t) = F(t)

H,d"(t) + Hod'(t) + Hsd(t) + ErC(t) = G(t)
(6.5)

6.1.5 Meétodo das Diferencgas Finitas

O método das Diferencgas Finitas ¢ um método para resolver sistema de equacoes
diferenciais ordinarias numericamente. Como analiticamente em geral ndo sabemos resol-
ver o sistema de EDO (6.5) para todo ¢ > 0, dai resolveremos tal sistema para cada passo
de tempo, tp = tg + (k — 1)At, via o método de Diferencas Finitas, onde At =t — t;_

comk=1,...,N, em que N é o nimero de nés da malha temporal.

Fazendo t = t; em (6.5), usamos a seguinte estratégia para resolugao do sistema
(6.5): tomamos cada equagao de (6.5) no passo de tempo k+1 e k — 1 e fizemos a média

com intento de ter ordem dois de convergéncia no tempo, isto é, O(At?). Dali,
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C”<tk+1) + C//(tkfl) Oé(tk+1>c(tk+1> + Oé(tkfl)c(tkfl)

A K
2 + 2
(1) (tr1) + alty—1) (ti-1) (tpr1)d (te+1) + atp—1)d (t—1)

+ Hy 2 - E; 5

_ Ftgsn) + Fti-1)

B 2 ’ (6.6)
Hld (tkg1) +d" (te-1) N HQd (tkg1) + d'(ti-1) N Hgd(tkﬂ) +d(ty_1)

2 2 2
VB C’(tk+1)ﬂ;c/(tk—1) _ Glteta) ;L G(ti-1)

Aproximagoes Utilizadas

Denotaremos em (6.6), c(ty) = &, ¢(t;) = ¥ e de modo analogo a todos os

demais termos.

Utilizamos os seguintes métodos numéricos dentro do escopo dos métodos de Di-

ferengas Finitas para resolugao do sistema (6.6), que podem ser vistos em [5] e [18]:

1. Diferenca central, com ordem de convergéncia O(At?). Assim

k+1 k k—1 k+1 k—1
" —~ (C —2c" +c ) / ~ (C —C )
A~ g (N TRy
. B (dk+1 _ 2dl~c + dkfl) ) B (dk+1 _ dkfl)
P~ age 0 T TRy

2. Diferenca atrasada e adiantada, respectivamente, com ordem de convergéncia O(AtQ).

Ver [20] e [5].

a1 (3cFH —dck + 1)
2(At) ’

el (_Ck:-i-l + 4Ck o Sck—l)
2(AL)

Cc

A seguir justificaremos outras aproximacgoes usadas em (6.6).



69

ALy k-1
» Aproximacgao para o termo — S Pelo Teorema de Taylor, temos

(At)zc(“’)k (At)sc(v)k
o 3l

At)? (iv)k At)3 (v)k
=1k (At)c///k + ( )2|C . ( )3‘0 4 O(At)4

k+1 k=1 At Zc(iu)k
Assim, ; ="+ G

C//k+1 4 C//k—l (Ck;-H _ 2ck + Ck:—l) )
: = (A + O(A1)>

c//k+1 _ C//k + (At)cmk + + O(At)4

(6.8)
+ O(At)*. Dai,

dl/k—‘,—l + dl/k— 1

5 ¢é andloga ao que foi feita acima.

» A aproximacgao para o termo

k+1 /k+1 k=1 /k—1
(a" o)

2

» Aproximagdo para o termo Usando as aproximacoes

(6.7), temos que

(ak+1czk+1+ak—1clk—1) 1 i1 (3ck+1_4ck+ck—1) 1 (_Ck+1+4ck_3ck—1)‘| )
=_ O(At
2 2| 2(AY) o 2(At) I (&%)

1 <3ak+1_ak71)0k+1 B

~ 2(AY) 2

(ak+1 _ Sak‘fl) Ckfl

2(ak+1_ak71)ck+ 5

+O(At)?.

(aFHL @+ 4 ok—1 k1
2

» A aproximacao para o termo é analoga ao que foi feito

acima.

» Aproximacgao para o termo . Usando as aproximagoes (6.7), segue

2
k41 k k—1 k+1 k k—1

gt oot _ BT =4+ FT) (M AR =3

_ £)?2,
T 2(AL) * 2(AD) +OAY
Dai,
C/k+1 + C/k—l Ck+1 _ Ck—l

— O(At)2.

> A OB

d/k+1 + d/k‘—l

5 é analoga ao que foi feito acima.

» A aproximacao para o termo



Resolucao do Sistema de EDO

Usando em (6.6) as aproximagoes anteriores, temos:

(Ck—H _ QCk + Clc—l) N K<ak+lck+1 + Oék_lck_l)

A (AL)? 2

+2(it) H, _(304k+12—ak_1)ck+1 . Z(Qkﬂ_akq)ck i (oM _23O‘k_1)ck1]

1 _(3ak+1—ozk_1) (ak+1 _ 3ak—1)
. E K+l _ of okl _ o k=1) gk k—1
2o 5 d (a a")d" + 5 d

(Fk+1 _|_Fk—1)'
2 7

(dk—H _ Qdk + dk—l)

(dk-l-l _ dk—l) (dk—i-l + dk—l)
RS SVANTRY = S M S
(At o

H
! AL 2

+ Hy

N 5 (Ck+1 _ Ck—l) B (Gk—H + Gk—l)
Yooan 2 '
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(6.9)

Agora, multiplicando (6.10); e (6.10), por 2(At)?, e reagrupando os termos comuns, se-

gue o sistema acoplado:

(SakJrl_ak—l) 3ak+1_ak—1)

Hy |~ [(At)( 5

= A+2(At) (" o) Hy PA+(A1t)20/‘?—1K+(A1t)WH_QBO/C_1>

24+ (At)%0 T K+(At) Ey|d*+

HZJ e

(ak+1_3ak—1)

—R(At)(aF 1 —a ) B dF+ [ At) 5

El} dkfl_i_(At)Z(FkJrl_i_kal);

(A Ei KT 4 [2H) + (At)Hy + (At)?Hs|d*™! = 4H d* +

| = 2H, + (At Hy — (At)*Hy|d* ™! + (A By + (AL (GM4+GFY).

(6.10)

Por simplicidade denotaremos o lado direito da igualdade das equagoes de (6.11) por L,
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e Lo, respectivamente. E denotemos as matrizes do lado esquerdo da igualdade por

k+1_ , k—1
M, = [2A+(At)2ak+1K+(At)(3o‘20‘)H4],

3kt b1
(Z)El} :

M3 = (At)El [§ M4 = {QHl + (At)HQ + (At)QHg]

M, = —{(At)

Note que o sistema (6.11) é acoplado, com isso o reescreveremos na forma de bloco de
matrizes, tal como
M, M, cktl | L
[ ]

L (6.11)

Condigoes Iniciais

Do sistema (6.5) temos as condi¢oes iniciais, e usando nestas o método da Dife-
renca Central para k = 1, segue

c = up(w;), d" = bo(z;)

uy (), d' =6(0,z;)

o
%

(6.12)
O~ 2 —2(At) !
(A = ¢ R~ (At)c

d/l ~

— d° =~ d* — 2(At)d"
oAl (A%)

Fazendo k = 1 em (6.11) e usando as condigoes iniciais acima, conheceremos Ly e Ly e
acharemos ¢y e ds. E assim sucessivamente.

6.2 Solucao Numérica

Neste capitulo, apresentaremos as solugoes numéricas aplicando o método estabe-
lecido em (6.11) para os casos uni e bidimensional. Como a priori ndo conhecemos o par
de solugao exata do modelo (2.4), introduzimos uma forga externa suficientemente regular

f(z,t) e h(z,t) no lado direito das equagoes (2.4); e (2.4)3, respectivamente, de modo que
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o par de solucao exata (u, d) submetida as condigdes inicias e de contorno seja conhecida,
afim de validarmos o método utilizado medindo o erro e a ordem de convergéncia. Em
seguida retornaremos ao modelo original (2.4), isto é, fazendo f e h nulas, onde neste
caso nao conhecemos mais a solucao exata e consideremos como “solucao exata” uma
solugdo numérica com discretizagdo no tempo e no espago bem refinada, com o objetivo
analogo ao caso anterior de calcularmos o erro e a ordem de convergéncia. Estes dois
casos mencionados acima, denominaremos de modelo ndo-homogéneo (f e h nao-nulas)

e modelo homogéneo (f e h nulas).

Modelo Nao - Homogéneo.

u'(z,t) — a(t)Au(z,t) = f(z,t) em Q=0 x(0,T),
u(z,t) =0 sobre 3y=1¢x (0,7),

W (1) + 1(@)8" (5, 8) + Fol@)8 (2, 8) + fa()3(e,8) = (o, )
sobre X1 =Ty x (0,7,

ou / , (6.13)
a—(x,t) =§'(z,t) — g(x)u'(x,t) sobre ;=15 x (0,7),
v
§'(z,0) = %u()(x) + g(x)ui(z) sobre Ty,
v

d(z,0) = do(x) sobre I'y,

w(z,0) =up(x), u'(z,0)=wui(z) em Q,

Dado que o erro encontrado no modelo nao-homogéneo (6.14) entre a solucdo
aproximada e a exata seja pequeno, podemos afirmar que o método escolhido é adequado,
e com isto faremos f e h iguais a zero no problema (6.14), retornando ao problema original

(2.4) (modelo homogéneo).

Para verificarmos a velocidade de convergéncia do método usado na resolucao
numérica, ¢ fundamental definirmos ordem de convergéncia, a qual nos informara qual a

velocidade de convergéncia dos métodos numéricos que foram utilizados.
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Ordem de Convergéncia

Considerando uma sucessao de solugoes aproximadas u,,, tal qual {u,,,, ..., um, },

onde u,,, serd a solu¢do numérica relacionada a malha com espacamento uniforme h;,

de modo que h;y1 < h;, para todo i € {1,...,n}. Com isto, serd calculado o erro de
aproximacao F;(t) referente & malha com espagamento h;, ou seja,

B = mag lu(®) = wn,(0) 120 (6.1

Dai, calcularemos a ordem de convergéncia do par de solucao aproximada u,,, d,,, a qual
lTL(EZ/EH_l)
In(2)
de convergéncia de u,, e d,, por p,, € ps

sera denotada por p ~ . Para uma melhor identificagdo chamaremos ordem

respectivamente. A deducao de p pode ser

m )

vista em [18].

A seguir apresentaremos exemplos com resultados numéricos mostrando (discre-
tizagdes, erros, ordens de convergéncias) para os casos uni e bidimensional do modelo
modificado (6.14). E posteriormente, de modo anédlogo apresentaremos tais resultados

para o modelo original (2.4), isto é, considerando f e g identicamente nulas.

Para o modelo ndo homogéneo construimos pares de solugoes exatas (u,d) que

satisfazem as condigoes de fronteiras, e a partir delas, construimos os dados de entrada

{Uo, Uy, (50, 5/(0)} € {f, h}

6.2.1 Caso Unidimensional

Para este caso, consideramos 2 = (0,1) e 9Q = 'ZUT';, onde I'y = {0} e 'y = {1}
e o tempo final 7" = 1. Para ambos os exemplos a seguir consideremos o erro Ej% =

Hu — um||Loo(0,1;L2(Q)) e Egg; = ’(5 — 5m|
Exemplo 1

Consideramos u(z,t) = ya(r — 1)e' e §(1,t) =1 — v+ e,

1) =fa)=fs(])=at)=1 e v=—4.
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A Tabela 6.1 mostra a ordem de convergéncia e o erro em relagao aos parametros

de discretizagao espacial e temporal, quando estes sao iguais.

h = At Ezgé(o,l;L?(O,l)) Egg; Pu,, Dsr,
27° 6.87226 x 10~* | 0.001375228 - -
276 1.69775 x 10™* | 0.000344433 | 2.0171 | 1.9973
277 0.42186 x 10~* | 0.000086181 | 2.0087 | 1.9987
278 0.10514 x 10~ | 0.000021554 | 2.0044 | 1.9994
279 0.02620 x 10~* | 0.000005389 | 2.0022 | 1.9997

Tabela 6.1: Erro de (u,, d,,) com ordem de convergéncia p.

As Tabelas 6.2 e 6.3 apresentam a dependéncia do erro em relacao aos parametros

de discretizacao espacial e temporal, isto €, h e At, respectivamente.

ET% 01,0201

Eom

abs

6.87226 x 1074
3.68042 x 10~*
2.89876 x 10~*
2.70548 x 104
2.65736 x 1074

0.001375228
0.000381775
0.000132789
0.000070470
0.000054884

Tabela 6.2: Erro de (uy,, d,,) com h fixado e At variando.

ET% 01:12(0,1)

Eom

abs

At

2—5

6.87226 x 10~*
4.88307 x 1074
4.38271 x 1074
4.25493 x 1074
4.22152 x 1074

0.001375228
0.001337752
0.001328377
0.001326032
0.001325446

Tabela 6.3: Erro de (u, d,,) com At fixado e h variando.
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Figura 6.5: Par de solugdo numérica (ty,,d,) do exemplo 1, h = At = 279, com erro
absoluto e na norma L>(0,1; L*(Q)).

Exemplo 2

Para este exemplo, consideramos o par de solugdo exata (u,d) como

u(z,t) = sen(4drx)cos(t/2) e §(1,t) =1+ 8msen(t/2)

e as seguintes situacoes

() =fo(1)=fs(1) =1 e at) =t +1.

Analogamente ao exemplo 1, a Tabela 6.4 mostra a ordem de convergéncia e o
erro em relagdo aos parametros de discretizacao espacial e temporal, quando estes sao

iguais.



h= At EE?O(O,I;L%OJ)) Egg; Du, Ds.,
275 3.57881 x 107* | 2.12949 x 10~* - -
276 0.88153 x 107 | 0.53678 x 10~* | 2.0214 | 1.9880
277 0.21857 x 107* | 0.13475 x 10~* | 2.0118 | 1.9939
278 0.05440 x 10~* | 0.03376 x 10~* | 2.0062 | 1.9969
279 0.01357 x 107 | 0.00844 x 10~* | 2.0031 | 1.9984

Tabela 6.4: Erro de (uy,, d,,) com ordem de convergéncia p e At = h.

As Tabelas 6.5 e 6.6 apresentam a dependéncia do erro em relacao aos parametros

de discretizacao espacial e temporal, isto €, h e At, respectivamente.

Um Om
At ELoo(o,1;L2(0,1)) Eabs
2751 3.57881 x 107% | 2.12949 x 10~*

1.30338 x 1074
0.74535 x 1074
0.60801 x 10~4
0.57394 x 1074

0.74849 x 10~*
0.39856 x 10~*
0.31050 x 10~*
0.28843 x 104

Tabela 6.5: Erro de (uy,, d,,) com h fixado e At variando.

ET% 01:12(0,1)

Eom

abs

At

2—5

3.57881 x 1074
3.14904 x 1074
3.03744 x 1074
3.00687 x 1074
2.99784 x 1074

2.12949 x 104
1.91608 x 104
1.86276 x 10~*
1.84943 x 1074
1.84610 x 10~*

Tabela 6.6: Erro de (u, d,,) com At fixado e h variando.
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Figura 6.6: Par de solugdo numérica (tyy,,d,) do exemplo 2, h = At = 272, com erro

absoluto e na norma L>(0, 1; L*(Q)).

6.2.2 Caso Bidimensional

Neste caso, consideramos para a simulagao o tempo final 7= 1, 2 = (0,1) x (0,1)

ed=ToUTl,onde 'y =(2)U(3)U(4) e I' = (1), na qual

(1) ={(2,0) € 992;0 < z < 1},

(2) ={(1,y) € 0,0 <y < 1},

(3) ={(z,1) € 90,0 <z < 1},

(4) =1{(0,y) € 09,0 <y < 1},

como na figura a seguir.
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Figura 6.7: Dominio €, fronteiras 'y = (2)U (3) U (4) e 'y =
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(1).

Construimos pares de solugoes exatas (u,d) para o modelo (2.4), que satisfazem

as condicoes de fronteiras, como se ver nos exemplos 1 e 2. Para ambos os exemplos a

seguir considere os erros E7% = ||t — UL (0,1;22(02)) € Em =[]0 — Om | Loe (0,1:02(m)) -

Exemplo 1

Consideramos u(x,y,t) = yr(r — 1)(y — 1)%e' e §(z,t) = (2+ g)yz(z — 1)(e! — 1).

fi=f=fi=g=1 at)=t+1 e y=-2

h=At | Ef2oiee | Bl oeneey) | P | Pon
274 | 0.58130 x 1072 | 0.00643957 - -
27% | 0.14379 x 1073 | 0.00161052 | 2.0153 | 1.9994
276 0.03577 x 1073 | 0.00040275 | 2.0070 | 1.9995
277 ] 0.00892 x 10-* | 0.00010070 | 2.0032 | 1.9997
278 1 0.00222 x 1073 | 0.00002517 | 2.0014 | 1.9998

Tabela 6.7: Erro de (uy,, d,,) com ordem de convergéncia p e h = Ax = Ay = At.
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Um, 6m
At | Eioareen) | Breourr)
24009542 x 103 |  0.0017980
92-5 | 0.04416 x 10-3 |  0.0006772
h—=2-6|276| 003577 x 10~% | 0.0004027
2-7 | 0.03399 x 103 | 0.0003363
2-8 | 0.03357 x 103 | 0.0003200

Tabela 6.8: Erro de (u,, d,,) com h = Az = Ay fixado e At variando.

h | Er%oareo) Eirgo(o,hﬂ(rl))
2741 0.54586 x 1073 0.0051192
27% 1 0.13657 x 1073 0.0013452
At=276127610.03577 x 103 0.0004027
277 10.01098 x 1073 0.0001694
2781 0.00570 x 1073 0.0001129

Tabela 6.9: Erro de (um, d,,,) com At fixado e h = Az = Ay variando.
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L2,(1:n), n=64

L25(1 :n), n=64

Par de solucao numérica (t,,d,,) do exemplo 1 , h = At = 27% com erro

absoluto e nas normas discretas L>(0,1; L?(2)) e L>(0, 1; L*(T)), respectivamente.



Exemplo 2

Consideramos

u(xw,y,t) = ysen(drx)cos((5ry)/2)e’ e §(x,t) = vysen(drz)(e’ — 1),

fi=fh=fi=g=1 oaft)=t+1e y=1/64

Eom

h=At | Eione) | Broeazay | Pun Psm
24 0.0007129 0.0006864 - -
275 0.0001786 0.0001632 1.9968 | 2.0717
276 0.0000431 0.0000402 2.0508 | 2.0189
277 0.0000106 0.0000100 2.0158 | 2.0043
278 0.0000026 0.0000025 2.0050 | 2.0010

Tabela 6.10: Erro de (uy,, d,,) com ordem de convergéncia p e h = Az = Ay.

At | ET%0.1.1200.1)) E([Sj‘;lo(o,l;LZ(H))
24 0.00004231 0.00005971
277 0.00004440 0.00004417
h=26|2F 0.00004311 0.00004028
271 0.00004275 0.00003932
28 0.00004266 0.00003909

Tabela 6.11: Erro de (um, 0,,) com h = Az = Ay fixado e At variando.

h | ET% 01,0200, Eg?o(o,nm(rl))
24 0.00069855 0.00064235
270 0.00017338 0.00015841
At =27612761 0.00004311 0.00004028
27 0.00001075 0.00001094
278 0.00000270 0.00000362

Tabela 6.12: Erro de (um, d,,) com At fixado e h = Az = Ay variando.
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Figura 6.9: Par de solugao numérica (t,,d,,) do exemplo 2 , h = At = 275 com erro
absoluto e nas normas discretas L>(0, 1; L*(2)) e L*°(0, 1; L*(T';)), respectivamente.

Modelo Original (modelo homogéneo)
Como agora nao conhecemos mais o par de solucao exata (u,d), um procedimento

adotado em [18], considera-se em seu lugar o par de solugdo numérica (uy,dy) como
“solucao exata”, de modo que N é suficientemente grande (ou equivalentemente a discre-
tizagdo h muito pequena), onde N é o nimero de nés da malha. Com isto, construiremos

uma sequéncia de solugoes numéricas {u;, d;} associada a diversas discretizagoes h; com

respectivos erros
u
Eig = |luy — umHL“’(O,l;LQ(Q))?

EY% = |68 — Sl Lo o.1.02(00) -

Caso Unidimensional
Consideramos para os dois exemplos a seguir as mesmas condi¢oes do caso unidi-

mensional dos exemplos 1 e 2 anterior, exceto agora f e h nulas (modelo original). Dai,
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Q= (071) e Q) = Fo UFl, onde FQ = {0} e Fl = {1}
Também para ambos os exemplos a seguir consideramos a “solucao exata” como

a solucdo numérica refinada com h = Az = Ay = At = 2710,

Exemplo 1

up(x) = ya(z — 1), uy(x) = yx(z — 1), dp(1) =1 e d'(1,0) = 7.

) =fo(1)=fs(1)=a(t)=1 e v=—4.

As Tabelas 6.13 e 6.14 mostram para os exemplos 1 e 2, a relagdo do erro quando
a discretizacao do espaco é igual a do tempo, isto é, h = Az = Ay = At e que a ordem de

convergéncia do erro associado aos métodos usados é quadratica no tempo e no espaco.

h=At | Ef2 o) EX Pum | Do
25 0.0042506 | 0.71807 x 1073 | - -
26 0.0014246 | 0.17965 x 103 | 1.5770 | 1.9988
277 | 0.0004654 | 0.04478 x 1073 | 1.6138 | 2.0041
98 0.0001490 | 0.01106 x 1073 | 1.6432 | 2.0174
29 0.0000458 | 0.00263 x 1073 | 1.7002 | 2.0707

Tabela 6.13: Erro de (uy,, d,,) com ordem de convergéncia p e h = Ax = Ay = At.

Exemplo 2

up(z) = sen(4rz), ui(z) =0, do =1ed'(1,0) = 4.

i)y =fo(1)=f3(1) =1 e at) =t + 1.



h=At| Epz (0,1;L2()) Egzl» Du, Dérm
275 0.0979407 | 0.0512267 - -
276 0.0247761 | 0.0134200 | 1.6395 | 1.9319
277 0.0060962 | 0.0032684 | 1.9209 | 2.0382
278 0.0013916 | 0.0007860 | 1.9991 | 2.0559
279 0.0002121 | 0.0001838 | 2.0628 | 2.0960

Tabela 6.14: Erro de (uy,, d,,) com ordem de convergéncia p e h = Az = Ay = At.

Caso Bidimensional

Consideramos para os dois exemplos a seguir as mesmas condi¢oes do caso bidi-
mensional dos exemplos 1 e 2 anteriores, exceto agora f e h nulas (modelo original). Dai,
Q2=1(0,1)x(0,1) e 92 =TyUTIy, onde I'y = (2) U (3) U (4) e I'; = (1), na qual (1) =
{(2,0) € 020 <x <1}, (2) = {(1,y) € 0%0 <y <1}, (3) = {(z,1) € 020 < x < 1}
e (4)={(0,y) € 0Q;0 <y < 1}.

Também para ambos os exemplos a seguir consideramos a “solucao exata” como

a solucdo refinada com h = Az = Ay = At =278,

Exemplo 1

uo(z,y) = ui(z,y) = yz(zr — Dy — 1)%, do(z) =0, e &(z,0) = ya(r —1)(2+ g).

fi=f=fi=g=1 at)=t+1 e y=-2

As Tabelas 6.15 e 6.16 mostram para os exemplos 1 e 2, a relacao do erro quando
a discretizacao do espago é igual a do tempo, isto é, h = Ax = Ay = At e que a ordem de

convergéncia do erro associado aos métodos usados é quadratica no tempo e no espaco.



h=At | Eizoa.c2a) Ei?o(o,l;w(rl)) Pu, Psyn
273 0.0050778 0.0024890 - -
24 0.0020319 0.0006882 1.3213 | 1.8546
27° 0.0006588 0.0001819 1.6248 | 1.9193
276 0.0002172 0.0000451 1.6003 | 2.0107
277 0.0000618 0.0000092 1.8116 | 2.2884
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Tabela 6.15: Erro de (uy,, 0,,) com ordem de convergéncia p e h = Az = Ay = At .
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Figura 6.10: Par de solugdo numérica (t,,d,,) do exemplo 1, h = At = 275 com

erro absoluto e nas normas discretas L (0, 1; L*(Q)) e L>=(0,1; L?(T';)), respectivamente.

Consideramos neste caso a solugio exata como a solucao refinada com h = At = 278,

Exemplo 2

uo(z,y) = uy(z,y) = ysen(4drz)cos((5r/2)y), do(x) =0, e &' (x,0) = ysen(4rz).

fi=h=fi=g=1 at)=t+1e~y=1/64



h=At | Eizoa.c2a) EiTO(O,l;LQ(Fl)) Pu, Psyn
273 0.0112463 0.0017174 - -
24 0.0091231 0.0009401 1.1018 | 1.1693
27° 0.0041335 0.0003409 1.1421 | 1.4633
276 0.0011256 0.0000889 1.8766 | 1.9390
277 0.0002385 0.0000182 | 2.2380 | 2.2839

Tabela 6.16: Erro de (uy,, d,,) com
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ordem de convergéncia p e h = Az = Ay = At.
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Figura 6.11: Par de solugao numérica (uy,,d,,) do exemplo 2 , h = At = 27% com
erro absoluto e nas normas discretas L>(0, 1; L%(2)) e L>=(0, 1; L*(T;)), respectivamente.

Consideramos neste caso a solugdo exata como a solucdo refinada com h = At = 278,
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7 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

7.1 Conclusao

Na contexto da analise matematica e numérica, concluimos assim a proposta deste
trabalho com enfase teérica e computacional para a resolugao do modelo de ondas (2.4)
com condigoes da Actstica em parte da Fronteira, onde provamos a existéncia e uni-
cidade de solugoes, também demonstramos que a energia associada a tal modelo decai
uniformemente com uma taxa exponencial quando ¢ — oco. Ja no contexto das simulagoes
numeéricas, usando na parte espacial o método do Elementos Finitos e na parte transiente
Diferencas Finitas de ordem quadratica, obtivemos resultados numéricos satisfatérios que

validam os métodos aplicados.

7.2 Trabalhos Futuros

Pretendemos dar continuidade ao estudo apresentado neste trabalho, realizando a
simulagao numérica do decaimento assintético da energia associada ao modelo de estudo
(2.4) e uma andlise do erro, para obtermos uma valida¢ao tedrica das hipdteses numé-
ricas alcancadas sobre as taxas de convergéncias neste trabalho. Outra possibilidade é
introduzir no modelo (2.4) uma nao linearidade do tipo u® e |u|Pu, e simular este novo

modelo considerando as condigdes de fronteiras, como em (2.4)3 e (2.4),.
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