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RESUMO

SEGUROQO, Guilherme das Neves. SPH e reducao de modelos aplicados a di-
namica dos fluidos. 2015. 139 f. Dissertagao (Mestrado em Informatica) - PPGI,
Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti de Aplicacoes e Pesquisas Com-
putacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

O estudo de escoamentos em dutos de placas paralelas é fundamental em diversas
areas da engenharia e suas simulagoes numéricas facilitam muito tal compreensao.
Neste trabalho, as equacgoes que regem o movimento dos fluidos, denominadas equa-
¢oes de Navier-Stokes, sao simuladas numericamente pelo SPH (Smoothed Particle
Hydrodynamics), um método lagrangiano e sem malha desenvolvido na década de
1970 cujo interesse tem crescido nos tltimos anos. No método SPH, devido a au-
séncia de malha, a aproximacao numérica das derivadas da modelagem do problema
sao feitas através de uma convolucao da propria fungao por uma fungao de suaviza-
¢ao escolhida pelo analista. O método é discretizado em particulas que funcionam
como estrutura fisica e computacional para a simulacao, tornando-o extremamente
adaptativo, uma vantagem para problemas com grandes deformagoes, fronteiras li-
vres ou irregulares, por exemplo. Devido ao fato de simulagoes numeéricas terem se
tornado cada vez mais comuns em processos industriais, uma grande quantidade de
informagao é requerida nesse processo e mesmo com computadores cada vez mais
potentes ainda se esbarra nas limitagoes fisicas de memoria da méaquina e processa-
dor. A Decomposicao Ortogonal Propria, do inglés POD, é um Método de Redugao
de Modelo (MRM) que processa uma grande quantidade de dados e reproduz a so-
lugao esperada utilizando apenas parte destes, feitas as devidas decomposicoes na
matriz que guarda as informagoes da simulagao. A Decomposi¢ao em Valores Singu-
lares (SVD) é o método POD escolhido para a realizagao das decomposigoes. Nesta
dissertacao, os métodos SPH e uma linearizacao do POD foram acoplados para ve-
rificar como funcionam juntos e os resultados se mostram fisicamente coerentes para
os problemas abordados.

Palavras-chave: SPH, POD, reducao de modelos, dindmica dos fluidos, fluxo in-
compressivel, escoamento de Poiseuille bidimensional, SVD, XSPH, POD lineari-
zado, método de Euler.



ABSTRACT

SEGUROQO, Guilherme das Neves. SPH e reducao de modelos aplicados a di-
namica dos fluidos. 2015. 139 f. Dissertagao (Mestrado em Informatica) - PPGI,
Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti, Universidade Federal do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

The study of flows in parallel plate ducts is important in many areas of engi-
neering and its numerical simulations make such understanding much easier. In
this work, the governing equations governing of fluids’ motion, called Navier-Stokes
equations, are numerically simulated by SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics),
a meshless Lagrangian method developed in the 1970’s whose interest has increased
in recent years. In SPH, because of the meshless characteristic, the numerical ap-
proximation of the derivative on the problem model are made through a convolu-
tion of the specific function by a smoothing function chosen by the programmer.
The method is discretized into particles which works as physical and computational
structure, making it an extremely adaptive method, an advantage to large defor-
mation problems, free or irregular borders, for example. As numerical simulations
has become increasingly common in industrial processes, a large amount of data is
required in the process and although computers get more powerful they still face
memory limitations and also processor problems. The Proper Orthogonal Decom-
position, POD, is a Model Reduction Method (MRM) processing a large amount of
data and reproduces the expected solution using only part of the given data, made
the appropriate arrengements in the matrix that stores the simulation informations.
The Singular Value Decomposition (SVD) is the POD method chosen to carry out
the decomposition. In this dissertation, the SPH methods and POD linearization
were coupled to verify how they work together and the results are physically show
consistent for the problems addressed.

Keywords: SPH, POD, model reduction, fluid dynamics, incompressible flow, bidi-
mensional Poiseuille flow, SVD, XSPH, linear POD, Euler’s method.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacgao

A ciéncia, de maneira geral, pode ser descrita como um conjunto de co-
nhecimentos ordenados e sistematicos decorrentes de analises tedricas, observagoes,
comparagoes, deducoes logicas e experimentos que tem por objetivo compreender
o mundo material no qual a humanidade esta inserida para aproveita-lo da melhor
maneira possivel. O que hoje se chama de ciéncia ja teve a alcunha de filosofia

natural, onde a matematica desenvolve um papel fundamental.

A matematica, por sua vez, pode ser dividida em duas partes: pura e aplicada.
A primeira estuda os conceitos numéricos e espaciais enquanto a segunda estuda as
nocoes da matéria e do tempo, usando os conceitos desenvolvidos na parte pura.
Uma das principais areas de aplicacao da matemaética é a mecanica, que pode ser
descrita como a teoria matematica do movimento e suas causas. Uma interessante
ramificacao da mecéanica é a mecéanica de fluidos, que quando trata basicamente de

"agua") é denominada hidrodinamica, que tem por

liquidos (na maioria dos casos
interesse basico estabelecer relagoes tedrico-analiticas entre os elementos cinematicos

do movimento, ou fluxo, e as for¢as que o causam e mantém TOKATY (1994).

Com o desenvolvimento de novas tecnologias proporcionando ao homem éxi-
tos e avancos notaveis na ciéncia ao longo do tempo, desde o dominio do fogo, ainda
como homo erectus, as mais recentes descobertas como a estrutura do DNA e a ex-
ploragao espacial, j& como homo sapiens, o computador tornou-se uma ferramenta

indispensavel nas descobertas mais recentes, pois nao s6 aumentou a capacidade hu-
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mana de simular e resolver sistemas complicados como também analisar uma grande

quantidade de dados.

A Dinadmica de Fluidos Computacional, do inglés CFD, é uma ramificagao
da mecanica de fluidos que utiliza métodos numéricos e algoritmos para resolver
e analisar, através de simulagoes de computador, problemas que envolvam escoa-
mentos de fluidos. O interesse acerca da CEFD tem crescido devido & sua ampla
gama de aplica¢oes na industria automotiva, naval, petroquimica, civil, ambiental e

aerospacial.

Escoamentos laminares escoando em tubos e canais sao de grande interesse
pratico por frequentemente aparecerem em processos industriais, ambientais e bio-
logicos. Muitas aplicacoes em quimica, engenharia de petréleo e mecanica envolvem
fluxos viscosos incompressiveis e lentos através de filtros de dutos, substratos, materi-
ais porosos e outros dispositivos. Portanto, solu¢oes das equagoes de Navier-Stokes,
que descrevem o comportamento de tais fluxos, sao de importancia fundamental

para seu melhor entendimento.

Existem varias abordagens numéricas amplamente estudadas e utilizadas em
CFD, a maioria dos métodos convencionais, como o Método de Elementos Finitos
(MEF) e o Método de Diferencas Finitas (MDF) | utiliza uma grade ou malha
computacional no espaco e no tempo, a fim de discretizar e avaliar as equagoes de
Navier-Stokes nos pontos estabelecidos dessa malha. Recentemente, houve um au-
mento do interesse em rela¢ao aos métodos sem malha (meshfree methods), que nao
requerem a definicao de tal grade, o que melhora a flexibilidade do codigo, porém
trazendo novos desafios a serem resolvidos. A principal vantagem da descri¢ao sem
malha do problema é quando se lida com fronteiras méveis ou grandes deformagoes.
O método Hidrodinamico de Particulas Suavizadas (Smoothed Particle Hydrodyna-

mics - SPH) é uma ferramenta numérica sem malha, robusta e de programacao
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relativamente simples amplamente difundido na literatura.

O método SPH, introduzido simultaneamente por GINGOLD ; MONAGHAN
(1977); LUCY (1977) para resolucao de problemas de fluxos de gases interestelares,
teve sua aplicagao estendida a outros tipos de problemas dinamicos da literatura
como: transferéncia de calor CLEARY ; MONAGHAN (1999); CARMO (2008),
computagao grafica MiLLER ; CHARYPAR ; D. GROSS (2003), dinamica de fluidos
COLIN ; EGLI ; LIN (2006); LOBOVSKY ; VIMMR (2007); MORRIS ; FOX ;
ZHU (1997); SIGALOTTTI et al. (2003); TAKEDA ; MIYAMA ; SEKIYA (1994)
em especial fluidos de superficie livie AZEVEDO (2013); MONAGHAN (1994) e
em meios porosos HOLMES ; WILLIAMS ; TILKE (2000), dentre outros como
magneto-hidrodinamica, explosoes gasosas e fluxos granulares. Uma das vantagens
do método SPH ¢ a relativa facilidade que podemos incorporar novos termos fisicos
na formulacao do problema e seu tratamento computacional, além da simplicidade
do tratamento de fronteiras méveis ou deformagoes no modelo. Estas caracteristicas
tornaram o método bastante popular para simulagdes em meso e macro-escala nas

diferentes areas citadas.

Com o advento da computagao de alto desempenho, os métodos numéricos
estao se estabelecendo como uma ferramenta importantissima nos estudos hidrodi-
namicos e por realizarem simulac¢oes cada vez maiores e com quantidades enormes de
dados para serem interpretadas. Os Métodos de Redugao de Modelos (MRM) tem
como uma das questoes centrais a reducao de dados do sistema dinamico tratado no
problema e expressar suas informagoes essenciais como médias de alguns vetores da

base do problema, mantendo, naturalmente, as caracteristicas da solucao.

Entretanto, mesmo com softwares cada vez mais poderosos e memorias mai-
ores, problemas de controle 6timo para EDP’s sao, geralmente, dificeis de solucionar

numericamente surgindo, assim, uma necessidade de desenvolvimento de novas téc-
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nicas, tais como: estratégias de controle sub-6timo e métodos de redugao de modelos
(reducao de ordem). Estes tltimos consistem em projetar o sistema dindmico sobre
subespacos consistidos de elementos de base que contenham caracteristicas da solu-
¢ao esperada. Um dos métodos de reducao de modelos é a Decomposi¢ao Ortogonal
Propria (POD) CHATTERJEE (2000); KUNISCH ; VOLKWEIN (1999); LIANG
et al. (2002); LUO et al. (2013)

Portanto, a combinagao do SPH como método sem malha em problemas de

CFD aliado ao POD pode resultar em algo sinérgico, interessante e inovador.

1.2 Escopo da dissertacao

O escopo desta dissertacao pode ser dividido em quatro partes: i) é feita
uma apresentacao sobre fluidos, suas propriedades e introduz-se a equagao de con-
servacao de massa (2.7) e as equagoes de Navier-Stokes (2.17), que descrevem seu
movimento, ii) apresenta-se o método SPH que em seguida é aplicado a dindmica de
fluidos e as equagoes de governabilidade para fluidos newtonianos incompressiveis
(3.29) e (3.38), iii) apresenta-se o POD, sua equivaléncia a outros MRM’s e chega-se
ao teorema da Decomposigao em Valores Singulares (SVD) e por fim iv) mostram-se
os resultados combinando os temas apresentados anteriormente & problemas hidro-
dinamicos de fluxos laminares sob certas condi¢oes de contorno. Para tais resultados
foram desenvolvidos programas em MatLab no Laboratorio de Computagao Cienti-

fica e Combinatoria (LC3) da UFRJ.
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1.3 Estrutura da dissertacao

Esta dissertagao é estruturada em 6 capitulos. No capitulo 2 é dada a de-
finicao de fluidos tal como suas propriedades fisicas e a classificacao dos principais
regimes de escoamentos. Além disso, apresenta-se as equagoes que determinam o
comportamento hidrodindmico do fluido de acordo com os principios fisicos funda-
mentais e, mais especificamente, restringe-se as equagoes de momento (equagoes de
Navier-Stokes) obtidas para fluidos newtonianos, como, por exemplo, a adgua e o ar;

j& que estes representam a grande maioria dos fluidos encontrados na natureza.

No capitulo 3 apresenta-se o método SPH, sua aplicacao ao estudo de dina-
mica de fluidos e nas equacgoes obtidas no capitulo anterior. E feito um estudo em
cima dos operadores SPH que melhor se adequam ao problema apresentado conforme

trabalhos feitos anteriormente.

No capitulo 4 é feito um estudo mais detalhado das funcoes de suavizacao
W que compoem o método SPH. Suas propriedades sao exploradas, tal como suas
condic¢oes de construgao para fungoes polinomiais e por partes, onde ha um controle
maior de seu comportamento. Por fim sao apresentados alguns exemplos e a fungao
que é usada ao longo do presente texto. Por fim, uma pequena discussao sobre o

comprimento de suavizacao que também é um parametro na qual W depende.

No capitulo 5 é apresentado o método de decomposicao ortogonal, sua moti-
vagao e suas aplicagoes praticas. O teorema da decomposigao em valores singulares

é apresentado apos o desenvolvimento das ideias em dimensoes finitas do método
POD.

No capitulo 6 sao apresentados os 3 resultados do presente trabalho. O pri-

meiro se trata de uma reproducao dos resultados de um estudo feito sobre dinamica
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dos fluidos bidimensional com o MDF. O segundo trata-se da reproducao do pri-
meiro resultado usando o método POD e em seguida a extrapolagao do mesmo para
uma reproducao a partir apenas de uma parte dos dados. O terceiro resultado é a

reproducao do escoamento tratado no primeiro resultado através do método SPH.

No capitulo 7 é o iltimo do presente trabalho e fica reservado para tratarmos
das conclusoes do trabalho bem como suas contribuicoes e indicar possiveis futuros

trabalhos e interesses de pesquisa sobre o tema.

Para os leitores que ja estejam familiarizados com o método SPH, os capitulos
3 e 4 pode ser facilmente pulados tal como o capitulo 2 pode ser dispensado para
os leitores que ja estejam familiarizados com a dinadmica dos fluidos e suas equagoes

de governabilidade.
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2 FLUIDOS

Sir Isaac Newton na secao V do livro II do Principia em 1687 definiu um
fluido como sendo qualquer corpo cujas partes cedem a qualquer forca impressa
sobre ele e, por ceder, é movido facilmente entre si, ou seja, apresenta a propriedade
de fluir ou escoar. Pode-se entao definir um fluido como uma substancia que nao
fornece resisténcia significativa a tensao tangencial® (tensao de cisalhamento ou shear
stress) e, informalmente, como a substancia com a habilidade de tomar a forma de
seu recipiente, isto é, um meio deformével. Os fluidos incluem os liquidos, gases,

plasmas e, de certa maneira, os solidos plasticos.

Em matéria condensada - solidos, liquidos e gases - a diferenca fundamental
entre solidos (corpos rigidos) e fluidos est4 na maneira de responder as tensoes
tangenciais. Um fluido nao pode equilibrar uma tensao tangencial, por menor que
ela seja, o que nao ocorre em corpos rigidos. Enquanto a forga esta sendo aplicada o
fluido escoa e permanece em movimento. Uma forga arbitrariamente pequena pode
produzir uma forca arbitrariamente grande desde que atue por tempo suficiente no

fluido.

Em mecénica dos fluidos, o menor "corpo" de fluido a ser estudado é chamado
de elemento infinitesimal de fluido ou particula de fluido?®. O principal objetivo da
mecanica dos fluidos é a procura do entendimento de como esses elementos se des-
locam com seus vizinhos e influenciam tanto o comportamento local quanto global
do fluido. Assim sendo, o movimento ou fluxo em uma regiao influencia e é influen-

ciado pelo movimento de regides vizinhas em escalas locais e globais. A resisténcia

1A tensdo tangencial é um tipo de tensdo gerada por forcas aplicadas em sentidos opostos,
porém nas mesmas direcoes no material analisado.
2Termo fisico criado pelo matematico Leonard Euler TOKATY (1994).
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ao escoamento determina, em boa parte, o comportamento do fluido.

A figura 2.1 mostra a representacao de um elemento infinitesimal de fluido,
com um volume diferencial dV, se movendo com velocidade u = (v,,vy,v,) =
(u,v,w), junto com o fluxo representado pelas linhas de campo da figura, como,

por exemplo, dgua escoando em um canal.

linhas fe fluxo

Figura 2.1: Particula de fluido como dado em ANDERSON JR. (1995); LIU ; LIU
(2003)

Observagoes:

1. Em um fluido em equilibrio estdtico (velocidade nula), nao pode haver tensées
tangenciais, pois todas as porgoes estao em equilibrio. Para isto, é necessdrio

que a resultante das forcas que atuam sobre cada porcao do fluido seja nula.

2. Na escala macroscopica, um fluido se comporta como um meio continuo (infi-
nitamente divisivel) e suas propriedades variam com a continuidade no entorno
de cada ponto do fluido. Na escala microscopica, onde as propriedades sofrem
flutuagoes que refletem a estrutura atémica da matéria, essa hipdtese deiza de
ser vdlida. Em condicoes usuais, as distdncias interatémicas sao tao peque-
nas em confronto com dimensées macroscopicas que as flutuagoes se tornam

imperceptiveis, levando ao modelo do meio continuo.
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2.1 Propriedades fisicas

2.1.1 Densidade

A densidade ou massa especifica de um fluido pode ser definida por:

Am) dm

p=dm, (A_V v 21)

Unidade (no SI): [p] = 124,

Seja Am a massa de um certo volume AV = AzAyAz de um dado elemento
de fluido, como visto na figura 2.1. Isto significa que as dimensoes de Az, Ay e
Az devem ser muito menores que distancias macroscopicas, mas, a0 mesmo tempo,
muito maiores que distancias interatomicas, para que AV contenha um grande nu-
mero de atomos e as flutuagoes sejam despreziveis como dito na observacao 2. Um

cubo de 1078 cm de aresta satisfaz ambas as condicdes de maneira bem satisfatoria.
NUSSENZVEIG (2002)

Tabela 2.1: Valores tipicos de densidade

Substancia ou objeto Densidade (kg/m?)
Melhor vacuo em laboratoério 10717
Ar (a 20°C e 1 atm) 1,21
Ar (a 20°C e 50 atm) 60,5
Agua (a 20°C e 1 atm) 0,998 - 10°
Agua (a 20°C e 50 atm) 1,000 - 10°
Sangue 1,060 - 103
Buraco negro (1 massa solar) 10"
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2.1.2 Pressao

A capacidade de escoar impossibilita o fluido de sustentar uma forga paralela
a sua superficie, sob condicoes estaticas, a inica componente de for¢a que necessari-
amente deve ser considerada é a que atua na direcao normal externa a superficie do
fluido. Independentemente da forma assumida, as forcas entre o interior e o exterior

estarao, para todas as posigoes, fazendo um angulo reto com o contorno do fluido.

A intensidade da forca normal AF por unidade de area de superficie AS
¢ chamada pressao e é definida a seguir. Deve-se notar que a pressao p é sempre

positiva e uma grandeza escalar:

AF

b AS

dF
— ‘% . (2.2)

= 11m
AS—0

Unidade (no SI): [p] = 1Pa (Pascal) = 1N/m?.

Observacao: existem outras unidades encontradas para medir a pressao, por
exemplo, define-se a pressao exercida pela atmosfera ao nivel do mar como 1 atmos-

fera (1 atm = 1,01325 - 10° Pa).

N

N

Figura 2.2: Pressao hidrostatica em um ponto

Principio de Pascal: Pela lei de Stevin, a diferenca de pressao entre dois pontos

de um liquido homogéneo em equilibrio é constante, dependendo apenas do desnivel
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entre esses pontos. Portanto se uma variacao de pressao é aplicada em um ponto de
fluido confinado em equilibrio, essa variagao sera transmitida integralmente a todas
as porgoes do fluido e as paredes do recipiente, ou seja, todos os pontos do liquido

sofrem a mesma variagao de pressao.

2.1.3 Coeficiente de viscosidade

Um fluido real opoe resisténcia ao deslizamento relativo de camadas adja-
centes: esta resisténcia mede a viscosidade do fluido e depende da taxa de variagao
espacial da velocidade relativa ao deslizamento. As tensoes em sélidos sao desenvol-
vidas quando um material é deformado ou cisalhado elasticamente; para um fluido,
as tensoes de cisalhamento aparecem devido ao escoamento viscoso FOX ; MCDO-

NALD ; PRITCHARD (2004).

A viscosidade é uma forca volumétrica de atrito interno que aparece no des-
lizamento de camadas fluidas umas sobre as outras, dando origem as tensoes tan-

genciais.

Lei de Newton para a viscosidade: Para certos fluidos, denominados new-
tonianos como agua, ar e gasolina, por exemplo, a tensao de cisalhamento numa
interface paralela & direcao do escoamento é diretamente proporcional a razao de

variagao de velocidade na dire¢ao normal & interface. Isto é expresso por:

ou

onde 7 ¢é a tensao de cisalhamento e p o coeficiente de viscosidade, comumente

chamado apenas de viscosidade.

Unidade (no SI): [u] =1Pa-s.
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Unidade (sistema CGS): [u] = 1P (Poise®) = 1P = 1-%-. (10P = 1Pa - s)

Tabela 2.2: Valores tipicos de viscosidade

Substancia | Temperatura (°C') | Viscosidade (cP)
Eter benzilico 20 5,33
Ar 1923 0,173
Eter 20 0,233
Agua 20 1,002
Agua 99 0,2848
Cloroférmio 20 0,58
Glicerina 20 1,490
Alcool etilico 20 1,2
Benzeno 20 0,652
Merctirio 20 1.554
Azeite de oliva 20 84,0

Um fluido é dito perfeito, ideal ou inviscido quando tem seu coeficiente de

viscosidade desprezivel (u — 0).

Observagao: p = p(T,p) - para liquidos, a viscosidade decresce conforme a
temperatura T aumenta e € praticamente independente da pressao p. Nos gases ela
cresce junto a temperatura. A gemeralizacao da lei de Newton para a viscosidade é

dada pela lei de Stokes da viscosidade, que pode ser encontrada em SHAMES (1973).

2.2 Regimes de escoamento

Para simular um escoamento de fluido, faz-se uso da representacao fisico-
matematica da particula de fluido da figura 2.1 ao longo do tempo. A quantidade
fisica mais importante a ser representada é a velocidade do fluido, pois a velocidade
determina nao s6 como o proprio o fluido se move, mas também como outras quanti-

dades fisicas (densidade, pressao, temperatura etc) variam com o tempo. O modelo

3Poise em homenagem a Jean-Louis-Marie Poiseuille.
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matematico tradicional para descrever o comportamento de um fluido é dado por

um conjunto de EDP’s que sao deduzidas a partir das seguintes leis fisicas:

e conservagao de massa: a massa de um elemento de fluido é invariante com

0 tempo;

e balango da quantidade de movimento (2“ lei de Newton): a taxa de
variagao temporal do momento de um elemento de fluido é igual a resultante

das forcas que atuam sobre o mesmo;

e conservagao de energia (1° lei da termodinamica): a taxa de variac@o
temporal da energia em um elemento de fluido é igual a soma do fluxo de calor
para dentro do elemento com o trabalho realizado por forcas que agem sobre

o elemento.

O regime de escoamento diz como o fluido se comporta em relagao a algumas

varidveis.

2.2.1 Quanto a direcao da trajetoria das particulas

1. Escoamento laminar (streamline flow): neste tipo de escoamento, tam-
bém conhecido como tranquilo, existe o minimo de agita¢ao das camadas (lami-
nas) do fluidos. As diferentes secgoes do fluido se deslocam ordenadamente em
planos paralelos ou em circulos concéntriocs coaxiais sem se misturar. Num
fluxo laminar o vetor velocidade u é aproximadamente constante em cada
ponto do fluido e as linhas de corrente nao se cruzam (figura 2.3). O perfil
de velocidade nas se¢oes normais a direcao do escoamento deve ser invariantes
SHAMES (1973). Por uma definigdo mais formal, diz-se que um escoamento

paralelo é uma solucao da equacgao de condicao de continuidade simplificada
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em (3.28) V- u = 0 da forma ug = (u(y,t),0,0). O que quer dizer que as
variagoes no escomaneto ocorrem apenas na componente ao longo da corrente

e (ue essas variagoes sao transversais.

Velocidade (u)

Escoamento uniformemente acelerado (a > 0)

Escoamento uniformememente acelerado (a < 0)

Tempo (t)

Figura 2.3: Escoamento laminar

2. Escoamento turbulento: as trajetérias das particulas sao curvilineas e ir-
regulares, alterando-se em sentido e se entrecruzando (figura 2.4), formando
uma série de minusculos redemoinhos. O escoamento turbulento é também
conhecido como turbilhonario ou hidraulico e, na pratica, o escoamento de um

fluido, em geral, é turbulento.

Velocidade (u)

Velocidade média

Escoamento sempre ndio permanente

Tempo (t)

Figura 2.4: Escoamento turbulento
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2.2.2 Quanto a variagao no tempo

1. Escoamento permanente: as propriedades fisicas do fluido em determinado
ponto do escoamento nao variam com o tempo, ou seja, sao func¢oes apenas das
coordenadas espaciais. A velocidade e a pressao podem variar de um ponto
para outro do fluxo, mas sao constantes em cada ponto fixo do espaco, a
qualquer tempo. Este tipo de escoamento é também chamado de estacionario

e sua corrente fluida é estével.

2. Escoamento nao-permanente: as propriedades do fluido, em determinado
ponto, variam com o tempo, ou seja, sao funcgoes espaciais e temporais. Elas
também variam de um ponto a outro do escoamento. Este tipo é também

chamado de variavel ou transitério e sua que corrente € instavel.

Observacao: a estabilidade de um escoamento nao estd associada & variacao
temporal. De uma forma geral, estabilidade € a resposta as perturbagoes nas

condicoes iniciais.

2.2.3 Quanto a variacao das trajetorias da particula

1. Escoamento uniforme: ¢ um caso especifico do escoamento permanente no
qual todos os pontos da mesma trajetoria que as particulas seguem apresentam
a mesma velocidade. Entre os pontos de uma mesma trajetoria, nao hé va-
riacao da velocidade (seu modulo, dire¢ao e sentido permanecem constantes).
Pode haver variacao entre as trajetérias, mas na mesma trajetoria, todos os

pontos tém a mesma velocidade.

2. Escoamento variado: os diversos pontos de uma mesma trajetéria nao apre-
sentam constancia alguma de velocidade em qualquer intervalo de tempo con-

siderado.
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2.2.4 Quanto ao seu movimento de rotacao

1. Escoamento rotacional: a particula esta sujeita & uma velocidade angular
em relacao ao seu centro de massa. Em virtude da viscosidade o escoamento

de fluidos reais sempre se comporta como escoamento rotacional.

2. Escoamento irrotacional: numa aproximagao pratica, em que se desconsi-
dera o comportamento rotacional, as particulas sao consideradas indeforméveis

e despreza-se a viscosidade.

2.3 Escoamentos prototipicos

2.3.1 Escoamento de Poiseuille

Todo escoamento laminar de fluidos viscosos que ocorrem em dutos e que
tenham por uma causa primaria de movimento uma diferenga de pressao é chamado
de Poiseuille. Nesse tipo de escoamento, o fluido é conduzido por paredes que
restringem o movimento, a velocidade no centro ¢ maxima e tende a zero quando se

aproxima da parede.

u=

u=0

Figura 2.5: Escoamento de Poiseuille
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Além de laminar, o fluxo deve ser incompressivel e de baixa viscosidade. A
forca que "empurra" o liquido através do tubo corresponde & variacao da pressao
aplicada na area transversal do duto, sendo a direcao desta for¢a a mesma do mo-

vimento do escoamento.

2.3.2 Escoamento de Couette

Se o fluido estiver em um espago confinado e o escoamento tiver como causa
o movimento relativo de superficies, ele é dito de Couette. A sua causa primaria é
o arraste viscoso causado pela superficie em movimento e o gradiente de pressao é

paralelo as placas. O escoamento de Couette também é laminar.

u=0

Figura 2.6: Escoamento de Couette

2.3.3 Cavidade com tampa moével

O fluido fica confinado numa cavidade retangular e a causa do escoamento é
o movimento, a uma velocidade constante, da tampa superior enquanto as demais
permanecem paradas. O fluxo atingird um estado estavel e, em geral, formaréd um

padrao de recirculagao.

Consideracoes gerais:

1. as condigoes de contorno de um escoamento sao mais facilmente enunciadas no
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Figura 2.7: Escoamento numa caixa com tampa movel

caso de superficies de contorno solidas. A componente de velocidade normal
a superficie deve ser nula no caso da fronteira estacionaria (Poiseuille), caso

contrario haveria escoamento através da mesma (vazamento);

nos escoamentos de Couette e da cavidade com tampa movel, sob CNTP,
admite-se que o fluido "cola" na superficie e adquire a sua velocidade, isto é,
nao ha velocidade relativa entre o fluido e a superficie de contorno. Tal fato é

conhecido como condicao de aderéncia ou nao escorregamento;

nos escoamentos de Poiseuille e Couette a velocidade instantanea em qualquer
ponto é sempre unidirecional. No caso de fronteira sélida, o fluxo apresenta
caracteristicas cinematicas que resulta em um gradiente de velocidade a partir
da fronteira e a velocidade tangencial na fronteira ¢ nula (condi¢ao de ade-
réncia). O gradiente de velocidade gera tensoes de cisalhamento no fluido e

consequentemente forcas viscosas dissipativas por todo campo de escoamento.
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2.4 As equacgoes que governam os fluidos

2.4.1 Descricao lagrangiana x descrigao euleriana

Para obter as equacoes basicas do movimento de fluidos precisa-se adotar os
principios fisicos fundamentais adequados a situacao e aplica-los ao modelo escolhido
de escoamento. Neste trabalho adota-se o modelo representado na figura 2.1 em que
um elemento de fluido de volume dV se desloca no espaco junto com o fluxo e com
velocidade u. Portanto, ao invés de analisar o fluido como um todo, os principios
fisicos fundamentais serao aplicados diretamente ao elemento infinitesimal, o que
leva as equacoes fundamentais na forma de EDP’s. Considera-se, como dito anteri-
ormente na observagao 2, o fluido como sendo um meio continuo, o que significa que
ele nao contém vazios, como bolhas dissolvidas de gés, e que todas as variaveis de
interesse tais como pressao, velocidade e densidade sejam diferenciaveis e, portanto,
continuas. Isto significa que nao ocorre transigao de fase e para tal efeito o interesse
principal é a forma diferencial das equagoes, ja que sua forma integral permite a
presenga de descontinuidades dentro do volume de controle do fluido quando fixados

no espago ANDERSON JR. (1995).

A descrigao euleriana de um problema dindmico adota um intervalo de tempo
de observacao e define um volume de controle no espaco, considerando que todas as
particulas passem por esse local, como, por exemplo um observador que escolhe um
trecho do rio para por um termometro na agua e fazer as medigoes. As propriedades
do escoamento sao dadas em fungao do espago (pontos de observacao - os varios
termodmetros no exemplo dado) e do tempo. A descrigdo lagrangiana por sua vez
descreve o movimento de cada particula, acompanhando-a em sua trajetoria total.
As particulas sao observadas como uma funcao do tempo e o referencial desloca-se

simultaneamente com o elemento. No exemplo dado do termdémetro no rio, a descri-
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¢ao lagrangiana seria como uma boéia com um termoémetro medindo a temperatura

da dgua que se desloca junto com a mesma.

2.4.2 A equacao de continuidade

Como um sistema é, por definicao, uma porgao arbitraria de matéria com
identidade fixa, ele é constituido da mesma quantidade de matéria em todos os
instantes de tempo analisados, portanto a massa de um sistema deve ser conservada

€ permanecer constante.

A equacao de continuidade é baseada no principio fisico de conservacgao de
massa. Assim sendo, considera-se um elemento infinitesimal lagrangiano de fluido
como na figura 2.1 suficientemente pequeno, que se mova junto com o fluxo e que
possua uma massa Am fixa, mas seu formato e volume AV podem sofrer alteragoes

conforme o mesmo se movimenta. Considerando a equagao dada em 2.1, tem-se:
Am = pAV, (2.4)

sendo Am a massa fixa, AV o volume infinitesimal, chamado de volume de con-
trole, e p sua densidade. Como a massa é conservada, pode-se dizer que a variagao
temporal de massa desse elemento de fluido ao longo do escoamento ¢é nula, ou seja:

D(Am)

o =0 (2.5)

Combinando as equagoes (2.4) e (2.5) e em seguida dividindo ambos os lados

por AV chega-se a:
Dp 1 D(AV)

bt Pav e (2.6)

Usando a igualdade ﬁD(gtV) =V -u LIU ; LIU (2003) finalmente chega-se
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a equacao de conservacao de massa na forma lagrangiana, dada por:

Dp
— . p— 2-
Dt+pV u=0, (2.7)

onde %j;) é a derivada total* da grandeza envolvida. Uma observacao interessante a
ser feita é o significado fisico de V -u, que representa a taxa de variagao temporal do
volume do elemento infinitesimal de fluido em movimento por unidade de volume.
Em outras palavras, pode-se dizer que a variacao da massa de um fluido no interior
do volume de controle V, em relagao ao tempo, é igual ao fluxo através de sua

fronteira 0S.

A equacao na forma euleriana é bastante similar e dada abaixo:

dp
o tVu=0 (2.8)

Neste trabalho, porém, serd usada a rela¢do obtida em (2.7) visto que o
método utilizado e apresentado no capitulo 3 é de descrigao lagrangiana. Em AN-
DERSON JR. (1995) pode-se encontrar a equivaléncia entre as duas formas apre-
sentadas e mais duas formas usando um volume de controle ao invés da abordagem
de um elemento de fluido como feito aqui. Em LEWINER et al. (2009) ¢ feita uma

demonstracao da equacao de continuidade a partir do teorema do transporte.

2.4.3 As equacgoes de Navier-Stokes

Os trés fatores principais na conceituagao do escoamento dos fluidos sao de-
vido as forgas de convecgao, pressao e viscosidade. Os trés determinam como o fluido

se comportarda uma vez dada a condicao inicial e se o fluido esta ou nao confinado.

4A derivada total ou material de uma grandeza é a soma de todas as derivadas parciais da
mesma: % = % + (u-V)(:). E descrita como a taxa de variagio em relagio ao tempo de

alguma quantidade (calor ou momento) que esta sendo transportado por correntes de fluido.
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As forcas convectivas® sao devidas tanto & difusdo quanto a adveccao. A
difusao vem de forgas randdémicas em consequéncia do movimento das moléculas
do fluido e, portanto, ¢ a soma de forgas que se dao em escalas muito pequenas.
A adveccao, por outro lado, é devida as forgas que acontecem nas grandes escalas

como, por exemplo, um fluido em turbuléncia ou submetido a uma fonte de calor.

A forca que provém da pressao é expressa como gradiente da pressao usual,
ou seja, a variacao espacial de forgas transversais ao fluido por unidade de area,
seja ela positiva (compressdo) ou negativa (rarefacdo). Essas forgas s@o bastante
influenciadas pela densidade do fluido (como serd mostrado na equagao (3.34)),

assim fluidos incompressiveis tendem a ter pouca variagao de pressao.

A viscosidade, por sua vez, é o termo mais delicado de se tratar. Duas carac-
teristicas tém uma importancia preponderante: a difusao e o numero de Reynolds.
A difusao é definida como a variagao espacial do gradiente da velocidade, ou seja, o
laplaciano da velocidade, enquanto que o nimero de Reynolds expressa, na média,

a relagao entre as forcas convectivas e as de difusao.

As equagoes de Navier-Stokes sao equagoes diferenciais que descrevem o es-
coamento de fluidos e permitem determinar os campos de velocidade e de pressao
(frequentemente se usa o plural porque a equagao é apresentada em termos de um
vetor, de modo que possui diversas componentes). Essas equagdes foram desen-
volvidas para descrever o movimento de substancias fluidas e estabelecem que as
mudancas no momento e aceleragao de uma particula fluida sao simplesmente o pro-
duto das mudancas na pressao e forcas viscosas dissipativas que atuam no fluido e

que se originam na interagao molecular.

5A convecgio é a forma de transmissdo do calor (energia térmica) que ocorre nos fluidos e se
da através de seu fluxo envolvendo transporte de matéria.
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Diferentemente das equacgoes algébricas, as equagoes de Navier-Stokes sao
EDP’s que descrevem o movimento do fluido e nao procuram estabelecer uma rela-
¢ao entre as variaveis de interesse e sim relagoes entre as taxas de variagao destas
quantidades. Em termos matematicos, estas razoes correspondem a suas derivadas
e ao operador divergente. Para o caso mais simples, de um fluido ideal (u = 0), as
equagoes de Navier-Stokes estabelecem que a aceleragao (razao de variacao da velo-
cidade em relag@o tempo) é proporcional a derivada da pressdo interna (equagao de

Euler).

Principio da quantidade de movimento Também chamado de principio de
acao de forgas, diz que a forga resultante agindo sobre um sistema é igual a taxa com
a qual a quantidade de movimento do sistema estd mudando. Em outras palavras,
trata-se da segunda lei de Newton (> F = ma). Classifica-se as forcas atuantes

sobre um porg¢ao de um meio continuo em forgas de corpo e forgas superficiais.

1. Forcas de corpo: As forcas de corpo ou volumétricas sao forgas de longo
alcance e atuam em todos os pontos do meio, de tal forma que a forca resul-
tante sobre um elemento de volume é proporcional ao mesmo. Tais forcas sao
proporcionais a massa atuando em todo o material e sao ditas propriedades
extensivas do mesmo. Portanto, a forca total agindo no elemento de volume

dV, onde f ¢é a forga por unidade de massa:
Feorpo = / pfdVv. (2.9)
v

Os campos gravitacional, elétrico e magnético sao exemplos de forcas de corpo,
assim como forgas centrifugas sobre um fluido em rotagao a partir de um refe-
rencial nao inercial, que nao acompanha a rotacao do fluido. Para um estudo
de fluidos apenas o primeiro grupo de forcas é considerado e, na maioria dos

problemas hidrodinédmicos, apenas o campo gravitacional é levado em consi-
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deracao como forca de corpo o que leva a:

Foorpo = mg. (2.10)

. Forgas de superficie: As forgas de superficie sao forcas de interacao entre
uma dada por¢ao do meio, limitada por uma superficie S e porcoes adjacentes,
interatomicas de curto alcance, transmitidas através da superficie S. Por serem
resultado da interacao com o material, agem na fronteira ja que dependem de

contato. A forga superficial total agindo sobre S pode ser escrita como:

Fsuperficie = /35 Tds, (211)

onde T ¢é o tensor simétrico 3 x 3, chamado tensor das tensoes e ilustrado na

figura 2.8 e dado por:

Tex Tay Tzz
T= |7 Ty Ty |, (2.12)
Tze Tzy Tzz

onde 7;; representa a tensao exercida na diregao j sobre um plano perpendicular

a0 elIxo 1.

' A Componentes
de velocidade

P ¥
”.‘// I
(re+ 2 ) dea
e oy D) drde
g
VN
‘p
<]
T, dx dy
‘ ¥
- d E
pdydz — X < (p+T£dx)dydz
rodyd. +— 4 7] TTZ >

—
-
7, dx dz ar
all” (r, + = dz) dx dy

Figura 2.8: Tensoes em uma particula de fluido (dire¢ao ) ANDERSON JR. (1995)

Tais forgas sao decorrentes de apenas duas fontes:
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Forgas de pressao que agem perpendicularmente a superficie do elemento
de fluido, em decorréncia da pressao exercida por um elemento exte-
rior que envolve o elemento de fluido, pois em regioes de alta pressao,
o elemento de fluido é comprimido. Enquanto que em regioes de baixa
pressao, o elemento tende a esticar. Portanto, as forcas de pressao sao

proporcionais a variagao temporal do volume do elemento de fluido.

Tensoes viscosas normais que agem perpendicularmente a superficie do
elemento de fluido, alterando o seu volume (figura 2.10) e tensoes de cisa-
lhamento que agem tangencialmente & superficie do elemento por meio de
friccao com elementos vizinhos causando-lhe uma deformacao cisalhante
(figura 2.9). A distribuicdo dessas tensoes de T como dado em (2.12) se
dé da seguinte forma: os coeficientes da diagonal sao as tensoes normais

e os demais sdo as tensoes de cisalhamento.

""" A
v Txx
—_—
; . / ; ,
Figura 2.9: Tensao viscosa Figura 2.10: Tensao cisalhante

Considerando um elemento de fluido infinitesimal de volume dV = dxdydz

com as forcas descritas representadas na figura 2.8, a forga resultante na diregao x

se da por:

F,= — [(p+%dx—p)} dydz
+ [(Tm + %dw) — Tm} dydz 013
+ (Tyx + 8521 dy> — Tyx] dxdz (2.13)
+ (7m0 + %=d2) — 7] dady,
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o que pode ser reescrito como:

dp O, or, or
F,=—— = vz = . 2.14
x ( E + E + Dy + 5, >dxdydz (2.14)

Considerando o movimento na dire¢ao do eixo = tem-se:

T €z T D
_9 + or + oy + or dxdydz + pdxdydzg = pdxdydz—u. (2.15)

a
Fsuperficie
N

-~

SF

Vale reparar que foi usada a relagao dada em 2.1, considerando o volume
dV = dxdydz do elemento de fluido da figura 2.8 e ao invés de escrever m para
representar a massa, usa-se pdrdydz.
Du

Isolando o termo de aceleracao 7 e fazendo um modelo anélogo para as

forcas nos eixos y e z obtém-se:

(Du _ _10p | 10mg | 190Tyo | 107

Dt p3x+p6‘x+p8y+paz +9g

Dv _ _10p | 197y | 107Tay | 107z

Dt = pody p Oy p Oz p 0z +9g (216)
Dw _ _19p 4 1071 107y: 10722
\ Dt p8z+p8z+p8y+p6x + 9.

As trés equagoes de momento descritas acima podem ser escritas como sendo
apenas uma em notacao vetorial usando os operadores gradiente e divergente como
feito abaixo. Tais equacoes sao as ditas equacoes de Navier-Stokes:

Du

1 1
- _—_Z V-T , 2.1
Di pr+ pV +g (2.17)

Caso o fluido seja newtoniano, a lei de viscosidade dada em (2.3) ¢ vélida e as

tensoes 7;; exercidas sobre o fluido sao proporcionais aos gradientes de velocidade,
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isto é, ao tensor taxa de deformagao D:
1
Tij = 2[,L |:]D)Z] — g(sw trago(ID))} (218)

sendo 0;; o delta de Kronecker® com

. 1 8ui 8uj
Dy = (axj + a_:@) . (2.19)

Assim sendo, o tensor das tensoes T na equagao (2.17) fica:
1
T =2u []D —3 trago(]D)]I} : (2.20)

com D = % (Vu + VuT) e I representando a matriz identidade. Note também que

traco(D) = V - u LEWINER et al. (2009).

Finalmente, obtém-se a equacao lagrangiana de Navier-Stokes para fluidos

newtonianos, dada por:

Du

1 H o2
= _ZVp+-V . 2.21
D VPt Viutg (2.21)

Uma observacao interessante sobre T, para tais fluidos, Stokes em 1845 obteve

(

Tow = AV - ) + 25"
Tyy = MV - u) + 2/;3—;
Toe = ANV - u) + 2p 24
Toy = Tyz = M (% + %) (2'22)
(3

_ — Ow y v
Tyz—sz—M<3y+3Z )

\

1, sei=y

Delta de Kronecker: §;; = { 0 oy
, sei£].
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onde p é o coeficiente de viscosidade molecular e A é o segundo coeficiente de visco-

sidade. Stokes ainda fez a hipotese que

A== 2.93
S (2.23)

o que é frequentemente utilizado, mas nao foi provado com sucesso até o presente

ANDERSON JR. (1995). No presente trabalho, nao se utiliza destes resultados.

A equagao (2.21) na forma euleriana fica como:

p [?)_1151 +(u- V)(u)} = pg + uV*u — Vp. (2.24)

O tratamento matematica das equagoes de Navier-Stokes

2.5 O coeficiente de Reynolds

O coeficiente, nimero ou moédulo de Reynolds, denotado por Re, é um nimero
adimensional usado em mecénica dos fluidos para o calculo do regime de escoamento
de determinado fluido sobre uma superficie. O seu significado fisico é um quociente
entre as forcas de inércia (up) e as forcas viscosas (j1/L). E expressado por:
_uplL
Y

Re (2.25)

sendo u a velocidade média do fluido, p a massa especifica do fluido, L a longitude
caracteristica do fluxo, também chamada de comprimento de desenvolvimento, e u

a viscosidade dinamica do fluido.

A significancia fundamental do niimero de Reynolds é que ele permite avaliar
o tipo do escoamento (a estabilidade do fluxo) e pode indicar se flui de forma laminar

ou turbulenta. De maneira geral, admite-se os valores de 2.000 e 2.400 como limites,
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isto é, para valores menores que 2.000 o fluxo sera laminar, e para valores maiores
que 2.400 o fluxo sera turbulento. Entre estes dois valores o fluxo é considerado

como transitorio.

O namero de Reynolds constitui a base do comportamento de sistemas reais,
pelo uso de modelos fisicos reduzidos. Pode-se dizer que dois sistemas sao dinami-

camente semelhantes se o ntimero de Reynolds for o mesmo para ambos.

Tabela 2.3: Valores de Re tipicos para escoamento laminar

Fluxo Re

Agua (CNTP) 1,006 - 1076
Fluxo de sangue no cérebro 10?
Fluxo de sangue na aorta 103

Tabela 2.4: Valores de Re tipicos para escoamento turbulento

Fluxo Re
Pessoa nadando | 4 - 10°

Avido 107
Baleia azul 3108

2.6 O coeficiente de Mach (Ma)

Assim como o coeficiente de Reynolds, o coeficiente ou modulo de Mach,
denotado por Ma ou M, é uma medida adimensional de velocidade e é definido
como a razdo entre a velocidade média do fluido u,, e a velocidade do som no
mesmo ¢, ou seja,

um

Ma= -2 (2.26)

C

Em casos de estudos aerodindmicos mais complexos, Ma é definido como a

razao da velocidade média do objeto pela velocidade do som do meio em que esse
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objeto se encontra. Faz-se a seguinte classificagao do escoamento de acordo com o

numero de Mach

Ma < 0.3, escoamento incompressivel
P (2.27)

Ma > 0.3, escoamento compressivel

Ainda na classificacao dos escoamentos compressiveis, pode-se classifica-los
como: escoamento subsodnico (0.3 < Ma < 0.8) onde nao ha onda de choque,
escoamento transonico (0.8 < Ma < 1.2) quando ja h& um inicio de formagcao de
ondas de choque, escoamento supersonico (1.2 < Ma < 3) e escoamento hipersonico
(Ma > 3).
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3 SMOOTHED PARTICLE HYDRODYNAMICS

Como dito no capitulo 1 o SPH é um método de simulacao numérica sem
malha, adaptativo, estavel, de escala macroscopica e de descricao lagrangiana, ini-
cialmente desenvolvido para simulagao de fluxo de gas interestelar em GINGOLD ;
MONAGHAN (1977); LUCY (1977), mas que nos ultimos anos tem sido usado para
modelar problemas hidrodinamicos e de mecanica dos s6lidos que se encontram mo-

delados na forma de EDP’s.

A discretizacao do método SPH é dada por um conjunto de particulas, defi-
nidas como pontos no espaco, as quais outras propriedades individuais relacionadas
a fisica do fenémeno simulado como densidade, velocidade, temperatura, pressao,
energia e etc podem ser associadas. Em um dado ponto do dominio, cada fungao
ou uma de suas derivadas é aproximada por uma média ponderada de contribuicoes

dadas por particulas que estao préximas ao ponto.

Assim, no SPH o estado do sistema é totalmente representado por um con-
junto de particulas, isto é, além de representar o objeto material da simulagao mos-
trando suas propriedades fisicas, as particulas também sao utilizadas como estrutura
computacional, o que torna a programacao simples. Além disso, a massa do sistema
é trivialmente conservada, ou seja, o problema de difusao numérica presente nos

métodos eulerianos nao ocorre no SPH.

O SPH é basicamente um método de interpolagao e sua formulagao pode ser
compreendida em duas fases: representacao integral e aproximagao por particulas.

Na primeira, uma dada propriedade f(z) é definida pela convolugao! de f por uma

!Convolucao: é um operador que a partir de duas funcdes produz uma terceira. O conceito de
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funcao suave W, chamada de funcao de suavizagao ou funcao kernel, dentro de um

dominio € C R3, cuja extensao é proporcional ao comprimento de suavizacao h.
)

As ideias chave do método SPH podem ser descritas da seguinte forma (LIU

. LIU, 2003):

1. O dominio do problema é representado por um conjunto de particulas distribui-
das arbitrariamente, caso ja nao esteja nessa forma. Nenhuma conectividade
é necessaria entre as mesmas e esse aspecto é a caracteristica sem malha do
método. O principal problema desse tipo de abordagem esta em assegurar a
estabilidade da solugao numérica, especialmente em condigoes de contorno de

Neumann;

2. A representacao integral de uma funcao, chamada de aproximacao de ntcleo,
kernel approrimation ou kernel interpolation é usada para a aproximagcao das
fungoes de campo e fornece a estabilidade matematica necessaria do método,
dado que a representacao integral tem um efeito de suavizacao, semelhante
a formulagao fraca do problema. As formulagoes fracas em geral sao muito

estaveis desde que a integracao numérica seja realizada com boa precisao;

3. A aproximacao de ntcleo é novamente aproximada usando-se particulas, tal
processo é chamado de aproximagao de particulas (particle approximation).
Isto é feito substituindo as integrais por somatorios sobre todos os valores cor-
respondentes nas particulas vizinhas em um dominio local, chamado dominio

suporte?. Isso produz sistemas lineares com matrizes de banda ou esparsas o

convolucao esta ligado ao de média movel e é crucial no estudo de sistemas lineares invariantes no
tempo MEDEIROS ; MIRANDA (2011).

(fxg)(z) = /Rf(w —y)g(y)dy = /Rf(y)g(w —y)dy.

2Ver equagao (4.2).
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que é conveniente ji que o esforco computacional é levado em consideragao.
Problemas com grandes deformagoes necessitam de um grande ntimero de par-
ticulas para representar o dominio do problema e isso pode levar um tempo
demasiadamente longo para a CPU resolver tais sistemas caso as matrizes

estejam cheias;

4. A aproximacao de particulas é realizada a cada passo de tempo e, portanto, o
uso de particulas depende da atualizagao da distribuicao espacial das mesmas,
o que forma a caracteristica adaptativa do método. Devido a esta aproximacao
adaptativa a formulacao do SPH nao é afetada pela arbitrariedade da distri-
buicao de particulas que varia com o tempo e dai pode facilmente lidar com
problemas de grandes deformacgoes. Para garantir a precisao da integracgao e
a estabilidade numérica, um nimero suficiente de particulas deve ser utilizado
no somatorio. Além disso, um valor de massa é atribuido as particulas, o que

significa que elas sao efetivamente as particulas do material fisico;

5. A aproximacao de particulas é realizada em todos os termos relacionados as
fungoes de campo das EDP’s para produzir um conjunto de EDQO’s discretiza-

das em relagdo ao tempo (caracteristica lagrangiana);

6. As EDO’s sao resolvidas usando um algoritmo de integragao temporal expli-
cito para alcancar um passo de tempo réapido e obter o histérico de todas
as variaveis. O que precisa ser feito é descobrir uma maneira de determinar o
passo de tempo adequado para assegurar a estabilidade do integrador temporal

utilizado.

Sendo assim, a esséncia do método esta baseada em duas ideias: a primeira
é de que as propriedades do material em um ponto sao aproximadas pela média
ponderada das propriedades ao seu redor e a segunda é de que o meio continuo é
aproximado por um numero finito de particulas, que se movimentam livremente sob

interacao mutua e acao de qualquer forca externa.
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As principais vantagens e facilidades de métodos lagrangianos sem malha sao:

e utilizacao em problemas com grandes deformacoes, uma vez que as particulas

nao apresentam nenhuma conectividade fixa;
e captura de superficies livres e suas variagoes;

e utilizacao em problemas com geometrias complexas ou irregulares, umas vez

que a distribuicao de particulas acontece somente no inicio da simulacao.

3.1 Representacao integral

A representacao integral ou aproximagcao de niicleo é o primeiro passo dos

dois essenciais descritos no método SPH.

3.1.1 Representacao integral de uma funcao de campo:

A formulagao integral de uma func¢ao f : Q C R® — R™ (em geral, n = 3 e

m = 1) bem definida e continua em {2 comega a partir da seguinte identidade:
f(z) = / f(@o(x —2)d' 5 x,2" € R", (3.1)
Q

onde § é a distribuicao Delta de Dirac3.

A equacao (3.1) mostra que a fungao pode ser representada na forma integral

e é exata, contanto que f(z) esteja definida e seja continua em 2. A partir dessa

30 delta de Dirac é uma distribuicdo com as seguintes propriedades:
1) 6(x) =0sex#0ed(0) =o0;2) [;d(x)de=1.
Seu analogo no dominio discreto é o Delta de Kronecker.
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formulagao, substitui-se o Delta de Dirac por uma fungao suave W = W(x — 2/, h)
chamada fun¢ao de suavizagao (smoothing function) e faz-se sua convolu¢ao com

f(2") para aproximar o valor de f(x):

o) = /Q F@W (z — o, h)da, (3.2)

onde h é o comprimento de suavizagao que define a area de influéncia da funcao de
suavizagao W, cuja construgao e propriedades serao descritas e tratadas no capitulo

4. A principio, de maneira mais rigorosa, deve-se existir W* : R — R tal que:

Wiz - h) = %W* (%qu) | (3.3)

onde n é a dimensao do problema, A é um ntmero positivo e W* é uma funcao
diferenciavel, com suporte compacto e integral unitaria. Uma familia W de fungoes
diferenciaveis, com suporte compacto e integral unitaria, é dita uma aproximagao

da identidade LEWINER et al. (2009).

Notagao: O operador da representagao integral é marcado por (x).

(F(2)) = /Q F@W (x — o, B)dar (3.4)

- Propriedades de (x): Sejam fi, fo fungoes R" — R e ¢ € R.

L (fi+ fo) = (f1) + (f2) = (fo) + (f1)
2. (f1- fo) = (fr) - (f2) = (f2) (1)

3. {cf1) = c(fr)
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3.1.2 Representacao integral da derivada de uma fungao:

Utilizando o operador dado em (3.4) para uma funcéo f: Q2 C R" - R™ ¢ a
condicao de compacidade de seu suporte, obtém-se a representacao integral de um

operador diferencial de f. Para obter o operador divergente "V-" | basta substituir
llfll por Hv . f”
(V-1 = [ [V F@W (o~ o' s (35)
Q

Fazendo uso da igualdade a seguir,
V- f@)W(x =o', h) = V- [f(@)W(x =2, h)] = f(a) - W(z = 2", h),
separa-se a expressao em duas integrais LIU ; LIU (2003):
:/QV-f(x') (x — 2 hd$—/f VW (x —2',h)ds’,  (3.6)

aplicando entdo o teorema da divergéncia® no primeiro termo do lado direito da

equagao (3.6):
(V- f(x)) = /89[f(9c')W(x —2',h)] -ndS — /Q[f(x’) VW (x —2',h)|d2’, (3.7)

onde n é o vetor normal & superficie 0f2.

Finalmente, usando o fato de W ter suporte compacto (Ideia chave 4.2 e

propriedade 4.3 da sec¢ao 4.1) chega-se a:

(v /f W (e — o, h)da. (3.8)

4Teorema da divergéncia (Teorema de Gauss): Seja {2 uma regido fechada e limitada de R? cuja
fronteira O ¢ uma superficie orientada positivamente. Se F' é um campo vetorial de classe C' em
um subconjunto aberto de R? que contém ) entdo:

/OQ(F -n)dS = /Q(v - F)dQ
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Vale observar que para casos onde o dominio suporte sobrepoe-se ao dominio

do problema algumas modificagoes serao necessarias.

Seguindo o mesmo raciocinio, pode-se obter a representagao integral para o

gradiente de uma fungao escalar, dada por:

(V@) = — /Q F@YW (- o, h)da. (3.9)

As representagoes integrais do SPH em (3.8) e (3.9) de uma fungao de campo
permitem que o divergente e o gradiente sejam determinados a partir dos valores da
funcao e das derivadas espaciais da funcao de suavizacao W ao invés das derivadas
da propria fungao, isto é uma caracteristica similar as formulagoes fracas de outros

métodos.

3.2 Aproximagao por particulas

A aproximagao por particulas (particle approxzimation) é o segundo passo dos

dois essenciais no SPH.

3.2.1 Aproximagao por particula de uma funcao

No SPH todo o sistema é representado por um niimero finito de particulas dis-
tribuidas no dominio do problema, que carregam massa e ocupam um determinado
espago. A representagao integral obtida anteriormente nas equagoes (3.4), (3.8) e
(3.9) é convertida em uma forma discreta com somatorio sobre todas as particulas
contidas no dominio suporte, como mostrado na figura 3.1. O processo discreto do

somatorio sobre as particulas é chamado de aproximacao por particulas.
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Support Domain u

Figura 3.1: Aproximacao por particulas feitas em um dominio suporte circular de
raio kh HOLMES ; WILLIAMS ; TILKE (2000).

A aproximacao por particulas é usada para calcular o valor de uma funcao
ou de suas derivadas numa posicao conhecida do espaco discreto como a convolucao
dos valores da fun¢ao em particulas vizinhas com uma funcao de distancia analitica
conhecida, sem a necessidade de malhas. Usando a condicao de compacidade, a
integracao sobre o dominio do problema €2 se reduz a integragao sobre o suporte

compacto do ntucleo e, portanto, o somatério também pode ser calculado localmente.

Substituindo-se o volume infinitesimal dz’ na particula j pelo volume AV;
que obedece a relacdo m; = p;AV;, adaptada da equagao (2.1), sendo m a massa
e p a densidade, com j = 1,..., N, onde N é o nimero de particulas no dominio
suporte da particula i, tem-se:

di' = AV; = —L, (3.10)
pj

Entao a aproximagao por particulas é dada por:

) =S Z i)Wy o Wiy = Wai — a5, h), (3.11)

J=1
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ou seja, o valor da funcao na particula ¢ é aproximado pela média dos valores em
todas as particulas j do dominio ponderada pela fun¢ao de suavizacao W. Note que

Wi;; tem unidade inversa de volume.

3.2.2 Aproximacao por particulas de operadores basicos

De modo anélogo ao que foi feito na se¢ao anterior, os operadores divergente

e gradiente de uma funcao f vetorial e escalar serao aproximados,respectivamente,

por:
N N
=1 i =1 Pi
e
N N
(Vf(z:) =(Vfi) = Z #f($j)vimj = Z — [; VWi, (3.13)
j=1 " j=1 "I
onde:

VZVVZ] _ T; — [L’j OW” _ &am]

|2i — ]| Oryy 1y Oy

(3.14)

Deve-se notar que o gradiente da funcao de suavizacao é tomado com respeito
a particula i e portanto o sinal negativo nas equagoes (3.12) e (3.13) sdo removidos

nas aproximagoes por particulas.

O uso dessa soma em particulas arbitrariamente distribuidas para aproximar
a integral faz do SPH um método muito atraente para simulacoes de fluidos que
sofrem grandes deformagoes ou de superficie livie AZEVEDO (2013); MONAGHAN
(1994). Vale ressaltar que a aproximagao por particulas introduz massa e densidade
as equagoes, o que é convenientemente aplicado a problemas hidrodinadmicos nos

quais a densidade é uma variavel de interesse.
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Entretanto, a aproximagao por particulas também esté relacionada a alguns
problemas numéricos inerentes ao SPH como a inconsisténcia da particula e a ins-
tabilidade a tragoes. Deve-se mencionar que o nimero de pontos da amostragem,
para a integragao deve ser maior do que os nos de campo (particulas). Sugestoes

para tratamentos de tais problemas sao encontrados em LIU ; LIU (2003).

3.2.3 Operadores SPH

As aproximagoes obtidas nas equagoes (3.12) e (3.13) para os operadores di-
ferenciais sao raramente utilizadas quando o SPH é usado para simulagoes em CFD,
pois sao imprecisos e frequentemente nao obedecem as propriedades de conserva-
¢ao associadas as equagoes do modelo continuo. Outras aproximagoes resultantes
de propriedades implicitas do proprio método ou de identidades para os operado-

res diferenciais se mostraram mais adaptados a fisica do problema ou a defini¢ao
mateméatica TAKEDA ; MIYAMA ; SEKIYA (1994).

3.2.83.1 Operadores de primeira ordem

Quando os operadores aproximados pelas equagoes dadas anteriormente sao

combinados com um termo que contém a expressao nula:
N

VW (x) =Y VW(x—x;) =0,
j=1

desde que {W(xz — z;)}; seja uma particao da unidade, pode-se encontrar melhores

aproximacoes, como os exemplos a seguir.
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Gradiente SPH I:

N
(Vi) = Z %(fz — [5) VWi, (3.15)
j=1
Divergente SPH I:
N
(V- fi) :Zﬁ(fi_fj)’viwija (3.16)
j=1 "

onde podemos representar f; — f; como f;;.

Outras aproximagoes sao encontradas na literatura. Em MONAGHAN (1992)
é sugerido escrever o gradiente de um campo escalar usando a regra do produto

abaixo a fim de obter aproximagcoes mais precisas para os operadores diferenciais:

Vf- %[V(pf) v (3.17)

e similarmente o divergente de um campo vetorial como:

VS =2V (pf) = - V0 (3.18)

Aplicando (3.17) e (3.18) as equagoes (3.13) e (3.12), respectivamente, obtém-

se os operadores SPH a seguir.

Gradiente SPH 11I:

N
(Vfi) = 1, [Z %j(fi — [;)ViWy (3.19)
il=1 P
Divergente SPH 1I:
1 [ &L m;
(V- fi)=— [Z #(fz‘ — i) ViWy (3.20)
ili=1 P



58

Note que as aproximagoes (3.15) e (3.19) sao bastante semelhantes as apro-
ximagoes (3.19) e (3.20), a diferenca entre os conjuntos de operadores I e IT é o uso
do volume ~* nas equagdes (3.15) e (3.15) ao invés de — utilizado nas equacdes

J 7

(3.19) e (3.20).

Com o intuito de obter operadores simétricos, isto é, a interacao entre duas

particulas ¢ e j é simétrica, considere a seguinte identidade:
\Y% 1 1
L))

Pode-se definir novos operadores SPH variando o valor de # na igualdade

acima. Os operadores listados abaixo foram obtidos com 6 = 2.

Gradiente SPH III:

J )

j=1

Divergente SPH III:

(V- 1) = pi [imj (i; + fi) VWi (3.23)

i1 Pj p;

Uma caracteristica dos operadores obtidos nessa secao é que a interagao entre
as particulas aparece explicitamente no operador SPH. Nos conjuntos I e IT o termo
"—f" i ao d d difi iai funco -

f;" assegura que a aproximacao dos operadores diferenciais para as fungoes cons
tantes seja exata e em funcoes que diferem por uma constante, qualquer uma dessas

aproximagoes, obtém o mesmo resultado para ambas as fungoes CARMO (2008).
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3.2.83.2  Operador laplaciano

A aproximacao bésica para o laplaciano de uma funcao escalar poderia ser
obtida usando-se as representagoes integrais dos operadores gradiente e divergente

dados nas equagoes (3.9) e (3.8) para entao obter a representacao integral do lapla-

clano
(V2 ) (z) = /Q F@)V2W (@ — o/, h)da. (3.24)
Assim chega-se ao seguinte operador laplaciano apds a aproximagao por par-
ticulas:
N N
(V1)) = (V2R) = 302 (@) Vi = 3021,V (3.25)
j=1 j=1

Porém, a equagao (3.25) é muito sensivel a desordem de particulas como foi
mostrado em CLEARY ; MONAGHAN (1999). Uma outra maneira de obter o ope-
rador laplaciano no SPH é aplicar o operador gradiente a alguma funcao escalar f
e entao definir Vf como uma nova funcao g utilizando um dos operadores diver-
gentes definidos anteriormente, obtendo V - g. O resultado obtido apos essas duas

aproximacoes é uma aproximacao para o laplaciano

V.g=V-Vf=Vf=Af (3.26)

Usando os operadores gradiente e divergente no grupo II dados pelas equacoes

(3.19) e (3.20) obtém-se o operador laplaciano composto CARMO (2008)

N

(V1) = (BF) == | Yomy (V) = (V) VW | (320
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onde

N
(fu) = i > mulfi = fi) VWi

=1

e N’ é o numero de vizinhos da particula k.

Outras aproximagoes para o operador laplaciano sao construidas em CLE-
ARY ; MONAGHAN (1999); COLIN ; EGLI ; LIN (2006).

3.3 SPH aplicado & dinamica de fluidos

Visto que o SPH é um método eficiente para a simulacao e solucao de fend-
menos descritos por EDP’s, pretende-se entao discretizar as equacoes de governa-
bilidade de fluidos vistas no capitulo 2: a equacao de continuidade, que descreve a
conservagao de massa, dada em (2.7) e a equagdo de momento, que descreve como
o fluido se movimenta, dada em (2.21). Faz-se a discretiza¢ao espacial dessas equa-
¢oes que irao gerar um sistema de EDO’s em relacao ao tempo que por sua vez sera

resolvido via integracao temporal.

3.3.1 Equacao de continuidade

A equagao de continuidade lagrangiana dada em (2.7),

Dp
— +pV-u=0
Dt TPV uEY
diz que a massa contida no volume de controle de um elemento de fluido como o da

figura 2.1 permanece inalterada mesmo que o fluido sofra expansao, compressao ou

deformagao.
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Incompressibilidade: Um fluido é dito incompressivel quando a densidade de
um elemento de fluido nao ¢é afetada pela variacao da pressao, ou seja, durante o
escoamento o volume de qualquer particula é preservado mesmo sob influéncia da
pressao. A densidade de um elemento de fluido pode variar em virtude da con-
ducao térmica; porém, as variacoes de temperatura serao consideradas pequenas o
suficiente para que as alteracoes na densidade sejam despreziveis. Logo, pode-se
considerar a densidade em cada elemento de fluido como constante. Assim, em um
escoamento de fluido incompressivel, a variagao temporal da densidade é nula, isto
é7

Dp

Dy = 0.

Dessa maneira a equacao de continuidade (2.7) toma uma forma simples:

V-u=0. (3.28)

Matematicamente, um fluido que escoa através de um campo de velocidade
de divergéncia nula é incompressivel e a restri¢do (3.28) é dita uma condigao de
incompressibilidade. Os liquidos compoe uma rica classe de fluidos incompressiveis,
entretanto, no mundo real nenhum fluido é realmente incompressivel, até mesmo um
liquido pode ter a sua densidade aumentada aplicando-se a pressao adequada para

tal.

A equagao de conservagao de massa (3.28) nao serve como equagao evolutiva
para nenhuma variavel e passa a ser apenas uma restricao do campo de velocidade.
Mais ainda, nenhuma relacao termodinadmica pode ser utilizada para obter a pressao
em escoamentos incompressiveis, ou seja, a pressao nao ¢ uma grandeza termodina-

mica nesse tipo de escoamento.
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Aproximagoes SPH da densidade: A aproximacgao da densidade é muito im-
portante no SPH uma vez que a densidade determina a distribui¢ao das particulas
e a evolugao do comprimento de suavizagao h. Existem dois métodos de aproxima-
¢ao mais comuns para a densidade, o mais tradicional é chamado de densidade de
somatorio (summation density) e consiste em aplicar diretamente a densidade em
(3.11), ou seja, tomar a densidade de uma particula i como uma média ponderada

das massas de suas particulas vizinhas j:

N
(pi) = pi =Y m;Wy. (3.29)
j=1

Entretanto, a aproximagao (3.29) torna a simulagdo um pouco mais lenta ja
que a densidade ¢é calculada antes dos demais parametros. Uma alternativa para esse
célculo é usar a densidade continua (continuity density), que aproxima a densidade

de acordo com a equagao de continuidade dada em (2.7):

N
Dpz m;

J=1

A densidade da particula i é obtida integrando a equagao (3.30) em relagao
ao tempo. Essa aproximagao foi usada em LOBOVSKY ; VIMMR (2007); MO-
NAGHAN (1989) por ter o beneficio de reduzir erros de inconsisténcia de particulas

devido a sua forma antissimétrica de velocidades relativas.

A densidade de somatorio (3.29) conserva a massa de maneira precisa dado
que a integragao da densidade sobre o dominio do problema é exatamente a massa
de todas as particulas (massa do sistema) ao contrario da densidade de somato-
rio (3.30) MONAGHAN (1992). Todavia, a densidade de somatério tem efeitos de
borda quando aplicada em particulas localizadas perto da fronteira do dominio do
problema e suaviza demais a densidade dessas particulas, levando a resultados es-

puarios. Tais resultados podem ser corrigidos com a aplicacao de particulas virtuais
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na borda HOLMES ; WILLIAMS ; TILKE (2000); LOBOVSKY ; VIMMR (2007):
SIGALOTTI et al. (2003).

Uma possivel melhora de acuracia para aproximacao de somatorio é norma-
lizar o lado direito da equagao (3.29) com o somatorio da propria fungao W sobre

as particulas vizinhas:

(3.31)

Essa expressao melhora a acuracia perto das fronteiras e interfaces materiais
quando o somatoério é tomado somente sobre particulas do mesmo material com

densidade descontinua.

3.3.2 Equacao de momento

A aceleracao em cada particula i é calculada através da equacao de momento

que foi dada em (2.21):

Dlli
Dt

1
—g— —Vp + oV, (3.32)
Pi j

)

Existem trés tipos de forgas no lado direito da equagao (3.32): as que mode-
lam as forgas externas (de superficie), a pressao e a viscosidade (forgas de corpo).
A soma dessas forgas determina a variacao do momento da particula 7. A ideia é
aplicar os operadores apresentados na se¢ao 3.2.3 nos dois ultimos termos, pressao
e viscosidade, ja que apenas a gravidade atua como forca externa e é diretamente

aplicada sobre a particula sem a necessidade de uso do SPH.

1. Gradiente de pressao: Usando o operador simétrico para o gradiente dado
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na equagao (3.22), tem-se:

——sz— ij (ﬁ p—g) VWi (3.33)

j )

Neste caso, uma vez que a fun¢ao de suavizacgao tem gradiente nulo no centro
e a particula ¢ usa apenas a pressao na posi¢ao da particula j para calcular
a forga de pressao, e vice-versa, as forgas de pressao serao simétricas. Caso a
pressao seja diferente nas posi¢oes das particulas isso ainda satisfaz a terceira

lei de Newton.

No SPH, ao contrario dos métodos com malha onde a pressao é a solucao
implicita de uma equacao de Poisson, a pressao é uma funcao explicita da
densidade local do fluido semelhante as equacoes de estado da termodinamica.
Dado que as particulas apenas carregam trés grandezas: massa, posi¢ao e
velocidade CARMO (2008), a pressao nas posigoes das particulas deve ser

avaliada primeiro e isto é feito em duas etapas:

(a) a massa e a densidade da particula aparecem na equagao (3.11), uma
vez que cada particula i representa um determinado volume. Enquanto a
massa m; ¢ constante para toda a simulagao, a densidade p; varia e deve
ser calculada a cada instante de tempo, assim basta usarmos (3.29) ou

(3.31).

(b) calcula-se a pressdo pela equagao de estado introduzida em MORRIS ;
FOX ; ZHU (1997) em simulagoes de fluidos quase-incompressiveis de alta

viscosidade, dada por:

p=3p, (3.34)
onde ¢ ¢ a velocidade do som no meio. A forma discreta de (3.34) ¢ dada por:

pi = C2(Pz‘ — Po)- (3.35)
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Os primeiros trabalhos com o método SPH GINGOLD ; MONAGHAN (1977);
LUCY (1977) tratavam de fluxos de gases interestelares, isto é, uma aborda-
gem com fluidos compressiveis, em MONAGHAN (1994) foi mostrado que
o SPH também poderia ser utilizado para simulagao de fluidos incompressi-
veis. Além disso, MONAGHAN (1994) mostrou duas maneiras de tratar essa
aproximacao para fluidos incompressiveis: a primeira utilizava as equagaos
de Gibbs-Appell, o que nao se mostrou muito eficiente devido aos calculos
extramamente laboriosos e, a segunda, em uma equacao de estado diferente
da introduzida em (3.34) por MORRIS ; FOX ; ZHU (1997), ja que é possi-
vel observar em fluidos reais, como a agua, algum tipo de compressibilidade.
Assim, ao contrario da maioria das aproximacgoes que consideram um fluido
compressivel como incompressivel, a abordagem feita é contraria: o fluido real

é aproximado por um que seja mais compressivel.

O objetivo de introduzir a compressibilidade artificial dada pela equacao de
estado (3.34) é produzir a derivada temporal da pressao. Para isso a velocidade
do som deve ser escolhida cuidadosamente para garantir uma solucao eficiente
e precisa de um determinado problema. De acordo com MONAGHAN (1994)
o valor da variacao de densidade 9, ¢ dado por:

Ap _fp—pol Vi

0, =
P Po Po c?

= Ma?, (3.36)

onde V; é a velocidade média de massa do fluido (bulk velocity) e Ma é o
namero de Mach como definido em (2.26). Como a velocidade do som real é
muito grande e o nimero de Mach correspondente é muito pequeno a variagao

de densidade 9, ¢ desprezivel.

Sendo assim, a fim de aproximar um fluido real como sendo um fluido arti-
ficialmente compressivel (quase-incompressivel), um valor muito menor que a
velocidade do som real deve ser utilizado. O valor de ¢, por um lado, deve ser
grande o suficiente para que o comportamento do fluido quase-incompressivel

seja suficientemente parecido com o fluido real; por outro lado, nao deve ser
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tao elevado de maneira que torne o passo de tempo proibitivamente pequeno
MORRIS ; FOX ; ZHU (1997).

Considerando o equilibrio entre o passo de tempo (3.44) e o comportamento
incompressivel do fluido, deve haver um valor ideal para o velocidade do som.
A partir da equagdo (3.36) pode ser visto que a velocidade do som a ser
escolhida esté intimamente relacionada com a velocidade média do fluxo V;.
Portanto, gradientes de pressao obtidos utilizando uma velocidade de som alta
sao potencialmente ruidosos. No entanto, as velocidades obtidas sao precisas
se suavizadas, por exemplo, pela técnica XSPH (6.22). Em MORRIS ; FOX ;
ZHU (1997) ha uma sugestao para a estimativa de ¢ considerando o equilibrio

entre as forcas de pressao, viscosidade e corpo.

Para muitas aplica¢oes, uma estimativa aproximada de movimento do fluido
em massa ¢ suficiente. No entanto, para outros problemas, sao necessarias
estimativas precisas do campo de pressao. O calculo da pressao é um ponto
muito delicado nas simulagoes de fluidos incompressiveis via SPH, pois ha uma
grande dificuldade de manter a incompressibilidade do fluido devido a falta de

um controle explicito da densidade global MORRIS ; FOX ; ZHU (1997).

O método proposto para forcar a incompressibilidade no escoamento separa o
calculo da pressao do da velocidade, sendo, por isso, muitas vezes chamado de

método de desacoplamento pressao-velocidade.

. Forca de viscosidade: Para o termo viscoso, pode-se usar a aproximacao
sugerida em LEWINER et al. (2009):

1A

i

N
9 . ) W
ﬂv2ui:—ﬂzﬂ(uj—ui)<% “’)2 VilVyy. (3.37)
Pi Pi 5 Pi

Finalmente chegamos a equacao de momento através do método SPH para
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um fluido incompressivel:

N N
Du; (pi—po) | *(pj = po) 201 o~ My (v — @
e = > m, [ T — VilVi+== >~ (uy—u;)

) - VWi,
r2 *9-
Py ij

(3.38)

j=1

3.3.3 Integragao temporal

Como visto, o método SPH permite calcular as derivadas a partir de par-
ticulas distribuidas aleatoriamente no espago, obtendo densidade, pressao e outras
grandezas envolvidas no problema. Porém, as equagoes (2.7) e (2.21) envolvem de-
rivadas temporais e para tratar este tipo de derivada usam-se métodos construidos
a partir de amostras temporais distribuidas uniformemente, o que faz tais métodos
se aparentarem com a discretizacao de derivadas em reticulados, onde o MDF ¢é o

método mais usado.

No contexto temporal, calcula-se um ponto do reticulado (ou malha) em
fungao apenas dos pontos inferiores (instantes anteriores). Quando o calculo é direto,
isto ¢, determina apenas o instante atual da simulacao, o método é chamado de
explicito e é plenamente satisfatorio para as simulacoes lagrangianas, embora haja
um meio termo entre a qualidade de aproximacao a priori de uma discretizagao e

seu custo computacional LEWINER et al. (2009).

O método de Euler: O método de Euler ¢ o método explicito mais simples
e conhecido e corresponde & primeira aproximacao da derivada, conhecida como

diferencga para frente (forward) que pode ser escrito como:

du w(t+h) —u(t)  u(t+ At) —u(t)

() =lim ; ~ X . (3.39)

Esta estimativa de derivada permite calcular o instante seguinte, t + At,
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diretamente a partir do instante atual ¢, o que torna o integrador eficiente, dado que

necessita de apenas dois pontos de tempo.

Como a velocidade pode ser vista como uma funcao vetorial do tempo, se a
funcao for bem aproximada, por seu polinémio de Taylor, tem-se:
du

u(t + At) = u(t) + Ata(t) + O((At)?). (3.40)

A aproximagao de Euler pode ser escrita como:

(%(t))wer = %(t) +O(AD). (3.41)

Por causa dessa analise, o método de Euler é dito de primeira ordem, supondo
que a velocidade seja uma funcao suficientemente suave, o que nao ocorre em fluido
perto de um vortice ou em turbuléncia, por exemplo. A baixa ordem do integrador
pode tornar a simulacao bastante sensivel em certas circunstancias, mas pode ser
remediada tomando-se um passo de tempo idealmente pequeno para que O(At) seja
inferior a precisao desejada LEWINER et al. (2009). Em LIU ; LIU (2003) é sugerido
que o método de integracao seja algum método de segunda ordem como Leap-Frog,
preditor-corretor ou ainda o MRK, mas que ainda assim apresentariam problemas
parecidos com o método de Euler em relagao ao passo de tempo e o comprimento
de suavizacao. Uma sugestao para esse problema seria utilizar o passo de tempo

adaptativo para minimizar o erro da integracgao.

Assim sendo, a equagao (3.38) fica:

< (pi — po) | *(pj — po)
uﬁ“ = uf + At. | — Z mj |: ! + J :| lel]
7=1

P r;
- N (3.42)
2 m; T x;) - V; W,
| Pi =1 Pj 7
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Estimativa do passo de tempo: Como dito, os métodos de integracao temporal
aproximam bem a derivada temporal caso o passo de tempo tenda a zero. Numeri-
camente isso € muito caro e limitado pela propria maquina. Assim sendo, existe um

meio termo entre precisao do método e tempo de processamento.

Os esquemas explicitos de integragao temporal estao sujeitos & condicao de
Courant-Friedrichs-Lewy para a estabilidade. A condigao CFL estabelece que o do-
minio computacional de dependéncia em uma simulagao numérica deve incluir o
dominio fisico da dependéncia ou que a velocidade maxima de propagagao numérica
deve exceder a velocidade maxima de propagacao fisica. Ou seja, a condigao CFL
requer que o passo de tempo seja proporcional & menor resolucao espacial da parti-
cula, dada pelo comprimento de seu dominio suporte kh no método SPH. A avaliagao
do dominio fisico é relacionada as propriedades do material simulado, geralmente
caracterizado pela velocidade do som ¢ neste meio. A velocidade ¢ caracteriza a
velocidade maxima com a qual uma modificagdo se propaga mecanicamente. Em
termos matematicos temos: )

K

A condicao CFL se aplica a priori para solucoes através do MDF para fenéme-
nos regidos por EDP’s hiperbélicas. No nosso contexto, ela pode ser extrapolada em
um passo de tempo adaptativo dado pela expressao (3.44) encontrada em MORRIS
; FOX ; ZHU (1997).

2,
At = 0.1min; {L M} . (3.44)
[wsll + ¢ 8

Outras estimativas para o passo de tempo podem ser encontradas, dentre
outros, em MONAGHAN (1989, 1992); MORRIS ; FOX ; ZHU (1997).



70

4 FUNCOES DE SUAVIZACAO

Um dos principais interesses dos métodos numéricos quando usados para
modelagens dinamicas é o quao efetiva é a aproximagao feita da fungao encontrada
na modelagem do problema. Na representagao integral do SPH faz-se uso de fungoes
de suavizacao W, também chamadas de funcoes kernel ou fungoes nucleo, que tem
um papel importante em todo o método. As fungoes W determinam a acurécia
da representacao da fungao de campo, a eficiéncia computacional e o padrao para
a aproximagao do método, define a dimensao do dominio suporte das particulas,
determina a consisténcia do método e as precisoes das aproximacgoes de ntucleo e de

particula.

4.1 Propriedades
As fungoes de suavizagao W devem obedecer as propriedades a seguir:

1. Condigao unitaria: a fungao de suavizagao deve ser normalizada sobre seu
dominio suporte €2, tal fato assegura a consisténcia de ordem zero (C°) da
representacao integral de uma funcao continua. Essa condi¢ao também é cha-
mada de condicao de normalizagao.

W(x — ' h)dz" = 1. (4.1)

Qs

2. Suporte compacto: a fungao de suavizacao deve ter suporte compacto. Esta

propriedade transforma a aproximacao do SPH de uma operacao global para
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uma operacao local.
W(x—2")=0 ; |z—2'| > kh, (4.2)

onde h é o comprimento ou raio de suavizacao e k é um parametro escalar que
determina que a propagacao da fungao reside no dominio suporte e garante

que o erro associado com tal suposicao é pequeno.

Vale lembrar que o suporte de uma fungao real f, continua em ]a, b[ é o fecho
em |a, b[ do conjunto dos pontos de Ja, b onde f nao é nula. Representa-se o

suporte de f por supp(f) MEDEIROS ; MIRANDA (2011). Simbolicamente

tem-se:

supp(f) = la,b[ = {x €]a, b | f(z) # 0}. (4.3)

Um conjunto é dito compacto quando ¢ fechado e limitado LIMA (2012).

>4
s

Dominio do " :t/_////Fronteira'
~ problema !
Dominio do

problema

Dominio
suporte Dominio suporte —
e

Figura 4.1: Exemplos de dominios suportes

Associando as duas propriedades citadas até aqui tem-se:
/ W(x — 2, h)dz" = 1. (4.4)
Q

. Positividade: a funcao deve ser nao-negativa no seu dominio suporte. Esta
nao ¢ uma propriedade matematicamente necessaria para a convergéncia, mas é

importante para garantir o significado fisico e estavel do fenémeno em questao.

W(x—2")>0 ; VYxe& Dom(W). (4.5)
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4. Decaimento: o valor da funcao de suavizacao para uma particula deve ser
monotonicamente decrescente conforme a distancia para a propria particula
aumenta. Essa propriedade é baseada na consideracao fisica de que quanto
mais proxima uma dada particula estiver a particula em questao deve haver

maior influéncia da fungao.

Wz —a' h) <W(x—2",h) sel|z—2|>|z—2]. (4.6)

5. Propriedade da distribuicao Delta: essa propriedade garante que con-
forme o comprimento de suavizagao tenda a zero a funcao de campo se apro-
xime do valor real da funcao, ou seja, (f(x)) — f(z) quando h — 0, ou
ainda:

lim W(x — 2/, h) = §(x — 2'). (4.7)

h—0

6. Simetria: a funcdo de suavizagao deve ser uma fungao par (com simetria no
eixo vertical). O significado desta propriedade é de que particulas de diferentes
posicoes, mas com a mesma distancia, terao efeito igual sobre a particula
observada. Entretanto, esta nao é uma condi¢ao muito rigida devido a alguns

tratamentos de fronteira ou da propria modelagem.

7. Suavidade: a fungao de suavizagio deve ser suficientemente suave (W € C*,
k > 1). Para a fungao e suas derivadas serem bem aproximadas as fungoes de

suavizagao devem ser suficientemente continuas para obter bons resultados.

Assim sendo, qualquer funcao que obedeca a essas propriedades pode ser uma

funcao de suavizagao do SPH.
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4.2 Condicoes de construgao das funcoes de suavizagao

Dadas as propriedades das funcoes W na secao anterior, a pergunta que apa-
rece é se existe algum procedimento padrao para o desenvolvimento das fungoes
de suavizagao. No MDF, o conceito de consisténcia define o quanto um sistema
de equagoes discretas se aproxima das EDP’s que modelam o problema fisico. O
teorema de equivaléncia de Lax-Richtmyer feito em LAX ; RITCHMYER (1956)
diz que, dado um problema bem posto, isto é, um problema que depende continua-
mente das condigoes inicias, em um esquema de aproximagao numérica (em MDF)
consistente a existéncia de estabilidade é uma condi¢ao necessaria e suficiente para

a convergéncia do sistema linear de equacgoes obtidas pelo esquema.

De maneira semelhante, usando expansao em série de Taylor, uma analise
das aproximacoes SPH pode ser considerada. Primeiramente, essa anélise é conside-
rada sobre as aproximacoes continuas do método SPH, obtidas pelas representagoes
integrais de uma funcdo e suas derivadas (equagoes (3.4), (3.8) e (3.9)). No que
se segue, ver-se-a que condi¢oes devem ser satisfeitas para que uma funcao defina
um nicleo no método SPH de tal forma que as aproximagcoes tenham certa ordem
de precisao. Além disso, essas condi¢oes podem ser usadas para definir ntcleos no

método SPH de forma sistematica LIU ; LIU ; LAM (2002).

Em CFD a derivada de maior ordem encontrada nas EDP’s das modelagens
matematicas feitas é de segunda ordem, somente seré feita a aproximacao das duas

primeiras derivadas de uma dada fun¢ao de campo f.
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4.2.1 Aproximando uma fungao de campo

Dadas uma fungao de campo f suave e uma funcao de suavizacao W no

dominio 2, como dado em (3.4), sua representagao integral é:

() = [ FWa = hds' (45)

Para f(x) suficientemente suave, pode-se calcular sua expansao em série de

Taylor em 2’ ao redor do ponto x:

) (o
fay =3 @y (19)

k!
k=0

fat) = - (—1)’“h;f(k)(x) <“”;L"”/)k+rn (x;x) (4.10)

sendo 7, o resto da série de Taylor. Substituindo 4.10 em 4.8, obtém-se:

<f(”””)>:/ﬂ [(i (—l)kh;f(k)(az) (x;x)k) S dx,_i_rn(x;x’)

k=0
(4.11)

e depois:

@) =3 Af (@) + 1 (”“" ;’”') | (4.12)

onde:

_1\kpk EEPWANY.
Ap = (=L / — W'(x — ' h)da'. (4.13)
I
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Portanto, as seguintes igualdades, tomando k = n, sao validas:

Ay = Jo Wz —a' h)da'! = 1,

A = —h [, E5EW(x—a h)de = 0,

Ay = g—?fg(m_T"ﬂ)zVV(x—x’,h)dx’ = 0, (4.14)
| Av = S0 o)W e — o' hyda! = 0.

Como h > 0, chega-se a:

My = Jo Wz — o' h)da = 1,
M, = [y(@—aYW(x—2a h)da = 0,
M, = [y(z—2a')*W(x—2a' h)ds' = 0, (4.15)

M, = [,(z—a)"W(x—2a' h)ds = 0.

A primeira equagdo em (4.15) é a condi¢do de unidade e a segunda, a de
simetria. Com essas duas condigoes satisfeitas tem-se a consisténcia de primeira

ordem para a aproximacao de nicleo da funcao f.
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4.2.2 Aproximando uma derivada

Procedendo de maneira anéloga com a aproximacao da derivada f’ de uma

fungao f, substituindo f por f’ em (4.8):

(f'(x)) = /Qf'(x')W(l' — 2, h)de'. (4.16)

Integrando por partes:

(f'(x)) = f@YW(x — ' h) - ndS — / f@ YW (z — ', h)da, (4.17)
00 0

onde n é o vetor normal & superficie 02. Substituindo o segundo termo do lado

direito da equagao por (4.12):

(Fl@) = | F@W(z—a'h)-ndS+ > AL ¥ () +r, (I ;f) . (4.18)

0% k=0

sendo o termo Aj:

—1)kt1pk N\ k
a = EDTh / TV W - h)da. (4.19)
o o\

Logo, chega-se as seguintes igualdades, tomando k£ = n:

;

M) = Jo W'z — ', h)da' = 0,
M = [J(&—aW'(zx—2a h)da = 1,
My = [y(x—a')W'(x—2a h)ds' = 0, (4.20)

M, = [,(x—a)"W (x—2a' h)ds = 0.
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W(x —2',h)|s = 0. (4.21)

A condigao (4.21) requer que W desaparega na superficie do dominio suporte

(condicao de suporte compacto).

4.2.3 Aproximando a segunda derivada

Novamente procede-se de maneira andloga para a aproximacao da segunda

derivada de uma funcdo f, como foi feita em (4.16):

_ /Qf//(x/)w<x _ 13/, h)d:U/ (4.22)

Integrando mais uma vez por partes:

(f7(x)) = f (@YW (x—a' h)ndS— | f(x" YW (x—2', h)-ndS%—/Q f YW (z—2', h)da!

o0 o0

o que finalmente leva a:

(f (a /f W (z—a', h)-fidS— /f YW (z—a', h) ndS+ZA F® ()4, (x;x)
(4.23)

onde:

_1\kpk ERPWANY
Al = (=" / — W"(x — ', h)dz'. (4.24)
o\ h
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Assim, as igualdades a seguir sao validas, tomando k = n:

(

MY = Jo W"(x — o', h)da’ = 0,

M = [(x—2"\W'(x—2' h)de = 0,

My = fQ(x — 2 )*W"(x — 2’ h)dd’ = 2, (4.25)
| M) = [z —2)"W(z -2/ h)dr’ = 0.

Wi(x -2 h)|ls=0

(=, h)ls =0, (4.26)
W'(z —a',h)|s =0

as condigbes em (4.26) requerem que W e W’ desapare¢am na superficie do dominio

suporte, novamente como a condicao de suporte compacto.

4.2.4 Consideracoes finais

As condigoes de construcao das fungoes de suavizagao podem ser classificadas

em dois grupos:

1. O primeiro grupo, (4.15), (4.20) e (4.25), mostra a habilidade da funcdo de
reproduzir um polinémio. Satisfeito isso, a funcao pode ser aproximada com

ordem n de precisao.

2. O segundo grupo, (4.21) e (4.26), define os valores de superficie da funcao,
tal como suas primeiras derivadas, e é requisito para a propriedade de su-
porte compacto da funcgao. Satisfeitas tais condic¢oes, a funcao de campo é

aproximada com exatidao de ordem n.
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A analise baseada em expansao em series de Taylor esté diretamente relacio-
nada ao conceito de consisténcia para o MDF. Similarmente, o conceito de consistén-
cia para o MEF também pode ser aplicado ao método SPH. No MEF a consisténcia
é caracterizada pela maior ordem polinomial que pode ser exatamente reproduzida
usando uma fungao base RINCON ; LIU (2012). Pode-se mostrar que, no método
SPH, a representacao integral reproduz exatamente polindbmios de grau menor que

ou igual a n desde que as condigoes (4.15) e (4.20) sejam satisfeitas pelo nticleo.

4.2.5 Consisténcia da aproximagao por particulas

Na subsecao anterior o conceito de consisténcia foi apresentado para a formu-
lacao continua da aproximacao por nucleos W, ou simplesmente, para as represen-
tacOes integrais. Porém, essa consisténcia nao pode ser assumida pelo SPH devido

ao segundo passo de sua formulacao: a aproximacao por particulas.

O problema no qual as aproximagoes por particulas dos momentos M, dados
em (4.15) nao sao satisfeitas em métodos de particulas é conhecido como inconsis-

téncia de particulas. A versao discreta da consisténcia é dada por:

Zj.vzl W(x —x;,h)Ax, =1 (4.27)
Z?]:l(x_xj)kw<x_$j,h)ij =0, k=1,...,n, '

sendo N o total de particulas contidas dentro do dominio suporte para a particula

de posicao x.
As condigbes discretizadas de consisténcia dadas em (4.27) nem sempre sao
satisfeitas, como por exemplo, os casos onde uma particula esta localizada perto da

fronteira ou quando h& uma distribuicao irregular como mostrados na figura 4.2

Em LIU ; LIU ; LAM (2002) é descrito um algoritmo para a construgao de
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Particula

Fronteira

-y
*

Figura 4.2: Possiveis problemas para a paproximacao de particulas

um ntucleo polinomial de grau n:

W(x — ;,h) :ébl(:c, h) (‘”;Ij)l, (4.28)

tal que as condigbes de consisténcia discretas dadas em (4.27) para uma aproximagao

de ordem n sejam satisfeitas.

Os coeficientes by (z, h) sao determinados pelo algoritmo resolvendo o sistema
abaixo, obtido ao substituir a fungao de suaviza¢do como dada em (4.28) em todos

os momentos discretos.

mo(x,h)  my(z,h) ... mg(z,h) bo(x, h) 1
ml(i)s, h) mg(.:E, h) : mk+1:(x, h) by (as, h) _ 0 (4.29)
mg(x,h) mypi(x,h) .. mog(z, h) by (z, h) 0

onde

mu(z, h) = i (‘7” _hxj)kmj. (4.30)

Apos determinar os coeficientes by(x, h), a fungao de suavizagao polinomial
dada em (4.28) determina uma aproximagao por particulas com consisténcia de or-

dem n. Porém o elevado custo desse método deve ser levado em consideracao, o
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qual concentra-se em construir essa matriz de momento e resolver o sistema deter-
minado por ela para cada particula. Mais ainda, para resolver o problema, a matriz
deve ser nao-singular e, portanto, a distribuicao das particulas deve satisfazer certas
condicoes. Por tltimo, vale ressaltar, que o nucleo obtido pode nao ter algumas

propriedades desejaveis, como por exemplo: positividade, decaimento e simetria.

4.3 Construindo funcoes de suavizacgao

Com as propriedades obtidas em (4.15) e (4.26), controi-se analiticamente

expressoes para as funcoes de suavizagao.

My = [ ,W(z—2a/ h)dd = 1,

(

M, = [,W(z—2a' h)dz = 0,

(4.31)
| M, = [,W(z—2a' h)dz' = 0.
e
W — ', B)]s = 0 )
W'z —a',h)|s =0

4.3.1 Fungoes polinomiais

Caso a fungao W seja polinomialmente dependente da distancia relativa R
dos pontos = e 2/, pode-se assumir que a funcao de suavizacao tem a seguinte forma

no dominio suporte com uma influéncia kh:

W(x —a',h) =W(R) = ao +a1R+ a;R* + ... + a,R", (4.33)

_ =]

- e r a distancia dos pontos x e 2'.

sendo R = %
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Caso exista a i-ésima derivada em R = 0:

Do ) ilag ; (v —2a") — 04
W) = {(—1)%!&2' ;(x—2a') = 0. (4.34)

/

com i = 1,...,n. Portanto W+ (x — 2/ h) existe em R = 0 (z = 2') somente se

as expressoes abaixo sao satisfeitas:

{ ag, a1, .., a; = 0 ;1 = par (4.35)

ai,as,...,a;—1 = 0 ;1= impar.

Entao para que a segunda derivada da funcao de suavizacao exista, o termo

linear deve desaparecer da equagao (4.33) e assim:

W(x —a',h) = W(R) = ag + aaR* + ... + a, R". (4.36)
Observagoes:

1. Positividade X reproducao de alta ordem: As equagdes obtidas em (4.31) e
(4.32) fornecem um conjunto de condigoes a mais para a constru¢ao das fun-
coes W. A funcao W nao serd necessariamente positiva em todo dominio,
especitalmente quando um alto valor de precisao € requerido. Nicleos negativos
podem resultar em incoeréncias fisicas, como, por exemplo, densidades nega-
tivas. Sendo assim, € muito dificil construir uma fun¢ao de suavizac¢ao que

possua positividade e alta ordem de reproducao.

2. Valor do pico central: O wvalor do pico central de W determina o quanto a
propria particula contribui na aproximacao. Se W for positiva, entdo o maior
indice de acurdcia serd o de sequnda ordem e quanto mais elevado for o valor
de pico maior serd a precisao, pois a func¢do se aproxima mais do Delta de

Dirac.
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3. Em duas dimensoes, as funcgoes de suaviza¢ao sao geralmente definidas como
fungoes radiais, entretanto, em dimensoes maiores podem ser definidas como

produtos tensoriais de fungoes nicleo de uma dimensao.

4.3.2 Fungoes por partes

Em alguns casos, uma funcao de suavizacgao por partes é preferida, uma vez
que sua forma é mais facil de ser controlada mudando apenas o nimero de partes
em que a funcgao é dividida e os pontos de conexao. A forma geral de uma funcgao

de suavizacao de duas partes é dada por:

Wi(R) ,0<R<R
W(R)={Wy(R) ,Ri<R<Ry. (4.37)
0 , Ry > R

A funcao e suas duas primeiras derivadas devem ser continuas nos pontos de

conexao, ou seja:
Wi(R;) = Wa(Ry)
W1/<R1) = Wz’(Rz) : (4-38)
WY (Ry) = W5 (Ry)

Considerando os requisitos nesses pontos juntamente com a propriedade de

suporte compacto, uma possivel forma para a funcao de suavizagao é:

bi(Ry— R)™ + by(Rs — R)* ,0<R< R
W(R) =  ba(Ry — R)" , B < R< Ry (4.39)
0 Ry> R

Para uma fung¢ao com mais partes, expressoes analogas podem ser usadas

para construir fungoes de suavizagao desse tipo.
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4.4 Exemplos de construcgao

4.4.1 Funcao de capula quadratica

O exemplo mais simples de uma funcao de suavizacao construida a partir
das propriedades descritas no inicio do capitulo e utilizando a equagao (4.36) é uma
expressao quadratica de R chamada fun¢ao de cupula quadratica ou dome-shaped

quadratic function com fator escalar k = 1 e é tida na seguinte forma:

2 7\ 2
W(R,h) = ap + asR* = ag + as <E> . (4.40)

Para o caso unidimensional, sobre a condi¢ao de unidade, ter-se-a:

/ W(x — 2/, h)dz' =1,
Q

utilizando a equagao (4.4), obtém-se:
kh 2 p
— —1
/—/{h |:a0+a2 (h> :| '

2hk (ao + %) ~1. (4.41)

o que leva a:

Pela condigao de suporte compacto:
W(x —2',h)|s = W(R,h)|p=1 =0

ap + as = 0. (442)

Assim, montado um sistema linear com as equagoes (4.41) e (4.42), tem-se:

{Qhao + (3h)az =1 {ao = i (4.43)
ap+az =0

CLQZE.
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E finalmente chega-se a expressao para a funcao de cupula quadratica para

o caso unidimensional:
(4.44)

W(R,h) = %(1 _ R,

Para o caso bidimensional, a condi¢ao de unidade fica:

2 h r 2:|
ap+ as | — rdfdr =1
/0 /_h{o 2<h>

h? (ao + %) ~1. (4.45)
Assim, usando (4.45) e (4.42):
s (F)omt et
TGS a2 R S (4.46)
ag + ao = 0 a2 = 53

Logo, a expressao para a funcao de ctipula quadratica, no caso bidimensional

fica:
(4.47)

W(RB) = ——(1 - RY).

mh?

Para o caso tridimensional a condi¢ao de unidade tera a seguinte forma:

[ fo o Y] e

do aQ) ~ 1. (4.48)

Assim, usando agora (4.48) e (4.42):

4mwh? 4mh? 15
4rh” 4rh” =1 — _15_
{ A :\{ao i (4.49)

a0+a2:O a2:87rh3.
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E finalmente, obtém-se a forma para o caso tridimensional da fungao de
ciupula quadratica:

15

o (1— R?). (4.50)

W (R, h) =

De forma mais geral, pode-se escrever a expressao dada abaixo, que resume

as trés expressoes obtidas em (4.44), (4.47) e (4.50):

an ) T
W — 2 . _ 2 _
15 —
8mh3 ’
Fungao de cupula quadratica
2
1.5 > SN
\\
1 ™
RS e T—
/\‘\ \

ko] S
o 05 L
> S
o] Sy
g °
c ~
£ 05 e

1 ™ <

\\\\
15 - — O
—Fungéo de suavizagéo Sso
--- Derivada da fungéo de suavizagéo \\
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
R=rh

Figura 4.3: Fungao de cipula quadratica

Essa funcao foi usada no Método Finito de Integragao (FIM) em HICKS ;
LIEBROCK (2000). Vale a pena notar que como a primeira derivada no se anula
na fronteira do dominio suporte, ou seja, a funcao de cupula quadrética nao tem

suporte compacto para sua primeira derivada, como pode ser visto na figura (4.3).
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4.4.2 Funcgao quartica

A fungao de suavizagao quértica ou quartic function utilizada em LUCY
(1977) pode ser construida como uma expressao quartica de R com fator escalar

rk = 1. A funcao pode ser escrita da seguinte forma:

W(R,h) = ag + aaR? + asR® + a4 R* = ag + ay (%)2 + as (%)3 + ay (%)4.

Usando a propriedade de suporte compacto:

W(R, h)|R:1 =ap+as+asg+ag = 0
W/(R, h)|R:1 = 2@2 + 3@3 + 4CL4 =0 (452)
W”(R, h)|R:1 == 2&2 + 6&3 -+ 12@4 =0.

Pela condigao de unidade unidimensional:
h 2 3 4
r r r
1:/_h {a0+a2 <E) + as <E> + ay <E> :|d7“,
a9 as ay
oo (2)+ (5 (3] =1 4-
Pela condigao de unidade bidimensional:
27 h 2 3 4
r r r
1= /0 /h {ao + as (E> + as (E> +ay <E> } rdfdr,
ap a9 as Qy .
orh [5 + <Z> + (;) + (E)] ~1. (4.54)
Pela condigao de unidade tridimensional:
T 2 h A 2 r\3 r\ 4
/ / / [ao + as <—> + ag (—) + ay <—) } r2sen¢d¢d6dr =1,
o Jo J-n h h h

[ (2) +(2) ()] =1 459
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Com as equagoes de (4.52) mais a condigao de unidade obtida de acordo com

a dimensao em (4.41), (4.45) ou (4.48), obtém-se do sistema linear:

=1
W(R,h) = a,(1 —6R*+8R*—3R") ; a,=¢-2 ,n=2. (4.56)

Fungao quartica

N

em —Fungéo de suavizagéo
o >\ ---Derivada da fungéo de suavizagéo
1.5 P’ \
4 A
1 4 Y
0.5 < Y
R 1
=} 7 [y
> ,’/ / ‘\ \
o 0 _
8, A /,’
5 4 ’
w 0.5 \\
v S
% 4
Y /
1 N
\\ //
\\ Va
1.5
o L
-2
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
R=rh

Figura 4.4: Fungao quartica
4.4.3 Funcgao cibica por partes

Para a construcao de uma funcgao cubica por partes ou piecewise cubic func-

tion define-se o ponto de conexao em R =1 e usa-se k = 2, sendo assim:

bh(1-2)°+b,(2-2)° ,0<r<h
W(R,h) =14 by (2—1)° L h<r<2h.
0 ,r>2h

A fungao tem suporte compacto tal como suas duas primeiras derivadas, se
existirem. Para que elas existam na origem deve-se ter a relacao de construcao das

fungoes W e o coeficiente linear tender a zero como dado em (4.36). Assim chega-se
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n(1-5) 0 (2 5)

o (-0 )= () o (- o) ).

O que leva a:
—(by +4by) = 0. (4.57)

A condicao de unidade para o caso unidimensional fica:

2[/0h (bl (1—%)3%2 (2—%)3) dr+/:hb2 (2—%)304 _1,

Ry | ghby = 1. (4.58)

2

Ja no caso bidimensional, a condi¢ao de unidade fica:

2 {/O%/Oh (bl (1—%)3+52 (2—%)3) rdrd@—i—/:hbg (2—%)3rdrde] _ 1,

wh?b,  167h?%by
=1. 4.59
10 + 5 ( )

A condic¢ao de unidade para o caso tridimensional fica:

2 VOW /027r /Oh <61 (1 - %)3 + by (2 - %)3) r2sengdpdddr + /:h by (2 - %)3r2sen¢d¢d9dr1 —1,

47Th3b1 647Th3b2
=1 4.60
6 1 (4.60)

Sendo assim, combinando (4.57) com (4.58), (4.59) ou (4.60) e resolvendo os

sistemas para b; e by chega-se a:
~-R*+%  0<R<1
(2—-R)? 1< R<2, (4.61)

,R>2

W(R,h) = ay -

O ol win
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Fungao cubica
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Figura 4.5: Fungao cubica por partes

15

=T ﬁ nos casos uni, bi e tridimensional, respectivamente.

1
onde a = ¢,

Essa fungao foi proposta em MONAGHAN ; LATTANZIO (1985) e tem
sido a fun¢ao mais usada na literatura SPH, como, por exemplo em CLEARY ;
MONAGHAN (1999); LOBOVSKY ; VIMMR (2007); MONAGHAN (1992, 1994);
MORRIS ; FOX ; ZHU (1997); SIGALOTTTI et al. (2003) ja que assemelha-se com a
fungao Gaussiana com o beneficio de possuir um suporte compacto mais estreito. A
continuidade da segunda derivada significa que a func¢ao nao é sensivel a desordem e
os erros de aproximacao da formulagao integral quando feita a aproximacao de par-
ticulas é pequeno, o que causa uma desordem pequena das particulas MONAGHAN
(1992). Entretanto, a segunda derivada da funcdo (4.61) ¢ uma funcado linear por
partes e as propriedades de estabilidade podem ser inferiores as fung¢oes mais suaves.
Além disso, a funcao de suavizacao dada em partes é um pouco mais dificil de usar

se comparada com as fungdes dadas em (4.51) e (4.56).

No presente trabalho usa-se a funcao ctibica por partes, chamada de B-spline
em MONAGHAN ; LATTANZIO (1985) definida em (4.61) sempre que o método
SPH for utilizado.
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Em FULK ; QUINN (1996) é feita uma analise do comportamento de varias

funcoes de suavizagao em uma dimensao.

4.5 Determinagao do dominio suporte xh

O comprimento de suavizagao h, também chamado de raio de suavizagao é
muito importante para o SPH porque influencia diretamente a eficiéncia computaci-
onal e a acurédcia da solu¢ao. Seu valor determina o nimero de particulas utilizado
nas interpolagdes. Se h é muito pequeno, podem nao existir particulas suficientes
no dominio suporte xh para exercer influéncia sobre uma dada particula, prejudi-
cando a acurécia. Se, por outro, lado h for muito grande, o esfor¢co computacional é
maior e também pode ocorrer resultados imprecisos, pois todos os detalhes e propri-
edades locais usadas pelo método podem ser muito suavizados por particulas mais

afastadas.

As aproximagoes por particulas dadas em (3.11), (3.12) e (3.13) dependem de
termos um numero necessario no dominio suporte de kh. O esforgo computacional
e a velocidade de processamento também dependem desse ntimero de particulas.
Em LIU ; LIU (2003) é sugerido que o nimero de particulas para uma, duas e trés
dimensoes seja 5, 21 e 57, respectivamente, se as particulas estao dispostas de modo
que o comprimento de suavizacao tenha 1,2 vezes o espacamento da particula, e

K =2.
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5 DECOMPOSICAO ORTOGONAL PROPRIA

A Decomposigao Ortogonal Propria ou POD (Proper Orthogonal Decom-
position, em inglés) é um método poderoso e elegante de analise de dados, como
procedimento de determinacao dos elementos de base para a aproximacao dos su-
bespagcos nos quais resolve-se o controle 6timo do problema. O POD, cujo objetivo
é obter uma descri¢ao aproximada de dimensao mais baixa de um problema de alta
dimensao, fornece uma base para a decomposi¢ao modal de um conjunto de fungoes,
tais como os dados obtidos no decorrer de experiéncias ou simulagoes numéricas. Sua
caracteristica marcante é a otimizacao: o método fornece a maneira mais eficiente
de obter as componentes dominantes de um processo de dimensao finita com apenas

um pequeno niamero de "modos".

Em geral, existem duas interpretagoes diferentes para o POD. A primeira
considera o POD como a Decomposi¢gao Karhuen-Loéve (KLD) e a segunda con-
sidera que o POD consiste em trés métodos: o KLD, a Anélise de Componentes
Principais (PCA) e Decomposigdo em Valores Singulares (SVD). Devido as cone-
xoes proximas e da equivaléncia dos trés métodos citados, neste trabalho usa-se a
segunda interpretagao para o método POD como feita em LIANG et al. (2002), ou
seja, o POD inclui KLD, PCA e SVD.

Recentemente, o POD tem sido aplicado a diversos tipos de problema como,
por exemplo: analise de varidveis aleatorias, processamento de imagens, anélise
de sinais, compressao de dados, processos de identificacao, problemas de controles
em processos quimicos e oceonografia, também é usado para obter aproximagoes
de ordem mais baixa de fluxos de escoamentos turbulentos, vibragoes estruturais,

detecgao de danos, sistemas dinamicos caodticos e sistemas microeletromecanicos
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(LIANG et al., 2002).

5.1 Motivacao

Suponha que queira-se aproximar uma func¢ao z(x,t) em algum dominio de

interesse como a soma finita nas variaveis na forma:

NE

z(x,t) =

ar(t)or (), (5.1)

k=1
usualmente x é tomado como coordenada espacial e t como coordenada temporal

(t > 0). Uma expectativa nao muito erronea é que a aproximacao se torne exata no

limite conforme I' tenda ao infinito, exceto em um conjunto de medida nulal.

A representagao da equagao (5.1) ndo é anica. Por exemplo, se x € X C R,
sendo X o dominio do problema, as fung¢oes ¢ () podem ser escolhidas por série
de Fourier ou por polindmios como os de Legendre e Chebyshev. Para cada escolha
de uma sequéncia de ¢;’s que forme uma base para uma classe de fungoes z(z,t) a
sequéncia de fungoes a(t) é diferente. O método POD esté interessado em apenas

uma unica possibilidade de escolha para as fungoes ¢ (z) (CHATTERJEE, 2000).

Se as funcoes de base sao ortonormais, ou seja:

/qui(x)qﬁj(x)dx: {(1) seiz] (5.2)

, caso contrario

e entdo multiplicando-se ambos os lados da igualdade por ¢r(z) e, por fim, inte-

Um conjunto X C R tem medida nula quando para todo € > 0 existe uma familia enumerével
de intervalos abertos {Ij }ren satisfazendo as seguintes condigoes MEDEIROS ; MELLO (2011):

1. X C Upey I, isto &, {Iz} é um recobrimento de X,

2. > o vol(Iy) < e
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grando em relagao a x obtém-se:

ak(t):/xz(m,t)gbk(x)dx. (5.3)

Isto é, para bases ortonormais a determinagao da func@o coeficiente ay(t)
depende somente de ¢x(z) e ndo de outras fungdes ¢;’s. Nesse caso, usar a ortonor-
malidade do espaco como critério para selecionar tais fungoes base parece bastante

atil e conveniente.

Essas fungoes ortonormais e ordenadas sao chamadas de nés ortogonais pro-
prios para a fungdo z(x,t). Com essas fungoes, a expressao (5.1) é chamada a

Decomposi¢ao Ortogonal Propria de z(z,t).

5.2 Caso de dimensao finita

A principal ideia do POD é achar um conjunto de vetores base ortonormais em
um subespaco, R onde um vetor aleatério pode ser expresso de maneira otimizada
usando apenas os primeiros [ vetores base. Dessa maneira o erro obtido por essa

aproximacao pode fornecer uma medida do problema 6timo:
[ — 2| < [l = 2], (5.4)

onde x; é a aproximagao do vetor arbitrario x usando os primeiros [ vetores de uma
dada base ortonormal e Z; é uma aproximagao usando [ vetores arbitrarios de uma

base do espaco.

Considere agora um sistema em que se tome medidas de M variaveis espaci-
ais, por exemplo M sondas de velocidade em um fluido, em n instantes de tempo,

medidos simultaneamente nesses M locais. Define-se a matriz A do tipo n x M
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como a matriz de dados do problema formada pelos elementos a;; que representa
a medida da j-ésima sonda no i-ésimo instante de tempo. De maneira mais geral,

poder-se-ia simplesmente considerar uma matriz A € M, (R).

@11 A2 - Aiyp
Q21 Q22 -+ QoM

A=| T (5.5)
Ap1  Ap2 e An M

Pode ser 1til pensar nas colunas {AAJ}inl como as trajetérias temporais do
sistemas na localidade z;, ou seja, a evolucao temporal da sonda ntimero j e nas
linhas {A; .}, como o vetor das coordenadas espaciais no tempo ¢;. Também é
comum extrair, de cada coluna de A, a média da mesma, por exemplo: %Z?zlAm
pode ser vista como a média temporal da trajetéria localizada em z;. Caso isso
nao seja feito, nao afetara os calculos béasicos, embora altere a interpretacao dos

resultados.

5.2.1 A decomposicao em valores singulares

Um problema importante da estrutura de um autossistema de uma matriz
A é equivalente a problemas relativos as decomposicoes de A e as mudancas de
bases efetuadas a fim de simplificar a representagao da transformagao linear padrao

definida por A, como mostrado no esquema a seguir NOBLE ; DANIEL (1986).
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/\ Decomposigao

Estrutura do de A em
autossistema um produto
especial

( Representacao ]
da transforma-
¢ao definida
por A por
uma matriz
mais simples

\. J

Em tais decomposicoes uma grande vantagem é o uso de matrizes unitarias?,
que preservam angulo e comprimento, isto é, preservam o produto interno, pois é
equivalente a usar bases ortonormais, computacionalmente convenientes para repre-

sentar espagos vetoriais.

Considerando a matriz A € M,, s como uma transformacao linear de RM
em R" (ou de CM em C"), por meio de A(z) = Az, e usando bases ortonormais
arbitrarias tanto para o espago imagem quanto para o espago dominio (e nao somente
no espago imagem como na decomposi¢ao QR), veremos que é possivel achar uma
representagao muito simples (diagonal) para A, mesmo que seja necessario encontrar
muitas informagoes sobre alguns autossistemas relacionados a A. A utilidade da

simplificagao (ou decomposi¢ao), no entanto, compensa o trabalho necessério para
acha-la NOBLE ; DANIEL (1986).

2Uma matriz M é dita unitaria caso MM = I, sendo I a matriz identidade e M = MT a
matriz transposta hermitiana (complexa conjugada da transposta ordinaria) NOBLE ; DANIEL
(1986).



97

Para o espaco dominio RM supoe-se um conjunto ortonormal arbitrario de
vetores vy,...,v) para ser usado como base, enquanto que o conjunto ortogonal
arbitrario uq,...,u, ¢ usado como base para o espago imagem R". Definimos as

matrizes unitarias Vs« € U,xn por meio de:

V =lvy,...,0pm] e U=[u,...,ugl. (5.6)

Sendo assim, reescreve-se um dado vetor x € R em relacdo a nova base

dada em V' como x’ por:

o =VHy, o=Va (5.7)

Enquanto que as relagoes andlogas a um dado vetor y no espago imagem R™

sao dadas por:

y=U"y, y=Uy. (5.8)

Se Ax =y chega-se a U AV 2’ = ¢/. De maneira resumida, a transformacao
linear A é representada relativamente as duas novas bases ortonormais pela matriz
!/
AnXM

A =U"AV. (5.9)

Portanto, deseja-se achar duas matrizes unitarias U e V tais que A’, como

dada em (5.9), seja a mais simples possivel.

Se n = M, a matriz A seria quadrada e a forma de Schur forneceria a reducao
dada acima em (5.9) com U =V e A’ uma matriz triangular superior. Se n # M a

decomposi¢iao QR fornece uma reducdo mais simples para (5.9) com A’ triangular a
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direita e V' = I, mas de maneira mais geral tem-se:
(> = UHAV , onde

Aénx M
UénxneV éMx M, ambas unitarias.

o 0 - 0

0 oy (5.10)
YX=10 0 - oy| énx>M.

0 0 0

0 0 0

Vale ressaltar que mudou-se a notacao de A’ para ¥ e que X esta representada

com n > M por mera conveniéncia. A condicao sobre Y é que seja nula, exceto sobre

sua "diagonal principal", ou seja,

Y = (04j)nxm , com o;; =0 se i # j. (5.11)

Entao, se (5.10) é verificada, chega-se entao a decomposigao:

A=UxVH, (5.12)

Assim sendo, tem-se:
ATA =V () VH, (5.13)

onde XY ¢ uma matriz diagonal M x M. Como V ¢ unitaria, os elementos diagonais

0? sao simplesmente os autovalores de A7 A, enquanto que as colunas de V fornecem
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os respectivos autovetores associados. Os elementos nao nulos o; da diagonal de X

sao chamados de valores singulares de A.

De maneira semelhante, tem-se:
AAT = U(=x?)U", (5.14)

onde X ¢ diagonal e os elementos o? sao os autovalores de AAY com autovetores
associados pelas colunas de U. Assim sendo, pode-se definir as matrizes U, V e ¥ a
partir dessa relagao de autovalores e autovetores e demonstra-se (5.10) e (5.12) para

qualquer que seja a matriz A pelo teorema a seguir.

Teorema (Decomposicao em valores singulares - SVD): Suponha que a

matriz A, do tipo n x M tem posto K. Existem entao: os valores singulares o; >

O9... > oxg > 0 de A, uma matriz unitaria U,x, = [ui,...,u,|, € uma matriz
unitéria Visxar = [v1,. .., 0], tais que ¥ = UZAV e A = USVH com a matriz
Ean:

== (5 o)
onde Dgyx ¢ uma matriz diagonal com seu i-ésimo elemento d; = o; > 0 para
1 <i < K. Além disso, para 1 < i < K, u; = az-_lAU e v = Ji_lAHui Sa0
autovetores de AA® e A A, respectivamente, ambos associados com o autovalor

Jiz > 0; os vetores u; para K +1 <1 <new; para K +1 <1 < M sao autovetores

de AAM e AM A, respectivamente, todos associados ao autovalor zero.

Observacgao: Se A € uma matriz real, entao U e V podem ser tomadas como

matrizes reais e, portanto, ortogonais.

A demonstragdo desse teorema encontra-se em NOBLE ; DANIEL (1986)
e em BUENO (2006) encontra-se uma demonstragao diferente e interessante do

1mesIno.
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Note que o posto da matriz A é igual ao numero de valores singulares nao
nulos que A possui e que estes se encontram dispostos de maneira decrescente na
diagonal da matriz D por causa da ordenacao da base do espago dominio. Outro
comentario interessante que deve ser feito é que U e V na Decomposicao em Valores
Singulares nao sao necessariamente tinicas, pois sao compostas de autovetores que
também nao estao determinados de maneira tnica (dependem da base do espaco!).
A principal importancia prética do teorema é a existéncia da decomposi¢ao por meio

de autovetores u; e v;, e nao as relacoes entre eles.

O SVD pode ser visto como uma extensao da decomposi¢ao em autovalores
para o caso de matrizes nao-quadradas e é uma importante ferramenta na teoria das

matrizes, sistemas lineares, estatistica e analise de sinais LIANG et al. (2002).

Equivaléncia entre (5.1) e (5.3): Em CHATTERJEE (2000) foi feita a equiva-

léncia entre as equagoes (5.1) e (5.3) como segue.

Na equagao (5.12), denota-se U = ). Portanto, a matriz @) é do tipo n x N
e A=QVH. Sendo ¢ a i-ésima coluna de @ e v; a i-ésima coluna de V, o produto

dessas matrizes é dado por:

M
A=QVH = qu?. (5.15)
i=1

A equagdo (5.15) é a forma discreta de (5.1). A fungdo z(x,t) é represen-
tada pela matriz A, ax(t) pelas colunas g, e as fungdes ¢;(x) pelas colunas v;. A
aproximacao feita em (5.1) agora é exata por conta da dimensdo finita. Devido
a ortonormalidade das colunas de V, a equagao (5.3) corresponde a multiplicar a

equagao (5.15) por algum dos v’s a direita.
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5.2.2 Aproximacoes de posto reduzidas

Mantendo as condigdes do teorema SVD e considerando uma matriz retan-
gular A,y de posto K < n. Escrevendo a matriz U em blocos, U = [Uk|Up_k|, €

também a matriz V7 = [VH|VH ] sendo Ux € M,xx e Vi € Mk dadas por:

U =U; , 1<i<nel<j<K,
(5.16)
VIO =V, 1<i<nel<j<K
A decomposicao A = ULV pode ser expressa por:
D 0 Vi
A = (Ux Unx) ( - O) <vn_K> (5.17)
= UrSgVy (5.18)

Para qualquer inteiro s < K a matriz X, obtida quando define-se 0,1 =

Osio = ... = 0x = 0 em 3 pode ser utilizada para calcular a aproximagao dtima de
posto s para A, dada por:

A, =USVH. (5.19)

A otimizagao da aproximagao feita na equagao (5.19) ¢ devida ao fato de que
nenhuma matriz de posto s pode ser mais préxima a A na norma de Frobenius® (que
¢ a forma discreta da norma Ly*). Sendo assim, as primeiras s colunas da matriz
V' dao uma base ortonormal 6tima para aproximar os dados, para qualquer s. As

colunas de V' sao os modos ortogonais proprios.

3Norma de Frobenius: A norma de Frobenius F/(A) de uma matriz A é dada por:
1
n 2
F(A) = Z ‘azz,j
i,j=1

“Norma L?: Seja f uma fungao real, || f(2)||* = [ |f(z)[*dz
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5.3 Interpretacao geométrica

O SVD possui uma interpretagao geométrica muito interessante. Uma matriz
A, xn pode ser vista como um operador linear de um espacgo S; de dimensao M em
um espaco S, de dimensao n. Dada a esfera unitaria em Sy, ou seja, o conjunto dos
vetores de magnitude 1 na norma definida em S;. Essa esfera unitéaria é levada em
um elipsoide no espago S,. Os valores singulares o1, 09, ... s80 0s comprimentos dos
raios principais do elipséide. Como U e V sao isometrias® as direcoes desses raios
principais sao dados pelas colunas de U e seus dominios sao dados pelas colunas de

V. A matriz X aumenta ou diminui o tamanho dos autovetores.

/\A

Figura 5.1: Transformacao de uma esfera em S; em um elipséide em Ss.

Em CHATTERJEE (2000) ¢ dada uma segunda interpretacao geométrica do

SVD em relacgao a pontos em espagos M-dimensionais.

®Uma aplicagio (nio necessariamente linear) M entre dois espacos euclidianos é uma isometria
se para quaisquer vetores x,y do dominio tem-se: ||[Mxz — My| = ||l — y||.
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6 SIMULACOES E RESULTADOS

6.1 Escoamento de Poiseuille com MDF

No primeiro momento do trabalho, foi feita uma simulagao numeérica do es-
coamento de Poiseuille bidimensional em placas paralelas (figura 2.5) de um fluido
viscoso. Usou-se o MDF a fim de reproduzir os resultados obtidos em BODOIA ;
OSTERLE (1961), que obteve a variagao do perfil de velocidades além do termo de

pressao.

Se inicialmente o fluido encontra-se no estado estacionario e ocorre uma di-
ferenga de pressao o mesmo entra em movimento e o desenvolvimento completo do
fluxo acontece depois de uma certa distancia, chamada distancia critica ou compri-
mento de desenvolvimento, ao longo do canal a partir de sua entrada. O conheci-
mento deste comprimento torna-se muito importante e 1til para o estudo completo
do escoamento, mesmo que a distancia seja apenas uma pequena parte do canal.
Um processo de correspondéncia dos perfis de velocidade foi desenvolvido em SCH-
LICHTING (1955) para obter o comprimento de desenvolvimento, embora esta nao
seja a abordagem aqui feita. Além disso, os resultados obtidos em BODOIA ; OS-
TERLE (1961) sao mais satisfatorios para o escoamento de Poiseuille do que em
SCHLICHTING (1955).

6.1.1 As equagoes de governo

As equagoes que governam o movimento de fluido sao dadas abaixo através da

equagao de momento de Prandtl, um caso particular da equagao (2.21), e a equagao
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de continuidade, dada anteriormente em (2.7), sem a varia¢ao da densidade:

ou ou dp 0*u
hutied ) =_= - 1
p(“af”ay) dx—'—ﬂ(?y?’ (6.1)
ou  Ov
4 = .2

sendo u a velocidade horizontal, ou seja, ao longo do canal, v a velocidade vertical,
transversal ao canal, p a densidade e p a viscosidade do fluido e p a pressao (assumida
constante através do canal). No lado esquerdo de (6.1) encontram-se os termos de
inércia que tendem a desaparecer conforme o fluxo tende ao seu desenvolvimento

completo.

Considerando u a velocidade média de u ao longo do canal e h a altura do

canal, podemos expressar o principio de continuidade através da equacao abaixo:

h
ﬂh:/ udy. (6.3)
0

De maneira adimensional, como em BODOIA ; OSTERLE (1961) as equagoes
(6.1), (6.2) e (6.3) ficam:

ou ou dP  9*°U

ou oV
ox tay =0 (6.5)

- /0 ‘vay (6.6)

O esquema de diferencas finitas usado esta representado na malha dada na
figura 6.1. A coordenada X é discretizada com espagamento uniforme AX, ana-
logamente Y é discretizada com espagamento AY e indices j e k para X e Y,

respectivamente.



N i ‘
k+1 —o0—0—0

) |
o

2

' |

| .
o 1 2 .. j1 j 1 .. m X

Figura 6.1: Esquema de diferencas finitas
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Assim sendo, as aproximagoes para as derivadas encontradas na equagao (6.4)

sao dadas por:

(U  Uit1.6=Ujk
ox ~ AX )

WU~ Uitrp+1-Ujt1.6-1
Y 2AY ’

32U Ujt1,k+12U541,6+Uj 41,61
vz =~ (AY)? )

Aplicando diretamente (6.7) em (6.4) tem-se:

Uj+1,k+1 - 2Uj+1,k + Uj+1,k71 _Pj+1 - F)] Uj+17k — Uj

Ui p+1 — Ujpr -1

=V AR

(AY)? AX
Ja para as derivadas da equagao (6.5) usaremos:

U o Uir1 k1 +Ujv1 k=Ujkt1=Ujk
ax = 2AX )

le\% Vit1,k+1=Vit1,k
oY AY .

Q

L1V

2AY

(6.8)

(6.9)
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A equagao (6.1) com o esquema dado em (6.9) pode ser rearrumada como:

AY

m(Uj.}.Lk_Fl + Uj.‘_Lk - Uj’k+1 - U],k) (610)

Vieig+1 — Vigp =

Usando o método dos trapézios para a integral dada em (6.6) obtém-se:

U]0+an+1 ZUJk)_n+1 (6.11)

As equagbes obtidas em (6.8) e (6.10) sdo demonstradas consistentes e estaveis
conforme BODOIA ; OSTERLE (1961). Para aplicar as discretizagoes dadas em
(6.7), (6.9) e (6.11) e simular o escoamento de Poiseuille, as seguintes condigoes de

contorno sao necessarias:

X=0¢e 0<Y <1 (boca do canal) (6.12)
uv=1, V=0 |, P =P, '
onde F, ¢ a pressao adimensional na boca do canal.
X>0 e Y=0 (parede inferior): U=0 , V=0 (6.13)
X >0 e Y =1 (parede superior): U=0 , V =0. '

Considerando as condiges dadas em (6.12) e (6.13), para qualquer coluna j,

a equagao (6.11) se reduz a:

> Upp=n+1 (6.14)

6.1.2 Esquema de resolugao

Para a simulagao do fluxo descrito, desenvolveu-se um c6digo em MatLab

que segue os passos descritos a seguir e no pseudo-cédigo descrito no algoritmo 1.
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1. Aplicar o esquema de diferencas finitas as equacoes adimensionais dadas em

(6.4), (6.5) e (6.6);

2. Aplicar as condigoes de contorno (6.12) e (6.13) na boca do canal (P, Uy e
Vo, coluna j = 0);

3. Na coluna j = 1 seguinte a boca do canal, utilizar (6.8) e (6.14) para obter o

vetor [Uy g, ..., Uin, P1];
4. Incorporar [Uys,...,U;,] & varidvel matrizU e P; a vetorP;

5. Obter as velocidades V' = [Vi4,...,V1,] utilizando (6.10) e incorpora-las a

variavel matrizV;
6. Dar um passo no eixo ao longo do tubo (j = j + 1);

7. Repetir o processo, a partir do item (3) acima, ao longo do tubo até sua ultima

coluna.

Algoritmo 1: Resolugao do escoamento de Poiseuille usando o MDF

Entrada: Fy, Uy, Vp, m, N
Saida: matrizU, matrizV, vetorP
inicio
Aplica-se as condig¢oes de contorno para u e v na boca do canal (j = 0);
Aplica-se o MDF as equagoes adimensionais dadas;
repita
Aplicar condigoes de contorno (6.12) e (6.13);
Calcular o vetor [Uj11, Pj11] a partir de (6.8) e (6.11);
Incorporar Uj;; a matrizU e P, a vetorP;
Calcular o vetor [V;44] a partir de (6.10);
Incorporar Vji; a matrizV
até j = m (ultima coluna);

fin
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6.1.3 Resultados

Todos os sistemas lineares que aparecem no algoritmo para obter Uji1, Vj1
e Py, foram resolvidos por eliminacao Gaussiana. Além disso, foram usados 42
pontos ao longo do comprimento do tubo (eixo z) e 101 através do tubo (eixo y).
O desenvolvimento das velocidades horizontais em diferentes alturas do duto estéa
representado no grafico X x U da figura 6.2 que, por conveniéncia da simetria do

escoamento, foi representado até a altura média do duto.

0.25
o T e
1 \ R ———(

0.5

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
X

Figura 6.2: Resultado obtido x resultado apresentado em (BODOIA ; OSTERLE,
1961).

As velocidades horizontais desenvolvem o perfil parabolico esperado com ve-
locidade adimensional maxima em seu centro de 1.499263877049720. A figura 6.3
mostra o desenvolvimento desses perfis de velocidade ao longo do canal. Inicialmente
com uma forma mais achatada e uniforme devido a condicao de contorno, o perfil
ganha a forma parabdlica e partir de z = 0.05 esse perfil apresenta diferengas da

ordem de 1072 e assume-se que o mesmo esta em seu estado desenvolvido.

Conforme a malha é refinada a velocidade central tende a ficar mais proxima
a 1.5 como esperado analiticamente. Os resultados estao destacados na tabela 6.1

6.1:



Figura 6.3: Desenvolvimento do perfil de velocidades

Tabela 6.1: Velocidade maxima de acordo com a discretizagao

Solugéo por DF

Discretizacao (m x N) | Velocidade maxima (U,,)
14 x 21 1.473012794376349
44 x 61 1.488577427846190
54 x 81 1.491225677998326
64 x 101 1.491428739718554
84 x 101 1.484428483048655
64 x 121 1.488740575043642
64 x 141 1.493736758772272
64 x 181 1.493255627534239
84 x 181 1.491457540267231
54 x 141 1.495268615210378
42 x 121 1.498005157292806
42 x 101 1.498641855527040
40 x 101 1.499263877049720
42 x 81 1.497797119388411
40 x 81 1.498855761360764

109

O comportamento da pressao!' na regiao de desenvolvimento é mostrado na

figura 6.4 e comparado com o resultado obtido em BODOIA ; OSTERLE (1961)

10 termo usado como pressdo é, na verdade, a diferenca entre a pressio total e a pressdo
hidrostética (pressao de repouso). Isso faz com que as forgas de corpo se cancelem conforme estao
em equilibrio com a pressao hidrostatica.
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assim como foi feito com o desenvolvimento das velocidades horizontais. A diferenca
de pressao AP = Py — P é definida negativa por convengao (Fy < P), ou seja,
decresce na dire¢ao do movimento para que a velocidade seja positiva sobre todo o
comprimento do canal. Para valores negativos de P a velocidade em alguma porgao
do canal pode ficar negativa (back flow), tal fato ocorreria proximo a parede que se

encontra em estado estacionario SCHLICHTING (1955).

O gréfico da figura 6.4 também mostra a diferenga de pressao (AP)y que seria
obtida caso o fluxo estivesse completamente desenvolvido a partir da boca do canal,
isto é, caso as forgas de inércia da equagao (6.1) fossem desconsideradas, como dado

a seguir:
arP  d*U
— = —. 6.15
dX dy? ( )
A partir desta equagao, considerando as condi¢oes de contorno dadas em

(6.12) e (6.13), além de U(0.5) = 1.5, mostra-se que:

{(AP)O = 12X e (6.16)

U = 6Y(1-Y)

0.8
o7 0.23459 8-
o ) 0.338
N LR -
P Rt R R -
qod T e b —
T -7
_________ 2 -~ (AP
2 S —iF 2 s °
e ~(8P), o ol NS TR WA TN NS T SN

------ 0 005 O Q5 02 025 03 035 04 045 .05

0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 005 X
X

Figura 6.4: Evolucao da pressao P no escoamento de Poiseuille comparada com
(BODOIA ; OSTERLE, 1961)

Note que no resultado obtido a diferenca AP — (AP), se aproxima do valor

constante de 0.23459 enquanto que em BODOIA ; OSTERLE (1961) esse valor ¢é
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de 0.338 como assinalado na figura. Tal diferenca, muito provavelmente, se deve a

€rros numericos.

6.2 Escoamento de Poiseuille com MDF usando o POD

6.2.1 Reprodugao do resultado com MDF usando o POD

Apos a reproducao e validagao dos resultados obtidos em BODOIA ; OS-
TERLE (1961) na secao anterior, deseja-se reproduzir os resultados do experimento

usando o método POD descrito no capitulo 5.

Como dito anteriormente a figura 6.3 representa a evolugao do perfil de veloci-
dades horizontais ao longo do canal, tais velocidades foram armazenadas na variavel
matrizU uma matriz de dados do tipo 101 x 43 na qual a primeira coluna armazena

as condigoes de contorno impostas em (6.12) e (6.13).

O SVD ¢ entao aplicado sobre matrizU e observando a diagonal da matriz X
obtida podemos observar seus valores singulares (figura 6.5). Em CHATTERJEE
(2000) podemos encontrar um codigo semelhante ao usado neste trabalho para o

método POD com aproximagoes de posto reduzido.

Os valores singulares decrescem muito rapidamente, oy ~ 71.4 e com o5 ja
na ordem de 1072 e a partir de 097 (posto(matrizU) = 27) os valores permanecem
praticamente constantes na ordem de 10713, Portanto uma aproximacao reduzida até
posto 5 seria satisfatoéria para a reprodugao do experimento, na figura 6.6 mostra-se

as superficies aproximadas até posto 6.

A figura 6.7 compara efetivamente os resultados obtidos pelas aproximagoes
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Figura 6.5: Valores singulares da matriz de dados matrizU

Aproximagéo de posto 1 Aproximagéo de posto 2

Figura 6.6: Aproximagao por postos de 1 a 6
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de posto k = 1,...,6 com a solucao pelo MDF apresentada em 6.3. A tabela 6.2
mostra a ordem da diferenga de aproximagao de acordo com o nimero de valores
singulares utilizados na redug¢ao de modelo e o algoritmo 2 descreve a reprodugao

por posto reduzido.

Comparacac de posto 1 Comparacao de posto 2

Y X
Comparacac de posto 3

Y X
Comparacao de posto 5 Comparacao de posto 8

0.01

-0 01
0.05

Bt 003 ;
Gor 002 02T sor o

Y X Y X

04

Figura 6.7: Diferencas entre a solugao por MDF em 6.3 e as aproximacoes por postos
de 1 a 6.

Posto | Ordem da diferenca || Posto | Ordem da diferenca
1 1071 13 1077
4 1072 15 1078
6 1073 16 1077
8 10~ 18 1010
10 107° 19 1071
11 10-° 20 1012

Tabela 6.2: Ordem da diferenca da aproximagao em fungao do ntimero de valores
singulares utilizados.
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Algoritmo 2: Reproducao do escoamento de Poiseuille por MDF usando o
POD
Entrada: £y, Uy, Vo, m, N
Saida: matrizU, matrizV, vetorP
inicio
Roda-se o algoritmo 1;
Aplica-se a decomposicao SVD em matrizU;
repita
Reproduz-se matrizU por z = U, X Vi
Faz-se a diferenca: matrizU — z para comparacao da aproximacao de
posto reduzida;

até j = k (posto desejado);
fin

6.2.2 POD como método de extrapolagao para os MDF

Como descrito no capitulo 5, o POD tem como objetivo fornecer uma descri-
¢ao aproximada da simulac@o a partir apenas de parte dos dados obtidos (elementos
da base), feitas as devidas decomposigoes. Na se¢ao 6.2.1 viu-se que o POD reproduz
muito bem o resultado obtido por MDF caso sejam usados todos os dados da simul-
¢ao que estavam armazenados na variavel matrizU. O que se deseja saber agora é:
o POD é igualmente ou quase tao eficiente para reproduzir todo o resultado a partir
de uma porcao pequena desses dados? Ou seja, deseja-se saber se as primeiras K

colunas de matrizU sao suficientes para reproduzir todo o escoamento.
Para isso mostra-se primeiro como fazer a linearizacao da redugao do modelo.

Na decomposicao SVD feita em matrizU,; obtivemos as matrizes U, xn, Xnxnr €

Viaisxar. Definimos, entao, a matriz D

Dy = ' |, (6.17)
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uma matriz nula com exce¢ao dos elementos abaixo da diagonal principal, isto é,

dig1=1,i=2,..., M.

O que se deseja obter ¢ um vetor de velocidades u;4; ao longo do canal a
partir apenas do seu precedente u;, um método semelhante ao método de Euler
(3.39). Define-se entao o operador T' e obtém-se um método POD linearizado como

dado a seguir:

T=UsvViDVvsuH, (6.18)

onde a matriz X,,«y atua como uma "matriz inversa" de X e que seréa definida de
acordo com a tolerancia tol estabelecida para os valores singulares de Y e usados na

extrapolacao. O esquema de resolugao é dado a seguir e resumido no algoritmo 3:

1. Aplica-se o algoritmo 1 para gerar a matriz de dados matrizU;
2. Faz-se a decomposicao SVD em matrizU, ou seja, matrizU = UXVH;

3. Define-se a tolerancia tol para a "inversao" dos valores singulares na matriz >

da seguinte forma;

(a) Se oy < tol entdo X = 0, isto &, se o valor singular for muito pequeno,
entdo desconsideraremos o mesmo (e os seguintes) para a reducao de

modelo;

(b) Caso contrario, oy > tol, entao XAIM — U_lk;

4. Sendo K o numero de autovalores invertidos de acordo com a tolerancia, tem-se

Z.1:x = matrizl j.k;
5. Define-se o operador 7' como dado em (6.18);
6. Calcula-se o vetor z. k1 das velocidades horizontais por 2. x+1 = T*matrizU. g;

7. Repete-se o ultimo item para as colunas seguintes até que j = m.
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Algoritmo 3: Resolugao do escoamento de Poiseuille usando MDF + POD

Entrada: Fy, Uy, Vo, M, n, tol

Saida: nova_matrizU
inicio

repita
if 0; < tol then
‘ 2” = 0;
end if
else
‘ 2@@ =1/0;
end if
até 1 = m;

| 2z, x =matrizU. g
até 1 = K;
T =USVEDVIUH,
repita
21 =1 * 2.5

até j = K:(m-1);
fin

nova_matrizU. ; = u.;;

Roda o algoritmo 1 e obtém-se matrizU;
Aplicar a decomposicao SVD em matrizU;

Define-se K como o tltimo valor singular invertido; repita

A tabela 6.3 mostra o namero de valores singulares utilizado de acordo com

a tolerancia estabelecida para a inversao dos valores singulares da matriz .

tol | Nuiumero | tol | Numero
101 5 106 15
10—2 8 107 16
1073 10 1078 18
10~4 11 1077 19
107° 13

Tabela 6.3: Numero de valores singulares de acordo com a tolerancia.

Os resultados obtidos para essas aproximagoes linearizadas do POD podem

ser vistos na figura 6.8. Tais aproximacgoes fazem com que o POD, quando linea-
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rizado, perca sua eficiéncia e oscile ao longo das iteragoes conforme o escoamento
se desenvolve. Além disso, o nimero de oscilagoes, tal como seus picos, aumenta
conforme a tolerancia para os valores singulares diminui, até que "explode" com a

tolerancia de 107,

Sup. com tol = 0.1 Sup. com tol = 0.01 Sup. com tol = 0.001

Figura 6.8: Extrapolacoes com tolerancias de 107 a 107

Na figura 6.9 mostra-se a evolugao da velocidade no centro do duto comparada

com a evolugao obtida pelo MDF (figura 6.2).

A comparacao dos erros gerados pelas oscilagoes nas superficies geradas na

figura 6.8 em relacao as obtidas na figura 6.3 é feita na figura 6.10.

Como dito, o operador T" funciona como o integrador temporal de Euler que
possui instabilidade inerente em seus calculos, por se tratar um operador de primeira

ordem (equagdo (3.39)). Para ilustrar tal efeito oscilante, resolveu-se a equagao que
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;" : . : : . . : : . : : :
____________ 164 16
L ATt e A e Y S S S AUt vttt N 7 ST A Gpu
AT 144 T R W Y NN S i USSTS oot O
120 e, N 4 £
o) 1 Do =
1
08 1
08¢
0 001 0.02 0.03 0.04 005 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 005
X X X
Perfil central, tol = 0.0001 Perfil central, tol = 1e-05 Perfil central, tol = 1e-06
16 16+ 16
14 AVt o i W 14l T Y e A W Ay i O
=) " - =) - =) 14
12 12
1 1 ;
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 el 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0
X X
Perfil central, tol = 1e-07 Perfil central, tol = 1e-08 i
18 16 f
Sy A Y S === o
o 14 M=, - 14 ~ >
12 12 -2
-3
1 L
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 1O 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0
X X

Figura 6.9: Comparacao de evolugoes do perfil central de velocidades com o MDF e
o POD.
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Figura 6.10: Diferenca entre o resultado por MDF e as extrapolagoes com tolerancias
de 107t a4 107°
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. 2 .
modela um sistema massa-mola (% = —% — i%? com ¢ = 0 - coeficiente de

amortecimento da mola, k = 1 - constante de rigidez da mola e m = 1 - massa da

mola) e observou-se o mesmo efeito apos um certo tempo decorrido (Figura 6.11).

Solugao exata x Método de Euler

2 T T T
—Sol. exata
||--—-Euler A f

>

<

<

=207

Figura 6.11: Evolugao temporal do sistema massa-mola com integracao temporal de
Euler

Tendo em vista que o efeito oscilante seria esperado no comportamento da
solucao aproximada com o operador linearizado utilizado para o POD, observa-se
na figura 6.9 que a solugao analitica corta tais oscilagoes aproximadamente no meio
de seus picos, fazendo com que o comportamento da solucao do POD linearizado
seja coerente e condizente com o comportamento esperado da solucao por MDF de
uma equagao nao-linear. Em LUO et al. (2013) ¢ feita uma analise mais completa
do escoamento nesse tipo de problema, fazendo a reducao do espago do problema,

em seguida reescrevendo todo o problema em dimensao menor para entao aplicar-se
o método POD.
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6.3 Escoamento de Poiseuille via SPH

6.3.1 A equacao de movimento

Em um segundo momento do estudo, foram feitas simulagoes do escoamento
de Poiseuille de um fluido inviscido (1 = 0), incompressivel (Ap = 0) e isotérmico

usando o método SPH.

Assim como na abordagem com o MDF, as forcas de corpo sao desconside-

radas e a equagdo de movimento, dada em (2.21), fica restrita a:

Du 1
—=—-—-V 6.19
D VP, (6.19)

conhecida como a equacao de Euler.

Sua discretizagao no método SPH, feitas as adaptagoes em (3.42), é dada

por:

2(,.
t-‘rl At ij ( p PO) + c (pj 5 )) aWU XU (620)

ey 0; Orij rij’

oW x;
onde 52 = V,W,;.

Orij rij

Além disso, usaremos para a equacao de continuidade a aproximacao para a

densidade dada na equacao (3.29).

6.3.2 Suavizagao da velocidade: XSPH

Com o objetivo de prevenir a interpenetracao de particulas em fluxos de alta

velocidade, o que poderia gerar aglomerados instaveis de particulas, a técnica do
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XSPH foi introduzida em MONAGHAN (1989). O objetivo de modificar as ve-
locidades obtidas na equagao de momento é criar um movimento mais suave de
particulas que estao proximas, ou seja, velocidades quase idénticas para determi-
nada porcao do fluido. Além disso, deseja-se que os momentos linear e angular
sejam conservados e que o termo de correcao seja um invariante galileano®. Estes
objetivos sao conseguidos no tratamento de fluidos quase-incompressiveis através da

substituicao abaixo:

N
2m;
u; < u; + Z o —f—Jp] (ui — u]‘)VVZ'j. (621)

j=1
Em MONAGHAN (1994), a velocidade ¢ corrigida através da média das

velocidades das particulas vizinhas ponderada por um parametro global constante

e € [0,1] da seguinte forma:

2m;

+pj

u; —u;+¢ (w; —u;)W;; (6.22)

iev; Pi
onde V; representa a vizinhanca da particula i. Em MONAGHAN (1994) tomou-
se ¢ = 0.5, mas na maioria dos casos € = 0.3 parece ser uma boa escolha para a
simulagao de fluidos incompressiveis e € > 0.5 pode ser usado para simula¢oes com
explosoes. A técnica quando aplicada a escoamentos incompressiveis tende a deixar

as particulas mais ordenadas e em escoamentos compressiveis evitar penetragao entre

as particulas de fato LIU ; LIU (2003).

6.3.3 Resultados

O fluido foi inicialmente distribuido por 40 particulas verticais e 20 particulas

horizontais (figura 6.12), tal como foi feito em LIU ; LIU (2003). O tubo possui altura

?Invaridncia de Galileu: principio de relatividade no qual as leis fundamentais da Fisica sdo as
mesmas em todos os sistemas de referéncia inerciais, isto é, a forma das equagoes fisicas nao pode
depender do estado de movimento de um observador, uma vez que o movimento é relativo.
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1 e comprimento 2.5. Todas as particulas possuem massa m = 1000 e densidade
inicial pg = 1000 que é atualizada pela equacao 3.29, além disso, com excegao
das particulas localizadas na borda do tubo todas possuem velocidade horizontal
u = 1, analogo a 6.12 e 6.13 com exce¢ao do termo de pressao. O comprimento
de suavizacao ¢ 2.5 vezes o raio da particula, h = 2.5R, que por sua vez ¢ dado
para que todas as 40 particulas na vertical caibam exatamente no tubo, isto é,

R = % = 0.0125. O parametro escalar x € igual a 2, o tempo inicial ¢; = 0, o passo

de tempo dt = 107* (pela condigao CFL dada em (3.44) dt < 1072) e o ntiimero de
passos Npassos = 1000.
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Figura 6.12: Estado inicial SPH

Como a auséncia de termos dissipativos nas equagoes (3.29) e (6.20) causa
instabilidades numéricas LOBOVSKY ; VIMMR (2007), os batch tests iniciais foram
feitos para o ajuste dos seguintes parametros: €, o parametro escalar do XSPH, e a
velocidade do som ¢. Por fim, ficou determinado que os melhores resultados eram
gerados com € = (.3 assim como sugerido em LIU ; LIU (2003) e ¢ = 1.45, o que
causa um escoamento tranquilo, causado por uma baixa diferenca de pressio. E
importante ressaltar que as grandezas envolvidas nao estao sob unidades do SI que

reproduzam o fendémeno fisico real.

Para garantir a condi¢ao unitaria das func¢oes de suavizagao, define-se o vetor

SomaW contendo a soma dos valores da func¢ao W em cada particula na disposi¢ao
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inicial para ponderar o cédlculo das fungoes de suavizacao a cada loop temporal do
programa. Além disso, o XSPH foi utilizado devido a auséncia do tratamento de
fronteira em todo tubo para prevenir incoeréncias fisicas como velocidades negati-
vas (back flow) durante o escoamento e acaba funcionando como uma viscosidade

artificial.

A evolugao temporal do perfil de velocidades da coluna central do fluido é
dado na figura 6.13 enquanto seu perfil final de velocidades é dado na figura 6.14.
Nota-se que o perfil parabdlico do escoamento de Poiseuille é obtido rapidamente,
devido as condic¢oes de contorno e a forga simétrica de pressao no escoamento, apesar
do decréscimo de velocidade que ocorre em virtude da suavizacao excessiva forcada
pelo XSPH. O tratamento de fluido quase-incompressivel mostra-se bem reproduzido
ja que a variagoes de p se encontram entre 92,32% e 104,95% que pela equagao
(3.36) leva uma variagao do numero de Mach de 0.222485955 a 0.277073997, ambos

menores do que 0.3 que garante o fluxo como incompressivel.

Superficie SPH

Figura 6.13: Superficie de velocidades  Figura 6.14: Perfil final da coluna
SPH do meio

O esquema abaixo se encontra no algoritmo 4 usado para a simulagao.

1. Definem-se as constantes iniciais do problema: N, altura, comprimento, m,

P, C, h’7 K, dtv tO? Npassos €&,



10.

11.

6.4

124

. Faz-se a distribuigao inicial das particulas no tubo e define-se t = t;

. Aplica-se a condic¢ao inicial u = 0 para as particulas localizadas junto & fron-

teira (paredes), u = 1 para as demais;

. Lista-se os vizinhos de cada particula e em seguida, calcula-se SomaW;
. Inicio do loop: Calcula-se os vizinhos de cada particula;

. Aplica-se a equagao de conservagao de massa (3.29) e caulcula-se a nova den-

sidade, ponderada por SomalV;

Aplica-se a condi¢ao de contorno como dada em 6.12 e (6.13) (com excegao de

P:P()),

Calcula-se o termo de pressao em cada particula, fazendo uso da equagao de

estado discreta (3.35);

Calcula-se a nova velocidade de cada particula, usando a equacao de Euler

(6.20) e a integragao temporal dada em (3.39);
Aplica-se o XSPH (6.22);

Incrementa-se o tempo, t = t + dt, e repete-se o loop até que t = Npgss0s-dt.

Escoamento de Poiseuille por SPH usando o POD

6.4.1 Reproducao SPH via POD

Assim como feito com a solugao por MDF, reproduziu-se o escoamento obtido

pelo método SPH usando a aproximacao de posto reduzido do método POD. Os

dados das velocidades horizontais de todas as particulas ao longo do tempo foram
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Algoritmo 4: Resolugao do escoamento de Poiseuille via SPH

Entrada: N, altura, comprimento, m, p;, ¢, h, &, to, dt, Npassos € €;
Saida: xf”"‘”, uﬁf““”, pf”"“l, pffml, i=1,...,N

inicio

Faz-se a distribuicao espacial inicial (xq, yo);

Aplica-se a condigao inicial;

Lista-se as particulas vizinhas no estado inicial;

Define-se somaW;

repita

Calcular os vizinhos de cada particula;

Aplicar a conservagao de massa;
t+At

Calcular a nova densidade £2i——:
SomaW?’

Aplicar a condi¢ao de contorno;

Calcular a nova pressao p:™2%;
t+AL
i
Calcular a nova posicao xf+m;

Suavizar a velocidade usando o XSPH;
até t = Npgseos - dt:

Calcular a nova velocidade u (integragao temporal);

fin

armazenados na variavel A_u, uma matriz de dados 800 x 1001, com a primeira
coluna novamente reservada as condigoes de contorno impostas. Devido ao uso do
XSPH, as particulas apresentam um desenvolvimento parecido e portanto para a
analise da evolucao de velocidades a coluna do meio foi escolhida por razoes de
simetria e também por suas particulas terem mais vizinhos do que as colunas da

"borda" como a primeira e a tltima.

As velocidades horizontais da coluna central foram extraidas de A_u e arma-
zenadas na variavel data_matrix, uma matriz do tipo 40 x 1001. Em seguida a
Decomposicao em Valores Singulares é feita sobre data_matrix e os valores singu-

lares da matriz 3 sao apresentados na figura 6.15.

Os valores singulares também decrescem rapidamente, o; ~ 41.25 e 04 na
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Valor singular
L]

10-m7 : L )

10721 ® .

107k ® . —

15, | 1 1 & 1 | 1
10 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Numero (ordem)

Figura 6.15: Valores singulares da matriz de dados data_matrix.

ordem de 1072, O posto da matriz X é 37 e os valores singulares dessa ordem j se
encontram na ordem de 107!, Como a aproximacao reduzida em MDF até posto 6
gerou uma diferenca de 1073, inicialmente as simulacoes de reproducao foram feitas

até essa ordem e apresentadas na figura 6.16. O método de reproducao é analogo

ao feito no caso com o MDF.

A figura 6.17 compara efetivamente a solucao via SPH e as aproximagoes de
posto k =1,...,6 dadas na figura anterior, para posto 5 a diferenca ja se encontra
na ordem de 1073. A tabela 6.4 mostra a ordem de diferenca maxima obtida na
aproximacao de acordo com o nimero de valores singulares utilizados e o algoritmo

5 explica o processo de simulagao.
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Aproximagao de posto 2

Aproximagao de posto 1
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Figura 6.16: Reproducao de 6.13 via POD.
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Figura 6.17: Comparagao entre 6.13 e as superficies dadas em 6.16.

6.4.2 POD como extrapolagao para os resultados SPH

Tal como foi feito para a solugao em MDF, deseja-se extrapolar os resultados

obtidos com o método SPH usando o POD, isto ¢, deseja-se saber se as k primeiras
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Ordem da diferenga | Posto | Ordem da diferenga | posto
107! 1 1077 14
1072 4 10-8 15
1073 6 107 17
1074 8 10719 19
107° 9 1071 21
107° 12 10712 25

Tabela 6.4: Ordem da diferenca da aproximacgao em funcao do nimero de valores
singulares utilizado

Algoritmo 5: Resolugao do escoamento de Poiseuille usando SPH + POD

Entrada: 2?0, u), v?, N, ty, dt, Npassos, m;, p;, altura, comprimento, u, c,

h,k,reec
Saida: zf, uf, v}, pt
inicio
Rodar o algoritmo 4 e obtém-se a matriz de dados data_matrix;
Aplicar a decomposi¢ao SVD em data_matrix;
repita
Reproduz-se matrizU por z = U3, Vi
Faz-se a diferenca: data_matrix — z para comparagao da aproximacao
de posto reduzida;
até j = k (posto desejado);

fin

colunas de data_matrix sao suficientes ou satisfatorias, para reproduzir o escoa-
mento obtido e representado na figura 6.13. O modelo de resolugao ¢ analogo ao

feito em MDF, definindo-se a matriz D (6.17) e o operador linearizado T' (6.18). O

algoritmo 6 descreve o procedimento.

A tabela 6.5 apresenta o niimero de valores singulares utlizados de acordo

com a tolerancia dada em tol para a inversao dos autovalores na matriz 3:

Na figura 6.18 sao apresentadas as aproximacoes extrapoladas do método

POD linearizado com tolerancias de 107! até 1072, A perda de eficiéncia devido a
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Algoritmo 6: Simulagao extrapolada do escoamento de Poiseuille usando SPH
+ POD
Entrada: z?, u?, v9, N, to, dt, Npassos, m;, p;, altura, comprimento, u, c,
h, k,rec
Saida: «f, uf, v}, pt
inicio
Rodar o algoritmo 4 e obtém-se a matriz de dados data_matrix;
Aplicar a decomposicao SVD em data_matrix;
repita
if o, < tol then
‘ Yii = 0;
end if
else
‘ Yii=1/0;
end if
até 1 = m;
Define-se K como o tltimo valor singular invertido;
repita
z.; = data_matrix.; new_data_matrix.; = z.1;
até i = K;
T =USVHEDVSUH,
repita
Zop =T %2 41;
new_data_matrix.; = z.;;
até t = K : Npassos;

fin

linearizacao do POD ¢é maior do que no método MDF devido ao tamanho da matriz
de dados a ser decomposta (40 x 1001 ao invés de 101 x 41) por causa do tratamento
da posicao de cada particula em cada passo de tempo da simulagao, nota-se que
as extrapolacoes "explodem" com tol = 1078, A comparacao dos perfis centrais é
apresentada na figura 6.19 e, mais uma vez, a solugao gerada "analiticamente" na
simulagao SPH passa entre os picos das oscilacoes da aproximacao extrapolada, o
que torna a linearizacao do POD através da matriz D e do operador T um método

coerente de resolucao.



tol | Niimero tol | Numero
1071 6 1076 16
1072 8 10~ 17
1073 9 10~8 20
10~ 12 107 23
107° 14 10710 26
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Tabela 6.5: Numero de valores singulares de acordo com a tolerancia.
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a tolerancia tol.

A comparacgao das superficies apresentadas em 6.18 com a apresentada em

6.13 ¢ feita na figura 6.20 e as diferencas se encontram na ordem de 107!, mas até a

metade do desenvolvimento do escoamento tais diferencas ficam na ordem de 1072

para todas as tolerancias observadas.
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Perfil central tol = 0.1 Perfil central tol =0.01  Perfil central tol =0.001

Figura 6.19: Comparacao: velocidades SPH x velocidades da extrapolagao com POD

Diferenca com tol 0.1 Diferenca com tol 0.01 Diferenca com tol 0.001

Figura 6.20: Diferenga de velocidades SPH (6.18) x velocidades da extrapolagao com
POD (6.13).
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7 CONCLUSAO

7.1 Avaliacoes dos resultados e contribuicoes da dissertacao

O objetivo principal da dissertacao foi acoplar dois métodos poderosos, o SPH
como método de simulagao numérica e o POD como método de analise de dados,
e ver sua interagao. Inicialmente ambos foram testados separadamente para que
houvesse indicios de que funcionariam bem juntos, o POD com MDF e o método SPH
sozinho, porém amparado em artigos semelhantes como HOLMES ; WILLIAMS ;
TILKE (2000); LOBOVSKY ; VIMMR (2007); MORRIS ; FOX ; ZHU (1997);
SIGALOTTI et al. (2003).

Das subsecoes 6.2.1 e 6.4.1 pode-se concluir que o POD reproduz muito bem
os resultados obtidos com uma aproximacao de posto reduzido, assim como em
CHATTERJEE (2000); KUNISCH ; VOLKWEIN (1999). A ordem da diferenca
entre a superficie analitica obtida via MDF e as superficies de posto reduzido foi
de 1072 ja com o posto 5, para o resultado obtido via SPH para o mesmo valor de
posto a ordem da diferenca ja se encontrava em 1073, como mostrado nos gréficos
das figuras 6.7 e 6.17 e nas tabelas 6.2 e 6.4, respectivamente. A Decomposi¢ao em
Valores Singulares, proposta no teorema da subsecao 5.2.1 mostra-se um resultado
extremamente poderoso quando aplicado computacionalmente, ja que fornece a de-

composi¢ao em bases ortonormais, o que facilita bastante os calculos no computador.

Devido a complexidade do tratamento do método POD para a descricao la-
grangiana do escoamento, decidiu-se linearizé-lo e ainda assim testar o acoplamento

com o SPH. Com o intuito de verificar se os resultados obtidos se mostrariam corre-
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tos, eficientes e coerentes com os resultados reais, ao final do processo pode-se dizer

que resposta é sim.

Mesmo quando linearizado e extrapolado, nas subsegoes 6.2.2 e 6.4.2, 0 mé-
todo POD conseguiu obter resultados coerentes para as simulagoes feitas com MDF
e SPH, respectivamente. A linearizacao da decomposicao cria um efeito oscilatério
crescente na solucao, tipico do integrador de Euler ao qual a linearizacao se asseme-
lha. Entretanto, os pontos intermediarios dos picos dessas oscilagoes encontram-se
proximos dos valores das solugoes obtidas por MDF e SPH nas segoes 6.1.3 e 6.3.3.
Em ambos os casos, as diferencas iniciais, aproximadamente até o meio da simulagao,

eram da mesma ordem das diferencas encontradas em 6.2.1 e 6.4.1.

Quando forcou-se a linearizagao da Decomposi¢ao Ortogonal Propria era de
se esperar que a precisao do método nao fosse tao rigida, embora sua acuracia de
certa maneira nao ficasse tao afetada. O tratamento das equagoes de Navier-Stokes
¢ muito delicado devido aos seus termos nao-lineares, além disso, as simplificagoes
feitas neste trabalho causam algumas perturbacoes do fenémeno. Um outro aspecto
que nao se deve deixar de notar é a diferenca da modelagem dos problemas feitos
em MDF e SPH, ja que a primeira esta sob formulagao euleriana e nao depende do
tempo como a segunda, que por sua vez, estd sob a formulacao lagrangiana e nao

apresenta tratamento de fronteira.

A principal contribuicao deste trabalho estd no acoplamento realizado para
o SPH e o POD com bons resultados para a reproducao e resultados satisfatorios
para a extrapolagao. Tal juncao nao tinha sido encontrada na literatura até entao.
Além disso, os batch tests realizados para o ajuste de pardmetros do SPH, como a
velocidade do som, o comprimento de suavizagao, o passo de tempo e o parame-
tro ponderador do XSPH, embora nao aprofundados no texto, sobre seu processo

contribuem para trabalhos que sigam nessa abordagem, ji que o método SPH é
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extremamente sensivel aos seus parametros e os valores se encontram explicitos no

texto, o que nao é tao comum na literatura.

7.2 Trabalhos futuros

Pode-se destacar algumas futuras possiveis boas contribuigoes a literatura, as
primeiras, no ambito da simulacao com o SPH, s@o: a inclusao do termo viscoso real
(%V2u) ou artificial como feito em LOBOVSKY ; VIMMR (2007) ao escoamento e
a possivel retirada do auxilio do XSPH, um tratamento de fronteira com particulas
fantasmas ao longo do duto que tornaria o escoamento mais préoximo a realidade
fisica e os parametros utilizados poderiam ser os destacados nas tabelas de unidades

do SI tal como as dimensoes espaciais da simulagao.

Outra contribuicao interessante se encontra na juncao dos métodos SPH e
POD. Realizar a extrapolagao nao-linearizada seria o maior resultado a se obter,
algo semelhante ao que foi feito em LUO et al. (2013) para MDF, numa descri¢ao

Euleriana do problema.

Em um patamar um pouco mais elevado, pode-se realizar os dois passos aqui
descritos e realizados numa simulacao em trés dimensoes e, mais a frente, em dutos
cilindricos, transformando o escoamento de Poiseuille (dutos cartesianos) no que se
conhece como escoamento de Hagen-Poiseuille (dutos cilindricos). Feito isso, pode-
se também tentar simulagoes de fluidos viscoelasticos ou ainda fluxos heterogéneos,

com misturas de substancias fluidas ou corpos sélidos dissolvidas no fluido.

No ambito computacional, pode-se destacar que a otimizacao dos codigos
implementados é uma boa contribuicao a ser feita, o que melhoraria o desempenho

computacional e o tempo de simulagao. Uma nova programacao feita em placa
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de video ou em linguagens mais robustas como C + +, para uma avaliacao do
desempenho da maquina e do tempo de simulacao, também seriam contribuigoes
interessantes ao presente trabalho, o que acarretaria uma possivel simulacao de

escoamento em tempo real.
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