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RESUMO

CARMO, Bruno Alves do. Analise e simulagdo numérica de um sistema
dissipativo do tipo termoelastico. 2015. f. Dissertagao (Mestrado em Infor-
mética) - PPGI, Instituto de Matemaética, Instituto Tércio Pacitti de Aplicagoes e
Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2015.

Neste trabalho serao estudados analitica e numericamente um modelo de pequenas
vibragoes verticais de uma membrana elastica acoplada com uma equacao do calor
e sujeita a condigoes de fronteira lineares mista. Serad estabelecido condigoes para a
existéncia e unicidade de solugoes fortes para o sistema termoelastico dissipativo uti-
lizando o método de Faedo-Galerkin e resultados de compacidade. Numericamente,
sera simulado, através do método dos elementos finitos no espaco e diferencas finitas
no tempo, o sistema termoelastico para os casos uni e bidimensionais. Além disso,
serd feito uma analise da taxa de convergéncia dos métodos aplicados.

Palavras-chave: Sistema termoelastico, Existéncia e unicidade, Analise numérica,
Simulagao numérica.



ABSTRACT

CARMO, Bruno Alves do. Analise e simulagcdo numérica de um sistema
dissipativo do tipo termoelastico. 2015. f. Dissertagdo (Mestrado em In-
formética) - PPGI, Instituto de Matemaética, Instituto Tércio Pacitti, Universidade
Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

In this work will be studied analytically and numerically a model for small ver-
tical vibrations of an elastic menbrane coupled with a heat equation and subjected
to linear mixed boundary condition. Using Faedo-Galerkin method and compac-
ity results, will be established conditions to existence and uniqueness of the strong
solution for the dissipative termoelastic system. Using finite element method for
space variable and finite difference method for time variable, will be simulated the
thermoelastic system for the cases of one and two dimensions. Moreover, rate of
convergence of the methods applieds will be studied.

Keywords: Thermoelastic system, existence and uniqueness, numerical analysis,
numerical simulation.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos os aspectos tedricos e numéricos de um sistema
acoplado nao-linear do tipo termoeléastico, com nao linearidade local e nao local,

descrito pelas equacoes
u"(x,t) — a(t)Au(z,t) + (a- V)0(x,t) + Mu(a, t)|Pu(z, t) = 0,
0 (x,t) — 5( /Q oz, t)da:)A@(a:, 1)+ (a- V) (2, ) +~(0(z, 1)) = 0,

com (z,t) € Q e condigbes iniciais e de fronteira

uw(z,0) = ug(x), u'(z,0)=ui(x), 0O(x,0)=~0(zr) em €,
u(z,t) =0 sobre T'yx]0,T7,
ou (1.2)

a(x,t) +n(x)u' (z,t) =0 sobre T'1x]0,T7,

f(z,t) =0 sobre I'x]0,T],
em que u e # sao respectivamente, o deslocamento e a temperatura. O dominio ()
é definido por 2x]0,T], sendo © um conjunto aberto limitado do R™ com fronteira
suave I' e T" > 0 um ntmero real arbitrario. Suponha I' = I'gUI';, satisfazendo
I'hOI'y = @. O vetor normal unitario exterior a I' é dado por v, a é um vetor

constante do R", A e p sdo constantes reais positivas e a, (3, v e 1 sdo fungoes reais.

Para situar este trabalho com outros, relativo a existéncia e unicidade, é
de suma importéancia citar a dissertagdo de mestrado RONALD) (2012)) e o artigo
SILVA; CLARK; FROTA (2015). Em RONALD) (2012)), as equagdes possuem as
mesmas nao linearidades, porém, as condi¢oes de fronteira sdo do tipo Dirichlet.
Ja em SILVA; CLARK; FROTA (2015)), além das mesmas nao linearidades, o sis-
tema ¢é sujeito a condicao de acustica nao linear sobre parte da fronteira. Ambos

os trabalhos foram de grande importancia para o desenvolvimento da existéncia e
unicidade do modelo em estudo, dado em (1.1)-(1.2]). Existem, também, muitos
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outros estudos analiticos de equagoes parecidas com ([1.1))-(1.2), como por exemplo
os artigos CLARK; JUTUCA; MIRANDA| (1998), APOLAYA; CLARK; FEITOSA
(2000) e [CLARK et al.| (2015]).

O objetivo deste trabalho é estabelecer a existéncia e unicidade de solugoes
global e desenvolver, e implementar, a solugdo numérica do problema (|1.1)) com as
condigoes iniciais e de fronteira ([1.2)) para os casos em que o dominio € seja uni ou

bidimensional.

A existéncia serd estabelecida pelo Método de Faedo-Galerkin e resultados
de Compacidade. Para a unicidade das solugoes, vamos utilizar o Método da Ener-
gia. Numericamente, utiliza-se o método dos elementos finitos na parte espacial,
resultando em um sistema de equagoes diferenciais ordindrias (EDO) nao-linear.
Aplicando-se esquemas de diferencas finitas de ordem dois no sistema de EDO,
resolve-se o sistema nao-linear resultante para cada passo de tempo pelo método de

Newton.

Esse trabalho esta dividido em seis capitulos. No capitulo [2| apresentamos

defini¢des e resultados essenciais para melhor entendimento deste trabalho.

No capitulo |3|sera feito uma andlise tedrica sobre condi¢des para a existéncia
e unicidade do sistema termoelastico em estudo. Para este fim sera utilizado o

Método de Faedo-Galerkin, resultados de Compacidade e o Método da Energia.

No capitulo [4] é desenvolvido a solugao numérica, para os casos uni e bidi-
mensionais, aplicando o método de elementos finitos na variavel espacial e diferengas
finitas na variavel temporal resultando em um sistema nao linear. Tal sistema serd

resolvido utilizando o método de Newton para sistemas nao lineares.
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No capitulo |p| sera validada a implementacao realizada. Neste capitulo tam-
bém serd realizado um estudo sobre a taxa de convergéncia dos métodos implemen-

tados.

No capitulo[6]as conclusdes e sugestoes para trabalhos posteriores serdo apre-

sentadas.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo serao apresentados os resultados essenciais para o desenvol-
vimento do capitulo 3| que estabelece condig¢oes para a existéncia e unicidade de

solugoes forte do modelo estudado.

2.1 Espacos Funcionais

Seja E um espaco de Banach, isto é, um espaco vetorial normado completo.
Denotamos por E’ o espaco dual de E formado pelo conjunto de todas as aplicagoes
f ' — R lineares e continuas. Quando a norma ¢ induzida pelo produto interno,

dizemos que E é um espaco de Hilbert.

A menos que seja especificado, consideraremos sempre {2 um subconjunto

aberto limitado de R™.

Denotamos por C§°(£2) o espago vetorial das fungoes continuamente indefini-
damente derivaveis em €2, com suporte compacto em 2. O espaco vetorial C§°(€2)
munido da topologia da convergéncia uniforme de todas as derivadas em compactos
contidos em €2 é denotado por D(Q2) e D'(€2), o dual topologico de D(2), é dito o

espaco das distribuigoes em (2.

Denotamos por LP(€2) o espago de Banach das ( classes de ) fungoes u :

2 — R mensuraveis a Lebesgue tais que / lu(z)|Rdr < 00, se 1 < p < o0, ou
Q
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sup esslu(z)|g < oo, se p=o00. O espago LP(2) é equipado com a norma
€N

1
(/ |u(w)|§dw)p , sel<p<oo
lullzr@) = M
sup ess|u(z)|g, se p =00
xeQ)

No caso em que p = 2, temos que o espaco L?(Q2) é Hilbert, sendo este,

munido do produto interno

(u,v) 12(0) :/u(:v)v(x)dx.

Q

Neste trabalho, denotamos o produto interno e norma em L?(2), respectivamente,

por () e |-|.

Denominamos por multi-indices as n-uplas constituidas por niimeros inteiros

nao negativos. Dado o um multi-indice, ou seja, a = (ay, ag, . .., ) € N, tomando
n
r = (x1,2a,...,%,) € R", definimos |a| => a; e
i=1
||
D« 0

021 0y - - Oxon

o operador de derivacao de ordem |a|.

Sejam 1 < p < oo e m € N. O espaco de Sobolev W™P(€) é o espago de
Banach das ( classes de ) fungoes u : Q@ — R em LP(2) tais que D% € LP(f), para

todo multi-indice o com || < m, munido da norma

P
( > HD”uHLp(Q)) , sel<p<oo
HuHWm,p(Q) = |a)]<m
> IDY| e (), se p = 0o
|a|l<m

Para p = 2, o espago W™?(Q2) é representado por H™(f2). Além disto, H™(Q) ¢é

espaco de Hilbert munido do produto interno e a correspondente norma induzida
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dadas, respectivamente, por

3
(w, V) gm@y = Y. (D, D) e |ju|lgm@) = ( > |D°‘u|) :

lal<m |a)l<m

Sejam p e p’ indices conjugados, isto é, 1 < p < ooel < p < oo tal que

1 1 /

— 4 — = 1. Representamos por W~ (Q) o dual topolégico de W3""(€2). No caso
p P

em que p = 2, W5*(Q) é denotado por HJ*(Q) e seu dual topolégico por H-"(Q).

Sejam a, b € R e E espago de Banach. Denotamos por LP(a,b; E), com

1 < p < 00, 0 espago de Banach das ( classe de ) fungdes u :]Ja, b[— E mensuréveis

b
tais que / [|u(t)||pdt < 00, se 1 < p < o0, ou sup ess||u(t)||g < oo, se p=o0. O
a t€]a,b|

espago LP(a,b; F) é um espago completo munido da norma

1
b P
([ o) se1<p<o

sup ess||u(t)||g, sep=o0
t€)a,b]

[l 2o a0 s

No caso em que p =2 e E um espago de Hilbert, L?(a,b; ') é um espago de

Hilbert com produto interno dado por
b

(U, V) 12 (a,p;) =/ (u(t),v(t))pdt.

a

Quando F é reflexivo, separavel e 1 < p < oo, LP(a,b; E) é um espago refle-
xivo e separdvel cujo dual topoldgico se identifica ao espaco de Banach L¥ (a, b; E'),
em que, p e p’ sdo indices conjugados. Para p = 1, o dual topolégico de L'(a,b; F)
se identifica ao espago L*(a, b; F).

Denotamos por C([a,b]; E) o espaco de Banach das fungoes u : [a,b] — F

continuas munido da norma de L>(a, b; E).



18

2.2 Resultados Basicos

Definigao 2.1 (Convergéncia Fraca). Sejam E um espa¢o de Banach e (u,)yen
uma sequéncia de E. Entdo, u, — u se, e somente se, (o, u,) — (p,u), para todo

p€eFE.

Definicao 2.2 (Convergéncia Fraca FEstrela). Sejam E um espago de Banach,
© € E' e (p,)ven uma sequéncia de E'. Diz-se ¢, — ¢ converge fraca estrela

se, e somente se, (p,,u) — (@, u), para todo u € E.

Definicao 2.3 (Separdvel). Diz-se que um espago métrico E é separdvel se existe

um subconjunto D C E numerdvel e denso.

Definicao 2.4 (Reflexivo). Seja E um espago de Banach e seja J a inje¢io candé-
nica de E em E". Diz-se que E € reflexivo se J(E) = E".

Teorema 2.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam E um espago de Banach e E' o

seu dual topologico. Entao, o conjunto
B ={f € E';|fll <1} ¢é compacto na topologia fraca estrela

Demonstragdo: Ver BREZIS (2011).

Teorema 2.2 Sejam E um espaco de Banach separdvel e E' o seu dual topoldgico.

Entao, o conjunto
B ={f € E;||f|| <1} € metrizdvel na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se Bg: € metrizdvel na topologia fraca estrela, entao, E é separdvel.

Demonstragdgo: Ver BREZILS (2011).
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O corolério a seguir ¢ uma consequéncia do Teorema [2.1] e Teorema [2.2]

Corolario 2.1 Sejam E um espago Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia li-
mitada em E'. Entao, existe uma subsequéncia (fn, )ken de (frn)nen tal que converge
na topologia fraca estrela.

Demonstragdo: Ver BREZILS (2011).

Teorema 2.3 Seja E um espaco de Banach reflexivo e suponhamos que a sequéncia
(fi)ren C E € limitada. Entdo, eviste uma subsequéncia (fy;)jen de (fi)ren € f € E
tal que

T, =
Demonstragdo: Ver EVANS (2010).

Teorema 2.4 (Desigualdade de Hélder). Sejam as fungoes f € LP(Q)), g € LI(Q)
com 1 < p < 00 e q o expoente conjugado de p, ou seja, zla—{_% = 1. FEntao,
fge L} Q) e

| 1£9ldz < 11£ 10 lgll s

Demonstragdo: Ver BREZIS (2011).

Observagao 2.1 (Extensdio da Desigualdade de Holder). Sejam fi, fa, ..., fx fun-
coes tais que
. _ 1 1 1 1
fie LP(Q2) para 1<i<k com —-=—+—+---+— <1
p P11 P2 Pk

Entdo, o produto f = fifafs... fx pertence a LP(Q)) e

1 fllzr) < filleer @l follea gy - - - | frllzon )

Demonstragdgo: Ver BREZILS (2011).
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Teorema 2.5 (Teorema da convergéncia dominada, Lebesgue). Seja (fn)nen uma
sequéncia de funcoes em L' que satisfazem:

(a) folz) — f(z) quase sempre §2,

(b) existe uma fungio g € L' tal que, para todo n tem-se |f,(z)| < g(x), em q.t.p
de €.

Entio f € LYQ) e || fn — fllzr — 0.

Demonstragao: Ver BREZIS (2011).

Teorema 2.6 Sejam (f,)nen uma sequéncia de LP e f € LP, tal que || fru—f|lzr — 0.
Entao, existe uma subsequéncia (fn, )ren de (fn)nen € uma fungio h € LP tal que
(@)  fo.(x) — f(x) em q.t.p de Q

(0) | fn.(x)| < h(z) para todo k e em q.t.p de €.

Demonstragdao: Ver BREZIS (2011).

Teorema 2.7 Seja v € W'P(I) com 1 < p < oo, e I limitado ou ilimitado. Entao,
eziste uma fungio ¥ € C(I) tal que

y=7 quase sempre em I

T

(z) - A(y) = / V(e ey eT.

Y

Demonstragdo: Ver BREZIS (2011).

Teorema 2.8 A fungio v € L®(I) pertence a WH>(I) se, e somente se, existe

uma constante C' tal que
| v(x) —v(y) IS C|x—y| para quase todo x,y € I.

Demonstragdao: Ver BREZIS (2011).
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Teorema 2.9 (Rellich-Kondrachov). Suponha  um subconjunto de R™ limitada e

de classe C1. Entao, tem-se as sequintes injecoes compactas

S

1 1
Se p<n WH(Q) < LUQ), para todo q € [1,p*) com — = = —
p* D
— L

(
Se p=mn WH(Q) 1(Q), para todo q € [p,+00),
Se p>n WH(Q) — C(Q).

Em particular, W'P(Q) — LP(Q) com inje¢ao compacta para todo p (e para todo n).
Demonstragdo: Ver BREZILS (2011).

Observagao 2.2 A injecio WP (Q) C LP () nunca é compacta, mesmo que Q seja
limado e suave. No entanto, veja MEDEIROS; MIRANDA| (2010) , esta inje¢io é

continua.

Observagao 2.3 Se u,v € D(Q), vale a identidade

J

em que, v; = cos(x;, V) e v normal unitdaria externa a T'. Portanto

Ou vdr = —/ U ov dx + / uvydl’,
Q Ox; o Ox; r

para todo par de fungoes u,v € D(Q). Sendo D(Q) denso em H(Q), por densidade,

0
oz, (wv)dx = /Fuvl/idf‘,

estende-se este resultado para fungoes u,v € H(Q).

Demonstragdgo: Ver MEDEIROS; MIRANDA (2010).

Teorema 2.10 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos §) é um subconjunto aberto
e limitado de R" e 1 < p < 0o. Entao, existe uma constante C' (dependendo de ) e
p) tal que

[ul| ooy < C||Vull Loy, para todou € WyP(Q).

Demonstragdo: Ver BREZLS (2011).
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Observagao 2.4 Em particular a expressio ||Vul||r) € uma norma no espago

Wy P(Q), equivalente a norma ||[ullwisqy; em HE(Q) tem-se o produto interno
Z / ou 81}
ox; 6@
que induz a norma ||Vul| 2, equivalente a norma ||u|| g (o)

Demonstragdao: Ver BREZIS (2011).

Teorema 2.11 (Aubin-Lions). Sejam By, B, By espagos de Banach, By e By refle-
xivos, a tmersao de By em B é compacta, B imerso continuamente em By, 1 < po,

p1 < oo eW o espago
W = {'Ll/ c L (O,T, Bo) 3 'U/I € e (O, T, Bl)}
equipado da morma

[ully = HUHLPO(O,T;BO) + ||u/||LP1(O,T;B1) :

Entdo, W é um espago de Banach, e a imersio de W em L (0,T; B) é compacta.

Demonstragdo: Ver LIONS (1969).

Observagao 2.5 Uma consequéncia do Teorema de Aubin-Lions: se (u,),cy € uma
sequéncia limitada em L* (0,T; By) e (u),), oy € uma sequéncia limitada em L* (0, T; By)
entdo, (Uy),cy € limitada em W. Dai, seque-se que existe uma subsequéncia (uy, ), oy

de (uy),cy tal que w,, — u forte em L*(0,T;B).

Lema 2.1 (Lema de Lions). Sejam @ um subconjunto aberto limitado de R? x Ry,

gm € g fungoes de LY(Q) com 1 < q < o0, satisfazendo

\9m|ra@@) < C € gm — g quase sempre em Q.
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Entao,

Im — g em LI(Q)

Demonstragao: Ver|LIONS (1969).

Lema 2.2 Sejam X um espago de Banach, f € LP(0,T;X) e f' € LP(0,T; X) com
1 <p< oo, entdao

feC(o,T]; X).

(Possivelmente redefinidas sobre um conjunto de medida nula.)

Demonstragdo: Ver LIONS (1969).

Lema 2.3 (Lema de Gronwall). Sejam o € L*(0,T) e € L'(0,T) tais que
Y(t) >0 ep(t) 20, e K >0 constante. Se

olt) < K+ [ wls)els)ds, V€ [0,T)

entao, tem-se,

o(t) < Keho P08y ¢ (0, 7).

Demonstragdo: Ver|{CARROLL (1969).

Teorema 2.12 (Teorema da Representacio de Riesz). Sejal <p < oo e ¢ € (LP)*.

Entdo, existe uma tunica funcio uw € L¥ tal que

0. 0)= [ur Vrer.
Além disto,
lully = llllzr)--

Demonstragdao: Ver BREZIS (2011).
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Teorema 2.13 (Teorema da Representagdo de Riesz). Seja H um espago de Hilbert.

Dado alguma ¢ € H*, existe uma tunica u € H tal que

(¢, f) = (u, f) VfeH

Além disto,

Juf = llull -

Demonstragdo: Ver BREZILS (2011).

Lema 2.4 Seja ) uma aberto limitado do R™, com fronteira I' bem reqular. Entao,
a aplicagdo

v — ||A/U”L2(Q)

define em H?*(2) N H () uma norma equivalente a norma H?(L2).

Demonstragdo: Ver MEDEIROS; MIRANDA| (2011)).

Definigao 2.5 (Condicoes de Carathéodory). Sejam D um subconjunto do R™ e
f:D — R" Dizemos que [ satisfaz as condigoes de Carathéodory se

(a) f(x,t) é mensurdvel em t, para cada x fizo;

(b) f(x,t) é continua em x, para cada t fixo;

(¢) para cada compacto U em D, existe uma fungdo real integrdavel my(t) tal que

|f(z, )] < my(t), Y(x,t)eU.

Teorema 2.14 (Carathéodory). Seja f: D — R™ uma fungdo que satisfaca as con-
digoes de Carathéodory apresentadas na defingio (2.5). Entdo, existe uma solugao
x(t) do problema

dz
E = f(xvt)
[L'(to) = 29

sobre algum intervalo |t —to| < 8, com > 0.

Demonstragdgo: Ver MEDEIROS; RIVERA| (1975).
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Teorema 2.15 (Prolongamento de Solugées). Sejam D = [0,T] x B, com 0 <T <
o0 e B={xeR"|z| <b b>0}, e f satisfazendo as duas primeiras condi¢oes de
Carathéodory. Seja p(t) uma solugio de

dx

o t

z(to) = xo,  |zo| <.
Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢(t) esteja definida, se tenha |p(t)| <
M, vt € I, M independente de I e M < b. Entao, p(t) tem um prolongamento até
[0,7).
Demonstragdgo: Ver MEDEIROS; RIVERA| (1975).

Teorema 2.16 Assumimos 2 um subconjunto aberto e limitado de R™. Ezxiste uma

sequéncia de nimeros reais (Am)men €m que

0</\1§)\2§/\3§...,

Am — 00 quando m — Q.
Eziste uma base Hilbertiana (em,)men de L*(Q) tais que, e, € H} ()
—Aw; = A\jw; em €
wj =0 em I,

para todo 5 € N.
Diz-se que os nimeros A, sao os autovalores de —/A (com a condi¢ao de Dirichlet)
€ que as e, sao as funcoes proprias associadas.

Demonstragdao: Ver EVANS (2010).
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3 EXISTENCIA E UNICIDADE

Neste capitulo, vamos demonstrar a existéncia e unicidade de solugoes global

do sistema nao linear acoplado (1.1)-(|1.2). Reescrevemos o sistema a seguir:
u"(z,t) — a(t)Au(z, t) + (a- V)(x,t) + Mu(z, t) [ u(z, t)
0 (x,1) — 5( / Q(x,t)dx)AH(x, £ + (a- V) (2, ) + (6

Q

9

=0
z,t))

0,

com (x,t) € Q2x]0,T] e condigdes iniciais e de fronteira

uw(z,0) = ug(x), u(z,0)=ui(x), 0(x,0)=0(zr) em
u(z,t) =0 sobre T'yx]0,T7,

ou
v
O(z,t) =0 sobre I'x]0,T],

Y

(z,t) + n(z)u(x,t) =0 sobre TI'y1x]0,T],

Para estabelecer resultados de existéncia e unicidade de solucao, considere as

seguintes hipdteses:

a € C'([0,00);R) com o € L'(0,00) N L®(0,00) e aft) > ay > 0;
BeWES(R) e B(t) =y >0; veW"S(R) e ~(0) =0;

1 (3.1)
O<p<oo se n=1, §§p<oo se n=2 ou

1 2
—§p§72 se n>3; neWh>*Ty) e n(x)>n >0
n n—

A constante [y deve ser considerada de forma que 3y > 7L1, em que as cons-

tantes L e 7, serdo apresentas em (|3.8]).

Sendo a funcao u(z, t) nula apenas em uma parte da fronteira, vamos denotar
o espaco V = {v € H'(Q);7(v) = 0sobre;}. Dado que a desigualdade de

Poincaré também ¢ vélida em V', consequentemente, temos que as normas ||v|| g1 (o)
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e ||Vv||2(q) sdo equivalentes em V. Consideramos também o espago Ha(§2) = {v €

H'(Q); Av € L*(Q)} no qual faz sentido o trago da derivada normal em (L.2)),.

Nessas condi¢oes temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade de

solugao:

Teorema 3.1 Suponha que temos (3.1)), que ug € VNHA(Q), u1 € V, 6y € HY(Q)N

U
H?() e el nu; =0 em TI'y. Entao, existe um unico par de fungoes {u,0}, para

ov
T > 0 arbitrdrio, solugdo de - , satisfazendo

uwe L0, T;VNHAQ), o€ L>0,T;V)NL*0,T; L*T)),
u” € L®(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; L*(I'y)), (3.2)
0 € L>(0,T; Hy(Q) N H*(Q)), ¢ € L=(0,T; Hy(Q)).

€ as equagoes e (1.2)3 sao verificadas no sequinte sentido

T T
/ /Q[u”gzﬁ +aVu- Vo + Mulfup + (a- V)0¢|dxdt + / / anu’¢dzdt = 0,
0 0 JI

T
/o [/QH pdr + (/ﬂ&da:) /QVQV@dm + /Q(a - V)u'pdx + /Q”y(@)god:c
para todo ¢ € L*(0,T;V) e o € L*(0,T; Hy (2)).

(3.3)

dt = 0,

Demonstragao: A demonstragao é baseada no Método de Faedo-Galerkin e resul-

tados de Compacidade, sendo organizada nos seguintes passos:

1. Solugao do problema aproximado;
2. Estimativas;
3. Passagem ao limite;

4. Verificacao dos dados iniciais;
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5. Unicidade das solucoes.

Para cada passo, faremos inicialmente uma breve descricao dos objetivos a
serem cumpridos. Em todo o trabalho, utilizaremos (+,-) e | - | como o produto

interno e norma de L?(2), respectivamente.

3.1 Solucao do Problema Aproximado

Obtém-se problemas aproximados considerando a formulagao variacional do
problema original em subespacos de dimensao finita. Para cada dimensao m, o pro-
blema aproximado recai em uma equacao diferencial ordinaria. Fixado m, utiliza-se
o Teorema de Carathéodory para obter a existéncia do par de solugao local {u,, 0, },
definidas em [0, t,,[, com t,,, < T. Nas préximas etapas vamos estabelecer resultados
que nos permitam provar que as sucessoes (U )men € (0m)men convergem para a
solugao do sistema ((1.1))-(L.2) no sentido dado em ([3.3).

Considere {v,};en uma base Hilbertiana de V N Ha(Q) e {w;}jen uma base

de autovetores do operador de Laplace em H}(2), isto é,

e {v;}jen é uma base ortonormal de L?*({2), que é um sistema ortogonal e com-

pleto em V' N HA(2);

o {w;}en é uma base ortonormal de L*(2), que é um sistema ortogonal e com-
pleto em HJ(Q2) N H?(2), constituida pelas solugoes do problema de auto
valores (Vw;, Vw) = \j(w;,w), para todo w € H ().

Para cada m € N, considere V,,, = [v1,09,...,0n] € Wy, = [wy,wa, ..., Wy,
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os subespacos de dimensao finita gerados pelos m primeiros vetores das bases ante-

riormente descritas.

Procedendo formalmente, o problema aproximado consiste em determinar

U 2 [0, T[— Vi € 0, 2 [0, T[— W,,, representados por

U (1) = icim(t)vi e Om(t) = Z dim () Wy, (3.4)

tais que

(U (1), v) + a(t) [(Vun(t), Vv) + (n(z)uy, (t),v)r,] + (@ - V)0,(t),v)
A (Jum ())& um(t),v) =0, Yo € V,y;
0001, 0) + ([ 001 (V0,(0), F) + (8- 9t (0), )
+(Y(Om (), w) =0, Yw € Wiy; (3.5)
Um (0) = wom —> up em VN Ha(Q);

S

' (0) = Uy, —> up em V;
m(0) = O — O em Hy (Q) N H(Q).

>

A existéncia das sequéncias (g )men € (U1m)men, satisfazendo a condigao de
8u0m

v
contidas em MEDEIROS; MIRANDA (1996).

compatibilidade + nuy, = 0 sobre I'y, pode ser verificada seguindo as ideias

Quanto a sequéncia (fo,)men, dado que 8y € Hy(2) N H*(Q) e {w;}jen é
um sistema ortonormal completo de L?(2), entdo 6y = 2(90, w;)w;. Deste modo,
i=1
obtemos que

QOm = Z(Qo,ﬂ)»ﬂ)z — 90 em Lz(Q>

=1

Portanto, fazendo 6,,(0) = 6y,,, ou seja,
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sendo {w; };en uma base ortonormal de L*(Q), segue que

m m

dim(0) = dim (0) (w;, w;) =D (o, w;)(wi, w;) = (6o, w;), Vje{l,2,---,m}.
i=1 =1
B1n(0) = Bom — By em HA(Q) N H2(Q),
pois,

n (—A@o,—ij)w n (—AHO,)\-wj)

i _ JWi)Wi _
Z B 2 - dwy e
m —ABb N6, —A m
Z O’w]) :Z (B0, = v w;)w Z (Bo, wj)w; — by.
j=1 j=1 J J=1

Todas as parcelas do sistema (3.5 estao bem definidas devido as hipoteses
consideradas em (3.1) e as especificagoes dos espagos V,,, e W,,. Para a parcela
(It (8) B2t (£), v), observando que [uf ()] = [[un(B)l1§5ha(y © que V = L2##2(Q)
(esta imersdo sera justificada posteriormente nas estlmatwas), aplicando Holder,

obtemos

| (e () [ (£), v) [ < /Q [ut (O)llvlrda < Juf ™ @)|o(E)] = Hlum($)]|7202 0yl (B)].

Dai, utilizando novamente que V — L**72(Q), segue que (|uy,(t)|/aum(t),v) esté
bem definido.

Substituindo (3.4]) em , reescrevemos o problema aproximado como
um sistema de EDO’s de segunda ordem. Reduzindo a ordem deste sistema, obtemos
um problema de valor inicial nas condi¢des do Teorema de Carathéodory. Resul-
tando assim, na existéncia do par de solugao local {u,(t),0,,(t)} do problema
definidas em [0, t,,[, para algum 0 < ¢, < T.
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Estimativas

Na etapa anterior obtivemos as sequéncias {tm }men € {0 }men das solugdes

aproximadas. Para provar que tais sequéncias convergem para a solucao do pro-

blema ([1.1])-(1.2)), precisamos inicialmente estabelecer resultados a fim de garantir a

convergéncia. Neste sentido, o objetivo desta etapa é buscar estimativas uniformes

(independentes de m e de t) para garantir a convergéncia. Além disto, lembrando

que as solugoes aproximadas obtidas, {um, 0}, sdo solucoes locais, tais estimati-

vas garantem o prolongamento a todo o intervalo [0,7], onde 7" > 0 arbitrario. A

primeira estimativa a seguir nos garante este resultado de prolongamento.

3.2.1

Primeira estimativa

Tomando v = 2u/,(t) e w = 26,,(t) no problema aproximado, obtemos:

2a(t

~—

[(Vaum (1), Vi, (1)) +
t))+2k(|um( ) & tum

On(t), VO (1))
m(t (( ())ﬁm(t)):()'

—~
B

Estabelecemos a seguir diversas identidades e desigualdades a fim de preparar

o sistema (3.6) para aplicarmos a desigualdade de Gronwall. Observe as seguintes
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identidades
() 2l (1) (1) = (1), (1)) = Ll (1)
(i) 2@;@%9<w>:(i@%amem<»:=d|e<>ﬁ

(i) (Jtn(8) Bt (0,1, (1)) = [ Jen(8) ot (00, (1)

(1) (3.7)
I . t)da = / )E (1) |d
= [, lum (O &l (Bla 7, dm (DI (1)
p+2
— il Lm0l } - =3 \\nx>HLM%Q}
(iv)  2((a- V)u,(t), 0m(t) + 2(uy,(t), (@~ V)0u(t) = 0.
Sendo 6,,(t) igual a zero sobre I', pois w; = 0 sobre I para j = 1,2,...,m,

pela identidade de Gauss, obtemos que

e, assim, pela equacao anterior, temos a igualdade:

ol 0, o
[ S ()0 (1 = —/Qum(a:) S (e, =12

“ 0
Dai, pelo fato de que (a- V) = Z aia—, segue de imediato a identidade 1 4
T

i=1

Na identidade (3.7),, temos que wu,(t) € LPT2(Q), pois (VN HA(Q)) —
V — LPT3(Q). A dltima injegdo continua segue das hipdteses feitas sobre p e
das imersoes de espagos de Sobolev (veja Teorema . Mostraremos esta imersao

continua analisando os trés casos segundo as hipoteses feitas sobre p.

Se n =1, temos H(Q) — C(2). O resultado segue de C(Q) < LP2(Q) ser

valido para 0 < p < o0.

Sen=2e1/2 < p < oo, obtemos que 5/2 < p+ 2. Assim, utilizando que
HY () — L1(Q2) para todo ¢ € [2, 00[, segue o resultado para ¢ = p + 2.
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Sen > 3ep € [1/n,2/(n—2)], obtemos que p+2 € [24+1/n, (2n—2)/(n—2))].
Neste caso, sendo H'(Q) — L%(Q) para todo ¢q € [1,2n/(n — 2)], segue o resultado
para g = p + 2.

Utilizando as hipdteses dadas em ([3.1]), temos as seguintes desigualdades

(i) 260/90n(0) < 28( [ dx)wem<t> n(®):
(i) aomlun(®)}, < 2a() ()i (0w (O)r,
(1) 2130 (1)), (1))l < 2O (2)) 60 (1)

= 21 (0(6) = O ()] < 2L16,(6) = O]16n(0)

= 21)6, (1) < V8 (1)
1

(3.8)

Na desigualdade 3, além da desigualdade de Cauchy-Schwarz, utilizamos
ainda a desigualdade de Poincaré, |V6,,(t)]*> A1 |0,.(t)|*. Fato decorrente de 6,,(t)
pertencer a Hj (). A constante \; é o primeiro autovalor do operador de Laplace.
Quanto a constante L, dado que por hip6tese v € W1 (R), temos que ~y é Lipschitz
(Teorema , logo, L é a constante de Lipschitz da funcao ~.

Substituindo as identidades de (3.7]) no sistema (3.6)), temos

D (0 ) 5 [V +200) et (6), 18, (1)),
<<a-v>9m<>u;<t>>+jt{\| w0 e J =0 )

&m0 +25( [ b)) 196 (1)
+2((a - V)t (0,00 (0) + 20 8(0)) 60 (8)) = 0.

Somando as equacgoes do sistema anterior, utilizando as desigualdades dadas

em ({3.8), a identidade (3.7))4 e observando que de (3.8),

=SV (OF < 2130 (1)), 6 (D)l < 2 On(0), 6 (1)
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resulta

5 En(0)+ 200 i O, +2 (o = £ ) 19,0 <o/ Vim0

em que

2 p+2

Bu(t) =W (O + O +0(0) WO +-275 O

Deste modo, como ag [V, (t)*< a(t) [Vu, (t)*< E,.(t), entdo

4
dt

E,.(t) + 2c0mo |ul, (¢ )|Fl +2 (60 — 7L> V0, (t )|2§ lo/ (t)|r En(t).

&%)

Portanto, integrando de 0 a t, 0 < t < t,,,, obtemos

) [ W s+ [ 190 (s < Ea0)+ [ 20 B )as, 2.10)

. . L .
em que [y e fio, definidas respectivamente por 2agng, 2 | fo — — |, sao constantes
71

positivas por hipdtese. Sendo todas as parcelas do lado esquerdo da inequagao (i3.10)

nao-negativas, obtemos que

En(t) < En(0) + /0 t |O‘/§)|REm<s)ds. (3.11)

Verificando as hipoOteses para aplicarmos a desigualdade de Gronwall em

(3.11]), temos que mostrar que E,,(0) é limitado. De fato, sendo

2\

En(0) =husml* + Bom|” +a(0) [Vruom|* +-== uom|l 757 ).

pela convergéncia forte das sequéncias (U1, )men, (Yom )men € (Gom )men dada em (3.5)),
pelas hipéteses consideradas em (3.1]); para a fungao « e pelas imersdes continuas
(VN HAQ)) = V — LF2(Q), temos que E,,(0) é limitado por uma constante que

independe de m.
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Estando todas as hipoteses verificadas, aplicando a desigualdade de Gronwall

em ([3.11]), obtemos

()l
0

En(t) < Em(O)e/O «

para todo t €]0,t¢,[. Da hipétese o’ € L'(0,00) e limitagio obtida para F,,(0),

existe uma constante positiva C', independente de m e de t, tal que

En(t) <O, Vte(0,t,].

Tal estimativa nos permite prolongar o par de solugao {um,(t),0,,(t)} ao in-
tervalo [0, T|. Finalizando, repetimos toda a estimativa, agora integrando de 0 a ¢,

com 0 <t < T, obtendo o seguinte resultado
t t
En(t) + 1 [ ity ()fp,ds + oz [ V6, (s)ds < Co (3.12)

para todo m € N, ¢t € [0,T[ e Cy uma constante positiva que independe de m e t.

Lembrando que

2 )
5 O

Ep(t) =hir (O + 10m (0 +a(t) [Vum(]* +

o resultado anterior, (3.12]), nos permite concluir que

(U )men ¢ limitada em L>°(0,T; L*(2)),
(Or)men € limitada em  L™(0,T; L*(Q)),
(Um)men € limitada em L*(0,T;V), s
(Um)men € limitada em  L°°(0, T Lp+2(Q))7 .
(U )men € limitada em L*(0,T; L*(T'y)),
)

Om)men ¢ limitada em L*(0,T; H} (Q)).
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3.2.2 Segunda estimativa

Derivando as equagoes do problema aproximado, dadas em , com respeito
a t e substituindo v por 2u/ (t) e w por 26/ (t), obtemos
20l ul ) 4 2a! [(Vug, Vul)) + (nul, ul Ve ] + 20 [(Val,, Vul,) + (nul,, ul )]
+2((a - V)0, up) + 20 + D) ([umlz i, ) =0,

26,6 +2ﬁ’( / Gmdx) ( /Q egndx) (vem,ve;n)wﬂ( /Q Gmdx> (VO V)
+2((a- V)ur,00) +2(+(0,,)6.,,6..) = 0.

m? m

Adicionando as duas equagoes do sistema anterior e fazendo uso das identi-

dades e desigualdades a seguir
d

(i) 20 (), up () = 7 g ()2,
(1) 2(05,(2), 03, (1)) = % 07, (),
(1) 2((a - V)0, (), up (1) + 2((a - V)upy (1), 0,,(t) = 0, (3.14)

(iv) 28 V0, (0F< 28( [ 0(0)dx) 90, (02,
< 2a(8)(n(a ) (6., (),

(v) 2000 Uy, ()|, <

resulta em

d
— o+ 260 [VO,* +200m0 Juplr, < o' [Vup|* =2(v'(0m)0),,07,)

d m’’m

—2X(p + V)(Juml ;)

~28( [ i) ([ O1udr) (V0,6

—20/ [(vu'nw vu;,n) (num7 ,7:1)1—‘1]
(3.15)

em que

Fon(t) =lur, () +a(t) [V, () + 10, (6)] -

As identidades e desigualdades em (3.14)) sao obtidas de forma andloga as

obtidas na primeira estimativa.
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Para prosseguir, precisamos de limitagoes para os termos do lado direito da

inequagao (3.15)).

e Limitacdo para o/(t) |Vul,(t)|>. Pelas hipéteses consideradas em (3.1); para a
fungao a(t) e pela definigao da F'(t) temos que:

o/ (t) [V, (D] <o/ ()| O;Ez) [V, (B)*< -

e Limitagdo para —2(7'(6,,(¢))0.,(t),6..(t)). Utilizando a desigualdade de Cauchy-
Schwarz e observando que 7' € L®(R), dado que por hipétese v € Wh°(R), existe

uma constante positiva C', tal que

=207 (0m (1))0,,(£), 07, (1)) < 2 1 (0 ()0, (D107, (D)< C 103, (1)]10,, (D)< CFrn ().

e Limitacao para —2A(p+ 1) (|um(t)|% u,,(t),u,,(t)). Considerando as hipGteses para
p em (3.1)), a imersdo continua de V em H'() e resultados de imersdes de espagos
de Sobolev (veja Teorema , analisamos os trés casos a seguir:

(i) Sen=1¢e0 < p< oo, temos que V — H(Q) — C(Q). Logo,

| Tan @1 (Dl ()] da

IN

i )y | Rt Bl (Bl
et (D)2 gy () ()

< OV (0 Vi, (), (1),

IN

em que, na primeira desigualdade, utilizamos a imersao de V' em C(£2). Na segunda,
usamos a desigualdade de Holder para o caso % + % = 1. Ressaltando que u} (t) e
u” (t) pertencem a L*(Q), pois v; € L*(Q) e d,,,(t), ¢} (t) estdao bem definidos. Na

tltima desigualdade, utilizamos a imersao continua de V em C(Q) e de V em L*(Q).
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(i) Sen = 2 e % < p < oo entdo 2 < 4p < oo. Consequentemente, temos que

V— HYQ) = L*(Q) e V — H(Q) — L*Q). Logo,
/ﬂ [t (0]t (Ol 1, (D) dw < [lugs, (6) | o) 2t () [ 20 T (2))

= [um Ol [t Ol 40 i (D))

< O NVum (O Vi, ()] g, (1)) -

Na primeira desigualdade utilizamos Holder generalizado para o caso i + i + % =1.
Para mostrar que uf,(t) € L*(Q) basta notar que |[uf,(t)||r2@) = [t (|7 20(q) €
usar a imersdo continua de V em L%(Q)). Para mostrar que u/, (t) € L*()) basta
notar que, v; € H'(Q2) e c,.(t) estd bem definido, v/, (t) € H'(). Assim, utilizando
a imersdo continua de H'(Q) em L*() segue o resultado. Quanto a u” (t), como
justificado no caso anterior, temos que u” (t) € L*(2). Na segunda desigualdade
utilizamos a imersdo continua de V em L*(Q) e de V em L*(Q).
1 2n

(m) Sen > 3e - < p < ﬁ entao 1 < np < . Consequentemente, temos

2n_

que V < HY Q) — L»—2(Q) < L™(Q). Logo,
/Q [ ()i [, (D) i, (D) dv <[, (8] o (|t (8) | o) et (2)]

o 1 0)

< C Vum () [V, ()], ()]

Usamos a desigualdade generalizada de Holder para o caso % + % + % = 1, com

q= % As justificativas sao analogas ao caso anterior.

Pelos itens (i)-(iii), por ap < «a(t) e pela limitagao obtida na primeira esti-

mativa para o termo |Vu,,(t)|, temos

IN

—2XM(p 4+ D) (lum (D) 1, (1), 1, (1)) < 20X (0 + 1) [Vt (0)|7 [Vt (1) 1y (8)]

IN

C IVt (8] [t (£)]

IA

C (IVul, (1) + up (£)?) < CFn(t).
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e Limitagao para —25’(/ Gm(t)dx> (/ H;Q(t)dx> (VO,(t), VO, .(t)). Pela primeira
Q Q
estimativa, 6, é limitado em L>(0,T; L*(R2)). Uma vez que L*(Q) — L'(Q) e, por

hipotese, 8 € L>*(R), entao existe uma constante positiva C' tal que

5'( /Q Gm(t)d:c>

Usamos este resultado, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de

Young, com p = ¢ = 2, a = \/C;_ 167.()]| VO,L(t)] e b = \/% | V6, (t)|, para
0
obter

<C.
R

—25'< /Q Qm(t)dm) ( /Q e);n(t)dx) (VO,(1), VO, (1))
< 2010, (8) 130 [VOm DIV, ()
< O 0,V ()VO,,(t)]
< OO0 +50 90,0

2
< go V0 ()2 Fonlt) + Bo [0 (1)

e Limitacdo para —2d/(t) [(Vun(t), Vul (t)) + (n(z)u,, (), un,(¢))r,]. Considerando

m r'm

v = 2u) (t) na primeira equagao do problema aproximado, dado em (3.5)), resulta

20(t) [(Vum (1), Vg, (t)) + (0(2)tp (8), v ()1, ] = =2 fugy (8)]
—2((@ - V)0 (t), tyy (t)) = 2A(fttn (£)[ 5 24 (), 2, (1))

Multiplicando ambos os lados da equacao anterior por —
a

oty (8)]*

(e (D)t (£), i (£))

=20/ (t) [(Vum(t), Vg, (£)) + (n(2)u, (8), wy, (8))r,] = 2
a/(t)

a(t)

Assim, para obter a limitacao do termo proposto neste item, basta encontrar limi-

((a- V)0, (t),ul (t)) + 2\

tagoes para cada um dos termos do lado direito da equagao anterior. Buscaremos a
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seguir estas limitagoes.
o/(t)
a(t)

O s 2O g o O g ) < o, ),

i (E)]*.

(7) Limitagao para 2

2

Pela definicdo de F,,(t), temos |u (t)]*< F,,(t). Das hipoteses sobre a(t) obtemos

1 "(t "(t
W < —, consequentemente, o ()]e < o' )‘R. Na tultima desigualdade,
(0% (%))

t (7))
utilizamos que o' € L*>(0, 00), hipdtese (3.1));.

—_

que

Q

(i4) Limitacdo para 2‘;/((;) ((a- V)0(t), u" (1))
a,<t) " |0/(t)‘R = 6‘9m "
2 (@ V(0w (1)) < 2 2 /Q;ai S (Ol (0|
<2870 115" a o o) ds
Ol <12 {‘alm}) 8:1:1 ) 0] o
< O (i) 3 (\ ]+ ] ) o

Ir}
"(t
- o’ ()| (max{|al|R > V0, (H)]> +n up, (t )|2) dx

< C VO, +CF,(t).

w U L o
2oy (e (O un(8),16,))

(o (D wm (£), (1)) < (o ()| i (B e, e ()] )

= (luf," ()], fuy (t)]=)

< Ol ()

(73i) Limitagao para 2\

= Num @) i ()
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Utilizamos a desigualdade de Hoélder para o caso l + % = 1. Observando que
[uP L ()] = || (t )||’2J£,}+2 , para mostrar que uft(t) € L*(), basta mostrar que

V < L?*%(Q). Para tal, utlhzamos a imersao continua de V em H'({2) e as imer-
soes de espagos de Sobolev (veja Teorema [2.9) juntamente com as hipéteses feitas

sobre p, como pode ser visto a seguir.

Se n = 1, temos H'(Q) — C(Q). O resultado segue de C(Q) — L?*72(Q)

ser valido para 0 < p < oc.

Se n = 2, temos H'(Q) — L%(Q) para todo ¢ € [2,00[. Sendo 2p + 2 > 2,
pois por hipdtese p € [%, oo, o resultado é vélido para ¢ = 2p + 2.

Se n > 3, temos Hl(Q) — L9(Q), com ¢ € [1,-2%]. Da hipétese p € [L, 2],

’ n—2

temos que 1 < 2p+ 2 < =%, Consequentemente, segue o resultado para ¢ = 2p + 2.

Prosseguindo com a estimativa,

DA (a0 n0).03) < 2N a5 )

N

AL g, 0t 1)
0

N

C [V ()12 +C up, (1)

< C+CFEL(1),

em que, na segunda desigualdade, utilizamos a imersio continua de V em L*72(Q).
Na terceira, a desigualdade de Young juntamente com as hipoteses feitas sobre a.
Na tultima desigualdade, utilizamos a limitacdo obtida na primeira estimativa para

o termo [Vu,,(t)| e a definigao de F,(?).

Por abuso de linguagem, consideramos a mesma constante C' em todas as

passagens. Ressaltamos que em todas as passagens, C' é uma constante positiva
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independente de t e de m.

Substituindo em (3.15)) as limitagoes encontradas para cada item do lado

direito da inequagao, temos que

T En(t) + 5o IVO,,(OF +200m0 [y, (Dlry < € + C (14 VO (D)) Fn(t) + CIV O (1)

t
Integrando de 0 a ¢, com 0 < t < T, e utilizando que / |V0,,(s)|>ds é limitado por
0

uma constante independente de t e m (veja (3.12))), obtemos

Fult) + o [ 96, (5)7 ds + 200m [ 1l (s)r, ds < C+ Fu(0) + [ G(9)F

em que ¥(s) = C(14 [V0,,(s)]?).

Sendo / t ¥(s)ds limitado, para aplicarmos o lema de Gronwall, resta apenas
mostrar que Fi(O) =|u (0)]* +(0) |Vul,(0)]* + |6,(0)|* é limitado. A limitagao
para o termo |Vu/ (0)]* segue da convergéncia forte da sequéncia (Ui, )meny em
V. Quanto aos termos u” (0) e 0/ (0), substituindo v por u (0) e w por 6/ (0) no
problema aproximado , usando a condicao de compatibilidade

sobre I'y e a férmula de Green, obtemos

Uom
m=0
o +nu1

[, () —(0) (A (0), 17, (0)) + (@ - V)0 (0), 17, (0))
FA([um (0l um (0), 4,(0)) = 0,

(3.16)
07, (0)* =5 ) m(0),07,(0)) + ((a - V)ur,(0),6,(0))
+(7(0(0)), 0 ( ))

Lembrando que ug,, € (V N HA(Q)) — V < L?*72(Q), usando a desigual-
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dade de Cauchy-Schwarz na primeira equagao do sistema anterior, temos
O < a0) | Aun (O, O)x de + [ (@ V)0n (0], (0)x o
A | (Ol (O)]
< a(0) [ et Ol (0] +( puzsx {Jad}) 1960 (0}, (0)
+C [V (0)" i, (0)]
Consequentemente,
[y, ()< €' | A, (0)] +C [V (0)] +C [V (0)]7F,

em que C' é uma constante positiva independente de m. Analisando a desigual-

dade anterior, a limitagdo para |u! (0)| segue das convergéncias das sequéncias

(U1m)men, (Uom )men € (Bom)men apresentadas em ((3.5)).

Trabalhando a segunda equagao do sistema (3.16[), obtemos
0, OF < 5( [ 60 dw) | 180,08, (0)z do + [ (- V)et (0), (0] d

+ [ ()58, (0)x da
< CIAG(0)18,,(0)] +C [V, (0)]6},(0)] +C (0], (0)]

Para limitar o termo 6( / 0, (0)d ), note que, pela convergéncia forte da
sequéncia (Bom)men em Ha () N H%(Q), [6,,(0)| é limitada por uma constante inde-

|
pendente de m. Deste modo, sendo L?(2) < L(), temos que existe uma constante

/9 0)dz € [—c,d].

Assim, tendo S uma representante continua, dado que por hipdtese pertence a

Wheo(R) (veja Teorema , a limitacdo para o termo 5</ Gm(O)dx) segue da
Q

continuidade da fun¢ao 5 no intervalo compacto [—c, c].

¢, independente de m, tal que
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Prosseguindo, temos que
07, (0)|< € |AG,,(0)] +C [V, (0)] +C' [0 (0)] -

Portanto, das convergéncias das sequéncias (U1, )men, (Uom)men € (Qom)men apresen-
tadas em ({3.5)), segue a limitagdo para |#],(0)| por uma constante independente de

m.

Os resultados anteriores nos permitem concluir que
Fn(0) =h, (0)f2 +a(0) V2L, (0)]2 + 16, (0)]2
é limitada. Deste modo,
Fou(t) + Bo /Ot V0. (s))* ds + 2agm /0lt lur ($)|r, ds < C' + /Ot P(8)F(s)ds. (3.17)
Como todas as parcelas do lado direito sao positivas, temos que
Enlt) < C+ [ () Ens)ds,
resultando, pelo Lema de Gronwall, que
Foa(t) < Celo ¥4 v e 10, 7T,

Podemos, assim, concluir que, F,,,(t), com t € [0,T][, é limitada por uma constante

que independe de m e de t. Deste resultado e da equagao (3.17)), temos

t t
Fou(t) + Bo /0 V6. (s)? ds + 20010 /0 " (8)|r, ds < C. (3.18)

De modo que

() =y, (0] +a(t) [V, (O] + 16,21,
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o resultado , nos permite concluir que
(U )men € limitada em  L°°(0,T; L*(9)),
U, Jmen € limitada em  L*(0,7;V),
Ymen ¢ limitada em L*°(0,T; L*()), (3.19)
Jmen ¢ limitada em  L?*(0,T; Hy(Q)),
Jmen € limitada em L*(0,7T; L*(I'y)).

As limitagoes estabelecidas nas estimativas nos permite obter mais regula-
ridade para 0,,(t). A seguir, mostraremos que ||0,,(t)|[p2(q) ¢ limitada por uma
constante independente de m e de t. De fato, substituindo w por A6,,(t) no pro-

blema aproximado, dado em ({3.5]), temos

(0181, 800 = B( [ 8(t)de ) (A0 (2), D0 (0) + (@ V)i (1), A6, (1)
+(7(0 (1)), A8, (1)) = 0.

Isolando o termo ﬂ( / Gm(t)dx> |AD,,, (1) e observando que By < B(€) para
Q
todo £ € R, obtemos

0 180, (OF< ([ 0n(t)de ) 180, (0= (0,,(8), A0 (1)) + (@~ V)t (1), A (1)
+(7(0m ()) Al (1)),
da qual, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e que |7(0,,(t))|< L |0(t)],

resulta
Bol A0y (1) |* < [6,, (8| A ()] + lrg%{\ailha}\v%(t)\IMm(t)l + L]0 (8)|[ A0, (2)]-

Assim,

A0 ()] < C(160,,(0)] + [V, (D] + 10m()])
Logo, as sequéncias (0! )men € (0m)men sao limitadas em L>(0,T; L*(Q2)) e (v, men
em L>(0,7;V), segue que |Af,,(t)| é limitada por uma constante independente de
m e de t. Dai, como [|¢||n2@) < C |Ayp| para todo ¢ € Hg(2) com Ap € L*(Q)
(veja Lema [2.4)), temos que

(O)men 6 limitada em  L*°(0,T; H*(12)). (3.20)
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3.3 Passagem ao Limite

De (3.20) e das limitagbes obtidas na primeira e segunda estimativa, (3.13])
e (3.19), temos que

Jmen € limitada em L>®(0,T;V N LFT2(Q)),
Jmen € limitada em  L*°(0,7;V),
Jmen € limitada em  L>(0,T; L*(Q2)),
Jmen € limitada em L*(0,7T; L*(T'y)), (3.21)
Jmen 6 limitada em L*(0,T; L*(T'y))
Om)men € limitada em  L°°(0,T; Hy () N H?(2)),

0! Ymen ¢ limitada em L*(0,T; Hy(Q)) N L>®(0,T; L*()).

Y

Das limitagoes anteriores, aplicando o Corolario do Teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki (Corolério [2.1]) e o Teorema , temos que existem subsequéncias

de (Um)men € (0m)men, que denotaremos da mesma forma, tais que

Uy —u em L¥(0,T;V N LF2(Q)),
ul Su' em L(0,T;V),

u. S’ em L™(0,T; L*(Q)),

ul, —u' em L*(0,T;L*T,)),

u! —u” em L*(0,T;L*(T))),

O =0 em L®(0,T;Hy(Q) N H*(Q)),
0. —0 em L*0,T;Hy(Q)),

0/ ¢ em L™0,T;L*Q)).

(3.22)

Os resultados obtidos em ([3.22)) sao suficientes para tomar o limite dos termos
lineares do sistema (3.25)). No entanto, para os termos nao lineares, sera necessario
a convergéncia forte em L?(0,T; L*(€)) de algumas sequéncias. Vamos estabelecer

estes resultados a seguir.
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De (3.21)) temos que (U )men ¢ limitada em L*(0,7;V) — L*(0,T;V) e
(ul )men em L®(0,T; L*(Q)) < L*(0,T; L*(Q2)), entdo, considerando By =V, B =
L*(Q) e By = L*(9), pelo Teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de

(U )men, que também serd denotada por (u,)men, tal que
Up — u em  L*(0,T; L*()). (3.23)

De forma analoga, utilizando as limitagdes dadas em , obtemos que
ul, — ' em L*(0,T;L*(9)), (3.24)
0 — 0 em L*(0,T; Hy(Q)). '
Estabelecidos os resultados de convergéncia necessarios, vamos prosseguir
a fim de tomar o limite no problema aproximado. Multiplicando as equagoes do
problema aproximado por ¢ € L?(0,T), integrando de 0 a T, considerando my fixo

e m > mg, temos

[ (o), 0)000dt + [ ale) [(Tun(6), Vo)p0) + ()t (), o), 0 (0] de
+/ a- V)0(t), v} (t dt+)\/ iy (D] 1w (£), 0)0(1)dt = 0,
/ w)di + 0T5</ 0, dx)(VQ (), V) (t)dt
+/0 (a- V), (), w) tdt+/0 (B (), W) (1) dE = 0,

(3.25)

para todo v € V,,, e w € W,,,. Vamos estudar, separadamente, a convergéncia de

cada termo do sistema anterior a seguir.

m

T
e Convergéncia do termo / (u! (t),v)(t)dt.
0

Temos que
u! S em  L(0,T; L*(Q)),
ou seja,

(U @) Loo (0,132 () x L1 (0,7:L2(2)) — (U, ) Lo (0,15L2()) x L1 (0,1522(2)) -



Assim,
T T
tA (u%(ﬂ,¢(ﬂ)L%depﬁndt—»tA (" (1), $(1)) 2y x 22y

do qual, sendo u” (t), u”(t) e ¢(t) pertencentes a L?(f2), obtemos

[ w600~ [ ), o0

Em particular, o resultado anterior vale para ¢(t) = vi(t), ou seja,

/(( ﬁ%/” (O)dt Yo € Vi
0

T
e Convergéncia do termo / (0,(t), w)(t)dt.
0

De (j3.22)) temos que
0, >0 em L>(0,T;L*Q)).
Deste modo, procedendo de forma analogo ao caso anterior, obtemos

/O (607 (2), dt—>/ (0'(t Hdt Yw € Wy,

T
e Convergéncia do termo / a(t)(Vum(t), Vo)i(t)dt.
0

De ([3.22) temos que
Uy —u em L20,T;V),
ou seja,
(Uim @) oo (0.0 x L1 (0.15v7) = (U §) Loo (0,7:V)x LI(0T:V7) -

Assim,

[ G0, 6Ot = [ 0) 60)yevec,
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do qual, aplicando o Teorema da Representacao de Riesz (Teorema [2.13]), obtemos
T T
| (Vun(®), Vo(e)dt — [ (Vu(t), o(t))d,
0 0
para todo ¢ € L'(0,T;V). Logo, segue o resultado para ¢(t) = a(t)y(t)v, ou seja,

/0 L () (V) Vo) (t)dt — /0 L a(O)(Vult), Vo)e(t)dt Vo € Vi,

e Convergéncia do termo /0T5</90m(t)dx) (VO,,(t), Vw)(t)dt.

Temos que mostrar que

/[)T(B(/Qem(t)dx> VO (t) — 5(/99(75)d$> Vo(t), Vw) W)t — 0 Yw € Wi,

A fim de simplificar a escrita, vamos denotar por u,, o termo geral da sequéncia

anterior. Sendo
- /0 T(@( /Q Hm(t)d:v>v0m(t) _ 6( /Q 0(t)dx>V¢9(t),Vw) b(t)dt
- /OT[B</Qt9m(t)dx) —5(/90@)@” (VO(t), Vo) (1) dt
n /0 Tﬂ( /Q Gm(t)d:c> (V0 (£) — VA1), Vao) (b dt,

basta mostrar a convergéncia dos termos do lado direito da equagao anterior. Inici-

almente, vamos analisar os dois termos a seguir:

5(/{20m(t)d:v> —5(/99@)@) e 5(/99,”(75)@).

Quanto ao primeiro, como 3 € W1 (R), pelo Teorema , 8 é lipschitziana.
Logo,

‘5</Qé’m(t)dx> - 5(/{29(15)61:@)

<L
R

/Qﬁm(t)dx - /Qe(t)dx < L/me(t) —0(t)|, d.
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Note que /]9m(t) — 0(t)|p dz = ||0m(t) — 0(t)|| 1 (- Assim, sendo L*(Q) — L'(Q),
0

segue que
’5(/09”1(75)(&) - B(/Qe(t)dx) <

Para o segundo, sendo 6, limitado em L*(0,T; L*(f)), veja (3.21)), e de

L*(Q) — L'(), existe uma constante positiva C, independente de m e ¢, tal que

‘/ﬂ@m(t)dx )

Observando que 8 possui uma representante continua, veja Teorema [2.7, da conti-

C1m(t) = 6()].

< Clot)] <C.

nuidade da funcdo 8 no intervalo [—C, C], existe uma nova constante positiva C,

independente de m e t, tal que

B(/ﬂ@m(t)dx) < C, paratodo0<t<T.

Destas duas consideragoes, resulta que
il < C [ 1oul) — 00 1(V0(2), )l [0 e

+C /0 (V0 (t) — VO®)], Vo) g [8(8) g .

Assim, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
[ | C/ |0 ( OV [Vwl |1(t) g dt
+C /O V0,0 (8) — VO] [Vl [¢(8) g
< CIVOlLo o [Vl [ 1 (6) - 000)| o0) |
+CIul [ 190, (8) ~ F00) [0 b
Aplicando agora a desigualdade de Holder, temos

|l < Cll0m = Oll20,2:20) [Vl 220.) + ClVOm = VO 120,722 [l 220079
< C||9m - 9||L2(O,T;L2(Q)) + C||V9m - V9||L2(O,T;L2(Q))-
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Deste modo, da convergéncia forte de 6, em L?(0,T; H}(2)), dada em (3.24)), segue

a convergéncia do termo em questao, ou seja,
T T
L 8( [ om0 ) (T0u(0), Fwrierdt — [ 5( [ otyd) (Vo). Vwybie)dr,
para todo w € Wp,,.

e Convergéncia do termo /Ta(t)(n(x)u’ (t),v)r, ¥ (t)dt.

0 m
De ([3.22) temos que
ul, = em L*(0,T;L*Ty)),
ou seja,
<U;m ¢>L2(O,T;L2(F1))><L2(0,T;L2(F1)) — <U/a ¢>L2(0,T;L2(F1))><L2(0,T;L2(F1))-
Deste modo,
T / T /
0. 00 ez dt = [0, GO wotr e
Entdo, dado que v/, (), u/(t) e ¢(t) pertencem a L?*(T';), obtemos
T / T /
| . o0)rdt — [ @) o0)r,at

para todo ¢ € L*(0,T;L*(';)). Assim, sendo n € L>®(T';) — L*T,), pois por
hip6tese n € WH°(Ty), segue o resultado para ¢(t) = a(t)nui(t), ou seja,

[ ettt (), bt = [ ald)(nd (@), v, o0 o € Vi,

T
e Convergéncia do termo / ((a- V)u,(t), w)p(t)de.
0

Dado que a sequéncia (u,,)men ¢ limitada em L>(0,T;V), veja (3.21),, se-
gue a limitagao de ((a - V)ul,)men em L>°(0,T; L*(Q2)). Assim, pelo Coroléario do
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Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, Corolario [2.1] existe uma subsequéncia de

((a- V)ul,)men, que denotaremos da mesma forma, tal que
(a-V)u, > x em L>(0,T;L*(Q)), (3.26)
ou seja,

(&~ V)up,, @) Loo(0,1:02(0))x L1 (0.1522(2)) — (X> @) Lo0(0,T3L2(0))x L1 (0.T5L2(22)) -

Consequentemente,

/0T<(a - V)up, (1), d(t)) L2y x L2 (@) dt — /OT<X(15), D(t)) L2y L2(0)dL.

Assim,
| (@ @), 60)dt — [ (x(t). o)t (3.27)

para todo ¢ € L'(0,T; L*(R)), logo, em particular, vale para ¢(t) = wi(t).

Mostraremos que x = (a - V)u'. De fato, observando que para qualquer que

seja ¥ € L*(Q), esta define uma distribuicao Ty, dada por

(Ty, 0) = /Cgﬁ(x, t)o(x, t)dxdt, para todo ¢ € D(Q).

Entdo, dado que (u), )men converge forte para u' em L2(0,T; L*(Q)), veja (3.24), e
que D(Q) — L*(Q), temos

(T, ¢) = /Q (2, D), t)dedt — /Q A (2, 8@, ) dwdt = (Ty, b),

para todo ¢ € D(Q), portanto, Ty — T, e pela continuidade da derivagao em

D(Q),
T(a~V)u;n_>T(a~V)u’ em D/(Q),

ou seja,

(Tiavy, &) = /Cga-V)u;n¢dxdt—> /Q(a-V)u’gzﬁdxdt: (Tiawy,d),  (3.28)
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para todo ¢ € D(Q).

Assim, das convergéncias em (3.27)) e (3.28)), pela unicidade do limite, segue
que Tia.vyw = Ty. Deste modo, pelo Teorema de Du Bois Raymond, resulta que

x = (a- V)u' em quase todo ponto de @), como queriamos mostrar.
T

e Convergéncia do termo / ((a-V)b,(t),v)(t)dt.
0

A convergéncia deste termo segue de forma analoga ao caso anterior.

T
e Convergéncia do termo / (Y0 ()), w)tp(t)dt.
0

Temos que mostrar que
T
/0 (YO () — 7(O(2)), w)b(t)dt — 0 Veo € Wi (3.29)
Definindo por 9,, o termo geral da sequéncia anterior, temos que

[0 1O, w)pde] < [ 1606 (0)) ~ 100)), Wl [(D) .

|5m|R =

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e utilizando que v € lipschitziana, veja

Teorema [2.8] temos
bule <[ O (0)) ~ @D 0 [0 gt < L [ 166) — 00 bl [0

T
= L IwI/0 [0m () = O] [ (0)|g dE < L |wl [0m = 0] 120 112002y [Pl L2007 -

Deste modo, dado que por (3.24) a sequéncia (6,,)men converge forte para 6 em
L?(0,T; L*(Q)), da limitagao anterior, obtemos o resultado (3.29)).

T
e Convergéncia do termo )\/0 ([ (E)|R wm(t), v)(t)dt.

Dado que u,, converge forte para u em L*(0,T;L?*(Q2)), veja (3.24)), pelo

Teorema , existe uma subsequéncia de (U, )men, que denotaremos da mesma
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forma, tal

Uy, — u em q.t.p. de Q.
Assim, pela continuidade da funcao r(s) = |s|g s, com s € R, segue que

U [ U, = |ul w  em q.t.p. de Q. (3.30)

Por outro lado, de V' < L*%2(Q), temos L>(0,T; V) «— L>(0,T; L**%(Q)).

Deste modo, observando que

e (8 un () = [ () d = [ (1) [75522(0)

e que a sequéncia (U, )men € limitada em L%(0,7T;V), resulta que

(|t & U )men € limitada em L™ (0, T; L*(£2)). (3.31)

Portanto, de (3.30), (3.31) e Lema de Lions (Lema , obtemos

U ] U, — Ul em L*(Q),

T T
/ /]um]ﬁ% Umpdxdt — / /\u!% updzxdt,
0 Jo 0 Jo

para todo ¢ € L*(Q). Logo, segue o resultado para ¢(t) = vi(t), ou seja,

[ (6 01, 01000t = [ () ), ) ),

para todo v € V,,,.

isto é,

Feito a convergéncia de todos os termos de (3.25), fazendo m — oo, obtemos
[, oyt + / £, V)b (t) + () (), o), (0] dt
+/ (tﬁ+A/kL u(t), v)b(t)dt = 0,
/ (0(8), w)b(t)dt + / Lo )(ve( ), V)b (£)dt

+/ dt+/ b(t)dt = 0,

(3.32)
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para todo v € V,,, w € Wy, e ¥ € L*0,T). Por densidade, o sistema
vale para todo v € V e w € H}(Q). Assim, fazendo ¢(x,t) = ¥ (t)v(z) e o(z,t) =
Y(t)w(z) temos a identidade integral (3.3)), isto é, o sentido das solugdes. Para
finalizar, a regularidade u € L>(0,T; HA(f2)) segue por resultados de regularidade

eliptica.

3.4 Verificacao dos Dados Iniciais

Temos trés condigoes iniciais a serem verificadas. Mostraremos que u(z,0) =

up(x), v'(z,0) = uy(z) e O(x,0) = Oy(z).

Inicialmente, precisamos de resultados que nos permitam calcular u(z,t),
uw'(x,t) e O(x,t) no tempo t = 0. Para tal, observe que, sendo u € L*(0,T;V)
eu € L>®0,T;V), pelo Lema , resulta que u € C([0,T];V), fazendo sen-
tido calcular u(z,0). De forma anéloga, observando que v’ € L*(0,T;L*(Q)),
u”" € L>®(0,T;L*(Q)), 0 € L*(0,T;L*(Q)) e & € L>(0,T;L*(f)), temos que
u' € C([0,T]; L*(Q)) e 6 € C([0,T7]; L*(2)).

e Primeira caso: mostraremos que u(z,0) = ug(x).

De (3.22),
Uy — u  em L*(0,T; LQ(Q)),
ul, o' em L(0,T; L*(Q)),
resultando em

[ o) 90— [ (w(r), 9(0))d.

T T

@, 0)at = [ e, o),
para todo ¥ € L'(0,T;L*(2)). Em particular, tomando ¥(z,t) = v(z)y/(t) em
(3:33), e I(z,t) = v(2)Y(t) em (3.33),, em que, ¥ € C*([0,T]), com ¥(0) = 1 e

(3.33)
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»(T) = 0, obtemos

[ty wp e = [ (ule), vy (),
T o (3.34)
[ 000~ [ @), v,

para todo v € L?(£2). Observando que

L (£), 0)0(0)} = (tl (£), 0)0(E) + (i (), ) (1),

jt {(u(t), v)(t)} = (' (t),v)e(t) + (u(t), v)d' (1),

somando as duas equagdes de (3.34)), temos

[ () )0}t~ [ L), 0)(0)}
ou seja,

(um(T), )9 (T) = (um(0),0)9(0) = (u(T), v)9(T) — (u(0), v)1b(0).
Portando, sendo ¥(0) =1 e (T') = 0,

(U (0),v) = (u(0),v) para todo v € L*(Q). (3.35)

Por outro lado, dado que u,,(0) — ug em V N H*(Q) — L*(Q) e que toda

convergéncia forte implica em convergéncia fraca, temos que

(um(0),v) = (ug,v) para todo v € L*(Q). (3.36)

Assim, de (3.35)) e (3.36)), resulta
(u(0) — ug,v) para todo v € L*(€2),

logo,

u(z,0) = ug(x) quase sempre em (.
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e Segundo caso: mostraremos que 6(x,0) = 6y(x).

De (3.22)),
Oy =6 em L>(0,T;L*(Q)),
0, =0 em L>(0,T;L*()),
ou seja,

/0 (0 (0), 9(8))dt — /O 1), o),

T T
[ @@ 0wt~ [ @), 0@,
0 0

para todo ¥ € LY(0,7T;L*)). Em particular, tomando ¥(x,t) = v(z)¢'(t) em

(B3-37), e I(z,t) = v(z)y(t) em ([B.37),, em que, ¥ € C*([0,T]), com (0) = 1 e
Y(T) = 0, obtemos

(3.37)

[ttt [0, 000, .
. . 3.38
L @00~ [ @@, 0pw,

para todo v € L?(Q2). Observando que
jt{wm(tmw)} = (0(£),0)(t) + (Om (1), )9 (1),
CZ{(W), V)P (t)} = (0'(t), v)(t) + (6(2),v)¢' (1),
somando as duas equacoes de , temos
om0, o0}t — [ (00, 0)0(0)}
ou seja,
(O (T), )¢ (T) = (6 (0), 0)1p(0) = (6(T), v)P(T) — (u(0), v)¥(0).
Portando, sendo (0) =1 e ¢(T) = 0,

(0,,(0),v) = (0(0),v) para todo v € L*(Q). (3.39)
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Por outro lado, dado que 6,,,(0) — 6y em Hy(Q)NH?*(Q) < L*(Q) e que toda

convergéncia forte implica em convergéncia fraca, temos que

(0,,(0),v) = (fp,v) para todo v € L*(Q). (3.40)

Assim, de (3.39)) e (3.40)), resulta
(6(0) — 6y,v) para todo v € L*(Q),

logo,

0(x,0) = 0Oy(x) quase sempre em ).

e Terceiro caso: mostraremos que u'(z,0) = u;(x).

De B2)
ul, >’ em L™(0,T;L*(9)),
u B’ em L™(0,T; L*(Q)),
ou seja,

[t 000 > [, o)

T T
@, 0wa = [ @), o),
para todo ¥ € L(0,T;L*(f2)). Em particular, tomando ¥(z,t) = v(z)y'(t) em

(B-41), e V(z,t) = v(z)y(t) em ([B.41),, em que, ¥ € C*([0,T]), com (0) =1 e
Y(T) = 0, obtemos

(3.41)

[0 - [0 @
[t ova - [w@.ou,

para todo v € L*(2). Observando que

jt (g (1), 0)(8)} = (1, (8), 0)(E) + (u, (£), 0) Y (B),

jt (' (), 0)P(t)} = (u"(t), v)P(t) + (' (2), v)¢'(2),

(3.42)
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somando as duas equagdes de (3.42), temos
Tq Tq
S A (0, 00t~ [ S (1), v)e(t)} dt,
0 dt o dt

ou seja,

Portando, sendo ¢(0) =1 e (T") =0,

(u!,(0),v) = (v'(0),v) para todo v € L*(R). (3.43)

m

Por outro lado, dado que ., (0) — u; em V < L*(Q2) e que toda convergéncia

forte implica em convergéncia fraca, temos que

(u! (0),v) = (u1,v) para todo v € L*(€). (3.44)

m

Assim, de (3.43)) e (3.44)), resulta
(u'(0) — up,v) para todo v € L*(2),

logo,

W' (2,0) = us(z) quase sempre em ().

3.5 Unicidade das Solucoes

Utilizando o método da Energia, mostraremos que a solugao é iinica. Suponha
que {u,0} e {1, 5} sejam duas solugoes do problema (1.1))-(1.2) e defina v :=u —u
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o~

e w =6 — 0. Entdo, {v,w} satisfa

("), 0) + a(t) [(Vu(t), Vo) + (n(z)v'(), o)r,] + ((a - V)w(?), 0)
FA(fu()lr w(t), o) — A[u)z a(t), o) =

(W (t),<) + ( £)dz ) (V6 ( it )d:c)(VHA(t),Vc)

+((a- V)0 (1),6) + (1(6(1)) = ~(8(2)). <) =0,
v(z,t) =0 sobre ['yx]0,T[, w(x,t) =0 sobre I'x]0,T7,

(3.45)

v(x,0)=0, ' (x,00=0 ew(x,0)=0 em Q.
Tomando ¢ = 2v'(t) e ¢ = 2w(t) em (3.45)) e observando que

() W0.200) = S0/, 0(0) = S0P

() (Volt), 290 (1)) = 5 (Volt), Vu(t)) = LITo(0),
(i) a(t)(Vo(0), 290(1)) = 5 {ad)[Vo(0)} — oIV,
(i) (w(t), 20(0)) = & (), w(t)) = ()]

(0)  (VO(), Vw(t)) = (Vaw(t) + VA(E), Vw(t)) = [Vw(t) + (VO(t), Vu(t),

resulta

OF +— {at)IW *} = DIV + alt) () (1), 20'(1))ry
((a V)wt) 20(1)) + Alu(®)lf u(?), 20'(2)) — A[a(t)le at), 2v'(t)) =

|2+25( o1 dx)|Vw |2+2{ (/em)- ( ﬂ Vu(t))
+((a'V) '(t),2w(t)) + (v(0(t) — v(0(1)), 2w(t)) = 0.

Adicionando as duas equagoes do sistema anterior e fazendo uso das identidades e

desigualdades a seguir
(1) ((a-V)w(t),20(t)) + ((a- V)V'(t), 2w(t)) = 0,

) 2040770|U/(t)|12“1 < at)(n(z)v'(t), 20'(t))r,, (3.46)

(i) 2670 < 28( [0(0)de)[Tw(o)P
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obtemos
;ltE(t) + 2000V (1) |2, + 260 V()2 < o (1) V()2 + (v(A(t)) — v(0(t)), 2w(t))
AL — [u(t)Bu), 20 (1)) + 2 {5( /Q éd;c) _ 5( /Q depﬂ (VA(1), V),
(3.47)
em que,
Et) = [V (t)]* + a(t)|Vu(t)|* + Jw(t)]?. (3.48)

A justificativa da identidade ([3.46]), segue de forma analoga a dada para a

identidade (3.7),. Quanto as demais, (3.46)), e (3.46),, seguem das hipéteses em
B,

Para prosseguir, a fim de aplicar a desigualdade de Gronwall, precisamos ob-

ter limitagdo para cada termo do lado direito da inequagao ([3.47)).
e Limitacao para o termo o (t)|Vo(t)[*.

Temos que 0 < ap < a(t) e at)|Vu(t)|> < E(t), entao,

a(t)

o/ DIV(0) < o’ ()] Vo) < [’ )]z

%)

E().

e Limitacao para o termo (7(8(t)) — v(6(t)), 2w(t)).

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, utilizando que ~ é Lipschitz e
que |w(t)|* < E(t), obtemos

|(4(0() = 7(0(2)), 2w(D)|e - < |¥(O(2)) — 7(0(2))]12w(?)]

< LIO(t) = 0(t)[|2w(t)]
=2L|w(t)|* < 2L E(t).
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e Limitacao para o termo A(|u(t)|u(t) — |u(t)|gu(t), 20'(¢)).

Definindo a fungao r(s) = |s|gs, com s € [a, b], pelo Teorema do Valor Médio,
existe £ €]0, 1], tal que, r(b)—r(a) = ' ((1—§)a+£b)(b—a). Sendo 7'(s) = (p+1)|s|&,

fazendo a = u(z,t) e b = u(x,t), temos

[(fa()[5ac) — Ju(t)qul x < [ a0 - |u(t) Bul [V (0] dz
= (p+1) [ (L= u(t) + Eal)I[a(t) — ul)]z'(t)lnda

< C/Q (lu@®)If + [@(0)[%) lv(®)e|v'(t)[rde
< C(IVu@®)” + [Va@) ) [Vob)[v'(1)],

em que, a ultima passagem segue pelos mesmos argumentos aplicados no estudo da
limitagao do termo —2A(p + 1)(Jun(t)|& ., (t), ul (t)) na segunda estimativa. De
fato, considerando as hipéteses para p em , a imersdo continua de V em H'(2)
e resultados de imersoes de espagos de Sobolev (veja Teorema , analisamos os
seguintes casos:

(i)Sen=1e0 < p< oo, temos que V — H(Q) — C(Q). Logo,

((Ju@®)& + 1a(0)[%) 00|, [V'(E (Hu

||u(?)

‘e T 1O ) [ [0l (0)lada

2 e + O ) Ol 0]
< C(|Vult >|p Va0 ) o)l (1),

em que, na primeira desigualdade, utilizamos a imersao de V em C(9). Na segunda,
usamos a desigualdade de Holder para o caso % + % = 1. Na ultima desigualdade,

utilizamos a continuidade da imersao de V em C(Q) e a de V em L?*(Q).

(1i) Sen = 2 e % < p < oo entdo 2 < 4p < oo. Consequentemente, temos que
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Ve HY(Q) = L*(Q) e V — Hl(Q) — LY). Logo,
(0 + ORIk, 1 1=) < (e Ol sy + 1820 ||L4 ) Il lzso 2/ (8)

(||u 15400 + GO0 10| 3oy |0/ (1))
C(IVu(t)l” + |Vt >| >|w< )Y(#)].

Na primeira desigualdade utilizamos Holder, generalizado, para o caso ; + I —l— 5 =1

Para mostrar que u”(t), u”(t) € L*(2), basta notar que ||u”(t)|| 1) = ||u(t 7400
e usar a imersao continua de V em L* (). Para mostrar que v(t) € L*(Q)
basta utilizar a imersdo continua de H'(2) em L*(Q). Quanto a v/(t), segue de
o' (), (t) € L?(Q). Na segunda desigualdade utilizamos a imersdao continua de V'
em L*(Q) e de V em LY(Q).

(1ii) Sen > 3 e % < p < % entao 1 < p 2_"2. Consequentemente, temos
que V — H'(Q) — LI(Q) — L"(Q), com ¢ = -2%. Logo,
((Ju@®)Ig + a@)|R) v (@)]r, [V'(t)|) < <||Up( )I|Ln(ﬂ) + ||@p(7f)||m(n)) o) ] LoV’ (2)]

= ()17 y + T o)) o)Ly [V (2)]
<SC(IVu(b)l + [Va®)?) Vo) (¢)].

Usamos a desigualdade generalizada de Hoélder para o caso % + % + % = 1. As

justificativas sao andlogas ao caso anterior.

Assim, usando a desigualdade de Young e observando que u,u € L*(0,7;V),

obtemos uma constante positiva C, independente de ¢, tal que

2M|([a(®)[galt) — [u®)gu(t), () rdz < CIVe(t)|* + Cl'(1)]* < CE(?).

e Limitacao para o termo 2 [B(/Qg(t)dx> - 5(/99(25)d1’>:| (VO(t), Vw(t)).

Sendo 3 Lipschitz e L*(2) < L'(f2), segue que

‘ﬁ(/gédx)—ﬁ(/ﬂ&dx)R<L/dix—/gédx

o S Lllw®)llzvey < Clw(t)].
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Portanto, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Young
comp=q=2a=-|VOt)|lw(t)| eb=/Bo|Vw(t)|, e, lembrando que f pertence

NG

a L>°(0,T; Hy(S2)), resulta

2“5(/95@)@) —5(/Qe(t)dx>

2 ~
< (;(]|V9(t)|2!w(t)\2 + 5ol Veo(t)]* < CE(t) + ol Vo (t) .

(VO(t), Vw)’R < Clu()|[VO(@)][Vw(t)]

Finalmente, feito a estimativa de cada termo do lado direito da inequacao

(3.47), obtemos uma constante positiva C', independente de ¢, tal que

th(t) + 2000V ()2 + Bo| Vw(B)]? < ('“(ﬁ:'R + 0) E(t). (3.49)

Deste modo, dado que o/ € L>(0,00) e E(0) = 0, aplicando a desigualdade de

Gronwall, obtemos que
E(t) = [v'()] + at)|Vo(t)]? + [wt)* =0 em [0,T],

de onde concluimos a unicidade das solugoes.
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4 SOLUCAO NUMERICA

Neste capitulo vamos desenvolver a solugao numérica do modelo em estudo
para os casos em que o dominio €) seja uni ou bidimensional. Para obter a solugao
numérica, utilizamos o método dos elementos finitos na parte espacial resultando

em um sistema de equagdes diferenciais ordinarias (EDO) nao linear.

Para resolver o sistema de EDQO’s, aplicamos o método de Diferencas Finitas,
obtendo um sistema nao linear, resolvido pelo método de Newton. Os métodos
numéricos aplicados podem ser encontrados em RINCON; LIU| (2011) e HUGHES
(2012).

Para validar a implementagao, vamos comparar a solu¢do numérica gerada
pelo programa com a solucao exata do modelo. A fim de tornar possivel esta compa-
racao, dado que nao é conhecido a solucao exata, vamos acrescentar as fungoes fontes
f(z,t) e g(z,t) no lado direito do modelo em estudo. Deste modo, para encontrar
a solucdo exata, basta definir fungdes u(z,t) e 0(x,t) que satisfaga as condigoes de
fronteira e construir as demais fungoes ( wug, ui, 6o, f e g) a partir das solugdes.
Uma vez validado a implementacao, consideramos f e g identificativamente nulas,

retornamos ao modelo original.

O modelo em estudo modificado é dado por

u'(z,t) — a(t)Au(z,t) + (a- V)0(z,t) + Mu(z, t)[Pu(x, t) = f(z,1),

0'(x, 1) —B(/QG(:I:,t)d:c>A9(:c,t) V() + A0, 1) = glast). D

Aplicado o método de Faedo-Galerkin, o problema aproximado consiste em
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determinar u,, : [0, T[— Vi, O, : [0, T[— W,,, representados por

um(t) = ;CZ(t)UZ e On(t) = ; d; (t)w; (4.2)
tals que

(i (£),0) + () [(Vum (1), V) + (n(2)uy, (1), v)r,] + (@ V) (1), v)

A (Jum (Ol um(t),v) = (f(£), ), Vo€ Vin;
Oru(t)0) + B( [ 6(t)de ) (T0 (1), V) + (- V)i (1), )

+((0m (1), w) = (9(t), w), Yw € Wi; (4.3)
U (0) = Ugm, — up em V N H?(Q);
u,, (0) = Uy, — uy em V;
0 (0) = O — O em Hy (Q) N HA(Q).

Substituindo (4.2)) em (4.3]) e considerando v = vj, w = w; para j = 1,--- ,m,

resulta em

> 0 0) + (1) 3 [60) (Vi T) + 0) s )]
+ledi<t><<a V)i, v3) + A |ki O i v 5) = (F(8), ),
d Wy, W; 3 dy, widx d;(t)(Vw;, Vw,
2. Ao +5( 2 <>/Q )Z (0 )
+> (@ Vv w) de — (glt), wy).
Denotando ¢(t) = (¢1(t), ca(t), -+, em (), d(t) = (di(t), da(t) dm(t)) e
Ai,j = (UZ?UJ)v ZZ,J = (wlij)a
KiJ = (VUZ‘,VU]‘) Fi,j = (un ij)7
Bi; = ((a- V)wi v;) Bi;=((a- V)Uuwg)
Byelt) = M3ty et ). Sy(d(0) = (3 () 44
Fy(t) = (F(2), ). Gy (1) = (g(t), wy),

Ez (nvia Uj)Fl)
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a formulacao (4.3) pode ser escrita na forma matricial
Al'(t) + a(t)Ke(t) + a(t)EC(t) + BYd(t) + R(c(t)) = F(t),

Ad(t) + 5( S di(t) / wkdx>Kd(t) LB + S(d() = Glb). (45)
k=1

4.1 Método dos Elementos Finitos

Observe que as matrizes e vetores definidas em dependem, fundamen-
talmente, das bases dos espagos V,,, W,,. O método dos elementos finitos consiste,
basicamente, em considerar as fungoes bases com suporte pequeno, de modo que, as
matrizes definidas em sejam esparsas. Assim, a resolugao do sistema resultante,

neste caso, (4.5)), tem uma redugao significativa no niimero de operagoes.

Fundamentalmente, primeiro discretizamos o dominio em sub-regioes €., de-

nominadas elementos finitos, para entao, em seguida, definirmos as fungoes bases.

4.1.1 Discretizacdo do dominio

Como ja dito, vamos gerar a solugdo numérica apenas para os casos uni e
bidimensional. Assim sendo, neste trabalho, consideramos o dominio €2, para cada
dimensao, respectivamente por |z,, z¢[ € |, T[X]yo, y¢[. Em ambos os casos vamos

tomar uma particdo do dominio §2 em idénticas sub-regioes €., satisfazendo

Ne ©
0= (UQS> e  UNQ =0, se i#], (4.6)
e=1

sendo N, é o numero total de elementos.

Para o caso unidimensional, particionando o dominio em N, intervalos de

mesmo comprimento Az, temos 2, =|x,, T, com z. = 2, + (e — 1)Az. Sendo os
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intervalos idénticos, o comprimento de cada intervalo é dado por Ax = (2 —x,)/N.
Os pontos x4, A =1,..., N, + 1, sao denominados nds globais. Por simplificacao,

quando conveniente, nos referimos aos nés globais apenas por seus indices.

Para o caso bidimensional, as sub-regioes geralmente sao triangulos ou re-

tangulos. Escolhemos trabalhar apenas com retangulos, definindo estes na forma

|z, i1 [¥]ys, i1 [, em que

ri=x,+ (1 —1)Az, i=1,...,N,+1,
yJ:yO+(.]_1)Ay7 j:17"'7Ny+17

com Az = (zy — x,) /Ny, Ay = (y5 — yo) /Ny, sendo que, N, e N, sdo os nimeros
de partigbes dos intervalos |z,, zf[ € |y, y¢[, respectivamente. Assim, o nimero de

elementos N, = N, x N, e esta parti¢do satisfaz (4.6]).

De forma analoga ao caso unidimensional, cada ponto x4 = (z;,y;) ¢ de-
notado um né global e identificado unicamente por um nimero, digamos A. A
numeracao dos elementos e dos nos segue a lei de formagao utilizada na malha dada
na figura , ou seja, da esquerda para a direita e de baixo para cima. Note
que a relacdo entre a numeracao do né A e suas coordenadas (z;,y;) é dada por
A=({G—1)x (N, +1)+1.

25 26 27 28 29 30
,® 1,0 ,® |,® @ |,
L0 1,0 1,0 ],0 [,6 |,
1 © D[ ® @ 4@ |,
0 ,0],0],0],0]

Figura 4.1: Malha de elementos retangulares.
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4.1.2 Definindo as funcoes bases

Sob as consideragoes anteriores, tome uma malha para o dominio 2. Para
cada no global A desta malha, vamos definir a funcao ¢ 4, uma funcao de interpolagao

linear por partes, satisfazendo a seguinte condicao:

1, se A=1B
pa(B) :{ 0. se A£B (4.7)

para todo n6 B.

Note que se as fungoes das bases dos espacos V,,,, W,, satisfazerem a condi-

gao (4.7)), entdo, as solugdes aproximadas, em um né B qualquer, serao dadas por

Um(zp,t) = cp(t) e O, (xp,t) = dp(t).

No caso unidimensional, a funcao ¢4 ¢é definida por

x_TZ‘L‘_l, Vo €lrat, wal= Qs
pal@) = TANTT e O (48)
Ax
0, Vo Elra 1, a|

e representada geometricamente na Figura [4.2]

T TA-1 TA TA+1 TN +1

Figura 4.2: Fun¢ao ¢4 - caso unidimensional.

Observe que o n6 x4 ¢é extremidade de apenas dois elementos, sendo eles
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Qa1 =lxa1,za] € Q4 =]za, 2411[. Assim, a definicao de @4 tem apenas trés res-
trigoes, veja (4.8)). Para o caso bidimensional, x4 é extremidade de quatro elementos,
logo, vamos ter cinco restrigoes. Para facilitar a definicao da ¢4 vamos introduzir o

conceito de ¢ local.

Considerando uma numeragao local dos nés para cada sub-regiao Q. =|x., Tc11][,
de modo que, Q. =|z., roy1[=]x], 25[. Na sub-regido, definimos a fung¢ao de interpo-

lagao local ¢¢ dada por

of = Vo lafaf]
Ao = g5 = T v e Jas, g (4.9)
0, Vo & |xf, z§|
Deste modo, a fungao ¢4 pode ser descrita em funcao de ¢, da seguinte forma:
w3t Veele!hay T = Jeanaal = Qua
pal) =1 ¢, Vo elr ag] = Jza,zan] = U (4.10)

0,  Vo¢lai 2"

Note que 4 restrita ao elemento 247 é a funcao g0’24_1 e @4 restrita ao ele-

mento (24 é a funcdo ?'. A principio, para o caso unidimensional, ndo ha vantagem
. - . . L. .

em definir as fungdes ¢4 a partir das fungdes locais ¢S. A comodidade surge no

caso bidimensional. Procedemos desta forma para facilitar a compreensao do caso

bidimensional.

No caso bidimensional, para definir as fungoes ¢, teriamos que abrir em

varios casos, tornando muito mais simples definir apenas as fung¢oes locais ¢¢.

Para cada elemento 2. =|z;, ;411X ]y;, yj11[, considere uma numeragao local

dos nés, de modo que, suas coordenadas {x{, x5, x5, x§} sejam dadas como na Figura

a em que Xj = (xiyle) , Xy = (335,95), X5 = ($§,y§) exy= (xiayZ)'
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Qe

X1 X9

Figura 4.3: Numeracao local dos nds no elemento retangular €2..

Queremos definir as fungoes ¢¢, de modo que, dado a e e, ¢ seja a restricao
de ¢4 sobre o elemento (). para algum né A. Deste modo, as fungoes ¢¢ devem

satisfazer a condigao (4.7)), ou seja

‘(x5 1, sea=0> (4.11)
Pal¥e) = 0, sea#b '

para todo né local xj do elemento €2..

Usando os polindmios de Lagrange, as fungoes ¢¢ no elemento (2, satisfazendo

a condigao (4.11)) sao dadas por

I U NP ) ()
AT i Y T e
S e N e () B
A = e Y T G-

em que, sendo o elemento €2, retangular, x§, xj sao definidas a partir de x{, x§, isto
é, x5 = (25, y5) e x§ = («f,y5). Na Figura temos os graficos das funcgoes locais,

dispostas na mesma ordem em que suas equacoes foram dadas em (4.12)).
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o
S
SN
SN
S

e

©f 5

Figura 4.4: Fungoes locais ¢, dispostas na ordem o ot
3 ¥

4.2 Solucao do Sistema de EDO

Aplicado o método dos elementos finitos na parte espacial, resta resolver o

sistema de equacgoes diferenciais ordinarias, sistema , dada por
Al (t) + a(t)Ke(t) + a(t)EC(t) + B'd(t) + R(c(t)) = F(t),
Ad (1) + B( S di(t) /Q wkdx> Rd(t) + B (1) + S(d()) = G(t).
k=1

Por nao conhecermos explicitamente o par de solucao {c(t),d(t)} do sistema
anterior, vamos aplicar métodos numéricos para determinar as solugoes aproximadas
em cada tempo discreto t,,, sendo estes, gerados por uma discretizacao uniforme do

intervalo de interesse [0, T, ou seja, com At = (t,,1 — t,) constante.

Efetuado a discretizacao do intervalo de tempo, vamos aplicar o método de
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diferencas finitas na equagao diferencial discretizada a fim de obter uma aproximagao

para o par de incognitas {c(t,11), d(tni1)}-

No sistema (4.5]), considerando a primeira equagao nos tempos t,11, t,—1 € a

segunda equacao nos tempos t,1, t,, tomando a média, obtemos

AC//n+l + C//n—l N Kan+1cn+l + an—lcn—l N Ean+1cln+l + Oén—lcln—l
2 2 2
+Btdn+1 + dn—l N R<Cn+1) + R(Cn—l) _ Fn—H + F*n—l7
2 2 2 (4.13)
7dm+1 dln . dnJrl dnJrl A" d» Al m :
S B+ B e
2 2 2
_'_S(dn-i-l) + S(dn) - Gn+1 + Gn
2 B 2 ’

em que, consideramos a notagao
A =c(ty), " =Cdt,), M =(t,), " =alt,), F" = F(t,),
& = d(t,), d" = d(t,), B(d") = 5( > diltn) [ wkdx>, G = G(t,).
Q

k=1

E importante ressaltar que no sistema anterior nao fizemos aproximagoes no
tempo e que ambas as equacoes estao acopladas, isto é, a primeira equacao de-

pende do termo d"*! e a segunda do termo "1

Note ainda que, se tomarmos
aproximacoes apenas para os termos com derivadas nao conseguiremos quebrar o
acoplamento. Para tal, vamos considerar, além das aproximacoes para as derivadas,
uma aproximacao para o termo (al’”rl + d”’l) /2. Segue as aproximagoes que vamos
utilizar.

C//n+ 1 + C//nf 1

e Aproximagdo para o termo Das expansoes em séries de Taylor

2
da fungao ’(t),
At)? At)?
c//n—i—l — + (At)c”m + ( 2') C(zv)n + ( 3‘) C(v)n + ...
2 3
C//n—l —Jm_ (At)cmn + (At) C(iv)n _ (At) C(U)n +

2! 3!
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temos

/m—+1 /Im—1 At 2 ]
C ;—C :C//n+(2l) C(w)n_i_.”

Assim, utilizando uma aproximagcao de ordem dois para o termo ¢, obtemos que

Cl/n—i—l + Cl/n—l Cn—l—l _ 20” + Cn—l
: = (AP +0(2).

an+lcln+1 + an—lcln—l

2
e adiantada para ¢!, ambas de ordem dois, temos

e Aproximacao para o termo . Utilizando diferencga atrasada

para o termo ¢™*!

anJrl 3Cn+1 —4cn + Cnfl Oénfl _Cn+1 + 4 — 3Cn71
O(2 O(2
> ( (A1) * U>+2 ( 2(AL) +00@)
1 3&714-1 _ an—l n Ckn+1 _ 3an—1
_ n -9 n+l _ _n—1\ n P S | O 2).
(A1) ( 5 c (c a" )+ 5 c +0(2)

d/n+1 + dln C/n+1 + C/n
e
2 2
sada para o termo d™*! e central para d™, temos

e Aproximagoes para os termos . Utilizando diferenca atra-

d/n+l + dm 1 3dn+l — 4d" + dn—l dn+1 _ dn—l
- = = N g — 2
2 2( 2(AD) O+ Ry T00)
dn—l—l —dr
= ———+0(2).
Analogamente, » "
vl on el en
S O 1)
> oy TOQ
dn+1 + dnfl

e Aproximacao para o termo . Das expansoes em séries de Taylor da

2
fungao d(t),

At)? At)3
dn+1 — dn—i— (At)d/n+ ( 2‘) d//n_'_ ( 3‘) d//m-i-...
At)? At)3
dn_lzdn—(At)dm—l—( )d//n_< )d//m_+_“_
2! 3!
temos
n+1 m—1 At)? ANALE

2 9! 4l
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Deste modo, d" é uma aproximacao de ordem dois para o termo (d"™ +d"')/2, e
o mais importante, esta aproximagao nos permite desacoplar o sistema (4.13)), dado

que a primeira equacio nio vai mais depender da incégnita d" .

Substituindo as aproximagoes anteriores em (4.13]) e multiplicando a primeira

equacao por 2(At)? e a segunda por 2(At), obtemos
M + (A R(H + LT =0,

- - B (4.14)
[24 + (ADB(A K] + (AD)S(d™) + 2B'* + L = 0,
em que
n+l _ . n—1
MP = 24+ (A" K + (At)?)a2aE,
n+l n—1
MP = 24+ (A2 K 4+ (At)a23aE,
LY = My '+ (A)?R(") — [4A + 2(A) (™ — o™ ) E]c"
+2(At) Bld™ — (AL (F"T + Fh),
L = [-2A4+ (A)BEMEK]d" + (A)S(d?) — 2B'c" — (AL)(G" + G™).

No primeiro passo de tempo, ou seja, fazendo n = 1, o sistema (|4.14]) precisa
ser ligeiramente modificado. Estamos numerando a discretizagao do intervalo de
tempo [0, 7], de modo que, o primeiro né é ¢;. Assim, note que o termo ¢* = ¢(—dt)
nao é conhecido. Para contornar esta situagao utilizamos diferenca central para
aproximar o termo ¢ (¢;), que ¢ um termo dado pelas condigoes iniciais, obtendo

uma aproximacao de ordem dois para ¢°, dada por

= c® = 2(At) (4.15)

Substituindo (4.15)) em (4.14]), para n = 1, o sistema resultante é dado por

(M + MJ)e™™ + (A’ R(c"Y) + (At R(c"T — 2(At)d™) + L) =0,
B o . (4.16)
24 + (A)B(dTYK]d™! + (At)S(d™) + 2B ¢ + Ly = 0,
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em que
L7 = M} (—2(At)c™) — [4A + 2(At) (" — a" ) E]c"
+2<At)23tdn o (At)Q(FnJrl 4 anl)

e as demais matrizes e vetores nao sao alteradas.

Sendo os sistemas (4.16)), (4.14) nao lineares, dado n, para encontrarmos o

par de solugao {c"*! d""!}, vamos utilizar o método de Newton.

4.2.1 Solugao do sistema nao linear

Para cada passo de tempo n, encontrar a solugao do sistema (4.16)) ou ({4.14])
se resume em encontrar X = "1 Y = d"! tais que F(X) =0e G(Y) = 0. Para
tal, basta definir a fungao F' utilizando a primeira equacao do sistema e G a segunda,

como pode ser visto a seguir

F(X)= [M!+ MMX + (A)?R(X) + (At)2R(X — 2(At)d™) + L}, sen=1
F(X)= M!X + (At)’R(X) + L", sen > 2
GY)= [2A+ (AHYBY)K]Y + (AH)S(Y)+2B'X + L2, sen>1

sendo que, encontrado X que satisfaga F'(X) = 0, X se torna uma variavel conhecida

para a funcao G.
Para encontrar a raiz da fungao F' (analogamente para (), vamos utilizar

o método de Newton: partindo da solugao no tempo n como aproximacao inicial,

resolvemos o sistema linear

JF(X)-s=—F(X) (4.17)
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e obtemos X = s+ X uma nova aproximagao para X. A matriz JF(X) é dada por
rOF; 0F; o0k,

viEX) oY) oY) S0
t aFZ 6F2 6F2

SR - VIF(X) B aXl.(X) %(X) aXﬁ‘L(X)
V'FL(X)]  |0Fm, . OFm oF.

_8X1(X) aXQ(X> @(X)

Para cada passo de tempo, temos que montar e resolver o sistema linear
(4.17), tanto para a F' quanto para a G, por varias vezes. Assim, é de suma impor-

tancia que estas montagens e solucoes sejam de baixo custo computacional.

Estando o programa implementado em Matlab, para a solucao dos sistemas
lineares utilizamos o solver do Matlab. Quanto a montagem, as derivadas parciais

sao dadas por

a‘FZ _ n nl. 2 8R”L 2 aRZ _ m —
e (X) = [M]"+ M7 ; + (At) e (X) + (A?) e (X —2(At)™), sen=1
OF; 5 OR;

= [M™. =
an(X) (M + (At)? e “(X), sen > 2
oG, 5)5 — — a5S;

. >
oY, (V) = (At)@y Z K Y+ 2A+ (AY)B(Y)K]i; + (AY) oY, (Y), sen>1
em que, a menos dos termos
OR; OR; 0S; (95
X X —2(A Y 4.1

todos os demais termos sao conhecidos. Consequentemente, o custo de montar
JF(X) e JG(Y) recai sob a determinagao dos termos em (4.18]). Felizmente, como

veremos a seguir, os termos em (4.18)) sdo facilmente calculados.

e Calculando %( Y). Sendo (Y <Z Y / wkd:v>, temos que

0Y;
86 -
8Y <2::Yk/ﬂwkdx>/gwjdx.
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e Calculando gi(Y} Dado que S;(Y) (7(2 Yiwg), wi>, obtemos
J k=1

gij V)= (Vl(i kak)wj,wi)

k=1

Percorrendo i e j, a equacao anterior nos fornece uma matriz. Note que a lei de for-
magao desta matriz é semelhante a da matriz A, ;, dada por (w;, w;). Nao obstante,

a forma de se calcular ambas é a mesma.

8)]?; (X) e g)ff— (X —2(At)c™). O célculo e o custo destes termos
sdo andlogos ao caso anterior. Definindo a fungao r(y) = A|y|’y, com y € R, temos

aX (X) = (7’/(’; kak)vj, Ui) ,

aR m
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Vamos avaliar a implementacao da solugao numérica de duas formas. Na
primeira, considerando o modelo alterado, vamos analisar o erro entre a solugao
numérica e a solucao exata. Na segunda, fazendo f e g identicamente nulas, vamos
avaliar o comportamento da solugdo numérica do modelo original. A linguagem

computacional utilizada foi o Matlab.

Para construir as solu¢oes do modelo alterado, basta tomar fungoes u(z,t) e
O(x,t) que satisfagam as condigdes na fronteira, e a partir delas, construir os dados
de entrada ug, u1, 0y, f e g. Para avaliar o comportamento do erro, consideramos
diversas discretizagoes para o espago e para o tempo, buscando assim, estimar a

taxa de convergéncia do mesmo.

Considerando o modelo original (f e g iguais a zero), nao temos a solugao
exata para comparar com a numérica. Assim, um procedimento numérico utilizado
em RINCON; LIU| (2011) é considerar como solucao exata a solucao numérica gerada
com uma discretizacao suficientemente refinada. Como no caso anterior, vamos

estimar a taxa de convergéncia utilizando como solugao exata a solucao refinada.

Neste trabalho, nao realizamos um estudo teérico de estimativa de erro da
solugdo numérica do modelo em estudo. Em |RINCON; LIU| (2011)), foram realizadas
estimativas de erro para as solugoes numéricas das equacoes do calor e da onda,
ambas lineares e desacopladas. No estudo em questao, para ambas as equagoes, foi
obtido um erro de ordem O((Az)?+ (At)?), utilizando a norma de L>(0, T; L*(9)),
fungoes bases lineares por partes e aproximacoes de diferencas finitas de ordem dois

no tempo.
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Como utilizamos func¢oes bases lineares por partes e aproximagoes de dife-
rencas finitas de ordem dois no tempo, assim como para os modelos lineares em

RINCON; LIU (2011), gostariamos de obter ordem dois no tempo e no espaco.

Para as simulagoes dos modelos alterados, dado que vamos escolhemos o
par de solugao {u(z,t),0(x,t)}, vamos tomar solucgdes que, ao longo do tempo t €
[0, T'], variam pouco em ordem de grandeza. Deste modo, sendo pequena a variagio,

medimos os erros das solucdes aproximadas u” e " por

Erro(u™) = ||u—uh||Lw(07T;Lz(Q)),

(5.1)
Erro(0") = 10— 0"||1~0.1:22(0)-

Para o modelo original, nas simulagoes realizadas, observamos uma grande
variacao na ordem de grandeza das solucoes. Neste caso, medimos os erros de forma

relativa, isto é, consideramos

N P ()
ETTO(uh) = max Hu(tl) u (tl)HL () ’
t€(0.T] u(ti) 2@
10(t:) — 0"(t:)]| 2 }
16|22 ()

(5.2)

Erro(0") = mam{
tie[07T]

Pelas escolhas tomadas (norma, base e aproximagoes por diferencas finitas de
ordem dois no tempo) a taxa de convergéncia do erro é, no maximo, quadratica no
espaco e no tempo. A fim de estimar a taxa, consideramos discretizacoes idénticas
para o espacos e tempo, denotadas por h;. Para cada h;, seja E; o erro da solugao
aproximada, relativo a v ou 6", como definidos em e . Sendo ambas as

discretizacoes, para o espaco e tempo, iguais a h;, temos que
E; = C(h;)?,

em que, p é taxa de convergéncia que queremos determinar e C' é uma constante
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positiva independente de h;. Assim, dados h;, hj;1, com h; = 2h; 1, obtemos que

E;
Ein it

Vale lembrar que as condigdes na fronteira a serem satisfeitas sao

u(z,t) =0 sobre T'yx]0, T,
ou
v
f(z,t) =0 sobre I'x]0,T7.

(x,t) + n(x)u'(x,t) =0 sobre T'1x]0,T],

5.1 Caso Unidimensional - Modelo Alterado

Nessa secao, em todas as simulagoes realizadas, consideramos o tempo final
T =1, 0 espago © =|0,1[, [\, = {0} e 'y = {1}. Desta forma, observe que tomar
Ax =27 e At = 277 é equivalente a tomar N, = 2° ¢ N, = 2/, em que, N, e N, sdo,

respectivamente, os nimeros de discretizagoes dos intervalos de espago e tempo.

Para facilitar, vamos reescrever a seguir o modelo alterado, ou seja, o sistema

de equagoes original acrescido das fungoes f e g.
u'(z,t) — a(t)Au(z, t) + (a- V)0(z,t) + Nu(z, t)|Pu(z, t) = f(z,t),
0 (z,t) — 6(/90(1’, t)dx) Af(z,t) + (a- V)u'(z,t) +v(0(x, 1)) = g(x,1).

Exemplo 1: Consideramos

3 P
alt)=t+1,a=1 =1, u(z,t) = Sin(%x)e%"t’ (5.3)

37rt

By)=v’+1,v(y)=y> n=1, 0(z,t) =sin(rz)en".

Na Tabela [5.1] fazendo Az igual a At, mostramos as taxas de convergéncia

dos erros, em u" e 6", para diversos valores de p. Os resultados nos mostram que,
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para os dados de entrada em ([5.3)), a ordem de convergéncia do erro associado aos

métodos aplicados é quadratica no tempo e no espaco.

Na Figura [5.1] ambos os gréficos descrevem o comportamento do erro da
solucdo numérica u" para p = 2 com solucdo exata e demais funcoes de entrada
definidas em (/5.3). No primeiro grafico, escolhemos trés discretizagoes para o espago.
O gréfico mostra a evolucao do erro ao longo das varias discretizagdes no tempo
para cada discretizagao do espaco. No segundo, fizemos o inverso, escolhemos trés
discretizacoes para o tempo. Neste grafico mostramos o comportamento do erro ao
longo das discretizagoes para o espago para cada discretizagao do tempo. Na Figura

fizemos a mesma andlise anterior para 6".

Arz=At| p=0| p=1|p=2|p=3|p=0|p=1|p=2|p=3
273 — — — — — - - —
24 1.9991 | 1.9954 | 2.1437 | 2.0181 | 2.0139 | 2.0139 | 2.0154 | 2.0124
275 2.0088 | 2.0090 | 2.0588 | 2.0129 | 2.0035 | 2.0035 | 2.0047 | 2.0050
276 2.0065 | 2.0070 | 2.0201 | 1.9828 | 2.0009 | 2.0009 | 2.0013 | 1.9971
27 2.0037 | 2.0040 | 2.0084 | 2.0185 | 2.0002 | 2.0002 | 2.0003 | 1.9989
278 2.0020 | 2.0021 | 2.0039 | 2.0077 | 2.0000 | 2.0000 | 2.0000 | 1.9999
279 2.0010 | 1.9905 | 1.9968 | 2.0024 | 2.0000 | 2.0000 | 1.9996 | 2.0000
210 2.0005 | 1.3609 | 0.8815 | 1.5859 | 1.9999 | 2.0042 | 2.0243 | 1.9960
2-H 2.0009 | 2.0012 | 0.4118 | 0.0625 | 2.0000 | 1.9999 | 1.9876 | 1.8860
2712 1.9977 | 2.0016 | 2.0020 | 1.0704 | 2.0002 | 2.0002 | 1.9997 | 2.1264

Tabela 5.1: Caso unidimensional - Modelo alterado - Exemplo 1. Taxa de
convergéncia do erro da solugdo numérica associada aos dados de entrada em ([5.3).

O erro pode ser visto na Tabela (5.2).
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—logyo (||t — v"||z~12201)) | —10810 (10 = 0"[|L=0.1:2200.1)))

Ar=At| p=0 | p=1|p=2 | p=31|p=0|p=1|p=2|p=3
273 0.8149 | 0.8906 | 1.1461 | 1.2016 | 1.1886 | 1.1879 | 1.1874 | 1.1873
24 1.4167 | 1.4913 | 1.7914 | 1.8091 | 1.7949 | 1.7942 | 1.7941 | 1.7931
275 2.0215 | 2.0961 | 2.4112 | 2.4151 | 2.3980 | 2.3973 | 2.3976 | 2.3967
276 2.6255 | 2.7002 | 3.0193 | 3.0120 | 3.0004 | 2.9997 | 3.0000 | 2.9979
277 3.2287 | 3.3035 | 3.6239 | 3.6196 | 3.6025 | 3.6018 | 3.6022 | 3.5996
278 3.8314 | 3.9062 | 4.2272 | 4.2240 | 4.2045 | 4.2039 | 4.2043 | 4.2017
279 4.4337 | 4.5054 | 4.8283 | 4.8269 | 4.8066 | 4.8060 | 4.8062 | 4.8037
210 5.0360 | 4.9151 | 5.0937 | 5.3043 | 5.4087 | 5.4093 | 5.4156 | 5.4046
2- 1 5.6383 | 5.5176 | 5.2177 | 5.3231 | 6.0107 | 6.0114 | 6.0140 | 5.9724
212 6.2397 | 6.1201 | 5.8203 | 5.6453 | 6.6129 | 6.6135 | 6.6160 | 6.6125

Tabela 5.2: Caso unidimensional - Modelo alterado - Exemplo 1. Erro da
solucao numérica associado aos dados de entrada em ([5.3).

Figura 5.1: Caso unidimensional - Modelo alterado - Exemplo 1. Compor-
tamento do erro da solucdo numérica u" para p = 2 com solucio exata e demais
fungdes de entrada definidas em (5.3). Erro(u") = [|u — u"||o(0,1.02(0.1)-
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Figura 5.2: Caso unidimensional - Modelo alterado - Exemplo 1. Compor-
tamento do erro da solucdo numérica 0" para p = 2 com solucdo exata e demais

funcdes de entrada definidas em (5.3). Erro(0") = [|0 — 0"|| 1 (0.1.c2(0.1))-

Exemplo 2: Consideramos

at)=t+1,a=1, A=1, u(z,t) = 2%(x — 1)%€,
Bly) =y +1,7(y) =y*, n=1, 0(z,t) =2"(x - 1)%".

Assim como no exemplo 1, a Tabela [5.3| nos fornece as taxas de convergéncia

dos erros de u” e §" para diversos valores de p. Os erros podem ser vistos na Tabela

B4l
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Puyn Ponr

Ar=At| p=0 | p=1|p=2 | p=31|p=0|p=1|p=2|p=3
273 — — — — - - — —
21 1.9999 | 1.9964 | 1.9941 | 1.9937 | 1.9094 | 1.9172 | 1.9172 | 1.9171
275 2.0029 | 1.9978 | 1.9957 | 1.9955 | 1.9897 | 1.9950 | 1.9947 | 1.9947
276 1.9997 | 1.9991 | 1.9986 | 1.9984 | 2.0183 | 2.0182 | 2.0180 | 2.0180
277 2.0003 | 1.9955 | 1.9979 | 1.9986 | 1.9955 | 1.9974 | 1.9962 | 1.9955
278 2.0000 | 1.9995 | 1.9993 | 1.9992 | 2.0007 | 2.0006 | 2.0006 | 2.0006
279 2.0018 | 2.0016 | 2.0016 | 2.0016 | 1.9983 | 1.9983 | 1.9982 | 1.9982
210 2.0000 | 1.9999 | 1.9998 | 1.9998 | 1.9744 | 1.9739 | 1.9738 | 1.9738
2- 1 2.0003 | 2.0002 | 2.0001 | 2.0001 | 1.9994 | 1.9994 | 1.9994 | 1.9994
212 2.0053 | 2.0038 | 2.0034 | 2.0034 | 1.9922 | 1.9917 | 1.9916 | 1.9916

Tabela 5.3: Caso unidimensional - Modelo alterado - Exemplo 2. Taxa de
convergéncia do erro da solugao numérica associada aos dados de entrada em ([5.4)).

O erro pode ser visto na Tabela ([5.4).

—logy, (| u —u”| |L°°(0,1;L2(071)))

—logy, (||9 — 0h||L°°(0,1;L2(071)))

Ar=At| p=0| p=1|p=2|p=3 | p=0|p=1|p=2|p=3
273 3.3957 | 3.4237 | 3.4285 | 3.4291 | 3.2787 | 3.2785 | 3.2768 | 3.2763
24 3.9978 | 4.0247 | 4.0288 | 4.0293 | 3.8535 | 3.8557 | 3.8539 | 3.8534
275 4.6007 | 4.6261 | 4.6296 | 4.6300 | 4.4524 | 4.4562 | 4.4544 | 4.4538
276 5.2027 | 5.2279 | 5.2312 | 5.2315 | 5.0600 | 5.0638 | 5.0618 | 5.0613
27 5.8049 | 5.8286 | 5.8326 | 5.8332 | 5.6607 | 5.6650 | 5.6628 | 5.6620
278 6.4069 | 6.4305 | 6.4345 | 6.4350 | 6.2630 | 6.2673 | 6.2650 | 6.2643
279 7.0095 | 7.0330 | 7.0370 | 7.0375 | 6.8645 | 6.8688 | 6.8665 | 6.8658
210 7.6116 | 7.6350 | 7.6390 | 7.6395 | 7.4589 | 7.4630 | 7.4607 | 7.4599
211 8.2137 | 8.2372 | 8.2411 | 8.2416 | 8.0608 | 8.0649 | 8.0626 | 8.0618
2712 8.8174 | 8.8404 | 8.8442 | 8.8447 | 8.6605 | 8.6645 | 8.6621 | 8.6613

Tabela 5.4: Caso unidimensional - Modelo alterado - Exemplo 2. Erro da
solugao numérica associado aos dados de entrada em ([5.4]).
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5.2 Caso Unidimensional - Modelo Original

Nessa secao, vamos estudar o comportamento do erro do modelo original, ou
seja, com f = g = 0. Consideramos como solugao exata a gerada para o caso em
que N, = N, = 2. Assim como na secao anterior, tomando o tempo final T'=1, o
espago €2 =]0,1[, I'o = {0}, I'; = {1} e vamos calcular as taxas de convergéncia dos

erros associados as solucdes numéricas u” e #" para diversos valores de p.

Exemplo 1: Seja

alt)=t+1, u(z,0) = sin(?zrx),

3m . 37w
By) =9+ 1, 2) = v, w(2,0) = T sin(a) (55)
a=1, =1 n=1, 0(z,0) = sin(7z).

A Tabela [5.5] nos fornece as taxas de convergéncia dos erros associado as solugoes

numéricas u” e 0", para diversos valores de p, com os dados de entrada em (5.5)).

Ar=At| p=0 | p=1|p=2 | p=3|p=0|p=1|p=2|p=3

275 1.8456 | 1.8473 | 1.8501 | 1.8544 | 1.7046 | 1.8910 | 2.0338 | 2.1057
276 1.8603 | 1.8746 | 1.8835 | 1.8913 | 1.7766 | 1.6415 | 1.5577 | 1.5529
277 1.9636 | 1.9764 | 1.9853 | 1.9924 | 2.0719 | 2.0756 | 2.0760 | 2.0764
278 2.1478 | 2.1689 | 2.1898 | 2.2073 | 2.2729 | 2.3166 | 2.3196 | 2.3214

Tabela 5.5: Caso unidimensional - Modelo original - Exemplo 1. Taxa de
convergéncia do erro da solugdo numérica associada aos dados de entrada em ([5.5).
O erro pode ser visto na Tabela [5.6]
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Erro(uh) Erro(0")

Ar=At| p=0 | p=1|p=2 | p=31|p=0|p=1|p=2|p=3
21 0.0326 | 0.0343 | 0.0367 | 0.0400 | 0.7636 | 0.8591 | 0.9359 | 1.0035
275 0.0091 | 0.0095 | 0.0102 | 0.0111 | 0.2343 | 0.2316 | 0.2286 | 0.2332
276 0.0025 | 0.0026 | 0.0028 | 0.0030 | 0.0684 | 0.0742 | 0.0776 | 0.0795
277 0.0006 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0163 | 0.0176 | 0.0184 | 0.0188
278 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0034 | 0.0035 | 0.0037 | 0.0038

Tabela 5.6: Caso unidimensional - Modelo original - Exemplo 1. Erro da
solugao numérica associado aos dados de entrada em (5.5). Erro(u®) e Erro(6")
estao definidos em (|5.2]).

Exemplo 2: Seja

alt) =t+1, u(z,0) = 2 (z — 1)%,
By) =y +1, () =" v(2,0)=2%(z—1) (5.6)
a=1\A=1n=1, 0(z,0) = 2*(x — 1)

A Tabela nos fornece as taxas de convergéncia dos erros associados as solucoes

numéricas u” e 0", para diversos valores de p, com os dados de entrada em (5.6).

Ar=At| p=0 | p=1|p=2 | p=3|p=0|p=1|p=2|p=3

275 1.6796 | 1.6829 | 1.6830 | 1.6830 | 1.3051 | 1.4046 | 1.4033 | 1.4032
276 1.8226 | 1.8778 | 1.8800 | 1.8801 | 1.6032 | 1.5511 | 1.5549 | 1.5551
277 1.6757 | 1.7507 | 1.7568 | 1.7571 | 1.6520 | 1.6592 | 1.6588 | 1.6586
278 1.9065 | 1.8980 | 1.8976 | 1.8975 | 1.9030 | 1.9002 | 1.8990 | 1.8991

Tabela 5.7: Caso unidimensional - Modelo original - Exemplo 2. Taxa de
convergéncia do erro da solugdo numérica associada aos dados de entrada em ([5.6).

O erro pode ser visto na Tabela [5.8|
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Erro(uh) Erro(0")

Ar=At| p=0 | p=1|p=2 | p=31|p=0|p=1|p=2|p=3
24 0.1956 | 0.2421 | 0.2442 | 0.2443 | 0.4578 | 0.4448 | 0.4440 | 0.4440
275 0.0611 | 0.0754 | 0.0761 | 0.0761 | 0.1853 | 0.1680 | 0.1679 | 0.1679
276 0.0173 | 0.0205 | 0.0207 | 0.0207 | 0.0610 | 0.0573 | 0.0571 | 0.0571
277 0.0054 | 0.0061 | 0.0061 | 0.0061 | 0.0194 | 0.0182 | 0.0181 | 0.0181
278 0.0014 | 0.0016 | 0.0016 | 0.0016 | 0.0052 | 0.0049 | 0.0049 | 0.0049

Tabela 5.8: Caso unidimensional - Modelo original - Exemplo 2. Erro da
solugao numérica associado aos dados de entrada em (5.6). Erro(u®) e Erro(6")
estao definidos em (|5.2]).

5.3 Caso Bidimensional - Modelo Alterado

Nessa secao, em todas as simulacoes realizadas, consideramos o tempo final

T =1, o espago 2 =]0, 1[x]0, 1],

Assim como nas segoes anteriores vamos considerar dois exemplos. Fazendo
Ay = Az = At vamos calcular as taxas de convergéncia dos erros, em u” e 0", para
diversos valores de p.

Exemplo 1: Consideramos

3 3 n
at)=t+1,a=(1,1), A=1, u(z,t)= sin(—ﬂm) sin(iy)e%nt,
4 4 (5.7)

371't

By) =v*+1, v(y) =y°, n=1, 0(x,t) = sin(rz)sin(ry)es".

Na Tabela [5.9| temos as taxas de convergéncia dos erros em u” e 0. Os erros podem

ser vistos na Tabelas [5.10l
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Ar=At| p=0 | p=1|p=2 | p=31|p=0|p=1|p=2|p=3
273 — — — — - - — —
21 2.0488 | 2.0551 | 2.0942 | 2.0464 | 2.0185 | 2.0185 | 2.0194 | 2.0172
275 2.0296 | 2.0322 | 2.0424 | 2.0295 | 2.0047 | 2.0047 | 2.0052 | 2.0054
276 2.0155 | 2.0165 | 2.0189 | 2.0039 | 2.0011 | 2.0011 | 2.0013 | 2.0000

Tabela 5.9: Caso bidimensional - Modelo alterado - Exemplo 1. Taxa de
convergéncia do erro da solugdo numérica associada aos dados de entrada em ([5.7]).
O erro pode ser visto na Tabela [5.10}

— logy (||u - Uh||L°°(0,1;L2(Q))) —logy, <H9 - ehHLOQ(O,l;L?(Q)))

Ar=At| p=0 | p=1|p=2 | p=31|p=0|p=1|p=2|p=3
273 0.8291 | 0.8571 | 0.9552 | 0.9959 | 0.9409 | 0.9405 | 0.9401 | 0.9402
24 1.4459 | 1.4757 | 1.5857 | 1.6119 | 1.5485 | 1.5482 | 1.5480 | 1.5474
275 2.0568 | 2.0875 | 2.2005 | 2.2229 | 2.1520 | 2.1517 | 2.1517 | 2.1511
26 2.6636 | 2.6945 | 2.8083 | 2.8261 | 2.7544 | 2.7541 | 2.7542 | 2.7532

Tabela 5.10: Caso bidimensional - Modelo alterado - Exemplo 1. Erro da
solugdo numérica associado aos dados de entrada em ([5.7)).

Exemplo 2: Consideramos

at)=t+1,a=(1,1), x\=1, u(z,t)=2%x—1)**(y—1)%

(5.8)
By)=v"+1 v(y) =v* n=1, 0(x,t) =2*(x — 1)’y — 1)

Na Tabela temos as taxas de convergéncia dos erros em u” e §". Os erros podem
ser vistos na Tabelas 5.12
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Ar=At| p=0 | p=1|p=2 | p=31|p=0|p=1|p=2|p=3
273 — — — — - - — —
21 2.1165 | 2.1172 | 2.1173 | 2.1173 | 1.8197 | 1.8247 | 1.8247 | 1.8247
275 2.0487 | 2.0491 | 2.0492 | 2.0492 | 1.9546 | 1.9551 | 1.9551 | 1.9551
276 2.0132 | 2.0137 | 2.0137 | 2.0137 | 2.0011 | 2.0009 | 2.0009 | 2.0009

Tabela 5.11: Caso bidimensional - Modelo alterado - Exemplo 2. Taxa de
convergéncia do erro da solugdo numérica associada aos dados de entrada em ([5.8]).
O erro pode ser visto na Tabela [5.12]

—logy (Ju— u'lz~@1r2@)) | —1og1o (110 = 0"[lz=(1:r22)))

Ar=At| p=0| p=1|p=2|p=3 | p=0]|p=1|p=2|p=3
23 4.1747 | 4.1784 | 4.1785 | 4.1785 | 4.1775 | 4.1790 | 4.1790 | 4.1790
24 4.8118 | 4.8158 | 4.8159 | 4.8159 | 4.7253 | 4.7283 | 4.7283 | 4.7283
275 5.4286 | 5.4326 | 5.4328 | 5.4328 | 5.3137 | 5.3168 | 5.3168 | 5.3168
26 6.0346 | 6.0388 | 6.0390 | 6.0390 | 5.9161 | 5.9192 | 5.9192 | 5.9192

Tabela 5.12: Caso bidimensional - Modelo alterado - Exemplo 2. Erro da
solugao numérica associado aos dados de entrada em ([5.8]).

5.4 Caso Bidimensional - Modelo Original

Nessa se¢ao, vamos estudar o comportamento do erro do modelo original, ou
seja, com f = g = 0. Consideramos como solucao exata a gerada para o caso em
que N, = N, = 27. Tomamos o tempo final T, o espaco €, I'y e I'; como na secdo
anterior. Fazendo Ay = Az = At vamos calcular as taxas de convergéncia dos erros,

em u" e 0", para diversos valores de p.

Por limitacdes computacionais, IV, = 27 foi a maxima discretizacdo que con-

seguimos tomar. Nas simulagoes realizadas, tanto para o uni quanto para o bidimen-
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sional, observamos que o erro relativo chega a 100% para discretizagoes ( do espago e
tempo) menores que 2!. Este comportamento pode ser visto nas Tabelas [5.6] e [5.14]

Como pode ser visto, este erro diminui a medida que refinamos a discretizacao.

Exemplo 1: Consideramos

alt) =t+1, u(z,0) = sin(zzrx) sin(gzy),
szy“H,%wzyalﬂﬁmziszﬁﬂﬁdiﬁk (5.9

a=(L1), =1, n=1, 0(z,0)=sin(rz)sin(ry).

Na Tabela temos as taxas de convergéncia dos erros em u” e #". Os erros podem

ser vistos na Tabela [5.14]

p=2|p=31p=0]p=1|p=2]p=3

Ar=At| p=0| p=1

21 — — —
1.9913 | 1.9920 | 1.3255 | 1.3214 | 1.3320 | 1.3430

275 1.9889 | 1.9907
276 2.1016 | 2.1084 | 2.1130 | 2.1163 | 2.3823 | 2.3818 | 2.3814 | 2.3812

Tabela 5.13: Caso bidimensional - Modelo original - Exemplo 1. Taxa de
convergéncia do erro da solugao numérica associada aos dados de entrada em ([5.9)).

O erro pode ser visto na Tabela [5.14]

Erro(uh) Erro(0")

Ar=At| p=20 =1 p=2|p=3|p=0]|p=1|p=2
21 0.1536 | 0.1442 | 0.1402 | 0.1381 | 1.0805 | 1.0796 | 1.0799 | 1.0804
275 0.0387 | 0.0363 | 0.0353 | 0.0347 | 0.4311 | 0.4320 | 0.4290 | 0.4259
276 0.0090 | 0.0084 | 0.0082 | 0.0080 | 0.0827 | 0.0829 | 0.0823 | 0.0817

p=3

Tabela 5.14: Caso bidimensional - Modelo original - Exemplo 1. Erro da
solugao numérica associado aos dados de entrada em ([5.9)).
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Exemplo 2: Consideramos
alt)=t+1, u(z,0) = 2% (z — 1)%y*(y — 1)?,
Bly) =y +1,7(y) =y*, u'(2,0) =2z - 1)’ (y — 1), (5.10)
a=(1,1), \=1,n=1, 0(x,0) =2*(x—1)*>2(y— 1)~
Na Tabelatemos as taxas de convergéncia dos erros em u” e #*. Os erros podem

ser vistos na Tabela [5.16]

Arz=At| p=0| p=1|p=2|p=3|p=0|p=1|p=2|p=3
24 — — — — - —
275 1.4847 | 1.5602 | 1.5603 | 1.5603 | 1.4039 | 1.3855 | 1.3854 | 1.3854
276 2.0028 | 2.0184 | 2.0184 | 2.0184 | 2.0317 | 2.0280 | 2.0280 | 2.0280

Tabela 5.15: Caso bidimensional - Modelo original - Exemplo 2. Taxa de
convergéncia do erro da solugdo numérica associada aos dados de entrada em ([5.10)).

O erro pode ser visto na Tabela [5.16}

Erro(u®) Erro(6")

Ar=At| p=0 | p=1|p=2 | p=31|p=0|p=1|p=2|p=3
21 0.4186 | 0.4514 | 0.4514 | 0.4514 | 0.6723 | 0.7014 | 0.7014 | 0.7014
275 0.1496 | 0.1531 | 0.1531 | 0.1531 | 0.2541 | 0.2685 | 0.2685 | 0.2685
276 0.0373 | 0.0378 | 0.0378 | 0.0378 | 0.0621 | 0.0658 | 0.0658 | 0.0658

Tabela 5.16: Caso bidimensional - Modelo original - Exemplo 2. Erro da
solu¢do numérica associado aos dados de entrada em (|5.10)).
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho realizamos uma andlise tedrica e numérica para uma equacao
termoelastica dissipativa. A andlise tedrica foi realizada em R", j4 na numérica foi

considerado apenas os casos de R! e R2.

Analiticamente, a partir do Teorema [3.1] mostramos as condi¢oes para exis-
téncia e unicidade de solugoes. Numericamente, foi desenvolvido um programa com-
putacional para a simulacao do sistema termoelastico e foi feito uma estimativa nu-
mérica para a taxa de convergéncia no espago e no tempo, chegando a conclusao de

que ambas as taxa sao O(2).

Para trabalhos futuros, sera interessante realizar uma analise tedrica do erro
associado aos métodos aplicados e compara-las com os resultados numéricos gerados
pelo programa desenvolvido. Seria interessante, também, adicionar novos termos ao
sistema e distintas condi¢oes de fronteira, visto que o sistema estudado é um caso

particular de uma classe de sistemas termoelasticos dissipativos.
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