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RESUMO

GOMES, Daniele Costa Rocha. Analise Tedérica e Computacional de uma
Equacao de Schrodinger Nao Linear com Fronteira Moével. 2015. f.
Dissertagao (Mestrado em Informaética) - PPGI, Instituto de Matemaética, Instituto
Tércio Pacitti de Aplicagoes e Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do
Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

Estudamos neste trabalho os aspectos mateméaticos e numéricos de uma equacao
de Schrédinger nao linear em dominio nao-cilindrico. Uma mudanga da varidvel
permitira transformar o problema em estudo em um equivalente, com dominio ci-
lindrico, permitindo obter a existéncia e a unicidade da solucao utilizando o método
de Galerkin e resultados de compacidade. A simulagao numérica sera realizada para
o caso unidimensional. Vamos aplicar o método dos elementos finitos no espaco as-
sociado e o método de diferencas finitas na parte temporal, para obter uma solucgao
numeérica aproximada. Além disso, faremos uma andlise da taxa de convergéncia
dos métodos aplicados e retornaremos ao problema original através da mudanca de
variavel dada inicialmente. Isso nos permitira estudar o comportamento da solucao
aproximada no dominio nao cilindrico.

Palavras-chave: Equacao de Schrodinger, Dominio Nao-Cilindrico, Existéncia e
Unicidade de Solucao, Simulagdo Numérica.



ABSTRACT

Gomes, Daniele Costa Rocha. Theoretical and Computational Analysis of a
Non Linear Schrodinger Equation with Moving Boundary. 2015. f.
Dissertation (Master Degree “em Informética”) - PPGI , Instituto de Matemaética,
Instituto Tércio Pacitti de Aplicagoes e Pesquisas Computacionais, Universidade
Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

We studied in this work the mathematical and numerical aspects of a nonlinear
Schrodinger equation in non cylindrical domains. A change of variable will transform
the problem into an equivalent study, with a cylindrical domains, allowing to obtain
the existence and uniqueness of the solution using the Galerkin method and results
of compactness. The numerical simulation is performed for the one-dimensional
case. Let’s apply the finite element method in the associated space and the finite
difference method in the temporal part, to get an approximate numerical solution.
In addition, we will make an analysis of the rate of convergence of the methods
applied and return to the original problem by changing variable given initially. This
will allow us to study the behavior of the approximate solution in the non-cylindrical
domain.

Keywords: Schrodinger Equation, Non Cylindrical Domain, Existence and Unique-
ness of Solution, Numerical Simulation.
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1 INTRODUCAO

Nesta dissertacao, vamos realizar uma anélise matematica e simulagao nu-

mérica de uma equacao de Shrodinger nao-linear com fronteira maével.

1.1 Um breve histdrico

No final de 1925, um fisico austriaco, Erwin Schrodinger formulou uma equa-
¢ao diferencial parcial de segunda ordem, cuja solucao é a funcdo de onda, que
descrevia como o estado quantico de um sistema fisico muda com o tempo. Esta
funcao de onda é uma expressao matematica que descreve o comportamento ondu-

latorio de uma particula.

Podemos comparar a relevancia da segunda lei de Newton (F' = ma) na me-
canica classica com a da equacao de Schrodinger na mecanica quantica. A primeira,
relaciona através de uma equacao diferencial, for¢ca e posicao de uma particula. A
segunda descreve o comportamento de uma onda associada a uma particula qual-

quer.

A partir da equacao de Schrodinger, podemos obter solu¢oes ondulatoérias que
nos fornecem informagoes fundamentais sobre o comportamento de uma particula-

onda.
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1.2 Proposta de pesquisa

Nosso objetivo ¢é estabelecer a existéncia e a unicidade de solugao de dois pro-
blemas nao lineares em dominios nao-cilindricos, sendo o segundo uma generalizagao
do primeiro para o caso unidimensional. Além disso, realizamos uma simulagao nu-

mérica para o caso unidimensional.

Consideramos o seguinte problema de valores inicial e de fronteira

A

W (x,t) —idu(z, t) + [u(z, )] u(z,t) = f em O;

w(z,t) =0 em 3 (> = —1) (1.1)

uw(z,0) = up(x) em Qp;

em que o domfnio Q = {(x,1) € R" x |0, T[;2 € Q} com & = {z € Rz =

k(t)y,y € Q}, cuja fronteira lateral 3 = U Ty x {t}). Sendo T a fronteira de
0<t<T
;. Além disso, consideramos p uma costante real positiva.

Por meio de uma mudanca de variavel, sera possivel transformar o problema
em estudo em um problema equivalente, mas com dominio cilindrico, cujas segoes
nao dependem do tempo t. A existéncia e a unicidade de solugao do problema em
estudo serao estabelecidas pelo método de Faedo-Galerkin e resultados de compaci-

dade.

Para a simulagao numérica, aplicaremos o método de elementos finitos na
parte espacial, resultando em um sistema de equagdes diferenciais ordinarias (EDO)
nao-linear. Aplicaremos o método de diferengas finitas de ordem dois no sistema de
EDO, resolvendo o sistema nao-linear resultante pelo método de Newton, para cada
passo de tempo. Mostraremos também que os resultados numéricos sdo consistentes

com os resultados tedricos.
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Em [LIONS (1969), a equacao de Schrédinger nado linear u' — iAu + |ulfu =
f em dominio cilindrico foi estudada com a mesma nao linearidade do problema
aqui proposto. Além disso, utilizamos a mesma mudanca de variavel descrita em
MEDEIROS; MIRANDA (1994) que estudou o controle exato para a equagao de
Schrodinger linear homogénea v’ — iAu = 0 em dominio nao-cilindrico. Ambos os
trabalhos contribuiram de forma significativa no desenvolvimento da parte teérica
deste trabalho. Equacoes de Schrodinger com nao linearidades do tipo estudado no
presente trabalho encontramos em CIPOLATTI; LoPEZ GONDAR; TRALLERO-
GINER] (2012]).

Descreveremos a estrutura do presente trabalho. No capitulo 2, apresenta-
mos a notagao que sera utilizada e os pré-requisitos necessarios para desenvolver os
capitulos subsequentes. No capitulo 3, realizamos uma anélise tedrica estudando a
existéncia e a unicidade do problema proposto para o R™. No capitulo 4, estudamos
uma mudanca de variavel mais geral no caso unidimensional. A existéncia e a unici-
dade do problema também é garantida pelo método de Faedo-Galerkin e resultados
de compacidade. No capitulo 5, determinamos a solu¢ao numérica do problema em
estudo para o caso unidimensional. No capitulo 6, avaliamos a implementacao da
solugao numérica apresentando os resultados numéricos obtidos. Além disso, reali-
zamos um estudo da taxa de convergéncia do erro associado aos métodos aplicados.

Por fim, no capitulo 7, apresentamos as consideracoes finais.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo serd convencionada a notacao a ser utilizada e os pré-requisitos

necessarios para desenvolver os capitulos subsequentes.

2.1 Notacao

Com (2 representamos um aberto limitado nao vazio do R™. Notemos que R

e C representam os corpos dos ntimeros reais e complexos, respectivamente.

Sejam FE e F espagos de Banach. Denotamos por L(FE;F) o espago dos

operadores lineares continuos de £ em F' munido da norma

Tl eery = sup  |[Tz||p.
TEL;||z||<1

Representamos L(E; E) por L(E).

Denotamos por C§°(€2) o espago vetorial das fungoes f : 2 — C de classe C™
com suporte compacto em (2. Dizemos que uma sucessao (p,),en converge para
de C§°(2), quando forem satisfeitas as condigoes:

i) todas as ¢, possuem suportes compactos contidos em um compacto fixo K de €;
i1) a sucessao (p,)nen converge para ¢ uniformemente em K, juntamente com suas

derivadas de todas as ordens.

O espago vetorial C§°(€2), munido da nogao de convergéncia acima definida,

serd representado por D(€2).
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Definimos distribuigao sobre 2, a uma fungao 7" : D(2) — C linear, continua
no sentido de convergéncia definida em D(£2). Denotamos o valor da distribuigao T’
em ¢ € D(Q), por (T, ¢). Dizemos que uma sucessao (T,),en de distribui¢des sobre

Q2 converge para T, quando a sucessao ((T},, ©))nen converge para (T, ¢) em C, para

toda ¢ € D(Q).

O espago das distribuicoes sobre €2, munido da nocao de convergéncia acima

definida, sera representado por D’'(€2).

Representamos por LP(£2) o espago de Banach das fungoes u : 2 — C men-
suraveis a Lebesgue tais que / |u|PdQ2 < 00, se 1 < p < 00, ou supess|u| < oo, se
Q

e
p = 00. O espago LP(2) estd munido da norma

1
(/ ]u\de)p, se 1<p<oo;
Q
[ull o) =

sup ess|ul, se p=o0.
HISY)

No caso particular p = 2, temos que L?*(Q2) é um espaco de Hilbert munido

do seguinte produto escalar

(0, 0)z2q0) = | u(a)ole) ds,

e denotamos o produto escalar e a norma, respectivamente, por (-,-) e | - |.

O espago de Sobolev W™P(Q)) é o espago de Banach das fungoes u : 2 — C
mensuraveis a Lebesgue tais que D*u € LP(2) no sentido das distribui¢oes, para

todo multi-indice & tal que |k| < m, munido da norma

1/p
(Z HD’“UH’EP(Q)) , se 1< p<oo;

lk|<m

Z ||Dku||Loo(Q), se p=o00.
k|<m
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Denotamos por Wy""(2) o fecho de D(2) em W™P(Q).

1 1
Sejam 1 < p < ooel < p < ootal que -~ + — = 1. Representamos por
p p
W= (Q) o dual topolégico de W;"?(Q).

No caso p = 2, 0 espaco W™2(Q) é denotado por H™(£2). Além disso, H™ ()

é espaco de Hilbert munido do produto escalar

(U, ) = > (D*u, D*0)12(q),

[k <m

e tem sua norma denotada por || - |-

Denotamos Wg"?(Q) por Hi*(Q) e seu dual topoldgico por H™(£2). No caso

especifico p = 2 e m = 1, denotamos a norma || - || y1(q) por || - ||

Sejam V' espago de Banach e u : [0,7] — V uma fungao. Dizemos que u é
mensuravel (no sentido de Bochner) se existe uma sucessao (U, (t)men) de fungoes

escadas de V, convergindo para u(t) em V, quase sempre para t em [0, 7.
Sejam a,b € R e E espaco de Banach.

Representamos L?(a, b; E') o espago de Banach das fungoes u :Ja, b[— E men-

surdveis a Bochner tais que a funcao t — ||u(t)||’; seja integrdvel a Lebesgue. De-
b

finimos / lu(t)||’ dt < oo, se 1 < p < 00, ou supess||u(t)||g < oo, se p=o00. O

t€]a,b|
espago LP(a,b; F) estd munido da norma

b 1/p
([l ) s 1< p<,

sup ess||u(t)| z, se p=o0.
t€]a,b|
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Denotamos por C([a,b]; E) o espago de Banach das fungoes u : [a,b] — E

continuas munido da norma max ||u(t)|| g.
a<t<b

Seja k inteiro, k > 1. Representamos por C*([a,b]; E) o espago de Banach

di
das funcoes u € C([a, b]; E) tais que d—;f € C([a,b]; E), para todo 1 < j < k, munido
da norma . ‘
d’u
lllon sz = Nelle@om + 22 || =5
j=1 L>®(a,b;E)

2.2 Resultados utilizados

Defini¢ao 2.1 (Convergéncia Fraca) Sejam E um espago de Banach, E' o seu
dual topoldgico e (u,),en uma sequéncia de E. Entdo u, — u se, e somente se,

(p,u,) = (p,u), para todo p € E'.

Defini¢ao 2.2 (Convergéncia Fraca Estrela) Sejam E um espago de Banach,
E' o seu dual topoldgico, o € E' e (¢,)yen uma sequéncia de E'. Diz-se o, — ¢ se,

e somente se, (p,,u) — (@, u), para todo u € E.

Proposicao 2.1 Sejam E um espago de Banach, E' o seu dual topoldgico e (xy,)nen

uma sequéncia em F. Entdo,

i) Se x, = x em E entio (f,x,) — (f,x), Vf € E';
it) Se r, — x em E entio x, — = para E';

iti) Se x, = x em E e se f, — f em E' (isto €,

(f; ).

|fo = Fller = 0) entao (fu, wn) —
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Demonstragdo: Ver|BREZIS (1999), p. 35.

Definicao 2.3 Diz-se que um espaco métrico E é separavel se existe um subconjunto

D C E enumerdvel e denso.

Definig¢ao 2.4 Sejam E um espago de Banach, E' o seu dual topolégico e E" o seu
bidual topolégico. Diz-se J : E — E" € injecao canonica se, para cada x € E, a
aplicagio f —— (f,x) de E' em R constitui uma forma linear continua sobre E’,

isto €, um elemento de E", denotado por Jx. Portanto,

<Jx7f>E”><E" - <f71'>E’><E Ve Eav f S E/'

Definicao 2.5 Seja E um espaco de Banach e seja J a injecao candnica de E em

E". Diz-se que E ¢é reflexivo se J(E) = E".

Teorema 2.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Sejam E um espago de Banach e E’

o seu dual topologico. Entao o conjunto
B ={f € E';|f| <1} ¢é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstragdgo: Ver BREZLS (1999), p. 42.

Corolario 2.1 Sejam E um espag¢o Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia li-
mitada em E'. Entao existe uma subsequéncia (fp, )ren de (fn)nen tal que converge
na topologia fraca estrela.

Demonstragdo: Ver|\BREZIS (1999), p. 50.
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Teorema 2.2 Seja E um espaco de Banach reflexivo e suponhamos que a sequéncia

(fi)ren C E € limitada. Entao existe uma subsequéncia (fi,)jen de (fi)ren tal que

converge na topologia fraca estrela.

Demonstragdo: Ver|\BREZIS (1999), p. 50.

Teorema 2.3 (Desigualdade de Holder) Sejam as fungoes f € LP(R2), g €

1
L1(2), com 1 < p < o0 e q o expoente conjugado de p, isto é, — + — = 1. Entdo
p

f.ge L) e !

. 1£gldz <1 l@lgll oo

Demonstragdao: Ver|BREZIS (1999), p. 56.

Observacao 2.1 (Consequéncia da Desigualdade de Hélder) Sejam fi, fa, ..

funcoes tais que
. . 1 1 1 1
fiel”(Q) para 1<i<k com —=—+—+---+— <1
p P11 P2 Pk

Entdao o produto f = fifafs... fr pertence a LP(Q)) e

1 fllze) < [fillzer @l follra gy - - - | frllzon )

Demonstragdo: Ver BREZLS (1999), p. 57.

'7fk

Teorema 2.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja

(fa)nen uma sequéncia de fungoes em LY(Q2) que satisfazem

(@) folx) — f(x) em q.t.p de Q;

(b)  existe uma funcio g € L*(Q) tal que, para todo n, tem-se |f,(z)] < g(x) em

q.t.p de Q.
Entao f € LY(Q) e ||fu — fllri@) — 0.
Demonstragdgo: Ver|\BREZIS (1999), p. 54.
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Teorema 2.5 Sejam (fn)nen uma sequéncia de LP(Q) e f € LP(Q), tais que || f,, —
fllr) = 0. Entdo existe uma subsequéncia (fn, )ken de (fn)nen tal que

(a)  fo,(x) — f(x) em q.t.p de Q;

(0) | fn.(x)] < h(x) para todo k e em q.t.p de 2, com h € LP(Q).
Demonstragdo: Ver|\BREZIS (1999), p. 58.

Lema 2.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L}, .(Q) tal que
/ u(z)p(x) de =0, para toda ¢ € D().
Q

Entao u =0 quase sempre em €.

Demonstragdgo: Ver MEDEIROS; MIRANDA (2011), p. 12.

Corolério 2.2 Suponhamos que Q é um conjunto aberto de R"™ de classe C* com T’

limitado. Seja 1 < p < oo, entdo temos

. 1
i) Se p<n WW(Q)— LV (Q), com —=— — —
p b n

)

ii) Se p=n WY (Q) — LI(Q), para todo q € [p, +0),
iii) Se p>n WhP(Q) — L>(Q),

e todas estas injecoes sdo continuas. Além disso, se p > n temos para todo u €
Wia(Q)

u(z) = u(y)| < Cllullwielz —y|* ¢t.p. 2,y € Q,
coma=1—(n/p) e C dependendo somente de 2, p e n. Em particular W1P(Q) —
C(9Q).

Demonstragdo: Ver BREZIS (1999), p. 168.

Teorema 2.6 (Rellich-Kondrachov) Suponhamos Q@ um subconjunto de R™ li-
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mitado de classe C'. Entdo, temos as sequintes injecoes compactas

1
i) Se p<n W'W(Q)— LIQ), para todo q € [1,p*) com — =~ — —,
b

ii) Se p=n W'(Q) < L), para todo q € [p,+0),

iii) Se p>n Wh(Q) — C(Q).

Em particular, WP(Q) — LP(Q)) com inje¢do compacta para todo p.
Demonstragdo: Ver BREZIS (1999), p. 169.

Teorema 2.7 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos ) é um subconjunto
aberto e limitado de R™ e 1 < p < oco. Entdo existe uma constante C' (dependendo

de Q) e p) tal que
[ul| ooy < C||Vull Loy, para todo u € Wy (Q).

Demonstragdgo: Ver| BREZIS (1999), p. 174.

Teorema 2.8 (Agmon-Douglis-Nirenberg) Suponhamos € um subconjunto de
R" limitado de classe C* com fronteira T' limitada. Seja 1 < p < co. Entdo para

toda f € LP(Q), existe solucio tdnica u € W>P(Q) N Wy (Q) da equagio
—Au+u=f em Q.
Além disso, se Q é de classe C™2 e se f € W™P(Q) (para m > 1), entdo
ue Wm2r(Q) e ullwmizo@) < Ol fllwma@)-

Demonstragdo: Ver BREZLS (1999), p. 197.

Teorema 2.9 (Aubin-Lions) Sejam By, B, By espagos de Banach, By e By refle-

xiwos, a tmersao de By em B é compacta, B imerso continuamente em By, 1 < py,
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p1 < oo eW o espagco
W = {u e Lr (0,7—17 Bo) 3 u' e 7 (O, T, Bl)}
equipado da morma

[ully = HUHLPO(O,T;BO) + Hul”Li’l(O,T;Bl) :

Entao W € um espago de Banach, e a imersao de W em LP° (0,T; B) é compacta.

Demonstragdo: Ver LIONS (1969), p. 58.

Observagao 2.2 (Consequéncia do Teorema de Aubin-Lions) Se (uy),oy € uma
sequéncia limitada em L* (0,T; By) e (u),), oy € uma sequéncia limitada em L* (0, T; By)
entdo (uy),cy € limitada em W . Dad, segue-se que existe uma subsequéncia (uy, ), oy

de (u,) oy tal que u,, — u forte em L*(0,T;B).

veN

Lema 2.2 (Lions) Sejam @ um subconjunto aberto limitado de R} X Ry, gm € g

fungoes de LU(Q), com 1 < q < oo, satisfazendo

|gm|Lq(Q) <C e gn—g, emqtpde Q.
Entao
gm — g, em Li(Q).

Demonstragdo: Ver LIONS (1969), p. 12.

Lema 2.3 Sejam X um espago de Banach, f € LP(0,T;X) e f' € L?(0,T; X) com
1 <p< oo, entdo

f e (0, T]; X).
(Possivelmente redefinidas sobre um conjunto de medida nula.)

Demonstragdo: Ver LIONS, (1969), p. 7.



24

Lema 2.4 Sejam X um espaco de Banach, X' o seu dual, e u e g fungoes perten-

centes a € L'(a,b; X), entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes
t
Dult) =€+ [ gls) ds.€ € X,V L€ [a,];

it) Para cada fungao teste ¢ € D(a,b),

/abu(t)ap’@) di — — /ab“( Dolt) de ((p, (0 = d<p(t)> ;

{u,m)
dt

no sentido da distribuicao escalar em (a,b).

ii1) Para cadan € X', = (9,m),

Em particular, se u satisfaz (i) — (iii), temos que u € C([0,T]; X).
Demonstragdao: Ver|TEMAM (1979), p. 250.

Lema 2.5 Seja Q) um aberto limitado do R™, com fronteira T" bem reqular. Entao,
a aplicacdo

v — ”A’U”LQ(Q)

define em H?(Q) N HY(Q) uma norma equivalente a norma H?(S).
Demonstragdo: Ver MEDEIROS; MIRANDA| (2011), p. 155.

Teorema 2.10 (Fungées Préprias e Decomposi¢cdo Espectral) Seja 2 um
aberto limitado do R™, com fronteira I'. Entdo existe uma sequéncia de niumeros
reais (Am)men tais que 0 < Ap < Ao < ..., com A\, — 00 quando m — oo. Além
disso, existe uma base Hilbertiana (w;);en de L*(?), com w; € Hy () satisfazendo

—Aw; = Nw; em Q, .

=12 ...
w; = 0Oeml, para j B
Dizemos que os nimeros (\y,) sdo os autovalores de —A (com a condi¢ao de Diri-
chlet) e que as (w;)men sao as fungdes proprias associadas.

Demonstragdo: Ver | EVANS (1998), p. 335.
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Condicoes de Carathéodory
Sejam D um subconjunto aberto de R"*! cujos elementos sao denotados por (z,t)
onde r € R" et € R, seja f: D — R". Dizemos que f satisfaz as condicoes de

Carathéodory sobre D quando:

e f(x,t) é mensuravel em ¢, para cada x fixo;
e f(z,t) é continua em z, para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D, existe uma fungao real integravel my (t) tal que

|f(z,t)] < mg(t), para todo (x,t) € K.

Definicao 2.6 Uma solugcao no sentido estendido do problema

{ o = f(a,1)

x(tg) = wo;

¢ uma fungao ¢(t) absolutamente continua tal que, para algum 3 real, tenhamos

i) (¢(t)7t) € D; para tOdO; te [tO - /Ba tO + 6]7

i)  ¢'(t) = f(t,¢(t)) para todo t € [ty — B,to + B], exceto em um conjunto de

medida de Lebesgue zero.

Consideremos o retangulo
R={(x,t) e R™|t — to] < a|z — x| < b},

com a,b > 0. Entao, teremos os seguintes resultados:
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Teorema 2.11 (Carathéodory) Seja f : R — R™ satisfazendo as condigoes de
Carathéodory sobre R, entdo sobre algum intervalo |t — to| < 5 (8 > 0), existe uma

solucao no sentido estendido do problema de valor inicial

{ ' = f(x,1)

ill'(to) = To;

Demonstragdo: Ver MEDEIROS; RIVERA| (1975), p. 156.

Corolario 2.3 Seja D aberto de R"™ e f satisfaz as condicoes de Carathéodory

sobre D, entdo o problema

tem solugio para qualquer (ty, xo) € D.
Demonstragdgo: Ver MEDEIROS; RIVERA| (1975), p. 159.

Teorema 2.12 Seja D aberto limitado conexo em R™ ™, uma funcdio f que satisfaz
as duas primeiras condigoes de Carathéodory sobre D e existe uma fungdo integrdvel

m(t) tal que | f(t,z)| < m(t), para todo (t,x) € D. Seja p uma solug¢io de
' = f(t,x) para quase todo t em I,

sobre o intervalo aberto (a,b) entdo

i) existe p(a+0),¢(b—0),

ii) se (b, (b —0)) € D entao ¢ pode ser prolongada até (a,b+ 0] para algun 9.

Andlogo resultado para a,

iii) @(t) pode ser prolongada até um intervalo (7y,w) tal que (v, (7+0)), (w, p(w—
0)) pertencem a 0D (0D fronteira de D),
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iv) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades entdo p(t) pode

ser prolongada até um intervalo [y, w] tal que (v, p(740)), (w, p(w—0)) € OD.

Demonstragdo: Ver MEDEIROS; RIVERA| (1975), p. 159.

Corolario 2.4 (Prolongamento de solugdo) Sejam D = B x [0,T], com 0 <
T <ooeB={xeR"|z| <b},b>0 ea fungio f nas condigées do Teorema[2.13
Seja ¢(t) uma solugio de

{x’=f(x,t>

z(0) =x¢ e |xo| <0.
Se em qualquer intervalo I onde ¢(t) estd definida, se tenha, |¢(t)| < M, para todo
t € I, M independente det e M <b. Entio ¢ tem um prolongamento até [0, T].
Demonstragdao: Ver MEDEIROS; RIVERA (1975), p. 164.

Lema 2.6 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial) Seja n (-) uma
fungao nao negativa, absolutamente continua em [0,T]. Se n satisfaz q.s. para t a
desigualdade diferencial

n'(t) < Y(t) +p(t)n(t),

com p(t) e Y(t) sendo fungoes nio negativas e integraveis em [0,T), entdo

t t
(t) < eb# y(0) + [Cis)ds]
0
para todo 0 <t <T.
Demonstragdo: Ver | EVANS (1998), p. 624.

Teorema 2.13 (Lema de Gauss) Sejam 2 um aberto limitado do R™, com fron-

teira T de classe C', e u € CY(Q). Entdo
audQ:/u-Vj dr, Yji—=1,....n.
o Oz; r

Demonstragdao: Ver | EVANS (1998), p. 627.
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Teorema 2.14 (Férmula de Green) Sejam Q0 um aberto limitado do R™, com

fronteira T de classe Ct, e u,v € C*(Q). Entdo
ov
/VUVU dQ) = —/ ulAwv dQ+/ —u dl.
Q Q r ov

Demonstragdo: Ver EVANS (1998), p. 628.
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3 EQUACAO DE SCHRODINGER NAO-LINEAR COM
FRONTEIRA MOVEL

3.1 Notacao

Sejam 7" > 0 e {2 um conjunto aberto limitado do R", com fronteira regular
I de classe C*. Representamos por k(t) uma fungio real definida sobre os nimeros

reais nao negativos [0, ool.

O objetivo deste capitulo é estabelecer a existéncia e a unicidade de solugao

para o problema de fronteira moével

' (z,t) — iAu(z, t) + |u(z, t)|]" u(z, t) = f(a:’,t) em Q,

w(z,t) =0 em 3, (i* = —1) (3.1)

u(z,0) = ug(x) em €.

Para cada t € [0, 7], consideramos €, = {z € R";z = k(t)y,y € Q}. Seja Q

o dominio de R™*! definido por

Q={(z,t) eR" x]0,T[;0 € Ut = |J (@ x{t})

0<t<T

cuja fronteira lateral 3 é definida por
U Ft X {t}
<t<T

com I'; sendo a fronteira de €);.

A existéncia e a unicidade de solu¢do do problema (3.1]) serd demonstrada

por meio de uma mudanga de variavel. Esta transformara o problema em estudo em
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um problema equivalente, mas com dominio cilindrico, cujas se¢oes nao dependem

do tempo ¢, nos permitindo usar resultados de compacidade e o método de Galerkin.

Transformamos o dominio Q em um dominio cilindrico @ = Q x (0,7,
x
definindo y := m, com z € ;. Além disso, consideramos o seguinte difeomorfismo

Q0 - Q=Qx(0,T)

(0.0) — (1) = (k(t)t) ,

(3.2)
com k(t) diferencidvel e ndo nula.
Usando o difeomorfismo (3.2)), observando que z(t) = k(t)y e denotando por

u(e,t) = (wo ") (y,t) = v(y.1)

teremos as seguintes identidades

Vu(z,t) = ,C(lev(y,t),
Au(z,t) = k;(t)AU(y,t),

com V e A representando os operadores Gradiente e Laplaciano respectivamente,

em relacao a x ou a y. O indice repetido denota somatorio.

Usando as identidades acima, o problema (3.1)) é transformado no seguinte
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problema equivalente definido no cilindro @ = Qx (0, 7T) com fronteira ¥ = I'x (0, T)

K 0
V' (y,t) — Y Ua(z; b _ z'leAvQ/,t)
o O vy, ) = flyt) em @ o _ ) (3.3)

v(y,t) =0 em X,

v(y,0) = vy em £,
com f(y,t) = f(k(t)y. ).

Demonstramos a existéncia e a unicidade de solugdo do problema (3.3)) garan-

tindo a existéncia e a unicidade da solugdo do problema (3.1)), pelo difeomorfismo.

Com a finalidade de anunciar o resultado principal no presente trabalho,

vamos fixar algumas notagoes e hipoteses sobre k(t) e p.

o (H1) k € W2([0,00[); k(t) > ko > 0 para todo t > 0;

2
e (H2)0<p<owosen=1,2e0<p< 2senzS.

Além disso, consideramos M como o sup{|y|;y € Q}, com |y| sendo o mdédulo

do vetor y € R".

3.2 Resultados principais

Teorema 3.1 Sob as hipoteses (H1) e (H2), considerando o dado inicial uy €
H} () e fe L*(0,T; HY (%)), existe uma tinica fungdo u : Q) — C, satisfazendo as

condicoes:
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1. uwe L0, T; Hy(Q)) N LP(0,T; LP(Q)), com p = p+2;

2. € LV(0,T; H™' (), com p' = £85;

3w —iAu+|uffu=f em L%(O,T; H=Y());

4. u(0) = ug em Q.

Devido ao difeomorfismo (3.2)), u é uma solu¢ao do problema (3.1)) pelo Teo-
rema (3.1)) se, e somente se, v é uma solugao do problema ([3.3) pelo seguinte teorema

Teorema 3.2 Sob as hipdteses (H1) e (H2), considerando o dado inicial vy € H} ()
e f € L*0,T; H} (), existe uma tnica fungio v : Q — C, satisfazendo as condi-

coes:

1. v e L=(0,T; Hy () N LP(0,T; LP()), com p= p+ 2;

2. v € LY (0, T; H-Y(R)), com p' = 212,

p+1’

5’.1}’—5 v _ ;1

K g, Tt T P v =f em L#(0,T; H(Q));
J

4. v(0) = vy em .

O problema (3.3]) estd definido no dominio cilindrico ). Assim, podemos
estabelecer a existéncia e a unicidade de solugao usando técnicas apropriadas para

dominios cilindricos.

A demonstragao do Teorema ([3.2)) é baseada no Método de Faedo-Galerkin,

seguindo as seguintes etapas:
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Existéncia de solugoes aproximadas em subespacos de dimenssao finita;

Estimativas sobre as solu¢oes aproximadas;

e Passagem ao limite das solugdes aproximadas;

Verificagao dos dados iniciais;

Unicidade de solugao.

3.3 Demonstracao do teorema 3.2

3.3.1 Solucgoes aproximadas

Seja {w, } jen base Hilbertiana de L?(2) constituida das solugdes do Problema

Espectral a seguir e que formam um sistema ortogonal completo em V = HJ ().
—ij = /\jwj em ()

(3.4)
w;j = Oem I.

Temos que w; € L*(2) e pelo teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg, apli-
cando sucessivamente, obtemos que w; € H*(Q) N H}(Q),Vk € N.

Consideramos V,,, o subespaco gerado pelas m primeiras autofungoes do —A

acima, ou seja, V,, = [wy, wa, ..., wpy].

Para cada m € N, desejamos determinar v,(y,t) = Y gjm(t)w;(y) € Vi,
=1
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solugao do problema aproximado

/

(W (8),105) = - = Von(0) 05) — iy (D (1), )

H(lom @O v (1), w) = (f(),w;) em QY j=1,2,....m,

U (y,t) =0 em X,

(3.5)

Um(0) = vop, em €.

Pela Formula de Green, para cada m € N, temos que o problema aproximado

sera dado por

/

(U (0),03) = - (3 T (8),105) + 75 (Vo (1), V)

H(lom @ v (1), w) = (f(),w;) em QY j=1,2,....m,

(3.6)
U (y,t) =0 em X,
U (y,0) = vom(y) em €,
m ) -
com Vo, (Y Z Vo, Wj)wj e Yy - Vo, =y, ;
7=1
Como {w;};en ¢ base Hilbertiana de L*(£2), temos que vy = Y (v, w;)w;.
j=1

Assnn Vom — vo em L*(Q). Além disso, definimos que v,,(0) = vg,,, ou seja,
Zg]m = Z (vo, w;)w;, observamos que ¢j,(0) = (vo, w;). Como {w;}jen é

j=1
s1stema ortonormal completo em V = HJ (), segue que

U (0) = v, —> vp em V. (3.7)

O sistema aproximado ({3.6)) possui solugao local v,, definida em [0, ¢,,[, para

algum 0 < t,,, < T, pelo Teorema de Carathéodory. A seguir, mostraremos que essas
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solugoes sao limitadas independentemente de m e ¢t a fim de prolongar a solugao em
todo intervalo [0,7] e obter a convergéncia de v,, para v, solu¢do do problema

cilindrico. Para isso, faremos estimativas a priori.

3.3.2 Estimativas a priori

Para prolongar a solu¢ao em todo intervalo [0, 7] faremos a estimativa que

segue.

3.3.2.1 Primeira estimativa

Multiplicando ambos os membros de 1) por gj,(t), conjugado de g;m (), e

somando em j = 1,2,...,m, teremos

(U (£), vm(2)) — ¥ (i - Vo (), vp(t)) + L

: (Vm(t), V(1)

k2 (3.8)
([0 (O] v (t), v (t) = (f(£), (1))

Observemos que as fungdes w;(y) sao reais, assim, vy, (y,t) = > gjm(t)w;(y).
j=1

Considerando a parte real de (3.8), teremos que

Re (V),(t),vm(t)) — Re (Z/ (y - Vun(t), vm(t))> + Re (2132 (Vo,(t), va(t))>

+Re([vm(t)|” vm(t), vm(t)) = Re(f(t), vm(t)).
(3.9)

e Anadlise do termo Re (v],(t), v (1))



Temos que

/

e Anilise do termo Re (

Notemos que

0

a (yvm) =NV +Yj—7—
(3yj J J 8yj

0

5.~ ((Yjm) Om) =

dy;

0
8y]
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U v;lvmdn+/vmv;ndﬂ] (3.10)
Q Q

0 Tonlo) o))

vy,

O

(YjUm) Tm + Yj0m——
J J ayj

Além disso, pelo Lema de Gauss, temos que

0 - .
/Q a—yj (YjUmTm) dQ = /ij VU T, dl = 0.

Desta forma, utilizando a Férmula de Green, obtemos

ov,y, B 0 _ .
(y - Vo (t),v,(t) = /Qyjaijm Q) = /Q o (YjUm) Ty, dS2 — n/ﬂvmvm dQ

_/ a ijmvm dQ /ijm

0v,,
b0 = = [ 47" 42— a0 =~ |

J

o

OV,
dQ—n/vavmdQ— /ijm g0y

Y,

%“%m A — nlun ()2
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/

Assim, multiplicando ambos os membros da equacao acima por s obtemos

/ nk,/

o (- Foalt) o)) = =" lonl0)

Logo,
1nk/

Re <k/(y-va(t),vm(t))> =37 U ()2 (3.11)

k
e Anadlise do termo Re (222 (Vo (t), va(t)))

Notemos que,
L (Von(t), Vom(t)) = 132 (om(®),0m(8))) = k12

k?

lom(®)]” € R.

Logo,
1
27

5 (Vo(t), Vou(®)) = 0. (312)

Re <
e Andlise do termo nao linear Re(|vy, (¢)|” vm(t), v (t))

Temos que,
1
Re([om (O vn0), 0 (1)) = Re [ onl” v 7 dS2 = 5 | [ ol v 750 d2
Q Q

1
+ [ Toml"vm v dQ} — [/ ol [0l 2+ [ Tl fo dQ} (3.13)
Q 2 LJa Q

= [ onl? lonf? 0= [ fonl™* @0,
Q Q
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e Anélise do termo Re(f(t),vm(t))

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz nos garante que |(f(t), vy, (£))| < |f(©)] |om(t)].

Assim, Re(f(t),vom(t)) < [Re(f(t),vm(t))] < |(f(8), vm(®)] < [F()][vm(t)]. Logo,
pela desigualdade de Young,

(IFOF + lom(®)P) (3.14)

l\D\»—l

Re(f (1), vm(t)) <

Dessa forma, substituindo (3.10)), (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14) em (3.9),
teremos que

Ld
2dt

0O + 2 o + [ ol a2 < 2 (170 + o))

ou seja,

d 9 nk' 2 42 2 2
S lom O + o (P +2 [ [on(®)7? d < [FOF + [oa(t)

Integrando de 0 a t < T,,, teremos

2 tnk'(s)
|Um(t)| + 0 k(S)

t
[0y (s)[2 ds+2/0 /Q|vm(y, $)P2 d) ds

< lem(@F + [N ds+ [ Ton()

De ({3.7), temos que (v,,(0))men é limitada em V. Ou seja, existe uma cons-

tante real M, > 0 tal que ||v,,,(0)|| < M;. Além disso, V ¢t € [0,T]

! 2 r 2 2
LGP ds< [ 16 ds = 1f a0 rizeca

Ou seja, existe uma constante real 0 < My = HfH;(o T:12(0)) tal que

/Ot F(s)? ds < My, ¥t € [0,T).
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Tomando M3 = M; + Ms, teremos que

k/
[t |+/” 51 d8+2//|vmy, P dQ ds <

(3.15)
t
<M+ [ fon()f ds.

Como o integrando do terceiro termo do primeiro membro da desigualdade

(3.15) é nao negativo, podemos considerar
n|k:’ )|

on(®* <25+ [ 5 () ds+ [ fon(o)

ou seja,
2 n|k'(s)] 2
[0, (D] < M +/ [ ) +1] (o (5)|? ds.

Pela desigualdade de Gronwall, obtemos V ¢ € [0, T},]

[0 (1)]? < M3 exp </Ot n|:(,S)‘ +1 ds) :

Tal estimativa nos permite prolongar a solucao v,, em todo intervalo [0, 7.

Diante disso, repetindo a estimativa e integrando de 0 a t, com 0 <t < T, obtemos

t
o +2 [ [ oy, )" d@ ds < o,

nC(T)
ko

supess|k'(s)| < C(T), pois k € W2, Assim, obtemos que /
0<s<T 0

T nlk'(s)| T nC(T) TnC(T)
/0 7/{:(5) dsg/o ko ds < o

com C7 = M; exp [T( + 1)], pois k(s) > kg > 0, Vt > 0 e porque |K'(s)| <

Lnlk'(s)]
ks O

Dessa forma, podemos concluir que

2
2 2
lvmllzoo (0,7 0202)) = (sup ess U ()] ) <C
t€]0,T
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(& r )
[ [ lony.5)17*? dods < ¢,
0 Q
Mas,
r pt+2 r pt2 p+2
L L on( 57 deds = [ lon(y )55 ds = lomlEm,oeey
Dai, segue que,
(Um)men € limitada em L™(0,T; L*(Q)) (3.16)
(&
(Vm)men € limitada em LP"2(0,T; LPT2(0Q)). (3.17)

3.8.2.2  Segqunda estimativa

Esta estimativa tem por finalidade buscar uma maior regularidade para (v, )men-
Para isso, multiplicamos ambos os membros de (3.6) por A; e observando que
—Aw; = \jw;, por (3.4]), obtemos

/

(U6), ) = = - Vo (t), D) + i (Vo (1), ¥ (~wy))
(3.18)

+ (Jom O] vm (), —Awy) = (f(t), =Aw;) .

Agora, multiplicando ambos os membros de (3.18]) por g;,(t) e somando em
j=1,2,...,m, obtemos
k/

(6 (6), =B (1)) = T (4 Fem(0), ~Avin(1)) + i (e (0), ¥ (~ (1)

+ ([vm (DI vm (1), =Avn (1)) = (f (1), —Avn(t)) .
(3.19)
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Considerando a parte real de (3.19), teremos que

/

Re (v],(t), —Av,(t)) — Re (l;;(y - Vun(t), —Avm(t))>

1

+Re (2 = (Von(0), ¥ (—Avm(t)))) (3:20)

+Re ([om (1) vm(t), =Avm(t)) = Re (f(t), =Avm(t)) .

e Andlise do termo Re (v),(t), —Av,,(t))

Pela fomula de Green, temos que

Re (v (t), —Av,(t)) = Re (Vv (), Vu,(t)) = Re/QVU;nm dQ

:;[/vignmd9+/gv%vvmdﬂ} :;[/Qw;nvvmdfz+/9vv;nmd9}

_ 1 { [ VeV a0+ [ Vor v, dQ} _1 { | Ve Von a2+ [ Vo9, dQ}
2 Lo Q 2 Lo Q

1d

_ -9 2
= 5o o)

(3.21)

1[d — ld
=3 [dt/Qvava dQ} =5 (Vom(t), Vom(1))

k/
e Andlise do termo Re (k(y -V (t), —Avm(t))>
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Pela férmula de Green, temos que

0 Ovm vy, B 0v,, % T
oy | dy; | Ok rov jayg

_ (51'3% 5’vm>+< A P%] Mn)_ O, Ot
Moy’ Oy y]ayj Ay | Oy v ja?/g
0 [ov,] ov ov.,, Ov
= oA+ (v | 5|5 | = | Fyjm—dl
[om(®) (yﬂayj_ayk_ 8%)

(- Vom(), ~Avn(t)) = (

rov Dy,
0 [ov,| Ov ov
— " t 2 | ZZm , m / m dF,

om0 + (1 | G| 5o2) = [ |5

4 OV, Ovp,

com §;, =1, se j =k, e zero, se j # k, e porque (;}y] = I/j%.
Tomando a parte real da equacao acima, obtemos

Re (y - Vun(t), —Avy(t)) = [om(t)]?
3.22)
O, | (
Jml g

v

o |0v,,| 0U,
—|—/ij6{8% l@yk] ayk}dQ—/Fy].uj
Observemos que
el 2 [P ) 10 (o w0 (o) )
Oy; | Oyr | Oy 2 |0y; | Oyr | Oyr Oy, | Oyx | Ous
_ 109 [@vm@vm]

20y; | Oyx Oy

Pelo lema de Gauss, temos que

o [ v, vy, Oy v |
/ﬂayj l 7 Oy Gykl /ij oy ayk /ij 19 ’
O O O 00 _ | Ov [
pots oy Oy L ov |
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Dessa forma, temos que

0 |0v, 0v ov
m T | 40 = — v (1) / ol ar 3.23
[y |2 = —nlonll + L1y 52 3.9
Substituindo (3.23)) em ({3.22)), temos que
(2—mn) 5 1 O |?
' m 7_A m = m - */ i Vi |~ — I.
Re (- Von(t), ~ A1) = o0l — 1 [ s %)

/
Multiplicando a equacao acima por s obtemos que

Re (et Fomt0) ~80a)) = C L o2 = 57 [5G ar
(3.24)
e Andlise do termo Re (222 (Von(t),V (—Avm(t)))>
Notemos que
55 (Vem(0), ¥ (=Dun (1)) = 75 (~Bem(0), ~ A1) =
1 1 2
=3 (Avy, (1), Avy,(t)) = = |Avy, (t)]” € R.
Logo,
Re (zkl? (va(t),V(—Avm(t)))> 0. (3.25)

e Analise do termo nao linear Re (v, (t)|” v (t), —Av,(t))



44

Notemos que

0 |Um|p 0 2\ L 0 __\r 1% __\£_1q [avm 8’Um‘|
= —_— UTI’L 2| —m —— Um U?’TL 2| = — U?’TL /Um 2 71)777, _|_ m
G = o)) = (o 5] = o )| 0 B
O Ivm | p . [avm (%m]
Upn Uy + Up—— | = = o7 | =—=0,, + Vyp—— | .
2<| = layj 3%1 2 [on| dy; 9y

Dessa forma, pela férmula de Green

(e (1), i) = 3 [ el (—aay’“) 0

= mmi = d /mpii(2
/a (loml"vm) 5 @ Oy T Jo Il B B

p 2 oo\ 2
_P p—2 m
_2/9|Um| [U +<Um3y]~>

Observemos que: V z = z +iy € C, 22+ |2|* = (z 4+ iy)® 4+ 22 + ¢* =
2? —y? +i2zy + 2 + y? = 222 4 i2zy. Acarretando que Re(2? + |z|?) = 2(Re(2))?.

dQ—i—/Q|vm|p (?;)

Yj

Assim,

Re (|vm(t)]” v (t), —Avm (1))

2 2 2
= P p—2 2 % Um p %
Re(2/ﬂlvm\ [\vm| 5| * (”méayj> dQ) + Re (/Q onl? |, 40
78/| ’0—22R % 2dQ—|—/| |pam2dQ
gy e\ Jdy; Q!lm aiyj ‘

Logo,
Re (|vm ()] v (t), —Av,(t)) > 0. (3.26)
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Substituindo (3.21)), (3.24) e (3.25) em (3.20]), e observando que, de (3.26)),

Re (|vm|”? vy, —Av,,) > 0, teremos que

1d (2 —n)k Um
oI = ES P 4 2 [y < Re (7(0), - ()
ou seja,
d s (n—2)K ) k/ oo, |2

—_— — v | ——| dl < 2 —A .
o + =2 oI + 5 [ || P < 2Re (£(2), ~Avn(®)

Observacao 3.1 Se supomos y;-v; > 0 em ', isto €, Q contém a origem do R" e o
dominio é estrelado com respeito a origem, a integral na fronteira em ¢ nao
negativa. Com isso, obtemos a limitagio de v, em H}(Q), concluindo a sequnda
estimativa. Entretanto, tal restrigio a €2 ndo se faz necessdaria tendo em vista que a
integral em pode ser substituida por uma identidade, nos permitindo estimar

vm em HY(Q). A prova desta identidade encontra-se no Apéndice A.

Pelo Apéndice A, identidade (A.16)), modificamos a equagao (3.27)) obtendo

jt {lvm @) + K kIm(vn(t), y - Vo (t) |

/

_|_n: {va(t)||2 + k:’k[m(vm(t),y : V'Um(t))}

(3.28)
< [(K)? 4+ kK" Im (v (t),y - Von(t))

=2k KIm (P [|vm () [P0m ()], y - Vo, (t)) + 2K kIm (P f(t),y - Vu,(t))

+nk'kIm(f(t), vm(t)) + 2Re (f(t), —Avn,(t)).

Definimos h(t) = |[um (t)||> + &' () k(t) Im(vn(t),y - Von(t)) e a equacio dife-

rencial (3.28)) como

W)+ 0(t)h(t) <r(t), 0<t<T, (3.29)
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nk'

com 0(t) = = © r(t) sendo o segundo membro de (3.28)).
Resolvendo e observando que exp ( / t 0(5)613) = [Z((é))r, obtemos
k0)]" . n
0 < |53 10+ oy [ s

ou seja,
[om I + K (k) Im(va(t), y - Vou(t)

< k(‘”] om0} + & (0)k(0) Im(vm(0), y - Vo (0))]

K (t)

t

HEO) ™ [ ) {9 + KK () Tm(em(s),y- Vou(9)  (3.50)

=2k (s)k(s)Im(Ep[vm ()| vm ()], y - Vum(s))
+2k' (s)k(s)Im(Pn f(s),y - Vun(s))

k! ()k()Tm(f(s), vm(s)) + 2Re (f(s), —Avp(s))} ds

Como k € VVZQOCOO, temos que V1" > 0,3 constantes positivas Co(T"), C1(T') e
Co(T) tal que Vt € [0, T],

o k(s) = |k(s)| <supess|k(s)| < Co(T);

0<s<T

o |K'(s)] <supess|k'(s)| < Ci(T);

0<s<T

o |k (s)| < supess|k”’(s)] < Co(T).
0<s<T

Assim,
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o KOOI ()5 T (1)) < SCHTICHTIM o0 + SO,

o [(K(1)* + k(K" ) Im(vm(L),y - Vum(t))

< S 1CHT) + CTIOTPM oD + Sllum(0)IP

o —2K (D) Im(PulJvm(t) Pon(D)], y - Vo (1))

< LTV OO (T Mo () P ()2 + 3 (1)
o 2 (K Tm(Pof (1), y - Von(0)) < 2CHT)CHTIMFOP + 5 o0
o nK(OKOIm(F(0), va(1) < SR CHTICDFOP + S lom(D)

o Re(f(t), —Avm(t)) < |(f(E), —Avm(t))].
Como f € L*(0,T; Hy(2)) temos que |(f(£), —=Avw(t))] = [((f(t), vm($))].
Além disso, a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos garante que |((f(t), v (2)))] <

LF @) lom (1]

Logo, pela desigualdade de Young, Re (f(t), —Av,(t)) < (||f( )|I? + ||vm(t)||2) :

l\D\»—t

Observacio 3.2 Temos que ||vp(t)]” vm(t)]? —/\ U2 dQ = (o (t )Hi(ﬁ;ll)(m

Pela hipdtese (H2) e pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, obtemos que

e Sen=1¢0<p<oo, H(Q) — C(Q);

e Sen=2¢e0<p<oo, H(Q)— L*r)(Q);
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2
e Sen=3e¢0<p< 0, Hi(Q) = L2eD(Q).
n_

Dessa forma, obtemos que va(t)”i(gﬁl))(n) < Cllom(0)]|-

Usando as desigualdades acima, as limitagoes (3.16) e (3.17), obtidas na
primeira estimativa, e a convergéncia inicial (3.7)), modificamos ([3.30]) por

t
on(®)] < o+ er [ flum(s)]ds

com ¢ e ¢; sendo constantes positivas.

Usando a desigualdade de Gronwall, obtemos V t € [0, T]]

[vm (B)]* < coe™" < cpe'™.

Dessa forma, podemos concluir que

(V) men € limitada em L>(0,T; Hy (S2)). (3.31)

3.3.3 Passagem ao limite

Das limitacoes (3.16)), (3.17)), (3.31]) e aplicando o Corolério [2.1|e o Teorema

, segue que (U, )men possui subsequéncia também denotada por (v,,)men, tal que

Uy — v em L*(0,T; L*()); (3.32)

U — v em L0, T; LPT2(Q)); (3.33)

U — v em L°°(0,T; H3(S2)). (3.34)
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Consideramos o operador —A : H}(Q) N H*(Q) C L*(Q) — L*(Q) nao
limitado em L2(€2). Temos que H{(Q) — L2P+D(Q) — LP+2(Q), para p conforme
hipétese (H2). Logo,

H(Q) < LP(Q), com p = p+ 2. (3.35)

Seja P, a projecao ortogonal de L*(Q2) em V,, C L?(QQ) definida da seguinte
forma P, : L*(Q) — L*(Q) tal que v — P,o =Y (v, w;)w;.

J=1

Temos que P, € L(H(R)) e || Pl ziaz ) < const, assim, por (3.35), obte-

mos
| Pl 13 () Lp )y < const.
Dai e como P, é auto-adjunta, segue que
[Pl 220 (@ys1-1(0)) < comst. (3.36)
Multiplicando ambos os membros da equagdo aproximada (3.6) por w; e
somando em j =1,2,...,m, obtemos
, k' 1
v = EPm[y Vo] + zﬁAvm — Pullvm|?vm] + P f- (3.37)

Facamos as seguintes consideragoes:

Por (3.16), temos que (y - Vo, )men € limitada em L*(0,7T7; L*(£2)). Assim,
temos que (P[y - VU] men € limitada em L°°(0,T; L?(Q)), ja que P, € L(L*(Q))
com || P, || z(z2(q)) < 1. Por e como —A ¢ operador linear limitado de H} () em
H~1(Q2), obtemos que (Av,)men € limitada em L>(0,T; H~(Q)). Por (3.17), temos
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’ ’ pt2 pt2
que (|vm|Pvm)men € limitada em L¥ (0,7 LP (Q)) = Le+1(0, T Le+1 ()
(3.36), temos que (P [|vm|?Vm])men € limitada em L%(O,T; H71(Q)).
como f € L*(0,1; H}(Q)), temos que P, f é limitada em L?*(0,T; L*(Q)).

). Assim, por

Além disso,

Dai e como H}(Q) < LP(Q) — L*(Q) = L*(Q) — LY (Q) — H~Y(Q), segue

que

(0] e 6 limitada em L5 (0, T; H™Y(Q)). (3.38)

Entao, pelo Teorema [2.2] temos que

) ¢ em Lot (0,T; H(Q)). (3.39)

Vamos mostrar que ¢ = v" em ([3.39)).
De fato, dizer que v/, — ¢ em L%(O, T; H1(Q)) significa que
/ (Wl (b), )dt —>/ DYt € L0, T; HY(Q)).
0
Em particular, o resultado acima vale para ¢ = w(y)0(t), com w € H} () e
0 €D0,T),

T N
J R P T MR C R W oA

Consequentemente,

< /OT Uin(t><f>dt,w> — < /0 ' ¢(t)9(wf>dt,w> Yw € HE(Q),¥0 € D(0,T). (3.40)
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Por outro lado, temos que

ou seja,

</OT vin(t)e(t)dt,w> — - </0Tv(t)9/(t)dt,w> (3.41)

Da unicidade do limite da convervéncia fraca, de (3.40) e (3.41) temos que

</OT ¢(1)0(t)dt, w> _ </0Tv(t)9’(t)dt, w> Yw € HL(Q),¥0 € D(0, T).

T T
Dessa forma, V0 € D(0,7), /0 o(t)0(t)dt = —/0 v(t)@'(t)dt. Assim, ¢ = v/
em D'(0,T; H1(Q)).

Logo,
ol = em Lt (0,T; H-(Q)). (3.42)

Além disso, como (v, )men € limitada em L>(0, T H3 () — L*(0,T; HL(Q))
e (V) )men € limitada em L%(O, T; H1(2)), considerando By = H}(Q) com py = 2,
B = L*Q) e By = H'(Q) com p; = %, como H}(Q) — L*(Q) = L*(Q) —
H=(Q), pelo Teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia de (v,,), que tam-

bém serd denotada por (v,,), tal que

Uy — v em L*(0,T; L*(Q)). (3.43)

A partir destes resultados de convergéncia vamos prosseguir para realizar a

passagem ao limite no problema aproximado.
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Seja 0(t) € D(0,T). Consideramos j fixo e m > j. Multiplicamos a equagao
aproximada 1} por O(t). Integrando de 0 a T, temos que

/OT (vl (1), 0(t)w;) dt — T /:((:))

(- Vom(t), 6(t)w;) dt

+/ k2 Wm t), Q(t)ij)dH/OT(!vm(t)|"vm(t),9(t)wj)dt (3.44)

—/ (t)w;)dt, Vj=1,.

Vamos estudar, separadamente, a convergéncia de cada termo do sistema

anterior a seguir.

T
e Convergéncia do termo / (v, (t), Ow;) dt
0

De (13.42), temos que

vl — v em L%(O,T; H™Y(Q)),

ou seja,

(Vm: @) o — (', )

o2
Lot (0,T5H=1(Q)) x LP+2(0,T; HY () T L (0T H-

V¢ € LPF2(0,T; Hy ().

L(Q))x Le+2(0,T;HE ()

Assim,

T T
/0 (Vi (1), 0(8)) -1 () w3 () At —>/0 (V'(1), () -1 (@) xH3 (@) A1
Vo € LAH2(0, T: HY(Q)).

Em particular, o resultado acima vale para ¢ = 6w, ou seja,

T
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K'(2)
(t)

(y - Vo, (t), 0w;) dt

T
e Convergéncia do termo /
0

Por (3.16)), temos que a sequéncia (v, )men ¢ limitada em L*(0,T; L*(Q)),
dai segue a limitacdo de (y - Vup),,cn em L®(0,T; L*(2)). Assim, pelo Coroldrio
, existe uma subsequéncia de (y - Vvy,),, oy, que denotaremos da mesma forma,

tal que

(y - Vo) = ¢ em L>(0,T; L*(9)), (3.46)
ou seja,
(y - Vo, ¢>Loo(0,T;L2(Q))xLl(o,T;L2(Q)) = (¥, @) (0/132(@) < L1 (0.13L2(9)
Vo € LN0,T; L*(Q)).
Assim,

[ Vo o)t~ [ @0, 60t o € L0, T 1(9)).

Em particular, o resultado acima vale para ¢ = 6w, ou seja,

/0 (- Von(®), 6()w,) dt — /0 " (@(#), 0()w, )dt. (3.47)

Mostraremos que ¢ = y- Vv. De fato, como v, — v em L>(0,T; H:(Q)) em

(3.34), temos que

v v
Vik=1,...,n, — 5 —— em L™(0,T;L*(Q)).
on. oy T OTEO)
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Dessa forma, obtemos que

T
/ (y - Vuu(t),0(t)w,) dt = / /ykavm ; dQdt
0

_/ / algzk t)w; dfdt / / i ykﬂ Jw; dQdt (3.48)

= /OT (y - Vo(t),0(t)w;) dt.

Da unicidade da convergéncia fraca estrela, por (3.47) e (3.48), temos que
Y =y-Vo.

Logo,

T (1)
20

(5 Vo (t), 6w;) dt —» OT ’Z((tt)) (y- Volt), 0w;) dt. (3.49)

T
e Convergéncia do termo / sz (Vo (t),0Vw,) dt
0

(t)

De ([3.34)), temos que
Uy — v em L0, T; Hy(2)),

e portanto —Awv,, — Av em L>*(0,T; H-Y(Q)), j& que —A : H}(Q) — H () é

linear limitado.

Ou seja,

<_Avm7 ¢>L°°(O,T;H*1(Q))xLl(O,T;H&(Q)) - <—AU> ¢>L°°(O,T;H*1(Q))xLl(O,T;H&(Q))7

Vo € LN0,T; HE(Q)).
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Assim,

T T
/0<—Avm(t),¢(t)>H71(mng(Q>dt—>/0 (=Av(t), (1)) (@) xmp @t

Vo € L'(0,T; HY(Q)).

Em particular, o resultado acima vale para ¢ = 6w, ou seja,

T T
/0<—A’Um(t)ae(t)wj>H—1(Q)ng(Q)dt—>/0 (—=Av(t), 0(t)w)) g-1(0)xH3 (@) dt-

Dessa forma, obtemos

/OT ik21(t) (Vun,(t),0Vw;) dt

T ) 1
- /0 iy (A0 (0 00) syt (3.50)

T
—>/0 Zk;?(t)<_Av(t)=9wj>H—1<ﬂ)xHé<Q)dt‘

T
e Convergéncia do termo nao linear / (|0 (8)]” v (L), Ow;)dt
0

Por (3.43)), temos que v,, converge forte para v em L?*(0,T;L*(Q)). Pelo
Teorema , existe uma subsequéncia de (v,,)men, que denotaremos da mesma
forma, tal que

Um — v em q.t.p. de Q.

Dai, vem que,

U (Y, )] vm (y, 1) — [0y, 1)|"v(y,t) q. t. p. em Q, (3.51)

pois a funcao () = |A|?A é continua em R, para p conforme (H2).
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Além disso, temos que

S ey OP vy 15 dQ = [ oy dQ
(3.52)

T
= | lem(@)l5 g ds < €.

com C' sendo uma constante que independe de m por (3.17)).

2
De (3.51)), (3.52) e observando que 1 < P:::l < 400, pelo lema de Lions,
P

temos que

o] U — 0] v e L1 (Q) = L1 (0,T; L1 (). (3.53)

isto é,

[ o ®F on(0),6(6)) sz at = [P o(e),6(0)) g dt,

LAFT (Q)x Lr+2(Q)

Vo € LPT2(0,T; LP2(R)).
Em particular, o resultado acima vale para ¢ = 6w, ou seja,

[ en@F w000 g e [ o). )

+
Lo+l Lo (Q)x LPT2(Q)

Dessa forma, obtemos

T

[ Qo ®F on(0), 63t = [ (em®lF vu(t),60) o3 at

LT (Q)x Lr+2(Q)
(3.54)

—>/ (Jo(®)]” v( Gw]) o12 dt.
THQ)XLAT2(Q)

Apés andlise da convergéncia de todos os termos de (3.44)), tomando o limite
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em m, obtemos

T TE(t)

T
i 00 e e+ [ OP o000 g
— / £),0w;)dt, ¥ € D(0, T).

Seja z € V = H}(Q). Entao, existe sequéncia (2,,)men tal que, Ym, z,, =

Z Pmjw; € Vi, com 2z, — 2z em V.
j=1

+oo +o0o
Pela densidade de U Vi, em V., em que U V,» denota o conjunto de todas
m=1

as combinacoes lineares ﬁnltas com elementos dos conjuntos V,,,, ¥V m > 1 inteiro.

Multiplicando a equacao acima por ©,,; e somando em j = 1,...,m, obtemos
T T K'(t)
/0 (V'(1), 0zm (1)) (@) xmp (@) At — ) (y - Vo(t), 0z, (1)) dt

+/ k;2 —Au(t), Ozm(t)) H-Y(Q)xH(Q) dt+/0T<|U(t)|pv(t)792m(t)> p¥2 dt

LoFT (Q)x Lr+2(Q)

_/ ), 02m())dt, Y8 € D(0,T), V2 € Vi

Tomamos o limite em m e obtemos

/0 ! (0(8), 02(8)) -1 (@) x 1y @ At — OT IZ((;))

(y - Vo(t),0z(t)) dt

+ ) i (A0 020N oy -+ | (0O 0(0).05(0) g

—/ ))dt, Y8 € D(0,T),¥z €V,
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ou seja,
[ 0@ 20wt — [ - vo(e).20)) Bt
0 0 o k()
T 1 _ T _
+ ] i A O sy B+ [ (0OF 00200 g
T

= [ (f(t),2(t)0dt, VO € DO, T),V z€V.

Pela observagio [3.2) temos que V s LXet)(Q) — LFH2(Q) — L*(Q) =
L*(Q) — L%(Q) — V', Assim, obtemos

TE(t)
k(?)

/OT<U’(t),z>V,XV9dt— (y - Volt), 2) .y, Bdt

Jr/ k:2 —Aw(t), >V’><v‘9dt+/0T<|'U(t)|pv(t)7z>‘/,><v9dt

—/ Dy Bdt, ¥ 0 € DO, T).

Dessa forma, pela propriedade da Integral de Bochner, podemos escrever a

seguinte dualidade

< /0 RO /0 ! ’Z(%)y Vo(t)fdt — i /0 ' k;(t) Av(t)0dt

T
+/ 0()|” v(£)0dt, = - /f(t)edt,z  VzeV.
VIxV 0

VIxV

Dessa forma,

/0 " 0)0dt — OT ’Z((f))y Vo(t)0dt — i /0 ! k;(t)Av(t)Hdt

+/ [o(t)|” v(t)0dt = /f(t)&dt,veeD(O,T).



Portanto,
K’ 1
<U' =y Vo i Aty 9> = {0 porvxpo) -
D/(0,T;V")xD(0,T)

Dessa forma,

K 1
o' =2y Vo —ig Avt o v = fem D0, T; V).

Como
o € L (0, T; H():
k' +2
) 2 o2 1
Ey Vv € L*(0,T; L*(R)) — L~1(0,T; H (2));
1 o _ o+2 _
—zﬁAv € L>(0,T; H Q) — Le+1(0,T; H1(Q));
|’ v € LT (0,T; Lot (Q)) < Lot (0, T; H-1(Q));
f € L2(0,T; Hy(Q)) = L5 (0,T; H(Q));
temos que,

k, 1 p+2
—Av+ |v]fv=fem Lot1(0,T; H ().

v’—gy-VU—iW

3.3.4 Verificagdo do dado inicial

Das convergéncias, obtemos que

U =5 v em L0, T; LA(Q)) — Lot (0, T; H1(Q))

v, — v em L%(O,T; H™YQ)).

99

(3.55)
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Observemos que

T

[ 0nlt), 2y Ot — [ {0(0), 2 e (1) de
T !

/0 (Vi (8)s 2) 1 (@)xHL @ dt—>/ -1 @)xH@0(t) dt

Vz € Hy(R2),V0 € C'[0,T], tal que 6(0) =1 e 6(T) = 0.

Assim,

T d T

| 2 om® s @em@0®)] dt = [ [0, (0,2 @my@0()
+(m (1), 2) m1(@)xm1 )0 (t) dt—>/ H1(@)xHL ()0 ()

Holt),2) ey 0] de = [ jtuv(t), S g0 .

Como v,,,,Ym € N, ev € L%(O,T; H 'Y (Q)ev, ,Vm e N, ev € L%(O,T; H Q)
entdo, pelo Lema , obtemos v,,,Ym € N, e v € C([0,T], H *(Q2)). Dai e da ca-

racterizacao de 6, segue que

—(vm(0), Z)Hfl(Q)ng(Q) — —(v(0), 2) g L(Q)x HL(Q) Vz € H (Q).

Logo,
Vom = Um(0) — v(0) em H(Q). (3.56)

Por outro lado, temos que

U (0) = Vo — vo em HJ(Q). (3.57)

Se v,,(0) converge forte para vy, em particular, converge fraco. Assim, pela

unicidade do limite fraco, temos que v(0) = wy.
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3.3.5 Unicidade da solugao

Sejam vy e vy solugoes do problema (3.3]). Consideremos z = vy — v1. Logo,
z € L*(0,T; H} () N LAFT2(0,T; LPT2(Q)) e 2/ € L%(O,T; H1()).

Assim, para todo w € Hy(Q) N LPT2(Q), q. s. em |0, T,
, W 1
(i), W) a1 @uye) = | 779+ Vi), w ) + i (A0, 0) g0 o)

+ (i) v1(t), w) ez = (f(t),w)

LPFT (Q)x Lr+2 ()

(3.58)

K 1
<Ué(t)7 w>H_1(Q)><H(%(Q) B <]€y - Vua(t), w) + Zﬁ (—=Awvs(t), w)Hfl(Q)xH(}(Q)

+ (va(B)]” va(t), w) pr2 = (f(),w).

LT (Q)x Lr+2()
(3.59)

Entao, fazendo a diferenga das equagoes (3.58) e (3.59)), temos
, K 1
('(t), w)Hfl(Q)xH(}(Q) - EZ/ Va(t),w) + Zﬁ (—Az(t), w>H*1(Q)><Hé(Q)

+ (v ()] va(t) — |U1(t>|pvl(t)7w>LL+2 =0.

Dai, tomando w = z(t),
1
(Z'(t), 2() @) i) — (ky : VZ@)?Z@)) tig (=Az(t), 2(6)) g1 @)xmi @)

+ ([02() v2(t) = |1 ()] 02(2), 2(1)) pez =0.

Tomando a parte real da equacao acima, teremos, de forma analoga a 1¢



Estimativa, que

1d nk'
5%@@), 2(1)) 1w mi () + 7\2(73)!2

+Re (|va(t)|" v2(t) — |01 ()" v (1), 2(1))

p+2
LoFI (Q)x LP+2(Q)

Observe que,

([oa(®) va(t) = [02(B)" 02(2), 2()) 22

LT (Q)x Lr+2()

= [ Aol vs = Joaf 1} - {75 — 7} d©2

:/Q|v2|ﬂ+2+|v1|ﬂ+2— |0 P0aT7 — |01 |P013 .

Assim,
p _ p )
Re {Joa(O) 0a(®) = [or O 010 5(0) g3

= / [vg] P2 + |uy [PT2 dQ — Re/ |va|PuoT7 + v ]P0y 05 A
Q Q

> [ ual*+ funl* A2 = [ fealfluslen] + oa o] o] 92

= [ leal vl = forl) d2 = [ Joa]H (a] = foul) a2

= [ (el = foa ) a] = fou) a2 > 0.

Dessa forma, temos que

1d nk’' 9
5&(»3(15)7 2(1) -1 ()xmi @) + ?|Z(t)\ <0q.s. em]0,T],

ou seja,




63

Dai e observando que aplicando o lema , temos que z € C([0,T], Hy(Q)),

gragas a regularidade da solugdo, segue que, integrando de 0 a t € [0, T, obtemos

(0,00 openser < (000D sopeagon + | w0,

Usando a desigualdade de Gronwall e observando que z(0) = 0, obtemos

(2(8), 2()) 51 @perriey < 0, ¥ £ € [0, 7).

Mas,
(0, 20) o ey = [ 12 > 0

Logo,
<Z(t)7 Z(t»H*l(Q)xHé(Q) =0, (360)

isto é, |2(t)[72(q) = 0. Acarretando em vy = v;.
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4 EQUACAO DE SCHRODINGER NAO-LINEAR COM
FRONTEIRA MOVEL (CASO N=1)

Neste capitulo, estudamos uma mudanca de varidavel mais geral para o pro-

blema proposto no caso unidimensional.

4.1 Notacgao

Sejam T' > 0 e «(t) e () fungdes reais definidas sobre os niimeros reais nao

negativos [0, oo[, com S(t) > «(t), V¢ > 0.

Para cada t € [0, 7], consideramos Q, = {z € R;a(t) < z < A(t)}. Seja Q o
dominio de R? definido por

Q={(z,t) eRx]0,T[;z € Q} = U (€ x {¢}),

0<t<T

cuja fronteira lateral 3 é definida por
U (Ty x {t}),
<t<T

com I'; sendo a fronteira de €2, isto é, I'; = {«(t), 5(t)}.

O objetivo deste capitulo é estabelecer a existéncia e unicidade de solugao

para o problema de fronteira mével



65

0*u(z, 1)

0x?

S (i*=-1) (4.1)

Y

u (@, t) —i + |u(z, t)) u(z, t) = f(x,t) em Q,

u(z,t) =0 em

u(z,0) = up(x) em €.

A existéncia e a unicidade de solugdo do problema (4.1]) serd demonstrada
por meio de uma mudancga de variavel. Esta transformara o problema em estudo em
um problema equivalente, mas com dominio cilindrico, cujas se¢oes nao dependem

do tempo ¢, nos permitindo usar resultados de compacidade e o método de Galerkin.

Transformamos o dominio @ em um dominio cilindrico Q = Q x (0,7),
2z — «at) — B(t
definindo y := L a((z) Al ), com (t) = B(t) — a(t) e z € Q. Notemos que ao
Y

variar (z,t) no dominio Q, o ponto (y,t) de R? varia no cilindro Q = Q x (0,7T),
com 2 = (—1,1).

Dessa forma, se «a(t), 5(t) diferencidveis em (0,7), consideramos o seguinte

difeomorfismo

<2x —alt) - 5<t>,t> | (4.2)

com ~(t) diferencidvel e nao nula.

Usando o difeomorfismo 1} observando que x(t) = e

denotando por

u(z,t) = (u 0 T_l) (y, 1) = v(y,t)
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teremos as seguintes identidades

ou(z,t) 2 Ovu(y,t)

dr () y

O*u(x,t) 4 v(y,t)
2 YA(t) Oy

vty + ' (t) + 5’(75)) du(y,t)
oy

Usando as identidades acima, o problema é transformado no seguinte
problema equivalente definido no cilindro @ = Qx (0,7) com fronteira ¥ = I'x (0, T)
ov(y,t) 4 v(y,t)

gy () 0

Ul(y7 t) - a(ya t)

+ oy, ) v(y,t) = f(y,t) em Q, (2 = —1) (4.3)

v(y,t) =0 em X,

v(y,0) = vo(y) em €,

_ YRy + O+ 5 _ i (1Wy +at) + B(t)
com a(y, 1) = o Flt) = f ( ! ,t).
Notemos que quando «a(t) = —f3(t), temos que = = 1By +alt) + 5() =

2
B(t)y, em que y(t) = 2[3(t), a mesma mudanga de varidvel que usamos no caso R".

Mostraremos a existéncia e a unicidade da solugdo do problema (4.3)) garan-

tindo a existéncia e unicidade da solu¢ao do problema (4.1)), pelo difeomorfismo.

Com a finalidade de anunciar o resultado principal no presente trabalho,

vamos fixar as seguintes hipdteses sobre as fungoes a(t) e (1), e p:

o (H1) a(t), B(t) € Wi([0, 00]);
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e (H2) 3y > 0 tal que y(t) = B(t) — a(t) > o, para todo t > 0;

e (H3) 0 <p < .

4.2 Resultados principais

Teorema 4.1 Sob as as hipdteses (H1), (H2) e (H3), considerando o dado inicial
uy € HYQo) e f € L2(0,T; H (), existe uma tnica funcio u : Q — C, satisfa-

zendo as condigoes:

1. we L0, T; Hy(Q)) N LP(0,T; LP(Q)), com p=p+2;

2w € LV(0,T; H(y)), com p = £5%;

’ .aQ'LL o A p+2 1
3. u —Z@U—HM w=f em Lot (0,T; H1(Q));

4. u(0) = ug em .

Devido ao difeomorfismo (4.2)), u é uma solu¢do do problema (4.1)) pelo Teo-

rema (4.1)) se, e somente se, v é uma solugao do problema (4.3) pelo seguinte teorema

Teorema 4.2 Sob as as hipdteses (H1), (H2) e (H3), considerando o dado inicial
vo € HY(Q) e f € L*0,T; HL(Q)), existe uma tinica funcdo v : Q — C, satisfazendo

as condigoes:

1. v e L=(0,T; Hy () N LP(0,T; LP(2)), com p=p+ 2;

2.0 € LY(0,T; H (), com p = Ziﬁ;
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Yy+o +B0v 4 0% pt2 -1 .
3. U/—faiy—Zﬁain—‘—‘U'p’U:f em Lp+1(0,T7H (Q))a

4. v(0) = vy em €.

O problema (4.1 estd definido no dominio cilindrico Q). Assim, podemos
estabelecer a existéncia e a unicidade de solu¢ao usando técnicas apropriadas para

dominios cilindricos.

A demonstracao do Teorema (4.2]) é baseada no Método de Faedo-Galerkin,

seguindo as seguintes etapas:

Existéncia de solugoes aproximadas em subespacos de dimenssao finita;

Estimativas sobre as solugoes aproximadas;

Passagem ao limite das solugdes aproximadas;

Verificacao dos dados iniciais;

Unicidade de solucao.

4.3 Demonstracao do teorema 4.2

4.3.1 Solugoes aproximadas

Seja {w;} jen base Hilbertiana de L?(2) constituida das solugdes do Problema
Espectral (3.4) e que formam, como no capitulo anterior, um sistema ortogonal

completo em V = H}(Q).
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Consideramos V;,, o subespaco gerado pelas m primeiras autofungoes do —A,

ou seja, Vi,

= [wy, W, . .., Wy

m
Para cada m € N, desejamos determinar v,,(y,t) Z Gjm(t € Va

solucao do problema aproximado

0 = (a0 25 ) = (T )

2
+(Jom ()| v (t),w;) = (f(t),w;) em Q,Vj=1,2,...,m, (4.4)
Um(—1,t) = v,(1,t) =0, 0 <t < T,

Um(0) = vo, em €.

Integrando por partes a terceira parcela de (4.4), para cada m € N, teremos

que o problema aproximado serda dado por

com UOm

(u1, (1), w5) — (a(t)a“gy“) , wj) ris (a”g;t), 85‘;)

,-}/2
—|—(|’Um(t)|p’0m(t),’w]') = (f(t)7w]) cm vij = 1727 R (45)
om(—1,1) = vm(1,1) =0, 0 < < T,

Um(ya O) = UOm(y) em Qy

Z (vo, wj)w
j=1

Além disso, como em ([3.7]), obtemos que

Um(0) = v, —> vp em V. (4.6)

O sistema aproximado ({4.5)) possui solugao local v,, definida em [0, t,,[, para

algum 0 < t,,, < T, pelo Teorema de Carathéodory. A seguir, mostraremos que essas
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solugoes sao limitadas independentemente de m e ¢t a fim de prolongar a solugao em
todo intervalo [0,7] e obter a convergéncia de v,, para v, solu¢do do problema

cilindrico. Para isso, faremos estimativas a priori.

4.3.2 Estimativas a priori

Para prolongar a solu¢ao em todo intervalo [0, 7] faremos a estimativa que

segue.

4.3.2.1 Primeira estimativa

Multiplicando ambos os membros de 1) por gj,(t), conjugado de g;m (), e

somando em j = 1,2,...,m, teremos
, B OV (1) 4 OV (t) Qv ()
(Um<t>7 Um (t)) (a(t) ay » Um (t)> + 172 ( 8y ’ ay

(4.7)
F([om )] v (t), v (1)) = (f (), v (2))-

Observemos que as fun¢des w;(y) sdo reais, assim, vy, (y,t) = Y _ gjm(t)w;(y).
7=1

Considerando a parte real de , teremos que
Re (v, (t), vm(t)) — Re (a(t)avm(t)’vm@ R <Z42 <3vm(t)7avm(t)>>

dy y dy Oy

+Re(|vm ()] v (t), vn(t)) = Re(f(t), vm(t)).
(4.8)

e Anadlise do termo Re (v],(t), v (t))



De forma andloga ao termo (3.10)), temos que

1d

Re (v}, (), vm (1)) = 5=

e Anélise do termo Re (a(t)avg(t) : vm(t)>
Y

Notemos que

0 0
aiy (a(yv t)vm) = 8 Um + a(y7 ) ay

(;; ((aly, t)vm) Tm) = («fy (a(y, t)vm) Um + aly, t)vma;y.

Além disso, como w;(—1) = w;(1) = 0, temos que

/Q;y(a(y,t)vm%) d2 = (aly, t)ontm)| ;= 0.

Desta forma, utilizando integragéo por partes, obtemos

a(y,t)%,vm(tv —/ a(y, T d) = / 5, (@00, 1)0) T dO

da(y,t) 0 L v,
. 0= [ 2 Q- Dm0
/Q o VO d /Qay(a(y,t)vmvm) d /Qa(y,t)vm oy d

/yl/ — / a'Um ’7 2
—L ] v d = — ) U d — |,
R [ aly, on 5 42 = o (1)

ov

Um '7, 2 m___ 7 2
_ o_ 2 _ om — dq) — .
/ a(y,t (9 d ’}/ U ()] /Qa(y,t) dy Um d ~ —|vm(t)]

Assim, obtemos que

71

[om ()] (4.9)



Logo,

e Anadlise do termo Re zi 3vm(t)7 Oum (1)
7 dy dy

De forma andloga ao termo (3.12)), temos que

(i (5 750)) o

e Analise do termo nao linear Re(|vy,(t)|” vm(t), vm(t))

De forma andloga ao termo nao linear (3.13)), temos que

Re([vn(8)) vu8), v (8)) = [ Jon]™ 2
e Anédlise do termo Re(f(t),vn,(t))

De forma andloga ao termo (3.14)), temos que

Re(£(1), vn(®) < 5 (1FOF + om(H).
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(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Dessa forma, substituindo (4.9), (4.10), (4.11)), (4.12)) e (4.13) em (4.8)), tere-

mos que
1d o 1y 2 p+2 1 2 2
- - < =
3 g 1o OF + 5T onF + [ ol a9 < 5 (/0P + lon(®)F)
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ou seja,

d

i lonOF + T on(F +2 [ Jon(0P*? 42 < [F0F + om0

Integrando de 0 a t < T,,, teremos

ty/(s)

|Um(t)’ + 0 ’Y(S)

t
U (5)]? ds—|—2/0 /Q|vm(y, )T dQ ds

< on(OF + [ G ds+ [ fem(s)P ds.

De (4.6)), temos que (v,,(0))men ¢ limitada em V. Ou seja, existe uma cons-
tante real M; > 0, tal que [|v,,(0)|| < M,V m € N. Além disso, V ¢ € [0, T

! 2 r 2 2
LGP ds< [T 16 ds = I1f o pizza

Ou seja, existe uma constante real 0 < M, = ||f||i2(0 T.12(0)) tal que

/0t|f(s)|2 ds < My, ¥ t € [0,T].

Tomando M3 = My + M, teremos que

t9'(s)

|’Um(t)| + 0 ’V(S)

t
U (5)[? ds+2/0 /Q|vm(y,s)|p+2 dQ ds

t
< M3+/ [um(s)]? ds.
0

Como o integrando do terceiro termo do primeiro membro da desigualdade

(4.14) é nao negativo, podemos considerar

[om () < M3+/(: '1;3' [t (5)[? ds+/0t [ (s)[ ds.
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ou seja,

lom (D)2 < M; + /01t M’(S)I

(5) —1—1] |vm (s)|* ds.

Pela desigualdade de Gronwall, obtemos V ¢ € [0, T},,]

om(BI2 < My exp (/71‘3(()>| i ds) <o,

(T
com C = M3 exp [T <n (T) - 1)],pois v(s) > v >0, Vt >0, eporque |[¥(s)| <

"0
¢ /
sup ess|k'(s)| < C(T), pois v € Wi Assim, obtemos que / ny ()l ds <
oz 0 ()

T nly'(s)] T nC(T) TnC(T)
/o v(s) dsg/o Yo s = Yo o

Entao, tal estimativa nos permite prolongar a solucao v,, em todo intervalo

[0,T]. Diante disso e a partir de (3.15]), obtemos, ¥V t € [0, 7], que

t A
lom ()] +2/0 /Q|vm(y,s)|ﬂ+2 AQ ds < Ms + TC, = (.

Dessa forma, podemos concluir que

2
2 9 A
o[z 0,7;22(0) = (SUP ess [vm (t)] ) <Cy
t€]0,T]

T ~
/ /Q|’Um(y, 3)|p+2 dQ) ds < (Y.
0

Mas,

T T
2 2 2
L L on( )7 d@ds = [ lon(y )55 ds = lomlz5 g 0eey

Dai, segue que,

(Vm)men € limitada em L™(0,T; L*()) (4.15)
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(Vym)men € limitada em LFT2(0,T; LPT2(Q)). (4.16)

4.3.2.2  Segunda estimativa

Esta estimativa tem por finalidade buscar uma maior regularidade para v,

e uma limita¢do melhor para (v,,)men. Para isso, multiplicamos ambos os membros

200,
de 1) por A; e observando que _%u;] = \jwj, por |D obtemos
Y
0w, Oy, (t) 0w, 4 [Ov,(t) O 0w,
/ £ — J . ¢ m . 7 7 m I J

2
awj

+ <|vm(t)|p“m(t>’_a;ylzj> - <f(t>7_ % ) |

(4.17)

Agora, multiplicando ambos os membros de (3.18]) por g;,(t) e somando em

j=1,2,...,m, obtemos

, vy, (t) O (t)  O*up(t) 4 (Ov,(t) O [ OPvn(t)
(U’”(t)’_ Oy? >_<a(t) ay O >+sz< dy ’8y<_ Oy? ))

¥ <|vm<t>|pvm<t>7 —82§Z2(t)> - (f " _anZQ(t>> |

(4.18)
Considerando a parte real de , teremos que
) v, (1) vy (t)  O*up(t)
Re (vm(t), T ) — Re (a(t) TR T
4 [Ov,(t) O vy, (t)

+Re <|vm(t)]p’um(t), —82§§§“) = fie (f(t)’ _82;;2@> '
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U (t
e Andlise do termo Re (v;n(t), _Toml )>

0y?

De forma andloga ao termo (3.21)), temos que

Re (10,252 ) = S Wonlo (4.20

(1 Ovn () 0Pum(t)
Anél -
e Analise do termo Re (a(t) oy 02

Notemos que,

L WU LN i
dy dy oy 0Oy

9 af t)a?in v\ _ 0 af t)(’)ﬁ v, + (o t)% 0%
oy \\""""ay ) oy ) "oy "8y ) "oy %8y ) oyt
Dessa forma, utilizando integracao por partes, teremos

(a( 2en(®) _82vm(t)> — [ ol o 2m 8T

oy ' Oy? oy 0Oy?
da(y,t) Oy, (%m Ovp,
_/ dy 0Oy 8y /83/( &y)@ydg
v, 0%v,,

[ Oa(y,t) Ov,, O,
_/Q o o dQ+/Qa(y,t) 5 g 10

0 O, vy, (@) [ Ovy, 00y,
/0y<ay’ 3y 8y>d9_7(t) o dy Oy e
) 9.

va
Oy

8vm ) 0%v,, 0
+/ dy  Oy? dt = Qay(
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2
) ds.
2
) 0

(4.21)

Ovm
dy

aie (aln) 250, T nl0) T oo - [ (a<y, )

Logo,

e (al 200, S0} ST o —2/5(

m

Ovp(t) 0 02vm(t)
e Analise do termo Re (7,7 ( dy ’a@ <_ e

De forma andloga ao termo (3.25)), temos que
4 [Ov,(t) O vy, (t)
— — (= =0. 4.22

0?0y, (t) )

e Anélise do termo nao linear Re <|vm(t)|pvm(t), B
Y

De forma andloga ao termo nao linear (3.26)), temos que

Re <|vm(t)|pvm(t), 9 ;’;2“)) > 0. (4.23)

Substituindo (4.20)), (4.21)) e (4.22)) em (4.19)), e observando que, de (4.23)),
U (t
Re <|Um(t)|pvm(t), 9 gmz( )> > 0, teremos que
Y

1d
333 10O =52 Jemol+5 [ 2 (

8vm
Oy

) dQ < Re ( £b), _(92;;2@)) ,
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ou seja,

d 2 2 d ava
GO =Tl + [ <a<y,t> %

) dQ < 2Re ( (1), —62;52(75)) .

(4.24)

Pelo Apéndice B, identidade (B.16)), modificamos a equagao (4.24]) obtendo

i O+ 2 (a0 750 ) |

/

et (st 0750 ) |

/ 2

< ZIm(n(t),y - Vou(t) + - Im (vm(t), Za(y,t)a”m@) (4.25)

2

L im (Pmnvm(t)v’vm(t)], aly, t)%) < Lm (me (®), “@’”&Zn)

F 0 I (1(0), 1)) + 2Re (f<t>7 - 2;“5”) |

Ovpn(t)

2
Definimos A(t) = [|lom(®)|® + = Im (vm(t), aly, t)

1 > e a equagao dife-
rencial (4.25)) como

W)+ 0(t)h(t) <r(t), 0<t<T, (4.26)

/

com 0(t) = Lo r(t) sendo o segundo membro de (4.25)).
v

Procedendo de forma andloga a resolugao da equagao (3.29)), concluimos que

t
lon(®)l < coter | lom(s)]%ds.

com ¢ e c¢; sendo constantes positivas.
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Usando a desigualdade de Gronwall, obtemos V t € [0, T]]

[vm (D" < coe™ < coe™.

Dessa forma, podemos concluir que

(V) men € limitada em L>(0,T; HE (S2)). (4.27)

4.3.3 Passagem ao limite

Das limitagoes (4.15)), (4.16)), (4.27) e aplicando o Corolério [2.1| e o Teorema

2.2] segue que (vy,)men possui subsequéncia também denotada por (v, )men, tal que

Uy — v em L0, T; L*(Q)); (4.28)
U — v em LPT2(0,T; LPT2(Q)); (4.29)
U — v em L(0,7T; Hy(€2)). (4.30)

De forma andloga as convergéncias (3.42)) e (3.43]), podemos concluir que

ol = em L1 (0,T; H™Y(Q)), (4.31)

U — v em L*(0,T; L*(Q)). (4.32)

A partir destes resultados de convergéncia vamos prosseguir para realizar a

passagem ao limite no problema aproximado.
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Seja 0(t) € D(0,T). Consideramos j fixo e m > j. Multiplicamos a equagao
aproximada 1} por M Integrando de 0 a T', temos que

/OT (v, (1), 0(t)w;) dt —/ (a( )avgy( ),Q(t)wj> it

0

- 0T1724 (c%m ), )dt+/ (|om ()| v (), 0()w;)dt (4.33)

T
/ (t)w;)dt, Vj=1,.
0

Vamos estudar, separadamente, a convergéncia de cada termo do sistema

anterior a seguir.

T

(5, (1), 0(t)w;) dt

e Convergéncia do termo / m

0

De forma andloga ao termo (3.45)), temos que

T
J R P e R (L OR T

(a( )a”gy( ),e(t)wj> dt

e Convergéncia do termo /
0

De forma analoga ao termo (3.49)), temos que

/ ' <a(t) a”gy(t) , ewj) at— [ ' <a(t)ag§f>, ewj) n

- T 4 [(Ov,(t) ow;
e Convergéncia do termo/0 Z’y2(t) < ,0(t) 83/]) dt
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De forma analoga ao termo , temos que
T 4 [Ovu,(t) Ow, T 4 [=0v,(t) ow,
0(t)=2 | dt = 0(t)—= | dt
[ i (M o0y )= [ iy (S o0,
T 2
_ / i 24 <—‘9 “mz(t),ewj> dt
o 2 dy H-1(Q)xHL(Q)

T 2
—>/ 7 24 < v <2>,9wj> dt.
o Y(?) dy H-1(Q)x H}(Q)

T
e Convergéncia do termo/ (|om (8)]” v (L), Ow;)dt
0

De forma andloga ao termo (3.54)), temos que

[ o e, 0w)it = [ (om0 vn(0), 605) o3 it

LPFT(Q)xLr+2(Q)

5 [T o) bus) e

LPFT (Q)x Lrt+2(Q)

Apo6s andlise da convergéncia de todos os termos de (3.44)), tomando o limite

em m, obtemos

T T ov(t)
/0 (0 (1), 003 1+ (e oyt — /0 (a(t) 5 ,ew]) dt

/
+/ <— ”g),ew]> dt+/ (Jo(t) 1 v(), 0w} otz dt
Oy L)< A F (@) xLer2()

- / t),0w;)dt, ¥ € D(0, T).

Procedendo de maneira andloga a (3.55)), podemos concluir que
ov . 4 0%

v’—a(t)a—y i ()ay

+ v’ v=f em Lo (0,T; H1()).
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4.3.4 Verificagao do dado inicial

De maneira andloga as convergéncias (3.56]) e (3.57)), concluimos que

Vom = Um(0) — v(0) em H (),

Uy (0) = Vo — v em Hy (€2).

Se v,,(0) converge forte para vy, em particular, converge fraco. Assim, pela

unicidade do limite fraco, temos que v(0) = vy.

4.3.5 Unicidade da solucao

Sejam vy e vy solugoes do problema (4.3]). Consideremos z = vy — v1. Logo,
2 € L0, T; HH(Q)) N LAH2(0,T; LPH2(Q)) e 2/ € Lot (0,T; HH()).

Assim, como w € H}(Q) N LP™2(Q), q. s. em ]0,T7,

! dvi (t) o vy (t)
(Ul(t)aw>H—1(Q)xH3(Q) - (a(t) Dy ,w) +Z¥ <_ 5

)
H-1(Q)xH}(Q)

+ ([oa ()" w1 (t), w) = (f(t),w)

pt2 =
LPFT(Q)x Lr+2(Q)

(4.34)

: 0 A [_Pul)
(v3(1), W) -1 () x 1) — (a(t) ,w) <_ i
2 () xHg(2) oy y* H=1(Q)x HL(Q)

HaOP w) o) g L= (W),

(4.35)
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Entao, fazendo a diferenca das equagoes (4.34) e (4.35) e procedendo de
maneira andloga a (3.60)), podemos concluir que (2(t), 2()) g-1()xui () = 0. Acar-

retando em vy = v;.
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5 SOLUCAO NUMERICA

O objetivo deste capitulo é determinar a solu¢gdo numérica do problema em
estudo para o caso unidimensional. Utilizamos o método dos elementos finitos na
parte espacial para obter a solu¢ao numérica, gerando um sistema de equagoes di-
ferenciais ordinarias (EDO) nao linear. Aplicamos o método de diferencas finitas
na parte temporal para resolver a EDO, obtendo um sistema nao linear. Este foi
resolvido pelo método de Newton. Os métodos numéricos aplicados podem ser en-

contrados em LIU; RINCON] (2013]).

Com a finalidade de validar a implementacdo, comparamos a solucao exata
do modelo com a solugao numérica gerada pelo programa. Além disso, em um
dos exemplos, consideramos a forca externa identicamente nula para observar o

comportamento da solucao sem a atuacao desta no sistema.

Estudamos no Capitulo 4 que a existéncia e a unicidade da soluc¢ao do pro-
blema implica na existéncia e na unicidade da solugao do problema . Essa
equivaléncia é garantida pelo difeomorfismo . Diante disso, consideramos o
problema para realizarmos a simulagao numérica. Porém, retornamos para a
variavel original para estudarmos o comportamento da solu¢ao com diferentes tipos

de fronteiras.
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O problema considerado é dado por

, ov(y,t 4 0*(y,t
v (yvt) - Cl(y, t) éy ) - 272@) 8(3/2 )

+[v(y, )" vy, t) = f(y.t) em Q, (2= —1) (5.1)
v(y,t) =0 em X,

v(y,0) = vo(y) em €,

Y )y + o' (t) + B'(t)
v(t)

com a(y,t) =

Aplicado o método de Faedo-Galerkin, o problema aproximado consiste em

determinar uma funcao v, : [0, T[— V,,, dada por

vy, t) = f: e (Don(y), (5.2)

com ¢, sendo os coeficientes a determinar, satisfazendo

O, (1) 4 [Ov,(t) Ow
) s (505

2\ 9y oy

(o)) = (at)

+(|Um(t)|pvm(t)vw) = (f(t)’w) cm Q’ (53)

Uy =0 em X,

Um(0) = v —> v9 em V = Hj(Q),

para todo w € V,,.

Substituindo (5.2) em (5.3) e tomando em particular w = ¢;, para todo

j=1,---,m, obtemos
- oy, 4 Dpr Op;
/ N R _ k7
3~ [0 ) = (0 (a0 ) + it (ot

gl

P m

> ck(t)sok,soj> = (f, ;)

k=1

m

Z cx(t)pr

k=1
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Dessa forma, podemos definir as matrizes

A = [axj] = (or, 95),
B = = (a0%20),
;%)

F = [fus] = (f,95)-

Assim, obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias
4
Al (t) — BTe(t) + zﬁDc(t) + R(c(t)) = F, (5.4)

com c(t) = [e1(t), ca(t), -+, cm(t)]T sendo o vetor incégnita.

5.1 Meétodo de elementos finitos

Desejamos que a matriz dos coeficientes tenha algumas propriedades que
permitam facilidade de resolugdo (menor nimero de operacoes) e seja bem con-
dicionada. A matriz dos coeficientes depende, essencialmente, das fungoes bases
{e1(y), ..., om(y)} que geram o subespaco V;, onde estamos buscando a solugao

aproximada v,,.

O método de elementos finitos consiste em introduzir fun¢des bases com su-
porte pequeno, localizado nos pontos nodais dos elementos. De modo que, as matri-
zes definidas sejam esparsas. Assim, a resolu¢do do sistema resultante, neste caso,

(5.4), tem uma significativa redu¢ao no ntiimero de operagoes.
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Com esse objetivo, primeiro, discretizamos o dominio em sub-regices ).,

denominadas elementos finitos, para entao, em seguida, definirmos as fung¢oes bases.

5.1.1 Discretizagao do dominio

Consideramos o dominio € dado por [y, ysf]. Tomamos uma partigdo do

dominio €2 em idénticas sub-regides ()., satisfazendo

Ne °
Q= (U Qe> (& Ql N Qj =g, se 1 % j, (55)
e=1

com NNV, sendo o numero total de elementos.

Particionando o dominio em N, intervalos de mesmo comprimento Ay, temos
que Q¢ = [Ye, Yet1), com yo = yo+(e—1)Ay. O comprimento de cada intervalo é dado
por Ay = (ys — yo)/Ne, pois os intervalos sao idénticos neste caso. Os pontos ya,
A=1,...,N.+1, sao denominados nos globais. Quando conveniente, nos referimos

aos nos globais apenas por seus indices.

5.1.2 Definindo as funcoes bases

Sob as consideracoes anteriores, tomamos uma malha para o dominio 2. Para
cada no6 global A desta malha, consideramos a fungdo ¢ 4. Esta é uma fungao de

interpolagdo linear por partes, satisfazendo a seguinte condigao

1, se A=B,

¢A<B>:{ N (5.6)

para todo n6 B.

Notemos que, se a fungdo da base do espago W, satisfazer a condigao ([5.6),
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entdo as solugbes aproximadas, em um né B qualquer, serd dada por v, (yg,t) =

Cp (t)
Dessa forma, a funcao ¢4 é definida por
Y—Ya-
A v € -1 )
Ay Y € [ya—1,y4
=< Ya+1— Y .
SOA(y) ?Ta v y e [yA7 yA+1]7 (5 7)
Y
0, Vyé[yai,yanl
Representamos a funcao ¢4, geometricamente, na figura [5.1}
T TA-1 TA TA+1 TNe+1
Figura 5.1: Funcao ¢4 - caso unidimensional.
Consideramos uma numeragao local dos nés para cada sub-regiao €2, =
[Ve, Yer1], de modo que, Qe = [Ye, Yer1] = 45, y5]. Na sub-regido, definimos a fungéo

de interpolacao local ¢¢ dada por

e ye -y e ,.e
¢1:2A7, Yy e [y, vl

€ = e y_ye € €
¢a<y> w5 = Tyl, v (TS [y17y2]7
0, Vy & [uf sl

Desta forma, a fungao ¢4 definida em ([5.7)) pode ser descrita por

e, Yye [ty

= [yA—l,yA] = Oy,
valy) =19 o, Vye [y v = [ya,yap1] = Qu,

0, Vyé [y vt

(5.8)

(5.9)
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Notemos que ¢4 restrita ao elemento Q41 é a funcdo ¢4 ' e @4 restrita ao

elemento Q4 é a funcao 7.

5.2 Meétodo de diferencas finitas

Vamos aplicar o método de diferengas finitas para determinar a solucao apro-
ximada em cada tempo discreto t,. Estes sao gerados por uma discretizagao uni-

forme do intervalo [0,7],7 > 0, ou seja, com At = (t,41 — t,) constante.

O método consiste em substituir as derivadas da EDO por aproximagoes

construidas por diferencas finitas.

No sistema (5.4]), tomando a média da equagao nos tempos ¢, e t,, obtemos

que

SA(E T () — S (BT g (BT

1. 4 il 4 o l s &
by (e ) D SRET L RE)  B0)

1
= S (P ),

com a seguinte notacao

() + ()" nt1

Aproximamos utilizando diferenga atrasada para o termo (c’)
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e central para (¢/)™. Assim, obtemos

(Cl>n+1 + (C/)n ~ 1 36n+1 _ 4cn + Cn—l Cn+1 _ Cn—l
2 ~ 3 2(AD) FOQ)+ —ay o0
Cn+1 — "
= — 2).
B 0(2)

Substituindo a aproximagao anterior em ([5.10)) e multiplicando a equagao por
2At, obtemos
MM AtR(MTY) + M =0, (5.11)

em que

4
n+1 Ty\n+1 .

D|c".

4
M" = AtR(c") — At(F™™ + F™) — [2A + At(BT)" —i At ok

Como o sistema ([5.11f) é nao linear, para cada n, vamos utilizar o método de

Newton para encontrarmos a solucao ¢!,

5.2.1 Solugao do sistema nao linear

Encontrar a solucao do sistema nao linear (5.11)), para cada passo de tempo
n, é equivalente a encontrar a solugio X = "' que satisfaga G(X) = 0. Dessa

forma, definimos a funcao G' como

G(X)=M""X+ AtR(X) + M".

Utilizamos o método de Newton para encontrar a raiz da funcao G. Esse
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método consiste em partir de uma aproximacao inicial de solu¢gao no tempo n, sa-

tisfazendo o sistema linear

Temos que X = s + X é uma nova aproximagao para X, em que

aGl ]

[VG1(X)]

VGy(X)

LVGm (X))

_aGl 8G1
ax, Y oy,
0Go 0Go
oY) ax,
0G,, 0G,,
L0X, (X) X,

(X)

(X)

(X)

0Xm

0G,
0Xnm

oG,
0Xnm

(X)

(X)

(X)

(5.12)

Montamos e resolvemos o sistema linear ([5.12)), para cada passo de tempo,

t,. Assim, é importante garantir que estas montagens e solugoes sejam de baixo

custo computacional.

O programa utilizado para a implementacao foi o Matlab, para a solugao do

sistema linear utilizamos o solver do mesmo. Quanto a montagem, as derivadas

parciais sao dadas por

oGy,
0X;

em que, apenas o termo

ORy,
_ n+1
(X) =M 7'+ Atan
OR
o5 (X),
J

(X),

(5.13)

¢ desconhecido. Consequentemente, o custo computacional para determinarmos

VG(X) se limita na obtengao do termo ((5.13). Porém, temos que este é dado com

segue.
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Seja r(y) = |y|Py uma fungdo continua com y € R. Dessa forma, obtemos

gf;’; (X) = (7“/ (i Xz‘%) ©j 90k> :

=1

Percorrendo k e j, a equacgdo anterior nos fornece uma matriz. Notemos que

a lei de formacao desta matriz ¢ semelhante com a da matriz A, dada por (¢x, ;).
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6 SIMULACAO NUMERICA

Neste capitulo, vamos avaliar a implementacao da solu¢cdo numérica de duas
maneiras. Na primeira, vamos estudar o erro entre a solu¢do numérica e a solugao
exata dada inicialmente. Na segunda, vamos considerar f identicamente nula para
avaliar o comportamento da solu¢ao numeérica sem a forca externa atuando no sis-
tema. A linguagem computacional utilizada, como mensionado anteriormente, foi o

Matlab.

Construimos a solugao exata tomando uma fungao v(y,t). A partir dela,
construimos a posigao inicial vy e a forga resultante f(y,t). Estudamos o compor-
tamento do erro considerando diversas discretizagdes no espacgo e no tempo. Com

esses dados, estimamos a taxa de convergéncia do mesmo.

Quando consideramos f identicamente nula, ndo possuimos a solucao exata
para comparar com a numeérica. Neste caso, realizamos um procedimento numérico
descrito em [LIU; RINCON] (2013) que considera como “solucao exata”, a solucao
numeérica gerada com uma discretizagao suficientemente refinada. Dessa forma, foi
possivel estimar a taxa de convergéncia utilizando como “solucao exata” a solugao

refinada.

Neste trabalho, nao realizamos um estudo tedrico de estimativa de erro para
nossa equagao. Porém, em |[LIU; RINCON) (2013) foram realizadas estimativas de
erro para as solucoes numéricas das equagoes de calor e onda, ambas lineares e
desacopladas. Em ambas as equacdes, foi obtido um erro de ordem O((Ay)?+(At)?),
utilizando a norma L™ (0, T; L*(12)), funces bases lineares por partes e aproximacoes

de diferencas finitas de ordem dois no tempo.
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Utilizamos a norma L (0, T; L*(€2)), funcdes bases lineares por partes e apro-
ximagoes por diferencas finitas de ordem dois no tempo para realizarmos as simu-
lagoes numéricas. Como era esperado, obtemos um erro de ordem dois no tempo e

no espaco.

As solugoes aproximadas sao obtidas, quando tomamos as fungoes «(t) e 5(t)
de tal forma que o comprimento 7(¢) varia pouco sua amplitude e lentamente ao
longo do tempo t € [0, T]. Dessa forma, os erros das solugoes aproximadas v,, serdao

dados por

E(vn) = |lv — vl 0,122 (0))- (6.1)

Para o caso em que consideramos f identicamente nula, nas simulagoes re-
alizadas, observamos uma pequena variacao na amplitude das solugoes. Por esse

motivo, os erros das solucoes aproximadas serao calculadas como no caso anterior.

Consideramos discretiza¢oes idénticas para espago e tempo, denotadas por
h;, para estimarmos a taxa de convergéncia. Para cada h;, seja E; o erro da solucao
aproximada, associado a v,,, como definido em (6.1)). Como as discretizagoes, para

espago e tempo, sao iguais a h;, temos que

com p sendo a taxa de convergéncia que queremos determinar e C sendo uma cons-

tante positiva independente de h;.

Assim, dados h; e h;y1, com h; = 2h; 1, obtemos

Ei (h) gy e (En)

EiJrl
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6.1 Resultados numéricos

Nessa secao vamos apresentar alguns exemplos utilizados no estudo da in-
fluéncia da fronteira moével na equacao de Schrodinger nao-linear. Em todas as
simulagdes numéricas consideramos o espago 2 = [—1,1] e o tempo final T = 2.
Notemos que quando Ay = 27% e At = 277 obtemos que N, = 2" ¢ N, = 2/, em que
N, e N, sao, respectivamente, os nimeros de discretizacoes dos intervalos de espaco

e tempo.

Depois do estudo do erro, retornamos ao problema original (4.1)) realizando
a mudanga de variavel de y € [—1,1] para x, com a(t) < x < (), a partir do

difeomorfismo ((4.2]).

O problema em estudo, como definido anteriormente, é dado por

Oulyt) . 4 0%u(y1)
dy v3(t) Oy

+o(y, )| v(y,t) = f(y,t) em Q, (i* = —1)

U/(y> t) - CL(@/, t)

v(y,t) =0 em X,

v(y,0) = vo(y) em €,

Y (t)y+a'(t) + (1)
v(t)

com a(y,t) = :
As fronteiras «a(t) e B(t) foram escolhidas de modo que a fungao (¢) tenha
uma pequena variagao em sua amplitude. Para isso, consideramos os seguintes tipos

de fronteiras:
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Fronteira 1
Esta fronteira é dada pelas fungdes a(t) e S(t) definidas como

Oz(t) =0.01eD —1e 5@) —1—0.0le"t"D.

Dessa forma, temos que

0.0le7*!
- - =92 (=t=1) )= —
v(t) = B(t) — a(t) =2 —0.02¢ e a(y,t) T 0.0Le=—1"
Notemos que, tlgn alt) = —1e tl'gn B(t) = 1. Consequentemente, obtemos

que tli)m v(t) = 2. Como no tempo inicial v(0) = 2 — 0.02e™! = 1.9926, temos que a

amplitude de 7(¢) varia no maximo 0.0073.

A figura representa a fungao [(t) da fronteira 1. Como [(t) = —a(t), a

funcdo a(t) descreve o mesmo comportamento de forma simétrica ao eixo t.

1 T T T T T T

0.9995 -

0.999-

o
3
T

0.996 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 6.1: Fungao 3(t) = —a(t) da Fronteira 1.
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Fronteira 2

Esta fronteira foi escolhida para estudarmos o comportamento da solugao com
fronteiras que nao sejam simétricas. Consideramos a fronteira dada pelas fungoes

a(t) e B(t), em que a(t) # [(t). Essas fungoes foram definidas como

cos(2nt) — 3 16t + 1
alt) = 4 0 =152

Dessa forma, temos que

(1) = B(t) — aft) = 206+ D) + (168 +2)(3 — cos(2mt))

4(16t + 2)

e

A4(16t + 2)

t) = A 1
o) = et 1) £ (16t + 2)(3 = cosznt)) |G @ TV F

—m sin(27t) -y,

A figura representa as fungoes a(t) e 4(t) da fronteira 2. Como «(t) é
uma funcdo que atinge valor minimo de —0.25 e maximo de —0.75, e tlim pgt) =1,

temos que a amplitude de ~(t) varia de 1.25 a 1.75.

1

0.8

0.6(7

041

02

—B®

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 } 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 6.2: Fungoes (t) e a(t) da Fronteira 2.
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Fronteira 3
Esta fronteira é dada pelas fungdes a(t) e S(t) definidas como

at)=e=D —1ept)=1—e7D,

Dessa forma, temos que

o o—t-1
Y(t) = B(t) —a(t) =2 -2 e aly,t) = [,
Notemos que, tlim alt) = —1e tle p(t) = 1. Consequentemente, obtemos

que lim v(t) = 2. Como no tempo inicial v(0) = 2 — 2e~! = 1.2642, temos que a

amplitude de 7(t) varia no maximo 0.7357.

A figura [6.3| representa a fungao 3(t) da fronteira 3. Como S(t) = —a(t), a

fungao a(t) descreve o mesmo comportamento de forma simétrica ao eixo t.

095

085

0.8

075F

0.7

0.651

1 1 1 Il Il 1 1 1 1

0 0.2 04 0.6 08 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Figura 6.3: Fungao 3(t) = —a(t) da Fronteira 3.
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Fronteira 4
Esta fronteira é dada pelas fungdes a(t) e S(t) definidas como

alt) =20D —1 e () =1— 2D,

Dessa forma, temos que

2¢~t1
t) =Bt — at) =2 — eV )= ——"0
Notemos que, lim alt)=—1e Jim p(t) = 1. E consequentemente, obtemos

que lim v(t) = 2. Como no tempo inicial v(0) = 2 — 4e~! = 0.5285, temos que a

amplitude de 7(t) varia no maximo 1.4715.

A figura [6.4] representa a fungao 3(t) da fronteira 4. Como S(t) = —a(t), a

fungao a(t) descreve o mesmo comportamento de forma simétrica ao eixo t.

o.9f
0.7}
o6k
0.5}

0.4}

02 R ; R ) ; R ) L )
o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t

Figura 6.4: Fungao 3(t) = —a(t) da Fronteira 4.
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Notemos que as fronteiras 1, 3 e 4 possuem o mesmo comportamento. O que
difere uma fronteira da outra é variagao da amplitude em relacao ao tempo inicial.
Isso pode ser observado na figura [6.5] Definimos as fungoes «(t) e () dessa forma

para estudarmos a influéncia dessas fronteiras no sistema homogénio.

0.4}

—— 1-0.01e"+]

1-et-D
~t-1)

0.3 —1-2¢

1 Il 1 Il Il 1 Il 1 Il

0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18 2
t

Figura 6.5: Fungao f(t) = —a(t) da Fronteira 1, 3 e 4

6.1.1 Exemplos para sistema nao-homogénio

Consideramos nessa segao duas solugbes exatas para o problema (6.1). Es-
tudamos o erro entre a solu¢ao numérica e a solugdo exata, dada inicialmente, e a
taxa de convergéncia de cada simulagao com as fronteiras 1 e 2.

Exemplo 1: Consideramos como solugao exata a funcao

v(y, t) = sin(my)(cos(nt) 4+ 2) + i sin(mwy)(cos(nt) + 2).
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As tabelas e apresentam o erro e a taxa de convergéncia, respecti-
vamente, da solucao numérica v,, para p = 0,...,3 referente ao Exemplo 1 com
Fronteira 1. Considerando Ay = At, os resultados numéricos mostram que a ordem
de convergéncia do erro associado aos métodos aplicados é quadratica no tempo e

no espaco, como era esperado para essa norima.

HU - UmHLOO(OQ;L?(fl,l))

Ay = At p=0 p=1 p=2 p=3
275 2.2632 x 1073 | 9.4919 x 1073 | 1.5016 x 1072 | 2.3198 x 102
26 5.6616 x 1074 | 2.3431 x 1073 | 3.5301 x 1073 | 5.0734 x 1073
27 1.4147 x 107* | 5.8369 x 107 | 8.8241 x 10~* | 1.0265 x 1073
278 3.5372 x 1075 | 1.4586 x 107* | 2.2059 x 10~* | 2.1896 x 10~*
279 8.8433 x 1075 | 3.6456 x 107° | 5.5148 x 1075 | 5.4450 x 10~°
210 2.2108 x 1075 | 9.1134 x 107¢ | 1.3787 x 107° | 1.3590 x 10~°
211 5.5270 x 1077 | 2.2809 x 107 | 3.4479 x 1076 | 3.3964 x 10~¢

Tabela 6.1: Sistema Nao-Homogénio - Exemplo 1 com Fronteira 1. Erro da
solu¢ao numérica para p =0, ..., 3.

P,

Ay=At| p=0 | p=1|p=2| p=3
275 — — —
276 1.9991 | 2.0183 | 2.0887 | 2.1930
277 2.0007 | 2.0051 | 2.0002 | 2.3052
278 1.9998 | 2.0006 | 2.0001 | 2.2291
279 2.0000 | 2.0004 | 2.0000 | 2.0077
2-10 2.0000 | 2.0001 | 2.0000 | 2.0024
2-11 2.0000 | 1.9984 | 1.9995 | 2.0005

Tabela 6.2: Sistema Nao-Homogénio - Exemplo 1 com Fronteira 1. Taxa de
convergéncia do erro da solu¢ao numeérica para p =0, ..., 3.

A figura representa a parte real da solugdo numérica do exemplo 1 com
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a fronteira 1 para p = 2 e N, = N; = 28 Lembramos que a parte imagindria da

solugao ¢é igual a parte real.

Re um(x,t)
i E—

S
o
o

0 1.5
1

x, N, =256 o t,N,=256

Figura 6.6: Solugao numérica do exemplo 1 com fronteira 1 para p = 2 para
o problema nao homogénio.

As tabelas e apresentam o erro e a taxa de convergéncia, respecti-
vamente, da solugdo numérica v, para p = 0,...,3 referente ao Exemplo 1 com
Fronteira 2. Como no caso anterior, consideramos Ay = At e os resultados numéri-
cos também mostraram que a ordem de convergéncia do erro associado aos métodos

aplicados é quadratica no tempo e no espaco, como era esperado para essa norma.

||U - Um||L°°(0,2;L2(—1,1))

Ay = At p=0 p=1 p=2 p=3
275 4.0550 x 1073 | 7.4242 x 1073 | 1.5199 x 1072 | 2.3752 x 1072
276 9.0720 x 107 | 1.6067 x 1072 | 3.5375 x 1073 | 5.1904 x 1073
27 2.0486 x 1074 | 4.0409 x 10~ | 8.8421 x 10~* | 1.0462 x 1073
278 4.9496 x 1075 | 1.0092 x 107* | 2.2107 x 1074 | 2.2471 x 1074
279 1.2199 x 107° | 2.5220 x 1075 | 5.5267 x 107° | 5.5438 x 10~°
2710 3.0376 x 1075 | 6.3045 x 107¢ | 1.3817 x 1075 | 1.3818 x 107°
211 7.5910 x 1077 | 1.5759 x 107 | 3.4545 x 1076 | 3.4517 x 107°

Tabela 6.3: Sistema Nao-Homogénio - Exemplo 1 com Fronteira 2. Erro da

solugao numérica para p =0, ..., 3.
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Ay=At| p=0| p=1|p=2| p=3
27° — — — -
276 2.1602 | 2.2081 | 2.1032 | 2.1941
277 2.1468 | 1.9914 | 2.0003 | 2.3107
278 2.0492 | 2.0014 | 1.9999 | 2.2190
279 2.0205 | 2.0006 | 2.0000 | 2.0191
2-10 2.0058 | 2.0001 | 2.0000 | 2.0043
21 2.0006 | 2.0002 | 1.9999 | 2.0012

Tabela 6.4: Sistema Nao-Homogénio - Exemplo 1 com Fronteira 2. Taxa de
convergéncia do erro da solu¢ao numeérica para p =0, ..., 3.

A figura [6.7 representa a parte real da solu¢ao numérica do exemplo 1 com
a fronteira 2 para p = 2 e N, = N; = 28 Lembramos que a parte imagindria da
solugao ¢é igual a parte real.

Re um(x,t)

0.5
x, N, =256 1o 1, N,=256

Figura 6.7: Solugao numérica do exemplo 1 com fronteira 2 para p = 2 para
o problema nao homogeénio.

Exemplo 2: Consideramos como solugao exata a fungao

v(y,t) = 4(y* — 1)e' +id(y* — 1)’
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As tabelas e apresentam o erro e a taxa de convergéncia, respecti-
vamente, da solucao numérica v,, para p = 0,...,3 referente ao Exemplo 2 com
Fronteira 1. Considerando Ay = At, os resultados numéricos mostram que a ordem
de convergéncia do erro associado aos métodos aplicados é quadratica no tempo e

no espaco, como era esperado para essa norima.

HU - UmHLOO(OQ;L?(fl,l))

Ay = At p=0 p=1 p=2 p=3
275 2.6133 x 1072 | 3.5114 x 1072 | 3.6832 x 1072 | 3.7662 x 102
26 6.5324 x 1073 | 8.7739 x 1073 | 9.1898 x 1073 | 9.3599 x 1073
27 1.6330 x 1073 | 2.1932 x 1073 | 2.2963 x 1073 | 2.3365 x 1073
278 4.0825 x 1074 | 5.4828 x 107* | 5.7401 x 10~ | 5.8390 x 1074
279 1.0206 x 10~* | 1.3707 x 10~* | 1.4350 x 10~ | 1.4596 x 10~*
210 2.5516 x 1075 | 3.4267 x 107> | 3.5875 x 107° | 3.6489 x 10~°
211 6.3790 x 1075 | 8.5668 x 107¢ | 8.9686 x 1076 | 9.1223 x 10~°

Tabela 6.5: Sistema Nao-Homogénio - Exemplo 2 com Fronteira 1. Erro da

solu¢ao numérica para p =0, ..., 3.
P,

Ay=At| p=0 | p=1|p=2| p=3
275 — — —
276 2.0002 | 2.0007 | 2.0028 | 2.0085
277 2.0001 | 2.0002 | 2.0007 | 2.0022
278 2.0000 | 2.0000 | 2.0002 | 2.0005
279 2.0000 | 2.0000 | 2.0000 | 2.0001
210 2.0000 | 2.0000 | 2.0000 | 2.0000
2-11 2.0000 | 2.0000 | 2.0000 | 2.0000

Tabela 6.6: Sistema Nao-Homogénio - Exemplo 2 com Fronteira 1. Taxa de
convergéncia do erro da solu¢ao numeérica para p =0, ..., 3.

A figura representa a parte real da solugdo numérica do exemplo 2 com
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a fronteira 1 para p = 2 e N, = N; = 28 Lembramos que a parte imagindria da

solugao ¢é igual a parte real.

X, N =256
x

Re um(x,t)

-0.5

t,N,=256

Figura 6.8: Solugao numérica do exemplo 2 com fronteira 1 para p = 2 para

o problema nao homogénio.

As tabelas e [6.8 apresentam o erro e a taxa de convergéncia, respecti-

vamente, da solugdo numérica v, para p = 0,...,3 referente ao Exemplo 2 com

Fronteira 2. Como no caso anterior, consideramos Ay = At e os resultados numéri-

cos também mostraram que a ordem de convergéncia do erro associado aos métodos

aplicados é quadratica no tempo e no espaco, como era esperado para essa norma.

||U - Um||L°°(0,2;L2(—1,1))

Ay = At p=0 p=1 p=2 p=3
275 2.3316 x 1072 | 3.4308 x 1072 | 3.6510 x 1072 | 3.7477 x 1072
276 5.8935 x 1073 | 8.5726 x 1073 | 9.1128 x 1073 | 9.3193 x 1073
27 1.4804 x 1073 | 2.1429 x 1073 | 2.2773 x 1073 | 2.3268 x 1073
278 3.7048 x 1074 | 5.3571 x 107* | 5.6927 x 10~* | 5.8152 x 1074
279 9.2641 x 1075 | 1.3393 x 107* | 1.4231 x 10~* | 1.4537 x 10~*
2710 2.3162 x 1075 | 3.3481 x 107° | 3.5578 x 1075 | 3.6342 x 10~°
211 5.7905 x 1075 | 8.3704 x 107°¢ | 8.8945 x 1075 | 9.0853 x 10~¢

Tabela 6.7: Sistema Nao-Homogénio - Exemplo 2 com Fronteira 2. Erro da
solugao numérica para p =0, ..., 3.
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P,

Ay=At| p=0| p=1|p=2| p=3
27° — — — -
276 2.0077 | 2.0007 | 2.0023 | 2.0077
277 2.0019 | 2.0002 | 2.0006 | 2.0019
278 2.0005 | 2.0000 | 2.0001 | 2.0005
279 2.0001 | 2.0000 | 2.0000 | 2.0001
2-10 2.0000 | 2.0000 | 2.0000 | 2.0000
2-H 2.0000 | 2.0000 | 2.0000 | 2.0000

Tabela 6.8: Sistema Nao-Homogénio - Exemplo 2 com Fronteira 2. Taxa de
convergéncia do erro da solu¢ao numeérica para p =0, ..., 3.

A figura [6.9] representa a parte real da solugdo numérica do exemplo 2 com

a fronteira 2 para p = 2 e N, = N,

solugao é igual a parte real.

S NN

0

%, N, =256

= 28. Lembramos que a parte imaginaria da,

Re um(x,t)

0.5

o 1, N,=256

Figura 6.9: Solugao numérica do exemplo 2 com fronteira 2 para p = 2 para
o problema nao homogénio.
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6.1.2 Exemplos para sistema homogénio

Consideramos nessa segao f identicamente nula no problema em estudo (/6.1),
para avaliar o comportamento da solu¢ao numérica sem a forca externa atuando no

sistema.

Como em geral, a solugao exata v(y,t) é desconhecida, consideramos a solu-
¢ao numérica 9(y,t) com N, suficientemente grande (ou equivalentemente h muito
pequeno), em que N, é o nimero de nés da discretizacdo. Dessa forma, 0 serd

entendida como a “solugao exata” do sistema homogénio.

Estudamos o comportamento do erro e da taxa de convergéncia, considerando
os dois exemplos anteriores como solugdo numérica com N, = N; =22ep=0,...,3
nas fronteiras 1 e 2. Além disso, para estudarmos a influéncia da fronteira no sistema,
consideramos as fronteiras 3 e 4 no exemplo 1.

Exemplo 1:

Consideramos como solug¢ao numérica a fungao

0(y,t) = sin(my)(cos(mt) + 2) + isin(mwy)(cos(nt) + 2).

A tabela[6.9)apresenta o erro e a taxa de convergéncia da solugdo numérica v,

para p = 0,..., 3 referente ao Exemplo 1 com Fronteira 1 para o sistema homogénio.
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|0 — UmHLoo(o,z;L?(q,l)) Po,y,

Ay=At| p=0 | p=1|p=2|p=3 | p=0|p=1|p=2|p=3
275 0.4510 | 0.2632 | 0.4951 | 3.8310 — — — —
276 0.1136 | 0.0687 | 0.2664 | 1.7586 | 1.9889 | 1.9374 | 0.8943 | 1.1233
277 0.0284 | 0.0419 | 0.1443 | 0.5721 | 1.9993 | 0.7121 | 0.8847 | 1.6201
278 0.0071 | 0.0187 | 0.0619 | 0.1695 | 2.0036 | 1.1687 | 1.2206 | 1.7551
279 0.0018 | 0.0057 | 0.0240 | 0.0595 | 2.0164 | 1.7048 | 1.3647 | 1.5110
210 0.0004 | 0.0016 | 0.0064 | 0.0162 | 2.0668 | 1.8121 | 1.9161 | 1.8727
2- 1 0.0001 | 0.0004 | 0.0014 | 0.0050 | 2.2992 | 2.0041 | 2.2018 | 1.6905

Tabela 6.9: Sistema Homogénio - Exemplo 1 com Fronteira 1. Erro e taxa
de convergéncia do erro da solugdo numérica para p =0, ..., 3.

As figuras e representam as partes real e imaginaria, respectiva-

mente, da solu¢ao numérica do exemplo 1 com a fronteira 1 para p = 2.

Reu_(x.h

u]

-1
X, Nx=4096 o 1, Nt=4096

Figura 6.10: Solugdo numérica do exemplo 1 com fronteira 1 para p = 2
para o problema homogénio.
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Im um(x,t)

1
X, Nx=4096 o 1, Ntzdo%

Figura 6.11: Solugao numérica do exemplo 1 com fronteira 1 para p = 2
para o problema homogénio.

A tabela [6.10] apresenta o erro e a taxa de convergéncia da solugao numé-
rica v, para p = 0,...,3 referente ao Exemplo 1 com Fronteira 2 para o sistema

homogénio.

[0 — Um||Loo(o,2;L2(—1,1)) Py,

Ay=At| p=0| p=1|p=21|p=3|p=0|p=1]|p=2|p=3
275 3.3298 | 2.6532 | 1.8142 | 2.1207 — - = -
276 1.6263 | 1.2202 | 0.8001 | 1.4896 | 1.0338 | 1.1206 | 1.1811 | 0.5096
27 0.6196 | 0.4768 | 0.3181 | 0.6025 | 1.3921 | 1.3557 | 1.3306 | 1.3059
278 0.2467 | 0.1837 | 0.1224 | 0.2888 | 1.3288 | 1.3758 | 1.3785 | 1.0610
279 0.1021 | 0.0787 | 0.0555 | 0.1295 | 1.2722 | 1.2225 | 1.1406 | 1.1570
2710 0.0495 | 0.0394 | 0.0280 | 0.0423 | 1.0445 | 0.9976 | 0.9845 | 1.6157
211 0.0237 | 0.0190 | 0.0138 | 0.0145 | 1.0608 | 1.0512 | 1.0254 | 1.5471

Tabela 6.10: Sistema Homogénio - Exemplo 1 com Fronteira 2. Erro e taxa
de convergéncia do erro da solugdo numérica v, para p =0,..., 3.
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As figuras e representam as partes real e imaginaria, respectiva-

mente, da solu¢ao numérica do exemplo 1 com a fronteira 2 para p = 2.

Reu_(x.h

1
X, Nx=4096 o t, Nt:-l'lo%

Figura 6.12: Solugdo numérica do exemplo 1 com fronteira 2 para p = 2
para o problema homogénio.

Imu_(x.t)

-1
X, Nx=4096 o 1, Nt=4096

Figura 6.13: Solugdo numérica do exemplo 1 com fronteira 2 para p = 2
para o problema homogénio.
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A tabela apresenta o erro e a taxa de convergéncia, da solu¢do numé-

rica v, para p = 0,...,3 referente ao Exemplo 1 com Fronteira 3 para o sistema
homogeénio.
[0 — Um||Loo(0,2;L2(—1,1)) Po,,
Ay=At | p=0|p=1|p=21|p=3|p=0|p=1|p=2]p=3

275 2.7226 | 1.6171 | 0.9098 | 2.7096
276 0.7471 | 0.4342 | 0.2658 | 1.5615 | 1.8655 | 1.8970 | 1.7751 | 0.7951
277 0.1967 | 0.1166 | 0.1343 | 0.6150 | 1.9255 | 1.8966 | 0.9848 | 1.3442
278 0.0570 | 0.0325 | 0.0947 | 0.2860 | 1.7881 | 1.8415 | 0.5044 | 1.1048
279 0.0190 | 0.0103 | 0.0435 | 0.1164 | 1.5832 | 1.6529 | 1.1229 | 1.2968
210 0.0078 | 0.0048 | 0.0124 | 0.0338 | 1.2878 | 1.1226 | 1.8083 | 1.7824
211 0.0035 | 0.0020 | 0.0027 | 0.0082 | 1.1609 | 1.2206 | 2.1851 | 2.0458

Tabela 6.11: Sistema Homogénio - Exemplo 1 com Fronteira 3. Erro e taxa
de convergéncia do erro da solucao numérica para p =0,...,3.

A tabela apresenta o erro e a taxa de convergéncia da solu¢ao numé-

rica v, para p = 0,...,3 referente ao Exemplo 1 com Fronteira 4 para o sistema
homogeénio.
[0 — Um||Loo(o,2;L2(—1,1)) Pop,
Ay=At| p=0 | p=1|p=21|p=3 | p=01|p=1 p=2 p=3

275 12.5425 | 8.8252 | 6.4841 | 4.8095 = — — —
26 8.9269 | 8.2525 | 6.8197 | 5.2351 | 0.4906 | 0.0968 | —0.0728 | —0.1223
27 7.1747 | 5.7913 | 4.1243 | 2.8280 | 0.3153 | 0.5109 | 0.7256 0.8884
278 2.5757 | 1.9886 | 1.3680 | 0.9339 | 1.4779 | 1.5421 | 1.5921 1.5985
279 0.6715 | 0.5196 | 0.3580 | 0.2607 | 1.9396 | 1.9362 | 1.9339 1.8409
2710 0.1705 | 0.1327 | 0.0913 | 0.1116 | 1.9775 | 1.9693 | 1.9709 1.2244
211 0.0372 | 0.0285 | 0.0207 | 0.0668 | 2.1950 | 2.2199 | 2.1408 0.7398

Tabela 6.12: Sistema Homogénio - Exemplo 1 com Fronteira 4. Erro e taxa
de convergéncia do erro da solugdo numérica para p =0, ..., 3.
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Nesse exemplo, consideramos Ay = At em todas as simulagoes. Os resultados
numéricos mostraram uma variagao significativa na ordem de convergéncia do erro

associado com as fronteiras escolhidas.

Observamos que quando a fronteira possui uma pequena variacao de ampli-
tude em relacdo ao tempo inicial, como a fronteira 1, a ordem de convergéncia é
quadrética. Porém, quando realizamos a mesma simulagdo com a fronteira 3, en-
contramos um resultado menos satisfatorio, em que a ordem de convergéncia sofre
uma redugdo. Se compararmos os resultados das simulacoes com a fronteira 4 com as

da fronteira 1 essa redugao ¢é ainda maior, pricipalmente nos casos menos refinados.

O mesmo comportamento foi observado na simulagdo com a fronteira 2, em
que a amplitude da fungao ~(¢) também sofre uma variagdo consideravel. Os resul-

tados mostraram uma redugdo na ordem de convergéncia.

Além disso, observamos que a medida que aumentamos o valor de p, a taxa de
convergéncia também sofre uma variagao principalmente nos casos menos refinados.
Apesar disso, as tabelas [6.9] [6.10] [6.11] e [6.12] apontam uma redugdo do erro em

relacao ao espago e tempo em todos os casos.

Exemplo 2:

Consideramos como solug¢ao numérica a fungao

o(y,t) = 4(y* — 1)e' +id(y* — 1)’

A tabela [6.13] apresenta o erro e a taxa de convergéncia da solu¢ao numé-
rica v, para p = 0,...,3 referente ao Exemplo 2 com Fronteira 1 para o sistema

homogénio.
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|0 — 'Um||L°°(0,2;L2(71,1)) Poy,

Ay=At| p=0 | p=1|p=2|p=3 | p=0|p=1|p=2|p=3
275 0.2080 | 0.1571 | 1.8064 | 6.6700 — — — —
276 0.0882 | 0.0665 | 0.5232 | 5.7555 | 1.2375 | 1.2402 | 2.1886 | 0.5323
277 0.0585 | 0.0318 | 0.1395 | 3.5206 | 0.5924 | 1.0664 | 1.8949 | 0.6989
278 0.0308 | 0.0168 | 0.0315 | 1.1276 | 0.9235 | 0.9228 | 0.8898 | 2.1625
279 0.0171 | 0.0091 | 0.0087 | 0.3237 | 0.8510 | 0.8797 | 1.7201 | 1.9981
210 0.0092 | 0.0049 | 0.0031 | 0.0816 | 0.8870 | 0.8914 | 1.6359 | 2.1396
2-H 0.0046 | 0.0024 | 0.0014 | 0.0146 | 0.9967 | 1.0026 | 1.2966 | 2.4822

Tabela 6.13: Sistema Homogénio - Exemplo 2 com Fronteira 1. Erro e taxa
de convergéncia do erro da solu¢gdo numérica para p =0, ..., 3.

As figuras [6.14] e representam as partes real e imaginéria, respectiva-

mente, da solu¢ao numérica do exemplo 2 com a fronteira 1 para p = 2.

Reu_(x.h

u]

-1
X, Nx=4096 o 1, Nt=4096

Figura 6.14: Solugdo numérica do exemplo 2 com fronteira 1 para p = 2
para o problema homogénio.



X, N_=4096
x

Im um(x,t)

t, N =1036
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Figura 6.15: Solugao numérica do exemplo 2 com fronteira 1 para p = 2
para o problema homogénio.

A tabela apresenta o erro e a taxa de convergéncia da solugdo numé-

rica v, para p = 0,...,3 referente ao Exemplo 2 com Fronteira 2 para o sistema

homogénio.

[0 — Um||Loo(o,2;L2(—1,1)) Pvy,

Ay=At| p=0| p=1|p=21|p=3|p=0|p=1]|p=2|p=3
275 1.0116 | 0.7634 | 1.9727 | 6.4536 — =
276 0.5033 | 0.3298 | 0.6154 | 5.8591 | 1.0073 | 1.2110 | 1.6805 | 0.1394
277 0.2925 | 0.2090 | 0.1898 | 3.4181 | 0.7831 | 0.6577 | 1.6974 | 0.7775
278 0.1527 | 0.1035 | 0.0784 | 1.1130 | 0.9379 | 1.0145 | 1.2753 | 1.6187
279 0.0831 | 0.0633 | 0.0400 | 0.3249 | 0.8766 | 0.7079 | 0.9692 | 1.7763
2710 0.0453 | 0.0344 | 0.0219 | 0.0825 | 0.8762 | 0.8811 | 0.8674 | 1.9771
211 0.0227 | 0.0172 | 0.0113 | 0.0156 | 0.9989 | 1.0020 | 0.9566 | 2.4064

Tabela 6.14: Sistema Homogénio - Exemplo 2 com Fronteira 1. Erro e taxa
de convergéncia do erro da solugdo numérica para p =0, ..., 3.
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As figuras [6.16] e representam as partes real e imaginéria, respectiva-

mente, da solu¢ao numérica do exemplo 2 com a fronteira 2 para p = 2.

Reu_(x.h

-1
X, N_=4096 0 t, N.=40%

Figura 6.16: Solugdo numérica do exemplo 2 com fronteira 2 para p = 2
para o problema homogénio.

Imu_(x.t)

-1
X, N_=4096 o t, N.=40%

Figura 6.17: Solugdo numérica do exemplo 2 com fronteira 2 para p = 2
para o problema homogénio.
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Nesse exemplo, também consideramos Ay = At em todas as simulagoes. Os
resultados numéricos mostraram uma reducgao significativa na ordem de convergéncia

do erro associado com as fronteiras escolhidas.

Observamos que as simulacoes realizadas para as fronteiras 1 e 2, apresen-
taram um resultado menos satisfatorio que nos exemplos anteriores. Os resultados
mostraram uma grande variagdo da ordem de convergéncia em todos os casos, nao

sendo possivel estabelecer um padrao nos dados coletados.

Além disso, ndo podemos deixar de mencionar que a unica diferenca das

simulagoes do exemplo 2 para o exemplo 1 é a solugao numérica inicial.



117

7 CONCLUSAO

Neste trabalho, realizamos analise tedrica e simulagao numérica de uma equa-

¢ao de Shrodinger nao-linear com fronteira movel.

A anélise tedrica consistia em mostrar a existéncia e a unicidade de solugao
para o problema de fronteira mével (3.1]). Este foi realizado para o R™ e ainda para o

caso unidimensional com uma mudanca de variavel mais geral, através dos teoremas

(13-2) e (4.2), respectivamente.

Na simulacao numérica aplicamos os métodos de elementos finitos na parte
espacial e de diferencas finitas na parte temporal para resolver a EDO, obtendo um
sistema nao linear que foi resolvido pelo método de Newton. Todas as simulagoes
foram realizadas para o caso unidimensional através de um programa computacional

que foi desenvolvido no Matlab.

Numericamente, foi possivel estimatimar a taxa de convergéncia no espago
e no tempo e observar o comportamento do erro numérico. Em todos os exemplos
estudados, podemos concluir que as taxas sdo quadréticas, ou seja, O(2) e que o

erro decresce a medida que refinamos a malha.

Porém, quando consideramos o problema homogénio, f = 0, foi possivel
observar a influéncia da fronteira moével atuando no sistema de forma significativa.
A partir dos dados gerados, notamos uma reducao da taxa de convergéncia a medida
que escolhemos uma fronteira cujas fungdes possuem uma variagdo maior de sua
amplitude. Esse fato nao foi observado na parte tedrica, em que as hipdteses sobre

a fronteira ndo possuiam essa restricao.



118

Além disso, o exemplo 2 para o problema homogénio, apresentou um resul-
tado pouco satisfatorio. Indicando que, de alguma forma, a solu¢ao numeérica inicial
também exerce influéncia no sistema. Isso demonstra a necessidade de um estudo
mais profundo dos resultados de convergéncia obtidos, ou seja, as estimativas de

erro esperado entre a solugao exata e a solugdo numérica aproximada.

Uma analise tedrica do erro associado aos métodos aplicados, nos permitira
estabelecer uma comparacao com os resultados numéricos gerados pelas simulagoes

numeéricas realizadas.
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APENDICE A

O objetivo deste apéndice é mostrar uma identidade a partir da integral

k,/
7 /F Yjvi

obtida no Capitulo 3, na segunda estimativa, seguindo a referéncia MEDEIROS;
MIRANDA| (1995)).

2

OV, i,

v

Para isso, consideramos a equacao aproximada (3.6

(vp, (1), w5) — ud (y - Vo, (t), w;) + zi

k; (Vuy,(t), Vw,)

k2 (A.1)
+(|vm (17 vm (t), wy) = (f(t), wy),

Além disso, consideramos L*(Q) = V,, ® V.t e P,, a projecio ortogonal de

L?(Q) em V,, C L*(), tal que Ppo = > (v,wj)w;, Yo € L*(Q). Temos que
=1
P, € L(L*(Q)) com || Pyl zz2(0)) = 1, auto-adjunta e que P,v = v, Yo € V.

Multiplicando ambos os lados da equacao aproximada (A.1)) por w; e somando

emj=1,2 ... m, obtemos
, K 1
vy, — EPm[y V] — zﬁAvm + Pul|lvm|?vm] = Puf. (A.2)

Tomando o produto interno em ambos os membros de (A.2) com y - Vu,,,
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obtemos

/

(U;n(t)a Y- Vor(t)) — l;;(pm[y Vo ()], y - Vo (t)) — iklg<Avm(t)> Y- Vun(t))

(Pl [vm (O 0 ()], y - Vo (t)) = (Pnf (1), y - V(1))
(A.3)

Observemos que (P, [y - Vo, (6)], 4 Vo, (t) = (Pily - Vo, ()], y - Vu,(t)) =
(Puly - V()]s Puly - Vo ()]) = [Puly - Vou(8)]|* € R, pois P, = Py

Tomando a parte Imagindria em ambos os membros de (A.3]), obtemos
1
Im(v, (1), y - Vom(t)) — Re (kQ (Avm(t),y - va(t))>

HIm( P [[vm (8)[Pvm (8], y - Vo (t)) = Im(Bn f(£),y - Vum(t)),

pois, Im(iz) = Re(z). Integrando de 0 a T', teremos

/oTIm( m(8),y - Von(t dt+/ 7Re (AL Von D)t

n /0 (P l[om ()P0 (E)], - Vo ()t (A.4)

T

e Analise do termo / Im(v),(t),y - Vu,(t))dt
0

Temos que

[ @ty Vot = [ )y om0t

- /OT (Um(t),y - V', (£))dt.



Além disso, pelo Lema de Gauss, temos que

ol OV —— _
Uy 2 1) / U 40 / wt dS = 0,
/Qy]v Dy, + Qy] 9y, Uy, + Qm; Uy,

Substituindo (A.6) em (A.5)), obtemos que

T

[ @ty Von@de = [ )y o0t

4 [ Fon0). )+ [ ()0 (1)),

ou seja,
T

[ @0 Fon@)it = [ (- Tun), e 0

T

= [ Sty Vo)t [ (o), et (1)t

Notemos que z —Z = 2ilm(z) e —i(z — Z) = 2Im(z). Dessa forma,

/OT 2Im(v), (1), y - Vom(t))dt

T

m

[ Oy |

=i /OT (%(t),y-vvm(t))dt—/; (- Vum(t), v, (2))dt]| .

Assim, podemos reescrever a identidade acima, por (A.7)), como

[ 2 0.5 Vs, 1))

_ i VOT C;lt(vm(t), Y- Vo (t)dt + n/OT (U (1), v;n(t))dt] .

(vl (t),y - va(t))dt_
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(A.6)

(A7)

(A.8)
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Tomando a parte real da equacao (A.8), observando que Re(iz) = —Imz,

obtemos

/OT 2Im(v), (1), y - Vum(t))dt

(A.9)
:/0 Imjt(vm(t),y-va(t))dt—i—n/O Im(vy,(t),v,,(t))dt.
Observemos que
n /OTfm(vm(t),v;n(t)) - _n /()Tfm(v;l(t),vm(t))dt
(A.10)

- n/Osz(—v;n(t),vm(t))dt.

Por (A.2), obtemos que

/

L 1

Dessa forma, podemos escrever que
—nk’

= Im(Puly - Vom (D], v (1)) + D Re(—Avm(t), vm(1))

n]m(—vin(t),vm(t)) = k2

AL m (P [[ 05 (8) [P0 (8)], v (1)) — ndm (B f (1), vm(t)).-
(A.11)

Como P, é auto-adjunta e P,v, = v, temos que (Py,[y - Vv, (t)], vm(t))
= (Y- Vom(l),vom(1)), (Ballvm () vm@)], vm(t) = ([vm(t) [P (t), vm(t)) e que
(P f (), vm (1)) = (f(t), vm())-

Além disso, pela fomula de Green, escrevemos ((A.11)) como
—nk’
k

Andm([vp ()] vm (), vm (t)) = ndm(f (1), vm(t))-

nIm(—vl (t),v,(t)) =

Im{y - Von(t), vm () + 75V ()



125

Observemos que

(om0 (), v () = [ fomPvnTmd2 = [ Jollomd2 = [ fon|*2d0 € R.
Q Q Q

Logo, Im(|vy(t)|Pvm,(t), vm(t)) = 0.

Assim, obtemos

nIm(—v. (t),v,(t)) = _Zkllm(y -V (t), v, (t))
(A.12)
2 o) = (1), (0).
Substituindo em , obtemos
n [ I, v0) =~ [ T[m(y V0 (), v (1)) dt
(A.13)

+ /OT %va(t)llzdt - n/OT Im(f(t), v, (t))dt.

Agora, substituindo (A.13) em (A.9)), obtemos

/ 2Im(v!, (£),y - Vom(t ))dt:/OTIm ljt(vm(t),vam(t))] dt

[ iy 1), v )t + [ Ot~ [ P70, (0,
ou seja,

/OT Im(u, (£), - Vom(t))dt = ; /OT Im [jt(vm(t), Y- va(t))] dt

—/ SeIm(y - V(D) vm(t))dH/OT;fzuvm(t)H?dt (A.14)

—g OT Im(f (), vm(t))dt.
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T 1
e Andlise do termo / ﬁRe(—Avm(t), y - Vo, (t))dt

0

Pela férmula de Green, temos que

ov,, 0 o0v,, ov,, O0v,
<—Aun@xy-v%n@»::</“, pké;]) O, O i

y; OTJ] r ov 7" Jys
ov ov ov 0 |ov ov ov,,
m 5 m ) o (Lm O Tm om L0mar.
(a k(‘?yk) (ayj oy, [&yk}) r av ¥ oy,

Dai, obtemos que

Re(—Avp(t), y-Vu(t)) = va(t)Hz—l—/kaRe{avm 0 la“m”dg_/ry.y

0y; Oyi | Oy,

Do [
ov

Pelo lema de Gauss, temos que

0 Oy, 0Ty, | ov,, O
P2 d) =n [ =240
/Qﬁyk [yk 0y; 0y; | o 0y; Oy;

o [0v,] Ovy, c%m 8 3@

Dai, obtemos que
2/ e{avm [ ]} —n||vm () |2 +/ 8Um Um
Yk ay] ayk ay] "
ou seja,
ov v, n 1 v, |°
= 21 dY = —— v+ = [ y-v|—=| dl.
/yk {ayjayklﬁyj]} 2||U @I +2/ry v ov

Dessa forma, teremos que

L Re(— (), y - Vo ()it = [ le(t) Pt
o k2T EIm R IR g

2/ k?““’" IPdt -5 /k2/y v

(A.15)

a”m dr dt.
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Substituindo (A.14)) e (A.15) em (A.4) obtemos
1 T d T k!
7/ Im—(vm(t),y~va(t))dt—/ " Im(y - Vo(t), vm(t))dt
2 Jo dt o 2k

8vm

n T

~2 [ (), ont dt+/ szvm ) dt—f/ k2/y v

0

dr dt

—i—/ Im (P [|vm(8)|Pum(t)], y - Vo (t))dt = /OT Im(P,f(t),y - Vou,(t))dt,

ou seja,

T k!

/OTfmjt(vm(t),y.vum(t))dt—n [ Il Fen(0), v (1))

T
—n/o Im(f(1), vm(t dt+/ k2]|vm ) dt—/ k2/y v

+2/ Im (P [|vm () [Pom(t)], y - Vo (t))dt = 2/OTIm(me(t),y~va(t))dt.

8vm dr dt

A identidade acima é verdadeira para todo 0 < t < T. Fazendo T = t,

derivando ambos os membros da equacao acima em relacao a t e multiplicando por

k'K, obtemos
8vm , d
/y S| D = K kIm (v (), y - Von(t)) + n(k ) Im(vn (), y - Vou(0)
24’

+ = Mom O + 28k Im(P[[om(6)1vm (0], y - Vo (£)

—nk'kIm(f(t),v,(t)) — 2K'kIm(P,f(t),y - Von,(t)).
(A.16)
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APENDICE B

O objetivo deste apéndice é mostrar uma identidade a partir da integral

0 OV, OV,
- HZ IO
/Qay <a(y, ) o 8y> ,
obtida no Capitulo 4, na segunda estimativa, seguindo a referéncia MEDEIROS;
MIRANDA| (1995).

Para isso, consideramos a equagao aproximada (|4.5))

, ov,, 4 (0Ov,, Ow,
o)~ (a0 ) +i75 (52,52

+ (Jom (O vm (), w;) = (f(£), w;),

(B.1)

Além disso, como no apéndice A, consideramos L*(Q) = V,, ® V.t e P, a

projecao ortogonal de L*(Q) em V,, C L*(Q), tal que P,v = > (v,w;)w;, V v €
j=1
L?*(Q). Temos que P, é limitada, auto-adjunta e tal que P,v = v, Yv € V,,.

Multiplicando ambos os lados da equagao aproximada (B.1)) por w; e somando

em j=1,2, ..., m, obtemos

v 4 0%
 _p m| m P Py ] = P f B.2
Upy, m [a(y,t) 8y ] 272 8@/2 + mH/Um| Um] mf ( )

Tomando o produto interno em ambos os membros de (A.2) com a(y,t)——
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obtemos

, ov,, Ov,, Ov,, 4 (0%, ov,,
(vm(t),a(y,t)ay> - (Pm la(y’wﬁy] ’a(y’t)ay> _Zﬁ (W’a(y’t)ay>

Observemos que

(7o ot 52 052 ) = (72 o052 ot 52

- (b o] o 2e]) - 2

eR,
pois P2 = P,,.

ov
P, la(y,t)—==
[(y )ay

Tomando a parte Imaginaria em ambos os membros de (B.3)), obtemos

’ a’Um 4 82vm aUTrL
Im <Um(t>a Cl(y, t)@y) — Re <'72 <8y27 a(y7t>8y>>

1 (Pullon (0t 52 ) = 1 (P00l 52 ).

pois, Im(iz) = Re(z).

Integrando de 0 a T', teremos

T Ovp, 0?vp, 81}
Im (v = m
/0 m <vm(t),a(y, t)— o ) dt—{—/ 5 Re ( 0y dy ) dt

+/ ]m( [[om (&) |PUm (8)], al(y, avm) /OT]m< ,a(y, )aav;> dt.
(B.4)




T
e Andlise do termo / Im (vfn(t), a(y, t)a> dt
)

0

Temos que

[ (et )i = [ (onOatrn % ) a
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_/ ( ( (%t)a;;))dt_/:i (Um(t),a(y,t)aav;> dt  (B.5)

_ /OT <vm(t), C;lta( )aav;> dt — /OT (vm(t),a(y,t)85;> "

Além disso, pelo Lema de Gauss, temos que

/ﬂa(y,t)v aam dQ+/ a(y,t aay“ dQ+/ Vgt d = 0. (B.6)
Substituindo em (B.5), obtemos que
T/, Qv (t) _(Td Oy (t)
/0 <vm(t),a(y,t) 5 )dt—/o = (vm(t),a(y,t) 5 )dt
_ OT <Um(t),jta(y, avm )dt+/ ( (%m ,v%(t)) dt
Ty ,
+ [ Lm0
ou seja
/ ' <v;n<t), a(y, 1) a“ggf”) at- [ ' <a(y,t>8“g<t) | %(t)) dt
<[ (om0t %50 = [ (2ot gt "o @
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Notemos que z —zZ = 2ilm(z) e —i(z — z) = 2Im(z). Dessa forma,

| Yorm (%(t), a(y, ) %gf)) dt
i [ / ! <v,’n(t), a(y,t)avgy(t)> at— [ ' (%(t), a(y, t) a”ggf”)w]

_ [ I (%(t), aly, t)avg;t)> i [ (a(y,t) avgy(t) , %(ﬂ) dt} -

Assim, podemos reescrever (B.7)) como
T O (1) |t d
! o dt = — / — (v, (¢ t dt
/0 2Im (vm(t)ﬂ(yi) o ) i [ a (v (t), aly, t) 9y )

[ (im0 St 20 s [ 0]

Tomando a parte real da equagdo (B.8)), observando que Re(iz) = —Imz,

obtemos
J; 2t (s a2 ) = [ 1 (0,000,025 )
(B.9)
_ /0 Im <vm(t),$a<y,t)8%“y@> dt + /0 vam(vm(t),v;n(t))dt.
Observemos que
7/ T ’ ’Y/ T '
= im0t = =L [ rm(w, 0,00
(B.10)
- 77 [ (=l (1), v (0))

Por (B.2)), obtemos que
ov,, 4 0%,

_'U;n =—FPy [a(y:t) Ay ] - Z? 2 + Po[|om| vim] — P f-
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Dessa forma, podemos escrever que

+47/VIR€ (— 82;52@) : vm(t)> + lem (L[| v () [P0 (T)], 03 (2)) (B.11)

Ov, (t
Como P, é auto-adjunta e B,,v,, = v,,, temos que (Pm [a(y, t) Um( )] ,vm(t)>

dy
= (582, 6,1} (Pl 0 0 (0) = Q00 000 ¢

(P f(2), 0m(t)) = (f(2), vm(1))-

Além disso, pela fomula de Green, escrevemos ([B.11]) como

,}/ ) __1’ o avm(t) v
Lt (-t 0 om0 = =L 1 (a0 220, 00

/ !/

+4%/Hwn(t)|!2 + LI ([ ()P0 (£), v (1)) = I (F(£), v (£)) -
v Y v

Observemos que

(10m () Pvm (t), v () :/Q|vm|”vmmd§2:/Q|vm|”|vm|2d§2:/ﬂ|vm|”+2d9 eR.

Logo, Im(|vy(t)|Pvm,(t), vm(t)) = 0.

Assim, obtemos

(B.12)
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Substituindo (B.12) em (B.10]), obtemos

[ 10 - /()Tz’fm(a<y,t>a%"y@’“m“>)dt _—
B.13

[ oI [ Lt (£(0), (1) .

Agora, substituindo (B.13]) em (B.9)), obtemos

[ 2t (o000 72O Y = [ 1 (000000 2 )

_/ Im (Um ia( t)avgy(t)> dt — /OT :Im <a(y,t)8%n;t>,vm(t)> dt

T4’}// 2 T’Y/
) @ = [ Im (7))

ou seja,

/OT Im (U:n(t)’ a(y,t) 31}5;](15)) dt = ;/OT [mjt (vm(t), a(y,t) 8115;(75)) dt

_;AThn<w%®7nghwag§”>dﬁ_AT;/ann%wazgijAﬂ>dt

/ Hm Iﬁ—/ VMz U (1)) dt.

T 4 9%v,, 0v,y,
e Andlise do termo —2Re (—U t U) dt
0o 7 Yy
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Integrando por partes, temos que

e ) an
Dai, obtemos que
ore (=50 aw %2 ) = Dot - [ (a<y,t> oo ) .
ou seja,
e (=02 ats0 52 ) = Llontol =3 [ o (a<y,t> o ) a0,

Dessa forma, teremos que

T 4 0% ov T 2+
—Re | ———2" =" dt = | |lvm(t)|?dt
[ e (-G atrn %) = [ oo

_/OT,;/Q;?J (a(y,t) T'm

(B.15)




135

Substituindo (B.14) e (B.15)) em (B.4]) obtemos

b o om0
_/‘[m( .02 )w [ o 1m0, om0 d
/ 7\|vm \dt—/o - /ay( aly,t ‘ )dﬂdt

+/ Im( [[om( )|pvm(t)],a(y,t)a$;;n> dt — /OT Im (pmf(t),a(y,t)%“;) dt.

ou seja,

/OT Imjt (vm(t), a(y,t) avg;(t)> dt — /OT Im (Um(t), jta(y, £) avgy@) dt

T~/ O (1) T
_A,ngwﬂ ,%ﬁgﬁ—ﬁ,ﬁmvmmmmw

y
2
) dQdt

T8y 9 T 4 0
+A¢W%@”ﬁ—4/wéayG@W

+2/ Im( [0m ()P0 (1], aly, )a;m>dt_2/ Jm< Pof(t),aly, )a;;>dt.

Ovm
y

A identidade acima é verdadeira para todo 0 < t < T. Fazendo T = t,

derivando ambos os membros da equacao acima em relacao a t e multiplicando por
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2
v

—, obt

1 obtemos

4
+%Im (Pmnvm(m (1)), aly t)%) - %fm (me (), aly ”?)
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ANEXO A

Este anexo tem por objetivo demonstrar o Lema de Lions, seguindo a refe-
réncia BROWDER] (1966)).

Lema A.1 Sejam (vj)jen uma sequéncia do espago de Lebesque LP()), com 1 <
p < 00, e Q um conjunto aberto nao vazio e limitado do R™. Suponhamos (v;);en

limitada, tal que
AM > 0; ||vj|le) < M,Vj e lim v; =v q. 5. em Q.
j—o0

Entao, v € L*(?) e lim v; = v fracamente em LP()).
j—r00

Demonstracdo A.1 Seja e > 0. Entado, existe Q. C Q tal que med(2 —€.) < e e

lim v; = v, uniformentente em ..
]—>OO

Mostraremos que (vj);en € uma sequéncia de Cauchy fraca em LP(Q2), com

1 <p<oo.

De fato, D(R2) € denso em LP(QY). Assim, € suficiente mostrar que

lim [ (v; —wp)p de =0, para todo p € D().

J— JQ

Temos que 2 = Q.U (Q — Q). Assim,

/Q(vj — ) dx = /Q (v; —vg)p dx + oo, (v; —vk)p dx. (A.1)

A primeira integral do sequndo membro da equagao (A.1]) converge para zero,

porque a convergéncia € uniforme em €)..
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A segunda integral é limitada, por C’HU]-HLq(Q).(mGa;Zx ]gp(m)\).med(Q — Q).
Como (vj)jen € limitada e med(2 — Q) < e, temos que a integral em € — €.

também converge a zero.

Dessa forma, por densidade de D(2) em LP(Q2) e por (A.1]), temos que (v;) en

¢ uma sequéncia de Cauchy fraca em LP(S).

Mas, LP(QY), para 1 < p < 0o, é Banach reflexivo. Um espago de Banach re-
flexivo € fracamente sequencialmente completo (como o espago de Hilbert), portanto,

obtemos

lim v; = v fracamente em LP(QY), com v € LP(Q).
Jj—r



