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RESUMO

HUARCAYA, Wilman Rodas. Estimativa de Erro e Simulagao Numérica de
um modelo de cordas elasticas com fronteira mével. 2016. 93 f. Tese (Dou-
torado em Informatica) - PPGI, Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti

de Aplicagoes e Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, 2016.

Neste trabalho serao obtidas estimativas de erro para os problemas semidiscreto
e totalmente discreto de um modelo nao linear de cordas elasticas com fronteira
movel, considerando a condi¢ao de fronteira nula. A existéncia e unicidade de so-
lugao do caso continuo do problema sao conhecidos na literatura. Além disso, para
comprovar a ordem de convergéncia do método numérico, simula¢oes numéricas sao
apresentadas com tabelas de ordem de convergéncia nas normas L*>(0,T’; L*(0, 1))
e L>(0,T; Hy(0,1)) e algumas figuras sao apresentadas. O sistema ndao linear de
equagoes é resolvido por meio do método de Newton. A linguagem computacional
usada foi o Matlab.

Palavras-chave: Estimativa de Erro, Método de Galerkin, Fronteira Movel, Mé-
todo de Newton , Método dos Elementos Finitos, Método de Newmark, Simulacao
Numérica.



ABSTRACT

HUARCAYA, Wilman Rodas. Estimativa de Erro e Simulagao Numérica de
um modelo de cordas elasticas com fronteira mével. 2016. 93 f. Tese
(Doutorado em Informatica) - PPGI, Instituto de Matematica, Instituto Tércio
Pacitti de Aplicacoes e Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2016.

In this work we will prove error estimates for the semi-discrete and totally discrete
problems of a nonlinear model of elastic strings with boundary moving, consider-
ing the zero boundary condition. The existence and uniqueness of solution for the
continuous case of the problem are known in the literature. Furthermore, to verify
the order of convergence of the numerical method, numerical simulations are pre-
sented with convergence order tables in the L>°(0, T'; L*(0, 1)) and L>(0, T; H3 (0, 1))
norms and some pictures are also presented. We use the Newton’s method to solve
the nonlinear system of equations. Computational language used was Matlab.

Keywords: Error Estimation,Galerkin’s Method, Moving Boundary, Newton Method,
Finite Elements Method, Newmark Method, Numerical Simulation.
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1 INTRODUCAO

1.1 Histérico da Equacao

Os primeiros resultados mateméticos para o estudo de pequenas vibragoes
transversais de cordas elasticas foram obtidos por D’Alembert em 1743 e posterior-

mente por Euler. O modelo proposto por D’Alembert em notagao moderna, é:
_ 2
Uy = CUgy, (1.1)

onde ¢ = 7/m, sendo T a tensao constante e m a massa da corda. Para obter
o modelo de D’Alembert é preciso impor algumas restrigoes ao problema fisico, ja
que o modelo nao considera os pequenos deslocamentos horizontais que acontecem

durante a vibragao.

As pequenas vibragoes transversais de uma corda elastica, quando se supoe
que a tensao em cada ponto da corda possui apenas uma componente vertical, podem

ser descritas pela seguinte equagao:

1[ ML : 2dz)ug, =0 (1.2)
Uy — — |Tog + —— usdx|ug, =0, .
e U0 2Lo Joy °

onde u = u(z,t) é o deslocamento transversal da corda, m ¢ a massa por unidade
de longitude, 79 é a tensao, Ly = [y — ap € a longitude da corda nos extremos e
k & o modulo de Young. A equagdo (1.2) foi introduzida por Kirchhoff [14]. O
primeiro resultado matematico para um problema misto da equagao (1.2) foi obtido
por Bernstein [2] e Dickey [10] . Em [5] Carrier também estabeleceu um modelo do
tipo

Bo
M:m+a/u%mm (1.3)

ag
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onde Py = 19/m e P, = k/2mLg sdo constantes.

Em 1961, Balazs [1] prop6s uma solugao para a equagao de onda com fronteira

movel. O modelo estudado por Balazs foi:

U = Uz €, 0< 2 <t

u(z,t) =0 caso contrario ,
(1.4)
u(0,t) = u(vt,t) =0,

uw(0,2) = up(x), u'(0,2) = uy(x).

A equagao (1.4), é a propria equagao de D’Alembert com ¢ = 1. O fato importante
do modelo é que a velocidade v do extremo x = vt deve ser menor que a veloci-
dade da caracteristica /c = 1. Trabalhos baseados nos estudos de Balazs [1] foram

apresentados por Cooper, em 8] e por Gonzales, em [12].

Em 1999 Medeiros e Limaco propuseram em [19] um modelo que é uma
extensao do modelo de Kirchhoff-Carrier, pois considera a troca de tamanho das

cordas elasticas durante a vibragao apresentado por:

k y(t) — k )
To+_7() T /

Up — | — uidx Uze = 0, 1.5
" [m m. Y 2my(t) Jaq ] (1.5)

onde «(t) e B(t) sao as posigoes dos extremos esquerdo e direito da corda no instante
t respectivamente; o comprimento da corda é dado por (t) = B(t) — a(t) > 0, note
que a(t) < B(t) e 0 = Bo — ap com «(0) = ap, f(0) = By. Quando «(t) = o e
B(t) = Bo, Vt > 0, entdo a equagao (1.5) se reduz ao modelo (1.2).
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1.2 Proposta de Pesquisa

Nesse trabalho, estudaremos a Estimativa de Erro no tempo continuo e no

tempo discreto do seguinte problema:

B(t) .
Ut — [a(t) + b(t)/ uidm] Uy = [ em  Q,

a(t)

. (1.6)
u=0 sobre X,

u(0,2) = ugp(x), u'(0,2) =wui(x), para oy <z < bo.

onde o dominio Q C R? ¢ definido por
Q={(z,t) eRx (0,T);zeL}el,={zecRalt)<z<pl))}

e sua fronteira lateral ¢ dada por & = U {(a(t),B(t)} x {t} . A solugdo u do

0<t<T
problema (1.6) é uma fungao que depende das variaveis espacial x e temporal ¢, ou

seja, u = u(z,t).

Estudaremos os aspectos teoricos e numéricos do problema (1.6) com o ob-
jetivo de estabelecer a estimativa de erro de solugoes em espagos de Sobolev para o
problema discreto e problema semi-discreto, assim como também realizar simulagoes

numeéricas do comportamento da solucao.

Para o desenvolvimento teérico, aplica-se o Método de Faedo-Galerkin e re-
sultados de teoria de interpolagao para obter uma desigualdade da solucao aproxi-
mada para a solucao exata e, para obter a solucao numérica, aplica-se o Método
dos Elementos Finitos para a variavel espacial e o Método das Diferencas Finitas
para a variavel temporal. A linguagem computacional utilizada foi o Matlab e suas

bibliotecas para calcular e desenhar os gréaficos das solucoes.
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2 ANALISE TEORICA

2.1 Formulacao do problema

Consideremos o problema associado ao seguinte modelo:

2 _ B(t) 2 2
Fu 1o . k() — n k / Ou\", V0w 0, (2.1)
ot? m m Y 2my(t) Jaw \ Oz Ox?

para pequenas vibracoes de cordas elasticas com a fronteira moével, sendo o compri-
mento da corda definido por v(t) = B(t)—al(t), a(t) < 5(t) e y0 = Bo—ap com a(0) =

ag, £(0) = By. O dominio nao cilindrico Q) C R?, ¢ definido como

~

Q={(z,1) eRx(0,T);z € L} e [ = {z € Rya(t) <z < B()},
e sua fronteira lateral 3 por

2= U {(a). 8D} x {t}.

Definimos

0, k) = __k
a(t) = e o b(t) 2 @)

Com esta notagao temos o operador diferencial definido para fungdes u(x,t) com

(x,t) € Q por:

5 0%u N AN 2
LU(ZE,t) = @ — |:Cl(t) + b(t) /Oé(t) (%) d$:| @ (22)
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Determinamos uma funcao u = u(z,t), no espago Ha(I;) N H?(I}), tal que,
Lu(z,t) = f(z,t), V (z,t)€Q
(I) w(z,t) =0, V (z,t) e (2.3)
uw(z,0) = up(x), u'(x,0)=wu(x), «0)<z<pB(0),

com as seguintes hipoteses:

(H1) a8 € C*([0,T[R),a(t) < B(1),o/(t) <0, F'(t) >0,

(o'(t) ++'(1)y)”

() ’

para todo 0 <t < T, e 0 <y <1 com mg uma constante de (H2);

mo

1/2
4wl < 5(5) el 40l <

(H2) a e WhH®(0,00), a(t)>my>0e0 <y <v(t) <y < .

Das hipoteses o/(t) < 0e 5/(t) > 0 implica que Q) & crescente, ou seja, a funcio

~v(t) = B(t) — a(t) é crescente sobre 0 <t < T.

2.2 Problema equivalente

Devemos considerar o problema equivalente definido num dominio fixo pela

seguinte mudanca de variaveis

7:Q—Q=(0,1)x(0,T)

(2,8) > (y,1) = (f’f;_““)t> (2.4)

L ¢ também de classe C?. A

que é um difeomorfismo de classe C?. A inversa 7
aplicacdo 7 definida em (2.4) transforma o operador f/u(x, t) no operador Lu(y,t),

dado por
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y v 1 [ my bt) [L/ow\?, |0%

L A A il -

vy ) ot? 72[ 2 al)+ y /o(ﬁy) dy} y?
0%v ov

-5 (a<y, t>a—y) 0005+ )5

definido para fungdes reais v(y,t) no cilindro Q. Onde os coeficientes de Lu(y, t)

(2.5)

Sa0:

/ / 2 ’ /
a(y.t) = 1O _ (w) byt = _2<w)7

292 v v

o +7//y
c(y,t) = — (— .

v
Note que a = a(t), = p(t) e v =~(1).

Proposicao 2.1. O operador Lv(y,t), definido em (2.5), ¢ obtido a partir do opera-
dor Lu(z,t), definido em (2.2), por meio da mudanga de varidvel T dada em (2.4).

Prova: Definindo, v(y,t) = (uo77')(y,t) = u(z,t) e usando a regra da cadeia,

obtemos
ou_100 0
or Oy '
5_“:@_(0/”'9)@ (2.7)
ot ot v oy '
Uma vez que
r—«
y =
v
entao temos
dy (' +7y) (2.8)
dt v '
Novamente aplicando a regra da cadeia a (2.7) e usando (2.6), obtemos
Pu_ 9% 2(0/ +’Y’y) Fv (a’ +’V’y>2@
ot ot? y Oyot y oy? (2.9)

ov

1 ! / / Vi Vi
+¥{2’V (@ +y) =y +~ y)}a—y-
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Por outro lado de (2.6) temos
2 1 2 1 2
u 1000y 10w (2.10)
0x?  ~O0y*0x  ~?0y?
Temos também que
1
(2.11)

dy = —dx
Y

como ) B(t) 9 )
. 0°u ou 0°u

em (2.2), obtemos de (2.6)-(2.11) que

_821) o +4'y\ *u N o ++'y 292y
v dyot y y?
L/ov1\?2 1 0%
N +bt/(——> d]__ (2.12)
[() 0 [ (52) o] 555
]' / / / 1! Vi av
+¥{2’Y(04 +7'y) = (" +~ y)}ay

0%v (o/Jr’y’y) 0?u N (o/+'y’y)282v
2

L %Y
v(y.t) ot? v Oyt v oy
mo v 1 [ mg b(t) /1 av\?, 10%
L DT A IO B A A W e 2.13
27% Oy 72{ p Telt v Jo \ay) V] 219
27’(a’+7’y>6v (o/’+7”y) ov
+ - - - = R
g g y g Ay
Assim , , ) )
. 0w 1 my b(t) ov ov
fut) = Gt =[5 vt + 2 () @] 5
(e g e
27? gl dy* v )9y
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Logo,
. 0% 1{ mo b(t) /1(80)2 ]3211
Lv(y,t) = = — = |——= +alt) + — — | dy| —
=g 30 (&) Y,
A Y L WY A Lo
onde

Obtemos assim, num dominio retangular @ = (0,1) x (0,7"), o problema
equivalente de determinar uma funciao v = v(y, t) no espago H}(0,1) N H?(0, 1), tal

que,

Lu(y,t) = g(y,t), ¥ (y,t) € Q=(0,1) x (0,T)
(II) 0(0,8) =v(L,t) =0, 0<t<T (2.16)

v(y,0) =w(y), v'(y,0)=wv(y), 0<y<lL

Pela mudanca de variavel 7, a func¢do u(z,t) é solugdo do problema (I), (2.3),
se, e somente se, v(y,t) é solugdo do problema (II),(2.16). Representemos por
()5 1115 ;)5 |-] respectivamente o produto escalar e a norma em H}(0,1) e L*(0,1).

Em [20] foi mostrado o seguinte resultado para o problema (II)-(I).
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Teorema 2.1. Sob as hipdteses (H1)-(H2) e dados iniciais vy € HE(0, 1)NH?(0,1),v, €
Hi(0,1),g € C°([0,T]; H}(0,1)) existe uma tnica solugdo, v : @ — R, para o pro-
blema (II),(2.16), satisfazendo as sequintes condi¢oés:

1. we L™(0,T; H (0,1) N H*(0,1)),
2. v € L=(0,T; H(0,1)),
3. v e L®(0,T; L*(0,1)),

Pv 1 [ my b(t) [r/ov\? 0%
gy a0+ [(5) o]

0 v 0*v v
(05 ) bt e = gl g em @,

Teorema 2.2. Seja I; = (a(t), B(t)), In = («(0), 3(0)) e dados iniciais ug € Hg(Iy)N
H?(Iy),u; € Hi(Ip), f € C°([0,T); HA(L)). Sob as hipdteses (H1)-(H2), existe uma
dnica solugio u : Q — R, para o problema (I),(2.3), satisfazendo as sequintes

condicoes:

2. v € L™(0,T; Hy(L,)),
3. u' € L*0,T; L*(I)),

0*u At 0*u R
4. i [ < ) }@:f(%f% g.s em Q,

5. uw(0) =ug, u'(0)



2.3 Formulacao Variacional

Seja

com seguinte hipoteses adicional:
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(2.17)

(H3) p é uma funcao derivavel tal que: 0 < 3 < p(A\) < pg e [/ (V)| < ¢, VA € R.

Tome w € D (0, 1) . Multiplicando (2.16), por w e integrando em (0, 1), tem se para

quase todo t € (0,7)

L 92y ! 0%v Lo ov
i @wdy—/ ()a Swdy — /O ay( (y,t)a—y)wdy

1 82 1 a 1
+/0 b(y, >8t8 wdy+/ (y,t)a—ywdyz/o g(y, tywdy.

Integrando a segunda e a terceira parcela por partes, obtemos

1 1
ov Ow
+ t) = ——dy,
0 /Ou()ayay y

1

! 0% v
— wdy = —p(t) —w
| uggeds = —u03

! 8( 6v> v
— ) — |Jwdy = —a(y, t)w—
/an (y )ay y (y,t) 3y

Como w € D (0,1), tem-se que

Oy Oy

0

1

ov

= —a(y,t)w—| =0,
i (y,1) o

_ (t) a_%w
K By?

logo substituindo (2.19)-(2.20) em (2.18) obtemos

! Ov Qw ! ov ' Ow
[ S+ [ 3%+ [ (atwn3e) S

+/b( t)ﬂd+/1( t)@d—/l( Hwdy, Yw € D (0,1)
0 y7 8taywy 0 Cy7 aywy_ 0 gy> wya w ’ .

L owd
+/a<)“’”dy.
0

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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Observe que, como D (0, 1) é denso em H}(0,1), a igualdade (2.21) permanece valida
para todo w € H}(0,1), ou seja,

ov Ow ov Ow
”7 =+ a 9. + 7t_7_
Gy 3 o o) 22)

- (b(y,t)g—z,w) + (c(y,t)a—y,w) = (g, w).

2.4 Estimativa de erro para o problema semi-discreto

Apresentaremos a formulagao semi-discreta para o problema (II), (2.16), usando
o método de Galerkin discretizando a variavel espacial. Seja 0 =z < 11 < -+ <
zxy = 1 uma partigao de [0, 1] com h = max;<;<y(z; — 2,-1) < 1. Dado um inteiro

[ > 1 introduzimos um subespaco finito dimensional,

N} ={x € C°0,1);x € P, x(1) = x(0) =0} C Hj(0,1) N H*(0,1)

[, 1]

onde IP; ¢ o conjunto de polindmios de grau menor ou igual a [, isto é, N} é o espaco de
fungoes polinomiais continuas por partes de grau [. Pela teoria de interpolagao, segue
que dada uma fungao v : [0, 7] — H'™(0, 1) existe um interpolador @y, : [0,T] — N},
tal que

[0(t) = Ta() [l < CRH" 0 () |14 (2.23)

O resultado ainda vale para v'(t) e v”(t) em H*1(0,1), ver [11]. Na seguinte anilise,
podemos usar o resultado acima para m = 0O oum = 1 e [ = 1, e escrevemos N},
simplesmente como Nj. O problema semi-discreto consiste em encontrar vy, : [0, 7] —

Ny, tal que

ovy, Owy, Ov, Owy,
8_y’8_y) (a(y’t>3_y78_y)
ov} ov

+ (b<yat)a_yhawh) + (C(y>t)a_yhvwh) = (g7wh)7 vwh € Nh-

(UZ7 wh) + Mh(
(2.24)
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Tomando w = wy, em (2.22) e fazendo a diferenga entre os problemas (2.22) e (2.24)

obtemos
0= vn)swn ) + (02— 2, Y (g, 2] O
y dy Oy dy dy
(v —wy) d(v —vp) (2:25)
+ (b(%t)a—yh,wh) + (C(y,t)a—yh,wh) =0, Yw, € Nj.

Seja a(v,w) forma bilinear em H}(0,1) definida por

ov Ow ! ov ow
7 = = )= 2 dy. 2.2
a(v, w) (a(y,t)gy, 8y) /0 a(y,t)ay o dy (2.26)

Usando hipoteses (H1)-(H3) concluimos que a(v, w) é continua e coerciva. Mas ainda
podemos definir a projecao ortogonal, denominada projegao de Ritz com respeito
a forma bilinear a(.,.) da seguinte forma: P : H}(0,1) N H*(0,1) — N, onde
Pu(t) = vy,(t) satisfazendo,

&(U(t) — 17h(t), ’LUh) =0, Ywy, € Ny, (227)

Queremos mostrar que a solugao aproximada vy, (y,t) converge para a solu¢ao exata
v(y,t) em alguma norma quando h — 0. Para conseguir a convergéncia, precisamos

das seguintes hipoteses para interpolacao dos dados iniciais.

(H4) [n (0) = Tu(0) || < ¢h?,  [v,(0) — v'4(0)] < &h?.

Obs 2.1. Note que | +~'y| < || & — < o' ++'y < 4. De fato, o/ +~'y </,
pois & <0 e0 <y <1 Temos também —' < o' + 'y equivale 0 < o' +~'y ++/
ou 0 < '+ yv' que € verdade desde que |y'| =~

Obs 2.2. A partir da hipdteses (H1) e a observagao anterior, temos
mo

(7/)2 !/ !/ \2 N2
< < 0
5 e (a ++y)° < () 3

|a//+ﬁ)///y’ S
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Para obter estimativas de erro no tempo continuo, precisamos mais regulari-

dade sobre as derivadas de v.

(H5) v e L>(0,T; H3(0,1) N H*(0,1)),v" e v" € L*>=(0,T, H*(0,1)).

Teorema 2.3. Se v € solugao do problema (II),(2.16), com dados iniciais vy €
H{(0,1) N H?(0,1),v, € H}(0,1), com as hipdteses (H1) — (H5), entao existe uma

constante positiva C dependente de v e independente de h tal que

V" = Vh| e 0.7,02(0,1)) F [0 = Vnll oo omimp0,1)) < Ch (2.28)

Prova: Considere e(t) = v(t) — v (t) = (v(t) — 0(t)) + (0n(t) — v (t)) = p(t) + 0(¢),
onde Up(t) é o interpolante de v(t) em Nj. Somando e subtraindo 0y (t) em (2.25) e

usando (2.27) ou seja a(p(t), wy) = 0 obtemos
7 90 Owy, oy’ 00
(7] + (et 5 ) + (o005 wn ) + (e85 n)
" ap' 0
= —(p", wn) — (b(y,t>a—’;,wh) - (c(y,t)a—g,wh) (2.29)
[ ]8vh 3wh @ % B 8p 8wh

Como 6(t) e 0'(t) pertencem a N, para todo t € [0,T], podemos escolher wy, = §'(t)
na equagao (2.29), obtendo

a6 0¢ oy’ 00
/ 2 vvoyv o) — YV

5008 + (G 50 ) + (05 0) == ()
op’ dp ovy, 06

_ // AN -7 / _ il / 2

o) (0090 = (w0 Pt ) - (n-ml 525 ) @30
(2808 [ op o0
O segundo termo do lado esquerdo de (2.30) pode se rescrever como:

00 oo 1 ae o 1 1 o (00\?
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38 [ano @ (G ()

Do teorema generalizado para integrais, existe £ € [0, 1] tal que

(atr 022 < L2 o) 5 [ (awn)) (2) a2

Integrando por partes o terceiro termo do lado esquerdo de (2.30) obtemos

(b 0500) =5 [ o0y == [ S0y

2 , (2.32)
Y 2
= =—|0'(t)]".
7| (®)]
Substituindo (2.31)-(2.32) em (2.30) tem-se
1&’212 21//2__ @/_///
50 OF + 5501001 + 210 OP =~ (cw.05.0) - (.0)
o' )\ op 96 06"\ ([ Op 0¢

) ([ﬂ—uh]%_?’g_ey,) - %/01 (%“(y’t)) <§z) v

Tomando o valor absoluto do lado direito da equagao (2.33), e ignorando o terceiro

termo do lado esquerdo, temos

éjt OO + §§t< &1 < |<c<y,t>§—§,e'>y 100", 0)

et g 0]+ 10005 0) |+ (= ] 2 50 (234

00 00’ dp 00 1/t 0
12 2y 162 2 4 4 [ 1t (22 ) b
Analise do termo nao linear. Usando (a + b)* < 2(a® + V?) e ab < a® + 1b?

obtemos

(0= ] 5 S < oI = s PDIE 1Y O

< collv = vnllflv + thILwllf}hllLOOII@'(t)ll (2.35)

< 2 2,
alllpll” + 10l ]+ 1 dt||9()||
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onde ¢; é uma constante positiva dependente de cy, |[|[v + vp,|| L~ € ||Op||L~. Usando a

hipoteses (H3) no sexto termo do lado direito de (2.34) temos

00 00 L0000
5y G) < [l Gl

< mafllO]* + —||9 1]

< 2101 + 7 —[16]°].

4dt|

Similarmente para o sétimo termo

dp 00 /1 Op 00’
——1|d
|(M3y ay)| =/, N2| y| Y

1
< p2(llpll* + —||9’||2]

< pallpl® + 3 1607

Para o primeiro termo do lado direito da equagao (2.34)

o0 ! o0
t)—,0'dy)| = t)—0'd
ot 901 =| | y\
’W!d’y
dy
/
0
< / o > re'|dy
0 2
1 N4
(7)
§/ A\ dy+— |0'| dy.
0 Y
Tomando
"N\4 N3
)\(7) :—Ol, entao — ! :m.
ok 4 4N moy
Portanto
ae / N3
<™ e+ W)
07

<m0 myo 1/21“0“2 1 mol
— 4\ 8 o moYo 8 2

(2.36)

(2.37)
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Assim obtemos:

|(C(y7t)g—z,9'dy)| < (0@ +10'(1)). (2.38)
Analogamente
ap / 2 / 2
|(c(y, )ay )| < es(llp@” +16°@)]7). (2.39)

Para o quarto termo

op

I(b(yi)a—y,@')l =

1 apl ‘
b(y,t)—0'd
/0 (v )8y y
1 o/+7’y> 1 ap/ 2
< —2 ) (0)*dy —|—/ (—)d
/0( Y (> 0o \ 0y Y
1 (N2 1 7\ 2
() 2 /(30)
< —(0"*dy + — | d
/0 v (&) dy o \ay) W

SO+ 1) < 502 SO+ 111

< 8 5
Portanto
8 / /
by, a’; 0] < ealllp OIF + 16/E)P). (2:40)
Para o segundo termo
/! 1 // /
(0", 001 < (" OF +10(O)]). (2.41)

Finalmente para o tltimo termo de (2.34)

3 [ G a0 (3 )2\dy<c5u9u2 (2.42)

Considerando ¢ = max{cy, ¢, ¢3,¢4,1/2,¢5} > 0, e combinando (2.35)-(2.42) em

(2.34) encontramos

Ld e, dral&t) 3o 2 ~ 2 2
el Bl Bl CTA7 <
S OF + 2 (552 = 2] I6I12) < el + 6@ 2.43)
+HO@F + 112 O + 0" (0.
Integrando a desigualdade (2.43) sobre [0,t], com ¢t < T obtemos:

S+ [240 3 e < Lo+ [45Y - 32 ooy

t (2.44)
w2 [ [l + 10 + 0GP + 16 +1 () s
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Tomando ¢ = 1 min{1,a(§,t) — 2ps} > 0. Obtemos
') + 10)]1* < es(1'(0)” + 10(0)]]*)

t 2.45
+ ¢ / (1) + 10() 12 +16' ()2 + 10 (5)]12 + 16" (5) ] . (2.45)

Onde ¢5 = o max{1,a(§,0) — s} > 0 e ¢g = ¢/¢ sdo constantes positivas. Fixando

[ =1 evariandom € {0,1} em (2.23) podemos estimar o termo envolvido p = v — 1,

e suas derivadas, ou seja,
1ol L2 0,753 0,012 0,1)) < Crbllv@) 20,0y, 10| 220,013 0,1)) < eshll' ()] 20,1,
|p//|L2(O,T;L2(O,1)) < C9h2||U”(t)||H2(O,1)-

Assim, juntando estas estimativas e a hipotese (H5), temos que:
t
0@ + 10@)]° < cr0h” + Ce/ [16'(s)I* + 10(s)[|)ds. (2.46)
0

Usando a desigualdade de Gronwall, a integral do lado direito pode ser removida,

obtendo-se que
10'(1)|* + |10(1)]|> < Ch?, ¥t €[0,T). (2.47)

Extraindo a raiz em ambos lados e usando a desigualdade triangular, concluimos
que

v = vplze iz + v — UhHLOO(O,T;H(}(O,l)) < Ch. (2.48)
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3 METODOS NUMERICOS

Nesta se¢ao, vamos introduzir o conceito de solugao aproximada num tempo
discreto e fazer estimativa de erro do problema totalmente discreto, para o método

numeérico proposto.

3.1 Meétodo de Galerkin

Consiste em aproximar o espago das solugoes H;(0,1) N H?(0,1) por um su-
bespaco de dimensao finita. Para aproximarmos tal espaco, definimos um subespaco
Vi = [p1, - - - o] gerado pelos primeiros m vetores base do espago H} (0, 1)NH?(0, 1).
Agora, buscamos uma solugao aproximada v,,(y,t) € V,, do problema (II), (2.16),

no subespacgo V,,,.

3.2 Problema Aproximado

Aproxima-se o problema (II), (2.16) pelo problema de determinar no espago

das solugoes V,,,, uma funcao v,, = v, (y, t), tal que

Ly (y,t) = g(y,1), V (y,t) € Q=1(0,1) x (0,7T)
(I11) Um(0,8) = v (1,6) =0, 0<t<T (3.1)

'Um(yao) - UOm(y)a U:n(yao) = Ulm(y)a 0 S Yy S L.



A formulagao variacional em V,, é dada por

L 52y ! Ov,, Ow ! Ov,, \ Ow
™ wd ) —"——d ™ ==d
i at2wy+/0“()ayay y+/0((y,)a )ayy

! v, ! ov !
b d t)—="wdy = twd :
+ [ Gty + [ ewn Gy = [ gy, vwev,

Note que, como v,,(y,t) € V,, podemos escrever

Zd ), ¢i(y) € Vim

onde d;(t) constante para ¢ fixo. De v, = v,,(y,t) dado por (3.3) deduzimos:

a’Um Z d 8901
=1

OV, ad
e il Zd’ @iy
=1

1=

vy = 0%d;(t)

- = T soi(y)zzdi-’(t)%(y)
=1 i=1
f)vm ad a% / 8902
(9t(9y — 8t dy ;d

Substituindo (3.4)-(3.7) em (3.2) obtemos

/01 (i;dé’(t)%(y)w>dy+/lﬂ(t) (;dl(t)agz; )gt;))dy

O
/ (Zd )dy = /Olg(y,t)wdy-

Tomando em particular w = goj(y) € V,, em (3.8) obtemos

m

>[a0) [ ety + e [ 220050,

=1

T i) / aly,n 2 06 W) 4 ) / by, 1229 )y

dy oy dy

+ d;(1) /O C(yi)a%;y)%(y)dy} = /0 9(y, t)e;(y)dy

30

(3.2)

(3.8)

(3.9)
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para j = 1,2,..., m. Denotamos os coeficientes
Do
(% ) Rylt) = (b<y,t> 20 )
_ 3% y) 0;i(y)
N ( v ]<y>> ( dy ' Oy
8901 y &p]( )
Qz = < )
J ut) =5, o (3.10)
deily) 0
:q ] 2202, 220)
0= (o00).
Onde
1 mo 1o, k()=
t) = 0, 0,2
A v(t)Q{ 2w Tm e |
k
2 2my(t)?
3.3 Meétodo dos Elementos finitos
3.3.1 Funcao de Interpolacao
Dado V;, um subespago de H}(0,1) N H?(0,1) definido como:
Vin = [¢1 -+, ©ml- (3.11)

As funcoes ¢; escolhidas sao func¢oes de interpolacao linear por partes satisfazendo:
1, se 1=y,

pily;) = (3.12)
’ 0, se ©%#7].

Onde y; € [0,1] é denominado né. Os noés sdo pontos discretos do intervalo [0, 1]

distribuidos de forma equidistante ou ndo. Tomando m divisoes em [0, 1], definimos



0 passo

hi = Yiv1 — Yi,

32

i=1,... (3.13)

,m

Em cada no6 i definimos a fungdo ¢;(y) linear por partes satisfazendo a condigao

(3.12), assim ¢;(y) para i =1,...,m é definida por:

©i(y)

\

(Y — Yi-1
) s€ Yy € [y’i—layi]v
Yi — Yi—1
I 7Y se ey yinl, (3.14)
Yi+1 — Yi
0, se y §Z [yz'—17yi+1]'

Considerando uma partigdo de I = [0, 1] em m elementos, de tal forma que

I, seja um intervalo de comprimento fixo h para todo e, o grafico da fungao (3.14)

sera:

Figura 3.1: Funcao base global
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De (3.14) podemos calcular a derivada de ¢;(y), obtendo-se:

(1
n, Y € [Yi—1,yil,
9pi(y) 1
oy | 7o % YEWavinl (3.15)
(0, se Y& [yi1,yinl.

Observe que pela definigao da fungao em (3.14) temos

dpi(y) 0v;(y) .
. . — >
901<y)90] (y) ay ay 0 se |7/ j’ 2,

assim

1 ) . Yit+1 . -
/ 0;i(y) 0p;(y) dy = / Opiy) 9¢;(y) dy paraj=1i1—1141+1
0 Y

dy dy

Portanto obtém-se o seguinte sistema nao linear de equacoes diferenciais ordinérias:

(" ()] M + [d(@)] Qd(1) + [d®)]" K + [d (O] K + [dt)]" B = [G(1)]",  (3.16)

onde
M = [Mijlmxm, K = [Kij(t)]mxm, K = [Kij(t)]mxm.
Qd(t)) = [Qij(d(t)]mxm, G(t) = [Gj()]mx1, B = [Bij(t)lmxm,  (3.17)
d(t) = [di(t)]mx1, d'(t) = [d;(t)]mx1, d"(t) = [d (1)]mx1-

Note que M é simétrica, pois
My = () 0)) = (w0 = 35
analogamente K e (). Assim transpondo a equagao (3.16), obtém-se

Md"(t) + Q(d(t))d(t) + K(t)d(t) + KT (t)d'(t) + BT (t)d(t) = G(¢). (3.18)
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Para que o sistema nao linear de equagoes diferencias ordinarias (3.18) tenha uma

tnica solugao, serao acrescentados condigoes inicias dados por:
do = (do1, - - -, dom)
dy = (di1, -+, dim)-
Assim de (3.18)-(3.19), obtém-se
Md'(t) + Q(d(t))d(t) + K()d(t) + K' (t)d'(t) + B (t)d(t) = G(¢),
d(0) = ((uo, 1), - - -, (o, Pm)) = do, (3.20)
d'(0) = ((ug; 1), - - -, (g, om)) = da.

Em geral, a solu¢@o d(t) nao é conhecida explicitamente para todo ¢ positivo, assim

(3.19)

é necessario desenvolver métodos numeéricos para obter uma solucao aproximada
para tempos discretos t,. As derivadas no tempo serao aproximadas pelo Método
das Diferencas finitas e um método numérico baseado no Método de Newmark seré

desenvolvido para obter as solugoes aproximadas em cada tempo discreto t,,.

3.4 Meétodo Numérico das Diferencas Finitas

O método das diferencas finitas seré aplicado aos termos envolvendo as deri-

vadas temporais para seguinte sistema nao linear

Md"(t) + Q(d(t))d(t) + K(t)d(t) + KT (t)d'(t) + BT (t)d(t) = G(t),

d(0) = ((uo, 1) - - -, (U0, Pm)) = do, (3.21)
d'(0) = ((ug, 1), - - -, (ug, o)) = di.
Primeiramente, tome Pg g = [to,t1,...,ty—1] uma parti¢ao do intervalo [0,7] com

N elementos, onde t; 11 —t; = At; > 0, Vi € {0,1,...,N}. Para cada t,, € Por),
denota-se ¢g" := ¢(t,). Fazendo t = t,, no sistema (3.21),, para n € {0,1,..., N},

tem-se

Md" (t,) +Q(d(t,))d(t,) + K (t,)d(t,) + KT (t,)d (t,)+ BT (t,)d(t,) = G(t,). (3.22)
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Considere as seguintes aproximagoes

_ dn+1 —2J" + dnfl

dnJrl - dnfl
d// tn ~ ~ =
(tn) (A2

o d(tn) ~ oAt

(3.23)

com erro de aproximagao de O(At?), para fungoes de classe C?, ver [16], e a apro-

ximagao devida a Newmark dada por
d(t,) = d"? = 0d™™' + (1 — 20)d" + 0d", (3.24)

uma média ponderada dos valores de d(¢,), nos tempos adjacentes a t,, com 0 <
6 < 1. Utilizando as aproximacoes (3.23) e (3.24) em (3.22) tem-se, para n =
0,1,...,N —1,

dnJrl — 2" dnfl
M( (At);— > + Q(dn+9>(dn+9) + Kn+0dn+9

dn—l—l _ dn—l
2At

(3.25)

+ (Kn—l-é))T( ) + (Bn+0)Tdn+0 — Gn—l—@7

onde
G = 0G" 4 (1 — 20)G™ + 0G™ .
Multiplicando a equagao (3.25) por 2(At)? e fazendo as substituigoes, obtemos o
seguinte sistema algébrico de equacoes
[2M + 2(At)*0(0K™ + (1 — 20) K™ + 0K™)
+ ALO(KT) 4 (1 = 20) (KT + 0(KT)" )
+2(A8)%0(0(B")" ! + (1 —20)(BT)* + 0(BT)* )] d"
T 2AADRQA) (@)
+ [4AM 4+ 2(At)*(1 — 20) (0K + (1 — 20) K™ + K" 1)
+2(At)*(1 —20)(0(B")" ' + (1 — 20)(B")" + 6(B")" )] a"
+ [2M + 2(At)*0(0K™ + (1 — 20) K" + 0K 1)
— AHO(KT)" + (1 —20)(KT)" + 0(KT)" 1)
+2(A8)%0(0(B")" ! + (1 —20)(BT)" + 0(BT)" )] d" !
—2(A*(AG™ + (1 —20)G™ + G 1) = 0.

(3.26)
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Definindo as matrizes

Al =2M + 2(At)PH(OK™ ! + (1 = 20) K™ + K™ 1)
+ AHO(KT)™ 4 (1 = 20) (KT + 0(KT)" 1)
+2(A1)*0(6(BT)" + (1 —260)(BT)* + 6(BT)* )
AR = —4M 4 2(At)%(1 — 20)(OK™ + (1 — 20)K™ + K" 1)
+2(At)2(1 = 20)(0(BT)" ! + (1 — 20)(BY)™ + 9(BT)" )
AR =2M + 2(A)20(0K™ + (1 — 20) K™ + 0K™™1)
— ALO(KTY™ + (1 = 20) (KT + 0(KT)" )
+2(AH)*0(0(BT)" 4 (1 —20)(B)" +0(BH)" ).
Entao podemos escrever o sistema de equagdes (3.26) por
ARd T 4 2(A2Q(d™ ) (A0  ABd™ + ARd™TT — 2(AH)*GMTY =0, (3.27)
ou equivalentemente por

Ard™TL £ 2(A2Q(d ) () + L = 0, (3.28)

onde L" = Ad" + Ayd™! — 2(At)2?G"*?. O método de aproximagao acima é conhe-
cido como o método # — Newmark. Note que quando # = 0, obtemos o método da

diferenga central.

3.4.1 Algoritmo

Para inicializagdo do processo tomemos n = 0 em (3.28), obtendo-se
A%t + 2(A1)2Q(d%)d’ + ASd® + Adt — 2(A1)?GY =0, (3.29)

onde
GY = 0G" + (1-— 29)G0 + OG_l,
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sendo G~! = G(—t;) = G(—At) e o termo d~' é dado por

dn+1 _ dn—l
/ - =
d'(tn) 2At

De fato, fazendo n = 0, tem-se

dl _ d—l

d(to) = d'(0) =

— d ' =d" - (2At)d(0).
Mas, de (3.21),,d'(0) = d; portanto,
d ' =d" — (2At)d;. (3.30)
Substituindo (3.30) em (3.29) tem-se
(AY + ADd' + 2(A1)?Q(d?)d” = 2(At)*G? + 2AtA%d, — AYdP, (3.31)
ou equivalentemente por
(AY + ADd" +2(At)?Q(d%)d’ + L° = 0, (3.32)

onde L° = —2(At)2G? — 2AtA%d, + Ad°.

Resolvendo-se o sistema obtemos a solucdo d'. Sucessivamente para cada

n=1,2,...N — 1 obtemos d? d3,...d" resolvendo para cada n o sistema (3.28)
A 4 2(A)2Q(d" ) d T + L = 0. (3.33)

Para resolver os sistemas nao lineares (3.32)-(3.33) sera utilizado o método de New-
ton. Uma maneira usual de resolver os sistemas nao lineares, é linearizando o sistema

de equagoes ordinarias, como feito em [9], mas, em geral, ha uma perda de precisao.

Neste trabalho, vamos resolver o sistema nao linear usando o Método de
Newton, para manter a ordem de convergéncia quadratica no tempo, como feito nas

aproximacoes do método numérico proposto.
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3.5 Solucao do Sistema Nao-linear

Para resolver os sistemas em (3.32)-(3.33), sera utilizado o Método de New-
ton, seu algoritmo pode ser encontrado em [25]| e os resultados que garantem sua
convergéncia em [4]. Agora sera apresentada uma breve teoria a respeito do Método

de Newton.

3.5.1 Meétodo de Newton

O método mais conhecido para resolver sistemas de equagoes nao-lineares é

o Método de Newton.

Para o caso de uma equacao nao-linear de uma variavel, tem-se que: supondo
f € C%*(a,b), com a,b € R tal que a # b, e que existe p € (a,b) que seja uma raiz de
f(y), seja g € (a,b) uma aproximagao de p tal que f'() # 0 e |p — 7| seja pequeno.

Considere o polindémio de Taylor, de ordem 1, em torno de 7 para f(y),

(y —7)?

1) = 1@) + (= 0)1'@) + L

F(€w)), (3.34)

onde £(y) esté entre y e y. Uma vez que f(p) = 0, tomando y = p em (3.34)

obtém-se

Como foi tomado 7 de forma que |p — 7| fosse pequeno, tem-se que o termo

que envolve (p — 7)? é muito menor, entao

0~ f@)+@-9)1©)
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Isolando p obtém-se

(3.35)

Traduzindo a relacdo (3.35) para o Método de Newton, iniciando com uma

aproximacao po de p, sera gerada uma sequéncia (py)nenuio}, de forma que

Pny1 = DPn — ;,((Z;:LL)Y n Z 0. (336)

Voltando para o caso de um sistema de equagoes nao-lineares, considerando
F(Y) = (Fi(Y),...,F,(Y)), com Y = (Y,Ys,...,Y,) € R", como sendo o vetor
que armazena cada equagao nao-linear de um sistema., tem-se por objetivo obter

P € R™ tal que F(P) = 0.

Analogamente ao Método de Newton dado por (3.36), restringindo-se somente

a uma linha do vetor F(Y) e tomando Y € R" préximo de P, de (3.35), obtém-se

VIEY)P-Y)~ —F(Y), para i=1,...,n, (3.37)

onde VT F;(Y) ¢é o vetor gradiente de F; calculado em Y.

Como (3.37) é valido para todo i, tem-se que

VIR (Y) F(Y)

VIE(Y) _ Fy(Y) _
: (P-Y)~— =—F(Y)

VIF,(Y) F,(Y)

Logo, o Método de Newton aplicado a um sistema de equacoes nao-lineares,

consiste em iniciar com uma aproximacao Fy € R™ e gerar uma sequéncia (P)kenuio},
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para satisfazer o seguinte sistema linear:

onde s = Pry1 — Py e
VTFl (?) [ aFl (?) o aF11 (?) |
J(Py) = : = E :
oY, Y, |

A matriz J é chamada de matriz jacobiana.

Resolvendo o sistema (3.38), sera obtido o vetor s, de onde se poderéa obter
o préoximo termo da sequéncia Pj,q através da operacao Py 1 = si + Pi. Para que
este sistema tenha uma tinica solugao, é necessario que a matriz jacobiana calculada

no ponto Py, Yk, seja nao singular, ou seja, det(J(Py)) # 0, Vk.

A seguir sera apresentado como foi aplicado o Método de Newton no sistema

nao-linear (3.32)-(3.33).

3.5.2 Aplicagao

Em cada passo de tempo n. Para encontrar as solugoes dos sistemas nao
lineares (3.32)-(3.33) devemos determinar Y = d"*! tal que F(Y) = 0. Definimos a
funcao F' como

(A" 4+ AN+ 2(A)?Q(d™)d™? + L, se n=0,
F(Y)= (3.39)
Ard™T £ 2(A2Q(d YA + L, se n>1.
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Para obter a solugao do sistema (3.32)-(3.33), basta aplicar o método de Newton

para a func¢do F(Y'). Para isto, precisamos dos termos F(Y}) e J(Y%). Para o termo

F(Y) basta substituir Y = Y, em (3.39). Mas para a matriz jacobiana J(Yj) é

calculada por:

[ 8F1 8F1 8Fvl ]
VTR v ) G E(Y)
VTF2 (Y> 8F2 8F2 6F2
: P TAN oy, )
J(Y) = : =
: OF, OF, oF,
vTFm Y m m Yim

Se n = 0 as coordenadas da fungao F' sao:

m

FY) = Y147 + AflaYi + 2(A0)?
k=1

NE

i

1

e derivando parcialmente temos:

OF;

n+9 n+60
Y QU sild™ s

m a
n n 2
(Y) = [AT + A%]; ; + 46(At) I;:l—a

<.

+40(AL)? Q™))
onde Y = "1,

Se n > 1 as coordenadas de F sdo:

m

Fi(Y) = [AliaYs + 2(At)°

k=1

NE

e
Il

1
e suas derivadas parciais:
OF;
7Y,

9
oy,

(@A™ ")]isld™ ]

NE

(V) = [A7]i; + 20(At)*

Eond
Il
<

1

+ 20(AH)Q(d™ )]

[Q(dnw)]i,k[dnw]k + [L")i

(@A™ ]i[d" ] + [L"];

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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onde Y = d"+1.
Avaliacao de termo nao linear:

O termo nao linear do sistema é dado por: 2-[Q(20Y +(1—26)d"—20Atd™));
Definindo a fungao p(v) = z1(t) + 2a(t)|v,|?, temos

Qs = (S 250, 2650)

Jj=1

onde Y = d"*! e d"t? = 20Y + (1 — 20)d" — 20Atd™.

Calculando todas as derivadas parciais —i(Yk), Vi, j, entao obtemos a Matriz

oY,

Jacobiana.

Assim, obtendo J(Y)) e F(Y%), basta substituir no sistema (3.38) e resolver
através de um método numeérico, para obter sy, de onde serd extraido o vetor Y7,
assim, sucessivamente, até o k que permita a condi¢ao abaixo ser satisfeita para

algum € > 0 dado

‘Yk+1 — Yk‘ < €.

3.6 Estimativa de erro-tempo discreto

Nesta secao faremos uma estimativa de erro, e determinaremos a ordem de
convergéncia nas normas discretas de L>°(0,T; H}(0,1)) e L*°(0,T; L*(0,1)) para o
problema (IT), (2.16), quando o tempo ¢ varia discretamente sobre o intervalo [0, 77,
na forma ¢, = nAt, n = 0,1,...N. Seja v" ~ v(-,t,), e entdo a aproximagao 6-

Newmark [16] ¢ definido por v = vt + (1 — 20)v™ + v, onde 0 < 0 < 1.



43

Definimos:
drd = (et =), = )
At ’ At
Syt = L( n+l nfl) (52 n__ 1 ( ntl _ gyn N nfl) (345)
Y - 2A¢ v v ’ v _(At)2 v v+ )

Para obter estimativas de erro no tempo discreto, requeremos mais regularidade

sobre as derivadas de v.
(H6) ', v" € L*(0,T; H*(0,1)),v" € L>(0,T; H(0,1)) e v € L>(0,T; L*(0,1)).

Definimos o esquema discreto baseado no problema semi-discreto (2.25), dada pela

seguinte equacgao

o n+0 o n+60 )
(820" = aoun )+ (o 2 e )

oy oy Iy
) 0 0
+(ww@@whw$%g§)+@M%f@%wﬁw0 (3.46)

0
+ <Cn+ea—y('l)n+0 - UZ+0>7wh> = (90”7 wh)u vwh S Nh'

onde p" = (520”—U§+9)+b”+9§y((51}"—1}?) e 0%0™, §u™ sdo aproximagoes das derivadas

(vi), (v¢) no tempo por diferencgas finitas.

Teorema 3.1. Seja v a solugao do problema (II),(2.16) e v,, = v, a solu¢ao do
problema aproximado (III),(3.1). Sobre as hipéteses (H1) — (HG6), paran > 0 e
0 < 0 <1 entao existe uma constante positiva C' dependente de v e independente de

0,h e At tal que

16(v = vn)| o= (0.1:22(0,1)) + 10 = Wnll e sm3 0,1y) < C (R + (At)?). (3.47)

Prova: Considere a descomposi¢ao de erro na forma e” = v" — v = (v — o)) +

(Op —vp) = p™ +£", onde 0} é o interpolante de v™ em Nj,. Somando e subtraindo
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n+0

0 em (3.46), e usando (2.27) ou seja a(p"*?, wy,) = 0, obtemos:

8€n+9 awh a€n+0 awh
2en n+60 n n+6 Zn
(6£’wh)+(uh y ’8y)+(a dy Oy

JETRNE N

% % % (3.48)
_ cn+98p”+9 w | — [ n+0 n+9} "’ dwy, + (" — 820", wp)
ay s Wh /“’L :uh ay 9 ay SO p’ h
n+98pn+9 awh
— | My PP
dy Oy
Tomando, em particular
1
n+1/2 n—1/2 nt+l _ ¢en—1y _ g¢n
wi = OV 4 66 = (€ — ) = b

Substituindo no primeiro termo do lado esquerdo de (3.48) e observando que

P = (T -2 ) = (1;2) (e — e~ (" &)
_ E(5§n+1/2 . 5571,—1/2)
temos:

(52§n,wh) — <At( £n+1/2 gn—l/Q)’%(55714-1/2_’_5671—1/2))

2At(}5€n+1/2‘ \55"_1/2‘2)'

Para o segundo termo de (3.48) temos

(u’g+9@£n+9 awh) ! (#waﬁm 9 (g1 _ 5”‘%)

(3.49)

oy ' Oy 2At oy Oy
0 n+0 aén—H 0 n+1 n—1
QN(M e TG

1-20\ [ .,,0" &, .
() e o)

4 <Iun+985n ! 0 (§n+1 _fnl))

2At oy Oy
]' n+0 agn a n+l _ ¢n—1

zm(u”8@+lzs e, e - ),
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Somando e subtraindo o termo £" convenientemente, obtemos que

(5 ) )55
boxs (M EET - €. 26— )
bax (M€ e e )
- o (M€ - 6, e - e) (3.50)
- om (e e e e
) e )
b B gt g TR jen g

onde usamos a hipotese (H3) da limitagao de M““g Analogamente para o terceiro

termo de (3.48) temos

" ea§n+9 B 1 . 98€n+1 agn " eagn agnfl
<a+ By ’“’O‘ﬂ{( i ay ay>_<a+a_y’ By >]
0 n—+6 0 n+1 n 0 n+1 n
+2_At(a+8y(£+ f),a—y(fJ’ —5))
0 n—+60 0 n+1 n 0 n—1
+2_At(a+8y(£+ f)a € —¢ ))
4 n+6 0 n n— 0 n n
- ox (€ - e e - ) (3.51)
0 n+6 0 n n—1 0 n n—1
_E(a+8(§ 3 >’8(£ § ))
1 . eagnJrl agn . 98571 agnfl
ZE[( " dy 8y)_(a+8_y’ By )]
O30 gt gnlz = U0 jen _ gnoy2
2At 87 2At 272 ’
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onde usamos a hipotese (H1) da limitagao de a"*?. Substituindo (3.49)-(3.51) na
equagao (3.48) obtemos

1 3mgf 0 _

E(eﬁbl mo )Hé-n—i-l & H . QAt (8 mo >||§ & 1”2
- n+1/ n—1/2|2 o n+6 n+6 9 ~n-+0 9 n

v L A e o B (7 mayv;, 2 )

_ n+9£ n n _l n+98<5p ) n+1/2 n— 1/2)
(b 5, (96", 5 ) 2(b 5, 0€ ¢

1 a n+6
. §<Cn+9pa_y,5§n+l/2 +6§n—1/2> .

1

0
[ n+0 T ¢nt0 n+1/2 n—1/2

B apn+9 awh
n 62 nos n+1/2 sen 1/2y n+60

1 og™ 0 1 o™ 0
- [(M;H—e 82 ay (é&n—i-l §n—1):| . E [(an—l-@ afy ay (gn—&-l gn—l):|

Analise do termo nao linear: Para o primeiro termo do lado direito da equagao
(3.52), usando as desigualdades (a + b)? < 2(a? + b?) e ab < 3[ea® + (1/¢)b?] com

e = 1/(8Atn), onde n uma constante positiva a ser definida. Assim obtemos
1

1] < & (™2 = ) 5+ 5 (€ = €]
1
<G n+60 +9 n-+6 n+6 - ~n+6 - n+l _ ¢n—1
< Gollv o™ 4 o e 10 e Nl 5 A7 (€ &
~ n 1 n n—
<l =g (€ = (3.53)
~9 n+1 n—1
1 n-+6 n+012 g _g
< — 4Atn||—7—>—
< 16Am|\v v I+ Al |
c n n 277 n n n n—
< AL ([l + 11 +GIIQ)Jth[IIS i [ (TS S

0| o

onde ¢ = max{¢é, ||} om0 + 07| Lo }. Para o sétimo termo do lado direito

de (3.52) temos

s

1
@ - )

lu’2 n+6|12 277 n+1 n||2 n n—11|2
< _r2 =1 — — .
< TR + e = 67 + " — €

I < psollp
(3.54)
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Para o oitavo termo do lado direito de (3.52) tem-se

< n n+l _ ¢n—1
18] < palle 5 (€ — €]
< "2 n+612 n+1_ n—1y||2
< T+ ey (€ - ) (3.55)
2
Ha n+0(2 n+1 n|2 n n—11|2
< _r2 =1 — — .
< e+ Sl - P + e — g
Finalmente para o termo de (3.52) temos
Is] < 25 [1€" | (€74 — €Y
22 2At
< n+62 n+l _ en—1y2
< (3 ) Mt I 4Bt (6 - )| (3.56)
Mo n+02 2_77 n+l _ ¢nj||2 n __ ¢n—1)2
(—2 ) Tom eI Sl = €1 4 e — e

Analogamente podemos limitar I, — I pelas hipoteses sobre os coeficientes a™+?, b7 +?

e "9 para obter

mo

)1/2 1 |5§n+1/2+5§n 1/2|2
8

L) < (—

] < — 165"“/2+65” V250"

8 Q2
1l < 71862 + 022 | (3:57)
0

[I5| < 062 4 66V ]|

167
|]6| < |gp”||§fn+1/2 +5€n—1/2| + |52pn||5£n+1/2 _‘_5€n_1/2|.
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Substituindo (3.53)-(3.57) em (3.52) e multiplicando por 2At¢ obtemos

o+ )l =€l = 0+ 35 ) e - &
+O&“”I—w@ﬂﬂﬁs(%+%%mw”W+mwwﬂ
+ (25 Slem I + 16n[l€ — I+ llg" — &)

273 (3.58)
1/2 At moeAt _ n
+ <?) |5€n+1/2+5€n 1/2|2+ 02 |5§n+1/2+5£n 1/2|H5p H
moAt m At
+%|WW%&“%WW+°|WWM&“%WW
+2At‘g0 H6£n+1/2_'_5€n 1/2|+2At|62pn’|5£n+1/2+5€n 1/2|
Assim temos
)\1H£n+1 _ é-nH2 _ )\2H€n _ gan? X (‘5£n+1/2|2 _ légn—ml?)
1 /2¢2 mo \ 2 9
< (1 i n+02
<5 +Q%>+MM5|
1/2¢ 1/2 A
4z ﬂ—l—,u Hpn+9||2+ t|5£n+1/2+5§n 1/2|2
8 2 8
An (3.59)
moAt
407 [SEmH2 4 5en 12 |5 |+ T 87 OB sent1/2 4 sen112 )|
moAt
+ 807 |67 4 6" TR + 24t 0" |02 4 6671

+ 20|82 |EmH2 + 52,

onde \; = 9<u1 + m) —16n e Ay = 9<,u2 + m0> + 167. Queremos determinar a
constante n > 0, de tal forma que A\; > 0 e Ay > 0. Considere n = 35 (1 + 3m°)
Como A; >0 e Ay >0, para todo 6 > 0 e tomando C} = min{1, A\;, Ao} > 0, entao
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da equagao (3.59) temos
st =~ fler =P+ (e - o) < e
e+ ()

8
moAt, . . .
+ 07 |6€™+1/2 4 5¢ 1/2!||5 |+

|5§n+1/2+5£n 1/2|2

A
o t|5§“+1/2 Lo (3.60)

+ W’(sénJrl/Q + 6£n71/2”’£n+9|’ + 2At|¢n‘|5£n+1/2 + 5£n71/2|
Y0
20577062 4 66712

2
onde Cy = (1/8Cl)max{26% + <m0/27§> + p3, 203 + ,ug} > (. Somando de n =

1,...,N — 1, e observando o cancelamento dos termos comuns obtemos

R I e g e

N moy 1/2 At =
C n+6|2 n+6|2 Moy1/2 B8t SEnHL2 4 gen—1/212
+ [Z I 1) () Sl o
N N—
g Z |5§n+1/2 +5§n—1/2||‘5pn”
=1
~ (3.61)
Z |5§n+1/2 +5§n 1/2|||pn+9||
moAt x
+ 8(3}/ Z |5§n+1/2+5§n 1/2|||§n+6||
=1
N-1 N1
+ 2Atz |¢n‘|5£n+1/2 + 5£n—1/2| + 2Atz |52pn’|5£n+1/2 +5§"_1/2|],
n=1 —

Vamos analisar os termos do lado direito envolvendo os somatoérios em (3.61). Para

o segundo termo do lado direito, usando a desigualdade elementar, obtemos

At At
(%)1/22 Z |6§n+1/2 +ogn 1/2|2 (%)1/2 ; Z |56~ 1/2‘2
Y0 0 (3.62)

€ ,Mo\1/ At
+§(—)12

: ’(SéN 1/2’2
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onde € é uma constante positiva a ser definida. Analogamente para o terceiro termo

do lado direito, tem-se

N-1 N—-1
moAt n+1/2 n—1/2 n moe n—1/2)2
5 > 102 G 0pt || < g ALY [ogn
4,}/0 n=1 ,y n=1
N-1
- 2 S AN AR
8% 878

Para o quarto termo do lado direito, temos

N—
moAt nt1/2 n—1/2||| -+ m0€ n-1/2)2
52 2155 + 0|l < At2\6£

n=1

Para o quinto termo do lado direito, obtemos

moAt X< moe
0 n+1/2 n—1/2||| ¢n+0 0 n—1/22
062 + 66 HE1€)| < |
875 ; 167
16 . At2|’£n+9”2 16 2 At’(SfN 1/2’2
Para o sexto termo do lado direito, tem-se
N-1
QALY " |6mH 2+ 5| <5At2|§§" 1212 4 = Atz\¢ E
n=1 n=1
7|5£N—1/2|2‘
Finalmente para o sétimo termo do lado direito, temos
N-1 N-1 N-1
2At2’52pn"55n+1/2+65n 1/2‘ <8At2|(5€n 1/2’2_'_ At2‘52pn|2

n=1 n=1

T|5£N_1/2|2'

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)



o1

Substituindo (3.62)-(3.67) em (3.61) obtemos
N _ ¢N—-1}2 _ Mo —1/2|2
1EN — NP+ (1 CgaAt<1+ 2 +( ) ))! N1

8%
N—1
< X Ca D] (1P 1) + Tt 1o + e P
n=1 To (3.68)
Mo \1/2 n—1/2)2 nz . Ao o
At(2 — 0. — —1d
(5(+42+(8%2)) ))!5 !+€I¢!+€Ip|

moAt 2
6 3
+ s |

2 2 _
X = 106727 + e — €17 < |56 + 212 + 1) < en

onde

Tomando € < (CoAt(1 + (mo/472) + (mo/872)/?))~! entdo podemos assegurar que

o segundo termo do lado esquerdo de (3.68) é positivo.

Denotando por Cs = min{1, 1 — CocAt(1+ (mo/473) + (mo/812)"/?)} e Cy =
(Co/C3) max{1,mo/1673e,1/e,e(2 4 (mo/473) + (mo/873)"/?), mo/81¢e}, entédo da

desigualdade (3.68) obtém-se que
N-1

e €+ a6 < e[+ Yo { a2
n=1 (369)

(L4 A + €12 + At + At +At||6p"||2H.

Usando expansao de Taylor, integrando por partes e fazendo manipulagoes algébricas

obtemos

n n n a
" = |(52U - Utt+9) +b +98_y

< !(52v” — i) = (v — 205 + o)+ [P [0 — o

tn+1 tn —g 3 tn—1 tn — 3

tn+1 t _ )3 tn—1 t _ )3
_9{/ Mvtttt(s)d‘g—i_ Mvtttt(s)}‘
tn 3- tn 3.

1 tnt1 toaey — S 2 tn—1 tho1 — S 2
ol [ oo [ ol
tn : t :

n

(60" =)

(3.70)

myo ‘
43
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Desde que [t, — s| < At < 1, entédo

n 1 bnt (thrl B 8)3
"] < W{|Utttt|L°O(tn7tn+1§L2(071)) /tn | 3! lds
tn ( n+1
+ |Utttt|Lw(tn,1,tn;L2(0,1)) | |d }
tn—1

tn+1
+ 9{|Utttt’Loo(tn,tn+1;L2(0,1)) / |(tns1 — s)|ds
tn

tn
+ |Utttt|Loo(tn_17tn;L2(071))/ |(tn+1 _ S)\ds} (3.71>
tn—1
mo 1 tn41 H(tn+1 o S>2H
+ RTN{””ﬂ”LW(wm;H (o, 1>)/t Tds

b1
- S
+ ||Uttt||L°°(tn1,tn;H1(071))/ H( -1 ||}
tn

< 05(A75)2||Utttt||Loo(tn,1,tn+1;L2(o,1)) + Cﬁ(At) |Vttt ]| Loo (41t s1:02(0,1))

+ Co (AL ||Vl Lo (b a1 a1 0,1)) + Cs (A [0ttt || £o0 (11 s 2511 (0,1)

onde C5, Cg, C7 e (g sao constantes independentes de At e 0 < # < 1. Tomando

Cy = max{Cs, Cs, C7, Cs} e elevando ao quadrado obtemos

0" * < Co(A) [0ttt 1700 11 s n:2200,1)) F NVttt Too 1y a1 010} (3.72)

Multiplicando por At e fazendo a soma paran =1,..., N — 1 obtemos:

20,201y = At ’
ol (0,T5L2(0,1)) ZH‘P | (3.73)

< C9(At) [”UW||L<><>(0,T;L2(0,1)) + ||U”,||L°°(07T;H1(0,1))]-
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Para o restante de termos do lado direito da equagao (3.69) usamos a aproximagao

f-Newmark, assim temos respectivamente as estimativas
N-1

o™ 12 om0 = 9 10" e oz 017) < Crollollm o,z 01
n=1
N-1

160" | Fo0 (0,121 0,1y = At Z 160" | Z o0 0.1 01y < Crall o' oo 0 7812 (0,1))

n=1
- (3.74)

|52pn|%°°(0,T;L2(0,1)) = At Z |52pn|%°°(0,T;L2(0,1)) < 012|P//|%oo(o,T;L2(o,1))

n=1
N-—1 N-1
SN <2 (€ TP+ e = €.
n=1 n=1

Fixando [ = 1 e variando m € {0,1} em (2.23) para limitar p”, p’ e p, juntamente

com (H4) temos que

€Y + VP + (|6 — NP+ |6V T2 < O {f# + B2 (o]l + [[v']13)

N-1
+ R 3+ (AR (2 + o) + ALY (Il + TP+ ||gn - P (3.75)

n=1
+ |oen12)h) .
Entao podemos aplicar o Lema de Gronwall em (3.75) e obter:
e e e N e
< C(h+ (AH)H)~

Logo usando a equivaléncia de normas em espacos de dimensao finita, podemos

| 2

extrair a raiz quadrada para obter,

max {||¢V]| + 06NV} < C(h+ (AL)?). (3.76)

1<N<T
Assim pela definicao de norma e usando a desigualdade triangular concluimos que
[0 = vnll Lo o512 0,1)) + 100 = vn) Lo 0,522 (0,1)) < OB+ (AL)?). (3.77)

Analogamente como no problema (II), (2.16), precisamos a seguinte hipotese adici-

onal para interpolar os dados iniciais do problema (I), (2.3), isto ¢é
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(H7) [un(0) — @n(0)|| < €h% |uj,(0) — @, (0)] < eh.

Teorema 3.2. Sejam I, = («a(t), 5(t)) e Iy = (a(0),5(0)). Se u € solugio do pro-
blema (I),(2.3), com dados iniciais ug € Hy(lo) N H*(Iy),u1 € H(Iy), e suponha-
mos que uw € L>®(0,T, H}(I;) N H*(L;)),«/,u" € L>(0,T, H*(I;)) com as hipdteses
(H1)—(HT), entao existe uma constante positiva C dependente de u e independente

de h tal que

U = wh| oo o,rsr2(ry) + 1w = unll o013 (1)) < Che (3.78)

Prova: Se v(y,t) ¢ solu¢ao do problema (II), (2.16), com condigdes iniciais dadas

por:

vo(y) = uo(a(0) +~(0)y)

)+
vi(y) = u(a(0) +7(0)y) + (@'(0) +7'(0)y)up((0) +~(0)y)
Considere as fungoes u(z,t) = v(y,t) e f(x,t) = g(y,t), onde x = «a(t) + vy(t)y.

(3.79)

Vamos a mostrar que u(x,t), sobre as hipoteses do Teorema 2.2 é solu¢ao do pro-
blema (I),(2.3),para isto é suficiente mostrar que a solu¢ao v(y,t) do problema
(IT), (2.16),ja resolvido pelo Teorema 2.1 quando transformado pelo difeomorfismo
7~! resulta no problema (I), (2.3),e assim, as solugoes do Teorema 2.1 resultan nas

solugoes do Teorema 2.2. De fato temos que:

Pu 1 0%
—_— = = 3.80
0’ 2 0y? (3.80)
@_@_2 o +9y\ 0% N o +~y\ 0%
oz ot y dyot y 0y?
1 / / / Vi 1 8/0
+;{2’V (@ +7'y) =v(a" +7 y)}a—y
3.81
LA L Y AR o L o
“ e ay\"Way, Y otay T VY gy
mo 821)

292 9y
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[0t [ (Y

Resulta de (3.80)-(3.82) que Lu(y,t) é transformado em:

A 0%u 5O rouN? 0%
LU(I’,t) = W — {a(t) + b(t) /Oé(t) (@) dl':| @

A regularidade de v(y,t) dada pelo Teorema 2.1 implica que u(z,t) é solugao do
problema (I),(2.3). Portanto temos que a estimativa de erro de v(y,t) dada em

(2.28) implica a estimativa de erro de u(x,t) em (3.78).
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4 SIMULACAO NUMERICA

Neste capitulo serao mostrados simulagdes numéricas, para ilustrar carac-
teristicas do problema associado ao modelo de cordas elasticas com fronteira mo-
vel. Vimos que, para resolver o problema (I),(2.3), fazemos uma mudanga de va-
riaveis de modo a termos um problema cilindrico. Obtivemos assim, o problema
(IT), (2.16), o qual se aproxima por (III), (3.1). Portanto encontrar a solu¢ao apro-
ximada para (III), (3.1), implica en encontrar uma solugao aproximada para o pro-
blema (II), (2.16).

4.1 Validacao do Método

Para validagdo do método, sera escolhida uma solugao v(y,t) como solugao
exata do problema (II), (2.16). Assim, a partir desta solugdo, serdo definidas a fun-
¢ao fonte g(y, t), como sendo o resultado da operagao vy — [21(t) + 22(%) fol vsdy} Vyy —
(aly, t)vy)y+b(y, hvy+c(y, vy, uma vez que v(y, ), 21(t), 22(t), c(y, ), b(y, ) e c(y,t)
sao conhecidas, e as condigoes iniciais vy e vy, dadas respectivamente por v(y,0) e
v4(y,0), a fim de gerarmos um problema, no qual sera aplicado o método (3.28)
com o objetivo de se obter a solugao aproximada v,,(y,t). Apos obté-la, seréa calcu-
lado o erro de aproximagao entre as solugoes v(y,t) e v, (y, t) na norma discreta de
L>=(0,T; L*(0,1)), dado por:

Ereoo,r;200)) = max (||[v(yis tn) — vm (Y, tn) || 22(0,1))

0<tn<1

1
! 2

_ S
ottt (/0 [0y, tn) vm(yz,tn>|dx) ,
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A seguir serao apresentadas exemplos numéricos representativos das varias caracte-
risticas do modelo e tabelas com os erros de aproximagcao para cada v,,(y,t) obtida

a partir de algumas combinacoes dos parametros At, h e 6.
Exemplo 1

Considerando

1
v(y,t) = Fsen(wy)cos(mﬁ),

onde a posi¢ao inicial da corda e a velocidade inicial dadas por

com valores de fronteira

v(0,t) =v(1,t) = 0.

Definimos a fronteira movel como:

Como lim «(t)=—-1e lim B(t) =2= lim 7(¢) = 3. Portanto

t——4o00 t——4o00 t——+o0

30) = B(O) — alt) = T

Logo o dominio @) é crescente e seu grafico é dado na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Fronteira a(t) e 3(t) do exemplo 1

Tomando as constantes : 79/m = 50,k/m =5 e mo = 5 temos:

1 {_@ To_i_ﬁ’y(t)—%}_5(t—|—1)(7t+3)

21 (t) =

A2 2 Tm o m 4 2 (3t+1)2
k 5t+1Y)°
t = = —
2l = 5 2<3t+1>’

0% 203t +1)2(t+1)2
o +7'y 24y

by, t) = —2 =

(1) < . ) Gt+E+1) ©

( t)_ o +~"y B 4y —2
At = 7 T EE

a(y,t) = Mo _ (O‘, +7/y) _ 5(t+1)3 —2(2y — 1)?

Neste caso observa-se que a(y,t) > 0, ja que estamos tomando my = 5 e assim se

verifica nossas hipoteses dadas.

4.1.1 Convergéncia Numérica para o Exemplo 1

Utilizando a formula dada em (A.3), a Tabela 4.1 mostra que a ordem de

convergéncia do método utilizado é, aproximadamente de O(h), em acordo com a
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estimativa de erro (3.47), fixado § = 0.5 e At = h?.

’ ‘ h ‘ At ‘ELoo(oJ;Hé(O,l)) taxa
0=05]2"2| 271 0.05141016 —
273 | 276 0.02545670 | 1.014008
274 | 278 0.01274979 | 0.997571
2751 27191 0.00637787 | 0.999327

Tabela 4.1: Ordem de convergéncia do exemplo 1.

Por outro lado a Tabela 4.2 mostra que a ordem de convergéncia também
¢, de O(h), em acordo com a estimativa de erro (3.47), fixado # = 0.75 e fazendo

At = h?.

’ ‘ h ‘ At ‘ Epoo(0,1312(0,1)) ‘ taxa
60=075]2"2] 27" | 0.05280767 —
273 | 276 | 0.02545916 | 1.052562
274 278 | 0.01274988 | 0.997700
272 1 27101 0.00637787 | 0.999336

Tabela 4.2: Ordem de convergéncia do exemplo 1.

Na Tabela 4.3 e 4.4 calculamos o erro e a taxa de convergéncia no espago
L>=(0,T, H}(0,1)), fixado § = 0.5,0.75 e tomando (At)? = h. Assim observamos que
o erro diminui com uma taxa de convergéncia que ¢ aproximadamente O((At)?), em

acordo com a estimativa de erro (3.47).

| 7 [ At ] Brcpumgony | taxa |
6=05] 2* | 22| 048541361 -
276 | 278 | 0.07308403 | 2.731586
2°8 | 271 0.01860918 | 1.973541
2710 | 25 | 0.00481820 | 1.949448

Tabela 4.3: Ordem de convergéncia do exemplo 1.

Na Tabela 4.5 e 4.6 calculamos o erro e a taxa de convergéncia no espaco

L>=(0,T, L*(0,1)). Assim observamos que o erro diminui com uma taxa de conver-
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‘ h ‘ At ‘ ELOQ(O,I;H&(O,I)) taxa
—2 | 2™ 0.54704501 —

31 276 0.09932166 | 2.461479
4] 278 0.02720539 | 1.868208
5127101 0.00715585 | 1.979715

6 =0.75

NN DN

Tabela 4.4: Ordem de convergéncia do exemplo 1.

géncia que é aproximadamente O((At)?), em acordo com a estimativa de erro (3.47).

’ ‘ h = At ‘ ELOO(OJ;LQ(OJ)) ‘ taxa ‘
0=0.5 273 0.02319118 —
24 0.00590244 | 1.974190
275 0.00152876 | 1.948943
276 0.00038563 | 1.987069
277 0.00009692 | 1.992340

Tabela 4.5: Ordem de convergéncia do exemplo 1.

’ ‘ h = At ‘ ELOO(O,I;LQ(O,I)) ‘ taxa ‘
0 =0.75 273 0.03158056 —

4| 0.00864378 | 1.869302
-5 0.00227332 | 1.926858

6

7

0.00057637 | 1.979719
0.00014554 | 1.985592

Tabela 4.6: Ordem de convergéncia do exemplo 1.

Observa-se que o lado esquerdo da Figura 4.2 mostra a evolugao no tempo
da solugao aproximada u,,(z,t) para o dominio com fronteira movel. Esta solugao
foi calculada para uma discretizacao de h = At = 279, O lado direito da Figura 4.2
representa a evolugao no tempo da solu¢do aproximada v, (y,t) para o dominio com

fronteira fixa, depois de aplicar a transformagao inversa 771 (y, t).

Exemplo 2
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u (x,t) v (yt)

Figura 4.2: Solugoes aproximadas do exemplo 1.

Considerando
v(y,t) = sen(my)(cos(nt) + sen(nt)),

onde a posi¢ao inicial da corda e a velocidade inicial dadas por

v(y,0) = sen(my) = v'(y,0),

com valores de fronteira

v(0,t) = v(1,t) = 0.
Definimos a fronteira mével como:
alt) = =142V e B(t) =1 — 21,

Como lim a(t) =—1e lim B(t) =1= lim 7(¢) = 2. Portanto

t—+o00 t—-+o00 t—+o00
1) = (1) — aft) = 2 4=,

Novamente temos o dominio () crescente, com grafico na Figura 4.3. Tomando as



Figura 4.3: Fronteira «(t) e f(t) do exemplo 2

constantes : 7o/m = 50,k/m =5 e my = 5, temos

1 mo 1o . k() — % 15 — 10e=' — 20e~ ¢!
Zl(t> = — — =

W 2 "m m Yo B 8(1— e t1)2(1—2e 1)
k 5

N 2m7(t)3 - 16(1 _ 2€—t_1)3v

aly,t) = Mo <a/ + 7’y)2 _ 5—4(2pet"t — et71)2

| v 4(1 — 2et-1)2 ;

o +9y\ _ 2—dy)e
b(yv t) - _2< ~ = 1 — 9g—t-1 ’ €

O// + ,y//y (2y _ 1)€—t—1
C(y7 t) - = 7 = 1 _ 26_t_1 :

Neste caso também se verifica que a(y,t) > 0, tomando mg = 5.

4.1.2 Convergéncia Numérica para o Exemplo 2
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Nas Tabelas 4.7 e 4.8 mostram que a ordem de convergéncia do método

utilizado é, aproximadamente de O(h) em acordo com a estimativa de erro (3.47),

fixado 8 = 0.5,0.75 e tomando At = h2.
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‘ h ‘ JAN? ‘ELOO(()’l;H(%(O’l)) taxa
=05 272|271 0.70845055 -
273 | 276 0.35526344 | 0.995777
2=4 | 278 0.17799942 | 0.997016
275 | 27101 0.08902556 | 0.999580

Tabela 4.7: Ordem de convergéncia do exemplo 2.

‘ h ‘ At ‘ELOO(O,I;H(%(O,I)) taxa
6=075]2"2] 27" 0.72802252 —
273 | 276 0.35532543 | 1.034842
274 | 278 0.17800072 | 0.997257
275127101 0.08902569 | 0.999589

Tabela 4.8: Ordem de convergéncia do exemplo 2.

Nas Tabelas 4.9 e 4.10 a seguir obtemos que o erro e a taxa de convergéncia
no espago L>°(0,T, H}(0,1)) fixado § = 0.5,0.75 e tomando (At)? = h é aproxima-

damente de O(At?), também em acordo com a estimativa de erro (3.47).

’ ‘ h ‘ At ‘ELoo(OJ;Hé(O,l)) ‘ taxa ‘
=05 274|272 3.71445185 —
276 1273 | 0.51522489 | 2.849807
278 | 274 | 0.14358166 | 1.843398
271012751 0.03616572 | 1.989176

Tabela 4.9: Ordem de convergéncia do exemplo 2.

’ ‘ h ‘ At ‘ Epoc0,1511(0,1)) taxa
0=0.75| 27 | 272 | 4.85974962 —
276 | 273 | 0.85405458 | 2.508481
278 [ 274 | 0.22500761 1.924354
27101275 1 0.05439931 | 2.048313

Tabela 4.10: Ordem de convergéncia do exemplo 2.

Nas Tabelas 4.11 e 4.12 a seguir obtemos que o erro e a taxa de convergéncia
no espacgo L>(0,T, L*(0,1)) que ¢ aproximadamente de O(At?), em acordo com a

estimativa de erro (3.47).
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’ ‘ ]’L = At ‘ ELOO(O,I;LQ(O,I)) ‘ taxa ‘
0=0.5 273 0.16736947 —

4 0.04656825 1.845617
-5 0.01170539 1.992173

6

7

0.00297377 | 1.976803
0.00074675 | 1.993581

Tabela 4.11: Ordem de convergéncia do exemplo 2.

| | h=At | Brur200) | taxa |
#—=075] 2° | 027714016 —
9=t | 0.07223714 | 1.939803
2-5 | 0.01747020 | 2.047844
2 6

2 7

0.00424897 | 2.039709
0.00112184 | 1.921239

Tabela 4.12: Ordem de convergéncia do exemplo 2.

O lado esquerdo da Figura 4.4 mostra a evolugao no tempo da solugao apro-
ximada u,,(x,t) para o dominio nao cilindrico. Esta solugao foi calculada para uma
discretizacao h = At = 279, O lado direito da Figura 4.4 representa a evoluciao no
tempo da solugdo aproximada v,,(y,t) para o dominio cilindrico, depois de aplicar

a transformagao inversa 7 (y, t).
Exemplo 3

Considerando
v(y,t) =y*(t+1)(y — 1)

onde a posi¢ao inicial da corda e a velocidade inicial dadas por
v(y,0) =v'(y,0) = y*(y — 1)*,

com valores de fronteira

v(0,t) =v(1,t) = 0.



um(x,t) vm(y,t)

Figura 4.4: Solugoes aproximadas do exemplo 2.

Definimos a fronteira mével como:

at) = %cos(%rt) - % e B(t) =

Logo

65
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Em [23] e [7] se mostro que o dominio @ niio necessariamente pode ser crescente.
Assim verificamos a traves de este exemplo que sendo o dominio Q simultaneamente
crescente e decrescente, ver Figura 4.5, numericamente conseguimos resultados de
convergéncia do método. Tomando as constantes : 79/m = 50, k/m = 5, e my = 25,

tem-se

mo 10 . ky(t)— 70] _ 10(1 — cos(27t)) + 15

2 m m 2(1 — cos(2mt))2 7

2l = 5 0 T 2@ = cos@at)
mo o ++/'y\° 5 —2n%sen?(2nt)(2y — 1)2
Wt =53~ ( ) ) T osrl)?
o + V’y) ~ 2msen(2mt)(1 — 2y)

by, t) = _2(

v 2 —cos(2mt)
(1) o ++"y 272 cos?(27t) (1 — 2y)
C = — e
v v 2 — cos(2mt)

Verificamos numericamente que a(y,t) > 0, quando tomamos mgy = 25.

4.1.3 Convergéncia Numérica para o Exemplo 3

As Tabelas 4.13 e 4.14 mostram que a taxa de convergéncia do método uti-
lizado é, aproximadamente de O(h), em acordo com a estimativa de erro (3.47),

fixado 6 = 0.5,0.75 e tomando At = h%. Nas tabelas 4.15 e 4.16 calculamos que

‘ h ‘ At ‘ELoo(oJ;Hé(o,l)) taxa
0=05]2"2| 274 0.11547816 —
273 | 276 0.06253483 | 0.884888
274 | 278 0.03202294 | 0.965553
275127191 0.01610597 | 0.991510

Tabela 4.13: Ordem de convergéncia do exemplo 3

o erro e a taxa de convergéncia no espago L*°(0,T, H}(0,1)) fixados 6 = 0.5,0.75

e tomando (At)? = h ¢ aproximadamente de O((At)?), também em acordo com a
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‘ h ‘ At ‘ ELOQ(O,I;H&(O,I)) taxa
-2 2 0.11433977 —

31 276 0.06256279 | 0.869950
4] 278 0.03202295 | 0.966198
=5 127101 0.01610596 | 0.991510

6 =0.75

NN DN

Tabela 4.14: Ordem de convergéncia do exemplo 3

estimativa de erro (3.47). Nas tabelas 4.17 e 4.18 calculamos que o erro e a taxa de

’ ‘ h ‘ At ‘ELoo(O’l;Hé(oyl)) taxa

=05 27"% 272 ] 0.34264340 —
276 | 273 0.09944912 1.784677
278 1271 | 0.03109336 | 1.677351
27101275 1 0.00946193 | 1.716399

Tabela 4.15: Ordem de convergéncia do exemplo 3

‘ h ‘ At ‘ ELOO(O,l;Hé(O,l)) taxa
6=0.75| 2% | 272 | 0.53944700 —
276 12731 0.13951516 | 1.651728
278 1271 | 0.04491835 | 1.519568
271012751 0.01299967 | 1.759600

Tabela 4.16: Ordem de convergéncia do exemplo 3

convergéncia no espago L (0,7, L*(0,1)) fixados § = 0.5,0.75 e tomando At = h ¢é

aproximadamente de O((At)?), também em acordo com a estimativa de erro (3.47).

’ ‘ h = At ‘ ELOO(O’LLQ(OJ)) ‘ taxa ‘
0 =0.5 273 0.03020247 —
24 0.00956310 | 1.659115
27° 0.00306597 | 1.641133
276 0.00085955 | 1.834689
2 7

2 8

0.00022191 | 1.953570
0.00005585 | 1.990354

Tabela 4.17: Ordem de convergéncia do exemplo 3
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| | h=At | Bpeurzoy | taxa |
—075] 23 | 0.0436319 -
9-4 | 0.01341387 | 1.701659
2-5 | 0.00414055 | 1.695830
276 | 0.00125158 | 1.726071
2 7

2 8

0.00032868 | 1.928964
0.00008313 | 1.983105

Tabela 4.18: Ordem de convergéncia do exemplo 3

O lado esquerdo da Figura 4.6 mostra a evolugao no tempo da solugao apro-
ximada u,,(z,t) para o dominio com fronteira movel. Esta solugao foi calculada
para uma discretizacao de h = At = 27°. O lado direito da Figura 4.6 representa
a evolugao no tempo da solugao aproximada v,,(y,t) para o dominio com fronteira

fixa, depois de aplicar a transformacio inversa 71(y, t).

u Oat) v (y.t)

Figura 4.6: Solucoes aproximadas do exemplo 3.

Exemplo 4
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Considerando

v(y, 1) = sen(ry) cos(rt).
onde a posigao inicial da corda e a velocidade inicial dadas por

v(y,0) = sen(my),
v'(y,0) =0,

com valores de fronteira

v(0,t) =v(1,t) =0.
Definimos a fronteira movel como:
at) =2—e " teBt)=3+e !

Note que lim «(t) =2e lim B(t) =3 = lim 7(¢) = 1. Assim

t——+o0 t—+o0 t——+o0

Ep IETRTRPRIE RITHTIE B R RRRIE STRPRITEI e :
db ........... ........... ........... L ........... ...........

2obo T ........... ........... FT ...........

1‘8"""""'5 ........... ........... ........... ........... ...........

1.5/ i i i ; i
Figura 4.7: Fronteira a(t) e 3(t) do exemplo 4

v(t) = B(t) —at) =1+ 2e 1

Em [23] e [7] se mostro que o dominio (), ndo precisa ser crescente. Verificamos neste
exemplo que o dominio @) é decrescente, ver Figura 4.7, assim também obtemos resul-

tados para a convergéncia do método. Tomando as constantes : 7o/m = 50, k/m =5
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1 k ~v(t) — 45 +20(e 71 -1
z1(t) = 2[_@4—24-—7() 70] = < —t—1)2 ),
v(t) 2 m m 6(1 + 2et1)
0 k >

Z = =

? 2my (1) 2(1+ 2e~t1)3’

(.1 mo o +9y\° 5 —2e22(1 — )2

a = —_— — =
Y, 272 ~ 2(1 + 26471)2 ’

o ++'y 27712y — 1)
by ) = - ( v )T 14201 0

o 4 7”y e—t—l 1— 2y

y 1+ 2e-t-1
Numericamente se verifica que a(y,t) > 0 quando escolhemos my = 5, de modo a

satisfazer a hipoteses.

4.1.4 Convergéncia Numérica para o Exemplo 4

A Tabela 4.19 mostra que a convergéncia do método utilizado é, aproxima-
damente de O(h), em acordo com a estimativa de erro (3.47), fixado § = 0.5 e

tomando At = h2. Por outro lado a Tabela 4.20 mostra que a convergéncia também

| | b | At [ Epcgumony | taxa |

0=05]22] 2% 049852965 -
2-3 | 276 | 0.25118833 | 0.988909
2-4 | 278 | 0.12583378 | 0.997250
2-5 | 2710 | 0.06294697 | 0.999310

Tabela 4.19: Ordem de convergéncia do exemplo 4

é, de O(h), também em acordo com a estimativa de erro (3.47), fixado 8 = 0.75 e
tomando At = h%. Nas tabelas 4.21 e 4.22 calculamos o erro e a taxa de conver-
géncia no espago L>(0,T, H}(0,1)) fixado # = 0.5,0.75 e fazendo (At)? = h. Assim
conseguimos a taxa de convergéncia aproximadamente de O((At)?), em acordo com

a estimativa de erro (3.47).



’ ‘ h ‘ At ‘ELoo(OJ;Hé(OJ)) taxa
6=075]2"2] 274 0.49867320 —
273 ] 276 0.25118893 | 0.989321
274 | 278 0.12583382 | 0.997253
275 | 27101 0.06294697 | 0.999310

Tabela 4.20: Ordem de convergéncia do exemplo 4

‘ h ‘ At ‘ELoo(Ovl;Hé(Oyl)) taxa
0=05] 271272 | 0.54869597 —
276 1273 0.11633838 | 2.237679
278 | 274 0.04065722 1.516743
271012751 0.01024470 | 1.988632

Tabela 4.21: Ordem de convergéncia do exemplo 4

‘ h ‘ At ‘ EL()O(O’l;H(:)l (0,1)) taxa
6=0.75] 27% | 272 | 0.80134485 —
276 1273 | 0.17599123 | 2.186919
278 1 27| 0.05709384 | 1.624096
27101275 | 0.01533474 | 1.896531

Tabela 4.22: Ordem de convergéncia do exemplo 4

71



72

Nas tabelas 4.23 e 4.24 calculamos o erro e a taxa de convergéncia no espago
L>(0,T,L*(0,1)) fixado # = 0.5,0.75 e fazendo At = h. Assim conseguimos a taxa
de convergéncia aproximadamente de O((At)?), em acordo com a estimativa de erro

(3.47).

’ ‘ h = At ‘ EL°°(0,1;L2(0,1)) ‘ taxa ‘
6 =0.5 273 0.03612383 —
24 0.01271790 | 1.506090
27° 0.00321445 | 1.984217
276 0.00079825 | 2.009646
2 7

2 8

0.00019890 | 2.004781
0.00004971 | 2.000375

Tabela 4.23: Ordem de convergéncia do exemplo 4

’ ‘ h = At ‘ ELoo(Oyl;LQ(O,l)) ‘ taxa ‘
6 =0.75 273 0.05535690 —
274 0.01798670 | 1.621832
275 0.00483890 | 1.894178
276 0.00120238 | 2.008787
2 7

2 8

0.00029949 | 2.005285
0.00007481 | 2.001083

Tabela 4.24: Ordem de convergéncia do exemplo 4

O lado esquerdo da Figura 4.8 mostra a evolugao no tempo da solucao apro-
ximada u,,(x,t) para o dominio nao cilindrico. Esta solugao foi calculada para uma
discretizacao de h = At = 272, O lado direito da Figura 4.8 representa a evolucao no
tempo da solugdo aproximada v,,(y,t) para o dominio cilindrico, depois de aplicar

a transformacao inversa 7 1(y, t).

Exemplo 5
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um(x,t) vm(y,t)

Figura 4.8: Solucoes aproximadas do exemplo 4.

Considerando
v(y,t) = sen(my)e™,,
onde a posi¢ao inicial da corda e a velocidade inicial dadas por
v(y,0) = sen(my),
V'(y,0) = —sen(my),

com valores de fronteira

v(0,t) =v(1,t) = 0.
Definimos a fronteira movel como:
alt)=—teft)=t+1

Note que lim a(t) = —oco e lim [(t) = 400 = lim 7(t) = +o0. Logo

t——+o00 t——+o00 t—+o00
~(t) = B(t) — a(t) = 2t + 1.

Novamente consideremos o dominio () crescente com grafico na Figura 4.9. Tomando
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Figura 4.9: Fronteira «(t) e f(t) do exemplo 5

as constantes : 79/m = 50,k/m =5 e my = 5, temos

2 'm
k 5

2my(t)3  2(2t+1)%
/ / 2 2
+ 5 —2(2 1

2 (t) = [ + -l—m - ] = 2t+12

Zg(t)

292 v 202t +1)2 7
by 1) = o +7y\ _ 22 -1)7
y’ - ’y - (Zt —I— 1)2 9
" "
1) = — (w) _o.

Neste caso também se verifica numericamente que a(y,t) > 0, quando escolhemos

m0:5.

4.1.5 Convergéncia Numérica para o Exemplo 5

Nas Tabelas 4.25 e 4.26 mostram que a convergéncia do método utilizado é,

aproximadamente de O(h), em acordo com a estimativa de erro (3.47), fixado 0 =
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0.5,0.75 e tomando At = h?. Nas tabelas 4.27 e 4.28 calculamos o erro e a taxa de

’ ‘ h ‘ At ‘ Ereo(0,1,11(0,1)) taxa
0=05 2] 2 0.49803184 —
3 276 0.24729094 1.010028
4| 28 0.12534258 | 0.980332
5127101 0.06288546 | 0.995078

DN DN DN DN

Tabela 4.25: Ordem de convergéncia do exemplo 5

‘ h ‘ At ‘ELOO(O,I;H&(O,I)) taxa
0=0.75|2"2] 271 0.53316144 —
273 | 276 0.24729322 | 1.108349
274 | 278 0.12534258 | 0.980346
275127191 0.06288546 | 0.995078

Tabela 4.26: Ordem de convergéncia do exemplo 5

convergéncia no espago L>(0,T, H}(0,1)) fixado § = 0.5,0.75 e tomando (At)? = h.
Assim conseguimos a taxa de convergéncia aproximadamente de O((At)?), também

em acordo com a estimativa de erro (3.47).

‘ h ‘ At ‘ELoo(OJ;Hé(OJ)) taxa ‘
0=05] 2% | 272 | 3.35949429 —

276 | 273 | 0.82238435 | 2.030359

278 | 274 | 0.21387393 | 1.943052

2-10 | 275 0.06005242 1.832466

Tabela 4.27: Ordem de convergéncia do exemplo 5

| | b [ At | Erepumony | taxa

=075 2% | 22| B3.91657381 -
96 | 273 | 110076192 | 1.819341
2-8 | 21| 0.32089800 | 1.790063
2-10 | 9-5 | 0.08766629 | 1.872020

Tabela 4.28: Ordem de convergéncia do exemplo 5
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Nas tabelas 4.29 e 4.30 calculamos o erro e a taxa de convergéncia no espago
L>(0,T,L*(0,1)) fixado § = 0.5,0.75 e tomando At = h. Assim conseguimos a taxa
de convergéncia aproximadamente de O((At)?), também em acordo com a estimativa

de erro (3.47).

’ ‘ h = At ‘ ELoo(071;L2(071)) ‘ taxa ‘
0 =0.5 273 0.26390467 —
24 0.06853257 | 1.945155
b 0.01922733 | 1.833631
6 0.00489395 | 1.974087
-7 0.00124119 | 1.979265
8 0.00031089 | 1.997223

Tabela 4.29: Ordem de convergéncia do exemplo 5

’ ‘ h = At ‘ ELOO(O,I;LQ(O,I)) ‘ taxa ‘
0 =0.75 273 0.35598295 —
24 0.10259377 | 1.794865
275 0.02800911 | 1.872974
276 0.00730770 | 1.938406
2 7

2 8

0.00185516 | 1.977869
0.00046515 | 1.995768

Tabela 4.30: Ordem de convergéncia do exemplo 5

Observa-se que o lado esquerdo da Figura 4.10 mostra a evolucao no tempo
da solugao aproximada u,,(z,t) para o dominio com fronteira movel. Esta solugao
foi calculada para uma discretizacao de h = At = 272, O lado direito da Figura 4.10
representa a evolugao no tempo da solu¢ao aproximada v,,(y, t) para o dominio com

fronteira fixa, depois de aplicar a transformacao inversa 7 1(y, t).



7

u (x.t) v (yt)

Figura 4.10: Solugoes aproximadas do exemplo 5.
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5 CONCLUSAO

Verificamos numericamente, que o erro numérico para ¢ = 0.5 é menor que

para 6 = 0.75

Os teoremas mostram que o Problema semidiscreto tem ordem de convergén-
cia linear e apresentamos um método numérico eficiente para o Problema totalmente

discreto, com ordem de convergéncia quadratica no tempo.

As simulacoes numeéricas apresentadas, sao coerentes com os resultados teo-
ricos obtidos do problema continuo, aplicando o Método Numeérico proposto. Apre-
sentamos graficamente o comportamento da solugdo numérica u,,(x,t) a longo do
dominio nao cilindrico Q testando diversos tipos de fronteira moével. Além disso se
mostra que a taxa de convergéncia no espago L>(0,T; H}(0,1)) é de O(h) quando

h?* = At e de O((At)?) quando h = At?, de acordo com o estimado de erro (3.47).
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APENDICE A NOTACOES, DEFINICOES E RE-
SULTADOS BASICOS

Neste apéndice serao apresentados os pré-requisitos necessarios para o desen-

volvimento dos capitulos 2 e 3.

A.1 Preliminares

A.2 Espaco das Distribuicoes

Def. A.1. Dada uma funcdo continua, o :  C RV — R, onde Q é um aberto,
denomina-se suporte de ¢ ao fecho em §) do conjunto dos pontos x tais que ¢ () #

0.Isto ¢

supp () = {z € L (@) £0} -

Representa-se por C§°(£2) o espago vetorial das fungdes de classe C™ em (2,

com suporte compacto em €.

A.3 Convergéncia em C{°()

Dado 2 como acima, considere o espago vetorial topologico C5°(€2). Diz-
se que uma seqiiéncia (¢, ),y de fungdes em C§° (€2) converge para ¢ em C§° (£2)

quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:
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i) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K, VvreN

i) D*p, — D%p uniformemente em ) para cada multi-indice «, quando v —

“+o0.

O espago vetorial C§° (€2) munido da nogao de convergéncia definida acima,

seréd representada por D (2) e denominado de espago das fungoes testes.

Denomina-se distribui¢ao escalar sobre ) a toda forma linear T': D (2) — R
continua com respeito a topologia de D (Q2). Isto significa que se uma seqiiéncia

(¢v),ey convergir em D () para ¢, entao
T (p,) — T (p) em R, quando v — +o0.

O valor da distribui¢ao 7" na funcao teste ¢ seréa representado por (T, ).

O conjunto das distribui¢oes escalares sobre {2 é um espago vetorial real,

denotado por D'(2), denominado espago das distribuicoes escalares sobre Q.

Dado um aberto € do RY denota-se por L? (2) , 1 < p < 0o, 0 espago vetorial
das (classes de) fungoes mensuraveis u : 2 — R tais que |u|” é integravel no sentido

de Lebesgue em (), equipado com a norma

1/p
ol ey = ( / |u<x>|”das) .

No caso p = oo denota-se por L™ (2) o espago vetorial das (classes de) fungoes
mensuraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em (2, isto é, existe uma constante
C > 0 tal que

lu(x)] < C quase sempre em 2,
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onde quase sempre significa a menos de um conjunto de medida nula.

Neste espaco considera-se a seguinte norma

[ull o) = sup ess |u(z)] Vue€ L™ (Q).

O espago LP (), 1 < p < 00, com sua respectiva norma, é um espago de
Banach. Em particular, quando p = 2, tem-se que L*(Q) é um espago de Hilbert

cuja norma e produto interno serao definidos e denotados, respectivamente por

el o (/ e \da:) " (u,v):/ﬂu(w)v(x)da:.

Lema A.1 (Du Bois Raymond). Sejau € Lj,.(Q2).Considere a forma linear definida
em D(Q) por:

<Tu,<p> :/ugod:c
Q

para toda ¢ € D(RY). Entao T,, € D'(?) e T, = 0 < u =0 quase sempre em Q.

Prova: Veja ([18], pagina 10).

A.4 Convergéncia e Derivacao em D' ()

A seqiiéncia de distribuigoes escalares (7,), .y converge para a distribuicao

escalar 7' em D’ (2) quando

(T,, ) — (T, ) em R,Vp € D(Q).

Com esta nogao de convergéncia, D' (€2) é um espago vetorial topologico e

tem-se as seguintes cadeias de imersoes continuas e densas

D(Q) — LP (Q) — L, (Q) — D' (Q) para 1< p < oo.
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Dada uma distribuicao 7" sobre €2 e dado um multi-indice o € N" define-se a
derivada distribucional de ordem « de T' como sendo a distribuigao D*T : D (Q2) —

R dada por

(DT, ) = (—1)*/(T, D*¢) para todo ¢ € D ().

A.5 Espagos de Sobolev

A.5.1 Convergéncia em L? e no dual de L”

Diz-se que uma seqiiéncia (i, ) converge para ¢ em L (2) se [[¢, — ¢l 1p(0) —
0, para 1 < p < 0o. Se p e ¢ sao indices conjugados, isto é, %%—é =1lcoml<p<oo,
entdo o dual topoldgico de LP (), que serd de notado por [LP ()]’ é o espago L7 (2).
No caso de 1 < p < o0 0 espago vetorial LP () é separavel e, para 1 < p < oo, é
reflexivo. Para demonstragao destes e outros fatos relacionados aos espagos L? (€2)

consulte Brezis [3].

Teorema A.1. Sejam (fy),cn C LP(Q) e f € LP (), tais que

“fn - fHLP(Q) — 0.

Entdo existe uma subseqiiéncia (fr,)iey de (fn),en que converge quase sempre para

fem Q, e existe h € LP (Q) tal que |fy, (x)| < h(z), Yk € N quase sempre em (.

Prova: Veja (|3], pagina 58).
Def. A.2. Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base hilbertiana de H uma
seqliéncia de elementos (w,) de H tais que

1) [|wnlly =1 Vn, (wp,wn)=0 Vn,m, m#n;

1) O espago gerado pela (wy,), o € denso em H.
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Sejam m > 0, um numero inteiro positivo e 1 < p < co. O espaco de Sobolev
de ordem m , modelado sobre L? (Q2), aqui denotado por W™P (£2), é por definigao o
espago vetorial das (classes de) fungoes de L? (2) para as quais suas derivadas até
a ordem «, no sentido das distribuigdes, pertencem a LP (2), para todo multi-indice
a, com |a] < m. O espago W™P (§2) seré equipado com norma

fullrney = (32 10"y )1 <0< o
loe|<m
e quando p = oo, define-se
||u||Wm»°°(Q) = Z HDauHLOO(Q) :
la]<m

Proposicao A.1. Os espagos lineares WP (Q) equipados das respectivas normas

acima sao espagos de Banach.

O espago W™P () é um espacgo reflexivo se 1 < p < oo e separével se
1 < p < co. No caso particular em que p = 2, o espago W™?(Q) ¢ um espago de

Hilbert, que é denotado por H™ (2).Isto ¢
H™(Q) ={ue L*(Q); D € L*(Q),Va,|a| <m}
cuja norma e produto interno sao dados respectivamente, por

« 1/2 [0 (0%
lllgmey = (30 10%ulee)) e (v) = 3 (D™, D) pagq

|| <m la|<m

O espago H™ (£2) com a estrutura topologica acima, é um espago de Hilbert,

continuamente imerso em L? (£2).

Def. A.3. Definimos o espago W' (Q) como sendo o fecho de D(Q) em W™P(Q).

O dual topologico do espago Wy™" () é representado por W4 () se 1 <

p < oo com p e ¢ indices conjugados. Se ¢ € W™"9(Q)) entdao ¢ ”D(Q) pertence
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a D' (). Quando p = 2, W™ (Q) é denotado por H* (Q2), cujo dual é o espago
denotado por H~™ (Q).

Obs A.1. . Identificando L*()) com o seu dual, dos teoremas de imersio temos
que:

Hy () = L*(Q) = (L*(Q))" — H();

e portanto
(o) sy = (£ 0)12,¥F € LA(Q),Vu € Hi(Q).

Obs A.2. Uma caracteriza¢io do espago H}(Q) que é muito 1itil é dada pelo Teo-
rema do Trago (para mais detalhe veja Medeiros e Milla ([17], pagina. 100)), que
nos diz que:

HL(S) = {u € H'(Q);ule = 0}.

Lema A.2 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RY um aberto limitado em alguma
dire¢io x; de RYN (isto €, existe uma diregio e; tal que |pri(Q)| < C' em que pr; é
a projecio do RN sobre o eivo e; ). Entdo existe uma constante C > 0 para todo
u € H} (Q), tal que

ullZ2i0) < C IVl -

Prova: Veja ([18], pagina 36).

Obs A.3. Usando a desigualdade de Poincaré conclui-se que em Hj (€2), as normas

HuHHl(Q) e HVUHL2(Q) sao equivalentes.

Lema A.3 (Desigualdade de Hélder). Sejam 1 < p, q tais que %%—% =1lefelLP(Q)
e g€ LYQ). Entao fg € L*(Q) e

/Q F@)g(@)ldz < [ Fllve gl

Prova: Veja ([3|, pagina 56).
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Obs A.4. A desigualdade de Cauchy-Schwarz, freqientemente utilizada neste
trabalho,e um caso particular da Desigualdade de Holder ,mais especificamente,

quando p = q = 2.

Lema A.4 (Desigualdade de Young). Sejam a,b >0 e p,q > 0 tais que % + é =1
Entao
al bl
ab < — + —.
p q

Para p = q = 2 tem-se, também, a chamada desigualdade de Young com ~. Isto é,

seja v > 0, entao, sob as mesmas condi¢oes do Lema anterior vale a desigualdade

O resultado € obtido tomando \/ya e % na desigualdade de Young.FEste resultado

serd usado com fregiiéncia no desenvolvimento do trabalho.

Prova: Veja ([3], pagina 56).

A.6 Espacos LF(0,T; X) e Distribuigoes Vetoriais

Seja X um espago de Banach real com a norma ||-||,, 7" um ndimero real
positivo e xg a funcdo caracteristica do conjunto £ C (0,7"). Uma funcdo vetorial
¢ :(0,T) — X, é dita simples quando assume apenas um ntmero finito de valores

distintos. Dada uma fungao simples ¢ : (0,7') — X com representagao canonica

p(t) = Z XE; (t)pi,

onde F; C (0,7) é mensuravel, i = 1,2,...,k, dois a dois disjuntos, u(F;) < oo e
v; € X, 1=1,2,... k. Define-se a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

/0 Pt =3 p(E) g
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Diz-se que uma fungao vetorial u : (0,7) — X ¢é Bochner integravel (B -

integrdavel) se existir uma sequéncia (¢, ),en de fungdes simples tal que:

i) ¢, — uem X, q.s. em (0,7);

#6) Tk oo fy [190(t) = @m (1) xdt = 0.

A integral de Bochner de u ¢ dada por fOTu(t)dt = lim,_ fOT o, (t)dt, e

independe da escolha da sequéncia ¢,,.

Uma fungao vetorial u : (0,7) C R — X ¢é fracamente mensurdvel quando a
funcéo numérica ¢t — (P, u (t)) for mensuravel, V& € X', onde X’ é o dual topoléogico
de X. Diz-se que u é fortemente mensurdvel quando u for limite quase sempre de
uma seqiiéncia (¢, ),y de fungdes simples. Em particular, quando u for fortemente

mensuravel, entao a aplicacao ¢t — |lu (t)||y é mensuravel & Lebesgue.
Denota-se por LP (0,7;X), 1 < p < oo, o espago vetorial das (classes de)

fungoes u : (0,7) — X fortemente mensuraveis e tais que a fungao ¢t — |ju (¢)| €

integréavel a Lesbegue em (0,7), munido da norma

T
P ( [ o dt)
0

Quando p = 2 ¢ X = H ¢é um espaco de Hilbert, o espaco L?(0,T;H) &

1/p

também um espago de Hilbert cujo produto interno é dado por

(4 0) 2o zorn) = / (u(5),0(s))y ds.

Por L> (0,T; X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungoes

u: (0,7) C R — X que sao fortemente mensuréveis e tais que t — [ju(t)|y €
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L>(0,T). A norma em L*> (0,7; X) ¢ definida por

Hu”Loo(o,T;X) = sup ess [lu(t)]|x -
te(0,T)

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entao L (0,7;X) é um
espaco reflexivo e separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espago de Banach
1 1 . -

vy Ty = 1. Mais preci
samente, mostra-se que para cada u € [LP (0,T;X)]’, existe u € L¥ (0,T; X’) tal

LP (0,T; X"), onde p e p sdo indices conjugados, isto ¢

que
T
(u, 90>(LP(O,T;X))’><LP(O,T;X) = /o (@ (), () xxdt.

No caso, p = 1, o dual topolégico do espago L' (0,T; X) se identifica ao espago
L>(0,T; X").

O espago das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denomi-
nado espago das distribuigoes vetoriais sobre (0,7") com valores em X, o qual sera

denotado por D' (0,7 X).

Def. A.4. SejaT € D' (0,7; X). A derivada de ordem n € definida como sendo a

distribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

arr n d"p
— = (-1 T, — ),V D(0,T).
(o) = (195} Mo e DO

Por C°([0,7T]; X), 0 < T < oo representa-se o espago de Banach das fungoes

continuas u : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

”UH(JO([O,T];X) = tg&% [ ()] x -

Por C? ([0,T]; X) denota-se o espago das funcgoes u : [0,T] — X fracamente

continuas, isto ¢, a aplicagdo t — (v, u (1)) x» x ¢ continua em [0,7],Vv € X".
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Quando X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equiva-

lente a continuidade da aplicagao t — (u () ,v) para Vv € H.

Lema A.5 (Lax-Milgram). Seja H espago de Hilbert e a(u,v) forma bilinear con-
tinua e coerciva sobre H x H. Seja f € H'. Entdo, eziste unico u € H tal que

a(u,v) = (f,v), Vv € H.

Prova: Veja ([3], pagina 84).

Obs A.5. Uma forma bilinear a(-,-) : H x H — R € continua se existe ¢ > 0 de
modo que

|a(u, v)| < cllull|[v]|Vu,v e H

sendo a(+,-) forma bilinear, se diz que ela € coerciva se existe o« > 0 tal que a(u,u) >

al|lul*,Yu € H.

Lema A.6 (Gronwall - Forma Diferencial). Seja n(-) uma fung¢io nao negativa,

absolutamente continua em [0,T].

i) Sen satisfaz
n'(t) < () + o()n(t), ¢.s. em [0,T] (A1)

onde p(t) e (t) sao fungoes nao negativas e integrdveis em [0,T], entdo

n(t) < [0(0) + [ (s)e o odrds]els o(:)ds
(A.2)
< [1(0) + J} (s)ds] el oons

para todo 0 <t < T,
1) Em particular, se n/'(t) < ¢(t)n(t) em [0,T] e n(0) =0, entao

n=0em|0,T].
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Prova: Ver [17] .

Lema A.7 (Gronwall - Forma Integral). Sejam u, ¢, fungdes reais nao negativas

em [0,T) satisfazendo
ult) < ott) + [ dlo)u(o)do

para todo t € [0,T]. Entdo para todo t € [0,T] tem-se

Mﬂsﬂﬂ+l¢@ﬁ@dﬁm%ﬁ

Em particular, se ¢(t) =0, entao u = 0.
Prova: Ver [17] .

A.7 Definicoes e notagoes utilizadas

Def. A.5 (Notacao). Dada uma discretizagao uniforme {0 = to,--- ,tn = T},
escreve-se At = t, 1 —t,. Dada uma fungao w com dominio em [0,T], define-se por

w™ o valor que w assume no ponto t, = nAt, isto é, w" = w(t,). Assim, também

se define:
W™ = g™ + (1 — 20)w™ + Guw" "

onde 8 € [0,1].

Def. A.6 (Norma discreta). Seja a discretiza¢ao uniforme de [0, L] dada por {xy =
0,79, , & = L}, com h = x;41 — ;. Dada fungao w € L*(0,L), define-se a

norma discreta em L*(0, L) por:

lwlfa.ny =1 Y lw(z)
i=1
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Def. A.7 (Norma discreta em Distribui¢oes Vetoriais). Seja a fungaow € L>°(0,T; H),
onde H é um Espago de Sobolev. Define-se a norma discreta em w € L*°(0,T; H)
por:

[l Zoeo 21y = max{[|w” |z, n =1, -+, N}.

Def. A.8 (Ordem de Convergéncia). Considerando uma sucessio de solugoes apro-
imadas (Um, , Uy s - - - s Uy, ), ONdE U, serd a solugdo aproxzimada relacionada a uma
malha com espacamento uniforme h;, de maneira que h; < hjy1, Vi€ l,... k. As-
sim sendo, serd calculado o erro de aprozimacgao E;(t) relacionado ¢ malha com
espacamento h; da sequinte forma

mat () = 1t (1) 20,

Portanto, afim de calcular a ordem de convergéncia do método, serd utilizada a

formula
In(Ei/Eit1)

P= ") (A.3)

Lema A.8. C5°(Q) € denso em H}(Q) na norma do H'(2).

Prova: Ver [3].



