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RESUMO

Carvalho, Carolina Szkruc de. Algoritmos Polinomiais para Problemas de
Layout em Grafos. 2015. 72 f. Dissertacao (Mestrado em Informatica) - PPGI,
Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti de Aplicacoes e Pesquisas Com-
putacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

Problemas de layout de grafos sao problemas de otimizagao combinatoria cujo
objetivo é encontrar um layout linear de um grafo de tal forma que um certo custo
seja otimizado. Sao conhecidos na literatura resultados eficientes para esses proble-
mas em algumas classes de grafos.

Neste trabalho consideramos uma importante subclasse de arvores, os grafos
caterpillar, e apresentamos solucoes 6timas de complexidade linear para quatro pro-
blemas de layout em grafos: separacao de vértices, arranjo linear minimo, largura
de banda e perfil. Mostramos que o valor da separacao de vértices para essa classe é
constante. Também provamos o valor do arranjo linear minimo para estrelas e cami-
nhos, que sao tipos especiais de caterpillars; além disso, foi mostrado como montar o
layout 6timo desse problema para caterpillars. Para o problema de largura de banda
a solugao foi dada para um tipo especial de caterpillar, que denominamos caterpillar
2-estrelas. O ultimo problema estudado foi o perfil: foi visto que o valor dele para
um caterpillar estd diretamente ligado ao nimero de vértices do grafo.

Palavras-chave: Grafos caterpillar, Separacao de vértices, Arranjo linear minimo,
Largura de banda, Perfil, Problemas de layout.



ABSTRACT

Carvalho, Carolina Szkruc de. Algoritmos Polinomiais para Problemas de
Layout em Grafos. 2015. 72 f. Dissertacao (Mestrado em Informatica) - PPGI,
Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti, Universidade Federal do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

Graph layout problems are combinatorial optimization problems whose goal is
to find a linear layout for a graph in such way that the cost is optimized. For
these problems, efficient solutions for some classes of graphs have been known in the
literature.

In this work we consider an important subclass of trees, the caterpillars, and we
present optimal solutions with linear time complexity for four problems: the vertex
separation problem, minimum linear arrangement problem, bandwidth problem and
the profile problem. We show that the value of the vertex separation to this class
is constant. We also proved the value of the minimum arrangement linear for stars
and paths, which are special types of caterpillars; furthermore, it was shown how
to assemble the optimal layout of this problem for caterpillars. For the bandwidth
problem, the solution was given to a special type of caterpillar, called caterpillar-2
stars. For the profilo problem it was seen that his value to a caterpillar is directly
linked to the number of vertices of the graph.

Keywords: Vertex separation, Minimum linear arrangement, Bandwidth, Profile,
Caterpillar.
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1 INTRODUCAO

Problemas de layout em grafos sao problemas de otimizacao combinatoria
cujo objetivo é encontrar um layout linear de um grafo G dado de tal maneira que
uma determinada fungao objetivo seja otimizada. Um layout linear de um grafo G =
(V,E), com |V| = n vértices, é uma funcdo bijetiva L : V' — [n] = {1,2,3,...,n},

isto é, um layout é uma rotulagao dos vértices do grafo em inteiros distintos.

Um abrangente levantamento do assunto foi feito por Diaz et al. em [12] e
por Petit em [42], onde pode ser visto que a solugao algoritmica de grande parte
desses problemas é exponencial. Na pesquisa por solucoes polinomiais é usual exa-
minar classes conhecidas, visando reconhecer propriedades estruturais particulares
das classes que permitam encontrar essa solugao. Dentre essas classes podemos citar

os grafos completos, as arvores e os grafos planares, entre outros.

O objetivo desta dissertacao é estudar alguns problemas de layouts em grafos,
apresentando solugoes polinomiais encontradas para algumas classes. Pretende-se
também buscar casos particulares em que a solugao ja conhecida possa ser significati-
vamente simplificada. Os problemas estudados serao: separacdo de vértices, arranjo
linear minimo, largura de banda e perfil. Os quatro problemas sao NP-completos
para grafos gerais [12]. Iniciamos o estudo verificando as solugdes polinomiais exis-
tentes para arvores. Em seguida desenvolvemos solugoes polinomiais para a classe
dos caterpillars, que é uma subclasse especial de arvores. Um caterpillar € uma
arvore T, com pelo pelo menos 3 vértices, que verifica a seguinte condi¢ao: quando
eliminamos todas as folhas de T" obtemos um caminho de comprimento nao nega-

tivo [14].



O primeiro capitulo apresenta alguns conceitos bésicos importantes. No Ca-
pitulo 2 sera feita uma apresentacao dos problemas estudados. Nos Capitulos 3 a 6
trataremos dos problemas: separacao de vértices, arranjo linear minimo, largura de
banda e perfil. Em cada um dos capitulos, respectivamente, ¢ introduzida a solugao

particular para os grafos caterpillars. No Capitulo 7 resumimos os resultados.

1.1 Conceitos Basicos

Nesta se¢ao revisaremos alguns conceitos basicos de grafos pertinentes a dis-
sertacao. Assume-se a familiaridade com os conceitos basicos de grafos que podem

ser encontrados em Diestel [14].

Um grafo G é um par G = (V, E), onde V é um conjunto de vértices e £ ¢ um
conjunto de arestas, sendo cada aresta um subconjunto de V' com 1 ou 2 vértices.
Quando esse subconjunto possui apenas um vértice essa aresta ¢ denominada laco.
Nesta dissertagao consideraremos grafos simples, ou seja, sem lagos. Para denominar
o namero de vértices e arestas denotamos n = |V| e m = |E|. Uma aresta sera

denotada por uwv.

Dois vértices sao adjacentes ou wizinhos quando sao extremidades de uma
aresta. O conjunto de adjacéncia é o conjunto que contém todos os vizinhos de um
determinado vértice v € V. Denota-se N(u) = {v €V : ww € E} o conjunto de
adjacéncia do vértice u e Nju] = {u} U N(u). O namero de elementos do conjunto

de adjacéncia de um determinado vértice v é denominado grau de v, e é denotado

por d(v).

Um grafo G’ = (V', E’) é um subgrafo quando V' C V e E' C E. Subgrafo
induzido G[S] é um subgrafo de G tal que S C V e possui todas as arestas de E
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com extremidades em S.

Um caminho simples é uma sequéncia < vy, v1,...,v, >, p > 0, de vértices
distintos tal que v;v;41 € E para 0 < ¢ < p. O comprimento do caminho é o nimero
de arestas que o constitui. Um grafo é conexo quando existir pelo menos um caminho
entre cada par de vértices. A distdncia de um vértice v a um vértice v é o menor
comprimento de caminho que existe de v até u. O didmetro de G é a maior distancia
existente entre dois vértices de G, em outras palavras é o maior caminho existente

em G. Denotamos diametro de G por diam(G).

Uma drvore é um grafo conexo tal que m = n — 1. Uma drvore enraizada
T, é uma arvore na qual algum vértice é escolhido como especial, a raiz da arvore.
Seja T'= (V, E) uma arvore enraizada e v € V um vértice de 7. O nivel de v em T
¢ o comprimento do caminho da raiz até o vértice v. A altura de uma arvore é igual
ao valor maximo de nivel dentre todos os seus vértices. Uma subérvore de T é uma

arvore enraizada em algum vértice de 7.

Figura 1.1: Exemplo de um caterpillar G.

Um grafo caterpillar (ou simplesmente caterpillar) é uma arvore 7', com pelo
menos 3 vértices, que verifica a seguinte condi¢ao: quando eliminamos todas as
folhas de T' obtemos um caminho de comprimento nao negativo. O caminho assim
obtido no caterpillar é chamado de espinha dorsal do caterpillar. Vamos denotar

por v;, ¢ = 1, ..., ny, os vértices que fazem parte do caminho e por w; ; os vértices
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folhas, onde ¢ indica o vértice v; da espinha dorsal ao qual a folha é adjacente, j
variando de 1 até o ntimero de folhas adjacentes a v;. O nimero de vértices do
caterpillar é entao n = ny +ns, onde ny € a sua quantidade total de folhas. A Figura

1.1 ilustra a notacao utilizada.

Nesta dissertacao serao considerados grafos conexos.
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2 PROBLEMAS

2.1 Introducao

Como ja foi dito, um layout linear é uma rotulacao dos vértices de um grafo
com inteiros sequenciais e distintos e foi também chamado na literatura de ordem
linear 1] ou uma numeragao [8]. Dois trabalhos com levantamentos cuidadosos dos

resultados existentes na area sao os surveys de [12] e [42].

Neste capitulo serda apresentado uma introdugao dos problemas estudados
nessa dissertagao. Antes de apresentar os problemas tratados alguns conceitos serao

apresentados:

Dado um grafo G = (V| E), L = {Ly, Lo, Ls, ..., L;} denota o conjunto de
todos os layouts de G. Seja L um layout de um grafo G e i um inteiro fixo em [n];
definimos os conjuntos £(i, L,G)= {u € V : L(u) < i} e D(i,L,G)= {u € V :
L(u) > i} como, respectivamente, os vértices a esquerda e a direita do vértice w
mapeado em ¢ (ou seja, L(w) = ¢). Dado um grafo G, a separa¢ao de vértices na
posicao i é definida por §(¢, L, G) = [{u € £(i, L,G) : 3v € D(i, L, G) com wv € E}|.
Um layout L & representado por uma sequéncia de pares constituidos por vértices

do grafo e suas posi¢oes em L :

L= {<U17 L(Ul))7 (U% L<1}2))7 P (Un, L(vn))}

O comprimento de aresta no layout L é definido por A(uv, L,G) = |L(u) — L(v)],
onde de uv € E. O custo do layout é uma funcao F que associa cada layout L de
G a um inteiro F(L,G). Seja F' o custo de layout. O problema de otimizacao de

um layout consiste em determinar o L* de G tal que
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F(L*,G) = mi? F(L,Q)

Le
sendo £ o conjunto de todos os layouts de G.

Seja G um grafo (Figura 2.1) e sejam Ly, Lo, L3 e Ly alguns de seus layouts

(Figura 2.2).

@G N
@

Figura 2.1: Grafo G.

sHoCTDO 0QTPOIE

Ly Ly
o e
202020202020 @O—© ® ®© @O-© ®

Ls Ly

Figura 2.2: Layouts de G.

2.2 Problema 1: Separacao de Vértices

O problema da separacao de vértices possui aplicagoes em algoritmos para
VLSI design [34]. Este problema possui relagdo com alguns outros problemas bem

conhecidos, essas relacoes serao apresentadas no Capitulo 3.
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A separagao de vértices de um layout, vs(L,G), é a maior separagao de

vértices, d(i, L, G), dentre todos os vértices do layout L.

Seja vs(L,G) = mz{m}d(i,L, G), onde [n] = {1,2,...,n}. Dado um grafo G =
i€ln
(V, E) o problema da determina¢io da separa¢ao de vértices consiste em encontrar

um layout L* tal que

vs(L*,G) = minvs(L,G),

Lel

sendo £ o conjunto de todos os layouts de G. O valor vs(L*,G) é denotado

MINVS(G).
Seja G um grafo (Figura 2.1) e sejam Ly, Lo, L3 e Ly quatro de seus layouts

(Figura 2.2). Um dos layouts 6timos do grafo G é o L3. Segue abaixo a separagao

de vértices para cada um dos quatro layouts apresentados na Figura 2.2:

L] US(Ll,G) = max5(i,L1,G) =3

icin]
5(1,L1,G) =
5(2,L1,G) =2
5(3,L1,G) =2
5(4,L1,G) =2
5(5,L1,G) = 3
5(6,L1,G) =2
5(7,L1,G) =0

e vs(Ly,G) = maxd(i, Lo, G) =4

i€[n]



( )
5(2, Ly, G) = 2
5(3,Ls,G) = 3
5(4, Ly, G) = 3
5(5, Ly, G) = 4
5(6, Ly, G) = 2
5(7, Ly, G) = 0

vs(Ls, G) = maxd(i, Ly, G) = 2

i€[n]

5(1, Ly, G) =

5(2,Ls,G) =2
5(3,Ls,G) = 2
5(4, Ly, G) = 2
5(5, Ly, G) = 2
5(6, Ly, G) = 2
8(7,L3,G) =0

vs(Ly, G) = max (i, Ly, G) = 3

1€[n]

(1, Ly, G) =
5(2, Ly, G) = 2
5(3, L4, G) = 2
5(4,Ls,G) =3
5(5,Ly,G) = 3
5(6,Ly,G) = 2
5(7,Ls,G) =0
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2.3 Problema 2: Arranjo Linear Minimo

O arranjo linear minimo foi considerado por [37] como um modelo para algu-
mas atividades do sistema nervoso. Outra aplicacao é no escalonamento de tarefas

em uma Gnica maquina (single machine job scheduling) [1, 43].

O arranjo linear minimo é a soma de todos os comprimentos de aresta de um

determinado layout.

Seja LA(L,G) = Z Muv, L, G). Dado G = (V, E) o problema da determi-
weE
nacao do arranjo linear minimo consiste em encontrar um layout L* tal que

LA(L*,G) = mi? LA(L,G),

Le

sendo £ o conjunto de todos os layouts de G. O valor LA(L*,G) é denotado

MINLA(G).

Seja G um grafo (Figura 2.1) e sejam Ly, Lo, L3 e Ly quatro de seus layouts
(Figura 2.2). Temos que dois dos layouts 6timos do grafo G sdo L; e Lz. Segue
abaixo o arranjo linear minimo para cada um dos quatro layouts apresentados na

Figura 2.2:

o LA(L,G) = > Muv,L,,G) =14

wwek

6+1+1+14+2+1+1+1=14

o LA(Ly,G) = Y Muv, Ly, G) = 19

wek
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S5+1+24+2+44+1+3+1=19

o LA(Ls,G) = Y Muv, L3, G) = 14

wek

6+2+1+1+1+1+1+1=14

o LA(Ly,G) = Y Muv, Ly, G) =17

wekl

24+14+34+3+2+3+14+2=17

2.4 Problema 3: Largura de Banda

A largura de banda de um layout L é o maior comprimento de aresta desse
layout. Dentre as véarias aplicagoes deste problema, destacam-se: solucao de sistemas

lineares e soluc¢ao de problemas de interconexao de redes [33].

Seja BW(L,G) = ma%()\(uv,L,G). Dado um grafo G = (V, E) o problema
uve

da determinacgao da largura de banda consiste em encontrar um layout L* tal que

BW(L*,G) = min BW(L.G),

Le

sendo £ o conjunto de todos os layouts de G. O valor BW(L*,G) é denotado

MINBW(G).

Seja G um grafo (Figura 2.1) e sejam L, Lo, L3 e Ly quatro de seus layouts
(Figura 2.2). Temos que um dos layouts 6timos do grafo G é o L4. Segue abaixo a

largura de banda para cada um dos quatro layouts apresentados na Figura 2.2:
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e BW(Ly,G) = max A(uv, L1,G) =6

wek

o BW(Ls,G) = max AN(uv, Ly, G) =5

wekl

e BW (L3, G) = max A(uv, L3, G) =6

wek

e BW(Ly,G) = max AN(uv, Ly, G) =3

wek

2.5 Problema 4: Perfil

O problema do perfil é muito usado para melhorar o desempenho das ope-
ragoes em sistemas de equagoes nao lineares [46]; ele também possui aplicagoes no
projeto Genoma Humano [25], em arqueologia [26], na recuperagao da informagao
[7] e reconhecimento de impressoes digitais [25]. O perfil é a diferenca absoluta dos

rotulos dos vértices com seus adjacentes de menor valor.

Seja PR(L,G) = Z <L(u) — vlén]\ill[}L]L(v)) . Dado um grafo G = (V, E), o
ueV

problema de determinag¢ao do perfil de G' consiste em encontrar um layout L* tal

que
PR(L*,G) = min PR(L,G),
Lel

sendo £ o conjunto de todos os layouts de G. O valor PR(L*,G) é denotado

MINPR(G).

Seja G um grafo (Figura 2.1) e sejam L, Lo, L3 e Ly quatro de seus layouts
(Figura 2.2). Alguns dos layouts 6timos do grafo G sdo Li, L3 e Ly. Segue abaixo

o perfil para cada um dos quatro layouts apresentados na Figura 2.2:



PR(Ly,G) = (L(u) — min L(v)) =12

eN
ueV v [u]

O+1+1+1+1+2+6=12

PR(Ly,G) = ) _ (L(u) — min L(v)) =14

vENu]
ueV

O+14+0+2+2+5+4=14

PR(L3,G) = ) (L(u) — min L@)) =12

eEN
ueV v [u]

O+14+2+14+1+1+6=12

PR(Ls,G) = (L(u) — min L@)) =12

N
ueV vENTul

O+1+2+0+3+3+3=12
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Nesse capitulo foram apresentados os problemas estudados nesta dissertacao.

O primeiro problema tratado, no préximo capitulo, serd a separacao de vértices.
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3 SEPARACAO DE VERTICES

3.1 Introducao

O problema da separacao de vértices foi introduzido por Lengauer (1981),
que definiu o que chamou um jogo de separac¢do de vértices. Consideramos aqui o
mesmo conceito, em termos de layouts lineares. A versao de decisao do problema de
separacao de vértices para grafos em geral foi provada no mesmo trabalho ser um

problema NP-completo.

Seja vs(L,G) = mz[i)]ié(z’,L, G), onde [n] = {1,2,...,n}. Dado um grafo G =
S
(V, E) o problema da determina¢io da separa¢ao de vértices consiste em encontrar

um layout L* tal que

vs(L*,G) = minws(L, G),

Lel

sendo £ o conjunto de todos os layouts de G. O valor vs(L*,G) é denotado

MINVS(G).

O problema da separagao de vértices ganhou importancia devido a sua re-
lacao, direta ou indireta, com outros problemas importantes de grafos, tais como
niamero de busca (search number - também chamado de ntimero de aresta de busca
(edge search number) [38]), espessura do intervalo (interval thickness)[27] e largura

de caminho (pathwidth) [6].

O conceito de numero de busca foi introduzido por Parsons [39, 40]. O nimero
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de busca de um grafo G, denotado por s(G), é o nimero minimo de buscadores ne-
cessarios para garantir a captura de um fugitivo que pode mover-se com velocidade
arbitraria sobre as arestas do grafo. Esses buscadores desenvolvem um chamado
plano de busca. Um plano de busca permite trés tipos de operagoes: colocar um
buscador em um vértice, remover um buscador de um vértice, movimentar o bus-
cador ao longo de uma aresta. Um plano de busca que utiliza o menor niimero de
buscadores ¢ um plano de busca 6timo [35]. Foi mostrado por [15] uma relagao entre
separagao de vértices e numero de busca: a separagao de vértices de um grafo G é
menor ou igual ao niimero de busca de GG, e o nimero de busca de G serd menor ou
igual a separ¢ao de vértices de G mais um. Em [15] tAmbem é dado uma transfor-

magao de um grafo G em G’ tal que a separacao de vértices de G’ é igual ao ntimero

de busca de G.

Em 1986 Kirousis and Papadimitriou definiram uma variacao do ntimero de
busca, chamado ntimero de n6 de busca [28]. A diferenga entre o nimero de busca
e o namero de n6 de busca é que no segundo o buscador nao se move ao longo da
aresta. Foi mostrado que o niimero de n6 de busca é igual a separacao de vértices

mais um.

Conforme mencionado, outro problema que possui grande relacao com a se-
paracao de vértices é o problema de determinar espessura do intervalo, 6, que foi
introduzido em 1985 por Kirousis e Papadimitriou [27]. Dado um conjunto de inter-
valos I numa reta, o grafo de intervalos de I é obtido representando cada intervalo
por um vértice e cada intersecao de dois intervalos por uma aresta entre os vértices
correspondentes. A espessura de intervalo de um grafo é a menor clique méaxima

obtida dentre todos os grafos que s@o supergrafos de G [27].

O problema de determinar a largura de um caminho de um grafo G, pw(G),

foi introduzido por [44] em 1983. Uma decomposi¢io em caminho de um grafo é
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uma sequéncia de subconjuntos de vértices, D = Xj,...X,, onde cada aresta do
grafo GG possui as duas extremidades em algum conjunto X;; se um vértice do grafo
G pertence aos conjuntos X; e X; onde 7 < j, entao o vértice deve pertencer a todos
os conjuntos Xy onde i < k < j. A largura de caminho do grafo G com respeito a
D é o maior nimero de vértices nos conjuntos X; , 1 <7 < r, menos 1 unidade. A
largura de caminho de GG é definida como a menor largura de GG considerando todas

as possiveis decomposi¢oes em caminho de G [44], [45].

’ parametro \ relacao com a separacao de vértices
namero de busca s(G) vs(G) < s(G) <ws(G) +1
espessura de intervalo 6(G) 0(G) =vs(G) +1
largura de caminho pw(G) pw(G) = vs(G)

A determinagao da separagao de vértices tem solucao polinomial para algumas
classes de grafos. Diaz [12] e Petit [42] listam alguns desses resultados. Bodlaender
e Mohring [6] mostraram um algoritmo com complexidade de tempo de O(n) que
determina a largura de caminho para cografos. Para separacao de vértices dos grafos

grade com n dimensoes existem resultados com complexidade de tempo de O(n?) [5].

Ellis et al. [15] apresentaram um algoritmo que computa a separagao de
vértices e o layout 6timo para arvores com complexidade de tempo O(nlogn). Ainda
para arvores, Skodinis [50] estabelece um algoritmo com tempo de complexidade de
O(n). Ellis e Markov [16] apresentaram um algoritmo, com complexidade de tempo
de O(nlogn), que determina a separacao de vértices e o layout 6timo para grafos
uniciclos (grafo composto por uma arvore acrescida de uma aresta). Sao usados no
algoritmo os métodos descritos em [15] e [50] para arvores. Algum tempo depois,
Chou et al. [9] modificaram o algoritmo dado por [16] chegando assim em uma
complexidade de tempo de O(n). Kawasaki e Justel [38] mostraram que a separagao
de vértices de uma arvore binaria cheia Tj, de altura h (&rvore binaria na qual o

ntmero de vértices é 2" — 1) est4 relacionada diretamente com sua altura h.
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3.2 Separagao de Vértices em Arvores

Concentramos nosso estudo em &arvores. Vamos denotar 7'[z| uma arvore
enraizada pelo vértice z e vs(T'[x]) a separagao de vértices dessa arvore. Chamamos
de subdrvores induzidas por um vértice z as subarvores de T'[x] que sao formadas ao
se retirar o vértice x da arvore. As Figuras 3.1 e 3.2 mostram um exemplo de uma

arvore e suas subarvores induzidas por um vértice x.

O algoritmo apresentado em [15] enraiza uma arvore 7" por um de seus vértices
e considera recursivamente as subarvores induzidas de nivel mais alto (as folhas) até
chegar na arvore T' de nivel mais baixo (nivel 0) onde se encontra a raiz, combinando
os resultados. Nesse algoritmo sao utilizados o conceito de vértice critico (Defini¢ao

3.1), o Teorema 3.1 e o Corolério 3.3, vistos a seguir.

Figura 3.1: Arvore enraizada em .

Definicao 3.1. Um vértice x € k-critico em uma drvore enraizada T se e somente se

vs(T[x]) = k e existem apenas dois filhosy e z de x tal que vs(T[y]) = vs(T[z]) = k.
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Figura 3.2: Subérvores induzidas pelo vértice x.

u

OSORONRONNG
&) @)

Figura 3.3: Arvore l-critico.

O vértice u da Figura 3.3 é um vértice critico, pois vs(T'[u]) = 1 e as subér-

vores T'[2] e T3] induzidas pelo vértice u também possuem separagao de vértices 1.

Teorema 3.1. Seja T uma drvore e seja k > 1. Entao vs(T) < k se e somente
se para todo vértice x em T no mdzrimo duas subdrvores induzidas por x possuiram
separacao de vértices k e todas as outras subdrvores possuem separacao de vértices

menor ou tqual a k — 1.

Vejamos agora um exemplo. Na Figura 3.4, T'[z| ¢ uma arvore enraizada
pelo vértice x e na Figura 3.5, T, 15 e T3 sao as subarvores induzidas por z. As
subarvores T e T, possuem separacao de vértices igual a 1 e T3 possui separacao de
vértices igual a 0. Vemos nesse exemplo que 7} e T, possuem separagao de vértices
igual a k e T3 igual a k — 1 e vs(T[z]) = 1, logo a arvore da Figura 3.4 satisfaz

a condicao do teorema. Se essa arvore T for enraizada em qualquer um de seus
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vértices essa condi¢ao continuré a ser satisfeita.

X

0 o ®
1) @

Figura 3.4: Arvore T'[z].

@ @) ®
(19 (2)

Figura 3.5: Subarvores induzidas porx: Ty, Ty e T;.

Corolario 3.1. Temos que vs(T) > k se e somente se existe um vértice que induz

trés ou mais subdrvores T' tal que vs(T") > k.

Por exemplo, as subarvores da Figura 3.2 possuem separacao de vértices
iguais a 1. A arvore T'[z], Figura 3.1, possui separagao de vértices 2 pois as quatro
subarvores induzidas por x possuem a separacao de vértices iguais a 1. As quatro
subarvores possuem separacao de vértices k, logo satisfaz o Corolario 3.1. Por isso
vs(L,G) > k.

Pelo Teorema 3.1 obtemos que cada arvore T' com a separacao vértices k tem
no maximo um vértice k-critico. Esse vértice nao tem mais do que duas subarvores
com separacao vértices k, porque, caso contrario, existiria trés subarvores de 7' com

separagao de vértices k o que contraria o fato de vs(T") = k. Assim obtemos:

Corolario 3.2. Toda drvore T com vs(T) = k possui no mdximo um vértice k-

critico.
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Corolario 3.3. Seja T[u] uma drvore com raiz u dentro de uma drvore enraizada

T contendo filhos vy, ...,vq € k = max;{vs(T[v;])}. Podemos afirmar que:

1. Se mais de duas das drvores T[v;] possuem separa¢ao de vértices k, entao

vs(T[u]) =k + 1.

2. Se exatamente duas das drvores T[v;] possuem separagao de vértices k e pelo

menos uma contém um vértice k-critico, entao vs(T[u]) =k + 1.

3. Se exatamente duas das drvores T[v;] possuem separagao de vértices k e ne-

nhuma delas contém um vértice k-critico, entao vs(T[u]) = k.

4. Se exatamente uma das drvores T[v;] possui separacao de vértices k e ela

contém um vértice, x, k-critico, e vs(T[u, x]) = k, entao vs(T[u]) =k + 1.

5. Se exatamente uma das drvores T|v;] possui separacao de vértices k e ela

contém um vértice, x, k-critico, e vs(T[u, x]) < k, entao vs(T[u]) = k.

6. Se exatamente uma das drvores T[v;] possui separagdo de vértices k e ela nao

contém um vértice k-critico, entio vs(T[u]) = k.

A inicializagao do algoritmo considera que uma arvore com um unico vértice
tem separagao de vértices zero e uma arvore possui separagao de vértices igual a
1 se e somente se ela contém no minimo uma aresta e nao contém subarvores com

separacao de vértices maior que 1.

Como ja foi dito anteriormente o algoritmo que acha a separacao de vértices
para arvores é um algoritmo recursivo. Resumidamente, o algoritmo consiste em
enraizar a arvore por um vértice u, andar em suas subérvores até chegar nas folhas,
que possuem separacao de vértices zero, e de 14 voltar localizando a separacao de

vértices das subarvores T"[x], onde z ¢ a raiz da subarvore, segundo o Corolario 3.3.
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A separacao de vértices de uma subarvore é determinada da mesma forma que
a arvore enraizada. Seja T'[u] uma arvore enraizada dentro de T'. Seja T'[u, vy, va, ..., v;]

a arvore de raiz u da qual foi retirada a subérvore de raiz v;.

A seguir apresentamos um exemplo:

Figura 3.6: Arvore T'[u].

Sabemos que a separacao de vértices das folhas é sempre zero e dos vértices

que s6 possuem folhas como filhos é um. Portanto:

o vs(T[fi]) = vs(T[fa]) = vs(T[fs]) = vs(T[ful) = vs(Tf5]) = vs(T[fe]) =
vs(T[las]) = vs(T[las]) = vs(T'[2b]) = vs(T'[2¢]) = 0.

<
0
—
=
=
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I
<
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=
=
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e vs(T[lay]) = vs(T[1by1]) = vs(T[1b12]) = vs(T[2a1]) = vs(T[2as]) = vs(T'[3a]) =
vs(T'[30]) = vs(T'[3c]) = 1.

Agora vamos determinar a separacao de vértices das subéarvores de T



28

vs(T[lal):

A subarvore T[1a] possui trés subarvores, porém, apenas uma possue separagao
de vértices igual a k, que nesse caso k = 1. Logo, temos pelo caso 6 vs(T'[al]) =
1.

vs(T[1b1]) e vs(T'[2al):

A separagao de vértices de T[1b1] e T'[2a] sao determinadas pelo caso 3. Ambas
possuem duas subérvores com separacao de vértices igual a k, k = 1. Logo,
temos que vs(T'[1b1]) = vs(T[2a]) = 1. Os vértices 1b; e 2a sao vértices criticos.
vs(T[1b]):

Ap6s determinar a separagao de vértices da subarvore T'[1b,] é a vez de calcular
vs(T[1b]). Possuindo apenas uma subarvore com separacao de vértices k, k =
1, e esta contendo um vértice critico, 1by, também temos que vs(7T[1b, 1b1]) =
0 <k=1. Logo, pelo caso 5, vs(T[1b]) = 1.

vs(T'[1]):

Temos que T'[1] possui duas subarvores onde vs(T'[la]) = vs(T[1b]) = 1 = k.
Logo, pelo caso 2, vs(T[1]) = 2.

vs(T[2]):

A subarvore T'[2] possui trés subarvores, porém, apenas uma possui separacao
de vértices igual a k, k = 1, e essa subarvore possui um vértice critico. Temos

que vs(7T[2,2a]) = 1 = k. Logo, pelo caso 4 vs(T[2]) = 2.

Figura 3.7: T2, 2a].
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e vs(T[3])

Chegamos na ultima subarvore de T'[u]. T'[3] possui trés subarvores com sepa-

racao de veértices igual a k, k = 1. Logo, pelo casol, vs(T[3]) = 2.

Apos calcular a separacao de vértices de todas subarvores temos que T'|u]
possui trés subarvores. As trés possuem separacao de vértices 2. Logo, temos pelo

caso 1, vs(T'[u]) = 3.

3.3 Separacao de Vértices para Caterpillars

Como um caterpillar é uma arvore, para determinar sua separacao de vértices
foram utilizados os seis casos descritos no Corolario 3.3 (apresentados em [15]).
Foi constatado que independentemente do caterpillar considerado sua separacao de

vértices é sempre constante, como provado no teorema a seguir.

Teorema 3.2. Se G € um caterpillar entdo MINVS(G) = 1.

Prova. Seja G um caterpillar. Com o intuito de utilizar o Corolario 3.3 é necessario
enraizar o caterpillar G por um de seus vértices. Podemos enraizar G pelos vértices
da sua espinha dorsal (vértices das extremidades- caso 1 - ou intermediérios - caso

2), ou por uma das folhas (caso 3).
Caso 1: Enraizando em v,, ou em v,
Suponha o caterpillar G enraizado por v,,,. Para o vértice vy temos vs(T'[v;]) =

1, pois a separacao de vértices das folhas é 0 e uma arvore onde todas suas subéarvores

induzidas pela raiz sao folhas, possui separacao de vértices igual a 1.
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Considere o vértice vy e suas subarvores, T'[v1],T[wa1],..., Tws;]. Todas,
exceto T'[vy], sdo folhas. Logo vs(T|wz.] =,...,= vs(Twy;]) = 0. Como T[v;] =
1, entdao vs(T[vs]) = 1 pelo caso 6 do Corolario 3.3, pois ela possui apenas uma

subarvore induzida com separacao de vértices igual a k.

Por raciocinio analogo, podemos concluir que T[vs] = Tvy] = ... = T[vp 1] =
1. Por fim, a subarvore T[v,, 1] é induzida pelo vértice v,,, onde todas as outras

subarvores induzidas por esse vértice sdo folhas. Logo, vs(T[v,,]) = 1.

Figura 3.8: Arvore do caterpillar enraizada por v, .
Resultado analogo pode ser obtido se o caterpillar G foi enraizado em v;.
Caso 2: Enraizando em v;, v; # v € v; # vy,
Ao enraizar a arvore por um vértice v;, 1 < i < nq, esse vértice induz duas

subarvores que nao sao folhas, T'[v;_1] e T[v;41]. Essas subarvores sdo idénticas

aquela estudada no caso 1. Logo, vs(T'[v;—1]) = vs(T[v;41]) = 1. Com isso T[v;] se
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Figura 3.9: Arvore do caterpillar enraizada por v;.

enquadra no caso 3 do Corolario 3.3, e portanto, vs(T[v,]) = 1.

Figura 3.10: Arvore enraizada pelo vértice: v, v; # V1 € V; # Uy, -
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Caso 3: Enraizando por uma folha w; ;

Considere a arvore enraizada por uma folha w; ;. Como cada w; ; esta ligado

a apenas um vértice v; existe somente uma subarvore induzida pela raiz.

Quando enraizamos por uma folha que esta ligada a um dos vértices das

extremidades da espinha dorsal (i = 1 ou i = n;) temos um caminho, como no

Figura 3.11: Arvore enraizada pelo vértice: folha Wij.

primeiro caso provado.

Ja ao enraizar por qualquer outra folha, (i = 2, ...,n; —1), a raiz induz uma
subavore, que por sua vez, induz duas subéarvores com separacao de vértices igual
a 1, como a do segundo caso provado. Portanto o vértice ligado a raiz sera critico.
Como a raiz possui uma subarvore com separacao de vértices igual a 1 e a arvore
formada ao se retirar a subarvore enraizada pelo vértice critico tem separacao de

vértices menor que 1, entdo temos o caso 5 do Corolario 3.3. Logo vs(T'[w; ;]) = 1.
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E facil observar o porqué de uma arvore caterpillar nunca cair nos outros
casos. Para cair no caso 1 a raiz tem que induzir pelo menos trés subarvores com
mesma separacao de vértices. Isso é impossivel de acontecer: devido & definigao
de caterpillar, a raiz pode induzir muitas subarvores; Mas no maximo duas com
a separacao de vértices diferente de zero. Isso ocorre pois no caminho, que é onde
teremos separacao de vértices diferente de zero, s6 é possivel formar no méximo duas
subéarvores. O caso 2 necessita da existéncia de um vértice critico em pelo menos
uma das duas subarvores induzidas pela raiz. Como vimos isso é impossivel devido &
estrutura do caterpillar. Ja o caso 4 nunca ocorrera pois, ao retirar o vértice critico,

¢ impossivel a separacao de vértices de T'w; ;, v;| ser igual a vs(Tw; ;]).

Figura 3.12: Layout 6timo do caterpillar.

A Figura 3.12 mostra um dos layouts 6timos do caterpillar da Figura 1.1.
Observe que o layout tem na primeira posicao o primeiro vértice da espinha dorsal,
v1. Nas posigoes seguintes estao todas as folhas de v;. Em seguida vem vy, v3 €
todas as folhas de v3. Essa ordenacao de vértice da espinha dorsal seguido de suas
folhas segue até o fim do layout. Temos entao uma regra para determinar um dos
layouts 6timos de um caterpillar: um vértice da espinha dorsal seguido de suas folhas
adjacentes, comecando o layout por um dos vértices das extremidades e respeitando
a ordem de adjacéncia da espinha dorsal. E imediato concluir que esta construcio

pode ser efetuada com complexidade de tempo de O(n).
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4 ARRANJO LINEAR MINIMO

4.1 Introducao

O problema do arranjo linear minimo foi primeiramente apresentado por
Harper [21], com o objetivo de estudar codigos de corre¢ao de erros. O problema do
arranjo linear minimo tem recebido alguns nomes alternativos: melhor ordenacao
linear, soma das arestas, 1-soma minima, soma da largura de banda ou problema

comprimento do fio.

O arranjo linear de um layout LA é a soma do comprimento de todas suas
arestas. O problema de determinar o arranjo linear minimo, consiste em dado um
grafo GG, encontrar o layout 6timo, ou seja, o layout que possui o menor arranjo

linear entre todos os layouts de G.

Seja LA(L,G) = Z A(uv, L,G). Dado G = (V, E), o problema da determi-
weE
nag¢ao do arranjo linear minimo consiste em encontrar um layout L* tal que

LA(L*,G) = min LA(L, G),
Lel

sendo £ o conjunto de todos os layouts de G. O valor LA(L*,G) é denotado
MINLA(G).

Existe uma conexao entre o problema do nimero de cruzamento bipartido
(bipartite crossing number problem) e o problema do arranjo linear minimo. O

problema do niimero de cruzamento bipartido é a determinagao do menor ntimero
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de cruzamento de arestas entre todos os tragados bipartidos de G. Shahrokhi [4§]
mostrou um algoritmo em que o arranjo linear minimo pode se usado para localizar
o numero de biparticao de uma &arvore, demonstrando assim que um algoritmo com
complexidade de O(n'®) existe para esse problema. Em [23|, ¢ apresentado um
algoritmo em tempo linear para uma classe restrita de grafos chamada one-page.
Um layout desse tipo acontece se nao existirem quatro vértices a, b, u,v onde (a,b)
e (u,v) sdo arestas e L(a) < L(u) < L(b) < L(v), ou seja, sem que existam arestas
cruzadas no layout. Para grafos de intervalo, [11] prova que o arranjo linear minimo
& NP-dificil. O mesmo resultado é valido para grafos de permutacdo. E apresentado
um limite inferior e um algoritmo simples e rédpido, com aproximacao de um fator
2, com base em qualquer modelo de grafo intervalo. Um algoritmo polinomial para

a atribuigao de um grafo série-paralelo é sugerido por [58|.

4.2 Arranjo Linear Minimo para Arvores

Para arvores, Diaz fala em [12] que Goldberg and Klipker [19] mostraram um
algoritmo com complexidade de tempo O(n?®) para resolver o problema do arranjo
linear minimo. Em 1979, Shiloach [49] provou um algoritmo complexidade O(n??)

para arvores nao direcionadas. Em seu artigo Shiloach define trés tipos de layouts:

Seja v, um vértice que induz as subéarvores 11, Ts, ..., Ty,.

e Tipo 1: (11,1, ..., Tx|v.)

O layout L é do tipo (T4, Ts, ..., Tx|v.) se a seguinte relagdo se mantém:

Jj—1 J
Zni < L(v) < Zn, < L(vy),
i=1 i=1

para todo v € T} e para todo 1 < j < k, onde n; denota o nimero de vértices
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deT;,1=1,..., k.

e Tipo 2: (v.|T1, T, ..., Tk)

O layout L é do tipo (v.|Ty, Ty, ..., Tk), se o inverso do layout L, L, for do tipo
(Tl,TQ, ,Tk’U*)

e Tipo 3: (11,1, ..., Tp|vi|Tpsa, ..., Tk)

O layout L ¢é do tipo (11,7, ..., T,|vi|Tps1, ..., T)) se for dos tipos 1 e 2,
(Th, Ts, ..., Ti|vy) e (vi|T1, T, ..., T}), a0 mesmo tempo.

Os trés tipos sao ilustrados na Figura 4.1.

Basicamente, esses tipos de layouts sao trés formas de organizar as subéarvores

de um determinado vértice wv,.

Também sao definidos dois conceitos de arvores: arvore ancorada e livre.
Arvores ancoradas sao subarvores (77, ..., Tx) que pertencem a arvore 7', induzidas
por um v,, onde, v, liga essas subarvores a arvore T. A diferenca entre uma arvore

ancorada e uma arvore livre, é que na primeira, v, € o vértice que liga a ancora a

arvore T', ja na segunda, v, é a raiz da arvore T

O algoritmo é recursivo e trata as arvores ancoradas e livres simultaneamente,
usando um parametro «. Para arvores livres, o = 0, e para arvores ancoradas, o = 1.
Mesmo quando a arvore é livre ela é ancorada pelo algoritmo, ou seja, a arvore é
enraizada pelo v, e seus filhos sao divididos em duas partes, a parte a direita e a

esqueda de v,.

Primeiramente, o vértice v, é determinado através do teorema do vértice

central.



T, 15 T.  Restante da arvore

Tipo 2

Restante da arvore T T T

Tipo 3

T, T, R. arvore  Tpt1 Ty

Figura 4.1: Tipos de layout.
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Teorema 4.1. Teorema do Vértice Central: Existe um vértice v, satisfazendo: se

To, ..., T}, sao todas as subdrvores induzidas por v, entao:

n
’L< —_— 7.:1,...,]\/:.
i = bJ !

As subarvores Ty, ..., Ty, induzidas por v,, sao numeradas tal que ng > n; >

... > ng. Em seguida é determinado o layout 6timo para as ancoras direita e esquerda.

As ancora direita e esquerda sao definadas pelos seguintes custos:
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ancora direita: C[L,Tp(v)] = C[L,T] +n — L(v);
ancora esquerda: C[L,Tg(v)] = C[L,T] + L(v) — 1.

Em seguida é calculado o custo, C,(A), para um layout do tipo (Ty|v,). Para
arvores livres, Cy(A) ¢ a soma do custo da parte direita com o custo da parte
esquerda da arvore, mais 1. Para arvores ancoradas, ¢ a soma do custo da &ncora
direita, mais o custo do restante da arvore, mais o nimero de vértices da arvore,

menos o numero de vértices da ancora direita.
O préximo passo é calcular p,, que é o maior inteiro que satisfaz a seguinte

> n*+2 + ’I’L0+2
n; )
2 2

para i =1,...,2p, — «, onde

inequagao:

Ny =N — E n;.

Se po, = 0 entdo o C,(A) é a resposta do problema. Caso contrario, p, > 0, o
arranjo linear minimo pode ser de dois tipos: (Tp|v.) ou (11, T, ..., Top,—1|Vs| Topa—20s -y T4, T5).
Entao, ¢ calculado o custo para esse segundo tipo, Cy(B). Se C,(A) < Cy(B) entao

Ca(A) é o arranjo linear minimo. Se nao o arranjo linear minimo é C,(B).

Os custos Cy(A) e Cy(B), sdo calculados pelos teoremas 4.2 e 4.3. O primeiro
teorema diz qual o tipo do layout. O segundo mostra como calcular o custo para

cada tipo de layout com seu respectivo a.

Teorema 4.2. a) Se p, = 0 entao T(«) possui o layout minimo do tipo (vo|vi). b)

Se po, > 0 entao T'(«) possui o layout minimo de um dos tipos assequir:
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A: (T(vo|vs))

B: (Tl, 7137 ceey T2pa—1’U*|T2pa—2aa ceey T47 TQ)

Teorema 4.3. a) Se L é um layout de T(«) do tipo A entéo

C[L7 (T())D<U0)] + C[L, (T — T())E(U*>] + 1 se a= O

Ca(4) =ClL. T(a)] = { C|L,(Ty)p(vo)] + C[L, T —To) +n—ng se a=1.

b) Se L é um layout de T(«) do tipo B entao

Co(B) =CIL,T(a)] = QZ CIL, (T3)p(v;)] + az C[Li, (Ti)p(v)] + C[L, T.] + Sa-

Seja T, = T(a) — (11, ..., Top,—24) € seja:

So = (n3 + 1) + 2(ns + ng) + ... + (po — 1) (n2py—1 + n2pg) + po(ns + 1),

So = (n2 +n3) + 2(ng +ns) + ... + (pr — 1)(n2p, -1 + n2p,) + pr(ne + 1) — 1.

Ainda para arvores, em 1983, Chung em [10], prova um algoritmo com com-

log 3

plexidade O(n*) para \ satisfazendo \ > loes

aproximadamente 1.6. O artigo dado
por Chung, primeiramente, analiza um algoritmo O(n?), que é similar ao algoritmo
apresentado em [49]. Em seguida é dado o algoritmo O(n%g) O segundo algoritmo
¢ uma versao refinada do primeiro mostrado. A principal ideia é encontrar o arranjo
linear minimo de forma mais eficiente nesse processo recursivo. O algoritmo consiste
em trés partes. A primeira determina o arranjo linear minimo para uma arvore 7.

A segunda parte determina o arranjo linear minimo para uma arvore enraizada T™.
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E a terceira parte, para duas arvores, T* e T" com |V(T)| > |V(T)|, determina
o custo do arranjo linear minimo para 7% e T'U T*, que é a arvore formada pela

combinacgao de T" e T' com uma aresta ligando as duas raizes de T" e T*.

4.3 Arranjo Linear Minimo para Caterpillar

Apresentaremos uma forma mais simples de encontar o arranjo linear minimo
para a classe dos caterpillars, Mostrando que no layout 6timo as arestas devem

possuir o menor comprimento possivel.

Primeiramente vamos tratar dos dois casos particulares: os grafos caminho e

estrela.

Caso 1: Grafo caminho

Teorema 4.4. Se G é um caminho, entio MINLA(G) = |E| = |V| — 1.

Prova. Seja G um grafo caminho. Logo, G é conexo. Para n vértices, o menor
numero de ligagoes possiveis é n — 1 arestas. A distancia entre dois vértices adja-
centes é no minimo 1. Se todos os vértices adjacentes possuirem distancia 1 entao o

somatorio das distancias entre dois vértices adjacentes serda no minimo n — 1. Logo,

MINLA(G) =n — 1. O

A Figura 4.2 ilustra o resultado do Teorema 4.4.

Caso 2: Grafo estrela
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@)
Figura 4.2: Exemplo de um grafo caminho.

Um grafo estrela é uma arvore onde um tnico vértice tem grau diferente de
1 e esta ligado a todos os outros vértices. O vértice central, v., do grafo estrela é o
tnico vértice que possui grau diferente de um. Para um layout 6timo, v. deve ficar
o mais central possivel, pois assim as arestas terao o menor comprimento e o layout

serd 6timo. Logo, a posicao do vértice central no layout é dada por:

21 +1, sen for impar,
L(v) 5]

n
5, sen for par.

Figura 4.3: Grafo estrela.

O arranjo linear minimo do grafo estrela é o somatoério das distancias do
vértice central até todos os vértices a sua esquerda, mais o somatoério das distancias
do vértice central até todos os vértices a sua direita. Caso o nimero de vértices do
grafo estrela seja impar existird a mesma quantidade de vértices a direita, ng, e a
esquerda, n., do vértice central. Caso contrario um dos lados ficard com um vértice

a mais. O arranjo linear minimo é dado por:
Z Muv, L,G) = Z Ai(uv, L, G) + Z Ae(uv, L, G)
wekE uwveD(i,L,G) uwve(i,L,G)

onde, A\g(uv, L, G) e A(uv, L, G) sao as distancias do vértice central até um vértice

da direita e da esquerda respectivamente.
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Figura 4.5: Layout do grafo estrela com n par.

Quando n for impar, A\j(uv, L, G) = Ac(uv, L, G). Nos casos em que n for
par, a distancia do vértice mais afastado do centro ¢ dada por: |[Ng(uv,L,G) —
Ae(uv, L, G)|. O arranjo linear minimo da metade do layout é a soma de uma pro-

w onde, a; é 1 (distancia do vértice mais

gressao aritmeética de razao 1, S, =
proximo do centro), a, é a distancia do mais distante e p é o nimero de vértices do
lado do layout que estéa sendo analizado. Logo, o arranjo linear minimo para estrelas

com n impar é dado por:

> Muv, L,G) = 2(@) (H(n%w w21

wekl

e para n par é dado por:

S A L,G) - 5(1;5) . (-1 (1; (3-1) _

wek

Corolario 4.1. Seja G um grafo estrela. Entao o arranjo linear minimo de um
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grafo estrela € dado por:

n?—1
4 9

para T impar,
MIMLA(G) =

n2
R para n - par.

Temos entao, para o grafo da Figura 4.4, MIMLA(G) = 12 e para o grafo da
Figura 4.5, MIMLA(G) = 16.

Caso 3: Caterpillar

O arranjo linear minimo para caterpillar foi dado por Horton em [24]. Ele
prova o arranjo linear minimo para caterpillars como parte da resolucao do problema
de determinar o arranjo linear minimo para a classe dos grafos Halin. Grafos Halin
sao grafos planares com n > 3, com a propriedade de que o conjunto de arestas pode
ser dividido em uma &arvore, onde nehum vértice possui grau menor do que 3, e um
ciclo C, que une todas as folhas da arvore. Para provar o arranjo linear minimo
para caterpillars, Horton utiliza o Teorema 4.5, que determina o limite inferior do

arranjo linear minimo para um caterpillar dado, e a Definigao 4.2.

Propriedade 4.1. Os vértices wy1 e wy, ; com L(wy1) e L(wy,, ;) rotulados com 1

e n respectivamente, sao folhas, isto €, d(wy 1) = d(wy, ;) = 1.

Propriedade 4.2. Seja P um caminho no caterpillar G formado pela espinha dorsal
acrescentados dos vértices wyy e wy, ; rotuladas por 1 en. O caminho P € denotado
POT G, ...y iny+1, onde ij € o (j + 1)-ésimo vértice do caminho. Entao os rétulos de

P sao “monotonos” tais que:
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L(i;) < L(ij41) parai=0,1,...,n,
L(i;) > L(ij41) parai=0,1,...,n.

Propriedade 4.3. Suponha P um caminho conectando um par de folhas no cater-
pillar e, além disso, seja esse o maior caminho em T'. Entao o grafo formado pela
remog¢ao das arestas do caminho P € uma colecao de estrelas disjuntas onde cada

uma estd rotulada por nimeros inteiros consecutivos.

Teorema 4.5. Seja G um caterpillar com n vértices, sendo v;, 1 = 1,2,...,n1 0s

vértices da espinha dorsal do caterpillar. Entao

Para calcular o arranjo linear minimo de um caterpillar G, primeiramente,

retiramos as arestas que formam a sua espinha dorsal. Ao retirar as arestas, G é

) @ @ ) @)

Figura 4.6: Conjunto das estrelas contidas no caterpillar G.

separado em varias estrelas.

Em seguida calculamos o arranjo linear minimo e o layout 6timo para cada
estrela contida no caterpillar. Como queremos ter as arestas com o menor compri-

mento possivel, ao separar o caterpillar em grafos estrelas e achar o melhor layout
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desse grafo, temos a menor distancia entre um vértice da espinha dorsal e suas fo-
lhas. O segundo passo é arrumar o layout dessas estrelas no layout do caterpillar, de

forma que os vértices adjacentes na espinha dorsal fiquem o mais proximo possivel.

Entre os vértices da espinha dorsal a menor distancia possivel entre eles é 1.
Porém no layout 6timo dois vértices da espinha dorsal s6 estarao lado a lado se nao

possuirem folhas, ou no maximo uma folha cada um.

No caso de existir uma quantidade diferente de vértices entre os dois lados
do layout da estrela a posicao deles no layout do cartepillar s6 interfere no resultado
nas extremidades. Nesse caso, o maior nimero de folhas deve ficar sempre para
fora do layout do caterpillar. Ou seja, se a primeira estrela do layout possuir um
ntumero par de vértices, a maior quantidade de folhas ficard no lado esquerdo do
layout do caterpillar; se a tltima estrela do layout do caterpillar possuir nimero
par de vértices, a maior quantidade de folhas ficard do lado direito do layout do

caterpillar.

O caterpillar da Figura 4.6 possui MINLA(G) = 24. As Figuras 4.7, LA(L,G) =
24, e 4.8, LA(L,G) = 25, mostram um layout 6timo e um nao 6timo, respectiva-
mente, para o caterpillar da Figura 4.6. O layout nao 6timo possui o maior niimero
de folhas, adjacentes aos vértices das extremidades da espinha dorsal, para dentro

do layout.

Figura 4.7: Layout 6timo.
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Figura 4.8: Layout nao 6timo.

Horton fala que os rétulos dos vértices do caminho do layout satisfazem a
“monotocidade” atribuida pela Defini¢ao 4.2 e, além disso, o arranjo linear minimo
possui valor de exatamente n—1. Cada uma das estrelas, formadas pela remocao das
arestas que formam a espinha dorsal, sao rotuladas por nimeros inteiros consecutivos
e com o rétulo 6timo em cada caso. Tem-se entao que o valor da rotulagem total é

exatamente o valor limite do Teorema 4.5 e ¢é, portanto, 6timo.

Neste capitulo tratamos do problema da determinagao do valor do arranjo
linear minimo para um caterpillar. Também definimos o formato do layout 6timo.

No proximo capitulo vamos tratar da largura de banda.
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5 LARGURA DE BANDA

5.1 Introducgao

O problema da largura de banda surgiu a partir da computacao com matrizes
simétricas e esparsas, onde as operacoes sao executadas de maneira mais eficiente
com a permutacao das linhas e colunas da matriz. Define-se largura de banda de
uma matriz simétrica esparsa M como o maior natural £ para o qual existe um

elemento nao nulo em M; ;.7 € N.

Seja BW(L,G) = maig)\(uv,L,G). Dado um grafo G = (V, E) o problema
uve

da determinacao da largura de banda consiste em encontrar um layout L* tal que

BW(L*,G) = min BW(L,G),

Le

sendo £ o conjunto de todos os layouts de G. O valor BW(L*,G) é denotado

MINBW(G).

A largura de banda é um problema de referéncia, frequentemente estudado.
Esse problema, em geral, ¢ NP-completo [41]|. Porém, existem algoritmos polinomiais
para resolver o problema de largura de banda quando restrito a classes particulares
de grafos, como: os caterpillars com cabelos de comprimento de no mdzximo 2 [3],
grafos intervalo [52| e grafos de cadeia [31]. Existe um levantamento de alguns

algoritmos polinomias para essas classes de grafos em [47].

Para os grafos de intervalo, existem dois algoritmos com complexidade de
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tempo polinomal: um O(nk) [29] e outro O(nlogn) [52], onde k € N. O segundo
algoritmo é baseado no primeiro. Nessa nova versao, foram feitas mudancas apenas
nas estruturas de dados usadas; o algoritmo em si permaneceu o mesmo. Esta nova
abordagem traz um limite superior menor para o problema quando se considera
valores grandes de k comparados a logn. O primeiro algoritmo, que possui com-
plexidade de tempo polinomial, que calcula a largura de banda de grafos bipartidos
e de permutagao é dado por Heggernes, Kratsch e Meister [22]. A complexidade
de tempo desse algoritmo é de O(n*logn). O algoritmo baseia-se nas propriedades

estruturais.

Também existe um algoritmo com complexidade de tempo polinomial para
os cografos [56]. Esse algoritmo calcula a largura de banda de G ao ser aplicado
a sua coarvore. Ja para os grafos de cadeia, um algoritmo com complexidade de

tempo O(n?logn) é apresentado por Kloks et al. [31].

Para arvores esse problema é NP-completo, porém existem estudos para a
classe dos caterpillars, que apresentam algoritmos polinomiais para carterpillars com

comprimento de cabelo de no maximo 2.

5.2 Largura de Banda para Caterpillars

Seja G um caterpillar. Ao se substituir uma folha de G' por um caminho
com c¢ vértices obtem-se uma generalizacao de caterpillar chamado caterpillar com

comprimento de cabelo maior que 1.

A largura de banda em grafos caterpillar com cabelos de tamanho no maximo
2 possui um algoritmo com complexidade de tempo polinomial O(nlogn). Em 1981,

Assmann, Peck, Syslo e Zak [3| apresentaram um algoritmo de rotula¢do para um
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Figura 5.1: Caterpillar com comprimento de cabelo igual a 2.

caterpillar G, com comprimento de cabelo no maximo 2, em que um valor k de
largura de banda é testado. Se a largura de banda é menor ou igual a k, entao o
algoritmo consegue uma rotulagao f do grafo G tal que a largura de banda dessa
rotulagao é igual a k. Se a largura de banda for maior que k, é demonstrado no
artigo que o algoritmo é interrompido antes de rotular todos os vértices do grafo e
que, nesse caso, existe um subgrafo H de G tal que a largura de banda de H é maior
que k. Em 1986, Monien [36] apresentou uma demonstracao da NP-completude
do problema de largura de banda para grafos caterpillar com cabelos de tamanho
no méaximo 3, estabelecendo para essa classe de grafos um limite preciso onde o

problema torna-se NP-completo.

Em 1982, Syslo e Zack publicaram outro artigo [53|, onde além de definirem
a largura de banda para a classe dos caterpillars, eles também nos dao um algoritmo
polinomial com complexidade de tempo O(n?), que monta o layout 6timo para o
caterpillar dado. Os resultados deste artigo, apresentados a seguir, servirao também

de base para Secao 5.3.
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Seja T um caterpillar. Seja T;,(¢ < p) um subgrafo de 7' formado por
{vi,viz1,..,0p}, 1 < @ < p < ny e todos os seus vizinhos. A largura de banda

de T ¢é definida pelo seguinte teorema:

Teorema 5.1. Se T' é um caterpillar com ny vértices na espinha dorsal, entao

BW(L*,T) = max b(T},)

1<i,p<na

Tip) — 1 :
onde, b(T;,) = [ZST)(T)—‘ e n(T;,) € o numero de vértices de Tj,.
ip

A Figura 5.2 mostra um caterpillar e um de seus subgrafos T,.

Figura 5.2: Caterpillar e o subgrafo T3s.

A seguir mostramos o algoritmo dado por Syslo e Zack em [53| para o calculo
da largura de banda e a formagcao do layout 6timo. No primeiro passo é determinada
a largura de banda considerando o Teorema 5.1. No préximo passo é encontrado o

layout 6timo.

O algoritmo determina a rotulagao de cada uma das estrelas contidas no
caterpillar. Apos a rotulacao de uma estrela, é armazenado na variavel maiory,
o maior rotulo utilizado até o momento por um vértice. Para determinar L(v;) o
algoritmo executa dois calculos, e o menor resultado entre os dois é utilizado. Para

L(w;;) sao utilizados os inteiros que ainda nao foram utilizados do conjunto [1, n].
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Seja F'(v;) o conjunto de todas as folhas adjacentes a v;. O passo inicial é
pegar uma folha de v; e a rotular 1, isto ¢, L(w;;) = 1. Feito isso o algoritmo

desconsidera essa folha no conjunto de folhas de vy, F(v).

Algoritmo Largura de Banda;
Entrada: Caterpillar G.
Saida: Layout 6timo do caterpillar G.
inicio
% Passo inicial:
Seja wy; uma folha ligada a v1, Seja vg = wi1. L(vg) + 1;
maiory, < 1, BW « 0 ;
num__elem(F(v1)) < num_elem(F(v1)) — 1;
% Determinando a largura de banda:
parai <« 1,...,n, faga
para j < i,...,n; faga

b [t |

se b > BW entao
BW + b,
% Determinando o layout 6timo:
para i< 1,...,n; faga
Ly = L(vi—1) + BW;
Ly = maiory, + num_elem(F(v;)) + 1;
se [1 < Ly entao
L(’Ul) — Ll;
se nao
L(v;) « Lo;
Numerar todas w;; € v; com os menores inteiros nao usados do intervalo [1,n];
maiory, recebe o maior L(w;j);

fim.

A Figura 5.3 foi obtida através do algoritmo; ela é o layout 6timo para largura

de banda do cartepillar da Figura 5.2.

Podemos observar que quando tivermos p = ¢ o subgrafo 7T;, sera uma estrela,
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Figura 5.3: Layout 6timo do caterpillar para largura de banda.

T;;. A partir do Teorema 5.1 nos provamos o Corolario 5.1 que determina a largura

de banda de uma estrela. Este corolario serd muito importante na préxima secao.

Corolario 5.1. Seja G uma estrela com n vértices.

MINBW(G) = [n ; 1—‘ :

Prova. Sabemos como calcular a largura de banda para um caterpillar. Um grafo
estrela possui apenas T1;. Logo, n(711) = n e o didmetro de uma estrela é sempre

2. [l

5.3 Caterpillar 2-estrelas

Alguns caterpillars possuem propriedades especificas. Seja T" um caterpillar,
com os vértices da espinha dorsal denotados de vy até v,,,, onde o primeiro e o dltimo
vértice da espinha dorsal, vy e v,,, possuem k e [ folhas adjacentes respectivamente,
sendo k+1 =ny e k+1>1, onde k,l > 2. Chamamos esse caso particular de

caterpillar de caterpillar 2-estrelas, denotando Cy.

E interessante observar que esta subclasse de caterpillar foi definida por Fallat

e Kirkland [17], no contexto da determinagao das conectividades algébricas extremas
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em arvores, da seguinte forma: seja Py, um caminho com comprimento d—2 rotulado
de 1 até d—1. Seja Ty(k,l) uma arvore com n vértices e didmetro d obitida de P,_4
adicionando-se k vértices pendentes ao vértice 1 e [ vértices pendentes ao vértice

d—1. Sendo k,l > 2.

Figura 5.4: Caterpillar 2-estrelas.

Teorema 5.2. Seja G = Cy; comny > 3. A largura de banda de G é:

() = ([505] [e—1]).

Prova. Seja G um caterpillar 2-estrelas Cj;, ny > 3.

No layout 6timo do caterpillar Cf,, os vértices da espinha dorsal entre v; e
U, N80 interferem no maior comprimento de aresta. Isso porque como esses vértices
nao possuem folhas adjacentes a eles, as arestas (v;,v;11), para i = {2,....,n; — 2}

sempre irao possuir comprimento igual a 1.

Vamos comegar calculando b(7},) para Ti;. O namero de vértices de T3y ¢é

igual ao numero de folhas, k, mais dois, que sao vy e vs,

Ty) = V(TH)_W _ V:m_ﬂ B [EW |

2 2 2
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Primeiramente vamos provar que b(711) > b(13,), para p variando de 2 até n; — 1.

W(T1,) = Vﬂpﬂ)_ﬂ _ [mw

p+1 p+1

SR

k
j& que quanto maior p menor [?—‘ . Logo, b(T11)>b(11,).
p

Temos que:

Agora vamos provar que b(111) > b(T;,), parai < pei={2,..,n; — 1}.

Temos que T}, é um caminho, ja que, por definicao, os vértices que o cons-
tituem nao possuem folhas adjacentes. Logo, o diam(T;,) é o ntumero de vérteces,

n(T},), menos 1. Temos:

Logo, b(T11) > b(T3yp).

Agora vamos analizar os casos que incluem o vértice ny, que também possui
folhas adjacentes. Assim como em 777, o ntimero de vértices de de T,,,,, é igual ao

nimero de folhas, [ mais 2.

<[22 ]

Temos que:

e se k=1 entao b(T11) = b(Ty,n,);
e se k <l entdao b(T11) < b(Thin,);

e sc k>l entdao b(111) > b(Thyn,)-
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Para b(T1,,) temos que:

k+1 —1
b(Ty,,) = [i—‘ )

Tl1+1

Vamos provar por inducao em n; que:

max(l, k) + 1 - k+1l+n —1
2 nl—l—l

comng >3, k,l>2ek#IL

Para n, = 3, temos que:

< =
n+1 4 2 2 2

ktltm—1 k+1+2 (B +1 2max(lLk)+1  max(l,k) + 1

Suponha que a desigualdade dada é valida para ny = W. Vamos provar que a
desigualdade também é valida para n; = W +1. Como a desigualdade é valida para

n, = W, temos que:
E+14+W -1 max(l,k)+1

Wil >
como W +1>0
Ik)+1
k+l+W—1<(I/I/'Jrl)(—mw(é)Jr )
ILk)+1 Lk)+1
(k+l+W—1)+%<(W+2)(M)

Ik)+1 lk)+1
(’erlJrW—l)Jr1<(chrlJFVI/—l)Jr%<(W+2)(—m“x<’2)Jr )
k:+l+W<<maX(l,k)—|—1>
W+ 2 2 ’

Cabe observar que: n > 3; como k —1 > 0
ni(k—1)>3(k—1)

nlk—n123k—3
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nlk—2n1+n124k—k¢—2—1
mk+n +k+1>4k+2ny — 2

(ny + 1) (k + 1) > 2(2k + 1y — 1)

(k+1) - 2k +ny —1
2 - n1+1 ’

Temos desigualdade estrita para n,; > 3 e igualdade para n; = 3. Assim, quando

k #£ 1, vemos que a desigualdade é satisfeita.

Logo,

e se k =1 entao b(TH) = b(Tnlnl) > b(Tlnl)
[+1 S 2l +ny —1 ;
2 - ny+1
e se k <l entao b(Ty,n,) > b(Thn,)
[+1 - [+k+n —1]
2 ny+1 ’
e se k> [ entao b(T11) > b(Tyy,,)

kE+1 - l+k+n —1
2 TL1—|—1 '

Todas as outras combinagoes possiveis possuem demonstragao anéloga.

Essa informagao é pertinente, pois assim ja nao precisamos percorrer todas

subarvores do caterpillar, basta saber qual das estrelas possue o maior ntimero de



o7

vértices. A determinagao do MINBW(CY,) é constante, o que nos permite concluir

que a complexidade do algoritmo passa a ser O(n).

Para determinacao do layout 6timo, adaptamos o algoritmo mostrado na
secao anterior, bastando calcular as duas equagoes para as estrelas T) e T,,,. Para os
rotulos de v até v,, 1 utilizamos em ordem os inteiros do intervalo [1,n] que ainda

nao tenham sido utilizados.

Algoritmo Largura de Banda;
Entrada: Caterpillar duas estrelas com ny > 2;
Saida: Layout 6timo do caterpillar;
inicio
Seja wi; uma folha ligada a v, Seja vg = wi1. L(vg) + 1;
matory < 1, BW <0 ;
num__elem(F (vy)) < num__elem(F(v1)) — 1;
Seja n o nimero de vértices da maior subérvore T;;;
BW (L*,G) + [%51];
para i< 1,...,n; faga
se i =1 ou ¢ = ny entao
L= L(vi_1) + BW,
Ly = maiory, +num_elem(F(v;)) + 1;
se L1 < Ly entao
L(Ul) < Ll;
se nao
L(v;) < Lo;
Numerar todas w;; € v; com os menores inteiros nao usados do intervalo [1,n];
maiory, <— maior L(w;;);
se nao
L(v;) < maiory, + 1;
maiory, < L(v;);
fim.

A Figura 5.5 é o layout 6timo do caterpillar da Figura 5.4, esse caterpillar

possui MINBW(G) = 4.
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Figura 5.5: Layout 6timo do caterpillar 2-estrelas com n; > 3.

Quando n; = 2 a solucao é obtida diretamente pelo Teorema 5.1.

No proximo capitulo falaremos sobre o problema de determinagao do perfil.



99

6 PERFIL

6.1 Introducao

A determinacao do perfil de um grafo foi originalmente proposta como uma
abordagem para reduzir os requisitos de espago para armazenamento de matrizes
esparsas [54], sendo também usado para melhorar o desempenho das operagoes em
sistemas de equacoes nao lineares. Neste contexto, o problema é equivalente ao

problema SumCut 4], outro problema de layout em grafos.

Seja PR(L,G) = Z <L(u) - vren]\ifﬁ}L(v)) . Dado um grafo G = (V. E), o
ueV

problema de determinac¢ao do perfil de G' consiste em encontrar um layout L* tal

que

PR(L*,G) = min PR(L, G),
LeL

sendo £ o conjunto de todos os layouts de G. O valor PR(L*,G) é denotado

MINPR(G),

Os problemas SumCut e perfil foram definidos separadamente. O primeiro
foi definido por Dias et al. [13] em 1991, ja o segundo problema foi definido em
1994 por Lin e Yuan em [57]. Os dois sao abordagens equivalentes para o problema
interval graph completion (complemento de grafo de intervalo) [4] que consiste em
encontrar um supergrafo de um grafo G com o menor ntumero de arestas possivel. Do
ponto de vista algoritmico, o problema perfil é conhecido por ser NP- completo [18].

No entanto, classes especiais de grafos podem ser resolvidos de forma otimizada
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em tempo polinomial. Lin e Yuan [57| propuseram varios algoritmos polinomiais
para encontrar a solucao 6tima do perfil para caminhos, rodas, grafos bipartidos

completos e arvores com diametro 4.

Tratando especificamente de arvores, Kuo e Chang [32| apresentaram um al-
goritmo com complexidade de tempo O(n'™?) para resolver o problema. Esse artigo
trata a existéncia do que é chamado um caminho bdsico na arvore, que possui os
centroides da arvore obtidas com a remocao do vértice. Para determinar o centroide
¢é necessario encontrar primeiramente o peso dos vértices. O peso de um vértice é
o maior nimero de arestas em uma de suas subarvores. O centroide de uma arvore
é o vértice que possui o menor peso. No algoritmo, primeiramente é encontrado o
centroide da arvore, e em seguida é determinado o caminho basico. O algoritmo é

executado recursivamente para as subéarvores da arvore.

Para o perfil dos caterpillars nao utilizamos o algoritmo apresentado em [32]

e sim uma solucao que explora a estrutura particular do grafo.

6.2 Perfil para Caterpillars

Nesta secao sera provado o valor do perfil e a forma de montar o layout 6timo
para a classe dos caterpillars. Primeiramente provaremos a existéncia de um limite
inferior para o valor do perfil de grafos quaisquer, esse resultado sera utilizado na

determinacao 6tima do perfil para caterpillar.
Teorema 6.1. Seja G um grafo conexo e L um layout de G. Entao

PR(L,G) > m.

Prova. Seja L = {(v1,1), (v2,2), ..., (Up,n)} um layout de G. Sejam: N~ (v;) =
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{w € N[v]|L(w) < i} e NT(v;) = {w € N[v;]|L(w) > i}. Considerando o perfil L,
PR(L,G) resulta do somatorio de n parcelas py, ps, ..., p, tais que:

pi = L(vi) o (w)

Como v; € NJv;|, podemos considerar inicialmente p; > 0. Ao determinamos a
parcela p;, s6 serdo entao considerados os vértices w € N~ (v;), isto ¢, somente os w
com posigoes inferiores a v; em L. E mais, quanto maior a cardinalidade de N~ (v;),

menor ¢é a posi¢do em que se encontra w com L(w) minimo. Entao, p; > |N~(v;)].

Logo,
PR(L,G)>0+p2+ps+ ...+ Dpn
PR(L,G) 2 0+ [N"(v2)| + [N (v3)] + ... [N " ().

Sabemos que ) .y N(v;) = 2m. Como cada aresta vw aparece em N(v) e N(w), e

no céalculo do perfil s6 aparece uma vez (em N~ (v)) tem-se que PR(L,G) > m. [

Os caterpillars serao aqui tratados de forma diferente. Sera construido um
layout particular para os mesmos, que denotaremos L', da seguinte forma: primeira-
mente posicionamos os vértices da espinha dorsal, v;, na ordem em que eles aparecem
no caterpillar; em seguida posicionamos as folhas adjacentes a v; a sua esquerda. O
layout L' serd chamado layout pré-folhas. A Figura 6.1 mostra um caterpillar e o

layout L.

O valor de MINPR(G) para um caterpillar é dado no teorema a seguir.

Teorema 6.2. Seja G um caterpillar. Entao MINPR(G) =n — 1.

Prova. Seja G um caterpillar e L’ seu layout pré-folhas.
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Figura 6.1: Layout L’ do grafo G.

Analisando as folhas:

Por construcgao, as folhas adjacentes a v; estdo a sua esquerda em L'. Entao
Nw; ;] = {w;;}. Logo,
L(wi;) — L(wi;) = 0.

Analisando os vértices da espinha dorsal:

Para os vértices da espinha dorsal temos:
L(vy) — 1, para =1,
L(v;) — L(vi—1), para i=23,...,n;.
Logo,
i=n1
Z (L(u) — min L(U)) =L(vy) — 1+ Z L(v;) — L(v;—1).
i=2

vEN[u]
ucV

Observe que L(vy) —1 é igual ao nimero de folhas adjacentes a v1. E L(v;) —

L(v;—1) é o namero de folhas adjacentes a v; mais 1. Logo teremos o somatorio do
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numero de folhas adjacentes a cada um dos vértices da espinha dorsal, que ¢é igual a
no. A partir de vy adicionamos 1 ao numero de folhas adjacentes, com n, — 1 parcelas
(indice de 2 até ny). Temos entao:

Z(L(u)— min L(v)) —ny+n;—1=n—1.

eEN
ueVv Y fu]

Logo, PR(L',G) = n — 1 e pelo Teorema 6.1 este valor é minimo; o layout L’ é um

layout de custo 6timo. O

O Teorema 6.2 mostra que o layout pré-folhas é 6timo. E imediato concluir

que a construgao deste layout é simples e tem complexidade de tempo linear.
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Neste trabalho foram estudados quatro problemas de layout em grafos: se-

paragao de vértices, arranjo linear minimo, largura de banda e perfil; para cada

um deles abordamos classes com resultados polinomiais conhecidos, com énfase nos

resultados para a classe das arvores.

As principais contribui¢oes deste trabalho sao os resultados obtidos para a

classe dos caterpillars. Para a separacao de vértices foi visto no Teorema 3.2 que a

separacao de vértices para carterpillars é constante:
MINVS(G) =1,

também mostramos o layout 6timo para essa classe.

Para o arranjo linear minimo, mostramos como encontrar o MINLA(G) para

um caminho, Teorema 4.4, e uma estrela, Corolario 4.1, que sao tipos especiais de

caterpillars:

arranjo linear minimo de um caminho:

MINLA(L,G) = |E| = |V| — L

arrango linear minimo de um grafo estrela:

n?—1
4 9

— para n par.

para n impar,
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Além disso, apresentamos o algoritmo dado por Horton em [24] que monta o layout
6timo para o arranjo linear minimo de um caterpillar dado. A soma das arestas

desse layout 6timo é o valor do MINLA(G), sendo G um caterpillar.

No Capitulo 5 foi abordado o problema da largura de banda. Apresentamos
o Teorema 5.1, dado por Syslo e Zack em [52], que determina o valor da largura
de banda para um caterpillar. Também definimos um caterpillar especial, que cha-
mamos de caterpillar 2-estrelas. Esse caterpillar possui resultado diferente quando:
ny > 3; provamos no Teorema 5.2 esse resultado. Para o layout 6timo da largura
de banda para os caterpillars 2-estrelas nés adaptamos o algoritmo dado por Syslo
e Zack em [52], alterando o célculo da largura de banda. Essa mudanca otimiza
o algoritmo pois assim ele nao necessita passar por todos os subgrafos contidos no

caterpillar.

O perfil de um caterpillar foi tratado no Capitulo 6. Primeiramente foi pro-

vado que dado um grafo G conexo, ele possui o seginte limite inferior:
PR(L,G) > m.

Esse resultado foi visto no Teorema 6.1 Para prova do Teorema 6.2 foi usado o
resultado visto logo a cima. Esse teorema mostra que o valor para o perfil de um
caterpillar G é:

MIMPR(G) =n — 1.

Devido aos bons resultados obtidos para os grafos caterpillar pretendemos

continuar nossos estudos para essa classe de grafos em outros problemas de layout.
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