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RESUMO

Pereira, Gabriel Thomaz de Aquino. Modelagem Elastoplastica Utilizando o
Método de Aproximagoes Lineares Incrementais. 2015. f. Dissertacao
(Mestrado em Informatica) - PPGI, Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pa-
citti de Aplicagoes e Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

O objetivo deste trabalho é fazer uma modelagem numérica de grandes deformagoes
de materiais elastoplasticos. Em particular, serao considerados metais modelados
pelo critério de von Mises. Para esta modelagem sera considerado o método de
aproximacoes lineares incrementais e a teoria de plasticidade de pequenas deforma-
¢oes. O método de elementos finitos serd empregado para solu¢ao numérica de cada
incremento de forca.

Palavras-chave: Aproximacoes lineares incrementais, plasticidade, von Mises, ele-
mentos finitos.



ABSTRACT

Pereira, Gabriel Thomaz de Aquino. Modelagem Elastoplastica Utilizando o
Método de Aproximagoes Lineares Incrementais. 2015. f. Dissertacao
(Mestrado em Informatica) - PPGI, Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pa-
citti, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

The goal of this work is to model large deformations in elastoplastic materials.
More preciselly, it will be considered metals with von Mises criterion. For this model
will be applied the successive linear aproximation method and the small plastic
deformation theory. The finite element method will be used for numeric solution for
each force increment.

Keywords: successive linear aproximation, plasticity, von Mises, finite elements.
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1 INTRODUCAO

A mecéanica computacional tem por objetivo estudar e compreender melhor
fenomenos da mecéanica através de simulagoes e anélises numéricas. Grande parte do
interesse dessa area ¢ estudar fendmenos nao lineares, que sao divididos basicamente

em dois tipos: nao linearidade de material e nao linearidade geométrica.

Uma nao linearidade de material tipica é o comportamento plastico de varios
tipos de materiais. A nao linearidade geométrica pode ser observada quando um
solido sofre grandes deformacoes, ou seja, a variacao do formato do sélido nao pode

mais ser negligenciada.

A pesquisa em grandes deformagoes comegou hé alguns anos e tem crescido
nos desde entao. Os métodos computacionais mais tipicamente usados, e que sao
muito bem documentados, baseiam-se nas teorias de SIMO; TAYLOR] (1991)), SIMO;
HUGHES (1998) e |ZIENKIEWICZ; TAYLOR (2000). Estes métodos empregam o
método de Newton para solucionar o sistema nao linear proveniente da formulagao

variacional de um problema de valor de contorno nao linear.

Em [LIU; CIPOLATTI; RINCON] (2010) foi proposto o método de Aproxi-
magoes Lineares Incrementais (ALI) para resolugao de problemas de grandes defor-
macoes em materiais elasticos e, posteriormente, em LIU et al.| (2014)), esse método

foi adaptado para materiais viscoelasticos.

Apesar de aparentes semelhancas do método ALI com outros métodos incre-
mentais, o ALI utiliza uma formulacao que considera o estado atual do corpo como

a configuracao de referéncia, enquanto os outros sao geralmente escritos em uma
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formulacao Lagrangena.

No ALI também hé a vantagem das prescri¢oes das condi¢oes de contorno,
pois em outros métodos incrementais, que consideram uma formulacao Lagrangena,
as condicoes de tracao a serem prescritas na configuracao de referéncia inicial, ge-
ralmente dependem da superficie da geometria da configuracao deformada. Ja no
ALI nao ha dificuldade alguma em relacao as condigoes de contorno, pois em cada

passo consecutivo um problema de pequenas deformacgoes é resolvido.

Existem métodos de grandes deformagoes para materiais elastoplasticos, como
em SIMO; HUGHES| (1998), que reproduzem bem os fenémenos. Entretanto, para
utilizar estes métodos toda uma teoria voltada para grandes deformacoes elastoplas-
ticas é desenvolvida, e praticamente nao ha uso das equagoes ja estabelecidas para

pequenas deformagoes.

Visto que o ALI resolve grandes deformacoes através de incrementos de pe-
quenas deformagoes, este trabalho é tem por objetivo unificar o método ALI com a
teoria da plasticidade de pequenas deformagoes, e, assim, comprovar a robustez do
método. Com esta unificacao as vantagens para se simular grandes deformacgoes de

materiais elastoplasticos serao relevantes.

A dissertacao foi dividida em 7 capitulos. No Capitulo 2| sao apresentados
alguns conceitos bésicos envolvendo matemaética e mecanica para facilitar a compre-

ensao da dissertacao.

No Capitulo 3|0 método de aproximagoes lineares incrementais (ALI) é apre-
sentado em detalhes. Para que posteriormente seja possivel mostrar uma formulagao
mais completa de um problema de valor de contorno, neste capitulo é considerado

um material de Mooney-Rivlin quase incompressivel.
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No Capitulo [ sdo apresentadas as formulagoes forte, fraca, de Galerkin e
matricial para um problema que considera o material de Mooney-Rivlin quase in-
compressivel. Tais formulagoes serao discutidas em forma de componentes. O pri-
meiro resultado da dissertacao ¢ discutido através de um exemplo de cisalhamento

puro.

No Capitulo [5| é apresentada uma breve introdugao da teoria matematica da

plasticidade para pequenas deformacoes.

No Capitulo [6] ¢ apresentado como foi realizada a jungao da teoria do ALI
com a teoria de pequenas deformacoes de materiais elastoplasticos. Dois exemplos
sao considerados e discutidos. O primeiro se trata de um exemplo de pequenas

deformagoes e o segundo um exemplo de grandes deformacoes.

No Capitulo [7] sdo apresentadas as conclusdes e sugestoes para trabalhos

posteriores.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo serao trabalhados alguns conceitos que ajudarao a melhor

compreensao dos capitulos posteriores.

Na secao serao apresentadas algumas defini¢oes e alguns teoremas, com
as respectivas demonstracoes referenciadas. Ja na secao [2.2 alguns conceitos de

mecanica serao abordados.

2.1 Conceitos Matematicos

e Notagao de Einstein(convencao do somatorio)

Seja {e1, - ,e,} uma base de um espago vetorial V', entao, dado um vetor u € V,

esse pode ser representado como:

n
u = E U;e;
i=1

em que, u; € uma componente do vetor u.

A notacgao de Einstein, criada pelo fisico em 1916, simplifica a escrita de

somatorios. Tal notacao diz que:

Ao expressar um termo, se um indice € repetido uma, e somente uma, vez,

um somatdorio sobre este indice é assumido.

n
u;e; = E u;e; = u
i=1
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e Tensores

A teoria de tensores é bastante rica e complexa, e, por esse motivo, nao daria
para desenvolver todos os conceitos nesse trabalho. Alguns poucos conceitos basicos

serao abordados para melhor compreensao do tema.

Sejam U e V espagos vetoriais munidos de produto interno e 7' uma trans-
formacao linear de U em V. O conjunto de todas as transformagoes lineares de U

em V é denotado por,
TUV)=A{T:U — V|T ¢€ linear}.

Com a operagao de soma e a operagao de multiplicagao por escalar definidas, tem-se

que 7 também é um espago vetorial.

Definicao: Sejam u € U e v € V, o produto tensorial de u e v, denotado por

u®v, € definido como uma transformacao linear de U em V tal que
(u®v)(w)=(v-w)u (2.1)

em que (x - %) € a operag¢ao de produto interno e w é qualquer vetor em U.

Como dito, o produto tensorial de dois vetores é uma transformagao linear, e
tal transformacao é chamada de tensor. E possivel mostrar que toda transformagao
linear pode ser expressa como combinacao linear de tensores. Assim, diz-se que

T(U,V) éo espago de produto tensorial de U em V' e denotado por T (U, V) = V&U.

O caso especial em que as transformacoes lineares pertencem a um espaco em
que U =V, eassim, VRV =T(V,V)="T(V), tais transformagoes sdo chamadas

de tensores de sequnda ordem. Seja A € T(V) e {e;} uma base de V. Em termos
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de componentes, o tensor A é dado por:
A = Aijei [ ej
e o trago do tensor A é

Definigao: Sejam A e B pertencentes a T(V), o produto interno de A por B é

dado por:
A-B =tr(ABT) (2.2)

que € uma operagao bilinear, simétrica e definida-positiva.
e Teoremas Importantes

Teorema (Teorema da Divergéncia): Seja R uma regido reqular de & (espago eucli-
diano de pontos) com fronteira OR. Seja ¢ : R - R, h: R -V eS: R — T(V)

campos suaves tais quais sao, respectivamente, escalar, vetorial e tensorial. Entao,

| temyda = [ oy

/6 (b m)da = /R (divh)dv

/8 (Snda = /R (divS)dv

onde n € o vetor unitdrio normal a OR.

Demonstragao: As duas primeiras versoes do teorema da divergéncia sao mais
conhecidas e suas demonstracoes podem ser encontradas em referéncias classicas de
um curso de analise, como por exemplo, em RUDIN| (1976). A demonstragao da

versao tensorial é encontrada em LIU| (2002).
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Teorema (Teorema de Euler para fun¢oes homogéneas): Seja g(x) uma fungao ho-
mogénea e de grau k entao:

2 . x=k
8XX g

Demonstragao: ver HILL| (1950)

2.2 Conceitos de Mecanica

e Configuragao e Deformacgao

Considere W o espaco-tempo Newtoniano da mecéanica classica. Assim, é

possivel realizar o mapeamento 1 — 1 @
P W—-EXR

em que & é o espaco euclidiano de trés dimensoes e R é o espago de uma dimensao dos
nimeros reais. Este mapeamento é chamado de framd| de referéncia. Outra maneira
de se denominar o frame de referéncia é por observador. Um fato importante é que

observadores diferentes medem eventos em VW de maneiras diferentes.

Matematicamente é interessante representar a presenca de um corpo B no
espago. Para tal, é necessario identificar esse corpo com uma regiao de &£ relativo a
um frame de referéncia. O mapeamento 1 —1 de B em £ ¢é chamado de configuracao

de B, e é conveniente escolher uma configuragao do corpo como referéncia,
k:B—=E, k(X)) =X

em que Kk é a configuracao de referéncia. O corpo B na configuragao x é denotado

por B,. Agora, considere x uma configuracao qualquer de B. A deformacao de B

!Esta palavra sera mantida em inglés por ndo haver uma traducio adequada.
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de k para  é representada na figura [2.1] e é definida por,

Xk :Xoﬁ_l . Bn _)Bxa X:XH(X) :X(K_l(X))'
B
K X
XK .
X
B, By

Figura 2.1: Esquema de configuracao de referéncia

Também é interessante definir o gradiente de deformagao de x relativo a k,
Ffi - VX(XH)
e como o mapeamento x,. ¢ 1-1 F,, é nao singular, ou seja,

detF # 0.

e Movimento

O movimento de um corpo é definido como uma sequéncia continua de con-
figuracoes no tempo, ou ainda, como uma sequéncia de deformacoes no tempo, a

partir de uma configuracao de referéncia.
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O corpo material possui algumas propriedades fisicas que podem sofrer alte-
racoes de valores devido a deformacoes no corpo em movimento. Essas quantidades
fisicas sao geralmente descritas de duas maneiras: ou pela descricao material ou

pela descricao espacial.

A primeira também é chamada de descri¢ao Lagrangeana, e descreve a evo-
lugao dos seus valores ao longo de um caminho de um ponto material. Ja a segunda,
conhecida também como descri¢ao Euleriana, é descrita através das mudancas dos

valores em uma localizagao fixa na configuracao atual do corpo.

e Principio da Objetividade Material ou Principio de Indiferenga a

Frame Material

O comportamento de um corpo é caracterizado fisicamente pela descri¢ao dos
campos de densidade, p(X,t), movimento, x(X,t), e temperatura, (X, t), onde t é

0 tempo.

O tensor de tensao, o fluxo de calor e a energia interna de um material,
nao dependem somente do comportamento do material, mas também do tipo de
material que o corpo é constituido. Essas quantidades sao chamadas de quantidades

constitutivas.

Definigao: Seja () uma funcao do tempo, a historia de ¢ até o tempo t é

definida como
U(s) = (t — )

em que s € [0,00) é a coordenada de um tempo passado, relativa ao tempo presente t.
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Principio do determinismo: Seja C uma quantidade constitutiva, entao a re-

lagao constitutiva para C € dada por um funcional na forma:

CXt) = F (p'(Y5),X'(Y,9), (Y, 5), X, 1)

onde F € chamada de funcao constitutiva. Tal funcional permite a descri¢do de

efeitos arbitrdarios nao locais de qualquer corpo.

Seja ® um frame de referéncia e C(X,t; ) uma quantidade constitutiva no

frame ®. Assim,é possivel reescrever a relagao constitutiva anterior como

CX12) = To (P'(Y,5),x' (Y, 5),0'(Y, 5), X, 1)

ou seja, uma funcao constitutiva depende, de maneira geral, da escolha do frame.

Principio da Indiferenga Material de Frame: As funcgoes constitutivas de uma
quantidade constitutiva, que sao indiferentes a frame, com respeito a transformagoes

FEuclidianas(ver |LIU (2002)), tem que ser indiferentes a frame, ou seja,
Fol-) = For ()

onde ® e ®* sao frames de referéncia distintos.

e Estados Planos

Seja T' o tensor de tensao de Cauchy e T,, = T,, T,, = T}, T.. = T, as tensoes
nas direcoes x, y e z, respectivamente. Considere também o tensor deformagao € e

€xe = €, €yy = €y, €, = €, as deformacoes nas diregoes z, y e z.

Estado Plano de Tensao: ¢ definido como sendo o estado de tensao em que
a tensao normal na diregao z, T, e as tensoes de cisalhamento, T, e T, dirigidas

perpendicularmente ao plano xy, sao assumidas nulas.
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A geometria de um corpo que é analisado em um estado plano de tensao é
essencialmente como a de uma placa fina, com uma dimensao muito menor do que
as outras duas. Os carregamentos de forca sao aplicados uniformemente sobre a

espessura da placa, e agem no plano da placa.

Estado Plano de Deformacgao: ¢ definido como sendo o estado de deformacao
em que a deformagao normal na diregao z, €,, e as deformacgoes de cisalhamento,

€z € €y, SG0 assumidas nulas.

A geometria de um corpo em estado plano de deformacao é essencialmente a
de um cilindro prismatico, com uma dire¢ao muito maior em comparacao as outras
duas. Os carregamentos de forga, nesse estado, sao distribuidos uniformemente com

respeito a dimensao de maior tamanho, e agem perpendicularmente a ela.
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3 METODO ALI

O método de Aproximagoes Lineares Incrementais (ALI) sera apresentado
nesta secao. Tal método foi proposto nas referéncias |[LIU; CIPOLAT'TI; RINCON
(2010) e|LIU|(2011b). Em | CIPOLATTI; LIU; RINCON]|(2012) ¢ feita uma analise da
existéncia e unicidade da solucao para materiais de Mooney-Rivlin; ja em |[LIU et al.
(2014), o método é apresentado para materiais viscoelasticos. O proposito desta
secao é descrever o ALI para o caso em que um corpo é constituido de material

elastico de Mooney-Rivlin compressivel ou quase incompressivel.

Em geral, os Problemas de Valor de Contorno (PVC) sao formulados nas co-
ordenadas de referéncia ou em coordenadas espaciais. A primeira é dita formulagao
Lagrangeana, e a segunda, formulacao Euleriana. Alternativamente, o método ALI
utiliza uma formulagao que foi chamada de formulacao relativa-descritiva. Nessa for-
mulagao os problemas de valor de contorno sao formulados em coordenadas relativas
a configuracao do tempo atual ¢, ao invés, de usar uma configuracao de referéncia
fixa como no caso Lagrangeana. Note que também nao é Euleriana ja que nesta as

coordenadas sao fixas no espago.

Neste método, as equacoes constitutivas sao calculadas a cada estado, sendo
a configuracao de referéncia atualizada em cada passo de tempo. O novo estado de
referéncia é a configuragao atual do corpo. Supondo que em cada passo de tempo

ocorram pequenas deformacoes, as equagoes constitutivas sao linearizadas.

Assim, o método ALI resolve um problema nao linear através de incrementos
lineares em cada passo de tempo, ou seja, uma grande deformacao pode ser calculada

através de incrementos de pequenas deformagoes.
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3.1 Configuracao de Referéncia Atualizada

Seja B um corpo elastico, sendo kg a configuracao tomada como de referéncia

preferida, tal configuragao é a tnica onde o corpo é isotropico. Considere
x = x(X,1), X € ko(B) = By

a deformagao do corpo By no tempo t. O tensor de tensao de Cauchy é dado pela
equagao constitutiva,

T(X,t) = Fuo(F) (3.1)

sendo F(X,t) o gradiente de deformagao e F,(F') a fungao constitutiva do material
elastico, que em geral, considerando o caso de grandes deformacoes, é uma fungao

nao linear de F.

Nesse texto o tempo t sempre serd usado como tempo atual. Seja k; a confi-
guracao deformada no tempo t, B; = k;(B). Assim, é possivel definir o gradiente de

deformacdo com respeito a configuracao kg, como sendo

F(X,t) =V (x(X,1))

Considere o tempo 7 > t e K, a configuracao deformada nesse tempo, B, =
k. (B). No tempo 7 a deformacdo em relacio a kg ¢ dada por £ = y(X,7). E
possivel, entao, definir na configuracao atual a deformacdao relativa de k; para k.,

com a funcao yx; : By — B,
xe(z, 7)== x(X, 1), r=x(X,t) € B, (3.2)
e o deslocamento relativo correspondente

w(x,7) =6 —o=x(x,7)— 2 x € B, (3.3)



25

Tomando o gradiente relativo a x em ambos os lados de (3.3]) temos:

Vou(z,7) = Viely(z,7)—x(X, 1))
Hi(z,7) = Fy(x,7)—1 (3.4)

em que H; e F; sao denominados, respectivamente, gradiente de deslocamento rela-

tivo, gradiente de deformacgao relativo, e I é o tensor identidade.

Agora, calculando o gradiente de (3.3)) relativo a X temos,

Vou(z,7) = Voxi(z,7) = V,i2(X, 1)
Vou(z, 7)V,ix(X,t) = V. x(X,7)— F(X,1)
Hy(z,7)F(X,t) = F(X,7)— F(X,t)
F(X,7) = (I+ H(z,7))F(X,t) (3.5)

O esquema abaixo ilustra a relagao entre as configuragoes consideradas,

X e BO
y K):(I“”H)F(t)
Fy(r)=I+H
x € B, Pa——— ¢ e B

Em uma descrigao Lagrangeana, uma fungao f(X,t¢) definida sobre o movi-
mento de um corpo é definida no dominio By x R, em uma configuracao de referéncia
fixa. Ja numa descri¢ao Euleriana, f (x,t), é definida na posi¢do x ocupada pelo

corpo e seu dominio é dado por B, x {t}.

Contudo, a partir do que fora feito até agora, é possivel definir uma funcao
fi(x, ) sobre o dominio B; x R, no tempo 7 relativo a configuragao atual , como se

esta fungao fosse vista no instante 7 a partir de um observador ligado ao corpo em



26

seu movimento no instante atual . Essa caracteristica que define o que chamamos

anteriormente de formulagao relativa-descritiva.

A vantagem de usar uma formulacao relativa-descritiva é que nesta é possivel
linearizar as equagoes constitutivas relativo ao estado atual. E repetindo esse pro-
cesso sucessivamente, como em um método de Euler, é possivel aproximar fungoes

constitutivas nao lineares para grandes deformagoes.

3.2 Equacao Constitutiva Linearizada

De acordo com a literatura da area (por exemplo LIU| (2002))), sabe-se que o
modelo constitutivo linear dado pela Lei de Hooke nao satisfaz o principle of material
frame-indiference (principio de indiferenca & frame material), e portanto, s6 pode
ser considerado como uma aproximagcao de algum modelo nao linear de pequenas
deformagoes. No caso de grandes deformagoes, consideramos o funcional F, (F)

nao linear em relagao ao gradiente de deformacao F'.

Seja 7 = t + At. E assumido que At é pequeno o suficiente para que o
gradiente de deslocamento seja pequeno (H < 1), ou seja, H(7) = Hy(z, 7). Dali,
juntamente com e (3.5)), conclui-se que F(r) — F(t) = H(1)F(t) e Fy(1) =
I+ H(r).

Agora, utiliza-se séries de Taylor para linearizar (3.1)) relativamente a confi-

guracao atual x;

T(r) =T(@) + VeFe(F())[F(1) = F@)] = T(t) + VpFe, (F () [ H () F(t)]
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Assim, a equacao anterior é escrita na seguinte forma:
T(r) =T(t) + LF(t)[H(7)] (3.6)

sendo

L(F(£))[H(7)] = VeFe,(F(£))[H () F ()] (3.7)
o tensor de elasticidade de 4 ordem, relativo a configuracao ;.

Dado que o tensor de tensao de Cauchy é conhecido, pode-se determinar o
tensor de tensao de Piola-Kirchhoff, T,,, através da relagao Ty, (1) = |J|T (1) Fy(7)~ 7T,
onde J = det(F}). Assim,

T, (r) = det(I + H)(T(t) + L(F)[H]))(I + H)™"
Antes de simplificar a equagao anterior, observe que:

e det(I + H) - Caso R3, que ¢ analogo para R”"

100 hi hy hs
det(I+H) = det [ [0 1 0]+ [hs hs he
00 1 h: hs he

= det h4 1+ h5 h6

- 1+h1+h5+h9+0(2)
= I+ (H) +o0(2)



28

o (I+ H)_T
I+H)™" = (I+H)) ' =I+H")™

I+HY '+ B (I +HY)Y ' - HY (T + HY ™

= (I+HHYUI+H)HY ' —HY (I +HY) ™

HY(I+H")™!

H™(I-H"(I+H")™)

= [—H'+(H")*(I+H")™!

= I—-H" +0(2) (3.8)

I —
I —

Assim, o tensor de Piola-Kirchhoff linearizado é dado por:

To(r) = (I+te(H)(T(t)+ LE)H)I - H") +o(2)
T(t) + (trH)T(t) — T()H" + L(F)[H] + 0(2)
T(t) + L(F, T)[H] (3.9)

onde o(2) representa termos do gradiente de deslocamento H de ordem mais alta e

L(F,T)[H] é o tensor de elasticidade de 4* ordem para o tensor de Piola-Kirchhoff.

L(F,T)[H] = (tH)T(t) — T(t)H” + L(F)[H] (3.10)

Para se determinar o funcional F,, ¢ necessario saber qual tipo de material
elastico o corpo é constituido. Neste trabalho, se tratando de materiais elasticos, sera
considerado o material do tipo Mooneey-Rivlin compressivel e quase incompressivel.

As préximas duas subsecoes abordarao esses casos.
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3.2.1 Corpos elasticos compressiveis e quase incompressiveis

Como esta sendo considerado um corpo elastico, pode-se reescrever (3.1])

considerando a pressao:
T(X,t) = Fry(F(X,1) = —pI + F(F(X,1)) (3.11)

em que p é uma pressao. Os corpos compressiveis sao caracterizados pelo fato desta
pressao poder depender do gradiente de deformacao, p = p(F'). Ja nos corpos quase
incompressiveis a pressao depende tanto de F' quanto das condi¢oes de contorno.
Como essa pressao nao pode ser determinada somente através da deformacao, ela é

chamada de pressao indeterminada, que é uma variavel independente.

Considerando corpos compressiveis, assumi-se que a pressao ird depender
de F' através de seu determinante, ou, equivalentemente, a equacao de balango de
massa(ver [LIU| (2002))) depende somente da densidade de massa, assim:

A Lo
p=plp) =p(detF)  p=-""s (3.12)

em que pg é a densidade de massa na configuracao de referéncia preferida xq. Nova-
mente, considerando 7 =t 4+ At e py = p(t)det(F(t)), temos:
Po Po
—o(t) = —
P =r) = GEFE) ~ detF)

1 1
- p(t)det(F(t))(det(F 7)) det(F(t))

)

(#)(
= p(t)(det(I + H(r))"" —1)
= p(t)(det(I — H(r)) — 1)
= p)(1 —tr(H(1)) — 1)+ 0(2)

+0(2). (3.13)
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Em (3.13), foi usado o seguinte argumento:

F(r) - F(t) = H(r)F(t)
I-FF()™" = H(MOFHF(r)™
FOF(r) "I+ H(t) = 1
FOF(r)™' = (I+H(r)™" (3.14)

Portanto, pela equagao de balan¢o de massa e por (3.13)) tem-se que:

dp

p(r) — p(t) = (j—];) (0(7) — p(t)) + 0(2) = (pd—p) (H(T) + 0(2)

ou ainda,
p(r) = p(t) = B(H)tr(H(T)) + o(2)
d
em que [(t) = pd—p ¢ um parametro do material que depende da densidade de massa
p

p.

Com a linearizagao que esta sendo considerada e pelo fato de F(7) = (I +

H)F(t), pode-se tomar o gradiente em e assim,
T(r)=T(t) = =(p(r)=p(t) [+ V p F(F()[H (1) F(t)] = —(p(7)—p(t) I +L(F(t))[H]

em que L(F(t))[H] = VF]:"(F(t))[H(T)F(t)] Como p(7) —p(t) = —=p(t)tr(H (1)), a

equacao anterior é escrita como:

T(1)=T(t)+ B(t)tr(H (7))l + L(F(t))[H]. (3.15)

Os mesmos argumentos podem ser usados para o célculo do tensor de Piola-
Kirchhoff:
T, (1) =T(t)+ p(t)tr(H(T))I + L(F,T)[H]. (3.16)
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Considerando um corpo quase incompressivel é necessario saber que tal corpo
é quase insensivel & mudanga de pressao. Portanto, como p = p(p), sua derivada
em relagao & pressao é quase zero, ou seja, assume-se que [ ¢ uma constante muito

maior que 1

f>1

E importante ressaltar que para corpos compressiveis ou quase incompres-
siveis, nao ha um termo relativo a pressao explicito no tensor elastico. Tal tensor

depende somente de parametros do material e do gradiente de deformacao.

3.2.2 Material de Mooney-Rivlin

Agora, ¢ necessério definir de uma maneira mais adequada o termo L(F(¢))[H(T)] =
VpF(F(t))[H(T)F(t)]. Para isso, é considerado um material de Mooney-Rivlin. Tal

material ¢ caracterizado por possuir o termo F(F') como:

F(F) = sB(1) + s2B(1)"! (3.17)

em que, s; e Sy sao parametros constantes do material e B = FFT o tensor de

Cauchy-Green esquerdo.

e Célculo de B(7):

B(r) = F(r)F(n)"
= (I+H(m)FOF@®)" (I +H(r)")
= FOF)"+ HOFOFO)" + FOF®) " H(N)" + H(n)F)F()TH(r)"
= B(t)+ H(r)B(t) + BO)H(T)" + 0(2) (3.18)
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e Calculo de B(r)!:
B(r)™t =

)y (I +H(r)"))™

I+ H(r)™

DB (1 — H(r))

= B{t)"'—H(r)'B(t) B(t) 'H(t)+ H(T)B(t) 'H(7)

= Bt)"' - H(")'B() Bt) ' H(7) + 0(2) (3.19)

1_
1_

Para um corpo compressivel ou quase incompressivel de Mooney-Rivlin, a equagao

constitutiva refente a kg é dada por:

T(t) = Fuo(F) = —pI + F(F) (3.20)

Novamente usando a linearizacao e os dois itens calculados anteriormente,

obtém-se:
T(r)=T({) = —(p(1) =p(t)I +s1(B(1) = B(t)) + s2(B()™" — B(t)™)
= —Bte(H(m))] +s1(H(1)B(t) + B(t)H(r)") — so(H ()" B(t)™
+B(t) " H(T))
ou seja, o tensor de tensio de Cauchy é dado por:
T(r) = T(t) + L(F(¢))[H] (3.21)
sendo o tensor de elasticidade de quarta ordem

L(F(t)[H] = —ptr(H)I + s, (HB + BH") — so(H' B~ + B™'H) (3.22)

O mesmo pode ser feito para o tensor de Piola-Kirchhoff e seu tensor de

elasticidade. Ambos podem ser expressos, respectivamente, por:

T, (1) = T(t) + L(F,T)[H] (3.23)
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L(F,T)[H]=tr(H)T —TH" — Btr(H)I + s,(HB + BH") — so(H"B™' + B™'H)
(3.24)

As constantes s; e sy satisfazem
s1 >0 e S9 < 87

Normalmente é assumido que s3 < 0 < s1(s@o conhecidas como desigualdades-E, ver
LIU| (2002)) baseado no fato de que a funcéo de energia livre é positiva definida para
qualquer deformacao. Porém, em |LIU (2011a)) é provado que somente é necessario

que s < S7.

3.3 Problema de Valor de Contorno Linearizado

Considere a configuragao k;, agora denotada por k. Seja Q = x(B) € R? a
regiao ocupada pelo corpo na configuragao x no tempo presente t e 902 =1y U’y a
fronteira do corpo com I'; é a fronteira de tracao e I'y; a fronteira de deslocamento

prescrito.

A equacao de movimento de um corpo é uma equacao diferencial parcial nao

linear dada por:

pX — divT, = p.b (3.25)

em que T}, é o tensor de tensao de Piola-Kirchhoff, p, a densidade de massa, b a

densidade de for¢a do corpo e X a aceleracao.

Considerando um problema de valor de contorno de um corpo em equilibrio
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e sem forcas externas, X = 0, b = 0, respectivamente, encontra-se o seguinte PVC:

—divTi(z,7) = 0 em
T.(x,7)n, = f em I, (3.26)

u(z,7) = g em [
em que n, é o vetor exterior normal a 02, f o vetor de tracao prescrita na fronteira,
g o vetor deslocamento também prescrito na fronteira e u o vetor deslocamento
relativo de k para k., com 7 =t + At . O vetor de deslocamento e o gradiente de

deslocamento sao definidos, respectivamente, por:
u(7) = w(z, t+ At) = x(X,7) — x(X, 1) (3.27)

H(t) = V,u(r). (3.28)

Usando o tensor de tensao de Piola-Kirchhoff (3.23)) na primeira equac¢ao do
PVC (3.26)), consegue-se elaborar o problema na formulacao relativa-descritiva.

— div(L(F, T)[V,u(r)]) = div(T(t)) (3.29)

em que T'(t) é o tensor de tensao de Cauchy. Nesse problema, o estado em ¢ é suposto
ser conhecido, ou seja, F'(t) e T(t) sao conhecidos. Portanto, a equagao (3.29) é
uma equagao diferencial parcial linear no tempo 7 e o sistema utilizando tal
equacao ¢ um PVC linearizado para determinar o vetor de deslocamento u(z, 1),

como o descrito abaixo:

—div(L(F,T)[Vu(z,7)]) = div(T(t)) em Q
(L(F,T) [qu()x, ))n, = f—T(t)n, em ?1 (3.30)
u(r, 7 = g em Lo

A linearizacao que foi feita nao depende do carregamento incremental como
em outros métodos incrementais(ver ODEN| (1972), OGDEN| (1984), CIARLET
(1988))). Assim, ¢ idéntico a um PVC em elasticidade linear de pequenas
deformagoes. Para solucao numérica, através do método de elementos finitos, a

formulagao variacional deste problema sera feita posteriormente no Capitulo [
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3.4 Solucao Numérica de Grandes Deformacoes

E possivel resolver numericamente problemas de grandes deformacoes, utili-
zando a mesma estratégia de implementacao de um problema de Euler para equagoes

diferenciais, solucionando um PVC como (3.30)). Seja o eixo discreto,
e Ll <y < <

com t,.1 = t, + At, considerando At pequeno o suficiente. Esse eixo nao representa
o tempo fisico mas sim incrementos de forgas aplicadas. Considere também r;, a

configuracao do corpo no instante t, e

x, = x(X,t,) € By, com X € By,.

Seja o gradiente de deformagao F(z,,t,) e o tensor de tensdo de Cauchy
T(xn,t,) relativos & configuracao de referéncia preferida ko no tempo atual ¢, da-
dos. O PVC , com condicao de tragao f(z,t,+1) e condi¢do de deslocamento
g(x,t,+1) na formulagao relativa-descritiva com respeito a configuragdo atual ry,
pode, agora, ser resolvido como um problema de elasticidade linear para o campo

de deslocamento relativo u(z,,t,.1) a partir do estado atual ¢,.

Apos esse PVC ser resolvido para o tempo 2, a configuracao xy,,, pode ser
considerada como a configuragao atual, relativa ao tempo atualizado t,,1, a partir

do campo de deslocamento, ou seja,
Tonr1 = X( X, tpi1) =y +u(zy, t, + 1)
enquanto o gradiente de deformagao e o tensor de Cauchy, respectivamente,
Fenia, tnr) = (I + H(zn, b)) F (20, tn)

T<37n+1a tn-i-l) = T(xna tn) + L(F(xnv tn))[H(xm tn-l-l)]v
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podem ser calculados no instante ¢, para que a formulagao relativa-descritiva do
PVC (3.30), com condicao de tragao f(x,11,t,:+2) e condigdo de deslocamento pres-
crito g(T,41,tnt2), POssa prosseguir a partir da configuragao atualizada atual ¢, .

Esse procedimento foi nomeado como Aproximagoes Lineares Incrementais(ALIL).



37

4 RESOLUCAO NUMERICA

Conforme abordado no Capitulo|3| verifica-se que utilizando a equacao (3.23)),
o problema (3.26)) muda de um problema néo linear para um problema linear. Neste
capitulo serao abordadas as formulagoes forte, fraca, de Galerkin e matricial desse

problema linearizado para realizacao do método de elementos finitos.

Problemas vetoriais sao classicos em elementos finitos, mas, em geral, os
livros abordam-os de maneira vetorial e matricial, como em |COOK; MALKUS;
PLESHA| (1989) ¢ HUGHES| (2000). Em RINCON; LIU| (2011) o problema vetorial
é abordado em sua forma tensorial em componentes. Esse ultimo tipo de formulagao

sera adotado.

4.1 Formulacoes Forte e Fraca

Considerando o problema ([3.26)), temos o seguinte problema de valor de con-

torno em sua formulagdo forte: encontrar o campo de deslocamento u(x,T), tal

que:
—div(7,) = 0 em Q

T.n, = f em I} (4.1)
u(r,7) = g em I}y

onde T, € o tensor de Piola-Kirchhoff, £ € a tracao prescrita e g € o deslocamento

prescrito e n,, € o vetor exterior normal a fronteira OS).

A fronteira 0€) admite a seguinte decomposic¢ao:

I J=00=r
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nﬂm:g

Como I'y é a fronteira de tracao e I's é a fronteira de deslocamento temos um

problema de fronteira mista.

Sejam,

H={uc (H(Q)}u=g em Ty}
V={ve(H(Q),v=0 en Iy}

Este espaco estéd mais bem definido em |CIPOLATTT; LIU; RINCON] (2012)). Calcu-
lando o produto interno da primeira equagao de (4.1) por v € V e integrando sobre
Q:

- / div(Ty) - vdQ = 0. (4.2)

Agora, é possivel reescrever (4.2)) usando o teorema da divergéncia e inte-

grando por partes:

—/div(TH)-VdQ = —/ V'T,{nndl—‘#»/T,{'vde
Q I Q

= —/ v - fdl' + / tr(T,Vv')dQ = 0. (4.3)
r Q

Na tltima igualdade de (4.3) foi usada a condigdo de contorno no primeiro termo.
No segundo termo de (4.3)) foi usado a defini¢ao de produto interno de dois tensores
de segunda ordem; visto que como v é um vetor, seu gradiente é um tensor de

segunda ordem.

Substituindo (3.23)) em (4.3]), encontra-se a formula¢ao fraca de (4.1):

/ tr(L[H]Vv))dQ = [ v-fdl — / tr(T(t)Vv?!)dQ (4.4)

IS}
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Como esse problema é vetorial faz sentido escrevé-lo em termos de compo-
nentes. Antes, porém, observe que o termo L[H| = tr(H)T(t) — T(t)H" + L[H]|
onde L[H] = B(trH)I +s,(HB+ BHT) — so(B~'H + HT B™!), assim, ¢ interessante

verificar como o termo L[H] é escrito em componentes:

LijmHy = BHwdi; + s1(HyBy; + BuHji) + so( By Hyj + Hkin}l)
= [B8i;0m + s1(0iByj + Badjx) + sa( B 6, + 51'13;;]-1)]}[1@1 (4.5)

ou seja, o tensor L é dado por:
Lijri = B36:0k + 51(0i By + Budji) + s2(By 61 + 0By} (4.6)
em que d;; ¢ o delta de Kronecker definido por:
_ L=
o = {o, i 4
Assim, usando o fato de que H = V,u, é possivel reescrever (4.4) em componentes:

Otk 7 9% 4y / 7, 2% 9% gy / L2 %% 40— [ par— / 7, %% dq
Q 85U]<; 8.17]' Q afEk 85Ej Q 8931 81’]' Iy, Q aajj

Para simplificagao, utilizam-se dois operadores, a(-,-) bilinear e b(-) linear,
para reescrever a formulacao fraca em termos de componentes. Assim, a formulagao

se d& através de:

a(u,v) = b(v), VveV (4.7)
em que,
Ouy  Ov; Oou,; Ov; Ouy, Ov;
= [ —T;;—dQ) — [ T2 ds? Lijgy————d) 4.8
au, v) o Oz~ 7 Ox; /Q " Oy Oz, +/Q o, Oz (4:8)

b(v)= [ fodl — / 7, 2% g (4.9)
Fli Q @l’

J
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4.2 Formulacao de Galerkin

Considere o subespaco V* C V de dimensao finita gerado pelos m primeiros

vetores da base do espaco V. Seja u € H" C H tal que:

u' = wh 4 gh

em que w" € V' e
hey ) gi(x), Vo eTy,
9:(x) = { 0, Va¢l,,

Com tal definigio para u” tem-se que, Vz € I'y,, ul'(z) = wl(z) + gt(z) = g'(x).

Como ([4.7)) ¢ valida para todo v € V, em particular é valida para v € V", ou seja,

a(v" u) = b(v"), v e Y (4.10)

E possivel definir, assim como foi feito com a funcdo g/ (z), a funcio f(z),

— fl(w)v V.TGFZ.
fih(x>_{ 07 VSC¢F11“

desta forma, a formulacao de Galerkin é dada por:
Determinar u" = wh + g € H" tal que:
a(vh,u") = b
a(v',w") = b(") —a(v" g"), vt e V" (4.11)

em que wh € V"

4.3 Formulacao Matricial

Considere um dominio discretizado em elementos finitos, sendo N o conjunto

de no6s da malha e A5 o conjunto de nods prescritos. Para cada no A, considere ¢4 a
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funcao de interpolacao da base de V",
1, A=B
Palwn) = {o, A#B.

Assim, como a solucdo w" € V", pode-se representa-la por:

nNo

wh(z) = 3 dada(a),

em que nNo é a cardinalidade de A e w"(x) ¢ uma fungao vetorial, ou seja,

wh = (w?,wg‘,~~ ,wh),

onde n é a dimensao do espago. Observando a forma do operador af(-,-) faz-se
necessario escrever as funcoes w” e g em termos de componentes:

wl(e) = 3 dipon(a) = Y dnop() 1<j<n (112)

BeN BeN—Na;
pois, como w"(z) € V" C V, w}(x) = 0 se x € Ny;. Da mesma forma, na fronteira:

gi@)= ) 9nos(), 1<j<n (4.13)
BEsz

Considerando a base canonica do R™, os vetores w" e q" podem ser escritos
como:

h_ . h A
w' =w'e; g' =gje;

em que, w? e g]h sao dadas, respectivamente, por (4.12)) e (4.13]). Assim, a forma

bilinear a(-,-) é reescrita da seguinte forma:
a(v", whe;) = a(v", Z dipppe;) v e V" (4.14)
BGN—NQj
Como a igualdade anterior é vélida para todo v* = v!'e;, toma-se v € V" na forma
Vh = QbAei,

n

a(v" W) =" Y algaes dpe)dip | 1<i<n  (4.15)

j=1 BeN—Nj;
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De forma analoga, o mesmo pode ser feito com os outros operadores de (4.11)),

ficando na seguinte forma:

b(Vh) = b(¢ae;), @(Vhygh) = &(¢Aei>gh)-

Como & possivel interpolar g pela funcao da base ¢4, a funcao é definida como

Hx)= ) dalz)ga

AGNQj
em que g4 = g?(a:A) com x4 € I'y;. Assim, reescrendo o operador a(v", g):
n

a(v, g") = Z Z a(¢aei, dpe;)g;n

7j=1 BGNQJ'

Substituindo a equagao anterior e a equagao (4.15)) em (4.11]), obtem-se:

Z Z ¢Ae“¢BeJ) jB — b ¢Aez Z Z ¢Aez,¢Bej)g]B (4.16)

Jj=1 BEN —Ny; Jj=1 BENy;

em que A € N — Ny;. Assim, é possivel definir o seguinte sistema linear:

Kapdjp = Fa (4.17)
sendo,
Kap = a(daei, ¢pe;) (4.18)
e,
Fa=b(¢ae;) Z Z (¢a€i, 95€))g)n (4.19)
J=1 BeN,

A matriz K é denominada matriz de Rigidez e o vetor F' de vetor Forca. Essa

matriz e esse vetor, fazendo uma troca de indices e considerando:
u = ¢ue, = u; =< u,e; >=< @a€,,€; >= P 0;

vV = ¢Be5 = vV =<V, €; >=< ¢Besa €; >= ¢B(Sjs>
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podem ser escritos como:

Kap = / 1, 204998 4y _ / 004098 4 | / 904995 46 (4,90

™ 7 T’ZS]
q Ox; Oz Oxs Ox; 8 0z

Fa= Y ¢A¢ijBdF—/ 6¢Ad9— > Kapgjs, (4.21)
Q

" 0w
B€N3 t BGNQ
em que N3, ¢ o conjunto de nés com condigdo de tragio e f;p é a fungao f! inter-

polada pelas fungoes da base, assim como foi feito com a fungao gj‘(m)

Z ¢A f]A

A€N3J

4.4 Matriz Local e Forca Local

Considere que o dominio 2 C R? ¢ discretizado em elementos finitos €. que

satisfazem
Nel

Q:(UQ_E)O e N =0 se i#j

em que Nel é o nimero total de elementos. Os elementos ()., sao considerados

elementos ()4, ou seja, elementos finitos quadrilateros de quatro nos.

Dessa forma, a matriz global e o vetor forca global sao obtidos através dos

somatorios:
Nel Nel
K=Y K e F=>) F°
e=1 e=1
em que,

KgB:/ T-%(%Bd(ze—/ T-%a¢BdQe+/ L, 224998 40
Qe Qe Qe

T T 18]
Ox; Oxg Oz Ox; Oz; Ox;

Fi= Y / oan ot = [ TS840, = 5 Kingys

BENg BENQ
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E sabido que para cada elemento e somente algumas posicoes da matriz K e
do vetor F' sao nao nulas. Assim, ao invés de armazenar uma matriz e um vetor de
ordens muito grandes para cada elemento, é conveniente armazenar, no caso bidi-
mensional vetorial, uma matriz de dimensao 8 x 8 e um vetor 8 x 1, respectivamente.
Tais estruturas sao denominadas matriz local e vetor local, e sao denotadas por K,
e F?. Os indices minusculos a e b sao os nos locais de cada elemento e tais nés estao

relacionados com os indices A e B, respectivamente.

Para cada no local a, define-se uma funcao de interpolagao local ¢¢ que

satisfaca:
ey )1, a=b
ao={y o2y

Com isso define-se a matriz e o vetor local:

zb :/ T 8¢a a¢b dQe _/ T 8¢a agbb dQe +/ L agba 8¢b dQe
Qe Qe QE

T i TiS] o
8ZEZ‘ a!L‘S 8% 61’z 0@ 8xj

A 4
e e e € a¢2 ¢
F; = E / Pa®y fipdl —/ Thi—dSQe — E :Kabgjb'
b=1 Y T'1 0. O b=1

Observagao: Para o calculo das matrizes locais K¢, e F; ¢ necessario calcular
integrais sobre cada elemento. Apesar de todos elementos serem quadrilateros, nao
necessariamente possuem a mesma geometria. Assim, serd usada uma transformagao
biunivoca, mostrada na Figura [4.1], que transforma cada elemento Q. em um Qp =

[—1,1] x [-1,1], que é denominado elemento biunitdrio e é definido por:

(€,m):Q° — QF

(z,y) — (&(z,9),n(z,y))
(z,y): QF — Q°

&n) — (@(&n),y(& )
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(&n) = (€@, y),n(z.y)) ™

>

z,Y), T,y

Figura 4.1: Transformacao entre elemento finito ). e o elemento biunitario {2g

com ((&,1),y(&,m) = (Caey dal€m)2E, Camy dal€,m)ys), no qual a fungio de in-

terpolacao ¢, no elemento biunitario QF pode ser observada na Figura e tem a

forma:

Gr(€,m) = 92901 g (¢ ) = GO0
3

4 P2 41
146)(1 1—
¢3(&,m) = s +§§ — $4(€,m) = =il 5{4( 1,

Figura 4.2: Fungoes de interpolacao ¢q, ¢o, ¢3 € ¢4

4.5 Simulacao de Cisalhamento Puro

Como exemplo inicial, serd apresentado o caso de cisalhamento puro de um
bloco quadrado de um corpo constituido por um material do tipo Mooney-Rivlin.
Nesse exemplo, aplicam-se forcas de tracao tangenciais a superficie do bloco, ou

seja tensoes de cisalhamento 7 = Tj3. Assim, o problema é do tipo Neumann, e
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para garantir solugao tnica numericamente é necessario fixar um ponto, no caso foi

escolhido o ponto 0, como mostra a figura {4.3|

A T

A1

Figura 4.3: Cisalhamento Puro

4.5.1 Solugao exata

A teoria diz que um cisalhamento pode ser descrito como

r = )\1X1 + k)\ng, To = )\2X2, I3 = )\3X3 (422)

No caso de cisalhamento puro ¢ provado que, para um material elastico, os

estados deformados mantém a forma de um paralelogramo equilatero, dai

0A=0B= X = (1+k*\s. (4.23)
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Considerando (3.20) e (4.22)), a tensao de cisalhamento é dada por

1

Tlg =T = k’(Sl)\g — Szp). (424)
1

Como esté sendo considerado o caso de duas dimensoes, a espessura do corpo se

mantém sem modificacoes, ou seja, A3 = 1 e como o corpo é incompressivel Ay Ay = 1.

Consequentemente, de (4.23)) e (4.24), segue que

It

. _
M=[(1-72"—— E= /0 —1. 4.25
1 ( T (81—82)2> 9 1 ( )

As equagoes (4.23)) e (4.25)) serao utilizadas para comparar com os resultados

numeéricos.

4.5.2 Solucao numérica

Para solucao de grandes deformacoes utilizando ALI, considera-se o passo
de tempo t, = nAt, portanto, a tensao de cisalhamento prescrita no tempo ¢, é
7 = nA7. Pelo ALI, em cada passo n, a tensao de referéncia T, e o gradiente
de deformagao Fy sao obtidos a partir do passo anterior, assim, é assumido que
inicialmente o corpo esta livre de tensao, portanto, no passo n = 0, tem-se que

T():OGFOZI.

A simulagao foi feita com uma malha de 20 x 20 elementos finitos do tipo
()4 e dominio © = (0,1) x (0,1). A condigdo de fronteira é do tipo Neumann,
com A7 = 0.004, como mostrado na Figura sendo o n6 no ponto 0 fixo. As
propriedades do material sdo dadas na Tabela [4.1]

A figura[4.4 mostra os resultados numéricos. Os estados deformados mostram

que o padrao de paralelogramo equilatero ¢ mantido como a teoria prevé. Como
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Figura 4.4: Configuragao inicial e suas deformagoes subsequentes com as tensoes de
cisalhamento aplicadas. 7 = 20A7, 7 = 40A7, 7 = 60AT, 7 = 80AT, T = 120AT,

7= 120A7 e 7 = 140AT.
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Propriedade ‘ Valor

S1 1
S9 —0.1
3 10*

Tabela 4.1: Propriedades do material para o exemplo de cisalhamento puro.

esta deformacao é dita homogénea, teoricamente, o gradiente de deformacao F' é
constante. Em particular, os valores de A\ = Fi; e detF' = 1. A Tabela 4.2] compara
os valores de A\ exato e numérico. Na mesma tabela é mostrado o erro relativo para
alguns passos. A Figura [£.5] também mostra o erro relativo, porém para todos os

passos de incremento.

0.08

0.06|— : : ‘ LIRS

Erro(%})

° °
= =
S o
T I
-
.

.

e

Q

=]
I

.
Felier®
.

‘ E '.oo‘.o .
o o%000s

0.02|— o .i.o‘..o... * Tegetee

ooss”

.

o | | | | | | | | | | | | |

0 10 20 30 a0 50 60 70 80 90 100 110 120 130
Numero de Passos

)\nu'mé'rico —)\ezato
1 1

Figura 4.5: Passo x Erro relativo em porcentagem, Erro = |W| x 100.
1

Na tabela é verificado que a condicao de incompressibilidade é satisfeita
para a simulacao numérica, ou seja, detF' =~ 1. Os resultados sao mostrados nos

mesmos passos de incremento que sao mostrados na Figura 4.4

Pelos resultados apresentados, é possivel ver que a simulagao numérica esta

140
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Passo | Ag#ee | Apumeérice | Erro Relativo(%)

20 | 1.00133 | 1.00111 0.0214888
40 | 1.00536 | 1.00511 0.0251613
60 | 1.01227 | 1.01192 0.0339986
80 | 1.02235 | 1.02194 0.0407761
100 | 1.03609 | 1.03560 0.0476334
120 | 1.05423 | 1.05359 0.0601007
140 | 1.07788 | 1.07716 0.0671870

Tabela 4.2: Comparagao entre os valores exatos e numéricos de A; em vérios passos
de incremento.

Passo ‘ J = detF

20 1.000000
40 1.000000
60 0.999999
80 0.999997

100 | 0.999988
120 | 0.999974
140 | 0.999954

Tabela 4.3: Teste de incompressibilidade do material detF’ =~ 1.

condizente com o que se espera da teoria. Resultados semelhantes foram obtidos em

LIU; CIPOLATTI; RINCON (2010).

Este exemplo foi reproduzido para se estudar o método ALI para materiais

elasticos e validar a implementagao do mesmo.
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5 MODELO DE PLASTICIDADE PARA PEQUE-
NAS DEFORMACOES

No Capitulo |3| foi proposto um método para resolver problemas de grandes
deformagoes através de incrementos de pequenas deformagoes, assim, neste capitulo,
sera apresentada a teoria matematica da plasticidade para pequenas deformagoes,
que tal como o método ALI, também é baseada em incrementos (carregamentos) de

deformagao.

O modelo estudado sera o de von Mises, que é adotado em estudo de metais.
A teoria é baseada nos estudos feitos por(HILL (1950)) el OWEN; HINTON]|(1980)). Os
estudos feitos por OWEN; HINTON| (1980) sao baseados na teoria desenvolvida por
HILL (1950), porém de uma maneira mais simplificada. Assim, teoria apresentada

neste capitulo serd enunciada como em (OWEN; HINTON] (1980).

5.1 Ideias Gerais

Além da nao linearidade geométrica, representada pelas grandes deformacoes,
um corpo pode possuir a caracteristica de uma nao linearidade de material, que neste

caso ¢é representada pela plasticidade.

O principal objetivo da teoria matemaética da plasticidade é prover uma re-
lacao entre tensao e deformacao para um material elastoplastico. Um corpo que
realiza deformagao plastica é caracterizado por sofrer uma deformacao irreversivel
independente do tempo, ou seja, a partir de um nivel de tensao atingido, esse corpo,

quando livre de tensoes, nao voltara a seu estado inicial.
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Para modelar a deformagao de um corpo elastopléstico trés etapas devem ser

cumpridas:

e Uma relacgao explicita entre tensao e deformacgao para descrever o comporta-

mento do material durante o regime eléstico, isto €, antes de plastificar;

e Deve ser postulado um critério de escoamento, indicando o nivel de tensao em

que o fluxo plastico comega;

e Uma relagao entre tensao e deformacgao deve ser desenvolvida para depois
do escoamento, ou seja, quando a deformacgao é composta pelas componentes

elastica e pléstica.

A Figura[5.1]ilustra a curva de tensao-deformagao de dois metais que sofrem

plasticidade.

T

Oyl-

Oyl

Figura 5.1: Curva de tensao x deformagao (a)metal macio e (b)aluminio

Na Figura (a), observa-se que na curva de tensao-deformagao até o ponto
A" o comportamento ¢é linear. Este ponto é chamado de limite proporcional. O
segmento OA” representa o periodo em que o material esta sofrendo deformagcao

elastica. A conhecida Lei de Hooke pode representar esse comportamento linear.
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Além desse ponto, o aumento da deformagao nao é acompanhado linearmente
pelo aumento da tensao, mas a deformacao ainda esta na regiao elastica, no sentido
de que quando o corpo for livre de tensao vai restaurar a forma do material para a

sua forma original.

Esse fato é verdade até que o ponto de escoamento superior A’ seja atingido.
Neste estagio, com o aumento de deformagao, o material pode ter algumas pequenas
oscilagoes no nivel de tensao até que se estabilize, e forma um platd até que o ponto

B ¢ atingido.

O ponto A é o ponto de limite do comportamento elastico do material e é
denominado como ponto de escoamento ou ponto de escoamento inferior, e & de-
terminado pela tensao de escoamento o,. Quando o material passa por um regime

como AB tal material possui o comportamento perfeitamente pldstico.

Se, a partir do ponto B, o material continuar deformando, a tensao continua
aumentando até o ponto U, e a partir desse ponto, conforme a deformagao aumenta a
tensao diminui. Os materiais que possuem a caracteristica de se comportarem como
a regiao BU sao materiais que possuem a caracteristica de sofrer encruamento. A

regiao ABU é chamada de deformacao pldstica do material.

Durante o periodo em que o material estd na regiao ABU, ele pode ser
descarregado, como acontece no ponto D. Quando esse descarregamento acontece,
ele segue o caminho DFE, que ¢ um caminho paralelo ao caminho eléstico que o
material possufa no inicio da deformagao elastica. Como resultado disso, apenas
uma parte da deformacao é recuperada e é chamada de deformacao eldstica, €°,
enquanto a outra parte é chamada de deformacao pldstica, €. Pela propria figura é

possivel observar que a deformacao total, €, ¢ dada por:

e=¢e"+¢€ (5.1)
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Caso o material volte a ser carregado a partir do ponto F, o material sera carregado
elasticamente através da curva EG, e pode novamente ser descrito pela Lei de Hooke.
No ponto G o material ird escoar e a deformacao plastica ira reatar. O ponto G é o

novo ponto de escoamento que em materiais reais fica abaixo do ponto D.

Alguns materiais, como o aluminio mostrado na Figura (b), possuem uma
transicao mais suave entre o comportamento elastico e o plastico nao linear. Nessas
superficies é complicado determinar exatamente em que ponto o material comeca a

escoar, entao, o que se faz, é calcular um limite para estimar tal ponto.

Um fato importante é que, apds a plastificacao do corpo, quando este é
carregado, tal carregamento é feito como se o regime fosse eléstico, e assim ele entra
em um estado de tensoes inadmissiveis fazendo-se necessario o retorno a superficie

de tensoes admissiveis.

5.2 Relacao Tensao-Deformacao no Regime Elastico

Foi visto que para se formular uma teoria de plasticidade é necessario obter
uma relagao entre tensao e deformagao antes do corpo plastificar, ou seja, uma rela-

¢ao no periodo elastico do material. Serao ilustrados dois tipos de regimes elasticos.

O regime eléstico do material pode ser nao linear ou linear. Um modelo
elastico nao linear foi mostrado anteriormente no Capitulo [3] quando foi adotado
o material de Mooney-Rivlin incompressivel e a relagao tensao-deformacao foi dada
pela equacgao . A Figura ilustra algumas curvas de materiais distintos de
Mooney-Rivlin.

Ja em um modelo eléstico linear se adota, em geral, a Lei de Hooke como
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Figura 5.2: Curvas de tensao x deformacao em um material Mooney-Rivlin

(2011a)

relacao entre tensao e deformacao. A relacao, em forma de componentes, que esta
lei define, é dada por:
Ti; = Cijri€r, (5.2)

em que, T;; é o tensor de tensao Cauchy, € ¢ o tensor de deformagao e Cyji € 0
tensor de propriedade do material elastico, que no caso do material ser isotrépico é

escrito da seguinte forma:
Cijrt = A0 + p1(0ik051 + dadjn) (5.3)

em que, A e i sao os parametros do material conhecidos como constantes de Lamé
e 0;; ¢ o delta de Kronecker. A lei de Hooke também pode ser reescrita em funcao
de outros parametros de material, como o mddulo de Young ou modulo eldstico E e

o coeficiente de Poisson v. Estes estao relacionados com as constantes de Lamé:

B M3+ 2 LN
A+ 20+ p)
ou inversamente,
E E
)\ - v Iu =

(1-2v)(1+v) 2(1+v)
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5.3 Critério de Escoamento

O critério de escoamento define o nivel de tensao em que um corpo comeca

a plastificar e pode ser representado de maneira bem geral por:

f(T5) = Y (w), (5.4)

em que, f é uma dada funcao e Y é um pardmetro de material a ser definido
experimentalmente e que pode ser dependente de um parametro de encruamento
K. Se um ponto no corpo satisfaz o critério ([5.4)) entdo esse ponto se deforma

plasticamente, caso contrario, esté no regime eléstico.

Fisicamente, o critério de escoamento deve ser independente da orientacao
do sistema de coordenadas, e, portanto, deve ser uma funcao somente dos trés

invariantes da tensao,
Jr =T

1
Jo = 5TyT,

1
J3 = gTijTjkTm-

O escoamento plastico esta relacionado somente com a tensao desviadora,

que é definida como:

1

Para metais, experimentos demonstraram que a deformacao plastica é inde-
pendente da pressao hidrostatica, consequentemente, o critério de escoamento pode

ser escrito como

f(J3, J3) =Y (k). (5.6)
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Na Figura sao representadas duas superficies de escoamento que servem
como modelos de metais: a superficie relativa ao critério de Tresca, e aquela relativa
ao critério de von Mises. Porém, os estudos feitos em |[LIANIS; FORD| (1957) forne-

cem evidéncias de que o critério de Von Mises é melhor do que o critério de Tresca

quando se trata de metais. Por isso, neste trabalho somente interessa a superficie

de von Mises.

Superficie de
Escoamento de 'ﬁ"
Von Mises //, -

7 Eixo
’ﬁ\ “Hidrosttico

Superficie de
Escoamento
de Tresca

Ty

Plano -7T (Plano Desviador)

T+ Th+T3=0

Figura 5.3: Superficie de escoamento

5.3.1 Critério de von Mises

Segundo KHAN; HUANG (1995)) a equacgao (5.6]), para o caso de Von Mises,

representa um cilindro, com raio igual a v/2Y", no espaco das tensdes principais com

a reta geratriz paralela ao eixo de pressdo hidrostatica (T} = Ty = Tg)EI visto que a

pressao hidrostatica p = J;/3 nao é um argumento de (5.6), como na Figura[5.3l O

'Notacao: Ty, Ty e T3 sdo, respectivamente, Ti1, Tho € Ts3
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plano que corta a superficie na Figura é chamado de plano-m ou plano desviador,

que ¢é definido por T} + Ty + T3 = 0.

Como dito anteriormente, este modelo de plasticidade possui resultados co-
erentes quando se modela metais. O critério de von Mises diz que a plastificagao
ocorre quando o segundo invariante da tensao desviadora atinge seu valor critico.

Matematicamente ele é expresso, a partir de (5.6)), por:
(13)% =Y (), (5.7)

em que, J5 pode ser expresso como
1

Jy = §TZ/JTZIJ
1
= 6[(T1 — 1) + (T — T3)* + (T3 — T1)?]
1
= SITP + T3+ TP + Ty + T + T (5:8)

Substituindo a segunda equagao de (5.8) em ([5.7)) e elevando ambos os lados
ao quadrado, é facil ver que, de fato, a superficie no critério de Von Mises é um
cilindro. E importante ressaltar que este critério é uma funcéo de escoamento que

depende somente de J), e por isso também ¢é conhecido como critério Js.

A tensao efetiva ou tensao equivalente é definida como sendo

— 3
T = /51T, = V3T,
assim, em termos da tensao efetiva, pode-se dizer que o critério de Von Mises é dado

por:

T = /305 = V3Y (k). (5.9)

Um sentido fisico para Y pode ser obtido através de dois testes: o primeiro é o

teste de tensao uniaxial simples, e o segundo, ¢ um teste de cisalhamento puro. Para
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tal, considere que o, ¢ a tensao de escoamento no teste de tensao unixial simples e

7, € a tensao de escoamento no teste de cisalhamento puro.

e Teste de tensao uniaxial simples:(7} = o, e 7o =13 =0)

Calculando J} com o uso de ({5.8) e substituindo em ([5.9) temos que:

o
y =2
V3
e Teste de cisalhamento puro:(7; = -1 =7, ¢ T, = 0)

Novamente, calculando Jj com o uso de (5.8)) e substituindo em ([5.9) temos
que:

Y =1,

Assim, para o critério de Von Mises, temos que a tensao de escoamento no
teste de tensao uniaxial simples é /3 vezes maior do que a tensao de escoamento no

teste de cisalhamento puro.

5.4 Encruamento ou Superficies Subsequentes de Escoamento

Um material é considerado perfeitamente pldstico se o nivel de tensao de esco-
amento nao depende do grau de plastificacoes anteriores, e portanto, sua superficie

de escoamento é sempre a mesma, como representado na Figura 5.4

Porém, em certos materiais, apés o escoamento inicial, o nivel de tensao em
que uma deformacao plastica adicional ocorre pode depender do nivel de deformagao
plastica atual, fazendo com que a superficie de escoamento seja alterada conforme

o aumento de tensao.
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Figura 5.4: Plasticidade perfeita

Se a superficie for expandida mantendo a mesma forma e nao houver transla-
¢ao, o encruamento é denominado isotrdpico. Agora, se a superficie subsequente de
escoamento preserva a forma e a orientagao, mas translada como um corpo rigido, o
encruamento é chamado de cinemdtico. As figuras e representam, respecti-
vamente, os encruamentos isotropico e cinematico em um espago de tensoes. Nesse

texto, somente encruamento isotropico sera considerado.

As figuras e dizem que as tensoes admissiveis do problema estao
localizadas dentro das elipses mais recentes, ou seja, dentro das superficies de esco-
amento atuais. Qualquer estado de tensao que esteja localizado fora de tal curva

nao é uma tensao admissivel.

Carregamento de tensao

Superficie de escoamento inicial

T

™~

Superficie de escamento atual

Figura 5.5: Encruamento isotrépico
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Carregamento de tensao

Superficie de escoamento inicial

N\ >

|

Superficie de escamento atual

Figura 5.6: Encruamento cinematico

As mudancas progressivas da superficie de escoamento podem ser definidas
relacionando a tensao de escoamento Y com a deformacao pléastica através do para-
metro de encruamento . Isso é possivel de duas maneiras distintas: ou através do

encruamento por trabalho ou por encruamento por deformagao.

Na primeira, o grau do encruamento por trabalho pode ser postulado como

uma funcao, somente, do trabalho plastico total W,. Assim,
k=W, com W, = /Tijdefj, (5.10)
em que, defj sao as componentes de um incremento de deformacao.

Alternativamente, o encruamento por deformacao diz que x pode ser relacio-
nado com uma medida de deformacao plastica total, chamada de deformacao efetiva

ou deformacao pldstica equivalente, tal medida é definida incrementalmente como:

2
3

de’ = (| S dej;dey;. (5.11)

Como esta sendo considerado o critério de von Mises, a superficie de escoa-

mento é independente de qualquer tensao hidrostética, ou seja, det; = 0 e, portanto,
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des = del;. Pode-se, entao, reescrever (5.11]) como:
2
de? =4/ gdegde;?. (5.12)

Assim, o parametro de encruamento é definido como
K="¢, (5.13)

em que, € é o resultado da integral de dé” sobre o caminho da deformagao, ver HILL

(1950).

Foi visto que o estado pléstico é representado por tensoes tal que f =Y,
enquanto, f < Y representa o comportamento elastico. Durante o estado plastico,
um incremento de tensao faz com que ocorra uma mudanca incremental na fungao

de escoamento e é representado por

of

df = ——dT;; 5.14
f = g dT (5.14)
Entao, se:
df < 0 descarregamento elastico - o ponto de tensao retorna
para dentro da superficie de escoamento.
df =0 carregamento neutro - o ponto de tensao permanece na
a superficie de escoamento.
df >0 carregamento plastico - ponto de tensao permanece na
superficie escoamento em expansao.

Tabela 5.1: Condigoes geradas pela mudanga incremental na superficie de tensao.

Notagao: a letra d precedida de varidveis é a notagao de incremento.

5.4.1 Insight fisico sobre encruamento por deformacgao

Para se entender melhor o material com encruamento por deformacgao considera-

se o teste uniaxial (T} = o, To = T3 = 0) de um material elastoplastico.
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Como todo material desse tipo, inicialmente a deformacao ¢é elastica. Nesta
parte eléstica, o grafico tensao-deformagao de pequenas deformacoes é caracterizado
por uma reta de inclinagao igual ao modulo eléstico E até que a tensao de escoamento

oy seja atingida.

Apbs o escoamento, o material se comporta parcialmente elastico e parcial-
mente plastico com uma curva caracterizada por sua tangente local variar continu-

amente, tal tangente é chamada de mddulo da tangente elastopldstica, Er.

Anteriormente, foi verificado que a lei de encruamento pode ser expressa em
termos da tensdo efetiva, (5.9), e agora, considerando a hipdtese de encruamento

por deformagao, tem-se que,

T = h(e), (5.15)
ou na forma diferencial,
iT
i h'(e). (5.16)

Agora, considerando o teste uniaxial e pela definigao de tensao efetiva

T =/3J;= \/2[(T1 — L)+ (1= T3 + (Is —Th)?] = 4 %[0’2 +o% =0
(5.17)
Como a deformagao pléastica é considerada incompressivel, entao, o coeficiente de
Poisson é assumido como v = 0.5. Considerando de?” o incremento de deformagao
plastica na dire¢ao do carregamento, entdo: de] = de?, deh = —1de? e deb = —1deP.

Assim, por (5.12), a deformagao plastica efetiva é dada por:

2

de® —
¢ 3

delidel = deP. (5.18)

Usando ((5.16)), (5.17)) e (5.18) tem-se que:
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dT do do 1
h’—p:____: — 519
(") deP  der  de — de¢ j_; — %’ ( )
ou ainda,
Er
h = - % (5.20)

E valido ressaltar que para a simulacao numérica somente h’ é necessario,
e nao h. Outro fato interessante ¢ que foi mostrado que h’ pode ser determinado

experimentalmente através de um simples teste uniaxial.

5.5 Relacao Tensao-Deformacao Elastoplastica

Como foi dito anteriormente, apds o escoamento inicial é necessério uma nova
relacao de tensao-deformacao, pois, depois do escoamento inicial, o comportamento

do material é parcialmente elastico e parcialmente pléastico.

Dado qualquer incremento de tensao apés plastificacao, as mudancas na de-
formagcao sao compostas por uma deformacao elastica e por uma deformacao plastica
de maneira aditiva. Assim, um incremento de tensao gera uma incremento de de-

formacgao na forma:

dei; = deg; + dey). (5.21)

Nessa teoria o regime elastico é regido pela lei de Hooke, portanto, é possivel
reescrevé-la de maneira incremental. Além disso, o incremento de tensao pode ser
decomposto em seus termos desviador e hidrostatico, assim, a lei de Hooke apresenta-
se na forma:

dT, 1-2

des,

)
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Agora, é necessario fazer algumas hipoteses para relacionar o incremento de
deformagao pléastica e o incremento de tensao. Assim, seré assumida a Lei de Fluzo
que governa o fluxo plastico depois do escoamento (em [HILL (1950) h& uma base
teorica para essa hipotese). Tal lei diz que o incremento de deformagao plastica é
proporcional ao gradiente do potencial pldstico, (), em relagao a tensao:

deb. = d\ 0Q

b=\ (5.23)

em que, d\ é a constante de proporcionalidade chamada de multiplicador pldstico.
Uma das necessidade do potencial @) é que ele seja uma funcao de Jj e J}, mas ainda
nao pode ser determinada na sua forma mais geral. Certos principios variacionais
e teoremas de unicidade podem ser formulados se a relagao f = @), e por isso esta

relacao é tao especial na teoria matemaética da plasticidade.

A equivaléncia f = @) é uma relacao valida a ser postulada, pois ambas sao

fungoes de Jj e J; e sobre esta hipotese se da a teoria da plasticidade associada.

Assim, a equagao (5.23)) se torna

of
de?. = d\—— 5.24
62] aﬂ ? ( )
e é chamada de condicao de normalidade, visto que aaT]; é um vetor normal & super-

ficie de escoamento, orientado positivamente. Portanto, é necessario que as compo-
nentes do incremento de deformacao plastica combinem vetorialmente para que o

resultado seja um vetor normal & superficie de escoamento.

Como esté sendo considerado o critério de von Mises, tem-se que f = J; e

portanto,
of _ oty _OGTT) .,

oT,; 0Ty oT;; ij> (5.25)

assim, (|5.24)) se torna,
dey; = d\T}; (5.26)
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que juntamente com ([5.24]) sdo conhecidas como equag¢des de Prandtl-Reuss.

Desta forma, a relagao incremental completa e geral entre tensao e deformacao
pode ser dada através da substituicao de (5.22) e (5.24) em ([5.21)):
dTy; 1-2v of

——0,;:dT, dA ) 2
20 + T O kk T+ T, (5.27)

dGij =

5.6 Equacgoes de Plasticidade na Sua Forma Matricial

De maneira geral, os livros e artigos de engenharia apresentam as equacoes
que foram definidas até o momento matricialmente, ja em referéncias mais matema-
ticas, a notagao tensorial é assumida. Como a teoria de plasticidade desenvolvida
neste trabalho é baseada em |(OWEN; HINTON] (1980), a notacao matricial sera ado-
tada nesta secao, e assim, as expressoes vistas até agora serao reescritas e algumas

novas serao definidas.

Para tal, é necessério redefinir o tensor de tensao 7', que agora sera represen-
tado vetorialmente por o e o tensor de deformagao € que vetorialmente é represen-

tado por €. No caso bidimensional, eles sao dados, respectivamente, por:

O—CC ECC
o 1S

o= | e= |V (5.28)
O-Z 62

Assim, a superficie de escoamento, que foi primeiramente definida em (/5.4])

agora, pode ser reescrita na forma:

flo) = Y (k). (5.29)

Nos casos particulares de encruamento por trabalho e encruamento por de-
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formagao as equagoes (5.10)) e ([5.13]) sdo reescritas, respectivamente, como:

dr = o’ de? dr = dz?. (5.30)

O critério de escoamento ([5.29)) pode ser rearranjado e escrito como F(o, k) =

0, obtém-se:

Flo,k) = f(o)—-Y(k) =0 (5.31)
Tomando a derivada da equacao acima, tem-se que:
oF OF
dF = —d —dr = 0. 5.32
do ot Ok " ( )
Definindo a’ = g_cFr e A= —%g—idm reescreve-se a equagao anterior como:
aldoc —Ad\=0 = aldo = Ad), (5.33)

no qual o vetor a é definido como wetor de fluro e é representado vetorialmente

como,

OF OF OF OF
T aF:{ } (5.34)

a = do do, 0o, 0oy Oo,

Agora, a relacao tensao-deformacao para a regiao pos escoamento é dada
vetorialmente por

T
de = D 'do + d)\ a— =D ldo + d)a, 5.35
do

em que, D & a representacao matricial do tensor de propriedade de material Cjjp;
da lei de Hooke. Multiplicando & esquerda os dois lados de (5.35]) por a’ D = dF e
usando obtém-se o multiplicador plastico dA,

a’Dde = a’'DD 'do +a’Dd\a

a’'Dde = a'do + a’ Dad)\

a’Dde = Ad\+ a"Dad\

a’Dde = (A+a’Da)d)

al Dde

N = T aDa (5-36)
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Substituindo ([5.36]) em ({5.35])

de = D_lda—f—%a

Dde = DD_lda+D%a
TDd
Dde = da—l—DAaTTEDaa
Dde = da—l—Da%
dpd}
Dde = do+ -7 ale
dpdh

do = Dds—AD—d%ad

do = (D — jf—@) de

do = Dde (5.37)

em que, D, =D — Xf—;{i é a representacao matricial do tensor elastopléstico.

A equagao (5.37) é a relagao incremental elastoplastica completa, visto que
no regime elastico a segunda parcela de D,, ¢ zero. Agora, o que resta para que
todas as relagoes estejam bem definidas é a definicdo mais explicita dos termos A,

aedD.

Observagao: Como dito anteriormente, (5.37) e D,, s@o representacoes matrici-
ais de tensores. Tais tensores sao dados por:
a:C®C:a
dT = C,pde, Cop=C— ——F7—, 5.38
P P A+a:C:a (5.38)
em que C' ¢ o tensor de propriedade de material da lei de Hooke e C, é o tensor

elastoplastico de quarta ordem.
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5.6.1 Determinacao da constante A

A hipotese de encruamento por trabalho é mais geral em termos termodi-
namicos e, por isso, vai ser adotada neste momento. Nesta etapa utiliza-se o teste

uniaxial e, assim, é possivel escrever a equagao na forma:
F(o,k) = f(o) —oy(k) =0, (5.39)
em que, o, (k) = v/3Y (k). Desta forma, pela definigio de A tem-se que:
= _ﬁﬁd“ = ﬁ%dlﬁ (5.40)
Substituindo a condicao de normalidade, de? = d)\g—g. = d\a, em 1:
dk = aldla=d\a'o. (5.41)

Como esta sendo considerado o caso de teste uniaxial o0 =& = 0, e de” = de?, em

que, & ¢ a tensao efetiva e e? a deformagao efetiva, a equacao (5.41)) se torna:
dk = 0,d2? = d\a’ 0. (5.42)

Por outro lado, de (5.16|), sabe-se que:

,_ do _ doy

= ) 5.43
de?  de? (5.43)
Aplicando o teorema de Euler para func¢oes homogéneas em ([5.39)),
0
8—5_0’ =0, = alo=o, (5.44)
Substituindo a equacao anterior em ([5.42]),
0,de? = d a0 =d)o, = d\=d&’ (5.45)

Assim, substituindo dA e (5.43]) em ([5.40)), encontra-se a definicao da constante A:

A=1. (5.46)

Portanto, A é um parametro do material proveniente de experimentos e é

idéntico a inclinacao local da curva tensao-deformacao na regiao plastica.
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5.6.2 Determinacao do vetor de fluxo a

Em NAYAK; ZIENKIEWICZ (1972) é proposto uma maneira de reescrever a
funcao de escoamento em func¢ao dos invariantes de tensao, e a sua maior vantagem
¢é o fato de permitir escrever uma forma geral para a funcao de escoamento e para
lei de fluxo para os critérios de Tresca, von Mises, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager.
Os dois tltimos sao usados em solos. Porém, como s6 sera abordado, nesse trabalho,

o critério de von Mises, este serd descrito de uma maneira simplificada.

As tensoes desviadoras principais sao dadas como as raizes da equacgao cubica
3 — Jot — J5 = 0. (5.47)
Observe, agora, a seguinte identidade trigonométrica:
sen’f — zsenG + %867139 =0.

Substituindo ¢ = rsenf em ([5.47) obtém-se:

!

J. J}
sen®0 — r—gsenH — r_g = 0. (5.48)

Comparando as equagoes, tem-se que:

2
e7
47 33
sen3f = ——2 = V3 5 (5.50)
T 2 ng

Assim, é possivel determinar as trés raizes da equacao e as fungoes de esco-
amento sendo dependentes de J;, J) e 6. Visto que a equagao (5.50) fornece uma
alternativa conveniente para o terceiro invariante e, como o método ¢ tratado de ma-

neira geral, inclusive para solos, um termo de pressao hidrostatica é considerado e é
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representado por J;. Porém, o critério de von Mises diz que a func¢ao de escoamento

¢ dependente somente de J, e esse fato nao se altera.

Como dito, uma forma de computacao facil para o vetor a é necesséria e
como s6 esté sendo considerado von Mises tem-se que:

r_OF _ OF 9(Jy:
Jo a(J’)% do

2

a

. (5.51)

OWEN; HINTON| (1980)) diz que, para von Mises, o termo % é uma cons-

()
lloa

% T
a(J5)2 :;[U; o ol ol
do 2(J3)

portanto, o vetor de fluxo a para critério de von Mises é definido por:

¢é definido como:

tante igual a \/3, e que o vetor

ol

o
3 /
a= ‘f/l %y (5.52)
2(J3)2 | %y
O-Z

5.6.3 Determinacao do vetor dp

O ltimo termo a ser determinado ¢é o vetor dp que agora é possivel, pois o
vetor a foi definido na secao anterior. E sabido que dp = Da, porém para determina-
lo é necessério saber quem ¢é a matriz D. Conforme verificado anteriormente, D é a
representacao matricial do tensor elastico de propriedade material e para representa-
lo matricialmente, sera necessario separa-lo em tipos de problemas: estado plano de

tensao, estado plano de deformagcao e simetria axial.

A forma explicita da matriz de elasticidade D para problemas de Estado
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Plano de Deformacao e simetria axial é:

A =
E(1-v) = 1 0 =
D= v o 1TV 5.53
A+v)1-20) | 0 0 5525 0 (5.53)
i i 01
Ja para o caso de Estado Plano de Tensao a matriz D ¢é dada por:
1 v 0 0
E v 1 0 0
P=1"0o0 0 5200 (5:54)
00 0 1

Agora, é possivel definir completamente a matriz elastoplastica D., através
do vetor dp que, assim como a matriz elastica D, é determinado dependendo do
tipo de problema. Para problemas de Estado Plano de Deformacao e simetria axial,

tem-se que dp é definido por:

[ E El/(a1+a2+a4)'
a; +
1+v (1+v)(1—2v)
E . Ev(a; + as + ay)
Pa—
dp = |1+v I+v)d—=2v) | (5.55)
Ga3
E Ev(a; + ag + a4)
g+
1+ v (1+v)(1—-2v) |

em que, ai, as, as € a4 Sao as componentes do vetor a, e G é o mddulo de cisalhamento

definido por

E
¢= 2(1+v)
Ja para problemas de Estado Plano de Tensao o vetor dp é escrito como
[ E Ev(a; +ay)]
1+ 1 1— 2
E Ev(a; + as)
dp—= | T+ 12 | (5.56)
Gas
E Ev(ay + as)
T+ 0™ * 1—v2
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6 METODO ALI ELASTOPLASTICO

Neste capitulo sera mostrado como foi feito para unir o método ALI com a
teoria de plasticidade para pequenas deformacoes. Na tltima se¢ao dois exemplos
simulados serao exibidos: vaso de pressao cilindrico e estrangulamento de uma barra

circular.

6.1 Modelagem Elastoplastica Utilizando o ALI

Para se modelar grandes deformagoes de materiais elastoplasticos utilizando
o método ALI considera-se que os incrementos de for¢a, que o método utiliza, sao

sempre pequenos o suficiente.

Como em cada incremento esta sendo feita uma pequena deformacao, a pre-
missa que se parte é de que nesse incremento, caso o material plastifique, a teoria

de plasticidade para pequenas deformacgoes seja valida.

Toda a teoria de plasticidade apresentada baseou-se na relacao de tensao-
deformagao dada pela lei de Hooke, portanto, o tensor de propriedade de material,
, deve ser trocado pelo tensor de propriedade do material que a lei de Hooke
define:

Lijii = N300 + (0651 + 6udji) (6.1)

em que A\ e i estao relacionados com F e v como dito anteriormente.

Esquematicamente o método ALI elastoplastico pode ser representado na
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Figura[6.1l O que diferencia do algoritmo do ALI elastico é a verificagao se houve
plastificacdo. Nessa etapa o algoritmo do ALI elastico simplesmente atualiza as

tensoes através de (3.21).

Entrada de Dados

Utiliza Tensor de
I Propriedade do

Material
Elastoplastico

Impoe condigbes
de fronteira

Utiliza Tensor de
Propriedade do
Nao Material Elastico

|

Constroi Matriz
de Rigidez e

Elemento
Plastificado

Vetor Forca

|

Resolve
Sistema Linear

Regime Plastico
Retorno & Superficie

Atualiza Deslocamento

Atualiza
Configuracao

|

Atualiza Posigao Plastificou Atualiza Tensao

Sim

Carregamento

Regime Elastico I

Figura 6.1: Esquema método ALI elastoplastico
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6.2 Resultados Numeéricos

Nesta secao serao apresentados alguns resultados numéricos obtidos na pes-
quisa. Todas as implementacoes foram feitas em linguagem orientada a objetos C+-+
utilizando a IDE(Integrated Development Environment ou Ambiente Integrado de
Desenvolvimento) Qt Creator. Os graficos que irao ser apresentados foram gerados

no Matlab.

Em termos de implementacao é valido ressaltar dois algoritmos: o primeiro
é o de resolucao do sistema linear que considera que as matrizes geradas para cada
incremento de forca, sao armazenadas considerando sua banda. O método utili-
zado para a resolucao dos sistemas lineares é a eliminacao gaussiana adaptada para

sistemas em banda.

O segundo algoritmo importante é o de retorno a superficie de escoamento.
Existem varios algoritmos possiveis de serem implementados, porém como foi seguido
o livro de OWEN; HINTON]| (1980)), o mesmo algoritmo foi implementado. Tal
considera um retorno radial & superficie de escoamento para a proje¢oes das tensoes

inadmissiveis.

6.2.1 Vaso de pressao cilindrico

Neste exemplo serda apresentado o primeiro resultado obtido considerando
material elastoplastico e o método ALI, porém, este nao é um exemplo de grande
deformagao. O objetivo é validar os resultados e a interacao do método ALI com a

teoria da plasticidade.

Considera-se o caso de um vaso de pressao cilindrico de parede espessa subme-
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tido a pressao interna, da mesma maneira que foi apresentado em |(OWEN; HINTON
(1980). A condigao de deformacao plana é assumida. As propriedades do material
estdo na Tabela[6.1 A malha, que é formada por 120 elementos finitos do tipo Q4, e
as condigoes de fronteira estao representadas na Figura (6.2). Devido a simetria do
problema, somente um quarto da secao transversal do vaso de pressao é necessaria

para a simulagao. O critério de von Mises adotado é linear e dado na forma:

T =o,+ hde. (6.2)
Propriedade ‘ Valor
modulo elastico £ 2.1 x 10* dN/mm?
coeficiente de Poisson v 0.3
tensao de escoamento uniaxial o, 24 dN/mm?
parametro de encruamento por deformacao h’ 0

Tabela 6.1: Propriedades do material para o exemplo de vaso de pressao cilindrico.

ZOOT

100t

Figura 6.2: Malha de 120 elementos utilizada e condigoes de contorno.

Pela simetria do problema, a teoria diz que os elementos mais proximos a face
interna (onde a pressao esta sendo aplicada) sdo os primeiros a plastificar. A Figura
mostra que isso de fato acontece na simulacao, onde os elementos préximos esta

face sao os primeiros a plastificar e a plastificacao segue em direcao a face externa.
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[

Ordem de Plastificacdo dos Elementos

Figura 6.3: Ordem da plastificagdo dos elementos se d& a partir da face interna em
direcao a face externa.

Na Figura é mostrado a relacao entre a pressao aplicada e o deslocamento
da face interna do cilindro. Na Figura [6.5 sao apresentados os resultados da distri-
buigao da tensao principal Ty ao longo do eixo radial do vaso para alguns valores de
pressao aplicada. Para esta simulacao foram usados 180 passos do método ALI com

AP =0.1

Os resultados obtidos foram comparados com as solugoes tedricas apresenta-

das em (OWEN; HINTON]| (1980) e concordam com a referéncia sendo praticamente

coincidentes.

6.2.2 Estrangulamento de uma barra circular

Neste exemplo, sera apresentado o caso em que o material elastoplastico
sofre grandes deformagcoes. O seguinte problema é um exemplo classico que foi
analisado por SIMO; HUGHES (1998), SIMO; ARMERO| (1992)), TAYLOR] (2010)),
SOUZA NETO et al (1996), SOUZA NETO; PIRES; OWEN] (2005), ARMERO;
\GALSER)| (1997), ELGUEDJ; HUGHES| (2011)), entre outros.
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Figura 6.4: Deslocamento da face interna do cilindro com o aumento da pressao.

Diferentemente do livro e dos artigos citados, que desenvolvem uma teoria
especifica para grandes deformacgoes para materiais elastoplésticos, a ideia é aprovei-
tar o fato do método ALI resolver um problema de pequenas deformacgoes para cada

incremento de forca e aplicar a teoria de plasticidade para pequenas deformacoes.

O critério de von Mises continuard sendo adotado, porém, agora, em uma

versao nao linear dada por:

T=0,+NdE" + (04 — 0,)(1 — "), (6.3)
em que o4 € a saturacao de tensao de escoamento e § é o expoente de saturacao.
Este exemplo, considera uma barra de 53.334mm de altura e 12.826mm de

largura em estado plano de tensao, porém, pela simetria do problema somente }L

da barra precisa ser considerada para a simulagao numeérica. Para controlar a lo-
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Figura 6.5: Distribuicdo da tensdo principal Ty = D32 4 \/(W +T3)

alguns valores de pressao aplicada P.
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calizagao do estrangulamento, o centro da barra é reduzido em 0.982 do original.

Um deslocamento prescrito de bmm é aplicado no topo da barra. As condigoes de

contorno e a malha sao mostrados na Figura . As propriedades do material sao
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Smm

PATA A

Figura 6.6: Malha e condig¢oes de contorno.

mostradas na Tabela [6.2

Propriedade ‘ Valor
modulo de cisalhamento 80.1938G Pa
modulo de Bulk 164.21GPa
tensao de escoamento uniaxial o, 0.45GPa
parametro de encruamento por deformagao b’ | 0.12924G Pa
saturagao de tensao de escoamento o, 0.715GPa
expoente de saturacao ¢ 16.93

Tabela 6.2: Propriedades do material para o exemplo de estrangulamento de uma
barra.

Na Figura [6.7] ¢ mostrado o grafico do deslocamento vertical imposto pelo
deslocamento do raio de estrangulamento. A comparacao é feita entre o método

ALI e o resultado teorico do artigo ELGUEDJ; HUGHES| (2011). A plastificagao,

nesse exemplo, se da logo no inicio da deformacao e o método ALI adaptado para
plasticidade se comporta bem até certo ponto. Porém, a partir do deslocamento

imposto de 4mm comecam a ocorrer diferencas, provavelmente devido a modelagem
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diferente que foi feita.

35 ! , . ! , .

3 Tedrico
® ALl + Plasticidade

Deslocamento Radial
®

: 3 ' :

fip = L i I i I | i
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Deslocamento Vertical Imposto

Figura 6.7: Comparacao entre o resultado teérico e o método ALI adaptado para
plasticidade. Deslocamento vertical x Deslocamento Radial

Na Figura[6.8] é feita a mesma anélise da Figura porém, agora, conside-

rando o raio. Novamente, o mesmo comportamento é observado.

A Figura mostra o erro relativo em porcentagem do calculo do raio
em alguns passos de tempo. O erro confirma que em seu ultimo passo de tempo o
erro desta modelagem do ALI é de um pouco mais de 8%. A malha deformada é

mostrada na Figura [6.10]

Os resultados apresentados foram satisfatorios, mostrando que a modelagem
com ALI adaptado para plasticidade tem um comportamento parecido com o consi-
derado nos artigos base. Porém, ainda é necessario algumas possiveis modificagoes

para que a modelagem represente o fendmeno de maneira mais adequada.
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Figura 6.8: Comparagao entre o resultado teérico e o método ALI adaptado para
plasticidade. Deslocamento vertical x Raio
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Figura 6.9: Erro relativo em porcentagem em alguns incrementos de forga.
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Figura 6.10: Malha deformada no final do deslocamento imposto de bmm.
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7 CONCLUSAO

Fenomenos nao lineares e de grandes deformagoes sao observados na natu-
reza e em areas de produgao humana como a engenharia. Cada vez se torna mais

importante conhecer melhor esses fendmenos.

Neste trabalho foi exposto o método ALI para materiais elasticos e um pouco
sobre a teoria de plasticidade para pequenas deformagoes. Um programa orientado
a objeto foi criado para as simulagoes utilizando a linguagem C+-+. Também foram
desenvolvidas as formulagoes forte, fraca, de Galerkin e matricial para um problema
de valor de contorno. Essas formulagoes sao importantes para a analise numérica

por método de elementos finitos.

Como ja provado em artigos anteriores, o método ALI tem um excelente
comportamento quando se trata de grandes deformacoes em materiais elasticos.
Quanto ao seu comportamento em materiais elastoplésticos foi visto que para o caso
de pequenas deformagoes o comportamento é excelente. Se tratando de grandes
deformagoes os resultados obtidos foram bons até certo incremento de forca, e,
depois, mesmo nao sendo tao proximos, os resultados foram coerentes com o tedrico,
no sentido de que nao ocorreram comportamentos inesperados. Sendo assim, mais

estudos sobre esse tipo modelagem sao necessarios.

Para trabalhos futuros, seria interessante o estudo de mais critérios de plas-
tificagao visando observar o comportamento de outros tipos de materiais diferentes
de metais; solos e meios porosos, por exemplo. Sobre a parte computacional, seria
interessante a implementacao da axissimetria no programa, visto que uma grande

dificuldade do trabalho foi encontrar exemplos que nao fossem axissimétricos. Seria
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interessante considerar elementos finitos de outros tipos (tridngulos, quadrilateros
do tipo Q8, etc.) para modelar geometrias mais gerais. Um estudo mais apurado so-
bre os algoritmos de retorno a superficie seria importante, visto que, como o que foi

utilizado nao é tao recente, possiveis algoritmos melhores devem ter sido sugeridos.
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