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RESUMO

Pereira, Gabriel Thomaz de Aquino. Modelagem Elastoplástica Utilizando o
Método de Aproximações Lineares Incrementais. 2015. 88 f. Dissertação
(Mestrado em Informática) - PPGI, Instituto de Matemática, Instituto Tércio Pa-
citti de Aplicações e Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

O objetivo deste trabalho é fazer uma modelagem numérica de grandes deformações
de materiais elastoplásticos. Em particular, serão considerados metais modelados
pelo critério de von Mises. Para esta modelagem será considerado o método de
aproximações lineares incrementais e a teoria de plasticidade de pequenas deforma-
ções. O método de elementos finitos será empregado para solução numérica de cada
incremento de força.

Palavras-chave: Aproximações lineares incrementais, plasticidade, von Mises, ele-
mentos finitos.



ABSTRACT

Pereira, Gabriel Thomaz de Aquino. Modelagem Elastoplástica Utilizando o
Método de Aproximações Lineares Incrementais. 2015. 88 f. Dissertação
(Mestrado em Informática) - PPGI, Instituto de Matemática, Instituto Tércio Pa-
citti, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

The goal of this work is to model large deformations in elastoplastic materials.
More preciselly, it will be considered metals with von Mises criterion. For this model
will be applied the successive linear aproximation method and the small plastic
deformation theory. The finite element method will be used for numeric solution for
each force increment.

Keywords: successive linear aproximation, plasticity, von Mises, finite elements.
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1 INTRODUÇÃO

A mecânica computacional tem por objetivo estudar e compreender melhor

fenômenos da mecânica através de simulações e análises numéricas. Grande parte do

interesse dessa área é estudar fenômenos não lineares, que são divididos basicamente

em dois tipos: não linearidade de material e não linearidade geométrica.

Uma não linearidade de material típica é o comportamento plástico de vários

tipos de materiais. A não linearidade geométrica pode ser observada quando um

sólido sofre grandes deformações, ou seja, a variação do formato do sólido não pode

mais ser negligenciada.

A pesquisa em grandes deformações começou há alguns anos e tem crescido

nos desde então. Os métodos computacionais mais tipicamente usados, e que são

muito bem documentados, baseiam-se nas teorias de SIMO; TAYLOR (1991), SIMO;

HUGHES (1998) e ZIENKIEWICZ; TAYLOR (2000). Estes métodos empregam o

método de Newton para solucionar o sistema não linear proveniente da formulação

variacional de um problema de valor de contorno não linear.

Em LIU; CIPOLATTI; RINCON (2010) foi proposto o método de Aproxi-

mações Lineares Incrementais (ALI) para resolução de problemas de grandes defor-

mações em materiais elásticos e, posteriormente, em LIU et al. (2014), esse método

foi adaptado para materiais viscoelásticos.

Apesar de aparentes semelhanças do método ALI com outros métodos incre-

mentais, o ALI utiliza uma formulação que considera o estado atual do corpo como

a configuração de referência, enquanto os outros são geralmente escritos em uma
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formulação Lagrangena.

No ALI também há a vantagem das prescrições das condições de contorno,

pois em outros métodos incrementais, que consideram uma formulação Lagrangena,

as condições de tração à serem prescritas na configuração de referência inicial, ge-

ralmente dependem da superfície da geometria da configuração deformada. Já no

ALI não há dificuldade alguma em relação as condições de contorno, pois em cada

passo consecutivo um problema de pequenas deformações é resolvido.

Existem métodos de grandes deformações para materiais elastoplásticos, como

em SIMO; HUGHES (1998), que reproduzem bem os fenômenos. Entretanto, para

utilizar estes métodos toda uma teoria voltada para grandes deformações elastoplás-

ticas é desenvolvida, e praticamente não há uso das equações já estabelecidas para

pequenas deformações.

Visto que o ALI resolve grandes deformações através de incrementos de pe-

quenas deformações, este trabalho é tem por objetivo unificar o método ALI com a

teoria da plasticidade de pequenas deformações, e, assim, comprovar a robustez do

método. Com esta unificação as vantagens para se simular grandes deformações de

materiais elastoplásticos serão relevantes.

A dissertação foi dividida em 7 capítulos. No Capítulo 2 são apresentados

alguns conceitos básicos envolvendo matemática e mecânica para facilitar a compre-

ensão da dissertação.

No Capítulo 3 o método de aproximações lineares incrementais (ALI) é apre-

sentado em detalhes. Para que posteriormente seja possível mostrar uma formulação

mais completa de um problema de valor de contorno, neste capítulo é considerado

um material de Mooney-Rivlin quase incompressível.
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No Capítulo 4 são apresentadas as formulações forte, fraca, de Galerkin e

matricial para um problema que considera o material de Mooney-Rivlin quase in-

compressível. Tais formulações serão discutidas em forma de componentes. O pri-

meiro resultado da dissertação é discutido através de um exemplo de cisalhamento

puro.

No Capítulo 5 é apresentada uma breve introdução da teoria matemática da

plasticidade para pequenas deformações.

No Capítulo 6 é apresentado como foi realizada a junção da teoria do ALI

com a teoria de pequenas deformações de materiais elastoplásticos. Dois exemplos

são considerados e discutidos. O primeiro se trata de um exemplo de pequenas

deformações e o segundo um exemplo de grandes deformações.

No Capítulo 7 são apresentadas as conclusões e sugestões para trabalhos

posteriores.



15

2 PRELIMINARES

Neste capítulo serão trabalhados alguns conceitos que ajudarão a melhor

compreensão dos capítulos posteriores.

Na seção 2.1 serão apresentadas algumas definições e alguns teoremas, com

as respectivas demonstrações referenciadas. Já na seção 2.2 alguns conceitos de

mecânica serão abordados.

2.1 Conceitos Matemáticos

• Notação de Einstein(convenção do somatório)

Seja {e1, · · · , en} uma base de um espaço vetorial V , então, dado um vetor u ∈ V ,

esse pode ser representado como:

u =
n∑
i=1

uiei

em que, ui é uma componente do vetor u.

A notação de Einstein, criada pelo físico em 1916, simplifica a escrita de

somatórios. Tal notação diz que:

Ao expressar um termo, se um índice é repetido uma, e somente uma, vez,

um somatório sobre este índice é assumido.

uiei =
n∑
i=1

uiei = u
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• Tensores

A teoria de tensores é bastante rica e complexa, e, por esse motivo, não daria

para desenvolver todos os conceitos nesse trabalho. Alguns poucos conceitos básicos

serão abordados para melhor compreensão do tema.

Sejam U e V espaços vetoriais munidos de produto interno e T uma trans-

formação linear de U em V . O conjunto de todas as transformações lineares de U

em V é denotado por,

T (U, V ) = {T : U → V |T é linear}.

Com a operação de soma e a operação de multiplicação por escalar definidas, tem-se

que T também é um espaço vetorial.

Definição: Sejam u ∈ U e v ∈ V , o produto tensorial de u e v, denotado por

u⊗ v, é definido como uma transformação linear de U em V tal que

(u⊗ v)(w) = (v ·w)u (2.1)

em que (∗ · ?) é a operação de produto interno e w é qualquer vetor em U .

Como dito, o produto tensorial de dois vetores é uma transformação linear, e

tal transformação é chamada de tensor. É possível mostrar que toda transformação

linear pode ser expressa como combinação linear de tensores. Assim, diz-se que

T (U, V ) é o espaço de produto tensorial de U em V e denotado por T (U, V ) = V ⊗U .

O caso especial em que as transformações lineares pertencem a um espaço em

que U = V , e assim, V ⊗ V = T (V, V ) = T (V ), tais transformações são chamadas

de tensores de segunda ordem. Seja A ∈ T (V ) e {ei} uma base de V . Em termos
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de componentes, o tensor A é dado por:

A = Aijei ⊗ ej

e o traço do tensor A é

tr(A) = Aii

Definição: Sejam A e B pertencentes à T (V ), o produto interno de A por B é

dado por:

A ·B = tr(ABT ) (2.2)

que é uma operação bilinear, simétrica e definida-positiva.

• Teoremas Importantes

Teorema(Teorema da Divergência): Seja R uma região regular de E(espaço eucli-

diano de pontos) com fronteira ∂R. Seja φ : R → R, h : R → V e S : R → T (V )

campos suaves tais quais são, respectivamente, escalar, vetorial e tensorial. Então,∫
∂R

(φn)da =

∫
R

(5φ)dv

∫
∂R

(h · n)da =

∫
R

(divh)dv∫
∂R

(Sn)da =

∫
R

(divS)dv

onde n é o vetor unitário normal à ∂R.
Demonstração: As duas primeiras versões do teorema da divergência são mais

conhecidas e suas demonstrações podem ser encontradas em referências clássicas de

um curso de análise, como por exemplo, em RUDIN (1976). A demonstração da

versão tensorial é encontrada em LIU (2002).
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Teorema(Teorema de Euler para funções homogêneas): Seja g(x) uma função ho-

mogênea e de grau k então:
∂g

∂x
· x = kg

Demonstração: ver HILL (1950)

2.2 Conceitos de Mecânica

• Configuração e Deformação

Considere W o espaço-tempo Newtoniano da mecânica clássica. Assim, é

possível realizar o mapeamento 1− 1 Φ

Φ :W → E × R

em que E é o espaço euclidiano de três dimensões e R é o espaço de uma dimensão dos

números reais. Este mapeamento é chamado de frame1 de referência. Outra maneira

de se denominar o frame de referência é por observador. Um fato importante é que

observadores diferentes medem eventos em W de maneiras diferentes.

Matematicamente é interessante representar a presença de um corpo B no

espaço. Para tal, é necessário identificar esse corpo com uma região de E relativo a

um frame de referência. O mapeamento 1−1 de B em E é chamado de configuração

de B, e é conveniente escolher uma configuração do corpo como referência,

κ : B → E , κ(X) = X

em que κ é a configuração de referência. O corpo B na configuração κ é denotado

por Bκ. Agora, considere χ uma configuração qualquer de B. A deformação de B
1Esta palavra será mantida em inglês por não haver uma tradução adequada.
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de κ para χ é representada na figura 2.1 e é definida por,

χκ = χ ◦ κ−1 : Bκ → Bχ, x = χκ(X) = χ(κ−1(X)).

Figura 2.1: Esquema de configuração de referência

Também é interessante definir o gradiente de deformação de χ relativo a κ,

Fκ = ∇X(χκ)

e como o mapeamento χκ é 1-1 Fκ é não singular, ou seja,

detF 6= 0.

• Movimento

O movimento de um corpo é definido como uma sequência contínua de con-

figurações no tempo, ou ainda, como uma sequência de deformações no tempo, a

partir de uma configuração de referência.
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O corpo material possui algumas propriedades físicas que podem sofrer alte-

rações de valores devido a deformações no corpo em movimento. Essas quantidades

físicas são geralmente descritas de duas maneiras: ou pela descrição material ou

pela descrição espacial.

A primeira também é chamada de descrição Lagrangeana, e descreve a evo-

lução dos seus valores ao longo de um caminho de um ponto material. Já a segunda,

conhecida também como descrição Euleriana, é descrita através das mudanças dos

valores em uma localização fixa na configuração atual do corpo.

• Princípio da Objetividade Material ou Princípio de Indiferença à

Frame Material

O comportamento de um corpo é caracterizado fisicamente pela descrição dos

campos de densidade, ρ(X, t), movimento, χ(X, t), e temperatura, θ(X, t), onde t é

o tempo.

O tensor de tensão, o fluxo de calor e a energia interna de um material,

não dependem somente do comportamento do material, mas também do tipo de

material que o corpo é constituído. Essas quantidades são chamadas de quantidades

constitutivas.

Definição: Seja ψ(·) uma função do tempo, a história de ψ até o tempo t é

definida como

ψt(s) = ψ(t− s)

em que s ∈ [0,∞) é a coordenada de um tempo passado, relativa ao tempo presente t.
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Princípio do determinismo: Seja C uma quantidade constitutiva, então a re-

lação constitutiva para C é dada por um funcional na forma:

C(X, t) = F
Y ∈B

0≤s≤∞

(ρt(Y, s), χt(Y, s), θt(Y, s), X, t)

onde F é chamada de função constitutiva. Tal funcional permite a descrição de

efeitos arbitrários não locais de qualquer corpo.

Seja Φ um frame de referência e C(X, t; Φ) uma quantidade constitutiva no

frame Φ. Assim,é possível reescrever a relação constitutiva anterior como

C(X, t; Φ) = FΦ
Y ∈B

0≤s≤∞

(ρt(Y, s), χt(Y, s), θt(Y, s), X, t)

ou seja, uma função constitutiva depende, de maneira geral, da escolha do frame.

Princípio da Indiferença Material de Frame: As funções constitutivas de uma

quantidade constitutiva, que são indiferentes à frame, com respeito a transformações

Euclidianas(ver LIU (2002)), tem que ser indiferentes à frame, ou seja,

FΦ(·) = FΦ∗(·)

onde Φ e Φ∗ são frames de referência distintos.

• Estados Planos

Seja T o tensor de tensão de Cauchy e Txx = Tx, Tyy = Ty, Tzz = Tz, as tensões

nas direções x, y e z, respectivamente. Considere também o tensor deformação ε e

εxx = εx, εyy = εy, εzz = εz, as deformações nas direções x, y e z.

Estado Plano de Tensão: é definido como sendo o estado de tensão em que

a tensão normal na direção z, Tz, e as tensões de cisalhamento, Txz e Tyz, dirigidas

perpendicularmente ao plano xy, são assumidas nulas.
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A geometria de um corpo que é analisado em um estado plano de tensão é

essencialmente como a de uma placa fina, com uma dimensão muito menor do que

as outras duas. Os carregamentos de força são aplicados uniformemente sobre a

espessura da placa, e agem no plano da placa.

Estado Plano de Deformação: é definido como sendo o estado de deformação

em que a deformação normal na direção z, εz, e as deformações de cisalhamento,

εxz e εyz, são assumidas nulas.

A geometria de um corpo em estado plano de deformação é essencialmente a

de um cilindro prismático, com uma direção muito maior em comparação as outras

duas. Os carregamentos de força, nesse estado, são distribuídos uniformemente com

respeito a dimensão de maior tamanho, e agem perpendicularmente a ela.
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3 MÉTODO ALI

O método de Aproximações Lineares Incrementais (ALI) será apresentado

nesta seção. Tal método foi proposto nas referências LIU; CIPOLATTI; RINCON

(2010) e LIU (2011b). Em CIPOLATTI; LIU; RINCON (2012) é feita uma análise da

existência e unicidade da solução para materiais de Mooney-Rivlin; já em LIU et al.

(2014), o método é apresentado para materiais viscoelásticos. O propósito desta

seção é descrever o ALI para o caso em que um corpo é constituído de material

elástico de Mooney-Rivlin compressível ou quase incompressível.

Em geral, os Problemas de Valor de Contorno (PVC) são formulados nas co-

ordenadas de referência ou em coordenadas espaciais. A primeira é dita formulação

Lagrangeana, e a segunda, formulação Euleriana. Alternativamente, o método ALI

utiliza uma formulação que foi chamada de formulação relativa-descritiva. Nessa for-

mulação os problemas de valor de contorno são formulados em coordenadas relativas

à configuração do tempo atual t, ao invés, de usar uma configuração de referência

fixa como no caso Lagrangeana. Note que também não é Euleriana já que nesta as

coordenadas são fixas no espaço.

Neste método, as equações constitutivas são calculadas a cada estado, sendo

a configuração de referência atualizada em cada passo de tempo. O novo estado de

referência é a configuração atual do corpo. Supondo que em cada passo de tempo

ocorram pequenas deformações, as equações constitutivas são linearizadas.

Assim, o método ALI resolve um problema não linear através de incrementos

lineares em cada passo de tempo, ou seja, uma grande deformação pode ser calculada

através de incrementos de pequenas deformações.
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3.1 Configuração de Referência Atualizada

Seja B um corpo elástico, sendo κ0 a configuração tomada como de referência

preferida, tal configuração é a única onde o corpo é isotrópico. Considere

x = χ(X, t), X ∈ κ0(B) = B0

a deformação do corpo B0 no tempo t. O tensor de tensão de Cauchy é dado pela

equação constitutiva,

T (X, t) = Fκ0(F ) (3.1)

sendo F (X, t) o gradiente de deformação e Fκ0(F ) a função constitutiva do material

elástico, que em geral, considerando o caso de grandes deformações, é uma função

não linear de F .

Nesse texto o tempo t sempre será usado como tempo atual. Seja κt a confi-

guração deformada no tempo t, Bt = κt(B). Assim, é possível definir o gradiente de

deformação com respeito a configuração κ0, como sendo

F (X, t) = ∇
X

(χ(X, t))

Considere o tempo τ > t e κτ a configuração deformada nesse tempo, Bτ =

κτ (B). No tempo τ a deformação em relação a κ0 é dada por ξ = χ(X, τ). É

possível, então, definir na configuração atual a deformação relativa de κt para κτ
com a função χt : Bt → Bτ

χt(x, τ) := χ(X, τ), x = χ(X, t) ∈ Bt (3.2)

e o deslocamento relativo correspondente

ut(x, τ) := ξ − x = χt(x, τ)− x x ∈ Bt (3.3)
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Tomando o gradiente relativo a x em ambos os lados de (3.3) temos:

∇xut(x, τ) = ∇x(χt(x, τ)− x(X, t))

Ht(x, τ) = Ft(x, τ)− I (3.4)

em que Ht e Ft são denominados, respectivamente, gradiente de deslocamento rela-

tivo, gradiente de deformação relativo, e I é o tensor identidade.

Agora, calculando o gradiente de (3.3) relativo a X temos,

∇
X
ut(x, τ) = ∇

X
χt(x, τ)−∇

X
x(X, t)

∇xut(x, τ)∇
X
x(X, t) = ∇

X
χ(X, τ)− F (X, t)

Ht(x, τ)F (X, t) = F (X, τ)− F (X, t)

F (X, τ) = (I +Ht(x, τ))F (X, t) (3.5)

O esquema abaixo ilustra a relação entre as configurações consideradas,

X ∈ B0

F (t)

yy

F (τ)=(I+H)F (t)

%%
x ∈ Bt

Ft(τ)=I+H

ξ=x+u(ξ,t)
// ξ ∈ Bτ

Em uma descrição Lagrangeana, uma função f(X, t) definida sobre o movi-

mento de um corpo é definida no domínio B0×R, em uma configuração de referência

fixa. Já numa descrição Euleriana, f̃(x, t), é definida na posição x ocupada pelo

corpo e seu domínio é dado por Bt × {t}.

Contudo, a partir do que fora feito até agora, é possível definir uma função

ft(x, τ) sobre o domínio Bt ×R, no tempo τ relativo à configuração atual , como se

esta função fosse vista no instante τ a partir de um observador ligado ao corpo em
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seu movimento no instante atual t. Essa característica que define o que chamamos

anteriormente de formulação relativa-descritiva.

A vantagem de usar uma formulação relativa-descritiva é que nesta é possível

linearizar as equações constitutivas relativo ao estado atual. E repetindo esse pro-

cesso sucessivamente, como em um método de Euler, é possível aproximar funções

constitutivas não lineares para grandes deformações.

3.2 Equação Constitutiva Linearizada

De acordo com a literatura da área (por exemplo LIU (2002)), sabe-se que o

modelo constitutivo linear dado pela Lei de Hooke não satisfaz o principle of material

frame-indiference (princípio de indiferença à frame material), e portanto, só pode

ser considerado como uma aproximação de algum modelo não linear de pequenas

deformações. No caso de grandes deformações, consideramos o funcional Fκ0(F )

não linear em relação ao gradiente de deformação F .

Seja τ = t + ∆t. É assumido que ∆t é pequeno o suficiente para que o

gradiente de deslocamento seja pequeno (H � 1), ou seja, H(τ) = Ht(x, τ). Daí,

juntamente com (3.4) e (3.5), conclui-se que F (τ) − F (t) = H(τ)F (t) e Ft(τ) =

I +H(τ).

Agora, utiliza-se séries de Taylor para linearizar (3.1) relativamente à confi-

guração atual κt

T (τ) = T (t) +∇FFκ0(F (t))[F (τ)− F (t)] = T (t) +∇FFκ0(F (t))[H(τ)F (t)]
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Assim, a equação anterior é escrita na seguinte forma:

T (τ) = T (t) + L(F (t))[H(τ)] (3.6)

sendo

L(F (t))[H(τ)] = ∇FFκ0(F (t))[H(τ)F (t)] (3.7)

o tensor de elasticidade de 4a ordem, relativo à configuração κt.

Dado que o tensor de tensão de Cauchy é conhecido, pode-se determinar o

tensor de tensão de Piola-Kirchhoff, Tκt , através da relação Tκt(τ) = |J |T (τ)Ft(τ)−T ,

onde J = det(Ft). Assim,

Tκt(τ) = det(I +H)(T (t) + L(F )[H])(I +H)−T

Antes de simplificar a equação anterior, observe que:

• det(I +H) - Caso R3, que é análogo para Rn

det(I +H) = det

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+

h1 h2 h3

h4 h5 h6

h7 h8 h9


= det

1 + h1 h2 h3

h4 1 + h5 h6

h7 h8 1 + h9


= 1 + h1 + h5 + h9 + o(2)

= I + (H) + o(2)
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• (I +H)−T

(I +H)−T = ((I +H)T )−1 = (I +HT )−1

= (I +HT )−1 +HT (I +HT )−1 −HT (I +HT )−1

= (I +HT )(I +HT )−1 −HT (I +HT )−1

= I −HT (I +HT )−1

= I −HT (I −HT (I +HT )−1)

= I −HT + (HT )2(I +HT )−1

= I −HT + o(2) (3.8)

Assim, o tensor de Piola-Kirchhoff linearizado é dado por:

Tκt(τ) = (I + tr(H))(T (t) + L(F )[H])(I −HT ) + o(2)

= T (t) + (trH)T (t)− T (t)HT + L(F )[H] + o(2)

= T (t) + L(F, T )[H] (3.9)

onde o(2) representa termos do gradiente de deslocamento H de ordem mais alta e

L(F, T )[H] é o tensor de elasticidade de 4a ordem para o tensor de Piola-Kirchhoff.

L(F, T )[H] = (trH)T (t)− T (t)HT + L(F )[H] (3.10)

Para se determinar o funcional Fκ0 é necessário saber qual tipo de material

elástico o corpo é constituído. Neste trabalho, se tratando de materiais elásticos, será

considerado o material do tipo Mooneey-Rivlin compressível e quase incompressível.

As próximas duas subseções abordarão esses casos.
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3.2.1 Corpos elásticos compressíveis e quase incompressíveis

Como está sendo considerado um corpo elástico, pode-se reescrever (3.1)

considerando a pressão:

T (X, t) = Fκ0(F (X, t)) = −pI + F̃(F (X, t)) (3.11)

em que p é uma pressão. Os corpos compressíveis são caracterizados pelo fato desta

pressão poder depender do gradiente de deformação, p = p(F ). Já nos corpos quase

incompressíveis a pressão depende tanto de F quanto das condições de contorno.

Como essa pressão não pode ser determinada somente através da deformação, ela é

chamada de pressão indeterminada, que é uma variável independente.

Considerando corpos compressíveis, assumi-se que a pressão irá depender

de F através de seu determinante, ou, equivalentemente, a equação de balanço de

massa(ver LIU (2002)) depende somente da densidade de massa, assim:

p = p(ρ) = p̂(detF ) ρ =
ρ0

detF
(3.12)

em que ρ0 é a densidade de massa na configuração de referência preferida κ0. Nova-

mente, considerando τ = t+ ∆t e ρ0 = ρ(t)det(F (t)), temos:

ρ(τ)− ρ(t) =
ρ0

det(F (τ))
− ρ0

det(F (t))

= ρ(t)det(F (t))(
1

det(F (τ))
− 1

det(F (t))
)

= ρ(t)(det(F (t)F (τ)−1)− 1)

= ρ(t)(det(I +H(τ))−1 − 1)

= ρ(t)(det(I −H(τ))− 1)

= ρ(t)(1− tr(H(τ))− 1) + o(2)

= −ρ(t)tr(H(τ)) + o(2). (3.13)
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Em (3.13)3 foi usado o seguinte argumento:

F (τ)− F (t) = H(τ)F (t)

I − F (t)F (τ)−1 = H(τ)F (t)F (τ)−1

F (t)F (τ)−1(I +H(τ)) = I

F (t)F (τ)−1 = (I +H(τ))−1. (3.14)

Portanto, pela equação de balanço de massa e por (3.13) tem-se que:

p(τ)− p(t) =

(
dp

dρ

)
(ρ(τ)− ρ(t)) + o(2) = −

(
ρ
dp

dρ

)
tr(H(τ)) + o(2),

ou ainda,

p(τ) = p(t)− β(t)tr(H(τ)) + o(2)

em que β(t) = ρ
dp

dρ
é um parâmetro do material que depende da densidade de massa

ρ.

Com a linearização que está sendo considerada e pelo fato de F (τ) = (I +

H)F (t), pode-se tomar o gradiente em (3.11) e assim,

T (τ)−T (t) = −(p(τ)−p(t))I+∇F F̃(F (t))[H(τ)F (t)] = −(p(τ)−p(t))I+L(F (t))[H]

em que L(F (t))[H] = ∇F F̃(F (t))[H(τ)F (t)]. Como p(τ)− p(t) = −β(t)tr(H(τ)), a

equação anterior é escrita como:

T (τ) = T (t) + β(t)tr(H(τ))I + L(F (t))[H]. (3.15)

Os mesmos argumentos podem ser usados para o cálculo do tensor de Piola-

Kirchhoff:

Tκt(τ) = T (t) + β(t)tr(H(τ))I + L(F, T )[H]. (3.16)
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Considerando um corpo quase incompressível é necessário saber que tal corpo

é quase insensível à mudança de pressão. Portanto, como ρ = ρ(p), sua derivada

em relação à pressão é quase zero, ou seja, assume-se que β é uma constante muito

maior que 1

β � 1

É importante ressaltar que para corpos compressíveis ou quase incompres-

síveis, não há um termo relativo à pressão explícito no tensor elástico. Tal tensor

depende somente de parâmetros do material e do gradiente de deformação.

3.2.2 Material de Mooney-Rivlin

Agora, é necessário definir de uma maneira mais adequada o termo L(F (t))[H(τ)] =

∇F F̃(F (t))[H(τ)F (t)]. Para isso, é considerado um material de Mooney-Rivlin. Tal

material é caracterizado por possuir o termo F̃(F ) como:

F̃(F ) = s1B(τ) + s2B(τ)−1 (3.17)

em que, s1 e s2 são parâmetros constantes do material e B = FF T o tensor de

Cauchy-Green esquerdo.

• Cálculo de B(τ):

B(τ) = F (τ)F (τ)T

= (I +H(τ))F (t)F (t)T (I +H(τ)T )

= F (t)F (t)T +H(τ)F (t)F (t)T + F (t)F (t)TH(τ)T +H(τ)F (t)F (t)TH(τ)T

= B(t) +H(τ)B(t) +B(t)H(τ)T + o(2) (3.18)
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• Cálculo de B(τ)−1:

B(τ)−1 = (F (τ)F (τ)T )−1

= ((I +H(τ))F (t)F (t)T (I +H(τ)T ))−1

= (I +H(τ)T )−1B(t)−1(I +H(τ))−1

= (I −H(τ)T )B(t)−1(I −H(τ))

= B(t)−1 −H(τ)TB(t)−1 −B(t)−1H(τ) +H(τ)B(t)−1H(τ)

= B(t)−1 −H(τ)TB(t)−1 −B(t)−1H(τ) + o(2) (3.19)

Para um corpo compressível ou quase incompressível de Mooney-Rivlin, a equação

constitutiva refente a κ0 é dada por:

T (t) = Fκ0(F ) = −pI + F̃(F ) (3.20)

Novamente usando a linearização e os dois itens calculados anteriormente,

obtém-se:

T (τ)− T (t) = −(p(τ)− p(t))I + s1(B(τ)−B(t)) + s2(B(τ)−1 −B(t)−1)

= −βtr(H(τ))I + s1(H(τ)B(t) +B(t)H(τ)T )− s2(H(τ)TB(t)−1

+B(t)−1H(τ))

ou seja, o tensor de tensão de Cauchy é dado por:

T (τ) = T (t) + L(F (t))[H] (3.21)

sendo o tensor de elasticidade de quarta ordem

L(F (t))[H] = −βtr(H)I + s1(HB +BHT )− s2(HTB−1 +B−1H) (3.22)

O mesmo pode ser feito para o tensor de Piola-Kirchhoff e seu tensor de

elasticidade. Ambos podem ser expressos, respectivamente, por:

Tκt(τ) = T (t) + L(F, T )[H] (3.23)
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L(F, T )[H] = tr(H)T − THT − βtr(H)I + s1(HB +BHT )− s2(HTB−1 +B−1H)

(3.24)

As constantes s1 e s2 satisfazem

s1 > 0 e s2 < s1

Normalmente é assumido que s2 ≤ 0 < s1(são conhecidas como desigualdades-E, ver

LIU (2002)) baseado no fato de que a função de energia livre é positiva definida para

qualquer deformação. Porém, em LIU (2011a) é provado que somente é necessário

que s2 < s1.

3.3 Problema de Valor de Contorno Linearizado

Considere a configuração κt, agora denotada por κ. Seja Ω = κ(B) ∈ R3 a

região ocupada pelo corpo na configuração κ no tempo presente t e ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 a

fronteira do corpo com Γ1 é a fronteira de tração e Γ2 a fronteira de deslocamento

prescrito.

A equação de movimento de um corpo é uma equação diferencial parcial não

linear dada por:

ρκẍ− divTκ = ρκb (3.25)

em que Tκ é o tensor de tensão de Piola-Kirchhoff, ρκ a densidade de massa, b a

densidade de força do corpo e ẍ a aceleração.

Considerando um problema de valor de contorno de um corpo em equilíbrio
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e sem forças externas, ẍ = 0, b = 0, respectivamente, encontra-se o seguinte PVC:
−divTκ(x, τ) = 0 em Ω
Tκ(x, τ)nκ = f em Γ1

u(x, τ) = g em Γ2

(3.26)

em que nκ é o vetor exterior normal à ∂Ω, f o vetor de tração prescrita na fronteira,

g o vetor deslocamento também prescrito na fronteira e u o vetor deslocamento

relativo de κ para κτ , com τ = t + ∆t . O vetor de deslocamento e o gradiente de

deslocamento são definidos, respectivamente, por:

u(τ) = ut(x, t+ ∆t) = χ(X, τ)− χ(X, t) (3.27)

H(τ) = ∇xu(τ). (3.28)

Usando o tensor de tensão de Piola-Kirchhoff (3.23) na primeira equação do

PVC (3.26), consegue-se elaborar o problema na formulação relativa-descritiva.

− div(L(F, T )[∇xu(τ)]) = div(T (t)) (3.29)

em que T (t) é o tensor de tensão de Cauchy. Nesse problema, o estado em t é suposto

ser conhecido, ou seja, F (t) e T (t) são conhecidos. Portanto, a equação (3.29) é

uma equação diferencial parcial linear no tempo τ e o sistema (3.26) utilizando tal

equação é um PVC linearizado para determinar o vetor de deslocamento u(x, τ),

como o descrito abaixo:
−div(L(F, T )[∇xu(x, τ)]) = div(T (t)) em Ω
(L(F, T )[∇xu(x, τ)])nκ = f − T (t)nκ em Γ1

u(x, τ) = g em Γ2

(3.30)

A linearização que foi feita não depende do carregamento incremental como

em outros métodos incrementais(ver ODEN (1972), OGDEN (1984), CIARLET

(1988)). Assim, (3.26) é idêntico a um PVC em elasticidade linear de pequenas

deformações. Para solução numérica, através do método de elementos finitos, a

formulação variacional deste problema será feita posteriormente no Capítulo 4.
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3.4 Solução Numérica de Grandes Deformações

É possível resolver numericamente problemas de grandes deformações, utili-

zando a mesma estratégia de implementação de um problema de Euler para equações

diferenciais, solucionando um PVC como (3.30). Seja o eixo discreto,

· · · < tn−1 < tn < tn+1 < · · ·

com tn+1 = tn+ ∆t, considerando ∆t pequeno o suficiente. Esse eixo não representa

o tempo físico mas sim incrementos de forças aplicadas. Considere também κtn a

configuração do corpo no instante tn e

xn = χ(X, tn) ∈ Btn com X ∈ Bt0 .

Seja o gradiente de deformação F (xn, tn) e o tensor de tensão de Cauchy

T (xn, tn) relativos à configuração de referência preferida κ0 no tempo atual tn da-

dos. O PVC (3.30), com condição de tração f(x, tn+1) e condição de deslocamento

g(x, tn+1) na formulação relativa-descritiva com respeito à configuração atual κtn
pode, agora, ser resolvido como um problema de elasticidade linear para o campo

de deslocamento relativo u(xn, tn+1) a partir do estado atual tn.

Após esse PVC ser resolvido para o tempo tn, a configuração κtn+1 pode ser

considerada como a configuração atual, relativa ao tempo atualizado tn+1, a partir

do campo de deslocamento, ou seja,

xn+1 = χ(X, tn+1) = xn + u(xn, tn + 1)

enquanto o gradiente de deformação e o tensor de Cauchy, respectivamente,

F (xn+1, tn+1) = (I +H(xn, tn+1))F (xn, tn)

T (xn+1, tn+1) = T (xn, tn) + L(F (xn, tn))[H(xn, tn+1)],
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podem ser calculados no instante tn+1 para que a formulação relativa-descritiva do

PVC (3.30), com condição de tração f(xn+1, tn+2) e condição de deslocamento pres-

crito g(xn+1, tn+2), possa prosseguir a partir da configuração atualizada atual tn+1.

Esse procedimento foi nomeado como Aproximações Lineares Incrementais(ALI).
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4 RESOLUÇÃO NUMÉRICA

Conforme abordado no Capítulo 3, verifica-se que utilizando a equação (3.23),

o problema (3.26) muda de um problema não linear para um problema linear. Neste

capítulo serão abordadas as formulações forte, fraca, de Galerkin e matricial desse

problema linearizado para realização do método de elementos finitos.

Problemas vetoriais são clássicos em elementos finitos, mas, em geral, os

livros abordam-os de maneira vetorial e matricial, como em COOK; MALKUS;

PLESHA (1989) e HUGHES (2000). Em RINCON; LIU (2011) o problema vetorial

é abordado em sua forma tensorial em componentes. Esse último tipo de formulação

será adotado.

4.1 Formulações Forte e Fraca

Considerando o problema (3.26), temos o seguinte problema de valor de con-

torno em sua formulação forte: encontrar o campo de deslocamento u(x, τ), tal

que: 
−div(Tκ) = 0 em Ω
Tκnκ = f em Γ1

u(x, τ) = g em Γ2

(4.1)

onde Tκ é o tensor de Piola-Kirchhoff, f é a tração prescrita e g é o deslocamento

prescrito e nκ é o vetor exterior normal a fronteira ∂Ω.

A fronteira ∂Ω admite a seguinte decomposição:

Γ1

⋃
Γ2 = ∂Ω = Γ
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e,

Γ1

⋂
Γ2 = ∅.

Como Γ1 é a fronteira de tração e Γ2 é a fronteira de deslocamento temos um

problema de fronteira mista.

Sejam,

H = {u ∈ (H1(Ω))2;u = g em Γ2}

V = {v ∈ (H1(Ω))2;v = 0 em Γ2}.

Este espaco está mais bem definido em CIPOLATTI; LIU; RINCON (2012). Calcu-

lando o produto interno da primeira equação de (4.1) por v ∈ V e integrando sobre

Ω:

−
∫

Ω

div(Tκ) · vdΩ = 0. (4.2)

Agora, é possível reescrever (4.2) usando o teorema da divergência e inte-

grando por partes:

−
∫

Ω

div(Tκ) · vdΩ = −
∫

Γ1

v · TκnκdΓ +

∫
Ω

Tκ · ∇vdΩ

= −
∫

Γ1

v · fdΓ +

∫
Ω

tr(Tκ∇vT )dΩ = 0. (4.3)

Na última igualdade de (4.3) foi usada a condição de contorno no primeiro termo.

No segundo termo de (4.3) foi usado a definição de produto interno de dois tensores

de segunda ordem; visto que como v é um vetor, seu gradiente é um tensor de

segunda ordem.

Substituindo (3.23) em (4.3), encontra-se a formulação fraca de (4.1):∫
Ω

tr(L[H]∇vT )dΩ =

∫
Γ1

v · fdΓ−
∫

Ω

tr(T (t)∇vT )dΩ (4.4)
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Como esse problema é vetorial faz sentido escrevê-lo em termos de compo-

nentes. Antes, porém, observe que o termo L[H] = tr(H)T (t) − T (t)HT + L[H]

onde L[H] = β(trH)I+s1(HB+BHT )−s2(B−1H+HTB−1), assim, é interessante

verificar como o termo L[H] é escrito em componentes:

LijklHkl = βHkkδij + s1(HilBlj +BilHjl) + s2(B−1
ik Hkj +HkiB

−1
kj )

= [βδijδkl + s1(δikBlj +Bilδjk) + s2(B−1
ik δjl + δilB

−1
kj )]Hkl (4.5)

ou seja, o tensor L é dado por:

Lijkl = βδijδkl + s1(δikBlj +Bilδjk) + s2(B−1
ik δjl + δilB

−1
kj ) (4.6)

em que δij é o delta de Kronecker definido por:

δij =

{
1, i = j
0, i 6= j

Assim, usando o fato de que H = ∇xu, é possível reescrever (4.4) em componentes:∫
Ω

∂uk
∂xk

Tij
∂vi
∂xj

dΩ−
∫

Ω

Tik
∂uj
∂xk

∂vi
∂xj

dΩ+

∫
Ω

Lijkl
∂uk
∂xl

∂vi
∂xj

dΩ =

∫
Γ1i

fividΓ−
∫

Ω

Tij
∂vi
∂xj

dΩ.

Para simplificação, utilizam-se dois operadores, a(·, ·) bilinear e b(·) linear,

para reescrever a formulação fraca em termos de componentes. Assim, a formulação

se dá através de:

a(u,v) = b(v), ∀v ∈ V (4.7)

em que,

a(u,v) =

∫
Ω

∂uk
∂xk

Tij
∂vi
∂xj

dΩ−
∫

Ω

Tik
∂uj
∂xk

∂vi
∂xj

dΩ +

∫
Ω

Lijkl
∂uk
∂xl

∂vi
∂xj

dΩ (4.8)

b(v) =

∫
Γ1i

fividΓ−
∫

Ω

Tij
∂vi
∂xj

dΩ. (4.9)
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4.2 Formulação de Galerkin

Considere o subespaço Vh ⊂ V de dimensão finita gerado pelos m primeiros

vetores da base do espaço V . Seja uh ∈ Hh ⊂ H tal que:

uh = wh + gh

em que wh ∈ Vh e

ghi (x) =

{
gi(x), ∀x ∈ Γ2i

0, ∀x /∈ Γ2i .

Com tal definição para uh tem-se que, ∀x ∈ Γ2i , uhi (x) = whi (x) + ghi (x) = ghi (x).

Como (4.7) é válida para todo v ∈ V , em particular é válida para vh ∈ Vh, ou seja,

a(vh,u) = b(vh), ∀vh ∈ Vh. (4.10)

É possível definir, assim como foi feito com a função ghi (x), a função fhi (x),

fhi (x) =

{
fi(x), ∀x ∈ Γ1i

0, ∀x /∈ Γ1i ,

desta forma, a formulação de Galerkin é dada por:

Determinar uh = wh + gh ∈ Hh tal que:

a(vh,uh) = b(vh)

a(vh,wh) = b(vh)− a(vh,gh), ∀vh ∈ Vh (4.11)

em que wh ∈ Vh.

4.3 Formulação Matricial

Considere um domínio discretizado em elementos finitos, sendo N o conjunto

de nós da malha e N2 o conjunto de nós prescritos. Para cada nó A, considere φA a
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função de interpolação da base de Vh.

φA(xB) =

{
1, A = B
0, A 6= B.

Assim, como a solução wh ∈ Vh, pode-se representá-la por:

wh(x) =
nNo∑
A=1

dAφA(x),

em que nNo é a cardinalidade de N e wh(x) é uma função vetorial, ou seja,

wh = (wh1 , w
h
2 , · · · , whn),

onde n é a dimensão do espaço. Observando a forma do operador a(·, ·) faz-se

necessário escrever as funções wh e gh em termos de componentes:

whj (x) =
∑
B∈N

djBφB(x) =
∑

B∈N−N2j

djBφB(x), 1 ≤ j ≤ n (4.12)

pois, como wh(x) ∈ Vh ⊂ V , whj (x) = 0 se x ∈ N2j. Da mesma forma, na fronteira:

ghj (x) =
∑
B∈N2j

gjBφB(x), 1 ≤ j ≤ n (4.13)

Considerando a base canônica do Rn, os vetores wh e qh podem ser escritos

como:

wh = whj ej gh = ghj ej

em que, whj e ghj são dadas, respectivamente, por (4.12) e (4.13). Assim, a forma

bilinear a(·, ·) é reescrita da seguinte forma:

a(vh, whj ej) = a(vh,
∑

B∈N−N2j

djBφBej) ∀vh ∈ Vh. (4.14)

Como a igualdade anterior é válida para todo vh = vhi ei, toma-se vh ∈ Vh na forma

vh = φAei,

a(vh,wh) =
n∑
j=1

 ∑
B∈N−N2j

a(φAei, φBej)djB

 , 1 ≤ i ≤ n (4.15)
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De forma análoga, o mesmo pode ser feito com os outros operadores de (4.11),

ficando na seguinte forma:

b(vh) = b(φAei), a(vh,gh) = a(φAei,g
h).

Como é possível interpolar gh pela função da base φA, a função é definida como

ghj (x) =
∑
A∈N2j

φA(x)gjA

em que gjA = ghj (xA) com xA ∈ Γ2j. Assim, reescrendo o operador a(vh,gh):

a(vh,gh) =
n∑
j=1

 ∑
B∈N2j

a(φAei, φBej)gjB

 .

Substituindo a equação anterior e a equação (4.15) em (4.11), obtem-se:

n∑
j=1

∑
B∈N−N2j

a(φAei, φBej)djB = b(φAei)−
n∑
j=1

∑
B∈N2j

a(φAei, φBej)gjB (4.16)

em que A ∈ N −N2i. Assim, é possível definir o seguinte sistema linear:

KABdjB = FA (4.17)

sendo,

KAB = a(φAei, φBej) (4.18)

e,

FA = b(φAei)−
n∑
j=1

∑
B∈N2j

a(φAei, φBej)gjB (4.19)

A matriz K é denominada matriz de Rigidez e o vetor F de vetor Força. Essa

matriz e esse vetor, fazendo uma troca de índices e considerando:

u = φAer ⇒ ui =< u, ei >=< φAer, ei >= φAδir

v = φBes ⇒ vj =< v, ej >=< φBes, ej >= φBδjs,
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podem ser escritos como:

KAB =

∫
Ω

Tri
∂φA
∂xi

∂φB
∂xs

dΩ−
∫

Ω

Tri
∂φA
∂xs

∂φB
∂xi

dΩ +

∫
Ω

Lrisj
∂φA
∂xi

∂φB
∂xj

dΩ (4.20)

e,

FA =
∑
B∈N3j

∫
Γ1

φAφBfjBdΓ−
∫

Ω

Tri
∂φA
∂xi

dΩ−
∑
B∈N2j

KABgjB, (4.21)

em que N3j é o conjunto de nós com condição de tração e fjB é a função fhr inter-

polada pelas funções da base, assim como foi feito com a função ghj (x).

fhj (x) =
∑
A∈N3j

φA(x)fjA.

4.4 Matriz Local e Força Local

Considere que o domínio Ω ⊂ R2 é discretizado em elementos finitos Ωe que

satisfazem

Ω = (
Nel⋃
e=1

Ωe)
o e Ωi ∩ Ωj = ∅ se i 6= j

em que Nel é o número total de elementos. Os elementos Ωe, são considerados

elementos Q4, ou seja, elementos finitos quadriláteros de quatro nós.

Dessa forma, a matriz global e o vetor força global são obtidos através dos

somatórios:

K =
Nel∑
e=1

Ke e F =
Nel∑
e=1

F e

em que,

Ke
AB =

∫
Ωe

Tri
∂φA
∂xi

∂φB
∂xs

dΩe −
∫

Ωe

Tri
∂φA
∂xs

∂φB
∂xi

dΩe +

∫
Ωe

Lrisj
∂φA
∂xi

∂φB
∂xj

dΩe

e,

F e
A =

∑
B∈N3j

∫
Γe

1

φAφBfjBdΓe −
∫

Ωe

Tri
∂φA
∂xi

dΩe −
∑
B∈N2j

Ke
ABgjB.
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É sabido que para cada elemento e somente algumas posições da matriz K e

do vetor F são não nulas. Assim, ao invés de armazenar uma matriz e um vetor de

ordens muito grandes para cada elemento, é conveniente armazenar, no caso bidi-

mensional vetorial, uma matriz de dimensão 8×8 e um vetor 8×1, respectivamente.

Tais estruturas são denominadas matriz local e vetor local, e são denotadas por Ke
ab

e F e
a . Os índices minúsculos a e b são os nós locais de cada elemento e tais nós estão

relacionados com os índices A e B, respectivamente.

Para cada nó local a, define-se uma função de interpolação local φea que

satisfaça:

φea(b) =

{
1, a = b
0, a 6= b.

Com isso define-se a matriz e o vetor local:

Ke
ab =

∫
Ωe

Tri
∂φea
∂xi

∂φeb
∂xs

dΩe −
∫

Ωe

Tri
∂φea
∂xs

∂φeb
∂xi

dΩe +

∫
Ωe

Lrisj
∂φea
∂xi

∂φeb
∂xj

dΩe

e,

F e
a =

4∑
b=1

∫
Γe

1

φeaφ
e
bfjbdΓe −

∫
Ωe

Tri
∂φea
∂xi

dΩe −
4∑
b=1

Ke
abgjb.

Observação: Para o cálculo das matrizes locais Ke
ab e F e

a é necessário calcular

integrais sobre cada elemento. Apesar de todos elementos serem quadriláteros, não

necessariamente possuem a mesma geometria. Assim, será usada uma transformação

biunívoca, mostrada na Figura 4.1, que transforma cada elemento Ωe em um ΩB =

[−1, 1]× [−1, 1], que é denominado elemento biunitário e é definido por:

(ξ, η) : Ωe −→ ΩB

(x, y) −→ (ξ(x, y), η(x, y))

(x, y) : ΩB −→ Ωe

(ξ, η) −→ (x(ξ, η), y(ξ, η))
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ξ

η

1

1

-1

-1

(ξ, η) = (ξ(x, y), η(x, y))

(x, y) = (x(ξ, η), y(ξ, η))

x

y

(x, y)
b

Ωe

b

(ξ, η)

ΩB

Figura 4.1: Transformação entre elemento finito Ωe e o elemento biunitário ΩB

com (x(ξ, η), y(ξ, η)) = (
∑4

a=1 φa(ξ, η)xea,
∑4

a=1 φa(ξ, η)yea), no qual a função de in-

terpolação φa no elemento biunitário ΩB pode ser observada na Figura 4.2 e tem a

forma:
φ1(ξ, η) = (1−ξ)(1−η)

4
φ2(ξ, η) = (1+ξ)(1−η)

4

φ3(ξ, η) = (1+ξ)(1+η)
4

φ4(ξ, η) = (1−ξ)(1+η)
4

.

Figura 4.2: Funções de interpolação φ1, φ2, φ3 e φ4

4.5 Simulação de Cisalhamento Puro

Como exemplo inicial, será apresentado o caso de cisalhamento puro de um

bloco quadrado de um corpo constituído por um material do tipo Mooney-Rivlin.

Nesse exemplo, aplicam-se forças de tração tangenciais a superfície do bloco, ou

seja tensões de cisalhamento τ = T12. Assim, o problema é do tipo Neumann, e



46

para garantir solução única numericamente é necessário fixar um ponto, no caso foi

escolhido o ponto 0, como mostra a figura 4.3.

0 A

B

x

y

τ

τ

τ

τ

λ1

λ2

kλ2

Figura 4.3: Cisalhamento Puro

4.5.1 Solução exata

A teoria diz que um cisalhamento pode ser descrito como

x1 = λ1X1 + kλ2X2, x2 = λ2X2, x3 = λ3X3 (4.22)

No caso de cisalhamento puro é provado que, para um material elástico, os

estados deformados mantêm a forma de um paralelogramo equilátero, daí

0A = 0B ⇒ λ2
1 = (1 + k2)λ2

2. (4.23)
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Considerando (3.20) e (4.22), a tensão de cisalhamento é dada por

T12 = τ = k(s1λ
2
2 − s2

1

λ2
1

). (4.24)

Como está sendo considerado o caso de duas dimensões, a espessura do corpo se

mantêm sem modificações, ou seja, λ3 = 1 e como o corpo é incompressível λ1λ2 = 1.

Consequentemente, de (4.23) e (4.24), segue que

λ1 =

(
1− τ 2 1

(s1 − s2)2

)− 1
4

, k =
√
λ4

1 − 1. (4.25)

As equações (4.23) e (4.25) serão utilizadas para comparar com os resultados

numéricos.

4.5.2 Solução numérica

Para solução de grandes deformações utilizando ALI, considera-se o passo

de tempo tn = n∆t, portanto, a tensão de cisalhamento prescrita no tempo tn é

τ = n∆τ . Pelo ALI, em cada passo n, a tensão de referência T0 e o gradiente

de deformação F0 são obtidos a partir do passo anterior, assim, é assumido que

inicialmente o corpo está livre de tensão, portanto, no passo n = 0, tem-se que

T0 = 0 e F0 = I.

A simulação foi feita com uma malha de 20 × 20 elementos finitos do tipo

Q4 e domínio Ω = (0, 1) × (0, 1). A condição de fronteira é do tipo Neumann,

com ∆τ = 0.004, como mostrado na Figura 4.3, sendo o nó no ponto 0 fixo. As

propriedades do material são dadas na Tabela 4.1.

A figura 4.4 mostra os resultados numéricos. Os estados deformados mostram

que o padrão de paralelogramo equilátero é mantido como a teoria prevê. Como
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Figura 4.4: Configuração inicial e suas deformações subsequentes com as tensões de
cisalhamento aplicadas. τ = 20∆τ , τ = 40∆τ , τ = 60∆τ , τ = 80∆τ , τ = 120∆τ ,
τ = 120∆τ e τ = 140∆τ .
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Propriedade Valor
s1 1
s2 −0.1
β 104

Tabela 4.1: Propriedades do material para o exemplo de cisalhamento puro.

esta deformação é dita homogênea, teoricamente, o gradiente de deformação F é

constante. Em particular, os valores de λ1 = F11 e detF = 1. A Tabela 4.2 compara

os valores de λ1 exato e numérico. Na mesma tabela é mostrado o erro relativo para

alguns passos. A Figura 4.5 também mostra o erro relativo, porém para todos os

passos de incremento.

Figura 4.5: Passo × Erro relativo em porcentagem, Erro = |λ
numérico
1 −λexato1

λexato1
| × 100.

Na tabela 4.3 é verificado que a condição de incompressibilidade é satisfeita

para a simulação numérica, ou seja, detF ≈ 1. Os resultados são mostrados nos

mesmos passos de incremento que são mostrados na Figura 4.4.

Pelos resultados apresentados, é possível ver que a simulação numérica está
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Passo λexato1 λnumérico1 Erro Relativo(%)
20 1.00133 1.00111 0.0214888
40 1.00536 1.00511 0.0251613
60 1.01227 1.01192 0.0339986
80 1.02235 1.02194 0.0407761
100 1.03609 1.03560 0.0476334
120 1.05423 1.05359 0.0601007
140 1.07788 1.07716 0.0671870

Tabela 4.2: Comparação entre os valores exatos e numéricos de λ1 em vários passos
de incremento.

Passo J = detF

20 1.000000
40 1.000000
60 0.999999
80 0.999997
100 0.999988
120 0.999974
140 0.999954

Tabela 4.3: Teste de incompressibilidade do material detF ≈ 1.

condizente com o que se espera da teoria. Resultados semelhantes foram obtidos em

LIU; CIPOLATTI; RINCON (2010).

Este exemplo foi reproduzido para se estudar o método ALI para materiais

elásticos e validar a implementação do mesmo.
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5 MODELO DE PLASTICIDADE PARA PEQUE-
NAS DEFORMAÇÕES

No Capítulo 3 foi proposto um método para resolver problemas de grandes

deformações através de incrementos de pequenas deformações, assim, neste capítulo,

será apresentada a teoria matemática da plasticidade para pequenas deformações,

que tal como o método ALI, também é baseada em incrementos (carregamentos) de

deformação.

O modelo estudado será o de von Mises, que é adotado em estudo de metais.

A teoria é baseada nos estudos feitos por HILL (1950) e OWEN; HINTON (1980). Os

estudos feitos por OWEN; HINTON (1980) são baseados na teoria desenvolvida por

HILL (1950), porém de uma maneira mais simplificada. Assim, teoria apresentada

neste capítulo será enunciada como em OWEN; HINTON (1980).

5.1 Ideias Gerais

Além da não linearidade geométrica, representada pelas grandes deformações,

um corpo pode possuir a característica de uma não linearidade de material, que neste

caso é representada pela plasticidade.

O principal objetivo da teoria matemática da plasticidade é prover uma re-

lação entre tensão e deformação para um material elastoplástico. Um corpo que

realiza deformação plástica é caracterizado por sofrer uma deformação irreversível

independente do tempo, ou seja, a partir de um nível de tensão atingido, esse corpo,

quando livre de tensões, não voltará a seu estado inicial.
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Para modelar a deformação de um corpo elastoplástico três etapas devem ser

cumpridas:

• Uma relação explícita entre tensão e deformação para descrever o comporta-

mento do material durante o regime elástico, isto é, antes de plastificar;

• Deve ser postulado um critério de escoamento, indicando o nível de tensão em

que o fluxo plástico começa;

• Uma relação entre tensão e deformação deve ser desenvolvida para depois

do escoamento, ou seja, quando a deformação é composta pelas componentes

elástica e plástica.

A Figura 5.1 ilustra a curva de tensão-deformação de dois metais que sofrem

plasticidade.

σy
A′

A′′
A

B

D

E

U

G H

T

ǫ
0

ǫp ǫe
ǫ

T

A
σy

D

0
E

Figura 5.1: Curva de tensão × deformação (a)metal macio e (b)alumínio

Na Figura 5.1 (a), observa-se que na curva de tensão-deformação até o ponto

A′′ o comportamento é linear. Este ponto é chamado de limite proporcional. O

segmento OA′′ representa o período em que o material está sofrendo deformação

elástica. A conhecida Lei de Hooke pode representar esse comportamento linear.
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Além desse ponto, o aumento da deformação não é acompanhado linearmente

pelo aumento da tensão, mas a deformação ainda está na região elástica, no sentido

de que quando o corpo for livre de tensão vai restaurar a forma do material para a

sua forma original.

Esse fato é verdade até que o ponto de escoamento superior A′ seja atingido.

Neste estágio, com o aumento de deformação, o material pode ter algumas pequenas

oscilações no nível de tensão até que se estabilize, e forma um platô até que o ponto

B é atingido.

O ponto A é o ponto de limite do comportamento elástico do material e é

denominado como ponto de escoamento ou ponto de escoamento inferior, e é de-

terminado pela tensão de escoamento σy. Quando o material passa por um regime

como AB tal material possui o comportamento perfeitamente plástico.

Se, a partir do ponto B, o material continuar deformando, a tensão continua

aumentando até o ponto U , e a partir desse ponto, conforme a deformação aumenta a

tensão diminui. Os materiais que possuem a característica de se comportarem como

a região BU são materiais que possuem a característica de sofrer encruamento. A

região ABU é chamada de deformação plástica do material.

Durante o período em que o material está na região ABU , ele pode ser

descarregado, como acontece no ponto D. Quando esse descarregamento acontece,

ele segue o caminho DE, que é um caminho paralelo ao caminho elástico que o

material possuía no início da deformação elástica. Como resultado disso, apenas

uma parte da deformação é recuperada e é chamada de deformação elástica, εe,

enquanto a outra parte é chamada de deformação plástica, εp. Pela própria figura é

possível observar que a deformação total, ε, é dada por:

ε = εe + εp (5.1)
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Caso o material volte a ser carregado a partir do ponto E, o material será carregado

elasticamente através da curva EG, e pode novamente ser descrito pela Lei de Hooke.

No ponto G o material irá escoar e a deformação plástica irá reatar. O ponto G é o

novo ponto de escoamento que em materiais reais fica abaixo do ponto D.

Alguns materiais, como o alumínio mostrado na Figura 5.1 (b), possuem uma

transição mais suave entre o comportamento elástico e o plástico não linear. Nessas

superfícies é complicado determinar exatamente em que ponto o material começa a

escoar, então, o que se faz, é calcular um limite para estimar tal ponto.

Um fato importante é que, após a plastificação do corpo, quando este é

carregado, tal carregamento é feito como se o regime fosse elástico, e assim ele entra

em um estado de tensões inadmissíveis fazendo-se necessário o retorno à superfície

de tensões admissíveis.

5.2 Relação Tensão-Deformação no Regime Elástico

Foi visto que para se formular uma teoria de plasticidade é necessário obter

uma relação entre tensão e deformação antes do corpo plastificar, ou seja, uma rela-

ção no período elástico do material. Serão ilustrados dois tipos de regimes elásticos.

O regime elástico do material pode ser não linear ou linear. Um modelo

elástico não linear foi mostrado anteriormente no Capítulo 3, quando foi adotado

o material de Mooney-Rivlin incompressível e a relação tensão-deformação foi dada

pela equação (3.20). A Figura 5.2 ilustra algumas curvas de materiais distintos de

Mooney-Rivlin.

Já em um modelo elástico linear se adota, em geral, a Lei de Hooke como
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Figura 5.2: Curvas de tensão × deformação em um material Mooney-Rivlin LIU
(2011a)

relação entre tensão e deformação. A relação, em forma de componentes, que esta

lei define, é dada por:

Tij = Cijklεkl, (5.2)

em que, Tij é o tensor de tensão Cauchy, εkl é o tensor de deformação e Cijkl é o

tensor de propriedade do material elástico, que no caso do material ser isotrópico é

escrito da seguinte forma:

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (5.3)

em que, λ e µ são os parâmetros do material conhecidos como constantes de Lamé

e δij é o delta de Kronecker. A lei de Hooke também pode ser reescrita em função

de outros parâmetros de material, como o módulo de Young ou módulo elástico E e

o coeficiente de Poisson ν. Estes estão relacionados com as constantes de Lamé:

E =
µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ
, ν =

λ

2(λ+ µ)

ou inversamente,

λ =
νE

(1− 2ν)(1 + ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
.
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5.3 Critério de Escoamento

O critério de escoamento define o nível de tensão em que um corpo começa

a plastificar e pode ser representado de maneira bem geral por:

f(Tij) = Y (κ), (5.4)

em que, f é uma dada função e Y é um parâmetro de material a ser definido

experimentalmente e que pode ser dependente de um parâmetro de encruamento

κ. Se um ponto no corpo satisfaz o critério (5.4) então esse ponto se deforma

plasticamente, caso contrário, está no regime elástico.

Fisicamente, o critério de escoamento deve ser independente da orientação

do sistema de coordenadas, e, portanto, deve ser uma função somente dos três

invariantes da tensão,

J1 = Tii

J2 =
1

2
TijTij

J3 =
1

3
TijTjkTki.

O escoamento plástico está relacionado somente com a tensão desviadora,

que é definida como:

T ′ij = Tij −
1

3
δijTkk. (5.5)

Para metais, experimentos demonstraram que a deformação plástica é inde-

pendente da pressão hidrostática, consequentemente, o critério de escoamento pode

ser escrito como

f(J ′2, J
′
3) = Y (κ). (5.6)
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Na Figura 5.3 são representadas duas superfícies de escoamento que servem

como modelos de metais: a superfície relativa ao critério de Tresca, e aquela relativa

ao critério de von Mises. Porém, os estudos feitos em LIANIS; FORD (1957) forne-

cem evidências de que o critério de Von Mises é melhor do que o critério de Tresca

quando se trata de metais. Por isso, neste trabalho somente interessa a superfície

de von Mises.

Figura 5.3: Superfície de escoamento

5.3.1 Critério de von Mises

Segundo KHAN; HUANG (1995) a equação (5.6), para o caso de Von Mises,

representa um cilindro, com raio igual a
√

2Y , no espaço das tensões principais com

a reta geratriz paralela ao eixo de pressão hidrostática (T1 = T2 = T3),1 visto que a

pressão hidrostática p = J1/3 não é um argumento de (5.6), como na Figura 5.3. O

1Notação: T1, T2 e T3 são, respectivamente, T11, T22 e T33



58

plano que corta a superfície na Figura 5.3 é chamado de plano-π ou plano desviador,

que é definido por T1 + T2 + T3 = 0.

Como dito anteriormente, este modelo de plasticidade possui resultados co-

erentes quando se modela metais. O critério de von Mises diz que a plastificação

ocorre quando o segundo invariante da tensão desviadora atinge seu valor crítico.

Matematicamente ele é expresso, a partir de (5.6), por:

(J ′2)
1
2 = Y (κ), (5.7)

em que, J ′2 pode ser expresso como

J ′2 =
1

2
T ′ijT

′
ij

=
1

6
[(T1 − T2)2 + (T2 − T3)2 + (T3 − T1)2]

=
1

2
[T ′21 + T ′22 + T ′23 ] + T 2

12 + T 2
23 + T 2

13. (5.8)

Substituindo a segunda equação de (5.8) em (5.7) e elevando ambos os lados

ao quadrado, é fácil ver que, de fato, a superfície no critério de Von Mises é um

cilindro. É importante ressaltar que este critério é uma função de escoamento que

depende somente de J ′2, e por isso também é conhecido como critério J2.

A tensão efetiva ou tensão equivalente é definida como sendo

T =

√
3

2
T ′ijT

′
ij =

√
3J ′2,

assim, em termos da tensão efetiva, pode-se dizer que o critério de Von Mises é dado

por:

T =
√

3J ′2 =
√

3Y (κ). (5.9)

Um sentido físico para Y pode ser obtido através de dois testes: o primeiro é o

teste de tensão uniaxial simples, e o segundo, é um teste de cisalhamento puro. Para
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tal, considere que σy é a tensão de escoamento no teste de tensão unixial simples e

τy é a tensão de escoamento no teste de cisalhamento puro.

• Teste de tensão uniaxial simples:(T1 = σy e T2 = T3 = 0)

Calculando J ′2 com o uso de (5.8) e substituindo em (5.9) temos que:

Y =
σy√

3

• Teste de cisalhamento puro:(T1 = −T3 = τy e T2 = 0)

Novamente, calculando J ′2 com o uso de (5.8) e substituindo em (5.9) temos

que:

Y = τy.

Assim, para o critério de Von Mises, temos que a tensão de escoamento no

teste de tensão uniaxial simples é
√

3 vezes maior do que a tensão de escoamento no

teste de cisalhamento puro.

5.4 Encruamento ou Superfícies Subsequentes de Escoamento

Um material é considerado perfeitamente plástico se o nível de tensão de esco-

amento não depende do grau de plastificações anteriores, e portanto, sua superfície

de escoamento é sempre a mesma, como representado na Figura 5.4.

Porém, em certos materiais, após o escoamento inicial, o nível de tensão em

que uma deformação plástica adicional ocorre pode depender do nível de deformação

plástica atual, fazendo com que a superfície de escoamento seja alterada conforme

o aumento de tensão.
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T1

T12

Figura 5.4: Plasticidade perfeita

Se a superfície for expandida mantendo a mesma forma e não houver transla-

ção, o encruamento é denominado isotrópico. Agora, se a superfície subsequente de

escoamento preserva a forma e a orientação, mas translada como um corpo rígido, o

encruamento é chamado de cinemático. As figuras 5.5 e 5.6 representam, respecti-

vamente, os encruamentos isotrópico e cinemático em um espaço de tensões. Nesse

texto, somente encruamento isotrópico será considerado.

As figuras 5.4, 5.5 e 5.6 dizem que as tensões admissíveis do problema estão

localizadas dentro das elipses mais recentes, ou seja, dentro das superfícies de esco-

amento atuais. Qualquer estado de tensão que esteja localizado fora de tal curva

não é uma tensão admissível.

T1

T12

Carregamento de tensão

Superfície de escoamento inicial

Superfície de escamento atual

Figura 5.5: Encruamento isotrópico
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T1

T12

Carregamento de tensão

Superfície de escoamento inicial

Superfície de escamento atual

Figura 5.6: Encruamento cinemático

As mudanças progressivas da superfície de escoamento podem ser definidas

relacionando a tensão de escoamento Y com a deformação plástica através do parâ-

metro de encruamento κ. Isso é possível de duas maneiras distintas: ou através do

encruamento por trabalho ou por encruamento por deformação.

Na primeira, o grau do encruamento por trabalho pode ser postulado como

uma função, somente, do trabalho plástico total Wp. Assim,

κ = Wp com Wp =

∫
Tijdε

p
ij, (5.10)

em que, dεpij são as componentes de um incremento de deformação.

Alternativamente, o encruamento por deformação diz que κ pode ser relacio-

nado com uma medida de deformação plástica total, chamada de deformação efetiva

ou deformação plástica equivalente, tal medida é definida incrementalmente como:

dεp =

√
2

3
dεpijdε

p
ij. (5.11)

Como está sendo considerado o critério de von Mises, a superfície de escoa-

mento é independente de qualquer tensão hidrostática, ou seja, dεpii = 0 e, portanto,
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dε′pij = dεpij. Pode-se, então, reescrever (5.11) como:

dεp =

√
2

3
dε′pijdε

′p
ij. (5.12)

Assim, o parâmetro de encruamento é definido como

κ = εp, (5.13)

em que, εp é o resultado da integral de dεp sobre o caminho da deformação, ver HILL

(1950).

Foi visto que o estado plástico é representado por tensões tal que f = Y ,

enquanto, f < Y representa o comportamento elástico. Durante o estado plástico,

um incremento de tensão faz com que ocorra uma mudança incremental na função

de escoamento e é representado por

df =
∂f

∂Tij
dTij (5.14)

Então, se:

df < 0
descarregamento elástico - o ponto de tensão retorna
para dentro da superfície de escoamento.

df = 0
carregamento neutro - o ponto de tensão permanece na
superfície de escoamento.

df > 0
carregamento plástico - ponto de tensão permanece na
superfície escoamento em expansão.

Tabela 5.1: Condições geradas pela mudança incremental na superfície de tensão.

Notação: a letra d precedida de variáveis é a notação de incremento.

5.4.1 Insight físico sobre encruamento por deformação

Para se entender melhor o material com encruamento por deformação considera-

se o teste uniaxial (T1 = σ, T2 = T3 = 0) de um material elastoplástico.



63

Como todo material desse tipo, inicialmente a deformação é elástica. Nesta

parte elástica, o gráfico tensão-deformação de pequenas deformações é caracterizado

por uma reta de inclinação igual ao módulo elástico E até que a tensão de escoamento

σy seja atingida.

Após o escoamento, o material se comporta parcialmente elástico e parcial-

mente plástico com uma curva caracterizada por sua tangente local variar continu-

amente, tal tangente é chamada de módulo da tangente elastoplástica, ET .

Anteriormente, foi verificado que a lei de encruamento pode ser expressa em

termos da tensão efetiva, (5.9), e agora, considerando a hipótese de encruamento

por deformação, tem-se que,

T = h(εp), (5.15)

ou na forma diferencial,
dT

dεp
= h′(εp). (5.16)

Agora, considerando o teste uniaxial e pela definição de tensão efetiva

T =
√

3J ′2 =

√
3

6
[(T1 − T2)2 + (T2 − T3)2 + (T3 − T1)2] =

√
1

2
[σ2 + σ2] = σ.

(5.17)

Como a deformação plástica é considerada incompressível, então, o coeficiente de

Poisson é assumido como ν = 0.5. Considerando dεp o incremento de deformação

plástica na direção do carregamento, então: dεp1 = dεp, dεp2 = −1
2
dεp e dεp2 = −1

2
dεp.

Assim, por (5.12), a deformação plástica efetiva é dada por:

dεp =

√
2

3
dε′pijdε

′p
ij = dεp. (5.18)

Usando (5.16), (5.17) e (5.18) tem-se que:
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h′(εp) =
dT

dεp
=
dσ

dεp
=

dσ

dε− dεe
=

1
dε
dσ
− dεe

dσ

, (5.19)

ou ainda,

h′ =
ET

1− ET

E

. (5.20)

É válido ressaltar que para a simulação numérica somente h′ é necessário,

e não h. Outro fato interessante é que foi mostrado que h′ pode ser determinado

experimentalmente através de um simples teste uniaxial.

5.5 Relação Tensão-Deformação Elastoplástica

Como foi dito anteriormente, após o escoamento inicial é necessário uma nova

relação de tensão-deformação, pois, depois do escoamento inicial, o comportamento

do material é parcialmente elástico e parcialmente plástico.

Dado qualquer incremento de tensão após plastificação, as mudanças na de-

formação são compostas por uma deformação elástica e por uma deformação plástica

de maneira aditiva. Assim, um incremento de tensão gera uma incremento de de-

formação na forma:

dεij = dεeij + dεpij. (5.21)

Nessa teoria o regime elástico é regido pela lei de Hooke, portanto, é possível

reescrevê-la de maneira incremental. Além disso, o incremento de tensão pode ser

decomposto em seus termos desviador e hidrostático, assim, a lei de Hooke apresenta-

se na forma:

dεeij =
dT ′ij
2µ

+
1− 2ν

E
δijdTkk. (5.22)
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Agora, é necessário fazer algumas hipóteses para relacionar o incremento de

deformação plástica e o incremento de tensão. Assim, será assumida a Lei de Fluxo

que governa o fluxo plástico depois do escoamento (em HILL (1950) há uma base

teórica para essa hipótese). Tal lei diz que o incremento de deformação plástica é

proporcional ao gradiente do potencial plástico, Q, em relação à tensão:

dεpij = dλ
∂Q

∂Tij
, (5.23)

em que, dλ é a constante de proporcionalidade chamada de multiplicador plástico.

Uma das necessidade do potencial Q é que ele seja uma função de J ′2 e J ′3, mas ainda

não pode ser determinada na sua forma mais geral. Certos princípios variacionais

e teoremas de unicidade podem ser formulados se a relação f ≡ Q, e por isso esta

relação é tão especial na teoria matemática da plasticidade.

A equivalência f ≡ Q é uma relação válida a ser postulada, pois ambas são

funções de J ′2 e J ′3 e sobre esta hipótese se dá a teoria da plasticidade associada.

Assim, a equação (5.23) se torna

dεpij = dλ
∂f

∂Tij
, (5.24)

e é chamada de condição de normalidade, visto que ∂f
∂Tij

é um vetor normal à super-

fície de escoamento, orientado positivamente. Portanto, é necessário que as compo-

nentes do incremento de deformação plástica combinem vetorialmente para que o

resultado seja um vetor normal à superfície de escoamento.

Como está sendo considerado o critério de von Mises, tem-se que f = J ′2 e

portanto,
∂f

∂Tij
=
∂J ′2
∂Tij

=
∂(1

2
T ′ijT

′
ij)

∂Tij
= T ′ij, (5.25)

assim, (5.24) se torna,

dεpij = dλT ′ij (5.26)
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que juntamente com (5.24) são conhecidas como equações de Prandtl-Reuss.

Desta forma, a relação incremental completa e geral entre tensão e deformação

pode ser dada através da substituição de (5.22) e (5.24) em (5.21):

dεij =
dT ′ij
2µ

+
1− 2ν

E
δijdTkk + dλ

∂f

∂Tij
. (5.27)

5.6 Equações de Plasticidade na Sua Forma Matricial

De maneira geral, os livros e artigos de engenharia apresentam as equações

que foram definidas até o momento matricialmente, já em referências mais matemá-

ticas, a notação tensorial é assumida. Como a teoria de plasticidade desenvolvida

neste trabalho é baseada em OWEN; HINTON (1980), a notação matricial será ado-

tada nesta seção, e assim, as expressões vistas até agora serão reescritas e algumas

novas serão definidas.

Para tal, é necessário redefinir o tensor de tensão T , que agora será represen-

tado vetorialmente por σ e o tensor de deformação ε que vetorialmente é represen-

tado por ε. No caso bidimensional, eles são dados, respectivamente, por:

σ =


σx
σy
σxy
σz

 ε =


εx
εy
εxy
εz

 . (5.28)

Assim, a superfície de escoamento, que foi primeiramente definida em (5.4)

agora, pode ser reescrita na forma:

f(σ) = Y (κ). (5.29)

Nos casos particulares de encruamento por trabalho e encruamento por de-
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formação as equações (5.10) e (5.13) são reescritas, respectivamente, como:

dκ = σTdεp dκ = dεp. (5.30)

O critério de escoamento (5.29) pode ser rearranjado e escrito como F (σ, κ) =

0, obtém-se:

F (σ, κ) = f(σ)− Y (κ) = 0 (5.31)

Tomando a derivada da equação acima, tem-se que:

dF =
∂F

∂σ
dσ +

∂F

∂κ
dκ = 0. (5.32)

Definindo aT = ∂F
∂σ e A = − 1

dλ
∂F
∂κ
dκ reescreve-se a equação anterior como:

aTdσ − Adλ = 0 ⇒ aTdσ = Adλ, (5.33)

no qual o vetor a é definido como vetor de fluxo e é representado vetorialmente

como,

aT =
∂F

∂σ
=

[
∂F

∂σx

∂F

∂σy

∂F

∂σxy

∂F

∂σz

]
(5.34)

Agora, a relação tensão-deformação para a região pós escoamento é dada

vetorialmente por

dε = D−1dσ + dλ

(
∂F

∂σ

)T
= D−1dσ + dλa, (5.35)

em que, D é a representação matricial do tensor de propriedade de material Cijkl
da lei de Hooke. Multiplicando à esquerda os dois lados de (5.35) por aTD = dTD e

usando (5.33) obtém-se o multiplicador plástico dλ,

aTDdε = aTDD−1dσ + aTDdλa

aTDdε = aTdσ + aTDadλ

aTDdε = Adλ+ aTDadλ

aTDdε = (A+ aTDa)dλ

dλ =
aTDdε

A+ aTDa
, (5.36)
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Substituindo (5.36) em (5.35)

dε = D−1dσ +
aTDdε

A+ aTDa
a

Ddε = DD−1dσ +D
aTDdε

A+ aTDa
a

Ddε = dσ +D
aTDdε

A+ aTDa
a

Ddε = dσ +Da
aTDdε

A+ aTDa

Ddε = dσ +
dDd

T
D

A+ dTDa
dε

dσ = Ddε− dDd
T
D

A+ dTDa
dε

dσ =

(
D − dDd

T
D

A+ dTDa

)
dε

dσ = Depdε (5.37)

em que, Dep = D − dDd
T
D

A+dTDa
é a representação matricial do tensor elastoplástico.

A equação (5.37) é a relação incremental elastoplástica completa, visto que

no regime elástico a segunda parcela de Dep é zero. Agora, o que resta para que

todas as relações estejam bem definidas é a definição mais explícita dos termos A,

a e dD.

Observação: Como dito anteriormente, (5.37) e Dep são representações matrici-

ais de tensores. Tais tensores são dados por:

dT = Cepdε, Cep = C − a : C ⊗ C : a

A+ a : C : a
, (5.38)

em que C é o tensor de propriedade de material da lei de Hooke e Cep é o tensor

elastoplástico de quarta ordem.
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5.6.1 Determinação da constante A

A hipótese de encruamento por trabalho é mais geral em termos termodi-

nâmicos e, por isso, vai ser adotada neste momento. Nesta etapa utiliza-se o teste

uniaxial e, assim, é possível escrever a equação (5.29) na forma:

F (σ, κ) = f(σ)− σy(κ) = 0, (5.39)

em que, σy(κ) =
√

3Y (κ). Desta forma, pela definição de A tem-se que:

A = − 1

dλ

∂F

∂κ
dκ =

1

dλ

dσy
dκ

dκ. (5.40)

Substituindo a condição de normalidade, dεp = dλ ∂F
∂σ = dλa, em (5.30)1:

dκ = σTdλa = dλaTσ. (5.41)

Como está sendo considerado o caso de teste uniaxial σ = σ = σy e dεp = dεp, em

que, σ é a tensão efetiva e εp a deformação efetiva, a equação (5.41) se torna:

dκ = σydε
p = dλaTσ. (5.42)

Por outro lado, de (5.16), sabe-se que:

h′ =
dσ

dεp
=
dσy
dεp

. (5.43)

Aplicando o teorema de Euler para funções homogêneas em (5.39),
∂f

∂σ
σ = σy ⇒ aTσ = σy. (5.44)

Substituindo a equação anterior em (5.42),

σydε
p = dλaTσ = dλσy ⇒ dλ = dεp (5.45)

Assim, substituindo dλ e (5.43) em (5.40), encontra-se a definição da constante A:

A = h′. (5.46)

Portanto, A é um parâmetro do material proveniente de experimentos e é

idêntico à inclinação local da curva tensão-deformação na região plástica.
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5.6.2 Determinação do vetor de fluxo a

Em NAYAK; ZIENKIEWICZ (1972) é proposto uma maneira de reescrever a

função de escoamento em função dos invariantes de tensão, e a sua maior vantagem

é o fato de permitir escrever uma forma geral para a função de escoamento e para

lei de fluxo para os critérios de Tresca, von Mises, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager.

Os dois últimos são usados em solos. Porém, como só será abordado, nesse trabalho,

o critério de von Mises, este será descrito de uma maneira simplificada.

As tensões desviadoras principais são dadas como as raízes da equação cúbica

t3 − J ′2t− J ′3 = 0. (5.47)

Observe, agora, a seguinte identidade trigonométrica:

sen3θ − 3

4
senθ +

1

4
sen3θ = 0.

Substituindo t = rsenθ em (5.47) obtêm-se:

sen3θ − J ′2
r2
senθ − J ′3

r3
= 0. (5.48)

Comparando as equações, tem-se que:

r =
2√
3

√
J ′2 (5.49)

e,

sen3θ = −4J ′3
r3

= −3
√

3

2

J ′3

J
′ 3
2

2

(5.50)

Assim, é possível determinar as três raízes da equação e as funções de esco-

amento sendo dependentes de J1, J ′2 e θ. Visto que a equação (5.50) fornece uma

alternativa conveniente para o terceiro invariante e, como o método é tratado de ma-

neira geral, inclusive para solos, um termo de pressão hidrostática é considerado e é
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representado por J1. Porém, o critério de von Mises diz que a função de escoamento

é dependente somente de J ′2, e esse fato não se altera.

Como dito, uma forma de computação fácil para o vetor a é necessária e

como só está sendo considerado von Mises tem-se que:

aT =
∂F

∂σ
=

∂F

∂(J ′2)
1
2

∂(J ′2)
1
2

∂σ
. (5.51)

OWEN; HINTON (1980) diz que, para von Mises, o termo ∂F
∂(J ′2)

é uma cons-

tante igual a
√

3, e que o vetor ∂(J ′2)
1
2

∂σ é definido como:(
∂(J ′2)

1
2

∂σ

)T

=
1

2(J ′2)
1
2

[
σ′x σ′y σ′xy σ′z

]
,

portanto, o vetor de fluxo a para critério de von Mises é definido por:

a =

√
3

2(J ′2)
1
2


σ′x
σ′y
σ′xy
σ′z

 . (5.52)

5.6.3 Determinação do vetor dD

O último termo a ser determinado é o vetor dD que agora é possível, pois o

vetor a foi definido na seção anterior. É sabido que dD = Da, porém para determiná-

lo é necessário saber quem é a matriz D. Conforme verificado anteriormente, D é a

representação matricial do tensor elástico de propriedade material e para representa-

lo matricialmente, será necessário separá-lo em tipos de problemas: estado plano de

tensão, estado plano de deformação e simetria axial.

A forma explícita da matriz de elasticidade D para problemas de Estado
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Plano de Deformação e simetria axial é:

D =
E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)


1 ν

1−ν 0 ν
1−ν

ν
1−ν 1 0 ν

1−ν
0 0 1−2ν

2(1−ν)
0

ν
1−ν

ν
1−ν 0 1

 . (5.53)

Já para o caso de Estado Plano de Tensão a matriz D é dada por:

D =
E

1− ν2


1 ν 0 0
ν 1 0 0
0 0 1−ν

2
0

0 0 0 1

 (5.54)

Agora, é possível definir completamente a matriz elastoplástica Dep através

do vetor dD que, assim como a matriz elástica D, é determinado dependendo do

tipo de problema. Para problemas de Estado Plano de Deformação e simetria axial,

tem-se que dD é definido por:

dD =



E

1 + ν
a1 +

Eν(a1 + a2 + a4)

(1 + ν)(1− 2ν)

E

1 + ν
a2 +

Eν(a1 + a2 + a4)

(1 + ν)(1− 2ν)

Ga3

E

1 + ν
a4 +

Eν(a1 + a2 + a4)

(1 + ν)(1− 2ν)


, (5.55)

em que, a1, a2, a3 e a4 são as componentes do vetor a, e G é o módulo de cisalhamento

definido por

G =
E

2(1 + ν)
.

Já para problemas de Estado Plano de Tensão o vetor dD é escrito como

dD =



E

1 + ν
a1 +

Eν(a1 + a2)

1− ν2

E

1 + ν
a2 +

Eν(a1 + a2)

1− ν2

Ga3

E

1 + ν
a4 +

Eν(a1 + a2)

1− ν2


. (5.56)
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6 MÉTODO ALI ELASTOPLÁSTICO

Neste capítulo será mostrado como foi feito para unir o método ALI com a

teoria de plasticidade para pequenas deformações. Na última seção dois exemplos

simulados serão exibidos: vaso de pressão cilíndrico e estrangulamento de uma barra

circular.

6.1 Modelagem Elastoplástica Utilizando o ALI

Para se modelar grandes deformações de materiais elastoplásticos utilizando

o método ALI considera-se que os incrementos de força, que o método utiliza, são

sempre pequenos o suficiente.

Como em cada incremento está sendo feita uma pequena deformação, a pre-

missa que se parte é de que nesse incremento, caso o material plastifique, a teoria

de plasticidade para pequenas deformações seja válida.

Toda a teoria de plasticidade apresentada baseou-se na relação de tensão-

deformação dada pela lei de Hooke, portanto, o tensor de propriedade de material,

(4.6), deve ser trocado pelo tensor de propriedade do material que a lei de Hooke

define:

Lijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (6.1)

em que λ e µ estão relacionados com E e ν como dito anteriormente.

Esquematicamente o método ALI elastoplástico pode ser representado na
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Figura 6.1. O que diferencia do algoritmo do ALI elástico é a verificação se houve

plastificação. Nessa etapa o algoritmo do ALI elástico simplesmente atualiza as

tensões através de (3.21).

Figura 6.1: Esquema método ALI elastoplástico
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6.2 Resultados Numéricos

Nesta seção serão apresentados alguns resultados numéricos obtidos na pes-

quisa. Todas as implementações foram feitas em linguagem orientada a objetos C++

utilizando a IDE(Integrated Development Environment ou Ambiente Integrado de

Desenvolvimento) Qt Creator. Os gráficos que irão ser apresentados foram gerados

no Matlab.

Em termos de implementação é válido ressaltar dois algoritmos: o primeiro

é o de resolução do sistema linear que considera que as matrizes geradas para cada

incremento de força, são armazenadas considerando sua banda. O método utili-

zado para a resolução dos sistemas lineares é a eliminação gaussiana adaptada para

sistemas em banda.

O segundo algoritmo importante é o de retorno à superfície de escoamento.

Existem vários algoritmos possíveis de serem implementados, porém como foi seguido

o livro de OWEN; HINTON (1980), o mesmo algoritmo foi implementado. Tal

considera um retorno radial à superfície de escoamento para a projeções das tensões

inadmissíveis.

6.2.1 Vaso de pressão cilíndrico

Neste exemplo será apresentado o primeiro resultado obtido considerando

material elastoplástico e o método ALI, porém, este não é um exemplo de grande

deformação. O objetivo é validar os resultados e a interação do método ALI com a

teoria da plasticidade.

Considera-se o caso de um vaso de pressão cilíndrico de parede espessa subme-
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tido a pressão interna, da mesma maneira que foi apresentado em OWEN; HINTON

(1980). A condição de deformação plana é assumida. As propriedades do material

estão na Tabela 6.1. A malha, que é formada por 120 elementos finitos do tipo Q4, e

as condições de fronteira estão representadas na Figura (6.2). Devido à simetria do

problema, somente um quarto da seção transversal do vaso de pressão é necessária

para a simulação. O critério de von Mises adotado é linear e dado na forma:

T = σy + h′dεp. (6.2)

Propriedade Valor
módulo elástico E 2.1× 104 dN/mm2

coeficiente de Poisson ν 0.3
tensão de escoamento uniaxial σy 24 dN/mm2

parâmetro de encruamento por deformação h′ 0

Tabela 6.1: Propriedades do material para o exemplo de vaso de pressão cilíndrico.

Figura 6.2: Malha de 120 elementos utilizada e condições de contorno.

Pela simetria do problema, a teoria diz que os elementos mais próximos a face

interna (onde a pressão está sendo aplicada) são os primeiros a plastificar. A Figura

6.3 mostra que isso de fato acontece na simulação, onde os elementos próximos esta

face são os primeiros a plastificar e a plastificação segue em direção à face externa.
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Figura 6.3: Ordem da plastificação dos elementos se dá a partir da face interna em
direção a face externa.

Na Figura 6.4 é mostrado a relação entre a pressão aplicada e o deslocamento

da face interna do cilindro. Na Figura 6.5 são apresentados os resultados da distri-

buição da tensão principal Tθ ao longo do eixo radial do vaso para alguns valores de

pressão aplicada. Para esta simulação foram usados 180 passos do método ALI com

∆P = 0.1

Os resultados obtidos foram comparados com as soluções teóricas apresenta-

das em OWEN; HINTON (1980) e concordam com a referência sendo praticamente

coincidentes.

6.2.2 Estrangulamento de uma barra circular

Neste exemplo, será apresentado o caso em que o material elastopĺástico

sofre grandes deformações. O seguinte problema é um exemplo clássico que foi

analisado por SIMO; HUGHES (1998), SIMO; ARMERO (1992), TAYLOR (2010),

SOUZA NETO et al. (1996), SOUZA NETO; PIRES; OWEN (2005), ARMERO;

GALSER (1997), ELGUEDJ; HUGHES (2011), entre outros.
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Figura 6.4: Deslocamento da face interna do cilindro com o aumento da pressão.

Diferentemente do livro e dos artigos citados, que desenvolvem uma teoria

específica para grandes deformações para materiais elastoplásticos, a ideia é aprovei-

tar o fato do método ALI resolver um problema de pequenas deformações para cada

incremento de força e aplicar a teoria de plasticidade para pequenas deformações.

O critério de von Mises continuará sendo adotado, porém, agora, em uma

versão não linear dada por:

T = σy + h′dεp + (σ∞ − σy)(1− e−δdε
p

), (6.3)

em que σ∞ é a saturação de tensão de escoamento e δ é o expoente de saturação.

Este exemplo, considera uma barra de 53.334mm de altura e 12.826mm de

largura em estado plano de tensão, porém, pela simetria do problema somente 1
4

da barra precisa ser considerada para a simulação numérica. Para controlar a lo-
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Figura 6.5: Distribuição da tensão principal Tθ = T1+T2

2
+
√

( (T1−T2)2

4
+ T 2

12) para
alguns valores de pressão aplicada P .

calização do estrangulamento, o centro da barra é reduzido em 0.982 do original.

Um deslocamento prescrito de 5mm é aplicado no topo da barra. As condições de

contorno e a malha são mostrados na Figura (6.6). As propriedades do material são
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Figura 6.6: Malha e condições de contorno.

mostradas na Tabela 6.2.

Propriedade Valor
módulo de cisalhamento 80.1938GPa

módulo de Bulk 164.21GPa
tensão de escoamento uniaxial σy 0.45GPa

parâmetro de encruamento por deformação h′ 0.12924GPa
saturação de tensão de escoamento σ∞ 0.715GPa

expoente de saturação δ 16.93

Tabela 6.2: Propriedades do material para o exemplo de estrangulamento de uma
barra.

Na Figura 6.7, é mostrado o gráfico do deslocamento vertical imposto pelo

deslocamento do raio de estrangulamento. A comparação é feita entre o método

ALI e o resultado teórico do artigo ELGUEDJ; HUGHES (2011). A plastificação,

nesse exemplo, se dá logo no início da deformação e o método ALI adaptado para

plasticidade se comporta bem até certo ponto. Porém, a partir do deslocamento

imposto de 4mm começam a ocorrer diferenças, provavelmente devido a modelagem
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diferente que foi feita.

Figura 6.7: Comparação entre o resultado teórico e o método ALI adaptado para
plasticidade. Deslocamento vertical × Deslocamento Radial

Na Figura 6.8, é feita a mesma análise da Figura 6.7, porém, agora, conside-

rando o raio. Novamente, o mesmo comportamento é observado.

A Figura (6.9) mostra o erro relativo em porcentagem do cálculo do raio

em alguns passos de tempo. O erro confirma que em seu último passo de tempo o

erro desta modelagem do ALI é de um pouco mais de 8%. A malha deformada é

mostrada na Figura 6.10.

Os resultados apresentados foram satisfatórios, mostrando que a modelagem

com ALI adaptado para plasticidade tem um comportamento parecido com o consi-

derado nos artigos base. Porém, ainda é necessário algumas possíveis modificações

para que a modelagem represente o fenômeno de maneira mais adequada.
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Figura 6.8: Comparação entre o resultado teórico e o método ALI adaptado para
plasticidade. Deslocamento vertical × Raio

Figura 6.9: Erro relativo em porcentagem em alguns incrementos de força.
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Figura 6.10: Malha deformada no final do deslocamento imposto de 5mm.
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7 CONCLUSÃO

Fenômenos não lineares e de grandes deformações são observados na natu-

reza e em áreas de produção humana como a engenharia. Cada vez se torna mais

importante conhecer melhor esses fenômenos.

Neste trabalho foi exposto o método ALI para materiais elásticos e um pouco

sobre a teoria de plasticidade para pequenas deformações. Um programa orientado

a objeto foi criado para as simulações utilizando a linguagem C++. Também foram

desenvolvidas as formulações forte, fraca, de Galerkin e matricial para um problema

de valor de contorno. Essas formulações são importantes para a análise numérica

por método de elementos finitos.

Como já provado em artigos anteriores, o método ALI tem um excelente

comportamento quando se trata de grandes deformações em materiais elásticos.

Quanto ao seu comportamento em materiais elastoplásticos foi visto que para o caso

de pequenas deformações o comportamento é excelente. Se tratando de grandes

deformações os resultados obtidos foram bons até certo incremento de força, e,

depois, mesmo não sendo tão próximos, os resultados foram coerentes com o teórico,

no sentido de que não ocorreram comportamentos inesperados. Sendo assim, mais

estudos sobre esse tipo modelagem são necessários.

Para trabalhos futuros, seria interessante o estudo de mais critérios de plas-

tificação visando observar o comportamento de outros tipos de materiais diferentes

de metais; solos e meios porosos, por exemplo. Sobre a parte computacional, seria

interessante a implementação da axissimetria no programa, visto que uma grande

dificuldade do trabalho foi encontrar exemplos que não fossem axissimétricos. Seria
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interessante considerar elementos finitos de outros tipos (triângulos, quadriláteros

do tipo Q8, etc.) para modelar geometrias mais gerais. Um estudo mais apurado so-

bre os algoritmos de retorno à superfície seria importante, visto que, como o que foi

utilizado não é tão recente, possíveis algoritmos melhores devem ter sido sugeridos.
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