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RESUMO

SOUSA, Mateus Torres de. Aplicagao do Método da Integral de Contorno
na Modelagem de Ondas Internas. 2015. 74 f. Dissertacao (Mestrado em Infor-
matica) - PPGI, Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti de Aplicagoes e
Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2015.

Este trabalho tem como objetivo utilizar a formulacao integral de contorno na
construcao de um método numérico para modelar a propagacao de ondas internas na
interface entre dois fluidos e obter uma aproximacao do campo de pressao no interior
dos fluidos. Apresentamos varios exemplos numéricos para ilustrar a precisao do
método proposto e também mostrar sua utilidade na simulacao das interagoes de
ondas nao lineares.

Palavras-chave: Ondas internas aquaticas, método da integral de contorno, simu-
lacao numérica, campo de pressao.



ABSTRACT

SOUSA, Mateus Torres de. Aplicagao do Método da Integral de Contorno
na Modelagem de Ondas Internas. 2015. 74 f. Dissertagdo (Mestrado em In-
formatica) - PPGI, Instituto de Matemaética, Instituto Tércio Pacitti, Universidade
Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

In this work, we use boundary integral formulation to develop a numerical
method to study the propagation of internal waves at the interface of two fluids
and obtaining an approximation of the pressure field interior fluid. We present sev-
eral numerical examples in order to illustrate the accuracy of the proposed method
and also to show that its usefulness in the simulation of nonlinear waves interactions.

Keywords: Water internal waves, boundary integral method, numerical simulation,
pressure field.
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1 INTRODUCAO

A recuperacao de petroleo em aguas profundas oceanicas apresenta grandes
desafios tecnologicos e operacionais. Por exemplo, o conhecimento da dinamica
oceanica é de vital importancia para o desenho e fabricacao das diferentes estruturas
submergidas que serao utilizadas durante a prospeccao e recuperagao de petroleo,
pois essas estruturas serao submetidas as pressoes produzidas pelo movimento das
aAguas oceanicas.

Devido & estratificacao das aguas oceanicas provocada pelas diferencas de
temperatura, salinidade e consequentemente de densidade, sabemos que a dinamica
oceanica é fortemente influenciada pelo movimento das ondas internas que aparecem

na interface entre as camadas de agua com diferentes densidades.

As ondas internas sao fendmenos espetaculares que ocorrem nas interagoes
entre qualquer tipo fluido. A sua presenca é bem documentada e sdao vistas a partir
de cima através de leituras feitas na superficie dos oceanos conforme a figura (1). O
periodo dessas ondas varia desde alguns minutos podendo chegar a meia hora e o
seu comprimento de onda varia entre algumas centenas de metros podendo chegar

a quilometros.

Um caminho possivel para o estudo de ondas internas é através de Modelos
Reduzidos. Esses modelos sao obtidos através de relagoes assintoticas restringindo-os
a determinadas condigoes gerando sistemas com uma quantidade menor de parame-
tros. Choi e Camassa consideram em CHOI;CAMASSA (1999) duas camadas
contendo fluidos inviscidos, imisciveis e irrotacionais, em que o fluido mais denso

ocupa a camada inferior. O regime assintotico adotado por eles considera que a
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Fokavany

Figura 1.1: Ondas internas no Mar de Sulu

profundidade da camada superior é bem pequena quando comparada ao compri-
mento de onda caracteristico da interface. Ja a profundidade da camada inferior é
comparavel ao comprimento de onda caracteristico. A partir do trabalho de Choi
e Camassa, Cardena apresentou em CARDEA (2012) uma familia de sistemas as-
sintoticamente equivalentes ao de Choi e Camassa no regime fracamente nao linear.
Zarate ZARTE (2007) generalizou os Modelos Reduzidos apresentados por Choi e
Camassa para o caso em que o fundo é irregular e também apresentou um método

para aproximar a pressao no interior da camada superior. (1)

Uma outra alternativa para abordar os problemas de Dinamica dos Fluidos
é através de uma formulagao integral de contorno. Esta formulacao consiste em
relacionar as condigoes de contorno Neumann e Dirichlet em diferentes partes da

fronteira, ou talvez alguma combinacao delas, a partir da Terceira Identidade de
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Green aplicada a uma funcao harmonica. Alguns dos mais importantes Problemas
de Contorno para EDP’s elipticas como, por exemplo, Equacoes de Helmholtz e
Biharmonicas, tém sido estudados e resolvidos numericamente através dessa abor-
dagem, e, dependendo dos requisitos do problema, a utilizagao da formulacao pode

ser o meio mais eficaz de resolvé-lo ATKINSON; HAN (2009).

A fim de obter a derivada normal da solucao na fronteira para resolver um
problema com Condigao de Contorno de Dirichlet cujo dominio é limitado ou nao,
define-se o operador Dirichlet-to-Neumann conforme conhecido na literatura. Se o
dominio tem uma geometria simples, o operador é facil de determinar. Mas seu
calculo eficiente torna-se um desafio, caso a geometria dominio se desvie significati-
vamente do simples. Dai a necessidade de encontrar formas eficientes para calcular

esse operador sensivel a geometria dominio.

Em GUIDOTTI (2008), foi proposto a utilizacdo de um operador Dirichlet-
to-Neumann oriundo dessa formulacao para obter os dados de Neumann. O autor
sugeriu a utilizacao de uma fungao logaritmica periddica para o nicleo do operador
a fim de obter melhores resultados numéricos. Tal funcao é conhecida como de
funcao de Green EVANS (2010). Seu trabalho apresentou um método de integral
de contorno pseudo-espectral preciso e estavel com bom desenpenho tanto para
curvas ndo-suaves como para as de pouca suavidade. CLAMON Det al. (2005)
apresenta um esquema numérico para simulagoes de ondas aquaticas de superficie
no caso tridimensional. Sao consideradas ondas nao-lineares. O método baseia-se em
um algoritmo iterativo de convergéncia rapida para calcular o operador Dirichlet-
to-Neumann. Como em GUIDOTTI (2008), esse operador é obtido a partir da
formulagao integral de contorno porém utilizando outra fungdo para o ntcleo do

operador.

Em RIBEIRO — JUNIOR (2014) foi utilizada uma formulacao integral de
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fronteira para obter 6rbitas de particulas abaixo de ondas de superficie cujo fluxo é
irrotacional estando sobre a influéncia de correnteza uniforme que varia linearmente
com a profundidade (vorticidade constante). Para isso, além da formulagao integral
de contorno, foi utilizado o método das imagens sobre o fundo plano junto a uma
fungdo de Green periddica apresentada em GUIDOTTI (2008). Também foram

apresentados os efeitos da vorticidade na pressao no interior da camada.

Nesse levantamento bibliografico é possivel notar um ponto em comum: nes-
ses trabalhos consultados, nao foi utilizada a formulagao integral de contorno para
obter o campo de pressao no interior das camadas de um sistema de onda interna.
Este trabalho tem como objetivo realizar um estudo matematico da relacao entre
o campo de velocidade de particulas no interior das camadas. Também tem como
finalidade desenvolver codigos computacionais orientados a simulagao numérica de
forma eficiente para a propagacao de ondas na interface e do campo de pressao em
toda a faixa de dgua. Para isso, utilizaremos o software Matlab na implementagao

dos codigos.

A teoria responsavel por associar o comportamento no interior das camadas
com a interface é a formulagao de integral de contorno ATKINSON; HAN (2009).
Através dela, podemos calcular o potencial da velocidade em qualquer ponto dentro
do fluido sem realizar qualquer tipo de expansao em série de poténcias ou analise
assintotica. A partir dessa formulagao serdao introduzidos dois operadores integrais
responsaveis por conectar os dados de Dirichlet e Neumann. Dentre estes, é necessa-
rio uma abordagem cautelosa, conforme proposta em ATKINSON; HAN (2009),

para o operador Neumann-Dirichlet devido a sua singularidade.

Como as fungoes consideradas sao periddicas e suaves ao longo da interface,
utilizaremos métodos espectrais (Transformada de Fourier) na dire¢do x para a

representacao numeérica de suas derivadas. Para a evolucao da variavel no tempo,
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utilizaremos alguns Métodos de Diferencas Finitas presentes na literatura, a saber,

Euler Explicito e Leap-Frog.

Esta dissertacao aborda alguns aspectos teoricos da Modelagem do Problema
assim como da formulacao integral de contorno e também apresenta resultados nu-
méricos obtidos através do algoritmo desenvolvido. Ela esté organizada da seguinte

forma.

No Capitulo 1 apresentaremos aspectos referentes & modelagem do problema
e algumas solugoes aproximadas encontradas na literatura que correspondem a di-
ferentes regimes assintoticos. Na Secao 1.1 serd apresentado a modelagem do pro-
blema a partir da Equacao de Euler na forma vetorial assim como sua condicao
de fronteira. Na Secado 1.2, consideraremos o sistema linearizado em que a onda
estd proxima do repouso. Adotaremos que tais as ondas sdo viajantes. Na secao
1.3 exibiremos os Modelos Reduzidos apresentados em CHOI; CAMASSA (1999),
CARDEA (2012), ZARTE (2007) e uma aproximagao, oriunda desses modelos, da
pressao na camada superior obtida por Zarate em ZARTE (2007).

O Capitulo 2 é reservado para a discussao tedrica da formulacao de integral
de contorno e a sua aplicacao ao sistema estudado. A formulacao é importante pois a
partir das condicoes de fronteira conseguiremos encontrar o potencial da velocidade
e a pressao no interior das camadas. Na Secao 2.1, consideraremos uma funcao
harmonica e utilizaremos a Terceira Identidade de Green para obter relacoes entre
seu valor no interior de um dominio arbitrario e sua fronteira. Na Secao 2.2, a partir
dessa formulacao, introduziremos operadores integrais que associam as condi¢oes
de Dirichlet e Neumann. A Secao 2.3 é destinada & utilizacdo dos operadores no
sistema de duas camadas, com as devidas adaptacoes, afim de obter a pressao no

interior das camadas.
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No Capitulo 3 exibiremos os métodos numéricos utilizados assim como a
discretizacao dos operadores integrais do capitulo 2. Também serd apresentado o
algoritmo desenvolvido. A Secao 3.1 é usada para mostrar a abordagem discreta dos
operadores integrais e diferenciais utilizados no algoritmo. Na Se¢ao 3.2 apresenta-
remos a discretizacao temporal usada e o método numérico usado para a evolucao

temporal. Na Secao 3.3 é reservado ao algoritmo desenvolvido.

No Capitulo 4 sao apresentados alguns resultados numeéricos obtidos para
o comportamento da onda interna e da pressao no interior das camadas. Para a
validacao do algoritmo, seus resultados serao comparados com as solugoes aproxi-
madas apresentadas no capitulo 1. Na Secao 4.1 serao exibidos os resultados para o
caso de ondas estacionarias. A Secao 4.2 é serao apresentados os resultados para o
caso de ondas viajantes de 1* ordem conforme apresentado na Secao 1.2. Também

apresentaremos resultados para regimes de ondas nao-lineares.

No dltimo capitulo apresentaremos as conlusoes a partir dos resultados obti-
dos levando em conta a teoria envolvida e os métodos numéricos utilizados. Também
proporemos alguns trabalhos futuros que possam contribuir com comunidade cien-

tifica.
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2 MODELAGEM MATEMATICA DE ONDAS IN-
TERNAS

Neste capitulo apresentaremos as Equacoes de Euler para dinamica dos flui-
dos, segundo a Teoria Potencial LAM B (1932), aplicadas a um sistema de dois
fluidos. Na literatura, existem varias maneiras de simplificar essas equacdes com
o objetivo de obter solucoes aproximadas, por exemplo, via modelos reduzidos
CHOI;CAMASSA (1999), CHOI;CAMASSA (1996), ZARTE (2007). Além
de alguns desses modelos reduzidos, apresentaremos também uma solugao analitica
para o problemas linearizados e nao linearizados. Essas solucoes aproximadas serao

usadas para validar os métodos numéricos que serao exibidos posteriormente.

2.1 Teoria Potencial

Como ponto de partida do estudo matemético das ondas internas, conside-
raremos a propagacao de uma onda aquatica na superficie livre de um canal com
fundo plano. Consideraremos que o fluido é inviscido, incompressivel, homogéneo
e estd sujeito a um campo gravitacional constante. As componentes u; e us do
vetor velocidade u correspondem as coordenadas espaciais (z,y), respectivamente,
em cada instante £. Assumiremos que a Unica forca externa atuante sobre o sistema
é a gravidade. Adotaremos também que a gravidade g possui sentido negativo de y
e j indica o vetor unitario a direcao y. Com isso, a partir da Equacao de Euler na

forma vetorial WHITHAM (1974), o sistema é dado por
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ou 1 em —h<y<n(tz) (2.1)

Como o fluxo é irrotacional, temos que rot(u) = 0. Com isso, pode-se con-
siderar ¢ como o potencial da velocidade, ou seja, ¢ = u. Integrando a segunda
equacao de (2.1) com relacao as variaveis espaciais LAM B (1932), temos a relacao

de Bernoulli

1 D
¢t+§’V¢|2+gy+;:O (2.2)

em que e p = p(t,x,y) representa a pressao no ponto (z,y) no instante
t. Observe que qualquer fun¢ao B(t) que venha a surgir nessa integracao pode ser
absorvida pelo potencial da velocidade. Como o fluxo é irrotacional e incompressivel,
pode-se assegurar que ¢ é uma fun¢do harmonica no dominio WHITHAM (1974),
ou seja,

Ap =0 (2.3)

Para uma particula sobre a superficie da onda, ou seja, em y = n(t,z), a

condicao cinematica para a velocidade do fluido é dada por

Além disso, ao considerar que o fundo do canal é impermeéavel, a condi¢ao

no fundo do canal é dada por

6, =0 em y=—h. (2.5)
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Portanto, as Equacoes de Euler para fluidos inviscidos, incompressiveis e
homogéneos contendo uma superficie livre podem ser representadas pelo sistema
(2.6). Alem disso, nesse sistema foram incluidas as condic¢oes de fronteira cinematica,
dindmica (Relacao de Bernoulli) e de impermeabilidade do fundo que foi considerado

plano de profundidade h.

(Ap=0, em €

N + ¢x77x - be = 0> cem Yy = 77($’t) ( )
1 2.6
b1 + gy + 5!%\2 + ]—; =0,

&y =0 em y=—h

onde o dominio é dado por 2 =R x (—h,n(t, x)).

Tais equagoes podem ser utilizadas para modelar um sistema de dois fluidos
em que a tampa do canal também é plana. Os fluidos interagem através da interface e
possuem densidades distintas sendo que o fluido mais denso ocupa a camada inferior.
Adotaremos o indice 1 para referenciar os elementos da camada superior e 2 para 0s

elementos da camada inferior conforme ilustra a figura (2.1).

n(x, 1)

Figura 2.1: Sistema de duas camadas
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Consideraremos que ¢;(t,z,y) é o potencial da velocidade do fluido na ca-
mada j (onde j = 1,2), ou seja, V¢;(t,z,y) = u;(t,z,y). A densidade e a pressao
no interior da camada j sdo representadas, respectivamente, por p; e p;(t,z,y).
A interface entre as camadas é dada por y = n(t,z). Para simplificar a notacao,

consideraremos ¢;(t,x,y) = ¢;.
Assim as equacoes de Euler para o sistema de dois fluidos tem a forma

A ¢; =0em Q)
®jn = 0em 0Q;,

e+ Qb]:rn:r - (bjy =0 emy = n(xvt)

1 i
Gjr + gn + EIW%'I2 + p—] =0emy =n(z,t)

\ J

em que

Q= {n(t,z) <y <}
O, ={y =M}

Q= {—hy <y <n(t,2)}
O = {y = —ha}

O sistema acima é completado considerando que a pressao permanece conti-
nua ao atravessar a interface, o que do ponto de vista fisico significa que a tensao

superficial é desprezivel. Assim temos a condi¢do p; = py em y = n(t, x).

Adotaremos que as funcgoes ¢;, n e p; das Equacoes de Euler sao suaves,
2L -periodicas na varidvel . Abordaremos (2.7) a fim de estudar a relacao entre
as camadas assim como a obtengao de codigos computacionais para aproximar o

campo de pressao no interior das camadas.
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2.2 Solucoes aproximadas das Equacoes de Euler

Nesta secao serao apresentadas algumas solugoes aproximadas para o sistema
(2.7) de acordo com LAM B (1932) e WHIT HAM (1974). Devido & nao-linearidade
de alguns termos do sistema, obter a solucao analitica é extremamente dificil. Por
isso procuramos solucoes aproximadas através de um processo de linearizacao, como
por exemplo considerando uma onda préxima do repouso. Para isso, serdao conside-

rados as seguintes variaveis adimensionalizadas:

~ Y
T = —
=1 T U
_ ot =4 (2.8)
Co = Vg L B ~ .
_ .4 p = prgap
n_a ¢z: -
®o

em que L representa o periodo da onda e a sua amplitude. Substituindo (2.8) no

sistema (2.7) e desconsiderando os acentos da notagao temos o novo sistema:

1
¢‘,m¢ + —
! B

®jn =0 em 092

¢j7yy:0 €m Q?

1 2.9
N+ a@jale — E¢j,y =0 em y=an (29)
o 1 P1
Qi+ = ( ng + —¢?7y> +—p+n=0 em y=an(zt)
\ 2 p Pj
2
a Po hy L .
onde a = " ef = 7)) Com as varidveis escalonadas, temos os seguintes
1 Co
conjuntos:

Q) ={(z,y) e R?| anp <y <1}

h
05 = {(z,y) € R?| —h—j<y<om}
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Como pode ser visto, o sistema (2.9) possui equagoes nao lineares. A fim
de procurar por solucoes para o caso linearizado, consideraremos que a amplitude
da onda é muito menor do que a altura da camada superior. Portanto, quando

a . . .
a = 7 — 0, os termos do sistema (2.9) que possuem « sdo anulados assim como

1

Qg-) mudam conforme apresentado a seguir:

( 1 0
00,22 T E¢j,0,yy =0 em &
gbj,n =0 em Yy = yj
1 (2.10)

Mot — B%’,o,y =0 em y=0

ij,oﬂf + &po +10=0 em y=0,
J

h h
em que ¥, = 1, @2:_h_?7 Q?:RX(OJ)ng:RX(_h_?O)'

Considerando que tal sistema representa ondas viajantes, as solucoes podem
ser representadas como ¢ o(2.y,t) = e'k2ED A, (), no(x,t) = Ce'*kEw ¢ po(t, ) =

Z—?ei(kzx:l:wt)

assim,

em que w representa a frequéncia da onda e k o niimero de ondas. Sendo

[ — K cos(kx + wt)e FTE B A (y) + cos(ka + wt)ei(kxiwt)A;' =0 em Q)

AQ'(ZJ) =0 em Yy=1Y;

< +iwCp = Alj(y) em y=0
j:iwAj(y)+&]_7+C:O em y =0,
\ Pj

(2.11)

Como procuramos por solucoes nio triviais, podemos considerar que e*(kz+«?) #+
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0, logo temos que
{ Al(y) — K2 BA;(y) = 0,

Portanto,

A (y) = Cy.e8VPY 4 O, .o FVPY
{ iy =G % (2.12)

Al(7;) = k/BIC1 Vi — Coje™™VP0i] = 0,

Logo, Cy; = C’ljek‘/@f. Fazendo as devidas substitui¢oes em (2.12), encon-
tramos que:
Aj(y) = Cyy [e’“ﬁy - ekﬁ@j‘”]
= QCljek\/ng COSh[k\/E(y - @j)]
= A; cosh[k\/B(y — 7))
em que Zj = QCljek‘/B. Pela terceira equacao de (2.11) podemos encontrar a seguinte

relacdo entre A; e A,:

A = %\/—_
A =4, senh[k\/B7,] = A, senh[k+/B7,] = ven [Z Ea
R

Dai, o potencial da velocidade é dado por

A )
tz, _ i(kxtwt) hik =
é1(t,,y) —senh[kz\/ﬁyl}e cosh[k /By — 71)] o)
Galt 2.y) = e coshlky/B(y — 7o)

Pelo sistema (2.11), temos +iwC; = A}(0). Entdo, substituindo o resultado

anterior, temos:
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Ak,
n(t,x) = £— — i elthrtet) (2.14)
\/_

Como py(t,z,0) = po(t, x,0), pela quarta equacao de (2.11) temos

+iw (p141(0) — p2A2(0)) + C(p1 — p2) =0

Substituindo Ay, Ay, C na relacao anterior e fazendo as devidas simplificacoes
encontramos uma relacao entre w e k que deve ser satisfeita para que o problema
tenha solucao nao-trivial. Essa relagao ¢ chamada de relacao de dispersao e é dada

por
L k(p2 = p1) (2.15)
v Blp1 coth(k/Bhy) + pa coth(kv/Bhs)] .

A partir de ¢1, @2 e 1, a pressao p; ¢ obtida através da relacao de Bernoulli
(2.2) para —hy < y < hy. Substituindo os termos adimensionalizados (2.8) na

relagao anterior
o

B

P1

1 2 2 1
G+ 3 (&¢j,j + ¢j,g> Ty p_jpj =0

Como « possui ordem maior do que os demais termos, desconsideraremos
termos multiplicados por a. Portanto, substituindo ¢;; e ¢2,, a pressao pode ser

representada por

(

it o, y) = Y g N cosh[k+v/B(y : 7,)] i gilkatwt)
@ senh([k+/57, ]

(2.16)

— h|k -7 4
P2(t,1’7y> == _@ g + @ Aw cos [ \/B(y — yZ)] i ez(kx:l:wt)
. pra P senh[k+/B7s)]
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k. —
Portanto, incorporando — & A, as solugoes do sistema (2.10) sao dadas por:
w

. ez(kx:l:wt)

n(t,z) = :l:z i
VB

cosh[kv/B(y —7,)] pilkawt)

pry o P2 w? coshlkVB(y —7)] .

p1 p1 k senh([k+/37,]

(2.17)

—w
otz y) =4 k senh[kv/57Y,]
A g COSh[k\/B(y — yQ)] i(krtwt)
ol y) = A senh[kv/BT,]
— _g A iz COSh[k\/B(y — yl)} - i(kxtwt)
Pl = = AT T

i(kzxtwt)

Retornando as variaveis originais do sistema e desconsiderando o trago A, as

solugbes aproximadas para (2.7) sao dadas por:

(

\

n(t,z) = tAi gl (kwtwt)

w coshlk(y — h1)] .
t =—-A— i(kxtwt)
il 2:9) k senh[kh] €
po(t,z,y) = A v cosh[k(y + hs)] pilkaet)

k  senh[khs]

w? cosh([k(y — hy)] .

t S + Ap —
pi(t,z,y) PLYg P senb{Fn]

2 cosh[k(y — hy)] ;

w
/ =- A—
p2(t, 7, y) P2Y 9 F p2 k senh[khs]

(2.18)

i(kxtwt)

i(kxtwt)
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em que A representa a amplitude da onda. A relacao de dispersao é dada por:

w2 = gk(p2 — p1)

2.19
p1 coth(khy) + po coth(khs) ( )

A partir de (2.18) obtem-se uma solugao para o sistema linearizado para ondas
estacionarias de pequena amplitude pois essas ondas podem ser representadas como

combinagoes de duas ondas viajantes de sentidos opostos. Tal solucao é dada por:

([ n(t,x) = £A cos(kx) i ™"

cosh[k(y — hy)]
senh[kh;]

wt

éu(t.w.y) = —A - cos(ka)

coshlk(y + ha)] .
senh[khs] (2.20)

éutw.y) = A cos(ka)

w? coshlk(y — hy)] .
k senh[kh]

iwt

pit,z,y)=—pryg — Ap cos(kx)

- iwt

w? cosh[k(y — ho)]
k

tx,y) = — A k
pat vy = —p2y g + Apa cos(ha) 5= —C oy

\

cuja relagdo de dispersdo também é dada por (2.19). Note que tanto (2.20) como
(2.18) sao fungdes cujas imagens sdo ntmeros complexos. Portanto, para obter

solucoes reais, devemos considerar apenas a parte real ou imaginaria das fungoes.

2.2.1 Ondas de Stokes de 3% Ordem

Além das solugbes aproximadas lineares apresentadas em (2.20) e (2.18),
HUNT (1961), THORPE (1968) e MASSEL (2015) apresentam solugoes para

a propagacao da onda quando expandia a Série de Poténcia até o termo de 3* ordem
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dada por:
n(t,x) = acos(kxr — wt) + ay cos 2(kx — wt) + az cos 3(kx — wt), (2.21)

em que, considerando

S, = senh(nkh,) S, = senh(nkhy)

. (2.22)
C,, = cosh(nkhy)  C, = cosh(nkhs),
os coeficientes aip e a3 sao dados por:
o .11
k’OzQ 01(02 + 2) Cl (OQ + 2) Sl Sl
= - — — — 2.23
Qo 5 |P2 5.5 P1 3.3, X | p1 c + p2 3 ,( )
k 2 4 2C Ty +4
Qs ot 02( 03 3G+ 4) - Pl( q;l +?02 +4) (2.24)
16 ST(2C, + 1) S2(2C, + 1)
ka? | (20, +3C, +4 20, + 30, + 4
_ kay /)2( §+ >+ 4) —/01( A4+A > +4) (2.25)
16 S7(2C, +1) S?(2C, +1)

Sua relacao de dispersao é dada por:
2 _ 9klp2—p1)
02%11 + Plg—ll

e [(PO1CE=2) GG =)\ (2041 (20 +1)
S3 53 2 S? 53

X <1+ -
2 Q-i- a1
ngl plgl

(2.26)

2.3 Modelos Reduzidos

Uma outra maneira de realizar um estudo matematico da propagagao de on-

das internas entre dois fluidos é utilizando Modelos Reduzidos obtidos a partir da
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Analise Assintotica das Equacoes de Euler CHOI; CAMASSA (1996). Tais su-
posicoes, mesmo levando a modelos matematicos simplificados, apresentam grande
desafios interessantes quanto a analise matemaética e numérica das equacoes diferen-

ciais utilizadas.

A partir das Equagoes de Euler, Choi e Camassa em CHOI; CAMASS A (1999)
consideraram varios regimes assintoticos. Um regime muito interessante devido a
sua relacao com o caso de ondas internas em aguas oceanicas ¢ aquele em que o
comprimento da camada superior é bem menor que o comprimento de onda carac-
teristico da interface ao passo que a profundidade da camada inferior é compativel
com o comprimento caracteristico da onda e o fluido mais denso ocupa a camada
inferior (p; < pa). Seguindo estas consideragoes, os autores obtiveram o Modelo Re-
duzido Fortemente nao Linear CHOI; CAMASSA (1999) em que u(x,t) e n(z,t)
representam a velocidade média horizontal na camada superior e o deslocamento da

interface, respectivamente.

Modelo Reduzido Fortemente nao Linear CHOI;CAMASSA (1999)
e — [(1 = an)ul. =0,

Uy + OUTy — 1)y = \/5%73[(1 — an)u)y + éﬂm + 0(53) (227)

3

onde foram considerados os parametros «, 8 e 6 como

R ()’ hy
Oé—f, 5—(3) K1 e 5_f

O operador Ts é a Transformada de Hilbert na faixa de altura ¢ definida

COINoO:

Tslf)(= =—PV/ (@) coth 25< ~ 1)) di
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onde PV indicacao integracao no sentido do valor principal de Cauchy. No

caso de aguas profundas (0 — 00), o operador é representado como:

dz

T —x

Tilf)(x) = HIf)(x) = PV / @)

A partir do sistema (2.27), Cardena em CARDFEA (2012) desenvolveu uma
familia de sistemas equivalentes ao sistema de Choi e Camassa no regime fracamente

nao linear, ou seja, quando oo = O(p).

Temos a Familia de Sistemas Fracamente nao Lineares
Ny — aﬁntmﬁ = Ugz + bBUOmzm - a(ﬁuo)x )
Uge + QUoUE — C%\/B%[Uom] - fﬁu(]tzm —d (%) ﬁfg[uomz] = (228)

1

2
e BT ] + s + (’;—) BT2 ]

1

em que ug representa a velocidade horizontal do fluido na altura (5 (0 < {y < 1) da
camada superior, ) representa o deslocamento da interface e os parametros a, b, c,
d, e, f, g, p e q satisfazem as relacoes

a+b=p, c+d+e=1,

f+9=q, c+h=1,

1 1 1
p=§(ﬁ—§)>q=§ﬂ—ﬁ%

0<¢Gp<1

Para tal sistema de EDP’s, Cardena considerou que as condi¢oes de contorno

sao periddicas.

Em outro trabalho, Zarate ZARTE (2007) apresentou um generaliza¢ao do

Modelo de Choi e Camassa para o caso de fundo irregular. Nesse trabalho foi feita
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uma andalise assintética que torna possivel estudar o comportamento da pressao em
todo o canal. Fazendo as devidas adaptacoes para um sistema de fundo plano, a

pressao adimensionalizada na faixa superior é dada por

it z,y) = P(z,t) — (y —n) + O(B)

em que
Ple,t) = =% (n+ VBT =yl ) +0(8),

representa a pressao que atua na interface.

Os modelos de Choi e Camasa, Cardena e Zarate, ainda que restritos a certas
condigoes, permitem uma abordagem computacional eficiente devido a reducao da

quantidade de funcoes incognitas em relagao ao modelo formado pelas equagoes de

Euler.

Este presente trabalho tem como objetivo apresentar uma abordagem dife-
renciada para o estudo de ondas internas no sistema de duas camadas utilizando
uma formulacao integral das equagoes reduzindo o ntimero de equacoes do sistema

e interligando os termos de ambas as camadas.
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3 FORMULACAO INTEGRAL DO PROBLEMA

Neste capitulo apresentaremos a formulacao de integral de contorno para uma
funcao harmonica, ou seja, cujo laplaciano da funcao é nulo no interior do seu domi-
nio. Essa formulacao é obtida a partir da 3* Identidade de Green usando uma funcao
auxiliar, chamada de Fung¢ao de Green ATKINSON; HAN (2009), permitindo en-
contrar uma relagao entre os valores da fungao no interior e na fronteira com o valor
da Func¢ao de Green na fronteira através de operadores integrais GUIDOTT (2008)

oriundos das condicoes de Dirichlet e Neumann.

Como, segundo sistema de Equacdes de Euler, o potencial do vetor velocidade
é uma funcao harmonica no interior de cada camada, é possivel relacionar o seu valor

no interior com o valor na interface entre as camadas.

A utilizagdo da formulacao de integral de contorno aplicada ao sistema de
duas camadas é capaz de determinar, conhecendo o potencial da velocidade no tempo
inicial, sua derivada normal em toda a interface através dos operadores integrais
assim como relacionar o potencial da velocidade nas duas camadas. Isso possibilita
conhecer o potencial no interior da camada para encontrar o campo de pressao no

interior das camadas através da Integral de Bernoulli.

3.1 Identidade de Green

Seja © um conjunto aberto de R?, 9€) sua fronteira suave por partes e u e v

funcdes pertencentes a C2(2). Pela 3* Identidade de Green EVANS (2010), temos:
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ov ou
/Q(uAU —vAu)dA = /39 <u% — v%> ds

1
Considere a fungao v(z,y) = G(z,y; xo, yo) = ~3 In((z —x0)*+ (y — yo)?) em

R? — {(0,0)}. Observe que G ¢ uma fung¢ao harmonica pois:

Seja S, uma circunferéncia de centro (zg,y0) € 2 e raio € conforme a figura
(5.1). O conjunto €, é definido como o interior de Q exterior a S [ATKINSON; HAN (2009)]

em que vale a seguinte relagao.

052

Figura 3.1: Conjunto €.

oG ou
/Qe (UAG — GAu) dA = /am (u% — G’%> ds

Se Au =0 em (2, devido a (3.1), temos:
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Denotando 7p p, como o vetor raio de S, com centro By = (xg,yo) € extre-

_TP7PO

midade em P = (z,y), assim como 7 o vetor normal & S, dado por ol temos
PP
que: ’
oG oG (2(x —=x oG (2(y —
—(z,y;70,90) = 5= (g) + = (M)
on Ox |7p.p, | 0y 7P,y |
1 {(2@—%0)) (—(Sc—xo))+(2(y—yo)) (—(y—yo))}
2|7p.py| 7P po| 7P.po| 7Ppo| 7Ppo|
r—10)2+ (y — v0)? 1 oG 1
R N
7Ppo| 7Ppo| On ¢
Portanto, para P sob a curva S., temos
oG 1 omeu(P
/ w(P) = (P,, Py)ds = -/ w(Py)ds = meu(P) onu(Py).  (3.3)
s, on € Js. €
Por outro lado, como G(z,y; zo,yo) = —In(e), temos que:
/ G@ds = —In(e) @ds (3.4)
S, 8” S, a’l’L

Para determinar (3.4), devemos observar que:

0
‘ / a—uds‘ < / | v u.n|ds < / | v ul.|n|ds < max,cco @y {| v ul}2me  (3.5)
s, on Se Se
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Sendo assim, por (3.4) e o resultado anterior:

ou
]/S Ga—nds( < 2me| ()] 7 vl pe (3.6)

De tal forma que, quando ¢ — 0:

‘ / G—ds

Sendo assim, obtemos:

ou
| Gpds =0 (3.7)

A partir de (3.2), (3.7) e (3.3), para Py € Q, podemos concluir que:

Ou(Py)
8np

—u(Py) (3.8)

2ru(Py) = /a ) (G(PS, ) M) ds,

8nps

em que P € 002 e np representa seu vetor normal. A partir de (3.8) é

possivel determinar u em {2 caso sejam conhecidos u e I em 0f). Para P, € 09,
n

consideraremos S, o setor circular de angulo a., centrado em Fj e raio € conforme a

figura (3.2).

Para este caso, o valor da integral em S. é depende do angulo . como

podemos notar em:
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o2

Py

T

Figura 3.2: Angulo a quando Py € 99

Nos pontos de suavidade de 0f2 , quando ¢ — 0, S, tende a uma semicir-
. . al€ . . .
cunferéncia, ou seja, Q — 7w . Observe também que, devido a singularidade
€
de G em P — F,, a integral é definida no sentido do Valor Principal de Cauchy

BY RON; FULLER (2012). Sendo assim, temos:

mu(Py) = 7{)9 (G(Ps; Po)ﬂuas) _ u(Ps)ﬁ

P, P . .
n, anps( s 0)) ds (3.9)

As equagbes (3.8) e (3.9) também sao validas quando a fun¢ao G(P; Fy) é uma
fungdo harmonica em relacao a P mas com singularidade logaritmica —In |P — B

proximo de Fj.
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3.2 Operadores Dirichlet-Neumann e Neumann-Dirichlet

A partir de (3.9) é possivel definir os seguintes operadores integrais que atuam
u
sobre as funcgoes u e n definidas na fonteira 02, onde n é o vetor normal externo
n
a Q.

AG (B) = |5 (PGP Po)ds (3.10)
Bu(Py) := AQU(PS);TLi (Ps; Py)ds. (3.11)

Note que, devido a presenca de G(Ps; Fy), A é um operador integral singular.
Sendo assim, para Py € 2, a relagdo (3.9) pode ser representada em termos dos

operadores de A e B como

Ag—Z(PO) = [7T + Blu(Py), (3.12)

em que Z indica o operador identidade. A relagao (3.12) possibilita encontrar u e

ou . I .. .
— em 0f2 a partir das condi¢oes de Neumann e Dirichlet, respectivamente. Para

on

isso, introduziremos os seguintes operadores

Operador Dirichlet-Neumann
Du(Py) == A7 7T + Blu(P), (3.13)

onde %(Po) ¢ encontrado a partir de u(P) com P € 092 (Dados de Dirichlet)
através de B e o inverso de A. J& o operador Neumann-Dirichlet a seguir permite
obter u(P,) a partir de u,(P) = 2“(P) para P € 9Q (Dados de Neumann) através
de Ae [7Z + B|™".
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Operador Neumann-Dirichlet

Nuy(Py) := [7Z + B~ Auy (Fy) (3.14)
Como o operador N é aplicado a %, u pode ser obtido apenas a menos de

uma constante. Para que u seja obtido de maneira tinica, é necessario impor alguma

outra condicao para u, por exemplo, que tenha média zero, ou seja,

/ uds=0 (3.15)
o9

Para utilizar os operadores D e A/, mostraremos no proximo capitulo o pro-

cedimento numérico usado para contornar tal situagao.

3.3 Formulacao Integral Aplicada ao Sistema

Antes de utilizar a formulacao de integral de contorno é necessario adaptar as
Equacoes de Euler reescrevendo-as apos introduzir a derivada normal do potencial
da velocidade em y = (¢, x) em cada instante. Para isso, as proximas consideragoes
serdo feitas com respeito a camada inferior (i = 2) e as relagoes referentes a camada
superior serao apresentadas posteriormente com as devidas adaptacoes. Com isso,
a fim de simplificar a notacgao, serda desconsiderado o indice i. Outra simplificacao

introduzida é a periodicidade de n e ¢; na variavel x.

Utilizando o Método das Imagens GUIDOTTI (2008) para um ponto Py =

(20, Yo), consideraremos a fun¢io harmoénica G(P; Py) = K(x — xo,y — yo) + K (z —
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xg, —2h —y — 1) em que K é a func¢ao de Green dada por

| my o oo
K(m,y):—§1n l+e L —2elL cos<f> emR? — {(0,2Ln)}.

Tal escolha para G é feita pois, além de ser periddica e possuir a singularidades
em (0,2Ln) para n € Z, satisfaz a Condigado de Neumann do problema no fundo
rigido y = —h, ou seja,

0G(P;Py) 0G(P;PR)

on = 7y =0 em P =(z,—h). (3.16)

h

Figura 3.3: Cédula periodica 6Q

Considerando 9Q = Y, UT U Y. U d9Q,, a cédula periodica de 99 conforme
a figura (3.3), é possivel notar que (3.12) restritos & Ty e Y. se anulam devido as
condigoes periddicas das fungoes envolvidas e em 0f2,. & nulo devido a (3.16). Sendo

assim, os limites de integracdo de (3.17) estao restritos apenas a I'.

Considerando Ps = (z(s),y(s)) uma parametrizagao de I'. Segundo (3.8)

o(Py) = %/F {;i (Ps)G(Py; Py) — QS(PS)S—Z(PS; Pg)] ds, se Py €,

(3.17)

op) =1 f [(% (PGP Py) —¢<Rs>8—G<PS;Po>] is, se Py € 00,

L T Jr | Ons Ons
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em um instante qualquer. Essa formulagao possibilita determinar ¢(¢,z,y) em 2 a
partir do seu valor em I". Quando consideramos a parametrizacao de I' com z(s) = s

e y(s) = n(t, s), os operadores A e B sao descritos como:

Aou(P) = £ [0u(PIGP P ne(sDllds

oG

ol (3.18)
Bo(k) = [ oG (PRI n(sDlids

Como ¢ é uma funcao harménica no aberto 2, os operadores (3.13) e (3.14),

nos dao relagoes entre ¢ e ¢, quando Py € 0f). Sendo assim, temos

Operador Dirichlet-Neumann

On(t,z,y) = Do(t,x,y)  em  y=n(t,x)

Operador Neumann-Dirichlet

o(t,x,y) =Noy(t,z,y) em  y=n(tz)

A fim de obter equagbes que relacionem as derivadas normais, tangenciais e
as derivadas com respeito & x e y em y = n(t,x) consideramos 7 o vetor tangente
de mesmo sentido que a parametrizagao de I' e n o vetor normal a interface n(x) e

externo & €2 da forma

T(t,x) = —(1,77$(t,x)) e n(t,x) =

(1, (2, )]
Adotando ®(t,z) = ¢(t,x,n(t, x)), temos

e

cbn(t’ T) = H(lv nx<t$))Hq)n(t’ {lf) = [_77:z:¢x + ¢y] (t,, n(ta [L’)), (3'19)
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O (t, ) = [|(1, 1 (E, )| |97 (¢, 2) = [dr + Pyna] (&, 2,0(E, 7)), (3.20)

(I)t(t7 I) = [¢t + ¢y77t] (t7 xz, n(t7 I)) (3'21)

A partir de (3.19) e (3.20) encontramos

¢I(t,$,n(t,$))_— e gby(t,x,n(t,x))

14 n2(t,x)

14 n2(t,a)

Substituindo o resultado anterior e (3.19) na terceira e quarta equacao de
(2.6) temos

1
(I)t:_§

@2_@2
1+n?

7P p (3.22)

Retornando com a notacao que indica a camada abordada, temos que para a

camada inferior:

(3.23)

2 52
(I)Q,x - cI)2,n

1+n?

771(1)2,x&)2,n P2

1+ n? 91 P2

Note que, sob o ponto de vista fisico, ®,, indica a velocidade do fluido na
direcao normal & superficie. Portanto, ®;,, = —®;,,, onde n; e ny representam,
respectivamente, os vetores normais externos & 0§2; e 0. Na interface I' das
duas camadas, temos n = ny = —n; e, com isso, teremos ®;, = P;,. Sendo

assim, na formulagao de integral de contorno, os termos de (3.9) que dependem do
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vetor n, quando referentes a camada superior, sofrerao alteracoes. Feitas as devidas

adaptacoes, os operadores envolvidos serao tais que:

Di®y = [—Ai(n)]” [WI Bi(n)]®,
Ny, = [7T = By(n)] = A1 ()] P10
(3.24)
Dy®y = [Az ()] 7T + Ba(n)] P2
No®s,, = [0 + Ba(n)] [ Aa(1)]Pa,n
Aju, (Py) = ][un(Ps)Gl(Ps; Py)ds,
0G,
Biu(Py) = | u(Ps)——(Ps; Po)ds,
/F on (3.25)

Aoty (Py) = ][un(Ps)Gg(Ps; Po)ds,
I

Bou(Py) = /Fu(P )%GZ (P,; Py)ds.

em que GG; e GG, representam as funcoes de Green referentes a cada camada com as

respectivas profundidades.

A partir dos operadores de (3.24) é possivel obter, por exemplo, @5 a partir

de ®; pois ®,, = ®,, conforme pode ser visto a seguir.

o = Nl (77)(1)1,71
= Nl(n)cbg,n (3.26)
= Ni(n)[D2(n)®]

Além disso, p1(t,z) = po(t, ) em y = n(z). Entdo, considerando

¥ = p1®1 - pg(I)Q (327)
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temos

1 plq)zx - pQ(I)Zm - (pl - p2)(§2n :z:lpx(i n
Uy =—; - - bl 2T (o~ po)gn. (3.28)

2 1+ n? 1+n?

Como visto em (3.15), ao usar o operador Neumann-Dirichlet, para que uma

funcao h seja obtida de maneira tinica, consideraremos que

R 1 2
h=h—<h>, onde <h>=_— h(z)dzx. (3.29)
°L J,
Assim, a partir de (3.26), concluimos que
U = [puNi (1) Da(n) — pal] @ (3.30)

Definimos os operadores R; e Ry que sao responsaveis pela recuperacao de

CT>1 e 52 a partir de 0.

RoU = [pNi()Da(n) — poZ) ' U = RLU = O, (3.31)
Rliff = pl_l(\/I}_pQRQ\Ij) - Rli\/:(/ﬁl (332)

Portanto, para recuperar ®; a partir de W, consideraremos que ®; possui

média zero. Ou seja,

RV =], =P, (3.33)
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Ja a média de ®, pode ser obtida, a partir de (3.27), pois

< VU >

<U>S=p <Dy > —p<Py> = < Py>=— (3.34)
P2
Com isso, @, ¢ obtido pois
~ <U>
Dy = RyU — . (3.35)
P2

Unindo (3.28) com o resultado anterior, temos o sistema a seguir quando
y =n(t,z)

n(x) = F(n, V)
{ T, = Gy 1) (3.36)

onde F e G sao da seguinte forma:

o~

( ]:(7% \D) :DlRl\I/,
G, 0) =— 1 plq)%,x _ qu)%,:p — (p1 — p2)[D1R, V]
; 5 o
1,9, [DiR, V]
\ A e R OV

em que ®;, e ®, podem ser obtidos através de operadores diferencias oriundos
da Transformada de Fourier EVANS (2010) devido a periodicidade de ¢, e ¢2 em
[0,2L]. Note que F e G dependem de n ¢ W devido aos operadores contidos neles.

Considerando que, pelo menos, ®;(0,z) e a interface 1(0, z) sdo conhecidos,
desenvolvemos um algoritmo computacional para aproximar o comportamento da
interface e o potencial da velocidade na interface em ambas as camadas. Os métodos
utilizados para a discretizagao, derivagao assim como o algoritmo serao apresentados

no proximo capitulo.
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3.4 Calculo da pressao

As informagoes sobre ®; e 1 sdo importantes pois, com a primeira equagao
de (3.17), pode-se obter ¢; em qualquer ponto no interior da camada e, a partir de
suas derivadas, determinar p;(z,y) no interior de cada camada através da relagdo
de Bernoulli vista em (2.2). Essa relacao apresentada em (2.7) pode ser estendida,

segundo WHITHAM (1974), para qualquer ponto na faixa de agua.

Para (z,y) € §; em qualquer instante ¢, por (3.17), temos

@@w%=A [ Gils,n(t, 8): 2, 9)®y (5, 1(1 5))

— Gin(s.n(t, 5);2,y)®i(s, 0t 5)) I|(1,m0(t, 5)]|ds.

(3.37)

Tal relacao permite obter as derivadas espaciais e temporal de ¢;. Esses
valores sao facilmente calculados pois ambos dependem de ®; e das derivadas de G

que sao conhecidas. As derivadas espaciais sao

nalan) = [ | Gttt iz )i )

o (3.38)
= o) 25 st )i )| 05 s
e ¢iy(x,y) é obtida de maneira analoga. J4 a derivada temporal é dada por
2L a
¢i,t = / a{ [Gl(san(ta 3);x7y)q)i,n(s777(t7 S))
0 (3.39)

—Gmﬁwﬁﬁhmwﬁﬁm@ﬁ»|KL%@£W}%-

No caso de um sistema discretizado, ¢;; é aproximado facilmente a partir de
Métodos de Diferengas Finitas ja que ®; é obtido em (3.33) e (3.35). Tais resultados

permitem obter a pressao no interior de qualquer camada a partir do potencial
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velocidade na interface e de seu comportamento através da relagao de Bernoulli:

1
pi(t,z,y) = —p; (@,t(t,x, y) + 5\ v itz y)P + gy> , (ry) € (3.40)

Este método mostra que, uma vez conhecido o potencial da velocidade na
interface, a formulagao de integral de contorno permite encontrar o potencial em
qualquer ponto no interior das camadas. A partir desse potencial, (3.40) permite
conhecer a pressao no interior da camada. No préximo capitulo apresentaremos os

métodos numéricos utilizados para obter uma aproximagao para a pressao.
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4 DISCRETIZACAO DO MODELO

Neste capitulo apresentaremos a discretizacao do problema e os métodos uti-
lizados. Para os operadores Dirichlet-Neumann e Neumann-Dirichlet, apresenta-
remos a abordagem proposta em ATKINSON; HAN (2009) para a discretizagao
das integrais singulares oriundas da Formulagao Integral de Fronteira apresentada
no capitulo anterior. Para obter as derivadas com relacao a x de maneira simples,

consideraremos que as fungoes sao de R em C e 2L-periddicas.

Para a evolucao no tempo, foram utilizados os esquemas de Diferencas Finitas
Euler Explicito e Leap Frog. Apresentaremos também o algoritmo computacional

desenvolvido.

4.1 Discretizacao dos Operadores / Espacial

Assim como na secao 2.3, discutiremos a discretizacao dos operadores refe-
rentes a camada inferior e, posteriormente, apresentaremos os operadores da camada
superior com as devidas adaptagoes. Também desconsideraremos, em cada termo,

o indice que indica a camada.

Segundo a formulagao de integral de contorno, para fun¢ao harménica ¢(z,y) €

[0,2L] x [—h,n(x)], temos:

Am)¢n(2,y) = [7T + B(n)]o(z,y) (4.1)
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em que A(n) e B(n) representam, para (xo,yo) € I', os operadores integrais

A)on(an,0) = [6a(s0() G s, n(s)s 0, 30)] ds (42)
Botanm) = [ o) G sz ds. (@43

A Funcao de Green G é dada por G(z,y; xo, yo) = K(x —x0,y —yo) + K(z —
o, 2h —y — o) em que

1 2my Y .
K(az,y):—§ln l+e L —2elL COS(T)

Note que (x,y) — (20, ¥0), a funcdo K(x — xo,y — yo) é singular. Afim de
estudar o comportamento de A(n) proximo a singularidade de K, introduzimos um

termo a funcao G tal que

—i—%ln{{?sen (%)F}Jrl((x—xo?%—y—yo)-

Conforme SLOAN;Y AN (1988), desenvolvendo o termo introduzido, temos

senh? (w(y—ym)

T 1 2L
G(z,y;20,90) = —57 (¥ —y0) — 5In {1+ By —
sen (—2L ) (4.4)
1 o [ T(x — )
+§ln 4 sen T +K(x—x0,2h—y—yo)

Podemos reescrever, entao, G(z,y; xo, yo) = Ki(x,y; xo, y0) + Ka(x — 20) em



47

que
2 ((m(y—yo)
T 1 senh ( ST )
Kl(xay;xmy()) = —E(y—yo)—§ln 1+
sen2 <W($2—Lx0)>

+ K(I‘-.ﬁlﬁo,Qh—y—yo)’

T

Observe que A(n) é aplicado para fungoes em y = n(x). Ou seja, quando
xr — x, senh(n(z)—n(yo)) e sen(x —xg) possuem singularidades similares a |n(z)—

n(zo)| e |z — xo|, respectivamente. Portanto,

lim Ki(z — zo,n(x) —n(zo)) = —In/1+n2(x) + K(0,2h — 2n(z0)).  (4.5)

T—rx0

Entao, reescreveremos A(n) = A(n) + Ay, em que
A(m)bn(wo,y0) = ]{[¢n(5777(3))K1(5777(3);3704/0))] ds (4.6)
Awtulanw) = 0n(s.n(s)Kals = )] ds. (4.7)

Ja o operador B(n) é dado por
Blota ) = [ b, z)o(s)ds (15)

onde b(s, zp) representa a derivada normal de G em I'. Expandindo b em Série de

Taylor temos que

.  Nee(m) | 0K B _T
Jm b(s, o) = 3 G 22 (x0) By (0.2(h = n(x0))) = 3

Para a discretizacao espacial, consideraremos a malha formada por x; = jAx

para 7 = 0,1,2,--- , N em que Az = % e N =2P  p & N. Essa escolha é feita
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para utilizar a Transformada Discreta de Fourier (ITREFETHEN, 2000) para a
derivacao espacial pois consideramos funcoes 7, ¢; e ¢ de R em C, 2L-periddicas

cujas discretizagoes pertencem a [%.

Considerando as aproximacoes de 1 e ®; para cada z;, podemos representa-las

na forma vetorial conforme a seguir.

n(xy) m

n(w2) M2

. ~n = .

n(zw) | "IN
(1) [ D, 4
Ql(.‘rQ) s @Z _ (I)i’Q
D, (zN) | Qi

Quando aplicados os operadores de Dirichlet-Neumann e Neumann-Dirichlet
as ¢; e ¢p;, ¢ conveniente representa-los na forma de matrizes. Utilizando a Regra

dos Trapézios (TREFETHEN, 2000) para discretizar os operadores A(n) e B(n)

(

_ . senh? (W(n;;%))
——(mj—m)—zIn |1+ +
2L 2 sen? (%)
[Am)| = Aa .
i K($]—l'1,2h_77]_777,)a Z%j
1 S
\ K(Oa2(h_77j))_§ln 1+[77x]j7 t=1J]
(
aG(ﬂﬁi,m‘) aG(ximi) : .
[nm]j—ax . T oy . ‘)7 L 7 7
(7] + B(U)]z‘j =7[l];; + Az o o
[Mec); O m
0,2h — 21;) — —, i =
[ 22, oy TR T ap Y
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Para aproximar Ay, foi utilizado Transformada Discreta de Fourier. Os coefi-

cientes de Fourier sdo aproximados pela Regra dos Trapézios conforme SLOAN;Y AN (1988).

Portanto,
N imn(z; — x;)
[Ad,; =Dz D bne L
m:—%—i—l
L 0
—_ m =
27 )
onde b, =
1 20

2|m|’

Com isso, a partir de Ay, A(n) e B(n), a discretizacao dos operadores Neumann-
Dirichlet e Dirichlet-Neumann referentes a camada inferior possuem a seguinte re-

presentacao matricial:

Dy(n) = [Ag+ As(n)]HrI + Ba(n))]
Na(n) =[x+ Ba(n)] ' [Ao + Az(n)]

Fazendo as devidas adaptacoes em virtude da orientacao do vetor normal
indicadas por (3.24), os operadores referentes a camada superior sao representados

por:

Di(n) = [-Ay—Ai(n)][r] — Bi(n)]
Ni(n) = [rI—Bi(n)] '[—A; — Ai(n)]
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Devido a (3.29), para calcular a média de uma fun¢ao também é usada a

Regra dos Trapézios. Portanto,

N
1
~ — ; 4.
< h> N ;:1 h(z;) (4.9)

Os operadores Ri e Ry sao aproximados por R; e R, respectivamente, a
partir de Ny e Ds.

RQCI\’ = [plNlDQ_pQI]_l(I\’ (410)
R = p;'[¥ — p,R W] (4.11)

onde W ¢ obtido a partir de (3.27) e (3.29).

Para aproximar as derivadas de 17 e ¢ com relacao & variavel x foi utilizado
a Transformada Discreta de Fourier conforme o Apéndice 1. Para qualquer funcao
v de periodo 2L cuja discretizagao v = [vy,...,vy]" € [%, sua derivada pode ser
aproximada por v,; em que

N

wla) v = DYV, = v (-1 eot (—0 ‘N”W)
m=1
m#j (mod N)

Tal expressao pode ser representada matricialmente da seguinte maneira:

Vgl | [ 0 cot (%) — cot (%) e —cot (%) T T v1 T
. 7( )
Ugj = T —cot (%) 0 cot (%) vj
| UxN cot (%) — cot (%) — cot (%) 0 UN
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De maneira analoga, de acordo com (TREFETHEN, 2000), a derivada de

segunda ordem em x pode ser aproximada multiplicando pela matriz Dﬁ) em que:

( (7N)? 1 ,
—— - Q=]
. 2 12L 6
[ N ]ij - Z (_1)i+j+1 ‘ ‘
2 sen? [—(i_j)ﬁ] 7
\ N

Portanto a derivacao com relacao a x para de n e ® é dado por:

Ne = D](\})T’
Nex = DE\?)"?

®, = DV,

)

Além de serem Toeplitz, as matrizes D](;) e D](\? sao circulantes tornando

mais simples, a partir de fungoes do Matlab, a representacao das mesmas.

Conforme visto em (3.40), para obter a pressao p;(z,y) no interior da camada
i € necessario conhecer ¢;¢, ¢;, e ¢;,. O método para a discretizacao da derivada
temporal sera descrito na proxima se¢do. Para obter ¢; ,(x,y) e ¢;,(z,y) no interior
da camada, como esses termos sao escritos como a integral de fungoes conhecidas
sobre uma curva conhecida, segundo (3.38), podemos aproxima-los através da Regra

dos Trapézios.

Consideraremos a malha formada pela mesma discretizacao de x usada na
interface e y; = (—1)""*Ay para j = 1,2,--- , N,. Essa escolha contempla ambas
as camadas. Portanto, consideramos que a ¢; no interior da camada ¢ é aproximada

conforme a seguir.
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I ¢i($1,yl) ¢z‘(9€k,y1) ¢i($N,y1)
éi~ | dlenm) o dilewy) o dilewiw)
L bilenun,) o dilann,) o Silanan,) |

De maneira analoga, ¢; , € ¢;, sao as matrizes que aproximam as derivadas
de ¢; no interior das camadas. Para garantir que, independentemente do comporta-
mento da onda, estes pontos pertencam ao interior da sua respectiva camada basta
impor alguma condicao para Ay, por exemplo, que seja maior do que a amplitude
da onda em qualquer instante. Portanto, adotaremos Ay = 2a, onde « representa a
amplitude da onda. Entao, utilizando a Regra dos Trapézios em (3.39), ¢;(t,, z;, 1),

em um instante ¢t qualquer, é aproximado por

N
(@710 = Az {G(zk,ﬁk; 25, Y1) [(Rinle — A/ 1+ [0a]7 G (e, i3 25, yl)[q)i]kz} :
k=1

(4.12)

Suas derivadas sao obtidas através de

N
oG 0G,,
(@7 )50 = Az E {—(% (@hs s 25, Y1) [Pinle — /1 + [Ux]i—ax (xk’nkﬂfjayl)[q)i]k} ;
=1

(4.13)
X 109G oG
(i Tju =Dz > [8—y($k77lk;$g‘7yl>[‘1’i,n]k —y\/1+ [nx]za_yn(xk:»nk;xj,yl)[q)i]k} :
h=1
(4.14)

Como visto anteriormente, através da relagao de Bernoulli pode-se encontrar
a pressao a partir dos valores de ¢ e ¢; que, por sua vez, sao obtidos a partir de
valores na interface. Portanto, a matriz p}' representa a pressao aproximada no

interior das camadas e é definida, a partir de (3.40), como
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ot = ot + 5 (602 + 01, 2) + %, (115)

em que Y; representa a matriz cujas colunas sao compostas pelas coordenadas y de

cada ponto da malha do interior da camada ¢, ou seja,

yl yl yl
Y, = Yoo U o U )
_yNy yNy yNy_

4.2 Discretizacao Temporal

Para a discretizagao para a variavel temporal, adotando ¢, = nAt, em que
n=20,---, N, em que N; representa o niimero de pontos da discretizagao da varia-

vel temporal. Com isso, introduzindo a discretizacao temporal, temos os seguintes

vetores
n($1>tn) 77?
?7(5172atn) n 3y
. =N = .
n(xN7tn) N
(I)i(.l’l,tn) (I)Zl
(I)i T ,tn (I);L
O P
(N, tn) iy

De maneira analoga, o valor de ¢; no interior da camada i é aproximado por
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[ Gi(tn, z1,00) o Gtk yn) 0 Giltn, TN, 1)
o) ~ itz u0) - Giltnsesyr) o Qi TN, Y1)
| Gi(tn, w1, yn,) - Giltn, xiyn,) o @it TN, YN,)

Para a discretizacao do tempo utilizamos esquemas de Diferencas Finitas
conhecidos na literatura, a saber, Leap Frog (TREFETHEN, 2000). Portanto, a

partir do sistema (3.36), temos:

n+1l _ n—1 n n
{ n M AL (", ) para n > 1, (4.16)

It = Pl 2AG (0, BT

em que F(n™, ¥") e G(n", ¥") sdo obtidos a partir dos métodos de apre-
sentados na secao anterior. Além disso, para obter a pressao no interior da camada

¢ necessario aproximar ¢;, no interior. Para isso, utilizando Leap Frog,

1 —1
Pt — o7}

no= > .
d)z,t QAt n = ]-7 (4 17)

em que (/5?_1 e ¢?+1 sao obtidos, em qualquer instante, através de (4.12).

Como o leap-frog é um esquema de dois passos, é necessario conhecer os
valores nos passos n— 1 e n para obter uma aproximacao para o passo n—+ 1. Porém,
por se tratar de um problema de valor inicial, conhecemos apenas n° e ¥°. Uma
maneira de aproximar n' e Wl ¢ utilizando um esquema explicito de passo um,

1

por exemplo, Euler Explicito. Portanto, para aproximar n' e ¥! usamos n° ¢ ¥°

através do esquema Euler Explicito.
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i_ .0 0 0
{ n' =n° + AtF(n°, ¥°) (4.18)

Tt = B0 + AtG(n°, BO)

onde n° e W0 siao obtidos através das condigdes iniciais do sistema.

4.3 Algoritimo Computacional

Sera apresentado o algoritmo utilizado unindo a discretizacao das derivadas,
operadores assim como a evolucao temporal do sistema. Por se tratar de um pro-
blema de Valor Inicial, adotaremos que os valores de ®,(0, z), ®5(0,z) e n(0,z) sao

conhecidos a priori.

Algoritmo 1: Calculo da pressao

Entrada: <I>(1), <I>g en°
Saida: n, p1 e p2
inicio
Calculo de ®1, ®1 e nl através de Euler Explicito;
paran =2, ---, N; hacer
Calculo de <I>;7'+1, <I>;1+1 e n™ 11 através de Leap Frog;
Célculo de pT e p3;
fin para

fin

Conforme citado na se¢ao anterior, iniciamos a evolugao no tempo utilizando
Euler Explicito porém, primeiramente, ¢ necessario obter as derivadas dos dados
iniciais para utilizar os operadores F e G. A seguir serd apresentado, passo a passo,

o algoritmo com os devidos comentéarios.

Euler Explicito : ®], ®1 e n'

e 1° passo: Calcular ), 2, ®9 e ®)  através de DE\}) e DE\?).

e 2° passo: Calcular ®) . ®J  a partir do operador Dy(1°).
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e 3° passo: Calcular U0 a partir dos dados anteriores através de (3.27).

Apoés determinar os dados no passo inicial, podemos avancar no tempo a
partir de Fuler Explicito. Observe que nao é necessario calcular a média dos valores

obtidos pois ainda nao foi utilizado o operador Neumann-Dirichlet.

e 4° passo: Calcular n' e ! através de F(n°, ¥%) e G(n°, ¥°) de acordo com
esquema (4.18).

Conforme visto em (3.36), para recuperar ®} e ®} é necessério conhecer 7!,

nl  assim como a W.

e 5° passo: Calcular ! e n!_ através de DY e DY,

e 6° passo: Calcular U' a partir da média de W utilizando (4.9).
e 7° passo: Calcular ZI\Jé através de RoUl.

e 8° passo: Calcular ®1 através de R,

e 9° passo: Calcular ®} através de (3.34).

Como visto no primeiro passo, para continuar a evolu¢ao no tempo é neces-

sério obter as derivas de ®! e ®J.

e 10° passo: Calcular ®] e ®}  através de DY e DY assim como i,

1
(I)Q,n

a partir dos operadores D;(n') e Dy(n'), respectivamente.
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Com as informacoes obtidas no Euler Explicito é possivel utilizar o Leap Frog

pois ja sao conhecidos os valores em dois instantes consecutivos.

Leap Frog : ®71! ®21! e prt?

e 1° passo: Calcular n™! e O™ T através de F(n™, ") e G(n™, ¥") de acordo

com esquema (4.16).

e 2° passo:

e 3° passo:

e 4° passo:

e 5° passo:

e 6° passo:

e 7° passo:

Calcular n?*t e ™+t através de Dy e Dy

Calcular U™+ a partir da média de W™+ utilizando (4.9).
Calcular ®77 atraves de Ry Un !,

Calcular ®71 através de R, UL,

Calcular @5+ através de (3.34).

(i)'n,—}-l

) 1 2 .
Calcular @71 e ®3T" através de Dg\,) e DEV) assim como @7,

<I>721,J,§1 a partir do operador Dy(n™ ).

Uma vez conhecido ®; e 1 até o instante n + 1, é possivel obter a pressao

p?(z;,y;) através de (3.40) pois, conhecendo o potencial da velocidade na interface,

Gis € ¢,y sdo facilmente aproximados por (4.13) e (4.14), respectivamente, assim

como ¢; ¢ é aproximado por (4.17).

Calculo da pressao : pT e py

e 1° passo:

e 1° passo:

Célculo da potencial ¢ através de (4.17).

Obter a ¢; ¢+ a partir de (4.17).
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e 3° passo: Por meio de (4.13) e (4.14), calcular as derivadas espaciais de ¢7.

e 4° passo: Aproximar a pressdo pl’ através de (4.15).

A fim de validar o algoritmo, serao utilizados exemplos presentes na litera-

tura, dentre eles, os exemplos apresentados no capitulo 1.
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5 RESULTADOQOS

Adotamos o problema como de Valor Inicial, portanto, é necessirio conhecer
as condicoes iniciais. Para comparar os resultados para validar o algoritmo, conside-
raremos o sistema linearizado em que a onda esti proxima do repouso, ou seja, sua
amplitude é bem pequena quando comparada com h; utilizando as solugoes apre-
sentadas no capitulo 2. Consideraremos os regimes de ondas estacionéarias e ondas

de Stokes de 1? e 32 ordem.

A seguir apresentaremos alguns resultados oriundos da implementacao do
algoritmo desenvolvido. Para tal, foi utilizado o software Matlab e algumas de suas

funcoes. Nos primeiros testes a velocidade de propagacao da onda ¢ é conhecida

(aproximadamente) e fizemos uma discretizagio tal que At = % em que Ax = %

e N =2°P p e N. Usando diferentes valores para Az determinamos a taxa de
convergéncia empirica p, observada nas simulacoes de acordo com a equagao

o IOg Ez — log Ei—l
P Tog(At); — log(AD),—,

(5.1)

em que E; e At; representam o erro das solugoes numeéricas (medido na norma
| - [lc) € 0 tamanho do passo da discretizacao no tempo na i-ésima simulagao,

respectivamente.

Para as simulagoes de ondas estacionarias e de Stokes de 1* ordem adotamos
g = 9.81 m/s? as profundidades das camadas h; = 10 m e hy = 200 m e as
densidades dos fluidos p; = 1 g/m? e ps = 1,023 g/m3. Consideramos que as
ondas tem comprimento 2L = 30 m. J& no caso de ondas nao-lineares de 3* ordem
consideramos as profundidades das camadas h; =5 m e hy = 20 m e as densidades

dos fluidos p; = 1 g/m® e py = 1,253 g/m3. Consideramos que as ondas tem
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comprimento 2L =4 m

5.1 Ondas Estacionarias de pequena amplitude

Considerando a solugao do sistema linearizado para o regime de ondas estaci-
onarias proximas do repouso apresentada em (2.20) em que k é o namero de ondas,
w a frequéncia de onda e a sua amplitude. Substituindo (2.20) em (2.7) temos a

relacao de dispersao a seguir.

L gk(p> — p1)
p1 coth(khy) + pa coth(khs)

(5.2)

Para as simulagoes adotamos g = 9.81 m/s?, as profundidades das camadas
hy =10 m e hy = 200 m e as densidades dos fluidos p; = 1 g/m?3 e ps = 1,023 g/m>.

Consideramos que as ondas tem comprimento 2L = 30 m.

Conforme o esperado devido a linearizacao das equacoes, os erros diminuem
a medida que a também diminui e a taxa de convergéncia empirica para 1 e WV sao
proximas de 2 que ja era esperado devido a utilizacao do método de leap-frog na
discretizacao no tempo. Ja a taxa de convergéncia da pressao ficou proxima de 1

ainda que tenha sido usado leap-frog para a aproximagao das derivadas no tempo

de ¢1 e ¢a.
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’ Discretizacao |

Erro

_Ar |

At

|

n(t, z)

|

U(t, )

|

pi(t,z,y)

|

po(t, z,y)

0.9375
0.4688
0.2344
0.1172
0.0586

0.8453
0.4270
0.2146
0.1076
0.0539

1.8239 x 10~*
4.5042 x 1078
1.1226 x 1078
2.8044 x 107°
7.0096 x 10710

9.4715 x 1077
2.3448 x 1078
5.8574 x 1079
1.4641 x 107?
3.6614 x 1078

1.8926 x 10~7
7.1285 x 10~8
3.4860 x 1078
1.7165 x 1078
8.5187 x 107*

1.9362 x 10~ 7
7.2928 x 10~8
3.5665 x 1078
1.7564 x 1078
8.7184 x 107

Tabela 5.1: Erro de n, ¥, p; e p, ondas estacionérias com o = 1075

| Taxa de convergéncia observada ‘

’ 1 ‘ n(t7$) ‘ qjl(tyl') ‘pl(t,l’,y) ‘p1<tvxvy) ‘

py | 2.0177 | 2.0141 1.4087
ps | 2.0044 | 2.0011 1.0320
pg | 2.0011 | 2.0003 1.0221
ps | 2.0003 | 1.9995 1.0108

1.4087
1.0320
1.0219
1.0105

Tabela 5.2: Precisao de n, ¥, p; e py ondas estacionarias com a = 107°

’ Discretizacao |

Erro

N

At

|

n(t, z)

|

U(t, ) ‘

p1 (t’ T, y)

p2(t7 X, y)

0.9375
0.4688
0.2344
0.1172
0.0586

0.8453
0.4270
0.2146
0.1076
0.0539

1.8232 x 107°
4.5003 x 106
1.1217 x 106
2.7847 x 1077
6.9128 x 1078

9.4735 x 1076
2.3466 x 10~°
5.8762 x 1076
1.4830 x 1077
3.8533 x 1078

1.9005 x 10~°
7.3099 x 1076
3.6101 x 1076
2.0465 x 1076
1.8024 x 106

1.9474 x 107°
7.5144 x 1076
3.7298 x 1076
2.1142 x 1076
1.8389 x 1076

Tabela 5.3: Precisao de n, ¥, p; e py ondas estacionarias com a = 1073
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’ | Taxa de convergéncia observada ‘
i [ (o) [ Witx) [ pu(ta,y) [ pat z,y) |

py | 2.0179 | 2.0133 1.3785 1.3738
p3 | 2.0053 | 1.9976 1.0178 1.0106
ps | 2.0049 | 1.9863 0.8189 0.8190
ps | 2.0154 | 1.9443 0.1832 0.2013

Tabela 5.4: Precisao de n, ¥, p; e py ondas estacionarias com a = 1073

’ Discretizacao |
’ Ax ‘ At ‘

Erro |
U(t, z) \ p(t,z,y) \ pa(t, z,y) ‘

nt,x) |

0.9375
0.4688
0.2344
0.1172
0.0586

0.8453
0.4270
0.2146
0.1076
0.0539

1.8144 x 10~*
4.4076 x 107°
1.0258 x 107
2.2754 x 1076
1.2076 x 10~8

9.4569 x 107°
2.3273 x 107°
5.7091 x 107°
1.3341 x 107¢
4.0576 x 1078

2.3105 x 1074
9.1011 x 1073
5.9674 x 107°
7.2065 x 107°
1.2325 x 107¢

2.4448 x 107°
9.6307 x 107
6.2329 x 1075
7.5646 x 10~°
1.2905 x 106

Tabela 5.5: Erro de n, U, p; e p, ondas estacionéarias com o = 1072

’ | Taxa de convergéncia observada ‘
L [t x) [ Wi(tx) | put,z,y) [ pult 2, y) |

py | 2.0414 | 2.0227 1.3441 1.3440
ps | 2.1033 | 2.0273 0.6089 0.6277
ps | 2.1725 | 2.0974 | —0.2722 | —0.2794
ps | 09139 | 1.7172 | —0.7742 | —0.7706

Tabela 5.6: Precisao de n, ¥, p; e py ondas estacionarias com a = 1072

5.2 Ondas de Stokes de 1 Ordem

A solucao do sistema linearizado para o regime de ondas viajantes de 1°

ordem proximas ao repouso apresentada em (2.18) em que a relacdo de dispersdo
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também é dada por (5.2). Consideramos g = 9.81 m/s? as profundidades das
camadas hy = 10 m e hy = 200 m e as densidades dos fluidos p; = 1 g/m?> e

p2 = 1,023 g/m3. Adotamos que as ondas tem comprimento 2L = 30 m.

Assim como nas ondas estacionérias, os erros para as ondas de 1* ordem
também é menos a medida que o ¢ diminui assim como a taxa de convergéncia
empirica para n e ¥ sao proximas de 2 que ji era esperado devido a utilizacao
do método de leap-frog na discretizacao no tempo. Ja a taxa de convergéncia da
pressao ficou proxima de 1 ainda que tenha sido usado leap-frog para a aproximacao

das derivadas no tempo de ¢ e ¢o.

’ Discretizacao |
Az | AL

Erro |
U(t, z) \ p(t,z,y) \ pa(t, z,y) ‘

nt,z) |

1.8750
0.9375
0.4688
0.2344
0.1172
0.0586

1.7259
0.8630
0.4315
0.2157
0.1079
0.0539

8.5279 x 10~°
2.1337 x 107°
5.3308 x 1076
1.3470 x 1077
3.5391 x 107
1.0643 x 1077

4.5972 x 10~
1.1498 x 107°
2.8680 x 10~©
7.2062 x 1077
1.8540 x 1077
5.2581 x 1078

6.8033 x 10~°
1.9932 x 10~°
7.7642 x 1076
4.3514 x 1076
3.6988 x 106
5.2231 x 1076

6.9648 x 107°
2.0330 x 107°
7.8861 x 107°
4.3954 x 1076
3.7238 x 1076
5.3679 x 1076

Tabela 5.7: Erro de n, ¥, p; e p, ondas estacionarias com o = 1073

|

Taxa de convergéncia observada ‘

i [alto) [Wi(ta) [t ay) [t ay) ]

p2 | 1.9988 | 1.9994 1.7711 1.7765
p3 | 2.0009 | 2.0033 1.3602 1.3662
ps | 1.9846 | 1.9927 0.8354 0.8433
ps | 1.9283 | 1.9586 0.2344 0.2392
pe | 1.7335 | 1.8181 | —0.4978 | —0.5276

Tabela 5.8: Precisao de n, ¥, p; e py ondas estacionarias com a = 1073
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’ Discretizacao |

Erro

Az |

At

|

n(t, z)

|

U(t,x) ‘

pi(t,z,y)

pa(t, z,y)

1.8750
0.9375
0.4688
0.2344
0.1172
0.0586

1.7259
0.8630
0.4315
0.2157
0.1079
0.0539

8.5724 x 10714
2.1847 x 10~*
5.8597 x 107°
1.8972 x 107°
9.2529 x 1076
1.0643 x 1077

4.6219 x 1074
1.1716 x 10~*
3.0753 x 107
9.3181 x 1076
4.2185 x 1076
5.2581 x 1078

8.4019 x 1074
2.5661 x 104
1.3336 x 10~*
1.4611 x 10~*
2.4478 x 1074
5.2231 x 1076

8.6161 x 10~*
2.6696 x 1074
1.3064 x 10~*
1.5073 x 10~*
2.5653 x 1074
5.3679 x 1076

Tabela 5.9: Erro de n, ¥, p; e p, ondas estacionarias com o = 1072

’ | Taxa de convergéncia ohservada ‘
’ i ‘ 77@7@ ‘ \Ijl(t7x) ‘pl(t7x>y) ‘p1<t,$,y) ‘

p2 | 1.9988 | 1.9994 1.7711 1.7765
p3 | 2.0009 | 2.0033 1.3602 1.3662
pg | 1.9846 | 1.9927 0.8354 0.8433
ps | 1.9283 | 1.9586 0.2344 0.2392
pe | 1.7335 | 1.8181 | —0.4978 | —0.5276

Tabela 5.10: Precisao de n, ¥, p; e p, ondas estacionarias com o = 1072

5.3 Ondas de Stokes de 32 Ordem

No seguinte exemplo vamos um pouco além da teoria linear, considerando

ondas de Stokes de terceira ordem, a solucao aproximada da interface é dada por:
n(t,z) = acos(kr — wt) + ay cos 2(kx — wt) + az cos 3(kx — wt),

em que, considerando os coeficientes (2.22), ay e a3 sao obtidos através de (2.23) e
(2.24), respectivamente. A relacdo de dispercao é (2.26). Consideramos as profundi-
dades das camadas hy = 10 m e hy = 200 m e as densidades dos fluidos p; = 1 g/m?

e pp = 1,253 g/m3. Adotamos que as ondas tem comprimento 2L = 20 m
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’ | Erro | Taxa de convergéncia observada ‘
| Az | At | n(t, ) ‘ n(t, ) |
1.2500 | 0.1670 | 1.0194 x 10~* —
0.6250 | 0.0835 | 2.5299 x 107 2.0063
0.3125 | 0.0417 | 6.3432 x 107¢ 1.9923
0.0156 | 0.0208 | 1.9062 x 1076 1.7285

Tabela 5.11: Erro de n para ondas de Stokes de 3? ordem em que o = 0.01

Pressao no interior das camadas Pressao no interior das camadas

Figura 5.1: Pressao no interior da camada para t = 6.9286 s e t = 10.7016 s

5.4 Decomposicao em ondas viajantes

O seguinte exemplo tem como objetivo apresentar a evolu¢ao de uma onda

onde os efeitos nao lineares sao mais intensos.

Sabemos que quando h; < hy = O()\) existem solu¢oes aproximadas (as-
sintoticas) na forma de ondas solitarias que dependem do parametro 0 < 8 < 7/2

e satisfazem a equagdo de ondas longas intermediarias (ILW) SAUT (2013). Essa
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solucao é dada por

acos? 3

cos? 3 + senh? (Ld)

UILw(t,Q,’) == (53)

ArLw

em que a = 4cftan 5/(crhy), ¢ = ¢g — 2coftan /hy € A\jpw = he/f representam
a amplitude, velocidade de propagacao e comprimento de onda efetivo, respectiva-
mente, observe que seu calculo envolve os seguintes parametros: ¢ = gh?(pa—p1)/p1,

¢ = —1.5¢9/hy e ca = 0.5¢coh1p2/p1 (que dependem apenas da configuracao fisica).

Nas simulagoes consideramos como condicoes iniciais uma interface com per-
fil no(x) = 21w (0,2) (para o caso B = 1) e potenciais nulos. Observamos que
neste caso o perfil inicial representa uma onda de depressao. O dominio fisico nas
simulagoes foi o intervalo [0,2000] usamos um Az = 15.6250 e um At = 1.4128
que corresponde a um nimero de Courant C' = 0.125 (em relagao a velocidade de

propagacao da onda solitaria).

Na figura 5.4 os resultados mostram a decomposi¢ao desse perfil inicial em
duas ondas viajando para a direita e a esquerda. Observamos que essas duas ondas
se deslocam sem mudar muito suas formas, devido a periodicidade em x elas voltam

a interagir e se reencontrar no centro.
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1000

Figura 5.2: Decomposicao de um perfil de onda em duas ondas viajantes. Mostramos
os graficos de —n(t, ).

Na figura (5.4) é apresentado o detalhe da onda que viaja para a direita
quando t = 867.0664 em conjunto com a onda solitaria corrrespondente & equacao
ILW (5.3). Podemos observar que a onda solitaria viaja um pouco mais devagar,

mas observando o perfil da onda solitaria deslocado concluimos que seus perfis sao

muito semelhantes.

Interface
(] P ap=pers
-0.2
-0.4
-0.6 !
1
1
_o8l [— t=867.0664s i
‘‘‘‘‘ ILW soliton ||
- == ILW sol. deslocado|
-1 vt
I I I L] A I
2000 2500 3000 3500 4000
X

Figura 5.3: Detalhe do perfil da onda viajando para esquerda. Comparacao com o
perfil de uma onda solitaria correspondente da equacao ILW.



As figuras a seguir representam a variacao da pressao no interiror das camadas
a partir das ondas ILW. E possivel notar que o campo de pressao varia de acordo
com a onda. As figuras mostram o comportamento da pressao quando as duas ondas

menores se aproximam e, logo apés o encontro, seguindo em sentidos opostos.

Preszao nointerior das camadas Pressao no interior dascamadas

Preszao nointerior das camadas Pressao no interior dascamadas
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Preszao nointerior das camadas Pressao no interior dascamadas
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6 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho apresentamos um método integral de contorno que permite
a simulacao da propagacao de ondas internas na interface entre duas camadas de
fluidos e obter uma aproximacao do campo de pressao. A utilizacao desse método
possibilita relacionar a pressao no interior das camadas com o comportamento da

interface.

Para ondas lineares de pequena amplitude, a simulagao da propagagao das
ondas se mostrou eficiente observando-se uma ordem de convergéncia proxima da
esperada. Mesmo quando foi considerado ondas nao-lineares, o algoritmo ainda
apresentou bons resultados. Porém, para a simulagao da pressao, o algoritmo apre-
sentou alguns resultados indesejados quanto a taxa de convergéncia, principalmente

quando consideramos ondas nao lineares.

Também apresentamos um exemplo onde os efeitos nao lineares sao mais
intensos, o que indica que o método desenvolvido pode ser usado para simular inte-

racoes nao lineares.

Como trabalhos futuros propomos a utilizacao de outros métodos de discreti-
zagao do tempo afim de melhorar a ordem de convergéncia das solugoes e um estudo
mais aprofundado para encontrar maneiras alternativas para discretizar os operado-

res envolvidos no célculo da pressao através do método da integral de contorno.
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APENDICE A TRANSFORMADA DISCRETA DE
FOURIER

Seja uma funcao v : hZ — C a discretizacao de uma funcao u : R — C de
periodo 2L tal que v; = u(x;). Considerando que o intervalo [0,2L] é dividido em
um namero par N de partes iguais com o comprimento h = 2L/N. Dizemos que a

funcao v é N—periodica com relagao a malha.

Definigdo A.1 Seja uma funcio v : hZ — C. Denota-se [3 o espaco das funcoes

que sao N—periddica com relacao a malha e sua norma

Nj2—1 1/2

loll =R Y lol?

j=N/2

-

Definigdo A.2 A Transformada Discreta de Fourier de uma fungio v € 13 ¢

definida como
N/2-1

v(e)=h Z e iy, € €Z.

j=N/2

Definigdo A.3 Dado uma funcio w € 13,. A Transformada Discreta de Fou-

rier Inversa w € 13, é definida como

L
W; = — g e~k ;..
2
k=—N/2+1

A Transformada Discreta de Fourier (TDF) é de grande valia pois é pode-se

obter um aproximacao para a derivada de u a partir de v devido ao teorema a seguir



74

Teorema A.0.1 Seja v € 13,. Se u pertencer a Sy , entao

—

u™ ="k u(e), e €. (A.1)

em que k € Z e Sy = span{e®*®; —N/2 < k < N/2 — 1} representa o espago de

polindémios trigonométricos de ordem N /2.

Com isso, para obter v(™ a partir de ¥ basta calcular TDF de u, multiplicar por
1"k™ e calcular TDFI de 17”\)



