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RESUMO

Silva, Romulo Brito da. Propagacao de Ondas em uma Teoria de Meios
Poroelasticos. 2017. f. Tese (Doutorado em Informatica) - PPGI, Instituto
de Matematica, Instituto Tércio Pacitti de Aplicagoes e Pesquisas Computacionais,
Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2017.

O presente trabalho baseia-se em uma teoria de mistura de meios poroelasticos que,
em contraste com a teoria de Biot, nenhuma aceleragao relativa é introduzida como
uma forga interativa nas equagdes de movimento para explicar o efeito da massa
adicional. A propagacao de ondas harmonicas planas em regiao homogeneamente
deformada é considerada. Para diferentes modelos poroelasticos, tanto as ondas P1
quanto P2 sao obtidas, exceto para o modelo com componentes solidos e fluidos
incompressiveis, para os quais existe apenas uma onda P. As velocidades de fase
e os coeficientes de atenuacao das relagoes de dispersao sao determinados numeri-
camente para mostrar graficamente seus comportamentos qualitativos sob efeito da
variacao da frequéncia e da porosidade.

Palavras-chave: Mecanica do Continuo. Teoria de Misturas. Meio Poroso. Pro-
pagacao de Onda.



ABSTRACT

Silva, Romulo Brito da. Propagacao de Ondas em uma Teoria de Meios
Poroelasticos. 2017. f. Tese (Doutorado em Informatica) - PPGI, Instituto
de Matematica, Instituto Tércio Pacitti de Aplicagoes e Pesquisas Computacionais,
Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2017.

The present work is based on a mixture theory of poroelastic media which in
contrast to Biot’s theory, no relative acceleration is introduced as an interactive force
in the equations of motion to account for the effect of added mass. The propagation
of plane harmonic waves in homogeneously deformed region are considered. For
different poroelastic models, both P1 and P2 waves are obtained except the model
with both incompressible solid and fluid constituents, for which only one P wave
exists. Phase velocities and attenuation coefficients from dispersion relations are
numerically determined in order to show graphically their qualitative behaviors on
the variation of the frequency and the porosity.

Keywords: Continuum Mechanics. Mixture Theory. Porous Media. Wave Propa-
gation.
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1 INTRODUCAO

A teoria de meio poroso vem ganhando atencao nos ultimos anos, devido a
sua vasta aplicabilidade na modelagem de fenémenos fisicos, geoldgicos, quimicos,
biolégicos, entre outros. Em particular, essa teoria vem sendo aplicada na prospec-
¢ao de petroleo, em que os conceitos de meio poroso e meio fraturado sao comuns.
Um dos principais interesses nessa area diz respeito a determinacao da diregao prefe-
rencial de propagacao da onda. Essa diregao esté relacionada com a permeabilidade
e com a porosidade do meio e, consequentemente, com a geometria da matriz solida.
Assim, as relagoes de escoamento ou migracao de um fluido nas camadas internas
de uma dada regiao, estao vinculadas (dentre outros fatores) com a permeabilidade
e a porosidade do meio nessa regiao. Podemos ainda citar que um dos passos na
determinacao da existéncia de hidrocarbonetos nas armadilhas petroliferas é a rea-
lizacao de experimentos in situ que consistem na leitura de dados obtidos através
da reflexao de ondas acusticas em diferentes meios dos quais o solo é composto.
De acordo com a resposta dessas ondas, podemos classificar as camadas de rochas

presentes na regiao e, assim, obter indicios da existéncia de reservatorios.

Sao previstos experimentalmente dois tipos de ondas actisticas que se propa-
gam no meio poroelastico. A onda primaria, ou onda P, é uma onda de compressao
e o deslocamento das particulas ocorre na direcao da propagagao. A outra, é uma
onda de cisalhamento, chamada de onda S e o deslocamento das particulas ocorre

na diregao transversal a propagacao, Fig. [I.1]

Ambas as ondas P e S, se propagam no meio sélido. Entretanto, na teoria
formulada por M.A. Biot |7, 8, O 10], uma terceira onda foi prevista. Essa onda

se propaga na mistura solido-fluido, cujo deslocamento das particulas é paralelo a
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diregao de propagacgao, como ocorre com a onda P. Por essa razao, foi batizada de

onda P2, e sua amplitude sofre uma forte atenuacao. Alguns autores relacionam a

onda P2 com uma onda do tipo difusiva devido ao seu comportamento em baixas

frequéncias [21]. Em fungdo da atenuagdo dessa onda a detec¢do experimental e

mensuramento s6 veio a ocorrer anos depois de sua previsao tedrica, mais preci-

samente nos anos 80 [32], em que foi realizada uma série de experimentos em um

material poroso saturado artificial (4gua e vidro sinterizado). Esse experimento foi

motivado pela descoberta de um fenémeno conhecido como sequndo som na anélise
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do hélio II, realizada por [26] e [38].

O estudo de propagacao de onda em meio poroso saturado teve inicio em
meados da década de 20 com os trabalhos de Terzaghi [35),36] em mecanica dos solos.
Esse trabalho esté relacionado com a teoria cléssica da elasticidade e complementado

pela Lei de Darcy para fluxos de fluidos em poros.

Essa abordagem obteve continuidade com a teoria de Biot nos anos 50. As
equacgoes descritas por ele, que governam a dinamica de fluidos em um meio poroso

saturado, se baseiam nas seguintes premissas [11]:

isotropia do material;

reversibilidade da relacao de tensao-deformacao sob as condig¢oes de equilibrio

final;

linearidade da relacao de tensao-deformacao;
e pequenas deformacoes;

e a agua contida nos poros é incompressivel;

a agua pode conter bolhas de ar;

e a agua flui através dos poros de acordo com a Lei de Darcy.

Além disso, Biot em sua modelagem, propos que um elemento de volume
deveria ser considerado grande o suficiente se comparado ao tamanho dos poros e,
assim, poderia ser tratado como homogéneo e, ao mesmo tempo, deveria ser suficien-
temente pequeno, se comparado a escala do fendémeno macroscépico em que estava
interessado. Desse modo, poderia ser considerado infinitesimal para o tratamento

matemaéatico.
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Essas equagoes foram alteradas diversas vezes por Biot com o objetivo de
obter uma previsao mais apurada do fenémeno. Entretanto, como mencionado no
artigo [42], existiam alguns problemas de carater conceitual no modelo. Esses proble-
mas foram expostos com o proprio avango no campo da Termodinamica do Continuo,
segundo a qual os modelos que lidam com propriedades do material estudado, devem
satisfazer alguns principios fisicos, tais como o principio da objetividade material e
devem ser classificado como um processo termodinamicamente admissivel, no qual
a segunda lei da termodindmica serve como restrigao as equacoes constitutivas do

modelo.

Os trabalhos de Biot, desde os anos 50 até os dias atuais, servem de fonte
de pesquisa, e sao considerados a fundamentacao para a teoria linear actstica de
meio poroso. Muitos autores realizam modificagoes no modelo criado por ele com
objetivo de suprir deficiéncias no modelo original e estendé-lo a teoria de elasticidade

nao linear.

1.1 Objetivo

Neste trabalho, serao apresentados alguns resultados provenientes da teoria
de poroelasticidade em [30, [31], mais especificamente no que se refere a teoria de
propagagao de ondas em meios poroelasticos saturados. No primeiro artigo [30)],
utiliza-se o rigor da teoria de mistura elastica soélido-fluido para se obter uma teoria
constitutiva, cuja as restricoes termodinamicas sao impostas por meio do uso do
procedimento Miiller-Liu, [27], em que os resultados alcangados em [13], pelo uso da
exploracao do principio de entropia através do procedimento Coleman e Noll, sao
recuperados. Para o modelo em questao, foi considerado somente a interacao fisica
entre os constituintes (solido e fluido), nao havendo, por exemplo, produgao de massa

devido a reagoes quimicas. Este fato simplifica a teoria e vai ao encontro das teorias
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classicas da mecéanica newtoniana. A partir desses resultados, a teoria de meio
poroso é formulada pela introducao do conceito de porosidade e é consistente com
resultados conhecidos, tais como Lei de Darcy, conceito da pressao em poro exercida
pelo fluido e o principio da tensao efetiva em mecanica dos solos. O segundo artigo
[31], fornece modelos de propagagao de ondas no meio poroso saturado e explora
a teoria, obtendo resultados previstos na teoria classica de propagacao de ondas
em meios porosos (existéncia das ondas P1, P2 e S), [7, §], utilizando ondas de
aceleragao. Entretanto, esses artigos nao mencionam o comportamento dessas ondas

com respeito a velocidade de propagacgao ou decaimento da frente de onda.

O objetivo da tese é obter esse comportamento. Para isso, a priori, o mate-
rial poroelastico sera definido abstratamente, seguindo a teoria desenvolvida em [31],
nao sendo especificada nenhuma caracteristica particular. Portanto, a representagao
da equacao constitutiva que classifica o material quanto a isotropias ou anisotropias
nao ¢é descrita. Isso significa, que todas as quantidades constitutivas do modelo nao
terao representacao explicita. Todavia, neste trabalho, o modelo de propagacao de
onda considera o meio poroeléstico deformado homogeneamente na configuracao de
referéncia, em que o material pode ser considerado anisotrépico devido ao seu es-
tado de deformacao, a partir do qual serd necesséario fixar um modelo material, a
fim de obter uma representacao explicita do estado de deformagao e analisar como
esse estado de deformacao influéncia nas velocidades de propagacgao e decaimento
da frente de onda. Porém, pela auséncia de dados experimentais na literatura, que
lidem com a anisotropia do meio relacionada com o estado de deformacao, conside-
raremos um estado de tensoes nulo e, portanto, o meio na configuragao indeformada.
Essa consideracao sera necessaria, pois necessitaremos analisar qualitativa e quanti-
tativamente as velocidades de fase e atenuagoes do modelo de propagacao de ondas

fornecidos neste trabalho.

Concentraremo-nos em estudar o comportamento da propagagao sob o efeito
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da dependéncia de parametros fisicos inerentes ao meio no qual se propaga, uma
vez que essa propagagao ocorre considerando o meio em seu estado natural (indefor-
mado). Esses pardmetros podem variar de acordo com a formulagdo dos modelos.
Alguns autores podem considerar mais variaveis livres do que outros, dependendo da
teoria e das hipoteses fisicas realizadas. Ainda assim, para a descricao do fenémeno,
existe um conjunto minimo de variaveis livres que estarao presentes em modelos
de propagacao de onda em um meio poroeléstico, tais como: porosidade, perme-
abilidade (ou resistividade) e densidade dos constituintes do meio. Analisaremos
a propagacao, considerando caracteristicas como velocidade de fase e atenuagao,
ambas considerando o ntimero de onda sob a dependéncia da frequéncia e dos para-
metros materiais do meio. Esses resultados serao obtidos com o auxilio do software

ETM

de computacao simbolica MAPL e verificaremos se corroboram com a previsao

de outros modelos de propagacao de onda em meios porosos estudados.

1.2 Trabalhos Relacionados

Um problema que ocorre na modelagem de propagagao de onda em meio
poroso é o fato de que as equagoes que regem o fendmeno e suas respectivas variaveis
nao constituem um sistema determinado. Esse sistema possui mais variaveis do que
equagoes o que o torna subdeterminado. Com o objetivo de torna-lo possivel e
unicamente determinado, alguns autores inserem mais uma equagao no sistema.
Entretanto, essa insercao acarreta a obrigatoriedade de criar uma nova equagao
para uma varidvel do modelo que, de certo modo, parece uma alternativa um pouco
artificial. Essa abordagem foi proposta em [42], onde é introduzida uma equagao
de balango relativa a porosidade do meio. Ainda nessa abordagem, foi necessario,
introduzir uma combinagao de termos que expressa o suprimento de momento, onde
um desses termos carrega a dependéncia constitutiva do gradiente de porosidade,

de fundamental importancia para recuperar a teoria linear de poroelasticidade de
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Biot,|8], amplamente utilizada em problemas praticos de engenharia.

Outras formas de abordar o problema foram propostas em [14] e [22], onde
sao realizadas hipoteses de incompressibilidade dos constituintes. Nessa abordagem,
as equagoes de balang¢o de massa parciais nos fornecem uma equacao diferencial para
a porosidade e uma restricao diferencial na variagao do volume relativo dos compo-
nentes. Além disso, alguns pesquisadores, consideraram uma equacao de evolugao
para a porosidade como proposto em [13] e [15]. Essa abordagem é realizada através

de intuigbes decorrentes da quimica (equagoes de evolugao para reagoes quimicas).

Existem alguns autores, por exemplo em [24], que consideram a modelagem
sob a otica do material granular, formulada através de argumentos formais da me-
canica do continuo. Nessa abordagem, a questao dos espacos vazios entre os consti-
tuintes solidos é negligenciada. Sendo respaldada pela premissa de que a distribuigao
de massa esta relacionada com o volume da distribuigao de graos. Com esse obje-
tivo é considerada uma variavel cinematica independente, chamada de funcao de
distribuicao de volume e fornece uma equacao de balanco que segue do principio de
pressoes equilibradas. Essa forga, acompanha as quantidades originais de massa, mo-
mento linear e angular. O tratamento da equagao de balango da forga equilibrada,
desempenha um papel analogo a equacao de momento linear, de forma que a taxa
de variacao temporal da fracao de volume do sélido, do tensor de tensao equilibrada
e da foca de corpo externa equilibrada, desempenham papéis equivalentes ao campo

de velocidade, do tensor de tensao e for¢a de corpo, respectivamente.

A modelagem de propagacao de onda em meio poroso herda as hipoteses
realizadas na teoria de meio poroso. Sendo assim, existe uma variedade de mode-
lagens, que seguem como consequéncia dos trabalhos realizados por Biot. Como,
por exemplo, em [2] e [I], que consideram o meio poroeléstico saturado, ou em [3],

que obtém resultados da propagagao de onda no meio poroelastico, considerando a
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influéncia de varios niveis de saturacao no meio. Esses modelos consideram todas
as quantidades constitutivas isotropicas. Existem outros trabalhos que consideram
a anisotropia do meio em fungao de alguma variavel constitutiva. Por exemplo, em
[5], a anisotropia do meio é causada pelo tensor de permeabilidade, e é induzida pela
anisotropia da tortuosidade, que é dada por um tensor simétrico de segunda ordem.
Ja em [16], a anisotropia esta vinculada & matriz solida, e nao ao constituinte solido.
Nessa teoria, o meio foi descrito assumindo que o constituinte solido é isotropico e
que, a anisotropia é somente devida a distribuicao dos graos, ou seja, a matriz é
anisotropica. Diferentes formulagoes para a anisotropia, tanto considerada pela per-
meabilidade, quanto pela tortuosidade do meio, podem gerar diferentes resultados

e, em alguns casos, até resultados conflitantes, como exposto em [I§].

Neste trabalho, primeiro descrevemos uma teoria de meio poroelastico com
base na teoria da mistura de fluidos e sélidos proposta por Bowen [13] e Liu [30] no
contexto da mecanica do continuo, resultando nas mesmas equagoes constitutivas
por meio da exploracao termodindmica do principio de entropia. A teoria linear leva
a lei de Darcy e a forga de flutuabilidade (empuxo), bem conhecida em mecanica dos
solos. Além disso, existe um efeito inercial devido a presenca de aceleragao do fluido
como forca na equacao de movimento para o constituinte sélido. No entanto, isso
¢ bastante diferente da aceleracao relativa, como uma forca interativa presente na
teoria de Biot, para explicar o efeito de massa adicional. Nesse aspecto, a teoria em
[31], que fornece o suporte necessario para a modelagem e analise das propagagoes
de onda no meio poroelastico apresentadas nesse trabalho, tenta inserir um conjunto

minimos de hipoteses em sua formulagao.
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2 EQUACAO GERAL DE BALANCO

As leis basicas da mecanica podem ser expressas por meio de uma equagao
integral que relaciona a taxa de crescimento de uma certa quantidade fisica ¢ que
varia em uma dada regiao 8 de um corpo B. A taxa de variacao dessa quantidade
fisica esta sujeita a agao do fluxo de ®, que atravessa a fronteira, 9*B, da regiao
B C B e do crescimento, o, no interior da regiao 8. Matematicamente essa relacao

pode ser expressa por
d

— wdz}:% q)wnds—i-/ oydv (2.1)
dt ), 0%, B,

para qualquer sub-regiao limitada regular do corpo B C B, com vetor unitario
n, apontando para fora da fronteira, 9B;, da regiao B; C B, na configuragao
atual. Além disso, dv é o elemento de volume infinitesimal, nds é um vetor normal
referente a um elemento de area, 9% é a fronteira do volume 2. Devemos notar
que as quantidades ¥ e o, sao campos tensoriais de ordem m, e ®,; é um campo

tensorial de ordem m + 1.

Como estamos interessados na forma local ou diferencial das equagoes de
balanco em um ponto regular da regiao *B;, sua deducao exige que as quantidades
tensoriais tenham regularidade, ou seja, supomos que as quantidades v, @y e oy

sejam suficientemente suaves.

Teorema 2.1 Teorema do Transporte de Reynolds

Seja V(t) uma regiao regular e u,(x, t) a velocidade normal & superficie em um ponto

x € V. Entao para qualquer campo tensorial 1(x,t) suave, temos

d o
— dv = —dv + Yunds. (2.2)
dt Jyu vy Ot V(1)
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Devemos notar que, se V() é a mesma regiao material B;, entao, a equagao

anterior assume a forma:

d o
— dv = —d X - ds. 2.
o %tw v s O v+ O%th nds (2.3)

2.1 Equacao de Balanco na Forma Local

Para qualquer regiao material V, a equacao geral na forma integral é dada

por:

/a—wdv—l— wic-nds:% <I>¢nds—|—/a¢dv. (2.4)
y Ot oV v v

Considerando uma regiao infinitesimal de V, contendo um ponto regular x, utili-

zando o teorema da divergéncia, temos:

/v {%—f +div(gx — By) — Jw}dv ~ 0. (2.5)

Uma vez que o integrando é uma funcao suave e a equagao anterior é valida para
uma regiao arbitraria ), tal que x € V), o integrando deve ser nulo, pelo uso do
teorema da localizagao. Obtemos, assim, a forma local da equacao de balango. Em

um ponto regular x, a equacao geral de balanco se reduz a:

%—f + le(@/}X — CI)¢) — O'w = 0 (26)
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3 TEORIA DE MISTURAS

Neste capitulo, faremos um resumo da teoria de misturas, com o objetivo de

tornar a leitura mais autocontida.

Vamos considerar uma mistura de /N constituintes, para os quais assumimos
a possibilidade de ocupar a mesma regiao simultaneamente. Denotamos por B, um
corpo do constituinte « e k. sua configuracao de referéncia, de forma que podemos
escrever a regiao ocupada pelo constituinte a na configuracao de referéncia k., como

B, = ka(B,) (figura[3.1). O movimento de B, ¢ dado por um mapa suave

Xa:Bu xR E

X = Xao(Xa, t), X € By,

Com isso, podemos definir a velocidade de cada constituinte e o gradiente de

deformagao relativo a um determinado ponto material como:

_ o

5t (X, t), F, = Vx, Xa(Xa,t).

Va

Neste trabalho, consideramos um material simples como um material que
possui um tnico componente em sua composi¢ao (de composigao uniforme) ou que

do ponto de vista macroscopico é impossivel distinguir seus componentes.
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Figura 3.1: A figura acima representa o momento de interac¢ao entre dois constituin-
tes de uma mistura, denotados pelos indices i e j. O ponto material p; € B; é levado
a posicao X; que pertence a configuracao de referéncia B,, C E. De modo analogo,
o ponto material p; ¢ fixado na posicao X; na configuragao de referéncia By, C E.
Em um dado instante, ¢y, a configuracao atual em By, é ocupada simultaneamente
pelos corpos dos constituintes B; e B; em suas respectivas configuracoes de referén-
cia By, e B,;, de modo que a posigao dos pontos materiais p; e p; sao mapeados na
posigao espacial x;(X;, %) = x;(Xj,t0) =x € By, C E.

3.1 Leis de Balanco para cada constituinte

As leis de balango para cada constituinte podem ser escritas como uma ge-
neralizacao das leis de balanco para um corpo simples. Entretanto, seria coerente
esperar que, quando considerassemos a mistura como um todo, as leis de balanco
para um corpo simples fossem recuperadas. Nesse sentido, vamos escrever as leis de
balanco para cada constituinte da mistura, seguindo argumentos formais da mecéa-
nica do continuo, e depois daremos condi¢oes necesséarias e suficientes para que as

leis de balango para a mistura como um todo sejam satisfeitas.
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Vamos restringir a atengao para a formulacao das leis de balango para cada

constituinte na configuragao atual (Euleriana).

A forma geral para as leis de balango dadas anteriormente ([2.6]), no contexto

da teoria de misturas, é dada por:

M
w d’U—F% wava -nds :% (I)%nds—F/ O';Zd'U‘F/ ngv, (31)
% ot 1% v Vv 4

onde o termo 7y representa a produgao de uma quantidade fisica devido a forgas de

interagao entre os constituintes da mistura e v* é a velocidade do constituinte a.

Seguindo argumentos apresentados anteriormente, podemos fornecer a forma
local da lei de balango geral para a mistura,

i
ot

+ div(y*v® — &) — oy = . (3.2)

Ressaltamos que se a quantidade ¥“ for um campo vetorial, entao o produto ¥Y*v®

deve ser entendido como o produto tensorial ¥* ® v.

3.1.1 Balanco de Massa

Consideramos uma mistura com N constituintes. Associado a cada consti-
tuinte a, para a = {1,--- , N}, existe uma quantidade 7%, que definimos como a
variacao do suprimento de massa fornecido ao a—ésimo constituinte por unidade
de volume. Essa quantidade 7%(x,t) é devida a interagdes ou reagdes quimicas (em

teorias que consideram essa possibilidade) entre os constituintes da mistura.

Se R C B é uma regiao volumétrica fixada no corpo B. Considerando na
equagio geral (3.2), os termos ¢ = p®, &} =0, o = 0 e 7} = 7%, 0 axioma de

balan¢o de massa para o a-ésimo constituinte na forma local é dado por,
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0 o . a. )«
prik + div(p*v®) = 7. (3.3)

3.1.2 Balanco de Momento Linear e Momento Angular

No balanc¢o de momento linear a densidade de momento p“v® esta balanceada
pela agao da densidade de forca externa, p®b® e pelo tensor de tensao parcial 7.
Além desses termos, devemos adicionar a contribuicao da producao de densidade
de momento, m?®, devido a forgas de interagao entre os constituintes da mistura.
Essa forga é exercida sobre o a—ésimo constituinte da mistura por todos os N — 1
constituintes. Dessa forma, considerando 9@ = p*v®, &7 = T oy = p*b* e
T, = m*, podemos escrever o axioma de balango de momento linear na forma local,

para o a—ésimo constituinte:

%(pava) + div(p*v* @ v* = T%) — p*b* = m*. (3.4)

O balan¢o de momento angular para um material simples geralmente é re-
tratado pelo fato do tensor de tensao ser simétrico. Na teoria de misturas, é permi-
tido que os tensores de tensoes parciais possuam uma parte antissimétrica. Como
consequéncia, cada constituinte da mistura obtém um fornecimento de momento
angular, além do que ja foi produzido pelas forcas de interagoes entre as substancias

da mistura.

A versao local da lei de balango de momento angular, tomando as seguintes
quantidades, Y =x X p*v®, Of =x X T% o = x X p*b% e mjy = x X m* + M* ¢é
dada por

%(x X p*v) +div((x X p*v*) @v*) —div(x X T%) —x X (p“b*+m®) = M*. (3.5)
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O termo M representa o fornecimento de momento angular sobre o constituinte a.
O termo x x m®+ M“ representa o fornecimento de momento causado pela interagao

local do a—ésimo constituinte com outros constituintes em uma regiao R C B.

3.1.3 Balanco de Energia

A lei de balango de energia € também conhecida como primeira lei da ter-
modindmica. Essa lei relaciona a variacao no tempo da energia cinética interna
com a variacao do trabalho mecénico e do calor. A variacdo de energia cinética
e energia interna em uma regiao do corpo B, considerando y* = %pavz + p%e”,
Py, = TIve — q°, oy = pive b + pr® e my = % na equagao geral , é dada

por,

9 <pa <€a + 1V2>> + div (po‘ (ea + %v?)))v“) — div(TIv™ — q%) + p*r®

ot 2@ (3.6)
_pava .b® = la’

onde €* ¢ a densidade de energia interna para o a-ésimo constituinte, q® é o vetor
fluxo de calor para o a-ésimo constituinte, r® é o suprimento de calor externo, e
[* o suprimento de energia para o a-ésimo constituinte. A quantidade [* é uma

interacao local para energia, de modo semelhante as quantidades 7%, m® e M®.

Abaixo, sumarizamos as leis de balango para cada constituinte da mistura,

%po‘ + div(p*v®) = 79,

0
&(pava) + div(p*v* @ v*) — divT® — p“b* = m“,
0
] a(x X pvY) +div((x X p*v*) @ VY —x x T%) —x X p*b* =x x m® + M,
9 a o 1 o2 : a o 1 o2 o T, o a .o
—(p7e" + 5p Va)+dw<(p €+ Spt Vo)V =T v +q ) —pr
ot 2 2
\ —pb* - v =1,.
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Definindo a derivada material com respeito ao constituinte e & mistura, res-

pectivamente, por:

Yo = % + (gra’dya)vaa
Yo = % + (grady)v,

podemos fornecer, utilizando a derivada material no tempo para cada constituinte

da mistura, uma versao alternativa para as leis de balanco.

Balanco de massa: Utilizando as seguintes identidades
div(p™v®) = (p*v{') i = pGvi + pviy = gradp® - v + p*divv®
e
Op*  Op*ox™  Op“

\a_da( t)_ _|_ _ _|_ dO{ (07
=g U= ox ot ot ' erer v

substituindo em:

%pa + div(p*v®) = 17,

e observando o resultado anterior,

(e}

Lot gradp® v+ ptdiv(v?) = 7

obtemos:
Pt + ptdiv(v®) = 7. (3.8)

Balango de momento linear: usando a seguinte igualdade,
div(pv @ v) = (vi(pv;)) ; = vi(pv;) + vi(pv;),; = gradv(pv) + vdiv(pv),
temos que:

88\; P+ (%VQ + div(pava)va> + (gradv®)p*v® — divT® — (p*b® + m®) = 0.

Rescrevendo:

(&7

agt p* + (% + div(po‘vo‘)>va + (gradv®)p*v® — divl® — (p*b* + m®) = 0.
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O termo entre parénteses na equacao acima é o lado esquerdo da lei de balanco de
massa para um a—eésimo constituinte que, como vimos anteriormente, é igual a 7.

Logo,

(ég; + (gradvo‘)vo‘>pa + 7vY — divT® — (p*b* + m®) =0

Portanto,

vep® — divT® — p*b® = m* — 79V (3.9)

Balango de momento angular:

Escrevendo a equagao de balango de momento angular (3.7))3, em componen-

tes cartesianas, temos:

a (e} 6 (03 o, .« (o3 (03 (63 (03 (0%
5 P €k Vi) + 8—9&@ €ijkT VRV ) = a_xl(eijkijkl) + €ijrp” T by eigprmi + M,
(3.10)
onde €;;, ¢ o tensor de permutagao.
Observe que da lei de balango de momento linear temos:
0 0
—(p*v)) + =—(p"vivs = T7) = p*b +mj;.
G700+ g 0" T) =
Mudando os indices de forma conveniente e multiplicando por €;;,2;,
o, O a o, o, O « (0% (6% «
Gijkl’jE(P o) + Gijk“fja—xl(P vivg = T5) = peipa;bf + epmya;. (3.11)
E, observando as seguintes identidades,
a (0% o a o, a o, O
5 P Vi) = €y 5 (p70R) + €ijp o ()P vk, (3.12)
a o, o, o, o, O
a_ﬂ(paeijkxjvk u) = Eijkpaa_xl(xj>vk o+ Gijk%‘a—xl(/) v, (3.13)
0 o 0 o 9 ra
= (€int 1) = €ijng—(2) T + €ins— (L), (3.14)

8xl al’l 81:[



31

que ao substituirmos (3.11),(3.12), (3.13) e (3.14) em (3.10) e observando que

€ijkVp v = v* X v* =0, obtemos:

T,—Tr=M,. (3.15)

Balango de energia:

Consideramos ||[v,||* = (Va,Va) := v2. Agrupando de forma conveniente a

lei de balango de energia em ([3.7))4:

(67 a « 1 apa « 1 : (67 o 1 «
p §<6 + §V§> + <E< + évi) + div(p* (e +§Vi)v )> =

diV(TaTVa — qo‘) + p%r® + p*v® - b* + 1%,

(3.16)

Da identidade abaixo

1 1 1 1
div(po‘(ea—l—ivi)va) = (pa(eo‘—l—évi)v?),i = div(po‘va)(ea—l—§v§)+grad(ea+§vi)pav“,
podemos substituir na equacao (3.16|) e organizar de modo conveniente de forma a

obter o lado esquerdo da lei de balango de massa para o a—ésimo constituinte:

0 1 1 9p. ‘ |
pa& <€a + §Vz¢> + gl"ad(ﬁa + ivi)pava + <% + le(paVa)> (604 + 5\,3) —
diV(Tgva - qa) + Pl + pPaVa - b + o
(3.17)
Reescrevendo:
0 1 1
o (5 (e + 5v2) + grad (e + v2 )ve) = div(Tve — o)
” i . 1 (3.18)
o, o Qo a a of o 9
Obtemos:

1 1
p° <ea + §V3> —div(TIv® —q*) — p*r®* — p"v* - b* =, — 7° (eo‘ + §vi>
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Usando as seguintes relacgoes:

1 - .
_( gl):va'vaa

2
div(TTv®) = v* - divT™ + tr(TT L%),

onde L, é o gradiente de velocidade do a-ésimo constituinte. Obtemos ao substi-

tuirmos na equagao anterior a seguinte equagao:

1
P = tr(TIL%) - divg® — p°r® = V™ (o = divT™ = p°b®) = 1" = 7 (" 4 Sv2).

Observando que, na equacao anterior, o termo entre parénteses é o lado esquerdo da

forma alternativa da lei de balango de momento linear, temos:

1
pret — (T L%) + divg® — p™r® + v (m® — 79v) = 1% — 7° (Ea * 5"3)'

Que nos fornece a lei de balanco de energia em sua forma alternativa

1
pe® —tr(TEL?) + divg™ — p*r® = 1% — 1 <e°‘ — §Vi) —m® - v (3.19)
Logo, as leis de balango com respeito a derivada material no tempo g possuem a

seguinte forma:

(% + pPdiv(v®) = 77,

vt — divl® — p*b® = m* — 7°m?,

T, —TT = M,, (3.20)

pe® —tr(TEL?) + divg®™ — p*r® = 1% — 1 <e°‘ — —Vi) —m® - v°.
3.1.4 Balanco de entropia

A sequnda ler da termodindmica fornece uma restricao para os campos que
sao solugoes das leis de balango associadas & equacao constitutiva de um modelo.

Essa restricao se traduz em uma direcao preferencial para os processos naturais.
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O conceito de entropia desempenha um papel fundamental no entendimento desses
fendmenos fisicos a partir do qual, a grosso modo, nos permite situar se o estado fisico
de um dado sistema esta no passado ou no futuro, dito de outra forma, possibilita

distinguir processos fisicos reversiveis dos irreversiveis.

H(B,t) = / pndv,
By

onde 7(x,t) é chamado de densidade de entropia especifica e 8 C B.

Tomando as seguintes quantidades fisicas na equagao , P = pn®, PG =
¢, oy = p*s® e my = (% o balango de entropia para o a—ésimo constituinte pode
ser escrito como segue,

dpene
ot

+ div(p*nv® 4+ &%) — ps* = (7, (3.21)

onde ®*(x,t) é o fluro de entropia do a—ésimo constituinte, n* é a densidade de
entropia, s* é o suprimento de entropia externa e (¢ é a producao de entropia do

a—ésimo constituinte.

3.2 Leis de Balanco para a Mistura

Se a mistura se reduz a um unico constituinte, os termos do lado direito
do sistema de equagoes sao nulos, e recuperamos a forma das leis de balancgo
da Mecéanica do Continuo. Mais precisamente, é plausivel assumir que para um
observador, todos os fenomenos associados a mistura (sob a 6tica macroscopica)
sao indistinguiveis dos fenémenos associados a um corpo simples, de modo que o
observador, que enxerga a mistura como um todo, nao seria capaz de perceber a
influéncia de cada constituinte do corpo de forma isolada e, portanto, concluiria que
o corpo ¢é constituido por um tnico componente. Esse raciocinio sugere que as leis

de balanco, para a mistura como um todo, devem ser leis conservativas. E se isso
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ocorre, entao os termos de produgao, my, associados a quantidade ¢, em cada uma
das leis de balanco, quando somados para todos os constituintes, devem desaparecer,

isto é,

N N N N
dorr=0, Y m*=0, > M*=0, » I*=0. (3.22)
a=1 a=1 a=1 a=1

Por outro lado, se exigirmos que as leis de balango para a mistura sejam obti-
das como a soma das contribui¢oes dos balangos parciais (3.2)), entao as quantidades
associadas a um constituinte o devem ser levadas em consideragao na agao sobre a

mistura, o que nos leva a considerar a seguinte lei geral de balango para a mistura:

N oy N N N
>t div(utvt — @) — Zl 0h = . (3.23)
a=1 a=1 a= a=1

A partir da equagao (3.23)), podemos determinar as leis de balan¢o para a mistura

como um todo.
Os indices, o = {1, -+, N}, nos somatorios serao omitidos por conveniéncia.
Balanco de massa para a mistura:

Tomando a quantidade ¥ = p“, temos as seguintes consequéncias:

52 o S o

de onde obtemos as seguintes igualdades,

(e}

p=>Y 0" pv=1 pv logo v= v (3.24)

Com essas escolhas o balan¢o de massa para a mistura tem a forma:

0
ETl + div(pv) = 0. (3.25)
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Balango de momento linear para a mistura:

Fazendo, ¢ = p*v®, &g =T%, of = p®b* e 7y = 7% em (3.23)) temos,

S 2 4 Y ov) - D anTe - Y b =0, (320

de onde segue que:

E, como a velocidade difusiva é dada por:

«

u® =v® —v, (3.27)

temos,
(03

u® =v® — ?Va
pu” = pve =Y " pive
Dot =)= v =0
D put = (pPve = pv) = 0.
Logo, usando o resultado anterior,
T=pvav—>Y (pv*ev"—T%
T=>T+) p*v'@(v—v"
T=>T"-> p"v®u
T=>T"-> p"(v+(v*—v)@u"
T=3T"-) pueu+ve Y pu,
de onde obtemos,

T=> (T"-p*u” @u®). (3.28)
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Além disso, de
pb=3"p"b% temos b=y b (3.29)
p

Equagoes de balangco de momento angular para a mistura:

Usando a forma reduzida da lei de balan¢co de momento angular para um
constituinte «, que é caracterizada pelo fato do tensor de tensao parcial nao ser

necessariamente simétrico, temos
T
T, -1, =M,

e observando que, pelo axioma Eq.[3.22 a soma das contribui¢oes de todos os cons-
tituintes da mistura para o termo de producao deve ser nulo, > M, = 0, podemos
derivar as condi¢oes necessarias para que a lei de balango de momento angular para

a mistura seja consistente com a formulagao para um corpo simples:

Z (T TT) =0 segue que ZT = Z o (3.30)

que pela dedugao anterior, Eq. (3.28]), nos fornece:

T=T1"T,

Equacoes de balango de energia para a mistura:

Considerando as seguintes quantidades, ¢ = p%* + 5 1pov2, Y = Tr — q°,

oy = pr*+p*b®-v* e mj = [*, na equagao de balango para a mistura 1’ temos

Zatpe —i—2pv +Zdlv<pe —|—2pv) C“—TQTVO‘—i—qa)

_ZpaTa_Zpaba_va_Zla:O

Para que o balango de energia para a mistura seja consistente com a lei de balanco

(3.31)

para um corpo simples, devemos ter

d o =o. (3.32)
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Além disso, temos as seguintes condi¢oes para as densidades de energia in-

terna e cinética parciais,

1 1

pet ooVt = (e + 5p™Va),

(s Pe] 1042 1a2

pe =Y (p"e +§pva)—§ A
. of 1 2 2
pe=Y p°(e +5(Va = V7).

Lembrando que

entao,
o « «@ ]' « 2 2 )
pe =D o (e + (" + V)2 =),
L
— (e (0% _ 2 «
pe= 3 (e + 5 (uk + 2u%v),
af o 1 2 o
pe=2 (e +5un) v pu
Portanto,
€= ﬁ(e“ + 1u2). (3.33)
p 2
De modo semelhante, concluimos uma relagao para o suprimento de energia externa
parcial:
pr+pb-v = Z (para + p“b* -VD‘),
pr = Z <p°‘r°‘ + pb® - (Vv — v))
Logo,

=S (w 4 b ua>. (3.34)
p
Impondo a seguinte igualdade para os termos,

1 1
(pe + §pv2)v +q-TTv = Z ((po‘eo‘ + ipavi)vo‘ +q“ - Tgvo‘),

que pode ser rescrito como:

_ a o 1012 a 1 2 a T o T )
qZ((f €+ 5p V)V (pe+2pv )\i—l—q Tov*+T'v

(i) =) Tl
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Desenvolvendo (i):

= eVt ) %po‘viva — pev + %,OVQV &
Zpozeoavoc . pﬁ (604 + u_§>v + Z lpavzva _ Z lpﬁvaVQ =
st =gt 4 3 L v Y Ly
Zpaga(va_v)_i_Z;p V v <:>Zpa€aua+z pau2ua<:>

q= Z( <6 + u)u qo‘—Tgua> (3.35)

Balanco de entropia para a mistura:

Tomando as seguintes quantidades, ¢* = pn®, @7 = &% o = p*s* e

T = (%, na equagdo de balango para a mistura (3.23)), temos

Ipn” o o a
> > ( )= st =D (=0 (3.36)
As quantidades de balango parciais devem respeitar as seguintes igualdades:
m=_rn"
pv+ B = (v + %),
ps = Z P
C=> ¢

(3.37)

Logo,

=Y %na. (3.38)
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Além disso, temos
D (VT + %) — pp — ® =0,
=) (P VDY) —p Y %n‘“v,
= (P (v =)+ P°).
Logo,
O =) (p"nu” + o). (3.39)

E, finalmente,

Z p*s® —ps =0 portanto, s= —s%. (3.40)

Para que a mistura se comporte como um corpo simples, respeitando a desi-
gualdade de entropia, é necesséario que a contribuicao de cada constituinte, quando

somado na produgao de entropia, seja nao negativa. Ou seja,

Z ap;na + Zdiv(po‘nava + o) — Zp”‘sa >0, se Z ¢ > 0.

Ressaltamos que a condi¢ao sobre > (* nao implica que para cada constituinte

essa quantidade seja nao negativa, apenas a contribuicao de todos os constituintes

quando somadas é nao negativa.

Para um estudo mais detalhado sobre teoria de misturas, as seguintes refe-

réncias podem ser consultadas [11],[12], [33], [13], [29] e [6].
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4 MISTURA ELASTICA DE SOLIDO E FLUIDO

A teoria de poroelasticidade em |30}, 31] é obtida através da teoria de misturas

ao introduzir os conceitos provenientes do meio poroso, tais como a fra¢do de volume

por meio da variavel macroscopica chamada porosidade ou a pressao em poro,

que abordaremos futuramente. Portanto, para determinar as equacoes de balanco

para a teoria de meios poroelésticos é necessario fornecer um modelo para teoria de

misturas, em que devemos exigir a consisténcia com algumas leis bésicas da fisica,

como por exemplo, a segunda lei da termodinamica, objetividade material e simetria

material.

A partir de agora, vamos considerar uma mistura nao reagente de sélido e

fluido (v = s, f) com as seguintes equagoes de balango de massa parciais e momento

linear para cada constituinte, e equacao de energia da mistura para o campo de

variaveis, {ps, pr, Xs, X, 0}, como abordado em [30], onde

Ps
Pf
Xs
Xf

densidade parcial do sélido,
densidade parcial do fluido,
movimento do sélido,
movimento do fluido,
temperatura.

Vamos considerar que todos os constituintes da mistura possuem a mesma

temperatura (o que nao significa que a temperatura é constante). Sendo assim, s6

¢é necessaria a equagao de balanco de energia para a mistura ao invés de a conside-
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rarmos para cada constituinte.

p

ps + psdivvg = 0,
ﬁf + pfdiVVf = 0,
psVs — divly + my = psby, (4.1)

psvy —divly —my = psby,

pé + divq — tr(T'gradv) = pr,

Para mistura total, exigimos que as leis sejam consistentes com as equacgoes
de balango para um corpo simples. Em decorréncia dessa exigéncia, temos a seguinte
condicao

Zma =0, entao m, = —my.
(0%

que foi utilizada no sistema de equagdes anterior, Eq. (4.1)).

Além disso, devemos especificar equagoes constitutivas para as quantidades
fisicas

f = {Tsan7€7q7 mf}) (42>

que aparecem nas equacoes de balanco com o objetivo de estabelecer as equagoes de

campo para as variaveis basicas {ps, pr, xs» X, 0}

Para uma mistura solido-fluido elastica, consideramos o seguinte conjunto de

equacoes constitutivas:
f =30, Fs, Fy, gradd, grad Fy, grad F, v, vy), (4.3)

onde Fs e Iy sao os gradientes de deformacao dos constituintes sélido e fluido,
respectivamente. Com o objetivo de descrever uma teoria coerente, é necessario
considerar os segundos gradientes de deformacao do sélido e do fluido nas variaveis

de estado. A auséncia dos gradientes de ordem superior na funcao constitutiva
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resulta em uma teoria mais simples. Por exemplo, um modelo para misturas simples

(ver pag. 516, [42]).

Além de caracterizar a constituicao dos materiais ao descrever tanto o com-
portamento macroscopico quanto o comportamento microscopico, a teoria consti-
tutiva também tem o objetivo de fornecer restrigoes sobre as fungoes constitutivas
com base em alguns principios fisicos. A exigéncia desses principios impoem seve-
ras restricoes sobre o modelo e, portanto, implicam em grandes simplificacoes nas
relacoes constitutivas gerais, reduzindo as relagoes constitutivas de uma fung¢ao cons-
titutiva geral para uma mais especifica e matematicamente mais simples. Um dos
principios fisicos utilizados para este fim é o da objetividade material, que afirma a
independéncia das propriedades materiais em relagao ao observador. Dessa forma,
as equacoes constitutivas nao podem depender da localizacao do observador. Por
exemplo, vamos supor que estejamos interessados em medir a deformacao causada
em um determinado material sujeito a uma carga e que tenhamos dois observadores
em pontos distintos do espaco. Assim que a agao é efetivada, a carga deforma o
material. Seria desejavel que as medidas de deformacao realizadas pelos dois ob-
servadores concordassem. Portanto, a equagao constitutiva em (4.3), que possui
quantidades tensoriais, vetoriais e escalares deve respeitar esse principio. Entre-
tanto, a velocidade de cada constituinte sélido e fluido nao sao quantidades fisicas
indiferentes por referenciais (ou objetivas). Logo, a equagao constitutiva ndo pode
depender das velocidades parciais do sistema isoladamente, ao invés disso, deve de-
pender da velocidade relativa V' = vy — v, que é objetiva. Uma outra restri¢ao a
funcao § é a condigao de simetria material. Como o fluido é um material isotrépico,
pode-se demonstrar, (cap.3, pag.84, [29]), que a dependéncia da equagao constitu-
tiva sobre o gradiente de deformacao se reduz a dependéncia do determinante do
gradiente de deformacao para o constituinte fluido da mistura e, portanto, depende

da densidade do fluido. Munidos das consideragoes acima, podemos reescrever (4.3
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em termos das seguintes quantidades:

[ =750, pys, Fs, gradd, gradpy, gradF,, V). (4.4)

Para os campos de suprimento externo {bs(x,t),bs(x,t),r(x,t)}, qualquer
solucdo do sistema de equagoes de campo {pf(x,t), vs(x, 1), vs(x, 1), Fs(x,1),0(x,t)}
serd chamado de um processo termodinamico admissivel, uma vez que é possivel
fornecer condigoes externas (por exemplo, com ambiente controlado), que satisfacam

as equagoes de campo para as variaveis bésicas.

4.1 Principio de Entropia

O comportamento de um corpo deve obedecer & segunda lei da termodina-
mica, ou seja, um processo termodinamico deve ser consistente com a desigualdade
de entropia:

pn + div® — ps > 0. (4.5)

Mais precisamente, as relacoes constitutivas classicas sao usualmente formuladas
do ponto de vista empirico ou experimental, que juntamente com as equagoes de
balanco, fornecem solugoes que sao chamadas de processos termodinadmicos. Esses
processos devem ser consistentes com a segunda lei da termodinamica e, assim, se
tornarem processos fisicamente admissiveis. Em geral, esse é o papel da segunda
lei da termodinadmica na formulacao tradicional dos problemas fisicos. Entretanto,
verificar se as relagoes constitutivas, apds sua formulagao, constituem um processo
que é termodinamicamente admissivel pode nao ser, em geral, um procedimento

eficaz. Portanto, foi necesséario formular um método que atendesse a esse proposito.

Seguindo a ideia estabelecida por Coleman e Noll em [17], na moderna Ter-

modindmica Racional, a segunda lei da termodinamica desempenha um papel mais
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importante, que é a utilizacao do principio de entropia para obter restricoes as
equagoes constitutivas. A tarefa essencial do procedimento criado por Coleman e
Noll reside na avaliagao da teoria constitutiva, na medida em que exige a consis-
téncia de qualquer processo termodindmico com a desigualdade de entropia (4.5)).
Essa exigéncia, ao contrario do que era estabelecido na formulacao tradicional, faz
com que a teoria constitutiva seja concebida de forma a satisfazer a segunda lei
da termodindmica. Esse método tem sido extensivamente estudado e tem gerado
resultados muito positivos em diversas areas da Mecanica do Continuo. Entretanto,
no procedimento criado por Coleman e Noll, é necessério realizar algumas hipote-
ses sobre a forma do fluxo de entropia/suprimento e fluxo de energia/suprimento,
o que em alguns casos pode gerar resultados restritivos. Mais tarde, considerando
que as propriedades do material nao devem depender de suprimentos externos, ou
seja, nao ha mudanca nas propriedades do material devido ao ambiente no qual o
mesmo esteja inserido, 1. Miiller e Liu , [27], assumiram a hipdtese da auséncia de
forca de corpo e suprimento de energia externa e modificaram o método através do
uso de Multiplicadores de Lagrange, impondo que as leis de balango sao fungoes de
restricao para a desigualdade de entropia. Essa abordagem generaliza os resultados
alcancados por Coleman e Noll e traz uma visao um pouco mais geométrica ao que
antes era tratado por meio de manipulagoes algébricas nas equagoes constitutivas e

desigualdade de entropia.
Método dos Multiplicadores de Lagrange.

Existem multiplicadores de Lagrange A%s, A?7 AU A7 e A€, dependendo do

conjunto de variaveis de estado, tais que a desigualdade

piy + div® — AL p (= F,F7 + gradv,) — AP (py + pydivvy) (4.6)
—A% . (ps‘\’s — diVTs + mf) — AV (pf\\’f — diVTf — mf)
—A(pé + divq — tr(Tgradv)) > 0,
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deve ser satisfeita para qualquer campo analitico {pf(x,t), v(x,t), vs(x, 1), Fs(x,t),0(x,t)}.

As consequéncias dessa formulacao sao consistentes com os resultados obtidos

em [13] na teoria de misturas sob a otica do procedimento criado por Coleman-Noll.

4.1.1 Sumario de Resultados

Resumiremos os resultados obtidos pelo método dos Multiplicadores de La-

grange por meio do seguinte conjunto de equagoes constitutivas

0
v =il F),  n=-, (4.7
Vr=05(0,05, Fs, V), s =0s(0, pg, s, V),
op1 Ny
T, = I— I
F=Priby o0, prl+prm @V,
apdjf T ws
T, = 1 F!
S psws + aF + S av ® V)
_ oYy 11%Pf
€= '(b] QW + N V. V
e, em equilibrio, V =0e V6§ = 0,
dpsi)? Opsy
0 __ SV's o . 0 —
m; = op;s grad OF. gradF, q =0, (4.8)

onde 97, ¥r e 1) sao a energia interna, a energia livre do constituinte fluido e a
energia livre do constituinte sélido, respectivamente. A quantidade mgl ¢é a forca de

interacao do constituinte fluido em equilibrio e q° é o fluxo de calor em equilibrio.

Além disso, de (4.7) a tensdo interna e a tensdo total podem ser escritas

como,

Opyr Opyr
I
6pf Pr * 8F8

1 ps
T:TI<97pf>Fs)_§p_ppfv®‘/a

(P Fr (4.9)
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Embora as energias livres parciais ¢y e 9 dependam da velocidade relativa V', a

energia interna vy,

pUr = psiy + psibs (4.10)

nao depende de V. De maneira similar, as tensoes parciais T e Ty podem depender

de V', mas a soma das tensoes parciais 717, nao dependem,

Ipyr Oy opvr 0P
T +T, = I— I —_—
r+Ts = priy Dy PP faV®V+ posl + b + g @V,
Opyr OpyYr L a(pyr)
= I — I+ F;
PP o0, 1T aR, g ©V:
Ipr opvr
= I — I F
p'l?D[ apf 1Y + an s
— T17

(4.11)

onde usamos o fato da energia energia interna v); nao depender da velocidade relativa

V.
Para deduzir Eq. 1} e Eq. 2, basta notar que T' = Z(T”—po‘ua@m“)

(67

1 s
ee:z<pp (e —|—2ua)>,com usz—%Veuf:%V.

«

Se definirmos a pressao parcial do fluido em equilibrio como

8P¢I

pr= Pf( @Df) (4.12)
temos que
0
Pf apl/} = py + s,

entao a tensao do fluido pode ser escrita como

oYy

5 @V, (4.13)

Ty = —pel + ps(r — U + pr o

onde a tensao de equilibrio no fluido se reduz a TJ9 = —psl.
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Utilizando as equagoes (4.8)),(4.12)), temos que a for¢a de interagao pode ser

escrita como:
0o _ &S dpr — dy 4.14
m; = fgra P pf(gra wf) lo - (4.14)

Basta notar que

b
p—;gradpf — pf(gradqu) =

= Z—;(a;;/jf — w?)gradpf — Py (Z—ﬁgradpf + gﬁ% : gradFs)
= (8([) ! wg;; pits) @D]Of)gradpf — py (g—ﬁgradpf - g@gc : gradFs>
= (@Df + oy gﬁ; + 6(52%) - ¢?>gradpf — Py (g—ffgradpf + gﬁ : gradFs>,
que em equilibrio,
z—igradpf — ps(gradipy) ’0 =
= (wf + py gﬁ}’: + a(g);%) - ¢§3> gradpy — pf(g—ﬁgradpf + gﬁ[ -gradFs) .

resulta em

dpsy Ops§ 0
= Ips gradp; — OF. -gradFs =my;, q=0.

p
p—;gradpf - pf(grad%oc)‘
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5 MEIO POROSO

De um modo geral, a teoria de misturas e de meios porosos tem sido estudada
ao longo dos séculos. Por exemplo, em teoria de misturas, foi observado no século 19
que em uma mistura de gases nao reagentes, a pressao total exercida é equivalente a
soma das pressoes parciais dos gases individualmente. Essa lei é conhecida como a les
de Dalton para a pressao parcial. Anos mais tarde Darcy [20], deu inicio a uma area
de pesquisa conhecida como meio poroso. Ele desenvolveu uma pesquisa pioneira
que descreve o fluxo de um fluido através de um meio poroso. Mais precisamente,
de forma empirica, ele postulou a existéncia de uma relagao linear entre a taxa do

fluxo de um fluido através de um meio poroso e o gradiente de pressao.

Podemos entender um meio poroso como um meio composto por uma rede de
cavidades ou espagos (que podem variar quanto a forma e tamanho) em sua parte
solida, podendo estar vazios ou preenchidos com algumas substancias. A essa parte
solida denominamos matriz solida. Na figura , vemos alguns tipos de materiais

porosos encontrados na natureza e sintéticos.

Classificamos o meio poroso como insaturado, parcialmente saturado ou sa-
turado. Quando nao existe a presenca de nenhuma substancia nos poros da matriz
solida dizemos que o meio poroso ¢ insaturado, no caso de conter a presenca de
alguma substéancia na fase fluida na matriz sélida, de forma que nem todos os poros
da matriz solida contenham a fase fluida, denominamos esse meio poroso como par-
cialmente saturado e, por ultimo, quando todos os poros da matriz solida contém

alguma substancia na fase fluida, dizemos que o meio é saturado.

Essa classificacao, & primeira vista parece inécua, mas é de fundamental
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Figura 5.1: No sentido horario, imagem aproximada de uma formagcao 6ssea, solo
argiloso seco compactado, vidro reciclado sinterizado, utilizado com o objetivo de
isolamento actstico, rocha magmatica.

importancia ao analisarmos os fendémenos associados com a propagacao de onda em
meios porosos, pois existe uma relacao de dependéncia da atenuacao da amplitude
da onda e da velocidade de propagagao da onda com respeito a saturagao do meio [2].
Sendo assim, na construgao do modelo matemaético, que visa estudar o decaimento
da amplitude e a velocidade de propagacao, devemos realizar alguma hipdtese sobre
a saturacao do meio poroso. Ressaltamos, que, neste trabalho, o estudo é focado

apenas no meio poroso saturado.
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5.1 Meio Poroso Saturado

Em muitas areas da engenharia, as diferentes reagoes de um determinado sis-
tema sujeito a condigdes de forcas externas e/ou internas, devem ser estudadas com
o objetivo de obter uma descricao precisa dos fenémenos associados a esse sistema.
Portanto, estabelecer alguma hipotese sobre a composicao do corpo material a ser
estudado é um passo importante na descrigao dos fendmenos aos quais esse corpo
estd sujeito. O sistema material (ou corpo) pode ser composto de varias maneiras.
Por exemplo, em um corpo sélido, podem existir diferentes constituintes solidos em
sua composicao, tal como concreto denso, Fig. , sem uma quantidade de poros
consideravel. Por outro lado, podemos considerar corpos materiais que possuem
poros abertos (que permitem que o fluido atravesse o corpo) ou fechados (caso em
que o fluxo é interrompido), como é o caso das ceramicas (ver Fig. ) e so-
los. Neste caso, os poros podem estar preenchidos de fluidos e devido & diferentes
propriedades e diferentes movimentos, pode existir interacao entre os constituintes
(solido e fluido). Dessa forma, a composi¢ao heterogénea do material pode ser in-
vestigada por meio do conceito de fracao de volume, uma vez que a descri¢ao precisa
(para o tratamento matemaético) da localiza¢ao dos poros, preenchidos ou vazios e
dos constituintes sélidos é quase impossivel. Para contornar essa dificuldade, pode-
mos considerar a mistura soélido-fluido como um modelo de meio poroso saturado,

introduzindo a nog¢ao de porosidade.
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Figura 5.3: Visao aproximada dos po-
ros que foram uni-direcionados atra-
vés do método de extrusao em fibras
de carbono presentes em ceramicas.

Fonte: Porous ceramics mimicking na-

Figura 5.2: Poros presentes no con- ture—preparation and properties of mi-
creto denso. crostructures with unidirectionally orien-
Fonte: http://iti.northwestern.edu/cement ted pores.

Para a teoria de mistura de meio poroso, um ponto material é visto como um
elemento de volume representativo dV. Mais precisamente, assumimos que o volume
representativo é grande o suficiente se comparado com os graos do solido (conectados
ou nado) e suficientemente pequeno se comparado ao tamanho do corpo material, de
modo que esse elemento de volume contenha sempre amostras do constituinte sélido

com poros preenchidos com o constituinte fluido presentes no corpo material.
Vamos denotar a fragao de volume nos poros por ¢, consequentemente, po-

demos inferir que o elemento de volume representativo do constituinte fluido e do

constituinte solido sao dados, respectivamente, por

dVy =¢dV,  dV, = (1 - ¢)dV,

assumindo que o meio poroso é saturado.
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Figura 5.4: A imagem representa uma secao transversal de um meio poroso com
volume V', onde no elemento de volume representativo dV, estao presentes os cons-
tituintes solido (com volume dV; com os poros nao preenchidos pelo fluido) e os
poros preenchidos pelo constituinte fluido, cujo o volume & dV.

Os elementos de massa do fluido e do solido no elemento de volume represen-

tativo sao definidos, respectivamente, por

de = pde = dfd‘/f,
dM; = psdV = dsdVs.

Para a teoria de poroelasticidade, assim como na teoria de misturas, é impor-
tante distinguir as densidades de massa reais das densidades parciais. A densidade
de massa real representa a massa do constituinte por unidade de volume ocupado
por esse constituinte. A densidade de massa parcial representa a massa do consti-

tuinte por unidade de volume ocupado pela mistura. Se por exemplo, considerarmos
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a fase solida e fluida incompressiveis, suas densidades de massa reais, d, e dy, per-
manecem constantes durante um movimento induzido por algum estimulo no corpo.
Logo, suas densidades de massa parciais dos constituintes sélido e fluido, denotadas

respectivamente por, ps € py, variam em resposta a mudangas nas fragoes de volume

onde d; e ds sao as densidades de massa reais dos constituintes fluido e solido,

respectivamente.

5.2 Pressao em Poro

Segundo a teoria de meios porosos, a pressao ¢ usualmente introduzida como
a pressao que um fluido exerce nos poros da matriz sélida, a pressio em poro.
Considerando a pressao parcial do fluido py (na teoria de misturas) como o resultado
da acao microscopica do contato do fluido com a fracao de superficie do poro presente

na matriz sélida ocupada pelo fluido, temos:

prdA = PdA; e, portanto, py = ¢, P,

dA
onde P é a pressao em poro do fluido e ¢, = d_Af é a fragao de area dos poros.
Em geral, a porosidade ¢ e a fragao de area do poro ¢, podem ser diferentes.
Entretanto, nas aplicagoes praticas, é razoavel assumir que sao as mesmas. Portanto,

podemos definir a pressao em poro do fluido como:

Ps
P ==
¢
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Em virtude das consideracoes acima, podemos escrever as tensoes da seguinte forma,
Ty = —¢PI + Ty, (5.2)
T,=—(1—¢)PI+T,.

Chamamos usualmente Ty e Ty de tensio extra do fluido e tensio efetiva do sdlido,

respectivamente. Da equagao (4.13]), temos:

= 0
Ty = by (g — W +6ds L @ V. (5.3)

5.3 Equacoes de Movimento

A luz dos resultados obtidos na secao anterior, as equagoes de movimento em

(4.1) para os constituintes fluido e s6lido podem ser escritas como

pdsvy = —gpgradP — Pgrade + divTy + my + ¢d;g,

_ (5.4)
(1—¢)dsvs = —(1 — ¢)gradP + Pgrad¢ + divly, — my + (1 — ¢)d,g,

onde a forga de corpo é a forca da gravidade g.

A forca de interacao, m?, em equilibrio 1} pode ser rescrita em termos da

Pressao em poro:

P
m? = Pgrad¢ — ¢r, ro = —d—fgraddf + df(gradp/)?) lo - (5.5)

Portanto as equagoes de movimento em (4.7]) possuem a seguinte forma,

gZSdf\\’f = —gbgradP + diVTf + (mf — m(}) — QZSI'() + qbdfg,

5.6
(1= ¢)dsVvy = —(1 — ¢p)gradP + divT, — (my — m$) + ¢ry + (1 — ¢)d,g. 56)
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5.4 Teoria Linear

O objetivo dessa secao é fornecer uma teoria mais simples linearizando as
equagoes de movimento descritas em ([5.6) e mostrar que alguns resultados estao
de acordo com conceitos classicos da mecanica dos solos, tais como le: de Darcy,

empuzo e o principio da tensao efetiva, [31].

Uma vez que as condic¢oes de equilibrio sao caracterizadas por gradf = 0 e
V' = 0, na teoria linear vamos assumir que | gradf | e | V' | sdo quantidades pequenas
e representaremos por o(2) os termos de segunda ordem ou de ordem mais elevada

nessas quantidades. Com essa hipotese, a tensao extra do fluido (4.13)

_ 0
Ty = oy (g — )1 + 0y 2L @V = o2 (5.7)

¢ uma quantidade de segunda ordem. Para entender essa conclusao, devemos notar
que a energia livre do fluido possui uma representacao de uma funcao isotrépica

escalar avaliada na variavel vetorial (V - V') (ver [29] pag. 99), ou seja,
wp = 0p(V - V),

9,
Logo, tanto o primeiro termo, (¢ — ¢%)I, quanto o ultimo termo, aivf ®V da

Eq. (5.7) sdo de segunda ordem na variavel V' - V. Escrevendo a aproximacgao de
Taylor de segunda ordem para vy,

D) = B5(0) + 0y ()], g + 5005(0)]_gt? + 0(3),

em que ¥y = @@f(x) com x = V - V. Logo, a representacao da fungao escalar @@f

possui a seguinte forma,
UiV V) =i+ aV-V) + BV V)2

onde os termos z@? = 1(0), 8,007(0) = av e 29%);(0) = B sdo constantes.
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Portanto,
vy =) = (V- V) =0(2).

0 _
De modo semelhante, temos ﬂ ®@V = 0(2) e a tensao extra do fluido, Ty, pode

ov

ser desprezada.

O resultado anterior possibilita reescrever o tensor de tensao efetiva do solido.
1peps .
Observe que, T' = T7(6, py, Fy) — §MV ® V', como o ultimo é de segunda ordem
p
e a tensao interna independe de V, temos T' = T; e de Ty + T = T implica que

Ty +T,=T. Logo,

—¢pPI+T;—(1—@)PI+T,=T & T, =T+ Pl —Tj}.

Portanto, a tensao efetiva do solido pode ser escrita como:
T,=T+ PI+0(2), (5.8)

que é conhecido como principio da tensao efetiva na mecanica dos solos introduzida

por Terzaghi, |37].

A parte que nao se encontra em estado de equilibrio da forca de interacao

—mY, ch d st i f direga traria ao fl
m; —my;, chamamos de for¢a resistiva, pois essa forga tem diregao contréria ao fluxo
do fluido através do meio. Além disso, em virtude de considerarmos as quantidades
| V| e | gradf | pequenas, e uma vez que essa forga é nula em equilibrio, podemos

escrever a forca resistiva como fungao linear em V' e grad#:
my; — m(} = —¢pRV — ¢pGgradf + o(2), (5.9)

onde os parametros materiais R e GG sao fungoes tensoriais em geral. O parametro
R é chamado de tensor de resistividade e seu inverso R~! é chamado de tensor de
permeabilidade. Grosso modo, a permeabilidade é uma caracteristica da estrutura

porosa da matriz sélida que indica a propriedade que um fluido possui de fluir através
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da rocha. Uma rocha pode ser altamente porosa, mas se os espagos dos poros nao

sao conexos, entao a matriz é nao permeavel.

Figura 5.5: O diagrama representa caminhos de fluxo hipotéticos através de um
meio poroso.

O tensor de resistividade R é usado para caracterizar o comportamento em
macroescala relacionada a distribuicao geométrica microestrutural do material. Ele
fornece uma medida acumulativa da perda da velocidade do fluido em uma micro-

escala.

Apobs as consideracoes acima, podemos deduzir as equagoes lineares de mo-

vimento dos constituintes da mistura.

A forga de interagao no fluido em equilibrio é escrita da seguinte forma:

p
m} = p—;gradpf — py(grady}) |o,
P
= S amad(ody) — o (eead) |,

P P
= S-¢erad(dy) + —-dsgradg — ods(gradi}) o -
f f
Portanto, podemos escrever

P
m(} = Pgrad¢ + ¢< d—fgraddf — df(grad;/)?c) lo ) Como m(} = Pgrad¢ — ¢ry,
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substituindo na equagao de movimento do fluido,

psvy — divly —my = pyg, pr = ¢dy.

¢dyvy — div(—¢pPI) — my = ¢dyg,

¢dsvy + div(oPI) — my = ¢dyg,

¢dsvy + ¢pgrad(P) + Pgradg — (my — m?c) — m? = ¢dsg,

6dsVy + dgrad(P) + Perade — (my — m)) — Pgradé + dro = ddsg.

De my — m?c = —¢RV — ¢Ggradf + o(2), temos
¢dsve + pgradP + ¢(RV + Ggradf + rp) = ¢dsg.
Logo, a equacao de movimento para o fluido pode ser escrita na seguinte forma,
¢dpvy + ggradP + ¢r = ¢d;g.
De modo inteiramente anélogo, temos:
(1= ¢)dsvs + (1 — ¢)gradP — divT, — ¢r = (1 — ¢)d.g.
Desprezando a tensao extra do fluido que é de segunda ordem em V', temos as

equagoes linearizadas para o movimento dos constituintes fluido e sélido da mistura

df\\/f —+ gradP +r = dfg,

_ (5.10)
(1 —@)dsvs + (1 — ¢)gradP — divTy — ¢r = (1 — ¢)d,g,

onde r = RV + Ggradf + ry.

A equacdo de movimento para o fluido (5.10); é uma generalizagdo da les
de Darcy. Se considerarmos apenas a contribui¢ao do termo r = RV na equagao e
supusermos que a matriz sélida é estacionaria, v, = 0, temos a Lei de Darcy:

B gradP — dsg

7 (5.11)

Vf:
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Uma relagao interessante para a equagao do constituinte sélido pode ser de-

duzida das equagoes de movimento para os constituintes solido e fluido. Se multi-

plicarmos a equagao ([5.10)); por (1 — ¢) e subtrairmos de (5.10)), temos:
(1= @) (dsVs — dyvy) = divT, + 1 + (1 — ¢)(ds — dy)g, (5.12)

que seré utilizada na analise da propagac¢ao de ondas em meios porosos, devido ao
carater relacional entre as quantidades fisicas dos constituintes. Isso pode ser obser-
vado no ultimo termo que fornece a diferenca entre as densidades dos constituintes

fluido e sélido, que pode ser interpretado fisicamente pelo conceito de empuxo.
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6 PROBLEMAS EM POROELASTICIDADE

Apods as consideragoes da teoria de misturas elastica solido-fluido (leis de
balango, equac@o constitutiva e restrigdes termodinamicas) e dos conceitos obtidos
para o meio poroso saturado, podemos rescrever as equagoes de balango da teoria
de mistura em termos das densidades de massa parciais, pressao em poro e tensoes
parciais para cada constituinte da mistura. Além disso, consideramos o modelo
isotérmico, de forma que a equacao de energia utilizada para a teoria de misturas

nao seri necessaria.

A teoria de poroelasticidade é formulada com base nas equagoes de balancgo

de massa parcial e de momento parcial para os constituintes fluido e solidos [30],

( (¢dy) + ¢dsdivvy = 0,
((1 - ¢)ds), + (1 - ¢)dsdivvs = 07

- (6.1)
¢dsvy + pgradP — divly + ¢r = ¢dsg,
| (1 = ¢)dsvs + (1 — ¢)gradP — divT, — ¢r = (1 — ¢)d.g,
onde das Egs. 5.10)), temos as seguintes relagoes constitutivas:
; o
Ty = ps(y — V51 + Pfa_vf ®V =o(2),
T,=T+ PI +0(2), (6.2)

P
r=RV +r1y+0(2), ro=——gradd; + ds(grady?),
dy !

em que os termos que apresentam o(2) sdo termos de segunda ordem ou de ordens
superiores na magnitude | V' |. Além disso, a energia livre no constituinte fluido e a

soma da tensao interna da mistura sao fungoes das seguintes variaveis:
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,QD]O‘ :¢?(¢7dfan)a ¢f :¢f(¢,df,Fs,V),
P=P($,d;, F), Ty =Ti(é.d;.F,).

O sistema 1_4, possui mais variaveis do que equagoes. Dessa forma, o sistema
nao possui uma solu¢ao tnica, sendo subdeterminado com o conjunto {¢, ds, ds, X7, Xs}
de variaveis a determinar. Isso ocorre, pois ao introduzirmos o conceito de poro-
sidade, necessario para representar uma caracteristica microestrutural do corpo,
inserimos mais uma variavel constitutiva no modelo. Com o objetivo de resolver
esse problema, sem postular uma equacao de balanco ou de evolucao para lidar
com essa varidvel microestrutural do meio, podemos supor que a porosidade é uma
quantidade constitutiva, fornecendo a esta uma relacao constitutiva. Dessa forma,

obtemos o seguinte sistema determinado em sua forma nao-linear:

Variaveis independentes: {d;,d, xr, Xs}-

a(?jf) + vy - grad(ody) + ¢dpdivvy = 0,

W + v - grad((1 — ¢)ds) + (1 — ¢)dsdivvs = 0,

qbdf(% +vy- gradvf> + ¢pgrad P — diva + or = ¢dsg,

v, .

(1 )d, (W +v,- gradvs> 4 (1— d)gradP — divT, — or = (1 — d)d,g.

(6.3)
Variaveis constitutivas:
TSZTS(df,FS,V), Tf:Tf(df,Fs,V), I‘:I'(df,Fs,V), ( )

6.4

P:P(dﬁFs)a ¢:¢(df’Fs)a

em que a porosidade, ¢, é uma varidvel constitutiva macroscopica que representa
uma caracteristica microestrutural, e assim como a pressao em poro, depende apenas
da densidade do fluido e do gradiente de deformacao do solido. Além disso, retiramos

a dependéncia da porosidade com relacao as outras variaveis constitutivas do modelo.
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Podemos ainda, com o objetivo de tornar o sistema (6.1));_4 determinado,
realizar algumas hipoteses que consistem em considerar a incompressibilidade dos

constituintes do meio.

Como mencionado anteriormente, concentraremos nossa atengao ao caso em
que os constituintes possuem a mesma temperatura (o que nao implica que a tem-

peratura seja constante).

6.1 Incompressibilidade

Com a hipotese de incompressibilidade dos constituintes, podemos fornecer

trés sistemas unicamente determinados.

e Modelo-1: Incompressibilidade do constituinte so6lido (ds; constante).

Variaveis independentes: {¢,dy, xr, x5}

(
d
% + vy - grad(¢dy) + ¢dpdivvy = 0,
0o .
_(E + v - gradgb) + (1 — ¢)divv, =0,
0 _
gbdf(% tvy gradvf> + dgradP — divl; + ér = ¢d;g,
v, e
(1- <;5)ds(W v, gradvs> 4 (1— ¢)gradP — divT, — ér = (1 — d)d.g.
\
(6.5)
Variaveis constitutivas:
Ts :Ts(¢7df7FS7v)7 Tf :Tf(df)F87V>7 ( )
6.6

r=r(¢,ds, Fy, V), P = P(¢,dy, Fy).

e Modelo-2: Incompressibilidade do constituinte fluido (d; constante).
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Variaveis independentes: {¢,d;, xy, xs}-

(

<% + vy gradgb) + odivvy = 0,

ot
w + vy - grad((1 — ¢)ds) + (1 — ¢)dsdivvg = 0,
gbaﬁ(% +vy- gradvf> + ¢pgrad P — diva + or = ¢dsg,
v, .

(1— gzs)ds(W +v,- gradvs> 4 (1— d)gradP — divT, — ér = (1 — d)d.g.

(6.7)
Variaveis constitutivas:
T,=T.¢,F., V), T;=TdyF,V),

(6.8)

r=r(¢,F,,V), P=P(¢o,Fy).

Modelo-3: Incompressibilidade do meio poroso (d; e df constantes).

Ainda que o meio poroso seja composto por constituintes incompressiveis, o
material nao é necessariamente incompressivel. Isso ocorre porque a porosi-
dade pode variar. Entretanto, podemos considerar a a pressao em poro P

como uma variavel independente de modo a obter um sistema deterministico.

Variaveis independentes: {¢, P, xr, X5}

0p - _
(a +vy- gradgb) + ¢divvy =0,
1)) v
_<E + v - gradgb) + (1 — gb)leVS = 0,
a _
6d f(% T gradvf> + ¢gradP — divTy + ¢r = ¢d,g,
A e
(1-— ¢)dS(E + Vg - gradvs> + (1 — ¢)gradP — divT; — ¢r = (1 — ¢)d,g.

(6.9)

Variaveis constitutivas:

TSITS<¢,F3,V), Tf:Tf(df,Fs,V), r:r(gzﬁ, FS,V). (610)
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7 ONDAS DE ACELERACAO

A demonstracao da existéncia das ondas primarias e secundarias por meio
da formulac¢ao apresentada por [31] passa pelo argumento da teoria de propagagao
de frente de onda. Segundo essa teoria, o movimento da frente de onda ¢ modelado
como o deslocamento de uma superficie singular, onde é considerada a desconti-
nuidade de algum campo escalar, vetorial ou tensorial através da superficie. Essa
abordagem representa uma boa aproximacao tanto para a propagacao de um sinal

com amplitude finita, quanto para uma onda com frequéncias muito altas.

O objetivo desse capitulo ¢ ilustrar os passos realizados em [31] para de-
monstrar a existéncia de duas ondas que se propagam longitudinalmente. A onda
priméria P1 tem velocidade de deslocamento superior a onda secundaria P2, sendo
facilmente observada nos fenémenos fisicos. Devido ao forte decaimento da onda
P2, sua observagao foi tardia e s6 se deu experimentalmente em [32]. Na teoria
de poroelasticidade, as ondas P1 e P2 foram previstas pelo modelo fenomenolbgico

devido a Biot [§].

7.1 Propagacao de Frente de Onda

Uma superficie singular o(t) se movendo em uma regiao R do espago, em
um tempo ¢, divide essa regiao em duas sub-regides R*(¢t) e R (t). Definimos
a orientagao positiva da normal unitaria na dire¢ao da regiao R*(¢), de modo que
todas as quantidades fisicas e geométricas serao assinaladas com os sinais de positivo

(+) e negativo (—) de acordo com a regiao onde as mesmas se encontram.
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Considere uma fungao tensorial A(x,t) continua nas sub-regides RT(t) e
R~ (t) e que possuem valores limites AT e A~ para qualquer ponto x na superficie
o(t) quando se aproxima por ambas as sub-regides RT(t) ¢ R~ (t) respectivamente.
Quando A é continua através da superficie, esses dois valores limites sao idénticos.

Caso contrario, existe um salto através de o(¢) em um ponto x dado por:
[A] = AT - A,

A quantidade [A] é uma fungao da posi¢ao na superficie o(t) e do tempo t. Portanto,
é expressa somente em termos das coordenadas da superficie e do tempo. Quando

[A] # 0, a superficie o(t) ¢ chamada de superficie singular relativa ao campo A.

Figura 7.1: A imagem representa uma regiao R arbitraria do espago dividida pela
superficie singular o(t), gerando duas regides R e R~ com a conven¢ao da normal
n apontando na diregdo R™ no ponto x € o ().

Essa definicao pode ser estendida para incluir as derivadas temporais e es-
paciais do campo A. Portanto, se o campo A é continuo através da superficie o(t),
mas se alguma de suas derivadas nao o for, podemos classificar a ordem de descon-
tinuidade do campo A e ainda chamaremos o (t) de superficie singular. Além disso,
podemos associar a ordem de descontinuidade das derivadas do campo A através de

o(t) com as caracteristicas fisicas encontradas nas propagagoes de onda na natureza.

Seja n a normal unitaria apontando na direcao da propagacao e U a velo-
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cidade normal do movimento da superficie singular na configuracdo corrente (ou
atual). De acordo com o lema de Hadamard |23|, se [A] = 0, temos as seguintes
condicoes de compatibilidade geométrica e cinemética:

= —UlgradA - n]. (7.1)

[gradA] = [gradA - n]n, [8A]

ot

Um estudo mais profundo sobre deslocamento de superficies singulares pode

ser obtido em [12].

Vamos considerar a propagacao de frente de onda em uma regiao homogénea
do corpo poroso em equilibrio, no qual vy = v, = 0, ou seja imediatamente apos a

frente de onda o meio se encontra em estado de repouso.

Vamos considerar descontinuidades fracas, ou seja, onde a funcdo [A] é con-
tinua, mas existe descontinuidade nas derivadas de primeira ordem, dessa forma,

assumimos que
[Vf] =0, [Vs] =0, [FS] =0
[df] =0, [ds] =0, [Cb] =0,

e sejam:

=B a3 0 a- (2] -2 oo

A amplitude dos vetores ay e a, sao os saltos da aceleracao dos constituintes fluido
e solido. Como as descontinuidades ocorrem nessas derivadas, essas ondas sao clas-
sificadas como ondas de aceleracao. Os demais saltos sao das funcgoes escalares

densidade do fluido, densidades do so6lido e porosidade do meio, respectivamente.

Utilizando as condigoes de compatibilidade geométrica e cinemética ([7.1)),
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podemos determinar o salto de cada uma das seguintes quantidades fisicas:

1 1
[gradvy] = T ®@mn, [gradv] = — s ®n,

1 1
[graddy] = —ﬁdfn, [gradd,] = —E(SS ®n, (7.3)
[grad¢] = —%(pn, [grad F] = %as ® F'n ®n.

A velocidade relativa V' = vy — v, = 0 desaparece na frente de onda, uma
vez que, imediatamente & frente da propagacao da onda, o meio ainda se encontra

em repouso.

Podemos substituir as equagoes de movimento ((5.10]); por (5.12)) da teoria

linear:
dgvy +gradP +r = d;g,

(1= ¢)(dsvs — df\\’f) =divT, +r + (1—9¢)(ds — df)g-
no sistema de equagoes de governo ([6.5)),(6.7)) e , sem perda de generalidade.

(7.4)

7.2 Meio Poroso com Constituinte Sélido Incompressivel

Nesta secao exibiremos como ¢é utilizado a teoria da secao anterior para a
obter os resultados em [31], em que foi demonstrado a existéncia de duas ondas lon-
gitudinais para o modelo poroelastico. Consideraremos para este fim, apenas o caso

com constituinte solido incompressivel (d; constante) para o sistema de equagoes:

( 8(2?) + vy - grad(¢dy) + ¢dpdivvy = 0,
0
_ (a_;b + v, - gradgb) + (1 — gb)diVVs =0, (7.5)

dgvy +gradP +r = d;g,
\ (1 - QS)(ds‘\/s - df‘\/f) - diVTs —r= (1 - ¢)(ds - df)g'
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O resultado é obtido utilizando as relagoes ((7.2)) e (7.3)) no sistema acima com

as seguintes abreviagoes das derivadas parciais,

oP oT,

Pa=gq Ha=%5;

e, observando a equacao (6.5)),

P
r=RV — d—graddf + dfgrad@b? = RV + Ry gradd; + Rygrad¢ + Rp, - gradFy,
!

tomando o salto do sistema ([7.5]) escrevemos,

( Udf(p+ U(j§5f - qbdf(af : Il) = 0,
Up + (1 =9¢)(as-n) =0,
U(P¢ + ng)gOl’l—f- U(Pdf + Rdf)(an - U2dfaf - fIaS = 0,

| U(RyI + Hy)pn + U(Rg,I + Hy, )0 — U*(1 — ¢)(dsay — da,) — Qa, =0,
(7.6)
onde definimos,

ﬂik = (Rp, + pFS)kaFganjnia sz = ((5ij(RFS)ka + (HFS)ijka)Fslanlnja (7.7)

em componentes cartesianas.

7.2.1 Ondas de Aceleragao Longitudinais

Vamos supor que aceleragao dos constituintes fluido e sélido sao paralelos ao

vetor normal n. Logo,

ou seja, os vetores amplitudes de aceleracao do fluido e do sélido estao alinhados

com a dire¢cao de propagacao da onda.



I3

BN
AN
X >
o

T

T

/

€T

69

Figura 7.2: A imagem superior mostra que a dire¢ao da aceleragao da onda pode
nao ser alinhada & direcao do vetor normal n. Na imagem inferior, realizamos a
suposicao feita para ondas longitudinais, ou seja, além da aceleracao ser paralela ao
vetor deslocamento Ax, essa direcao esta alinhada com o vetor normal da superficie

o(t).

Considerando a seguinte definicao,
p¢:P¢+R¢, pdf:Pdf+Rdf7 ﬁ¢:R¢+n-H¢n,

o sistema (|7.6)) pode ser escrito como:

Ud, Ug —pdy 0
U 0 0 (1—¢)
UP¢ Updf _Ude —Il'ﬂl’l

UHy, UHy;, —U*(1-¢)d; U*1—¢)d;—n-Q@n

ﬁdf = Rdf +n- den,

(7.8)

|
cooco
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Como desejamos obter solugbes ndo triviais para o sistema (7.8]), entdo a
matriz de coeficientes deve ser singular. Os casos em que U = 0, bem como a; =
as = 0, nao sao interessantes. Dessa forma, estamos procurando por movimentos de

onda longitudinais tais que U # 0. Portanto,

dy ¢ —¢ 0
1 0 0 (1—¢) B
det p¢ pdf 2 T =0, (7.9)

Hy Hy, -U*1-¢) U(1-¢)ds—n-Qn

onde o determinante foi simplificado e o polinémio caracteristico proveniente é bi-

quadrado em U e tem a forma:
aU" +bU? + ¢ = 0,

com coeficientes:
a=¢(1 - @)ds,
b=—¢(n-Qn)+ (1 - ¢)p(n-In) + (1 = 6)*6L; — (1 — §)(dds + (1 — d)ds) Pa, +
(1—¢)(dsHa, — GHy),
¢=¢Py,(n-Qn) — ¢Hym - Tin — (1 — ¢)¢( Py Ha, — Pu, Hy).

Resolvendo a equacao biquadrada para U, temos quatro solugoes reais. Duas
raizes negativas que desprezaremos e duas raizes positivas que representam a veloci-
dade das ondas longitudinais no corpo poroso. Exibir explicitamente as raizes desse
polindmio na forma original ¢ um processo muito trabalhoso, pois existe a dependén-
cia de vérios parametros constitutivos que sao coeficientes da equacao. Entretanto,
podemos exibir a velocidade das ondas longitudinais considerando um caso simples

ao realizar algumas hipoteses nas relagoes constitutivas da equacao anterior.

Vamos considerar que a energia livre em equilibrio seja apenas uma funcao

da densidade de massa real do fluido e que o tensor de tensao efetiva seja apenas
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uma func¢ao do gradiente de deformagao do constituinte solido,
Wy = 9h(dy), T, =T(Fy), (7.10)

temos

Hy=0, Hy =0, Ry=0, Rp =0.

Além disso, assumindo que a energia livre @Dg(d ) seja idéntica a de um fluido

puro nos poros e que a pressao em poro seja da forma:

, OVj
P = dfa—df, e, portanto, Py =0, Pp =0,
da consideragao realizada em (6.2)), temos:
S
R :—<——d —) —0.
4 d; ' od;

Com essas simplificagoes, temos de ([7.10)):

Py=0, =0, Hy=0, Hy =0,
. (7.11)
Qir, = (HFS)ijkanlanlnj = Lijklnjnl-

E da igualdade ([5.2)),

aTsZ] la

OFka™*

que é o tensor de elasticidade do constituinte sélido. Usualmente assumi-se, que o

Liji =

tensor de elasticidade seja fortemente eliptico e a compressibilidade seja positiva, ou

seja,

_opP -
T Ody
Essa condicao implica que a velocidade de propagacao seja real e nao nula.

P, 0, Lijjmwvjuryy >0, YV u,v#DO0. (7.12)

A equacao biquadrada pode ser escrita da seguinte forma:

(IR -

2 2 _
i 02)U —0, (7.13)
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onde por ([7.13))

B n-@n _|oP
C]._ (1_¢>d87 02_ 6df7

sao as velocidades das ondas longitudinais no meio sé6lido eléstico e no fluido elastico
respectivamente. Nesse caso, ao resolvermos a equacgao (7.13)), as velocidades das

ondas longitudinais devem sofrer modifica¢oes devido a presenga do tltimo termo.

Na presente formulacao de meio poroso saturado, com constituinte soélido
incompressivel, é razoavel esperar que as velocidades das ondas longitudinais sejam
as velocidades das ondas P1 e P2 dadas pela condicao de propagacao no caso geral

(7.9) com adi¢ao dos termos anulados para o estudo da existéncia no caso simples.

7.2.2 Ondas de Aceleracao Transversais

Para ondas transversais, vamos supor que a direcao do vetor aceleracao seja
perpendicular ao vetor deslocamento da onda, ou seja, af-n=0e a,-n=0. Com
essas hipoOteses, as trés primeiras equagoes do sistema de equagoes ([7.6]) resultam

€11

1 -
90:0, (Sf:(), dfaf = —mﬂas,

e substituindo esses resultados na tltima equacgao, temos:

(Q = (1= ¢)I) = (1 = ¢)d,UI)a, = 0. (7.14)

Tomando a; = a;m, onde m ¢ um vetor unitario perpendicular a direcao de
propagacao da onda, ou seja, m - n = 0, segue de (7.14) a existéncia de uma onda

transversal com velocidade de propagacao dada pela relacao:

(1-¢)dU? =m- (Q(1 — ¢)lI)m
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Se realizarmos as mesmas hipoteses (7.10) e (7.11)) para o caso simples, obtemos a

velocidade de propagacao da onda de cisalhamento no corpo elastico:

;m-Qm
U:CSZ m

Os demais modelos de propagacao de onda de acelera¢ao no meio poroelastico podem

ser consultados em [31].

Obter as velocidades de propagacao e decaimento da frente de onda para as
ondas de aceleragao pode ser uma tarefa muito trabalhosa. Portanto, o que faremos
nas proximas secoes é fornecer um modelo de propagacao de onda no meio poroelas-
tico que, assim como para as ondas de aceleracao, exibam duas ondas longitudinais e
uma transversal. A partir das quais poderemos estudar o comportamento da propa-
gacao das ondas no meio em termos das velocidades de fase e decaimento da frente

de onda.
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8 ANALISE DA PROPAGACAO DE ONDA EM
MEIO POROSO VIA ONDAS HARMONICAS

Neste capitulo, vamos fornecer modelos alternativos de propagacao de onda
em um meio poroeldstico saturado. As leis de propagacao de onda descrevem por
meio da analise da resposta do material no qual ela se propaga a natureza do mesmo.
Essas leis fornecem uma descrigao local e instantanea de como o material reage
a pequenas mudancas ou impulsos em uma mintscula regiao. Estudar pequenos
efeitos no movimento de um corpo de maneira global é muito complexo, mesmo sob
consideragoes de uma teoria simples. Com o objetivo de ganhar alguma intui¢ao para
esses problemas é necessério realizar algumas limitagoes na forma do movimento,
do qual importantes informacoes podem ser extraidas. Para esta finalidade serao
realizadas algumas hipoteses. A primeira delas consiste na linearizacao dos sistemas
de equacoes descritos em , e . A segunda hipotese, vem do fato de
que as pequenas deformagoes em um corpo material, podem ser consideradas como
um deslocamento de uma onda com pequenas amplitudes. Dessa forma, podemos
modelar esse deslocamento como uma onda harmoénica e supor que o produto dessas

amplitudes seja desprezivel.

Uma explicagao para a abordagem do fenémeno sob o ponto de vista de ondas
harmonicas baseia-se na existéncia de uma interpretacao que é analoga a modelagem
do fenémeno de propagagao de onda através do deslocamento de uma superficie
singular. Para isso, basta lembrar que no caso das ondas de aceleragao supomos que
a propagagao da onda ocorria pela descontinuidade nas segundas derivadas de certas
quantidades, por exemplo, deslocamento. Essa descontinuidade pode ser entendida
como o efeito de um estimulo instantdneo nesse campo, induzido por deformagoes

no meio. Essas deformacoes se propagam no meio como ondas e provocam uma
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mudanca brusca nessa quantidade. Portanto, para o caso das ondas harmoénicas,
essas deformagoes que sao induzidas por algum tipo de estimulo no meio, podem
gerar altas frequéncias em uma certa regiao do material e serem interpretadas como
"descontinuidades". Dessa forma, ao supor que um dado campo se desloca como uma
onda harmoénica, podemos inferir que por exemplo o deslocamento, tenha frequéncia
muito alta em uma determinada regidao, podendo ser pensado como um salto (ou

"descontinuidade") desse campo através da frente de onda.

O estudo qualitativo e quantitativo das velocidades de fase e atenuagao para
as ondas P1, P2 e S dos modelos de propagacao de ondas harmonicas a seguir seréa
realizado nas subsegoes contidas no capitulo [I0] em que apresentamos os resultado

numeéricos.

8.1 Sistemas de Equacoes via Ondas Harmonicas com Cons-
tituinte Sélido Incompressivel

A analise das ondas harmonicas longitudinais e transversais é realizada sob

as hipoteses (7.10), (7.11)) e com o sistema de equagdes para o meio poroso com

constituinte solido incompressivel.

Variaveis independentes: {¢,d;, xy, xs}-

XO01) 4 v, - rad(odg) + o ivey = 0.
0 .
) _ (a_;b + v, - gradgb) + (1 — ¢)divv, =0, (8.1)

df\\ff + gradP +r = dfg,

(1—¢) (dsvs - dfvf) —divT, —r = (1 — ¢)(ds — d))g.
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Variaveis constitutivas:

TS:TS(¢7df7FS)7 I':I'<¢,df,Fs,V), P:P(¢7df7Fs>

Considerando o sistema (8.1]), onde substituimos as duas ultimas equagoes diferen-

cias parciais do modelo (6.5)), pelas equagoes ((5.10);_o e desprezamos os termos de
segunda ordem nas Eqs. , , 5.10]), podemos escrever,

( J(pd
% + vy - grad(¢dy) + ¢ddivvy =0,
0o .
_<E + v, - gradgb) + (1 — ¢)divvy = 0,
X vy
dy (W + vy gradvf> + gradP 4 (RV + Ry gradd; + Rygrad¢ + Rp, - gradFy) = 0,
ov, ov -
(1-9) (ds <E + vy - gradvs> —dy (8_tf + vy gradvf>> — divTy
| —(RV + Ry,gradd; + Rygrad¢ + Rp, - gradF;) = 0,

(8.2)

onde

P
r=RV — d—graddf + dfgradzb? = RV + Ry gradd; + Rygrad¢ + Rp, - gradFj
f

e mantemos as definigoes:

oP T
gA " ga —

para denotar as derivadas parciais com relagao as quantidades A que podem ser

tensoriais, vetoriais ou escalares. Reescrevendo o sistema acima em termos de com-
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ponentes cartesianas, temos

(0 od
fa(f +¢—f—|—’U (¢ df+¢dfl)+¢df1}“ =0,

—(%ﬂ%) (L)t =0,

51}
ar (- o +oful,) + (Pudi + Py + e )+

J ]

(R(vlf—v )—i—Rdfde—f—R(z)qb +RFsng ) =0,

(1-9) (%(%f v u) df(a;t ] zfy>) — (Hyij¢ 5 + Hapijdyy + Hrijia L, ) —

(R(vf — ;) + Ry, dg; + Ry¢; + RrjuF ;) = 0.

7

\

(8.3)

O sistema anterior nao é linear nas variaveis independentes, de forma que
obter solugoes analiticas para o mesmo se torna uma tarefa muito complicada. Para
contornar essa dificuldade, podemos realizar algumas consideragoes para o desloca-
mento das quantidade {¢, dy, xr, x5} a fim de obter alguns resultados como realizado
na secao anterior, onde discutimos a propagac¢ao do ponto de vista de ondas de ace-

leracao.

Vamos admitir que o sistema esteja em equilibrio em ¢ = £y e que as variaveis

independentes {¢, dy, xf, xs} sejam dadas por:
() = (x; to) + pe'H ),
d(x,t) = dg(x, o) + dpe’@t=Fnx),
Xr(Xp.t) = Xp(Xp, to) + xpe @),
Xs(Xis 1) = X (X, o) + Xoe' T 7Fm),

(8.4)

onde ¢2, d 7, Xfs Xs sao vetores de amplitudes constantes, w é uma dada frequéncia, ¢ =
v/ —1 ek é o vetor de onda complexo. Isso significa que k := vk - k = Re(k)+ilm(k)
¢ o ntiimero de onda complexo e definimos a diregao de propagacao, k = kn, onde n

¢ um vetor unitario na diregao da propagacao.
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As fungoes em (8.4) podem ser entendidas como fungoes que se dividem nas

contribui¢oes de onda progressiva e de atenuagao dadas, respectivamente, por:

ei(wt—Re(k)nx) 6Im(k)n-x

Y Y

de modo que,

ei(wt—Re(k)n-x)elm(k)n-x _ 6z'(wt—Re(k)n-x—ilm(k)nx) _ ei(wt—kn-x))

w

Re(k)

e dessa forma, U = ¢ a velocidade de fase e Im(k) é o fator de atenuagio da

onda.

Vamos supor que o corpo na configuracao de referéncia, no qual a onda se
propaga, esteja homogeneamente deformado em seu estado de repouso. Portanto,
no instante t = tg, ¢, d. £, Xf € Xs sao constantes que representam quantidades fisicas
no estado de equilibrio do meio.

Por conveniéncia, denotaremos as variaveis livres em (8.4) de forma mais
compacta por:

¢ = ¢+ pe, dy = dy + dyef, Xs =Xy + Xre, Xs = Xs T Xs€S,

com ¢ = i(wt —kn-x), onde x = (X, to). Essas solugdes descrevem a propagacao
de ondas monocrométicas em um meio infinito, cuja frente de onda é perpendicular
ao vetor n.

Com essas hipoteses e defini¢oes, vamos deduzir algumas identidades necessa-
rias para o restante do texto. A partir do movimento do constituinte sélido, temos:

X
ot

= iwyxse®, logo v, =V, emque V,=iwys. (8.5)

Derivando a funcao de movimento do constituinte sélido em relacao & coordenada
material X?,
s s : ~S s s ~Ss ia
Xia = Xia(X7,t0) — zk:ni:vwxjec, temos F}, = Fj, — vjn,-FOSeC,

Oia

€|

de onde segue que

k
Fo=Ff = —¥,® Flnet. (8.6)
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. ~ s aXf (X57 t(])
O gradiente de deformagao, dado pelo tensor constante Fj;, = —oxs
senta uma deformagao homogénea do meio em seu estado de equilibrio.a

, repre-

Tomando a derivada do gradiente de deformacao F,, com respeito a confi-
guracao deformada, x = x4(X,ty), obtemos o segundo gradiente de deformacao do
constituinte solido,

k.
Fy=F; — avsFOj;neC

k . K2
fak = (Foya — _UfnjF(?jaeC>7k = Z_Uf”ngja”kec
w w
que fornece:
.kQ A T ¢
gradFy = i—v, ® Fy,n @ ne’. (8.7)
w

Uma vez que o movimento do constituinte fluido é descrito com referéncia a configu-
ragao atual x = ys(Xs, t), ocupada pela matriz sélida, podemos definir a velocidade
do fluido como vy =V fec e obter as mesmas relacoes acima.

Dessa forma, podemos reescrever as equagoes (8.3])(1—4) em termos das iden-
tidades acima explicitadas.

Para a primeira equagao do sistema (8.3 1—_4), temos

0 od
8_(fdf + ¢8_tf + ] (gady + ddy;) + ¢de£i =0
iwget (dy + dpe®) + iw(P + ¢e)dse + 0 eS[(—ikng) e (dp + dpes)—
iknidpet (¢ + ¢ed)] — iknidl e (¢ + de)(dy + dset) =0
E(jgdf + qudf — &anz@lf = 0,
k k
onde, desprezando todos os produtos de amplitudes de segunda ordem ou superior
e simplificando o termo e¢, comuns a todas as parcelas, obtemos:

%gﬁczf + %quf — QECZf\A/f -n=0. (88)

Vamos proceder de forma anéloga nas equacoes ({8.3))(2—4).-
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Equacgao (8.3).:

(% u0.) + (- op =0,

ot
—(ikwoeS — ikn;gife®) —ikni(1 — (¢ + ¢))0%eS =0
koo ok

temos:

%qé +(1-@)¥s-n=0. (8.9)

Equagao (8.3)(3_4):

(%f
d ( ot yf zfa> +(P¢¢,i+Pdfdf,¢+Pstijkl)

(R(sz — Uf) + Rdfdfﬂ' + R¢¢7i + RFS]kF]k l) =0

(dy + dpe) (iwtseS — ikn;(07)2e*)+
k2
(— zknzP(z)(be —zanPdfdfe —i—z—PF kaOF FI%nm e )+

(R(@Zf — 05)eS — ikn, Rdfdfe — an,R¢¢e + zk—RF kaUs F n]niec) =0
iwdsv! — iknioPy — iknyd; Py, — iknidsRa, — iknipRy+
k‘2

k‘2
i— Pp o 0F FI° njn; + Z—RngaU Fie njn; + R(ﬁzf —07) =0,
w

e _ w
multiplicando toda a equacao por el temos:
i

w2

W ~ W s N w A N
12 def—E¢<P¢+R¢)n——df(Pdf—l-Rdf)n—f—((PFS—i-RFS)'(VS®FSTI’1))H—|—@R(VJ0—VS) =0.

k
(8.10)
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Equacgao ({8.3))(4—4):

oy . v/ .
(1-9) (d8< o T m) - df( o T nyvzf]» — (Hgijdj + Hazijdyj + Hrj k) —
(R(] —v) + Raydpi + Rodi + RijuFiy;) =0

gk,
(1 — ¢ — dpe) (iwdv3e — iw(dy + dsec)v! )+
. . L2
iknjH@jngeC + ikndefz-jdfe —i—Hp, Zj;mvknjxl “net—
w

k?
R(ﬁlf 05)e + anlefdfe + zkn1R¢¢e — Z—RFSIWU x njnieC =0

(1-— (E)iw(czsﬁf — J ) + ikn;(H, + 5R¢)Z]<be + zknJ(de + (5Rdf)wdfe -
kQ
i;(((HFS)ijka + 0 Rpga) 0EFYn))n 68 — R(0! — 07)eS = 0,

)

w
multiplicando toda a equacao por — 7k , temos:
1

2

w N, T o~ - . W - W 4
ﬁ(l — gb)(dsvs — def) + E¢(H¢ + IR¢)II + Edf(de + IRdf)n—

«H&+I®Rmym®ﬁf)n—%ga V) = 0.

(8.11)

Logo, o sistema 1D pode ser rescrito como um sistema linear nas variaveis {¢, ds, v, v}
da seguinte forma:

Was  W-s -

( 2 ¢ + 2 ¢dp — ddgvy-n =0,
CO+(L=d)v. n=0,

2

W R
—5dVy — —¢(P¢ + Ry)n — —dy(Py, + Ra,)n+ ((Pr, + Rp,) - (Vs ® F/n))n+

) k2 k
zk:QR( —vs) =0,
CL)2 A - . W - w A
ﬁ(l - qb)(dsvs - def) + E¢<H¢ + IR¢)I1 + Edf(de + [Rdf)n—
(He, +1® Rp,) ¥, ® Fnn = SR = ¥,) =0,
(8.12)
Definindo

ﬂik = (Rp, + PFs)kaFSjan]’ni; sz’ = (0;jRpka + (HFS)ijka)Fslanlnja



temos:

( =0d; + —d; — ¢dyvs -n =0,

26+ (1= ¢)v, n =0,

2
w

k: 2 dfvf

W~

/{3¢<H¢ -+ [R¢)Il + ]{de(de + [Rdf)n +

\ —ﬁR(Vf — V) —Qv, =0.

W ~ W 5
—¢(P¢+R¢)n+ Edf(Pdf +Rdf> k2

I ICARSE A
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~ R(V; —v,) — ¥, =0,

(8.13)

8.1.1 Onda Harménica Plana Longitudinal com Constituinte Sélido In-

compressivel

Restringimos o estudo ao caso em que o vetor velocidade dos constituintes
fluido e solido sao paralelos ao vetor normal a frente de onda, vy = 9yn e vy = 0,1,

respectivamente. Com essa hipotese, podemos escrever:

( EQECZJ[ + - <Z5df — ¢dsoy =0,
%&>+(1—¢)@5=0,2 2 2
%é@ + %Jfﬁ’df = ( +df>vf + ;:2 (R — %n Hn) =0,
P, + L 2 (a (0= 0y + r),

(09 B an)a =0

onde,

(8.14)

]5¢:P¢+R¢, Pdf:Pdf—{—Rdf, F[¢:R¢+H'H¢1’l, Fldf:Rdf—{—n-den.
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Definindo U = % e substituindo no sistema anterior,
(( U¢dy + Uddy — pd sy =0,
Ug+ (1 - )b, =0,

A R R 1 .
o2 v . of 11 s
UGP, + UdsPy, — U (Z,w +dy)og + U (m n fin) o, = 0,
A R R 1
—_ 2 — —_ D 2 — - . . —
| U6, + UdgHy, - U%((1 ¢)df+m)uf+U (a #)d,— — = Qn)i, = 0.
(8.15)
Na forma matricial,
vd, U d, 0 5o

U0 0 (1- &) !

5 5 2(R . 7 2(R _ 1.7 dp| _ |V
Ub, Uy -U(E+dy) V(£ - m-Tn) orl = o
vh, Ufy, ~U*((1=d)ds+ ) U((1= @)+ £ = hn-on) | L] [0

(8.16)

Esse problema pode ser entendido como um problema de autovalores, em que deve-
mos obter autovalores para os quais os autovetores associados nao sao nulos. Isso
significa, que desejamos obter solugoes nao triviais para o sistema anterior, para isso
devemos exigir que o determinante da matriz de coeficientes seja nulo

dy ¢ —¢dy 0
1 0 0 (1—9)
det |\ p, Py, —U(E+dy) U*(£ - - Tin) =0.

Ay Hay —U((1=@)dp+£) U((1—é)d, + £ — - Qn)
(8.17)
Essa condigao nos fornece o seguinte polinémio caracteristico biquadrado,

R
U = 6(1 = 9)dudy — = (6dy + (dy = dp)o(1 = 9)) )+
U2 (gdm- Qn = o(1 = 9)dm - Tin+ (1 = @)d; + 6d,) (1 = 6)d; P~
(1= @)djHa, — (1= 0)°¢d; Py + (1= @) Hot
L (om Qn— om - Tin -+ (1= 6)d; Py, — (1= @)y, + (1= 0)6P, + (1 - 6)6H,+

Ods(Pa, — Hay)) ) + oy (Hayn - Tin = Pyn - Qn) + (1= 6)ody(Pyfla, — HyPy) = 0.
(8.18)
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Assim como no caso das ondas de aceleracao, existem quatro raizes para a
equacao biquadrada anterior. Entretanto, somente as raizes positivas apresentam
significado fisico e mostram a existéncia de duas ondas longitudinais que se propagam
pelo meio poroelastico.

Devemos notar que diversos termos na equagao anterior nao possuem inter-
pretagao fisica adequada, o que gera dificuldades na anélise da propagacao por meio
das velocidades de fase e atenuagdo a serem realizadas posteriormente (Cap. .
Para entender essa dificuldade, no Cap. [10|iremos resolver a equagao anterior pondo

o nimero de onda k em fungao de w, k = k(w), uma vez que U = - e em funcgao dos

parametros materiais (coeficientes da relagao de dispersao). Realizada essa etapa,

tendo isolado k em func¢ao de w e dos parametros materiais, usaremos a computacao

simbolica para obter as partes reais e as partes imaginarias. Desse modo, podemos
w

obter uma funcao para a velocidade de fase, que ¢ definida tomando vy = m e
ek(w

uma fungao para a atenuagao, definida como K = Imk(w). Logo, para obter os gra-
ficos dessas fungoes, todos os coeficientes presentes devem possuir significado fisico
para que possamos analisar esses resultados.

Com o objetivo de estudar o comportamentos tanto da velocidade de fase
quanto da atenuacao das ondas longitudinais, sera necessario recuperar a mesma
ideia utilizada para as ondas de aceleragao, fornecendo um caso mais simples, em
que muitos dos termos da Eq. serao anulados.

Realizando as mesmas hipoteses ([7.10)) e ([7.11]), onde consideramos as seguin-
tes relagoes constitutivas:

w?‘:w?‘(df)a TS :Ts(Fs)a

tais que
Hy=0, Hy =0, R;=0, Rp =0,

e considerando que a energia livre no fluido z/J?c(d ) € idéntica a um fluido puro e que
a pressao em poro é dada por

P—dza—w? e, portanto, P, =0, Pp =0
— fadfa , P ; ¢ — Y, Fs — Y,

£l
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temos

A ~

Py=0, =0, Hy=0, Hy =0,

A I
Qi = (Hp,)ijraFyrun; = Lijn;mn.

Com as consequéncias acima, obtemos o seguinte polindémio caracteristico:

U (601~ O)dgd+ 5 (60— 9)du + ;) )+

U( — édsm- Qn — (éd, + (1 - 6)dp)(1 — @)ds Py, (8.19)
%(gbn . Ql’l + dfpdf>) + gbdfpdfn : Qn =0.

Podemos escrever a equacao biquadrada como:

N

(- =) (07 - ) - 2 v 4

4 2\
1— ¢)d, & d. —(U=nU%) =0, (8.20)

onde ) )
o odiod, & 8
(1 — @)dyd;

que pode ser escrita como:

1—9¢)d R
e I

[l for
Cl_ (1—¢)ds’ 62_ adf7

velocidades elasticas no soélido e fluido, respectivamente.

com

Em nossa analise da propagacao das ondas P1 e P2, utilizaremos a equagao
ao invés do polinomio dado pela Eq. . Essa escolha é motivada pela
auséncia dos parametros materiais dos quais nao dispomos de dados na literatura.
Um ponto que também deve ser mencionado ¢ o fato de ocorrer um desacoplamento
entre as tensoes parciais dos constituintes sélido e fluido do modelo de propagacao
quando consideramos o caso simples, e , dado pelas relagoes constitu-
tivas ¢9(dy) e Ts(Fy). Entretanto, ressaltamos que essa limitagdo ndo é teorica,
mas determinada pela necessidade de obter resultados que possam ser comparados
com os resultados de outros modelos de propagacao de ondas harmonicas planas em
meios poroelasticos. Esse acoplamento foi proposto na teoria classica de M.A. Biot



86

em [9, [10], de forma intuitiva e posteriormente formalizado do ponto de vista da
Termodinamica do Continuo por K. Wilmanski em [42].

A determinagao analitica da convergéncia para altas e baixas frequéncias das
relacoes de dispersao abaixo, permite um meio de verificar se as solugoes obtidas
para as velocidades de fase, por meio da computacao simbdlica, sao compativeis com
esses resultados teoricos. Nesse sentidos, devemos notar que quando w — oo para a

equacao (8.20]), recuperamos a equagao ([7.13)), obtida para as ondas de aceleragao
em [31]

(U2 = &)(U? — 2) — (%1 - ¢03)U2 0. (8.21)

E quando w — 0, temos:

¢(1 - ¢)dSC% + C%df

U =
O(1 = ¢)d; + ¢%d;

U=0. (8.22)

As condigoes acima mostram que as velocidades de fase das ondas P1 e P2 pos-
suem assintotas horizontais, Eq. . Ja a equacao , mostra a existéncia da
onda P1, para frequéncias muito baixas e a auséncia da onda P2 para frequéncias
proximas de zero.

De um modo geral, as velocidades de propagacao das ondas P1 e P2 sofrem
alteragoes devido a presenca do ultimo termo na relacao de dispersao [8.20] Essa
influéncia também constara nos outros modelos a serem discutidos posteriormente.
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8.1.2 Ondas Transversais com Constituinte S6lido Incompressivel

Do sistema de equacoes de governo para meio poroso saturado com densidade
do constituinte solido (ds) constante, temos

( W ~ = W -2 -=
E¢ f+E¢df—¢def'Il:0,
%qf;—l—(l_&){’snzoa
W ~ w A w2 A w N N AN
E(b(Pd) + R¢)n -+ Edf(Pdf + Rdf)n — Fdfvf — %R(Vf — VS) —IIv, = 0,
w A~ W » w2 TN/ T A T A
Eqb(H(b + [R¢)Il + Edf(de —+ IRdf)Il + ﬁ(l — gb)(dsvs — def)

W . A s
\ —%R(Vf — V) — Qvs = 0.

(8.23)
Supondo m 1. nem-m =1 tal que vy = 0ym e V; = U,m, para o sistema

de equagobes (8.23)), segue que:

Wr=  W-s =
79ds + 7 ods — ¢dy(vy-m) =0

W~ = W -2 —-—= W A~ = W - »
E(bdf_'_ E¢df — qbdf(vfm'n) = OE(ﬁdf—l- E(bdf =0.

Wrs W-s
E(bdf + Egbdf =0. (8.24)

Além disso, temos

W 4 —

Egb—i— (1—-¢)(Vvs-n)=0

%é+u—¢x@mqn:o

w ~

70=0

Logo,
¢ =0. (8.25)



Das equagoes (8.24)) e (8.25) temos
Wars W4
—¢pds+ —pdy =0
%(i:O{:}(i:Oj%(ﬁC@t:O@&in.

0,

Portanto, P
(e
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A partir desse resultado podemos simplificar as duas equagoes restantes. Para

a pentltima, temos
2

—‘—R(\Aff - VS) :2 def H\A/S =0

ik?
2
w o, w
—%R(vf — Dg)m — 3 —d;oym — ITo,m = 0
2
w o w? -, .
—@R(U‘f Vs) 12 dsvy —m - IImog = 0,

que nos fornece a seguinte equagao:

_@R( s)__

E para a ultima equagao,

W2
L2 (1 - ¢)(ds\75 - dfvf) - ﬁR( 8) —Qvs=0
2

w 7 ~ 7 A~ A A
=) —(1 = ¢)(dsts — dy)m — —R( Uf — 05) —Qosm =0

ik2
w? - _ X
(1= 6)(db, — dyiy) — —5 R(bf — 0,) — m - Qmi, = 0.
k 1k
Logo, obtemos
w? - _ X
73 (1= 9)(dsds — dsoy) = @R( bs) —m - Qmi, = 0.

As duas equagoes acima, [8.26] [8.27] nos fornecem o seguinte sistema:

w2

(Z:;R m- Hm)vs <k23+k2df>vf_o

(%z(l — @)d, + %R —m- Qm)@s - (L,:—z(l — ¢)dy + k2R>

(8.26)

(8.27)

=0.
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Escrevendo na forma matricial,

il I d N
zsz Sl (zk2R+k2 f> Ul |9 (8.28)
w2 d R— w2 d R @f 0" '
21 =0+ R m-Qm (5 (1= 9)dy + 5 R)
Fazendo U = % e colocando o termos U? em evidéncia temos,
1 . R
UQ(,E——m-Hm> —U2< +df> o 0
iw %2 . iw R [AS] = {O} . (8.29)
2 g ot A 772 _ Ed Uf
v ((1 b)ds + w o Qm) v <( O)ds + iw)

Como ja mencionado em ([7.8), a matriz de coeficientes deve ser singular para
a existéncia de solugoes nao triviais. Logo,

U2(E LI fim) —U2<R +d)

w U2 1w

U2((1—$)JS+ZZ U12m Qm) —U2<( —¢)df+g> =0. (8.30)

det

Resolvendo (8.30)), obtemos o seguinte polindémio:

(2 G i) (0002 (0= £ )

w  U?

Realizando algumas manipulacoes algébricas,
R
(1= 9)dyd, + — (1= 9)(ds — dp) + d) )+

(m IIm—m- Qm)) = 0. o3

((1 —¢)dfm'ﬁm—dfm~Qm+£

w

Com as hipodteses 1) e |D nesse caso II = 0, obtemos o seguinte
polinémio,

U2((1—gb)dfds+§((1—¢)(ds—df)+df>> - (dfm-Qm+ %m-@m) —0, (8.32)

equivalentemente,
, R/(1—=¢)(ds—ds)+dsy\,, m-Qm R m - Qm
vt E( (1 — ¢)dydy )U (1= @), iw (1 — ¢)dydy =0, (8.33)
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que pode ser escrito:

R ((1 — ¢)ds + ¢dy 082) 0,

W

(1= ¢)dsdy dy

¢ny@m ¢m,@n

Cs = = .

(1—¢)d,s Ps

Analisando o comportamento para baixas frequéncias, ou seja, quando w — 0,

E0-)d, _ Ep

onde

U? = = = 8.34
ot o) ptrer s (539
E para frequéncias muito altas (w — 00),
m - Qm
U= —"— =¢2 8.35
1= o). (839)

A anélise desses resultados seré realizada na secao [10] em que exibiremos os gréficos
das velocidades de fase e atenuagoes para as ondas de cisalhamento.
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8.2 Sistemas de Equacoes de Governo via Ondas Harmonicas

com Constituinte Fluido Incompressivel

Consideremos agora o modelo linearizado, cuja densidade do fluido é cons-

tante,
( /0
<a—f + vy gradgb) + ¢divv, = 0,
< o((1 5;25)615) + v, - grad((1 — ¢)d,) + (1 — ¢)ddivv, = 0,

df\\/f + gradP +r = dfg,

| (10— 0) (b —dg¥y) — AT 1 = (1 6)(d, — dy)s.

(8.36)

onde substituimos as duas tltimas equagoes diferencias parciais do modelo (6.7)),
pelas equagoes ((5.10]);_» e desprezamos os termos de segunda ordem nas Eqs. ,

53, F10)

O conjunto de variaveis independentes nesse caso € {¢, ds, X, Xs}, € as varia-

veis constitutivas sao:
P=P(p,Fy), r=r(p FV), T, = Ts(qb, Fy),

onde r = RV + Rygrad¢ + Rp, - gradFy.

Escrevendo em termos de componentes cartesianas:

( %"‘U{ﬁb,ﬁ-qﬁv{i:o,
o(1 — ad,
P00 (1= )2 (1= )y 051~ Gy + (1 - )
o/ . .o S
di—y + Lo+ Prgplip; + Rij(v; — 0j) + Redi + RejiFjis = dsgi,

ot ot
(| (R(O] = v)) + Ryo; + RrjuFiys) = (1 — 0)(ds — dy)gs.

: J—

=0,

avis $,,8 81}{ S
(1-19) (ds(_ + “j%) - df<_ + Ujfvif,j>) — (Hyij¢ 5 + HryigraFy.) —

(8.37)
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Usando as seguintes relacoes para as variaveis independentes:

B(x,t) = G(x, ty) + pe'@=Fn),
do(x,t) = dy(x, to) + dye' @),
Xr( Xy, t) = xr(Xy, to) + Xfei(wt—kn.x)’

XS(XS’ t) = XS(st tO) + Xsei(wt—kn.x).

Por simplicidade, denotaremos por

¢:¢+¢6Ca ds = s+dseca Xf :Xf"f_f(feC: Xs :>_68+>A(se<7

com ¢ = i(wt — kn - x), onde x = x(Xj, to).

Substituindo as relagoes acima no sistema de equagoes (8.37)) e supondo nula

a acao de forca externa, temos:

\

(0(¢ + ded)

01 — (¢ + pet))

5+ ([0 + 0e) i + (6 + 6e) (0] ), =0,

(JS + dseg)

dy

. .
o (ds + dse®) + (1 — (¢ + ¢e°)) o

%S (1 — (& + ¢e)) s(dy + dged) + 0°€S (1 — (& + pe))(dy + dyed) i+

(1— (¢ + de))(dy + dse®) (0°¢C) ; = 0,

a(0f )
ot

+ Py(¢ + 9e) i + PrnFly; + R(0] — 05)eC + Ry(d + de*) i + RpjnFiy; = 0,

. _ R 55 eS _ if o¢
(1 6+ 6 (4 ) (D0 e ape), ) — (DU 4 ifes(afe), )

ot
—(Hyij (¢ + 0€) j + HpijiaFiyy) — (R(6] — 67)e¢ + Ry + pe) s + RstéfFjSk,a) = 0.
8.38

Desenvolvendo o sistema de equagoes acima, utilizando as mesmas identida-

des obtidas em , e :
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De ([8.38)::
(¢ + pes . e
YOLI) | (6])(6 + be), + (6 -+ 6e) (0], = 0
iwpeS 4 0f ¢ (—ikn;ded) + (¢ + ¢eb) (—ikn;v)ef) = 0
iwqgec — ikgz_ﬁn,»@gcec =0« iwngS — zk;qgnlﬁzf =0

Segue que:
wa oo
26— g3y m) =0, (8.39)
De 27

01— (p+0e%) = | ; =2 Olds + die
L0 (g, 1 ey 4 (1= (64 o) AT )

0°ef (1= (6 + 6e9))i(dy + doe®) + €S (1 = (¢ + $e))(ds + dye) s+
(1= (6 + @) (ds + dse) (0%€) s = 0
—iwges (dy 4 dee) + (1 — (¢ + pe)) (iwdy) + 05eS (ikn;ped ) (dy + dye®)+
074 (1= (¢ + ¢e*)) (—iknidse®) + (1 — (¢ + 0€))(ds + dae) (—iknidniet) = 0

—iwdydet + iw(l — ¢)dyet — (1 — ¢)dgiknidie =0

iwdyd — iw(l — @)dy + (1 — @)dyik(V, - n) =0,

Que nos fornece:

26— (1= ), + (1 = §)d,(¥, -n) = . (8.40)
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De (8.38)s:

NIGES)
dy T

T . . k2 ki NN
z'wdfv-feC — ikn;pPye + Z—Ppskavag“njniec + R(vlf — 5)eS—

+ P (¢ + ¢6 ) + PFsJkF]sk i + R<@zf - @'LS>6< + R¢(¢_) + Qgeg)ﬂ' + Rstk‘ijz =0

k?
zan¢R¢e + Z—RF ;mkaJ njnz-e4 =0

k2
iwd;0! — ik(Py + Ry)nig + Z—(PF + Rp ) F*njn; + R(6] — 07) = 0

T . - .k2 .
iwdvy —ik(Py + Ry)ng + Z—((PFS + Rp) - (Vve® FI'n))n+ R(¥; —¥,) = 0.
Definindo I1;; = (Pr, + Rp,)kaF?°nin; e multiplicando por — k: , obtemos:

2

%(m + Ry)ng — %d‘f@f — IV, — —R(¥; —¥,) = 0. (8.41)

ik?

De ([8.38).:
o\ 0(05¢) 3 d(0f )

(1= (64 6N ((d + due) 20 = BT E0) = (Hoig(0+ 99) 5 + HrignaFie) -
(R(®] — 95)e" + Ry( + ¢¢%); + RpjuFiis) = 0

_ ~ _ ~ _ ~ k2
iw(1 — (¢4 ¢e))((dy + dge®)vf — dpo! )eS + ikn; H et — zZHFSijkaﬁfF;anmjeC —

N k2
(R(0] = 03)e* — ikn; Rype’ + i— R ko 0F Fl%nyn,eS) = 0
w

_ k;2 ~
iw(1 — @) (dyv? — dsol et — z—(HFS”ka + 6 Rika)0F Flnym et + ik(Hy + 6 Ry)im, e’ —

o - w
multiplicando a equagao por ﬁ

w N U w .
ﬁ(l — 0)(dysd; — dy0]) — (Hpijka + 615 Rp.ka)0EF yn; + E(H¢ + Ry )in;d
w - .
—@R(sz —03)=0
w? = . T w .
721 = 9)(dsvs —dyvy) = (Hp, + 1@ Rr,) - Vs @ Fynn+ - (Hy + IRy )né
w
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Definindo QAZ]C = (HFsijka + 5inka)Fslanlnj, temos:

W A w? A _ . w o R
E(Haﬁ + IRy)ng — ﬁ(l — Q) (dyVy —dgVy) — QY — @R(Vf —v,)=0. (842)

Obtemos o seguinte sistema de equacoes linear nas variaveis {¢, ds, v, v}

wa oo,
%Qﬁ —¢(Vy-m) =0,
%Cis b — %(1 — 3)ds + (1 — $)d,(¥, - n) = 0,
w A w? o . w o .
%(P¢ + Ry)ng — ﬁdfvf —1Ivs — @R(Vf —vs) =0,
W A w? R - A W .
\ E(H¢ + I Ry)ng — p(l —Q)dpvy — dsVs) — QVs — @R(Vf —v,) = 0.
(8.43)
Fazendo U = % e substituindo no sistema anterior
(U¢—¢(¥;-mn) =0,
~ - . ~ w R R
U(Py+ Ry)no — Uzdfvf —IIv, — %R(Vf —vs) =0,
| U(Hy + IRond — U(1 = 9)(dr¥; — d.¥.) = Q. = —5 R(¥; = 4.) =0.
(8.44)

8.2.1 Onda Harmoénica Plana Longitudinal com Constituinte Fluido In-
compressivel

Supondo o deslocamento da onda alinhado com o vetor normal a frente de
onda como ilustrado na figura (7.2)) temos, v, = 0sn e Vy = Usn, que substituindo
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no sistema ([8.44)) nos fornece:

(U — diy =0,

UCZSQAS - U(l - Q_ﬁ)ds + (1 - Q_S)CZS@S =0,
. _ . w (8.45)
UPy— UPdyiy — - Tnb, — =5 R(oy —0,) =0,

_R(by — ;) = 0.

U]:L?Q?) - U2(1 - Q_S)(d_f@f - Js&s) —n- Qn@s - k2

Onde definimos f3¢ =Py + Ry e I:I(;, = Ry +n- Hyn. Agrupando os termos
de forma conveniente no sistema acima

( Uﬁg - é@f = 07
4 .- - R R 1 ~
J— 2 _ 7 2 RS — . 3 —
UPyp —U (df+l,w>vf+U (z’w i Hn)vs 0,
S .- R - 1 A R
J— 2 — — D 2 — _— . — ). =
| Ul - U ((1 &)dy + w)vf +U ((1 #)d, — - Qn + iw>v5 0.
(8.46)
Rescrevendo na forma matricial, obtemos:
U 0 —¢ 0 1rs 0
up, 0 ~U%(dy + £) My | 5| = [o] - @47
U, 0 ~ (- @)+ &) M | L] [0

em que, Msy = U2<ﬁ — #n-ﬂn) e My, = U2<(1 — @)d, — %n-@n—f—%).

w

De forma equivalente

1 0 —¢ 0 - 0

d, 1 0 (1 — ¢)d, ;? 0

% 0 0 (dp+ £) U*( &~ n-fin) ol = o

Ay 0 —U*((1=@)d;+2) v((1-6)d,— - Qn+ £)| Lo 10
(8.48)
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O determinante da matriz de coeficientes se reduz

1 —¢ 0
det | Lo -U* <d_f T %) UZ(% —gen- ﬁn) =0, (849)

iy U (1= @)y +£) U((1-é)d, — gom-Qn+ £)
de onde obtemos o polinémio caracteristico:
U1 — ¢)dudy — U? (1%(1 — ®)od, — (1 — ¢)dm - [In + dym - Qn) ~ Hy¢n-IIn
+Py¢m - Qn — U4% ((1 —¢)dy —dy — (1 - cb)ds)

+U2;z(—n On— Pyp+n- Hn+H¢,¢>
(8.50)

Considerando o caso especial, no qual a energia livre do fluido em equilibrio
e a pressao em poro independem do gradiente de deformacao, Fi,

Vi =1%(s.ds), P =P(9),

de onde obtemos
Rp, =0, Pp, =0.

Logo, X
I =0,
Qi = (Hp)ijraFl*nynj = Lijngn,
que substituindo no polinémio caracteristico (8.50|) nos fornece:
U1 — ¢)dydy — U (15¢(1 — $)bd, + dn - Qn> + Pyén - On
R ) X (8.51)
+= (U0 + (1= 9)d) = U*(n - Qn + Py0)) =0

Reescrevendo a equagao anterior

VP =0 =)+ (042 (@dj;ds) -Gt ) =0

onde

|
%
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Portanto, para este modelo também existem duas ondas longitudinais que se propa-
gam no meio poroelastico. Ambas velocidades de propagacao das ondas sao alteradas
pela presenca dos termos que multiplicam a resistividade R.

A partir da relagao de dispersao, podemos obter os seguintes limites:
Para w — 0 temos

¢dy + (1 — ¢)ds i c B B
U2< (1 — @)dsdy >_<d_f_m>—0 ou U=0. (8.52)
e para w — 00 temos
(U - A)(U? - 2) =0, (8.53)

em que recuperamos os resultados obtidos em [31].

Podemos observar que para altas frequéncias a velocidade ¢; é a mesma do
solido elastico, enquanto a velocidade ¢, da segunda onda é essencialmente uma
onda de compressao do fluido presente nos poros.

Para a onda harmoénica plana transversal o sistema de equacoes é andlogo ao caso
com constituinte sélido incompressivel, Eq. .
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8.3 Sistemas de Equacoes de Governo via Ondas Harmonicas
com Constituintes Sélido e Fluido Incompressiveis

Vamos considerar o sistema de equagoes cujo meio poroso seja incompressivel.
Nesse caso, tanto a densidade real do constituinte sélido d; quanto a do constituinte
fluido dy sao constantes. Ressaltamos ainda que essa condi¢ao nao implica na in-
compressibilidade do meio, uma vez que a porosidade pode variar. Desse modo,
com o objetivo de tornar o sistema de equagoes determinado, consideramos a
pressao em poro P como variavel independente. Portanto, o conjunto de variéveis
independentes para esse sistema ¢ {¢, xf, xs, P}

Considere o sistema de equagoes como citado acima:

(

(?9_(? 4y grad¢> + ¢divv, =0,

_(g_f v, gradg) + (1= g)divv, =0,

Mv(% tvye gradvf> + ggradP — divTy + ¢r = ¢d,g,

(- ¢)d8<% + v, - gradv, ) + (1= g)gradP — divT, — or = (1 - 6)(d, — dy)g.

(8.54)

Variaveis constitutivas:
TSZTS(¢7FS7V)7 Tf:Tf(gbanvv)v r:r(gb,FS,V).

Substituindo as equagoes ([5.10)1_2, desprezando os termos de segunda ordem no
sistema acima e supondo o sistema livre de agoes de forgas externas, podemos rees-
crever o sistema (8.54]) em sua forma linearizada:

( (g—f + vy gradgb) + ¢divvy = 0,
0o .
_<E + v - gradgb) + (1 = ¢)divv, = 0,
an
1% vy gradvy) + radP 4 (RV + Rygrado + B, - gradF,) = 0
OV 9 T
(1—¢) <ds <a—‘; v, gradvs> —dy (% +vy gradvf)) — divT;
L —(RV + R¢grad¢ + RFS . gradFs> - 07

(8.55)
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onde r = RV + Rygrad¢ + Rp,gradFj.

Variaveis constitutivas:

T,=T,0,F,), r=r(¢, F,V). (8.56)

Escrevendo em termos de componentes cartesianas:

(99 ;o
E+Ui¢,z+¢vi,i_ ;
¢

(5 +visa) + (1= o), =0,

o’
dy <— +olvf ) + Pi+ R(v] —v}) + Ry + Riju Fy

ot J Vi gki = 0,

(1-9¢) <d8<a§f + U?Uf,j> - df(%’f + Uf”f;-)) — (Hyijd; + HpijuFly,)

| —(R(v] —v}) + Ry + RpjuFiy;) = 0.

gk

(8.57)

Usando as seguintes relacoes para as variaveis independentes:
() = (x; to) + pe' =),
Xr(Xpot) = X7 (X, to) + xpe =),
Xs(Xsy ) = XX to) + Xoe" 7,
P(x,t) = P(x,ty) + P ),
que, por simplicidade, denotaremos por:
b=0+deC, X=Xyt NpeS, Xo=XoFNe€', P =P+ Pef,
com ¢ = i(wt — kn - x), onde x = x(Xj, to).

Além das relagoes obtidas em ({8.5)), e , temos que admitir que o

gradiente da pressao em poro é dado por:
P; = (P + PeS); = (—ikn;)Pe® logo gradP = —ikPne’.

Utilizando essas relagoes no sistema anterior, (8.57)), temos

20— 09y m) =0,
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%$+(1—$)08-n:o.

que ja foram deduzidas e escritas nas primeiras linhas para os sistemas de equagoes
com densidade do constituinte sélido incompressivel e densidade do consti-
tuinte fluido incompressivel .

Para a pentultima equagao:

8@{ f s
df—, (vj =) + Ry + RpjuFj,; =0
_ o7 ¢ _ o A
df (%te ) + (P + PGC)J' + R(Ul-f — Uf)eg + R¢(¢ + ¢6<)7i + RFsJkF]kz =0

_ A N k2 )
iwd vl et — ikn; PeS + R(0 — 05)eS — ikn; Rype’ + i;RFSkaﬁfFjanjniec =0.

: w
Lembrando que Rp o F7"njn; = Iy e multiplicando a equacao por — 75k , obtemos
i

12 dfv — En,Pe + WR( 09)es — En,R(ﬁgbe + szv e =0

que nos fornece
2 A

ER¢H¢ - def + kPn e R(vf —v,) — [Ivy = 0. (8.58)

E, finalmente, para tltima equacao:

oy . v/ s
(1-9) <d3< 5 T U m) - df( 5t +olv ”)> — (Hgijdj + HriguaFjr,,)
—(R(v] = 0)) + Rygi + RpjuFy;) = 0

- _0(vseS _ o7 et — - k2
(1—0¢— ¢€<)(ds (0:e") d (0 )) - <H¢,ij(¢+¢€<),j +ZEHFsijkanFsl“nl”j€C>—

ot ot
k‘2
(RO = 07)eS + Rol6 + 96)s + i Rrgat S Fifmmse€) = 0

B 2

A - k
iw(l—¢— ¢e<)(d8@f — dff) ) + zknde,Zj(ﬁeC —— HFSZ]]WU F nm]eC

- , 2 k2 X
—R(d] — 0%)eS + ikn;Rype — ZZRFSkavaslanmjec =0

o } 12
—iw(l — @) (ds0] — dsi}) + iknj(Hyij + 6 Rs)d — Z—(HFsuka + 61 Rpka U F L nyn;—

R(0] — o) = 0.
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Lembrando que Qi = (Hp,ijka + 5inFSka)Fsl“nmj e multiplicando a equagao por
w

ik?’

segue que

2

%(Hnﬁ +IR,)én — %(1 — O\ (dpvy — dyv,) — Qv — @R( V) =0. (8.59)

Podemos escrever o seguinte sistema de equagdes linear nas variaveis {¢, P, V¢, V,}:

¢ W ~ - A
2o+ (1= @), =0,
w w? .
ERd)Ilgb - def + kPl’l - ]CQR(Vf - \Afs) — H\Afs = O,
w . w? X
| 7. (Ho+ IRg)om — -5 (1 = 9)(d;¥s — di¥,) — QV, - @R(Vf —V,) = 0.

. w .
Definindo U = — e agrupando os termos de forma conveniente temos:

k

( U(;Aﬁ—gz_ﬁ(fffn) :0,
Ud+(1—-¢)v, n=0,
URyné+Ubn — U (dy + g)vf + U2<£ - %H)vs — 0,
: -
| U(Hy + IR;)dn — U((1 = @)d; + — ) ¥y + U2((1 = §)d, — —Q + ) —0.
(8.60)

8.3.1 Onda Harmoénica Plana Longitudinal com Constituintes Sélido e
Fluido Incompressivel

Supondo que o vetor velocidade do constituinte sélido e do constituinte fluido
estejam alinhados com o vetor normal & frente de onda, vy = 9;n e vy = Oyn e
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substituindo no sistema anterior,
((U¢ — pioy = 0,
U+ (1 — @), =

Definindon - (Hy+ IRy)n =n- [;Q)n e rescrevendo na forma matricial:

U —& 0

0 .

U 0 0 (1) ;’g 8
UR, U —U*(dy+ &) (&~ n i o = [0
UH, 0 —U2<(1—¢3)Jf+§) U2<(1—$)Js—#n Qn+g> b 0

Simplificando,
1 0 —¢ 0 .
1 0 0 (1—9) ¢ 0
2( 7 R 2( R 1 2 P — O
Ry 1 -U (df+a) U(a—mn'ﬂn by 0|’
A, 0 ~0*((1-d)ds+ £) U ((1-@)d, - dm-Qn+ 2| Lo] 10
8.62)
o determinante da matriz de coeficientes se reduz a:
1 —¢ 0
det | 1 0 1 - =0. (8.63)

(1-¢
i, —U2<(1 — ¢)d; + %) U2<(1 — ¢)ds — Z5n- Qn+ %)
Resolvendo o determinante obtemos o polinémio caracteristico:

02(1-0) (1=)dg ) 46 (U2 ((1-0)d— n-Qnet £

5)—(1—<;s)1§r¢> — 0. (8.64)

Reescrevendo a equacgao acima:

1 R

ods + (1 — ¢)ds n-Qn 1~
) ot
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Analisando a relacao de dispersao para baixas frequéncias (w — 0), obtemos

U?=0. (8.66)

Para frequéncias altas (w — 00):

_ ¢n-Qn+o(1 —¢)H,

S a0+ (- opdy (00

No caso simples da relagao de dispersao (8.20)), onde as hipéteses (7.10) e
1) foram empregadas, basta considerarmos Hy = 0, em que obtemos:

2(¢ds +(1—-¢)d;\  m-Qn I R,
que podemos escrever em termos da velocidades de propagacao em um soélido elastico
Pds + (1 - ¢)df 2 1 R 2
U S I Y )
( od, ) -+ 61— 9)d, iw ’
onde
B n- Qn
“a= (]' - gb)ds '

Logo, para esse caso, os limites para as velocidades na relagao de dispersao sao:

Para w — 0,

U? =0, (8.69)

e para w — 00, R

on - QYn
U? = : 8.70
=), + (1= 0%y 510
Ou, de forma equivalente,
U2 — ¢d80%

Como apontado em [31]], nao existe a segunda onda, P2, para este modelo. A onda
de cisalhamento (S) tem a mesma equagao das se¢oes anteriores.
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9 VELOCIDADES DE ONDAS E ESTADO DE
REFERENCIA HOMOGENEAMENTE DEFORMADO

Relembre que consideramos as ondas harmonicas como um movimento de
pequenas deformagoes no estado de referéncia, e o estado de referéncia é assumido
como homogeneamente deformado, caracterizado pelo tensor de deformacao Fy dado
na equagao . Como as relacgoes de dispersao obtida dependem implicitamente
dos tensores II e Q, as velocidades de propagacgao através do meio nao sao neces-
sariamente iguais em qualquer direcao. Em outras palavras, o corpo deformado é
efetivamente anisotrépico em geral.

Deduzimos anteriormente que o tensor actustico é da forma:

Qik = (Hp,ij + 5inFs)kaFégnlnj- (9.1)

Considerando o caso especial (7.10]) e (7.11)), onde a energia interna do cons-
tituinte fluido em equilibrio e o tensor de tensao efetiva no sélido sao dados respec-
tivamente por

1/}? = ¢?<df)7 Ts - TS<FS>7

obtemos:
Hy=0, Hy =0, R;=0, Rp =0.
Supondo
oL
2 f . .
P=dy—=, oqueimplicaem FPys=0, Pr =0
od;

Das consideragoes acima, obtemos:
Py=0, II=0, Hy=0, Hy =0,
A !
Qir = (HFS)ijkaFognlnj = Lijpn;n.

Portanto,
Qa = ((8FTS)[a ® FTn]>n, Va,
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onde T,(F) é a fungao constitutiva da tensao efetiva do solido, a é o vetor amplitude
e n é a diregao de propagacao. Omitimos o indice subescrito 0 e escrevemos F' ao
invés de F, por conveniéncia nas presentes consideragoes.

Com o objetivo de determinar a dependéncia explicita das velocidades das
ondas no estado de referéncia deformado, consideraremos o material Mooney—Rivlin
[28] como um exemplo, dado pela seguinte equagao constitutiva para a tensao efetiva
no soélido

T, = —p(p)] +s.B+s5,B7",

onde B = FFT ¢ o tensor de deformacao de Cauchy-Green & esquerda e s;, sy sao
constantes materiais. Assumiremos que a pressao depende somente do (det F'), tal
que ps = pso/| det F'| e p(I) = s; + s5 e, consequentemente, nao existe tensao efetiva
no estado nao deformado.

Por definigao, temos o gradiente da fungao constitutiva

OrTu(PVH] = LT(F + )| v,

dr 7=0

a partir do qual pelo uso dos seguintes resultados:

d

d—det(F +7H) = (det F)tr(HF™1),
T 7=0

i(F + TH)_T =_—F THTFT,

dr 7=0

nos fornece,

= %(—P(p)f + 81(Fy + Ht)(Fy + H)T + so((Fy + Ht) D) (Fy + Ht) ™) |m0 =

Btr(HE DI + sy (HFF + F,HT) — so(F;TH'B™ + BT'HF ),

(0r,T)[H]

(9.2)
dp

onde 8 = ap

p € assumido constante.

Como )
Qikak = (aFST(Fs))ijka&kanslanj?

entdao Qa = ((9p,T(F,))[a® F'n])n. Fazendo H = n® F'n em (9.2), temos:

~

Qa=pB(a-n)n+s;((n-Bn)a+ (a-n)Bn) —sy((n- B 'a)n+ B 'a), (9.3)
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que pode ser escrito da seguinte forma,

~

Q(n) =fn®@n + 31<(n -Bn)l + Bn ® n) — S9 (n ® B 'n+ B_l), (9.4)

em que podemos notar que a menos que a vetor normal, n, seja autovetor do tensor
de deformagao Cauchy-Green B, o tensor acustico @(n) nao é simétrico.

A partir do tensor Q(n), dado em Eq. , podemos calcular explicitamente
a dependéncia do tensor actustico em funcao da direcao, do tensor de deformacao
B e dos parametros materiais do modelo Mooney-Rivlin. Para isso, basta supor
n - m = 0, que obtemos as relagoes para direcao longitudinal,

n-Qn = (6+2(si(n- Bn) — sy(n- B~ 'n))), (9.5)
e para a direcao transversal,
m - Qm = (s;(n- Bn) — so(m- B"'m)). (9.6)

As relagoes acima determinam as velocidades longitudinais

) n-Qn _ B+2(si(n-Bn) — s3(n- B~'n))

Chn = 1= 9)d, (1= 9)d. (9.7)
e transversais
_ m- Qm _ (si(n- Bn) — s;(m- B"'m))
ﬁm‘xl—¢ws_ (1—¢)ds ’ )

nas relagoes de dispersao dos modelos de propagacao de onda.

Ao substituirmos a identidade e nas relagoes de dispersao para os
modelos de propagacao de onda com densidade do solido constante, densidade do
fluido constante e densidades dos constituintes sélido e fluido constantes, obtemos
as relacoes de dispersao em fungao dos parametros do modelo Mooney-Rivlin e das
diregoes de propagacao.

9.1 Velocidade de onda nas direcoes principais

No estado de referéncia deformado, o tensor deformacio B = FFT pode ser
representado a partir das bases principais, {e;, ez, e3} como,

B = b1e1 ®e1 —|—b282®62—|—b383®63
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e, podemos considerar n = e;, m = e; ou m = e3 de forma que existe uma
velocidade longitudinal (¢; = Uyy) e duas transversais (¢; = Ujs ou Usz), em que

U = \/pi (5 + 2(31b1 - %));

s

Uip = \/i <S1bl - Z—j>, (9-9)

1
U13 = \/— <81b1 — 2)
Ps b3

Em geral, existem nove velocidades principais, trés longitudinais e seis transversais
em um corpo deformado. Os resultados da Eq., podem ser obtidos pelas ja
conhecidas féormulas na literatura para ondas principais em um corpo elastico de-
formado (ver Wang & Truesdell [40] Eqs.(5.16) e (5.18)). Mostramos acima que
tais diregoes preferenciais existem se os eixos actsticos coincidem com as dire¢oes
principais do tensor de deformacao do meio. E neste caso, a onda pode se propagar
em uma dessas diregoes do eixo principal, sendo chamada de onda principal.

A partir das consideracoes anteriores, podemos estabelecer uma relacao entre
as velocidades de propagacao das ondas P1, P2 e S e as direcoes principais do
tensor de deformagao do modelo Mooney-Rivlin. A partir das relagoes de dispersao
para cada modelo de propagagao (8.20), (8.33)), (8.51) e (8.68), ao substituirmos
as velocidades dadas pelo modelo Mooney-Rivlin Eq. (9.9)), como exemplificado nas

igualdades Eqgs. (9.7)), e (9.12).

9.1.1 Velocidade da onda no estado de referéncia natural

Se o estado de referéncia é o estado natural, entao B=1e by = by = b3 =1,
e o resultado da equacao Eq. se torna

2 — _
01=U11=\/6+ (;1 82); o =Up=Usz= Slp 2 (9.10)

Por comparagao com os resultados conhecidos da teoria de elasticidade linear, po-
demos identificar as constantes de Lamé com os paradmetros materiais do material
Mooney-Rivlin,

A =0, =51 — Sg, (9.11)

no estado isotréopico natural.



109

Observando o resultado anterior, vamos exibir os calculos realizados para
obter as velocidades de fase e as atenuacoes sofridas pela onda P1 para o caso
isotropico (quando o estado de referéncia do meio é o natural). Para isso, considere
por exemplo a relagao de dispersao para o modelo com densidade do soélido e fluido

constante, Eq. (8.68)), abaixo:

ods + (1 — ¢)ds 1 R B
v ( od, >_ﬁ“+w1—@%ﬂfﬂ_o’ 912

S+ 2(s1(n- Bn) — sy(n- B~ 'n))

. Podemos reescrever a equacgao ante-

2
onde c,, =
rior da seguinte forma,

2 (1_¢)<¢ds+(1_¢)df)_% 2
U o1—0)d, )=
w? wepa (1 — @)dy

k2 w(l—¢)(¢ds + (1 — ¢)ds) — Ri

w?(1— ¢)(¢ds + (1 — ¢)dy) — whi
Gn®(1 — @)ds ’

k=

em que

L V(= 0)(0ds + (1 - 9)dy) —whi
N Cnn ¢(1 - ¢)ds

Definindo o = (1 — ¢)(¢ds + (1 — ¢)dy), temos:
Vw?la —wRi =a+bi, entdo w?’a —wRi=a®+ 2abi —b°.

Logo,
a? -V = wla
2ab = —wR.
De onde segue que
4a* — 40’0 — W*R* =0, T = a?,

temos:
42% — daw’a — WPR? = 0.

Resolvendo a equagao biquadrada acima em termos da variavel x e depois levando
em consideracao a relacio a? = x, obtemos os seguintes valores para a:

{ N \/cu%z + wvw?a? + R? i\/cu?oz —wVw?a? + RZ}
V2 ’ V2 '
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Portanto, a parte imaginaria b pode ser escrita como:

[+V2 whR V2 whR )
2 Vwra+wvwl2+ B2 2 Vwla—wvea? + B2

Logo,
. \/w2a + wvw?a? + R?
a+bi ==+
V2
+{ V2 wRi V2 wRi }
L2 \/uﬂa + wvw?a? + R 2 \/w2a — wvw?a? + R?
ou

Vwla — wvw?a® + R2
V2
N { V2 whRi V2 whRi }
2 w?2a + wvw?a? + R 2 Vw?a — wvw?a? + R2 '
Podemos agora explicitar a parte real e a parte imaginaria do nimero de onda k da
relacao de dispersao em func¢ao de w, tomando por exemplo

i\/w2a+wm + V2 wRi
V2

Fw) 2 \/w2a+w\/m’

cany/ O(1 — @)d;

a+bi==+

onde a parte real

Rek(w) = i@ \/wQa + wvw?a? + R?
2 Cnn ¢(1 - ¢)ds

e a parte imaginaria, responsavel pelo amortecimento ou atenuagao da amplitude
da frente de onda, é dada por:

9

V2wR
Imk(w) =+ .
2ean/O(1 — ¢)ds \/wZa + wvw?a? + R?

Escrevemos a velocidade de fase para a relacao de dispersao (8.68]) da seguinte
maneira:

(9.13)

w N 2 Wepn\/ (1 — ¢)ds

v = =+t— . (9.14)
T7 Rek(w)  TV2\/ta +wvera® + B2
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Ressaltamos que quando w tende para frequéncias muito altas (w — o0), o
valor limite para a velocidade de fase e atenuacao é dado, respectivamente por:

lim v = %c 0ds
wooo T T\ (od, + (1= d)dy)

R
lim Imk(w) =
) = ol = oo, 0

onde o resultado do limite da velocidade de fase vy ¢ equivalente ao resultado obtido
em (§8.70), se tomarmos n = e; e o tensor de tensdao de Cauchy como o tensor
identidade, B = I.
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10 RESULTADOS NUMERICOS

Para determinar o comportamento quantitativo e qualitativo da propagacao
das ondas harmonicas nos trés modelos considerados neste trabalho, calcularemos
numericamente as relacoes de dispersao, pondo o nimero de onda como funcao da
frequéncia, k = k(w) e dos parametros materiais. Dessa forma, com o auxilio da
computacao simboélica, iremos separar a parte real e a parte imaginaria da fun-
¢ao k(w) e obteremos as velocidades de fase w/Re(k) e o coeficiente de atenuagao,
Im(k), tal como realizado analiticamente para a relagdo de dispersao do Modelo-3,
Eq. a Eq. (9.14), onde foi possivel obter as fun¢oes que descrevem a veloci-
dade de fase e a atenuagao por se tratar de um modelo mais simples, sem muitos
coeficientes na relagao de dispersao.

O nosso objetivo é comparar os resultados que obtivemos neste trabalho com
os resultados obtidos por Wilmanski em [42]. Essa escolha foi feita, pois os resul-
tados obtidos em [42] sdo comparados com os de M.A. Biot em sua teoria classica
de propagagao de ondas harmonicas em meios poroelasticos, [9, [10]. Portanto, se os
resultados apresentados neste trabalho forem compativeis com os resultados alcan-
cados por Wilmanski, entao, consequentemente estarao de acordo com os resultados
obtidos por Biot, cuja teoria desenvolvida, em geral, produz resultados bem aceitos
nas aplicagoes da engenharia.

Na teoria desenvolvida em [42], além das velocidades elasticas de propagagao
das ondas no meio sélido ¢; e c;, no fluido ¢, densidades do constituinte solido py,
do constituinte fluido p; e a porosidade ¢ (ou n em algumas literaturas), foi ne-
cessario introduzir o parametro de tortuosidade a e um fator de acoplamento entre
as tensoes parciais na matriz sélida e a pressao no fluido, que denotaremos por Q,,
na equagao de governo dos constituintes solido e fluido, que serao utilizadas nas
relagoes de dispersdo quando realizarmos comparagoes com o modelo em [42]. O
termo de acoplamento, @), introduzido originalmente por Biot, insere na equacao
de movimento, a interdependéncia das velocidades de propagacao das ondas longi-
tudinais no meio poroso devido a interacao entre os constituintes. A tortuosidade
a, em termos microscopicos, atua como uma modificacao da velocidade de propa-
gacao do fluido. Podemos observar que a teoria de poroelasticidade em Wilmanskz,
[42], necessita de alguns pardmetros cuja interpretacao fisica ¢ diferente das que
utilizamos nesse trabalho. Os parametros descritos por ele, estao relacionados com
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as consideragoes realizadas em [7] e [§] no sentido de alinhar a teoria desenvolvida
por Biot com a abordagem moderna da Termodinamica Racional. Portanto, muitos
termos foram recuperados e ganharam um novo significado ou simplesmente foram
adaptados aos argumentos da teoria da poroelasticidade atual. Ressaltamos ainda,
que possiveis diferengas nos resultados obtidos na modelagem realizada no presente
trabalho, quando comparadas com [42], se devem ao fato das diferentes formulagoes
nas teorias. Uma diferenca, por exemplo, se encontra nos termos que relacionam a
porosidade do meio. Esse termo na teoria aqui apresentada é dado de forma explicita
na relagao de dispersao, por exemplo na equagao . Entretanto, nos resultados
obtidos em [42], essa relagao é dada por uma expressao que depende da tortuosidade
a, que introduz o efeito de massa adicional, que neste trabalho é representado pelo
termo —(1— ¢)d ;v nas equacoes de governo, Eqgs. ,, e que pode ser
entendido como a forga de inércia que atua contra o deslocamento do fluido causada
pelo movimento do sélido através dele.

Uma outra diferenca entre o modelo apresentado neste trabalho e o criado
por Wilmanski, [42], consiste na hipotese de deformagao homogénea do meio. Essa
deformagao faz com que as velocidades de fase e atenuagoes dependam do estado
de tensoes do meio, além das dire¢oes de propagacao. Para estudar os efeitos dessa
hipotese, foi necessério introduzir o modelo material Mooney-Rivlin com o qual pu-
demos explicitar o tensor acustico Q em func¢ao da relagao constitutiva do tensor de
tensao efetiva do solido para o modelo Mooney-Rivlin e da deformagao homogénea
Fys. Portanto, para estudar o comportamento das ondas P1, P2 e S, além da ne-
cessidade de fornecer uma relac¢do constitutiva (fixar um modelo material) é preciso
conhecer o estado de deformagoes do meio, porém nao do dispomos dessa informagao
na literatura. Logo, para comparar os nossos resultados com os resultados de Wil-
manski em [42], tivemos que realizar algumas hipoteses sobre a relagao constitutiva
do modelo Mooney-Rivlin a fim de obter dados coerentes para realizar essa compa-
racao. Essa hipotese levou a um tensor de tensao efetiva nulo ao considerarmos que
o tensor de deformacao Cauchy-Green é a identidade, o que significa que o meio é
nao deformado em seu estado de referéncia, situagao que se traduz, neste trabalho,
como isotropia. A partir dessas consideragoes, as velocidades de fase e decaimento
da frente de onda podem ser estudadas para o meio isotropico, caso abordado por
Wilmanski. Portanto, poderemos obter das Eq. e Eq. dados para as
velocidades elésticas do sélido e fluido no meio isotrépico por comparacao com a
teoria linear (Lei de Hooke) e utiliza-las nas relagoes de dispersao dos modelos de
propagacao de ondas harmonicas apresentados, uma vez que sao compativeis com
os dados utilizados por Wilmanski.
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Como, em alguns casos, realizaremos comparagoes quantitativas entre o mo-
delo de propagacao neste trabalho e o modelo descrito em [42] é conveniente de-
finir uma notacao para as velocidades limites alcangadas. Vamos definir essas

velocidade por: Ply, P2,,S5, = limwﬁoo#(k); Ply, P2y,Sy = lim,_, 9%~

Re(k)*
E, de maneira anédloga, definimos as atenuagoes K(1,2,9)s = limy, o Im(k(w))
e K(1,2,9)¢ = lim, ,oIm(k(w)). Empregaremos o uso da letra w sobrescrita

P(1,2)*, K(1,2)" e S, para denotar os resultados obtidos em [42].

Para calculos numéricos posteriores, tomaremos por conveniéncia, os seguin-
tes valores obtidos por meio de comparagao extraidos de [42]

s1 = 56.250kPa, s, = 50.625kPa, B =4.375kPa, d, =4.167kg/m? (10.1)

onde foram utilizadas as equacgoes Eq. e Eq. . Além disso, adotaremos
varios valores para a porosidade no estudo qualitativo das relagoes de dispersao dos
Modelo-1, Modelo-2 e Modelo-3, como um estudo similar nao ¢é realizado em [42] é
necessario adaptar os dados utilizados.

Com os resultados, Eq. e Eq. , temos para o estado natural do
meio, os seguintes valores para as velocidades c;, co € ¢, utilizados nos Modelos-1
e 3 (para o Modelo-2, ¢y nao é a velocidade em um fluido elastico) em fungao da
porosidade

1. 1.162
936 m/s, co = 1.000m/s, Cs = 6
1=¢ 1=¢

Esse valores foram estimados da seguinte forma. Em [42], a velocidade ¢;, para a
porosidade ¢ = 0,4 é dada por:

A+2
e =4/ :RM:Q.SOOm/s,

onde pf = 4.167 kg/m? ¢ a densidade real adotada. Utilizando as notagdes neste
trabalho e por comparagao com a velocidade ¢; dada em [42], obtemos a constante
de proporcionalidade em fungao dos parametros do modelo Mooney-Rivlin, que sera
utilizada com o objetivo de "normalizar"a velocidade ¢;, quando variarmos a poro-
sidade do meio

= m/s. (10.2)

2(s1 — s —
\/5 ?1 ES;)dSQ) — 2,500, entdo \/5+ (;1 %) _ /06 x 2.500 = 1.936 m/s.



115

Portanto, de

\/ﬁ+2(31 — 5) 1.936
C1 =

podemos deduzir que ¢ = :

(1_¢)ds ’ 1—gz§

De forma analoga podemos determinar a velocidade da onda de cisalhamento, c;,
em funcao da porosidade.

b,
ds’
nao é a velocidade da onda em um fluido elastico puro, como ocorre para a velocidade
co no Modelo-1, devemos relaciona-la com resultados que conhecemos no Modelo-
1, com o objetivo de realizar os estudos qualitativos nas relagoes de dispersao do
Modelo-2 de forma coerente. Para isso, vamos analisar a pressao em um fluido puro
e realizar algumas consideragoes a fim de obter alguma aproximagao para velocidade
¢ no Modelo-2. Como ressaltado anteriormente, a pressao do fluido em funcao da
energia livre é dada por,

. O (bd
py= piﬁg), logo  py = ¢2df%,

Um vez que a velocidade da onda P2 para o Modelo-2 dada por ¢y =

onde dy ¢ constante no Modelo-2. Expandindo a energia livre, podemos aproximar
para algum valor ¢q

O (9dy)
U§(ods) = ¥)(00dg) + —5| (6= d) +o0(2)

Para ¢p = 0,5 € 0,2 < ¢ < 0,8, podemos assumir que o termo de segunda
ordem em |¢ — ¢g| pode ser desprezado, e obter:

Oy (pdy) - Oy (pdy)

= (),
P ¢ $=do 0
onde Cj é uma constante. O que implica em
P = ¢d fco.

Vamos assumir que o tensor de resistividade é uma fungao apenas do gradiente de
deformacao do sélido e da velocidade relativa, r = r(Fs, V'), obtemos que P, = Py
e, portanto, a velocidade da onda P2 para o Modelo-2 é aproximada por

Cy = ¢d—?%\/¢00.
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Para ser consistente com a Eq. (10.1)), tomaremos /Cy = 1.581, de forma que
podemos considerar a velocidade da onda P2 com o seguinte valor:

¢y = 1.581y/¢ m/s,
para substituir o valor ¢y correspondente na Eq. (10.2) do Modelo-2.

Os graficos do problema det(A) = 0, para o caso especial (7.10) e (7.11)),
foram gerados com o auxilio do software Maple 13.

Como os resultados obtidos no presente trabalho ¢ em [42] ndo sdo com-
parados com dados experimentais, vamos usar a nomenclatura "diferenca relativa
percentual” com o objetivo de comparar numericamente os resultados. Definimos a

| UO,oo = UO,oo |

. . . Ply,P?2 P1,P2

diferenca relativa percentual da seguinte forma, d, = S - 100.
UP1y, P24

10.1 Resultados Numéricos Para o Modelo com Soélido In-
compressivel

Geramos alguns gréaficos que mostram as diferencas das velocidades de fase
¢ atenuagoes nos modelos apresentados neste trabalho e em [42]. Os parametros
utilizados nesta comparagao foram @, = 0,2 GPa, a = 1,75, ¢; = 2.500 m/s ,
ce = 1.000 m/s, ¢ = 0,4, dy = 625 kg/m?, d; = 4.166,6 kg/m* e R = 10® kg/m?s.
Com excegao dos parametros @, e a, que so sao utilizados em [42], todo restante é
comum a ambos os modelos.

A velocidade para frequéncias proximas da origem, para a onda P1 que utiliza-
del—
—f—¢c§> U? =0 e, em [42] a mesma

_\ds ¢
41 + 29
! 2 P~ onde r = ﬁ Dessas equagoes seguem
L+ Ps
as velocidades limites encontradas em ambos os trabalhos. Obtivemos que as veloci-
dades para baixas frequéncias das ondas P1 obtidas possuem valores bem proximos,
Ply = 2,499.422964 m/s e P1y = 2.432,138354m/s, como podemos observar em
P1y — P1
Fig. [10.1] e apresentam uma diferenca relativa percentual, d, = % -100 =
0
2,766479542%. Assim como o limite para a velocidade de fase para altas frequén-

mos é dada pela equagio (U —c;)(U*—c3)— (

velocidade ¢ dada por U? =
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(b(l - (b)dsC% + ngf
¢(1 - ¢)ds + ¢2df
r{(1 —r(1 —a)) — Hac’, — 3} —r{r(l —a)c’, — %}2 = 2.468,0963231 m/s,

que foi retirada de [42]. A diferenga relativa percentual éntre as velocidades, nesse
caso, ¢ de d, = 3,399037396%.

= 2.551,987842m/s e P1Y :=

cias nos fornece Pl := U? =

A figura, Fig.[10.2] mostra a atenuagao sofrida pela onda P1. Os valores limi-
tes para as atenuacoes foram K1, = 1,648725586 [1/m]e K1Y = 1,529421044 [1/m]
o que fornece uma diferenca d, = 7, 800634264 %.

Parte real (Velocidade de fase) Parte imagindria (Atenuagdo)

= 2500] — 1
o2 B
= 24801 =
Rz
24604 0,51
24404
E) 206000 406000 60(;000 806000 IOObOOC o
(] 0 200000 400000 600000 800000 1000000
l_ P1-Modelo 1 Pl Wilmanskij ®
|— ImP1-Modelo 1 === ImP1 Wilmanski
Figura 10.1: Velocidade de fase ge-
rada nesse trabalho (vermelho) e em Figura 10.2: Atenuacao gerada nesse
[42] (azul). trabalho (vermelho) e em [42] (azul).

Na figura [10.3] observamos uma diferen¢a numérica mais acentuada entre
os dois modelos de propagagao. A velocidade de propagacao da onda P2, para
frequéncias muito altas, w — oo, possui o valor P2, = 979,3797652m /s, enquanto
o resultado obtido em [42] vale P2¥ = 745,9529208 m/s, gerando a diferenga d, =
31,29243653%. A diferenca entre esses valores pode ser consequéncia das diferentes
formulacoes nas teorias de meios porosos. Por exemplo, a influéncia do parametro
de acoplamento entre as tensoes parciais, (), dos constituintes do meio. Como
ressaltado em [42], esse parametro altera quantitativamente as velocidades de fase,
mas nao qualitativamente.

A velocidade da onda P2, para frequéncias proximas de zero, deve desaparecer
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como previsto teoricamente. Esse fato ¢é ilustrado em Fig. no qual exibimos as
velocidades da onda P2 com w < 1073. Além disso, calculamos os valores limites
para a atenuagao da onda P2 do Modelo-1 e em [42]. Os valores limites encontrados
para o nosso modelo foram: K2, = 85,55666501 [1/m] e, para o modelo [42],
Fig. [10.5| K2¥ = 156,5423996 [1/m]. Esses resultados apresentam uma diferenga
relativa percentual de d, = 45, 34601154%.

Parte real (Velocidade de fase) Parte real (Velocidade de fase)

900] 0.10]
200] 0,091
0,081
7001
R 007
= 6001 =
3 0,061
3 E 5004 E 0,051
& a0 & 004
3001 0,031
200-] 0.0
0.0
100
200000 400000 600000 800000 100000C 0 00002 0,004 00006 00008 0,001C
® ®
|— P2-Modelo 1 === P2 Wilmanskil |— P2-Modelo 1 === P2 Wilmanskil
Figura 10.3: A diferenca das velocida- Figura 10.4: os valores limites para as
des de fase das ondas P2, e P2¥. ondas P2y e P2y, com w < 1073,

Abaixo, comparamos as velocidades de fase das ondas transversais, Fig. [10.6
e as atenuacoes, Fig. sofridas para o Modelo-1 e em [42]. As velocidades de
fase limites encontradas foram Sy = 1.430,323126m/s e Sy = 1.430, 323126 m/s.
Obviamente, a diferenca relativa é desprezivel. E as atenuagoes para essa onda foram
de KSo = 5,3328514[1/m] e KS¥ = 4,262957327[1/m] gerando uma diferenca
d, = 25,09746148%. Além disso, os limites para as ondas transversais em frequéncias
muito altas, w — 0o, para este trabalho é de S, = 1.500, 135550 m/s, que é muito
proximo do resultado obtido no trabalho [42], que gerou S¥ = 1.468,987475m/s,
apresentando uma diferenca relativa d, = 2,120377099%.

Os dados utilizados para gerar os graficos foram ¢, = 1.500 m/s, ¢ = 0,4, d; =
625 kg/m? d, = 4.166,6 kg/m3 a = 1,75, R = 7 = 10® kg/m>s.

A figura [10.8] exibe as velocidades de fase limite, w — 0, para ambos os
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Parte imagindria (Atenuagao)
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S {k(w)
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0 200000 400000 600000 800000 1000000
0

|_ ImP2-Modelo 1 ImP2 Wilmanski

Figura 10.5: A diferenga entre as ondas geradas pela teoria [42] e [31] esta de acordo
com os resultados obtidos para as velocidades de fase das ondas P2 Fig. .

Parte real (Velocidade de fase) Parte imagindria (Atenuagdo)
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Figura 10.6: Velocidade de fase da Figura 10.7: Atenuacgao sofrida pela
onda de cisalhamento. onda de cisalhamento.

modelos. No caso das ondas transversais em [42], foi demonstrado a independéncia
do termo de acoplamento entre as tensoes parciais ().
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Parte real (Velocidade de fase)
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Figura 10.8: Diminuimos a escala do grafico da velocidade de fase da onda S em
torno da intersecao com o eixo vertical.

10.2 Influéncia da porosidade na relagao de dispersao

Nesta secao analisaremos como o comportamento das velocidades de fase e
atenuacoes para as ondas P1, P2 e S mudam ao variarmos a porosidade do meio.
Faremos essa anélise para cada um dos modelos de propagacao que nos referiremos
como Modelo-1, para o modelo com sélido incompressivel, Modelo-2 com fluido
incompressivel e Modelo-3 com sélido e fluido incompressiveis. Utilizaremos para
este fim o seguinte conjunto de dados da tabela , em que c; é a velocidade de

Parametros ds ds 1 Co Cs R
Unidades | kg/m® | kg/m® | m/s m/s m/s | kg/m’s™!
I. 1,162
Valores | 4.166,6 | 650 030 1.000 10 108
1—-¢ 1-¢

Tabela 10.1: Parametros utilizados nas relacoes de dispersao para os modelos com
posidade ¢ = {0,2;0,4;0,6;0,8}.

propagacao da onda P1, ¢, é a velocidade de propagacao da onda de cisalhamento
S em funcao da porosidade, ambas no sélido elastico. E ¢y, velocidade da onda P2
em um fluido elastico e R é a resistividade do meio.



121

Veremos que o comportamento dos graficos das velocidades de fase e atenua-
¢oOes apresentam um crescimento nas velocidades limites a medida que aumentamos a

porosidade do meio. Esse comportamento, embora nao muito intuitivo, pode ser ex-
1,936
?

vVi=¢

para a onda S, utilizada nas relagoes de dispersao

plicado ao notarmos que a velocidade de propagacao no solido elastico, ¢; =

1,162
V10
para diferentes valores de porosidade mostram, que quanto maior a porosidade fi-
xada para o meio, menor serd o denominador das referidas velocidades e, portanto,
os valores de c¢; e ¢, serao maiores. Fato também observado nas solucoes simplifi-
cadas (Eq. [8.20] e Eq. [8.33)), que fornecem as relagdes de dispersdo, cujo os termos

VT TV a =g, P '

Na legenda das imagens que apresentaremos, as notagoes P(1,2),9%, ImP(1,2),%
e Snu%, representam o valor em porcentagem (n) da porosidade considerada para o
meio na relacao de dispersao.

para a onda Pl e ¢, =

10.2.1 Influéncia da Porosidade nas Velocidades de Fase com Consti-
tuinte Sélido Incompressivel

A onda P1 se propaga através da estrutura soélida em fase com o fluido (pp.
812-813, [25]). Como discutido no segundo paragrafo dessa segao, uma porcentagem
maior de poros (preenchidos pelo fluido), nao altera a caracteristica de crescimento
das velocidades de propagagdo da onda, como exibido em Fig. [I0.9) Mais pre-
cisamente, podemos notar nos termos que apresentam as densidades parciais dos
constituintes descritos nas solugoes simplificadas das relagoes de dispersao, que na
medida em que a porosidade do meio aumenta, a densidade parcial do soélido, ps,
diminui. Esse comportamento faz com que muitos dos coeficiente da equagao biqua-
drada, que acompanham as velocidades elésticas no sélido e fluido, possuam valores
muito altos. Portanto, é razoavel presumir que as velocidades de propagacao das
ondas tendem a aumentar com o acréscimo da porosidade do meio. Uma outra ca-
racteristica nas velocidades de fase, é que em geral, elas sofrem pouca influéncia da
variacao da frequéncia. Esse fato é notado pelo comportamento quase constante nos
graficos das velocidades de fase, Fig. [10.9] Isso significa que a onda P1 sofre pouca
dispersao ao se propagar pelo meio. Além disso, como ja estabelecido na literatura,
a onda P1 sofre pouca atenuagao, Fig. [[0.10] Essa caracteristica também pode ser
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justificada pelo fato da onda P1 induzir um movimento do constituinte fluido em
fase com a matriz solida (cap.1, [19]).

Real part (Phase Speed)

6000
Imaginary part (Attenuation)
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3
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N— 8
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&2
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0 200000 400000 600000 8000001000000

© 0 200000 400000 600000 800000 1000000
|_P120_P140 P160_P180| o
|—— ImP1,, —— ImP1,, ImP1 ) —— ImP1g|
Figura 10.9: Velocidades de fase da
onda P1 para vérios valores de poro- Figura 10.10: Atenuagao da onda P1
sidade. para varios valores de porosidade.

A onda P-lenta ou P2, também se propaga na interface solido-fluido, mas
ao contrario da propagacao da onda P1, a propagacao é associada primeiramente
ao movimento do fluido nos poros e modificada pela presenca da matriz solida (ver
[34]), com esse movimento ocorrendo fora de fase. Em consequéncia, essa onda
sofre uma maior atenuacao ao se propagar pelo meio poroeléstico, como podemos
observar em Fig. [[0.13] As velocidades de fase sdo sensiveis a baixas frequéncias
como exibido em Fig. , na qual notamos que um aumento na frequéncia (para
cada velocidade de fase associada a uma porosidade) resulta em uma diminuigdo na
taxa de crescimento das velocidades de fase da onda, Fig. [[0.11] Esses resultados
vao ao encontro dos resultados obtidos em [1] e [3].

Fixada a porosidade do meio, a atenuacao sofrida pela onda P2 é mais sensivel
para baixas frequéncias, Fig. [10.13] na qual observamos uma taxa de crescimento
elevada para w < 10°, se comparada com valores maiores no eixo das frequéncias
em que, basicamente a influéncia da porosidade é observada. Esse comportamento
fica evidente para valores muito altos de w, onde as atenuagoes encontram valores
assintoticos em todos os graficos. Além disso, podemos notar que existe um padrao
entre o crescimento da atenuacao em funcao da diminuicao da porosidade e do
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Figura 10.11: Velocidades de fase da
onda P2 para vérios valores de poro- Figura 10.12: Grafico da velocidade
sidade. de fase da onda P2 para w < 1073.

crescimento da frequéncia (para baixos valores de w), Fig. [10.14] Isso significa
que quanto maior a frequéncia e menor a porosidade, mais rapidamente ocorre o
decaimento da amplitude da onda. Dessa forma, quanto maior a densidade parcial
do solido, mais acentuado serd o decaimento da frente de onda. Esse comportamento
¢ oposto ao encontrado no gréafico que representa o decaimento da frente de onda

P1, Fig. [10.10,

As imagens a seguir, Tab. [10.2], Fig.[10.15| Tab. e Fig. [10.16, mostram as
velocidades de fase da onda P1 em funcao da porosidade do meio para altas e baixas

frequéncias, respectivamente. Em Tab. [10.4] e Fig. [10.17 temos a representagao
grafica para a atenuacao sofrida pela onda P1 em funcao da porosidade do meio
com os valores limites, (w — 00).

A figura [10.18], mostra a diferenca nas velocidade de fase, com frequéncias
proximas de zero, w — 0, em azul, e para o limite, w — 0o, em vermelho, para onda
P1 em funcao da variacao da porosidade do meio. Como observado anteriormente,
existe pouca influéncia da frequéncia nas velocidades de fase, entao as mudancas se
devem, essencialmente, a variacao da porosidade do meio.

A representagao das velocidades de fase limite, w — 00, e atenuacoes sofri-
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Figura 10.13: Atenuagao da onda P2
para varios valores de porosidade.

| Porosidade (¢) | Velocidade (m/s) |

0,2

2.334,374751

0,4

2.554,050025

0,6

3.080,013877

0,8

4.333,782413

variando a porosidade para altas frequéncias.
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Figura 10.14: Grafico da atenuacao

da onda P2

para w < 1073,

Poroside (¢ x 20%) vs Velocidade da onda P1
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Figura 10.15: Representacao gré-
Tabela 10.2: Velocidade de fase da onda P1, fica da

velocidade da onda P1

para altas frequéncias.

das pela onda P2 em funcao da variagao da porosidade sao exibidas nas imagens
(Tab. [10.5] Fig. e (Tab. Fig. [10.20), respectivamente. De modo seme-
lhante ao que encontramos para as ondas P1, quanto mais poroso o meio se torna,
maior a velocidade de fase da onda P2, Tab. e Fig[T0.19] Além disso, quando a
porosidade do meio atinge valores superiores a 60%, ¢ > 60%, nao observamos mu-
dancas significativas para as velocidades limites da onda P2. As imagens, Tab.
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Poroside (¢ x 20 %) vs Velocidade da onda P1 (w->0)
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Figura 10.16: Representacao gré-
Tabela 10.3: Velocidade de fase da onda P1, fica da velocidade da onda P1
variando a porosidade para baixas frequéncias.  para baixas frequéncias.

Porosidade (¢p x 20%) vs ImP1

—
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¢ 44
’ Porosidade (¢) ‘ Atenuagao (1/m) ‘ z
0,2 0,01473878751 1
0.4 1,649208403 1 : : :
06 1,954465161 0
0,8 10,76436264

Figura 10.17: Representacao gra-
Tabela 10.4: Atenuagao da onda P1, variando fica da atenuagdao da onda P1
a porosidade para altas frequéncias. para frequéncias altas.

e Fig. , mostram os valores (w — o0) da atenuagao sofrida pela onda P2 ao se
propagar no meio para diferentes valores de porosidade. Fica evidente que quanto
menos poroso o meio, maior é a atenuacao da onda P2. Isso Mostra o comporta-
mento difusivo da onda P2, em que o movimento do constituinte sélido ocorre fora
de fase, provocando o decaimento da onda P2.
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Porosidade (¢p x 20%) vs Velocidade da onda P1
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Figura 10.18: O grafico mostra a diferenga entre as velocidades de propagagao da
onda P1 sob a influéncia da mudanca da porosidade do meio em baixas frequéncias

(azul) e altas frequéncias (vermelho).

| Porosidade (¢) | Velocidade (m/s) |

0,2 927,2349276
0,4 978,5880977
0,6 993,8542153
0,8 998,0028512

Tabela 10.5: Velocidade de fase da onda P2,
variando a porosidade em altas frequéncias.

Porosidade (@ x 20%) vs Velocidade da onda P2
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Figura 10.19: Representacao gré-
fica da velocidade da onda P2
para frequéncias altas.

Os graficos retratam a influéncia da mudanca da resistividade do meio na
velocidade de fase e atenuagao da onda P1 figuras Fig. [10.21], Fig.[10.22|e P2 figuras
Fig. [10.23| e Fig. [10.24] Os parametros utilizados para gerar o grafico foram, 10* <




| Porosidade (¢) | Atenuagao (1/m) |

0,2 86,16282544
0,4 82,47625355
0,6 80,15445172
0,8 78,35490678

Tabela 10.6: Atenuacao da onda P2, variando

a porosidade em altas frequéncias.
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Porosidade (¢ x 20%) vs ImP2
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Figura 10.20: Representacao gré-
fica da atenuacao da onda P2
para frequéncias altas.

R < 10° m?, d; = 4.166,6 kg/m?, dy = 625 kg/m*, ¢ = 0,4, ¢; = 2.500 m/s,

co = 1.000 m/s.

Velocidade de fase P1 como fungdo da frequéncia e resistividade

Resistividade

Figura 10.21: Velocidade de fase da
onda P1 em funcao da frequéncia e
resistividade do meio.

Atenuagdo P1 como fungéo da frequéncia e resistividade

2, %108
4, %108

6, = 107
g, % 108
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Figura 10.22: Atenuacgao sofrida pela
onda P1 em funcao da frequéncia e
resistividade do meio.
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Velocidade de fase P1 como fungio da frequéncia e resistividade Atenuagdo P2 como fungéo da frequéncia e resistividade

00000 2, % 10° 200000

4, % 107 4% 107

6. 108 00000 6, % 108

Resistividade 8, x 10 200000 o Resistividade g, % 10° 200000 o
1, 10% 1000000 1, % 10¥ 1000000

Figura 10.23: Velocidade de fase da Figura 10.24: Atenuacgao sofrida pela
onda P2 em funcao da frequéncia e onda P2 em funcao da frequéncia e
resistividade do meio. resistividade do meio.

10.2.2 Resultados Numeéricos Para o Modelo com Sélido Incompressivel
Ondas Transversais

A seguir analisamos alguns resultados obtidos para as ondas de cisalhamento.
Os graficos foram gerados com os parametros da tabela . Variamos apenas os
valores para porosidade do meio, ¢ = {0,2;0,4;0,6;0,8}. Observamos que os limites
para velocidades de propagacao da onda S nao se alteram significativamente quando
variamos a frequéncia. Entretanto, quando consideramos a variacao da velocidade
de fase em funcgao da porosidade, tanto para baixas quanto para altas frequéncias,
notamos uma considerédvel influéncia no comportamento dos gréaficos. Além disso,
as velocidades alcancadas pela onda S, sao menores que as que obtivemos para
as ondas P1. Esse comportamento se deve ao fato da onda P1 ser uma onda de
compressao e, dessa forma, ao transmitir energia para o meio, ela o faz de forma
mais eficiente do que a onda S, que induz um movimento para as particulas em
uma diregao transversal a diregdo de propagacao da onda (Seq. 2.8, [39]). Esses
resultados estao de acordo com os que foram obtidos na parte tedrica, na qual a
velocidade de propagacao para baixas frequéncias, w — 0, é dada por

G(1—¢)ddy  cps

U? =
dp((1 — ¢)ds + ¢dy) p

(10.3)
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e para altas frequéncias (w — 00),

pr= 2 ¥m _ 2 (10.4)

A figura [10.25] mostra que os valores para as velocidades de fase tanto para
baixas frequéncias, (w — 0), quanto para altas frequéncias, (w — o0), s@o sensi-
veis & variagao da porosidade do meio. Para altas frequéncias, o resultado mostra
uma convergéncia assintotica para velocidades de fase limites, dadas pelas equagoes
Eq. . Nao existe uma diferenga significativa para baixas e altas frequéncias.
Isso sugere que o meio é pouco dispersivo. Como a onda de cisalhamento se propaga
pela matriz solida em fase com o movimento do fluido, nao ocorre um "processo di-
fusivo"e, portanto, observamos baixos valores para o decaimento de sua amplitude,

Fig. [10.26]

Real part (Phase Speed) Parte imagindria (Atenuacdo)
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(O] ()
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Figura 10.25: Velocidade de fase Figura 10.26: Atenuacao da onda de
da onda de cisalhamento para ¢ = cisalhamento para a porosidade do
{0,2;0,4;0,6;0,8}. meio variando.

A seguir estao os valores alcancados pela onda de cisalhamento, Tab. ea
representagao grafica, Fig.[10.27] das velocidades de fase limite para altas frequéncias
em fungao da variagao da porosidade. Na figura [10.28] exibimos o comportamento
da atenuacao para a frequéncia limite, w — oo, da onda de cisalhamento. Na
representacao grafica, Fig.[10.29] da tabela exibimos as velocidades para baixas
frequéncias das ondas de cisalhamento em funcao da porosidade.



| Porosidade (¢) | Velocidade (m/s) |

0,2 1.299,155495
0,4 1.500,135549
0,6 1.837,283320
0,8 2.598,310989

Tabela 10.7: Velocidade de fase da onda S, va-
riando a porosidade em altas frequéncias.

| Porosidade (¢) | Atenuagao (1/m) |

0,2 2,3090077
0,4 5,3324249
0,6 9,796289935
0,8 18,47206145

Tabela 10.8: Atenuacao da onda S, variando a
porosidade em altas frequéncias.

130

Porosidade (¢ x 20%) vs Velocidade da onda S
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Figura 10.27: Representacao gré-
fica da velocidade da onda S para
frequéncias altas.
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Figura 10.28: Atenuagoes da
onda de cisalhamento,w — o0, e
porosidade do meio variando ¢ =
{0,2;0,4;0,6;0,8}.

10.2.3 Resultados Numéricos Para o Modelo com Fluido Incompressivel

Analisaremos a seguir, a influéncia da variacao da porosidade do meio so-
mente para a velocidade de propagacao das ondas P1 e P2, uma vez que a relagao
de dispersao, que fornece a velocidade de fase e a atenuacao para a onda S nesta
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Porosidade (@ x 20%) vs Velocidade da onda S (w->0)

2000
1900+

18001

—_

"3 17001
Sz
E{/ 16004
1500+
’ Porosidade (¢) \ Velocidade (m/s) ‘ 14001
0,2 1.274,541593 1300<i | : 4
0,4 1.427,734988 0
0,6 1.653,947982
0,8 2.038.941626 Figura 10.29: Velocidades limi-

tes para baixas frequéncias para a
Tabela 10.9: Velocidade de fase da onda S, va- onda de cisalhamento com a po-
riando a porosidade em baixas frequéncias. rosidade do meio variando.

se¢ao, é idéntica ao caso com densidade do constituinte solido constante. Os da-
dos utilizados nas relagoes de dispersao desse modelo sao os mesmo descritos da
tabela [10.1] exceto a para a velocidade, ¢y, de propagacao da onda P2, que como
vimos anteriormente, ¢ dado por ¢, = 1.5811/¢ m/s.

Assim como no Modelo-1, tanto as velocidades limites para as ondas P1,
Fig. [10.30, quanto as atenuagoes, Fig. [10.31] apresentam convergéncia para altas
frequéncias e a influéncia do aumento na porosidade do meio, causa um aumento
significativo nas velocidades de fase para frequéncias proximas de zero.

A velocidade de fase da onda P2, bem como sua atenuacao, sao apresentadas
em Fig. e em Fig. [[0.33] respectivamente. Nesse caso, se compararmos o0s
resultados para onda P2 do Modelo-1, perceberemos uma grande diferenca quanti-
tativa entre os graficos. As imagens, Fig. e Tab. representam o limite
das velocidades de fase para a onda P1 em altas frequéncias.

Nas imagens, Fig.[10.35 e Tab. [10.11] apresentamos os casos limites, w — 00,
das atenuagoes alcangadas pela onda P1. Em Fig. [10.36] e Tab. [10.12] exibimos
as velocidades de fase em baixas frequéncias para as ondas P1 com os valores da
porosidade variando. J& as velocidades limites da onda P2 sao apresentadas em

Fig. e Tab.[10.13|e suas respectivas atenuacoes estao representadas nas imagens
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Figura 10.30: Velocidades de fase da
onda P1 para varios valores de poro-

sidade.

Parte real (Velocidade de fase)

14004

12004

10004

8004

600

4007

200

0 200000 400000 600000 8000001000000

[O)
|_P220_P240_P260_P280|

Figura 10.32: Velocidades de fase da
onda P2 para vérios valores de poro-
sidade.

Fig. [10.38e Tab. [10.14]
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Figura 10.31: Atenuacao da onda P1
para varios valores de porosidade.
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Figura 10.33: Atenuag@o da onda P2
para véarios valores de porosidade.



| Porosidade (¢) | Velocidade (m/s) |

0,2 2.164,513800
0,4 2.499,365251
0,6 3.061,084776
0,8 4.329,027599

Tabela 10.10: Velocidade de fase da onda P1,

variando a porosidade em altas frequéncias.

| Porosidade (¢) | Atenuagao (1/m) |

0,2 0,7237218122
0,4 2,285750110
0,6 5,132861589
0,8 10,75597349

Tabela 10.11: Atenuacao da onda P1, variando
a porosidade em altas frequéncias.
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Poroside (¢ x 20%) vs Velocidade da onda P1
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Figura 10.34: Velocidades limites
para altas frequéncias da onda P1
com a porosidade do meio vari-
ando.

Porosidade (¢ x 20%) vs ImP1

—
(=1
1

—_ N W ke Ul oy N e ©
! I f 1 1 1 h N I

—
[N}
w-|
'S

0

Figura 10.35: Valores limites de
atenuacao da onda P1 para al-
tas frequéncias, com porosidade
do meio variando.



| Porosidade (¢) | Velocidade (m/s) |

0,2

2.145,481058

0,4

2.427,725058

0,6

2.840,326855

0,8

3.535,595322

Tabela 10.12: Velocidade da onda P1, variando

a porosidade em baixas frequéncias

| Porosidade (¢) | Velocidade (m/s) |

0,2

707,0446945

0,4

999,9121963

0,6

1.224,637334

0,8

1.414,089389

Tabela 10.13: Velocidade da onda P2, variando

a porosidade em altas frequéncias.
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Poroside (¢ x 20%) vs Velocidade da onda P1
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Figura 10.36: Valores limite para
velocidade de fase da onda P1,
para baixas frequéncias com po-
rosidade do meio variando.

Porosidade (¢ x 20%) vs Velocidade da onda P2
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Figura 10.37: Valores limites da
velocidade de fase da onda P2
para altas frequéncias, com poro-
sidade do meio variando.

10.2.4 Resultados Numéricos Para o Modelo com sé6lido e fluido Incom-

pressiveis

Os resultados para o Modelo-3, estao representados nas imagens abaixo,

Fig.|10.39| a Fig. [10.42] Assim como previsto em [31], obtivemos apenas uma onda
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Porosidade (¢ x 20%) vs ImP2
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0,2 110,8223167 . : : ;
0,4 79,21646807 o
0,6 64,67997533
0,8 55,41115839 Figura 10.38: Valores limites da

atenuacao da onda P2 para al-
Tabela 10.14: Atenuacao da onda P2, variando  tas frequéncias, com porosidade
a porosidade em altas frequéncias. do meio variando.

de compressao P. Portanto, para gerar todos os graficos, utilizamos os dados da
tabela, Tab. excluindo a velocidade da onda ¢y, pois para esse modelo a relagao
de dispersao independe dessa velocidade. O comportamento qualitativo das velo-
cidades de fase e atenuacoes, apresentam coeréncia com os resultados obtidos nos
Modelos 1 e 2. Nao exibiremos os resultados para a onda S, uma vez que a relacao
de dispersao é a mesma encontrada para o Modelo-1. As atenuagoes da onda P para
baixas e altas frequéncias sao apresentadas em [10.40]

Abaixo apresentamos alguns valores limites para a propagagao da onda P,
Tab. [10.15, Fig. [10.41] Nos valores numéricos alcancados pelos graficos que
representam a atenuagao, observamos que, em geral, quanto menor a porosidade
do meio maior é a atenuagao da amplitude da onda P, Tab. e Fig. [10.42]
Comportamento contrario ao que obtivemos para os dois primeiros modelos. No
caso particular, em que ocorre uma mudanca na posicao dos gréaficos da atenuacgao
da onda P para o Modelo-3, ressaltamos que esse comportamento esté previsto na
literatura, por exemplo em [43] ou em [42].
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Figura 10.39: Velocidades de fase da onda P1 para varios valores de porosidade.
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Figura 10.40: Atenuacao da onda P1 para varios valores de porosidade.



| Porosidade (¢) | Velocidade (m/s) |

0,2 1.698,533127
0,4 2.249,963340
0,6 2.913,348622
0,8 4.247,009509

Tabela 10.15: Velocidade de fase da onda P1
para altas frequéncias.

| Porosidade (¢) | Atenuagao (1/m) |

0,2 27,18816043
0,4 18,00740982
0,6 15,54450884
0,8 16,99530818

Tabela 10.16: Atenuacao da onda P1 quando

w tende a zero.
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Poroside (¢ x 20%) vs Velocidade da onda P
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Figura 10.41: Valores limites
da velocidade da onda P1 para
frequéncias altas, com porosidade
variando.
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Figura 10.42: Valores limites da
atenuacao onda P1 para frequén-
cias altas, com porosidade vari-
ando.
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10.2.5 Comparagao Entre os Modelos com Constituinte Sélido, Consti-
tuinte Fluido e Meio Poroso Incompressiveis

Abaixo seguem algumas comparagoes entre os modelos apresentados neste
trabalho. Definiremos por praticidade algumas notacoes:

P(1, 2)%100} = velocidade limite da onda P1/P2 para o modelo
com constituinte s6lido incompressivel.

P(1, 2)%200} := velocidade limite da onda P1/P2 para o modelo
com constituinte fluido incompressivel.

P(1,2){3%.,, == velocidade limite da onda P1/P2 para o modelo
com constituintes solido e fluido incompressiveis.

K(1,2)M!:=  atenuagao limite da onda P1/P2 para o modelo
com constituinte s6lido incompressivel.

K(1,2)M2:=  atenuagao limite da onda P1/P2 para o modelo
com constituinte fluido incompressivel.

K(1,2)M3 .= atenuacdo limite da onda P1/P2 para o modelo
com constituintes solido e fluido incompressiveis.

As figuras, Fig.[10.43] e Fig.[10.44] abaixo, mostram o comportamento da onda
P1 para o modelo com as densidades do constituinte sélido constante (Modelo-1),
do constituinte fluido constante (Modelo-2) e de ambos constituintes solido e fluido
constantes (Modelo-3). Observamos que quase nao existe influéncia no grafico da
velocidade de fase e da atenuagao com relagao ao aumento na frequéncia tanto para
o Modelo-1 quanto para Modelo-2. Por outro lado, quando assumimos que os dois
constituintes do meio sdo incompressiveis (Modelo-3) as velocidades de fase e ate-
nuagao se tornam sensiveis a variacao na frequéncia para 0 < w < oo. Embora
as velocidades de fase das ondas P1M! e P2M2 nao sofram influéncia do aumento
da frequéncia, podemos observar que a mudanca da baixa porosidade afeta os valo-
res limites desses dois modelos, Fig. [10.43] As velocidades limites alcangadas pelo
Modelo-2 vale, aproximadamente P12 =

= 96.49%PM! ¢ para baixas frequéncias,
P1)? = 97.13%PM! aproximadamente. Isso mostra que, a diferenca quantitativa
entre esses dois modelos para a onda de compressao é quase insignificante.

Ao compararmos as velocidades de fase limite, w — o0, dos trés modelos
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em questao, observamos que a velocidade de fase da onda P1 para o Modelo-3
vale aproximadamente 75.72% da velocidade de fase do Modelo-1. Comportamento
semelhante ocorre ao compararmos a velocidade de fase do Modelo-3 em relacao a
velocidade alcancada pelo Modelo-2. A velocidade de fase da onda P1 do Modelo-3
¢ 78.47% da velocidade de fase do modelo que considera o fluido incompressivel.

Comparando as atenuacgoes sofridas pelas amplitudes das ondas no trés mo-
delos, temos os seguintes resultados. A atenuacao sofrida pela onda P1 para o
Modelo-1 ¢ aproximadamente 0.05%K 13 e para o Modelo-2 temos 2.66% K113,
Em relagao ao comportamento da atenuacao em altas frequéncias para os Modelos-
1,2, temos os seguintes resultados que a atenuacao da amplitude da onda P1 para
o Modelo-1 vale 2.03% K12,

Comparagao entre os trés modelos com a porosidade do meio fixada em ¢ =

20%.

Parte real (Velocidade de fase) da onda P1 Parte imaginaria (Atenuacdo) onda P1
2500 7
251
2000 1
201
—
71500 1 8 151
8 SN—
S = _:i
= 1000 1 2107
5]
500 1
200000 400000 600000 8000001000000 0 200000 400000 600000 800000 1000000
[0 [0)
|[=—— Modelo 1 = Modelo 2 = Modelo 3| |[=—— Modelo 1 =— Modelo 2 = Modelo 3|
Figura 10.43: Velocidade de fase da Figura 10.44: Atenuagao da onda P1
onda P1 para os trés modelos, com para os trés modelos, com 20% de po-
20% de porosidade. rosidade.

Como observado anteriormente, nao existe onda P2 para o Modelo-3. Abaixo,
vamos analisar a relacao de dispersao para os Modelos-1,2.

Nas figuras, Fig.[10.45[e Fig.[10.46|os resultados concordam com os resultados
encontrados na literatura, por exemplo em [42] [I8] 3]. A velocidade de fase limite
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da onda P2 (ver Fig. e Fig.|10.45)) é 30.41% da velocidade limite da onda P1
ambos para o Modelo-1. Além disso, podemos notar uma forte atenuacao sofrida
pela onda P2, se comparado com a relacao de dispersao da onda P1. Comparando
os resultados obtidos para as velocidades limites (w — o00) dos Modelos-1 e 2,
calculamos que a velocidade de fase da onda P2 para o Modelo-2 é aproximadamente
76.25% P21 Em relagao ao comportamento da atenuagao da ondas P2 em altas
frequéncias para os Modelos-1 e 2, temos os seguintes resultados. O Modelo-1 possui
valor de, aproximadamente 77.74%KM?2.

Parte real (Velocidade de fase) da onda P2 Parte imagindria (Atenuacdo) onda P2
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Figura 10.45: Velocidade de fase da Figura 10.46: Atenuagao da onda P2
onda P2 para os dois modelos, com para os dois modelos, com 20% de po-
20% de porosidade. rosidade.

Considerando que o meio possua 40% de porosidade, obtemos os seguintes
valores para a velocidade de fase.

Na figura, Fig. a velocidade de fase P1M3 para o Modelo-3 possui
valor de 88,5%P1M! da velocidade de fase limite em altas frequéncias do Modelo-
1, bem como a velocidade P1X3 = 90,3%P1Y2. Uma diferenga menos expressiva
encontramos ao comparar os resultados obtidos pelos Modelos-1,2. Neste caso, a
velocidade de fase P12 = 97 9% P11 Comparando as velocidades de fase para
baixas frequéncias, w — 0, encontramos P1)? = 97, 2% P1}".

Uma diferenca esperada se da ao compararmos as velocidades limites da
ondas P1, Fig. e P2 Fig. [10.49] para o modelo com soélido incompressivel
P2ML — 38 3% P1M1t.
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Comparando as atenuagoes sofridas nas amplitudes das ondas nos trés mode-
los, obtemos os seguintes resultados. A atenuagao sofrida pela onda P1 no Modelo-1
¢ aproximadamente 9, 12%K 123 e para o Modelo-2, temos 12,6%K 1%, Fig. [10.48|
Em relacao ao comportamento da atenuacgao, em altas frequéncias, para o Modelos-1
e Modelo-2, Fig. , temos que a atenuagio do Modelo-1 é 72, 1% K122,
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Figura 10.47: Velocidade de fase da
onda P1 para os trés modelos, com
40% de porosidade.
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Figura 10.49: Velocidade de fase da
onda P2 para os Modelos-1,2, com
40% de porosidade.
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Figura 10.48: Atenuagao da onda P1
para os trés modelos, com 40% de po-
rosidade.
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Figura 10.50: Atenuagao da onda P2
para os Modelos-1,2, com 30% de po-
rosidade.
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11 CONSIDERACOES FINAIS

Propomos modelos de propagacao de ondas harmonicas planas, cujo objetivo
é verificar a validade dos resultados relativos a velocidade de fase e decaimento da
frente de onda para a teoria de poroelasticidade em [30, B1], na abordagem pro-
posta nesses artigos nao sao fornecidos resultados nesse sentido. Neste trabalho, os
modelos de ondas harmonicas consideraram a propagacao em uma regiao homoge-
neamente deformada, que em geral, é efetivamente anisotropica, de modo que as
velocidades de fase e atenuacoes dependem das diregoes de propagacao e do estado
tensoes do meio. Embora os efeitos da deformacdo tenham sido analisados, Cap. [9]
em nossa apresentacao numeérica, Cap. [I0] apenas os casos isotropicos foram trata-
dos, uma vez que para se obter os resultados para o caso em que o corpo encontra-se
no estado de referéncia homogeneamente deformado, necessitamos de dados experi-
mentais que nao foram encontrados na literatura. Logo, a comparag¢ao com outras
teorias em meios anisotropicos nao foi abordada. No entanto, podemos ter certeza de
que os resultados correspondentes para casos anisotropicos serao qualitativamente
indiferentes dos casos isotropicos com uma ligeira variacao dos valores de ¢y, ¢y € ¢,
dependendo do estado de deformagao do meio.

A partir da relacao de dispersao, apresentamos um estudo qualitativo e quan-
titativo variando a porosidade para obter o comportamento das velocidades de fase
e atenuacoes das ondas P1, P2 e S. Para comparar com resultados conhecidos na
literatura, por exemplo em [41],[43] e [2], foi necessario fornecer um modelo material
(Mooney-Rivlin), e considerar o meio em seu estado natural (isotropico), ou seja, o
meio é indeformado na configuragao de referéncia. Além disso, foi preciso ajustar os
dados utilizados em [42] para o modelo de propagagao apresentado neste trabalho,
pois o comportamento das velocidades de fase e atenuagoes estao sob influéncia da
variacao da porosidade do meio; consideragao que nao foi encontrada na literatura.
A partir dessa analise, concluimos que esses resultados estao em uma boa concordan-
cia qualitativa. Apesar disso, devido a dificuldade em relacionar alguns parametros
materiais e consideragoes conceituais entre as duas teorias, uma comparacao minu-
ciosa é impossivel. Tais diferengas ficam evidentes, por exemplo, na utilizacao do
conceito de tortuosidade, como motivagao para introduzir o efeito de massa adicional
ou o tensor de acoplamento entre as tensoes parciais dos constituintes, ambos nao
utilizados em nossa teoria e foram considerados nos trabalhos de M.A. Biot|9, [10]
e adotados nas obras de Wilmanski et all. ([42], [4], [5], [2], [43], [41]). Essas dife-
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rencas nas formulagoes da teoria geram diferencas quantitativas nos resultados das
velocidades de fase e atenuagoes. Todavia, como foi observado no Cap. [I0] nao
existe uma diferenca qualitativa substancial ao compararmos com os resultados em
[42], mesmo apos a realizagao de simplificagoes nas relagoes constitutivas da ener-
gia livre do fluido e tensao efetiva do solido que levaram a um desacoplamento do
nosso modelo de propagacao, que como apontamos, nao ¢ uma limitagao teodrica,
mas uma escolha que tomamos com a intencao de obter resultados que pudessem
ser comparados.

E importante ressaltar que os resultados obtidos em [42] foram comparados
com a teoria classica de M.A. Biot (ambos modelos isotropicos) e se mostram com
boa concordéancia. Sendo assim, consequentemente os resultados aqui apresentados,
apontam para boas previsoes em resultados praticos, uma vez que a teoria de Biot
¢ amplamente aceita e aplicada em problemas da engenharia.

11.1 Trabalhos futuros

Uma possivel diregao a ser tomada como continuagao do presente trabalho,
concerne na caracterizagao dos parametros materiais nao utilizados. Tais parame-
tros foram desprezados com o objetivo de simplificar as relagdes de dispersao dos
Modelos-1,2 e 3 e, consequentemente, obter resultados (velocidades de fase e atenu-
agao) por meio da propagacao das ondas harmonicas planas. A interpretagao fisica
e a aquisicao de dados para tais quantidades podem levar a resultados mais precisos,
tendo em vista que varios termos foram desprezados em prol da necessidade de visu-
alizagao dos resultados. Uma outra direcao que pode servir como fonte de pesquisa
diz respeito & hipotese de homogeneidade da deformagao no estado de referéncia
do meio. Essa hipotese pode ser estendida ao caso de deformacao nao homogénea.
Podemos citar ainda uma outra possibilidade. Neste trabalho nos preocupamos em
responder questoes relevantes as propagacoes do ponto de vista das velocidades de
fase e atenuagoes. Entretanto, a teoria na qual este trabalho tem suporte, pode
responder questoes como deslocamento da fase sélida e/ou fluida provenientes dos
fendmenos aqui estudados ou de processos de infiltragao em solos com a utilizagao
de métodos numéricos, como por exemplo, diferencas finitas ou elementos finitos.
Esses métodos podem ser aplicados nos modelos com sélido incompressivel, fluido
incompressivel ou sélido e fluido incompressiveis propostos. Para esse fim, devemos
levar em consideragao as condigoes de fronteiras como descritas em [31].
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