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RESUMO

Calle Cardena, Gladys Elizabeth. Modelagem computacional da propagagao
de ondas internas nao lineares. Dezembro 21, 2016. 117 f. Teses (Douto-
rado em Informatica) - PPGI, Instituto de Matemaética, Instituto Tércio Pacitti de
Aplicagoes e Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, February 8, 2017.

Neste trabalho apresentamos uma familia de modelos reduzidos para a modela-
gem da propagacao de ondas internas na interface entre dois fluidos. Inicialmente
faremos uma escolha de regides que gerem o menor esforco computacional possi-
vel. Identificamos regioes no espaco dos parametros para as quais exista solugao
para o problema nao linear,a seguir dicretizaremos o espaco com metodo de Fourier-
Galerkin, e para a variavel temporal Leap-frog. Finalmente ilustraremos as taxas
de convergéncia e estabilidade com exemplos numeéricos.

Palavras-chave: Propagacao de ondas internas, Ondas dispersivas, Boa colocagao
de EDPs, Métodos espectrais, Estabilidade numérica.



ABSTRACT

Computational modeling of internal waves propagation
Calle Cardena, Gladys Elizabeth. Modelagem computacional da propagagao

de ondas internas nao lineares. December 21, 2016. 117 f. Teses (Doutorado em
Informatica) - PPGI, Instituto de Matematica, Instituto Tércio Pacitti de Aplicagoes
e Pesquisas Computacionais, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
February 8, 2017.

In this work we present a family of reduced models for modeling the propagation
of internal waves at the interface between two fluids. Initially we will make a choice
of regions that have the least possible computational effort, and we identify regions in
the space of parameters for which there is a solution for the nonlinear problem, then
we will discretization the space with Fourier- Galerkin, and for the temporal variable
Leap-frog, we finally illustrate the convergence and stability with with numerical
examples.

Keywords: Propagation of internal waves, Dispersive waves, Well-posedness of
PDEs, Spectral methods, Numerical stability.



1.1
1.2
1.3

3.1

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11
6.12

LISTA DE FIGURAS

Ondas internas no mar de Sulu. . . . .. ... ... ... .
Ondas internas no mar [13, Figura 10.5 | . . . . . . ... ... ..
Ondas internas na atmosfera |13, Figura 10.8] . . . . .. ... ..

Configuragao fisica do sistema de dois fluidos. . . . . . . . .. ..

Solugao n para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry,
Nt=2TN=22 At=1/2% . . . ... ... .. ... ...,
Solugao u para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry,
Nt=2TN=22 At=1/2% . . . ... ... ... ... ... ...
Solucao n para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry,
Nt=2"TN=22 At=1/2% . . ... ... ... ... .......
Solugdo u para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry,
Nt=2TN=22 At=1/2% . . . ... ... ... ... ... ..
Solugao n para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry,
Nt=2TN=22 At=1/2% . . . ... ... ... ... ... ...
Solugao wu para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso R4,
Nt=2"T N=22 At=1/2 . . .. ... ... .. ... ... ..
Solucao n para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry,
Nt=2TN=22 At=1/2% . . . ... ... ... ... ... ...
Solucao u para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry,
Nt=2"TN=22 At=1/2% . . ... ... ... .. .. ... ..
Solugao 1 de (3.21) para t=0 e t=100 , Ry, Nt =2, N =26 . .
Solucao 7 de (3.21) para t=0 e t=100 , Ry;, Nt = 2?0, N = 26
Solucao 7 de (3.21) para t=0 e t=100 , Ry4, Nt = 2?0, N =26
Solucao 7 de (3.21) para t=0 e t=100 , Ry5, Nt = 220, N = 26



1.1
1.2

4.1
4.2

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

LISTA DE TABELAS

Valores de A; e I'; para as diferentes regioces. . . . . . . . ... ..
Valores de [; para as diferentes regides. . . . . . . ... ... ...

Valores de 5; correspondente a estas regices . . . . . . . .. ...
Valores de s; correspondente a estas regices . . . . . . ... ...

Ry, exibindo error temporal e taxa de convergéncia com N = 27
fix0, tymax = 27, Al = ta/(Nt), Nt = {210 211 oty 00
Para R;;, exibindo error temporal e taxa de convergéncia com
N = 27 fix0, tpax = 27, At = tya/(Nt), Nt ={210 211 o141
Para Ry, exibindo error temporal e taxa de convergéncia com
N = 27 fix0, tpax = 27, At = tya/(Nt), Nt = {210 211 2141,
Para Ry5;, exibindo error temporal e taxa de convergéncia com
N = 27 fix0, tpax = 2, At = tyay/(Nt), Nt = {210 211 214},
Estabilidade para a regiao Ry, Nt = 29, N = [28,...,2'%], tpax =
O, At =t/ (NE) - .
Estabilidade para a regiao Ry, Nt =210 N = [28 .. 212 t .. =
27, At = tax/(NT) o o o o
Estabilidade para a regiao Ry, Nt =27, N = [28 ... 2] {,.. =
2, At =t/ (NE) o o
Estabilidade para a regiao Ry5, Nt =27, N = 28, ..., 212], t0x =
2, At = tiax/(NT) « o o o o



SUMARIO

1 INTRODUCAO . ... . ... e 12
1.1 Principais resultados da dissertacao de mestrado . . . . . . . . . 16
1.1.1  Organizacao da Tese . . . . . . . . . .. ... .. ... 20
2 METODOS DE ANALISE . . . .. ... ... .. 22
2.1 A Transformada de Fourier. . . . . . ... ... ... ........ 22
2.1.1  Transformada de Fourier Discreta . . . . . . . . ... ... ... ... 28
2.2 Espagosde Sobolev. . . . . ... ... 30
2.3 Meétodo das diferencas finitas . . . . ... ... ... ... ... 36
2.4 Meétodos espectrais . . . . . . ... 36
2.4.1  Método de Fourier Galerkin . . . . . . ... ... ... ........ 36
2.4.2  Aproximacao de Fourier . . . . . . ... ... 0L 39
2.4.3  Estimativa para o erro de truncamento. . . . . . . .. .. ... ... 40
2.4.4  Exemplo de Aplicacao de Métodos Espectrais . . . . . .. ... ... 41
2.5 Diferenciacao espectral . . . . . ... ... ... 0L 45
2.6 A Transformada de Hilbert. . . . . . .. ... ... ... .. .... 46
2.7 Resultados auxiliares . . ... .. ... ... .. ... ... .... 50
3 MODELOS REDUZIDOS DE ONDAS INTERNAS . . .. ... .. 53
3.1 Familiademodelos . . . . . .. ... ... ... ... ... 53
3.1.1  Modelo reduzido de Choi e Camassa . . . . . . . . .. .. ... .... 54
3.1.2  Familia de modelos reduzidos fracamente nao lineares . . . . . . . .. 56
4 BOA COLOCACAO . . .. .. ittt 68
4.1 Teorema de existéncia e unicidade de solugGes locais (no tempo) 68
5 ANALISE DO METODO NUMERICO . .. ............. 79
5.1 Estudo da convergéncia . . . . .. . ... ... ... .. 79
5.1.1  Discretizacao do Espago. . . . . . . .. ... L 79
5.2 Meétodo espectral Leap-Frog . . . . . . . ... ... ... ... ... 93
5.2.1  Convergéncia do Método Totalmente Discreto . . . . . . .. .. ... 94
6 EXPERIMENTOS NUMERICOS . . . . ... ... .......... 101
6.1 Problema Nao Linear . . .. ... ... ... .. ........... 101
6.2 Taxa de Convergéncia Temporal . .. ... ... ... ... ... .. 108

6.3 Estabilidade Numérica do Problema nao Linear . . . . . . . . .. 111



7 CONCLUSOES . . . .. . . . s

REFERENCIAS



12

1 INTRODUCAO

As ondas internas s@o movimentos de ondas em fluidos com estratificagao
estavel, onde o alcance maximo vertical do movimento ocorre na zona abaixo da
interface, que esta localizada entre as fronteiras (superficie e fundo) do fluido. Elas
aparecem, por exemplo, devido & estratificacao gerada pelas diferencas de tempera-
tura e salinidade nas aguas oceédnicas. Estas ondas podem interagir com topografia
profunda e estruturas submergidas assim como com ondas superficiais |19, 9, 2]. As
ondas internas sao muito mais lentas e maiores do que as ondas externas observa-
das na superficie. A principal forca restauradora é a gravidade. A modelagem de
ondas internas é de grande interesse no estudo da dinamica oceanica. Ondas inter-
nas também ocorrem na atmosfera na corrente de ar descendo de uma montanha, e
propagada como ondas ao longo de uma camada de inversao (camada de ar muito
estavel) [10]. Se consideramos uma configuragao de dgua nao pura compondo uma
camada superior e uma camada inferior mais densa, a interface entre as camadas
pode formar ondas. Este é um exemplo de uma onda interna. As Figuras 1.1 e
1.2 mostram as manifestagoes na superficie de ondas internas no mar de Sulu e no

estuario do rio Derwent, em Hobart, Tasménia [13].

Ondas internas também podem ser observadas na atmosfera, onde elas viajam
na interface entre o ar quente e ar frio. A Figura 1.3 mostra um padrao de nuvens

produzidas por uma onda interna.

Outro exemplo, é dado em |[I| na recuperacao de petrdleo em aguas profun-
das do mar, as ondas internas podem afetar as operacoes "offshore" e estruturas

submersas.
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Internal Waves

Figura 1.2: Ondas internas no mar |13, Figura 10.5 |

Modelos reduzidos sao um primeiro passo na producao de métodos compu-

tacionais eficientes para resolver problemas de engenharia em oceanografia.

A descricao matemética da propagacao de ondas internas na interface entre
dois fluidos tem sido desenvolvida em estudos sobre modelos reduzidos por pesqui-
sadores da area. Assim, [19, 20] consideram duas camadas contendo fluidos nao
viscosos, imisciveis e irrotacionais, e o fluido mais denso ocupa a camada inferior. A
profundidade da camada superior é bem menor que o comprimento de onda carac-

teristico da interface do sistema, ao passo que a profundidade da camada inferior é
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Figura 1.3: Ondas internas na atmosfera |13, Figura 10.8]

comparavel ao comprimento de onda caracteristico. Além disso, eles também con-
sideram profundidades pequenas em relacao ao comprimento de onda em ambos
fluidos. Em outro modelo, estes autores consideram que a profundidade do fluido
inferior é maior. Noa autores de [1]| trabalham sobre os resultados de |19, 20|, por-
tanto, considera um modelo com topografia de tampa plana e profundidade variavel.
O trabalho mais recente desenvolvido por |9] apresenta varios modelos, em vérias
dimensoes, mas sempre os fluidos considerados tém profundidades semelhantes, e
a técnica que usam para obter os modelos consiste em fazer uma expansao dos

operadores Dirichlet-Neumann associados ao problema.

Por outro lado a parte numérica de propagacao de ondas no contexto de
modelos reduzidos foi desenvolvida primeiro por [18]. Os autores apresentaram a

solu¢ao numeérica para o problema de Cauchy para equagao de Benjamin-Ono

up + uty — Hugyy =0, Ve € Rt >0,
u(+,0) = ug

Hu(z) = PV%/ Wdy

onde PV representa o valor principal de Cauchy de uma integral singular, que é apro-

ximada de forma eficiente usando FFT. Sao usados o esquema de Crank-Nicholson

no tempo, e aproximagoes por diferencas finitas no espago.
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Em [5] sao considerados modelos de equagoes

Uy + Uy + utty — Auy, =0,
Up + Uy + Uty + Hgy = 0,

onde u é uma funcao de variavel real e A é um operador linear, nao local e pseudo-
diferencial. A discretizacao no espaco é realizada pelo método espectral de Fourier,
e o tempo aproximado pelo esquema de Crank-Nicholson no tempo.Em [21] é intro-
duzido um método de colocagao discreto totalmente espectral, e usam um método

de Runge-Kutta da quarta ordem para aproximar o tempo,

U (z,t) + 0, F(U(x,t)) + TOU(z,t) = f(x,t), €R0<t<T,
U(x +2m,t) = Ul(x,t), reR0<t<T,
U(z,0) = Uy(x), r € R.

onde 7 é um operador nao local, linear, pseudo-diferenciavel, F(z) funcao diferen-
ciavel. Em [0] usam um método espectral totalmente discreto para achar a solugao
numérica do problema

Up + Uy + vty — Auy, =0

onde A é um operador linear, nao local e pseudo-diferencial.

A discretizagao no espaco ¢ feita pelo método de Fourier-Galerkin, e este autor faz a
discretizacao explicita do tempo. Nesse trabalho, o método numérico é desenvolvido
usando a discretizacao espectral no espago, esquema Leap frog ou Runge-Kutta 4
no tempo e fator integrante para o termo nao linear.

E interessante termos uma grande variedade de modelos assintoticamente equivalen-
tes que nos permita escolher aquele ou aqueles modelos com as caracteristicas mais
apropriadas. Esse tipo de estudo foi apresentado em [%] para um modelo assintético

de propagacao de ondas de superficie.

Este trabalho tem os seguintes objetivos: obter um modelo matemético para o
estudo da propagacao de ondas internas; fazer a analise mateméatica da boa colocagao

do sistema no caso nao linear; fazer a analise numérica do sistema discretizado para
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a variavel espacial por Fourier-Galerkin e para a variavel temporal pelo método
Leap-Frog; e fazer simulagoes numéricas do sistema nao linear utilizando Matlab.

Analisar a convergéncia das solu¢oes numeéricas.

A motivagao principal em abordar novamente a modelagem de ondas internas
surgiu da limitacao de somente ter estudado o problema linearizado, as contribuigoes
desta tese serao o estudo do problema nao linearizado, faremos uma analise numérico
dos métodos para discretizacao espacial e temporal e também faremos simulagoes

numeéricas.

1.1 Principais resultados da dissertacao de mestrado

Na dissertagao do mestrado|23| consideramos o modelo reduzido de Choi
& Camassa, transformamos ele por médio de operacoes algébricas em um modelo
fracamente nao linear. A seguir apresentamos equagoes Choi & Camassa. A variavel
n(z,t) indica o deslocamento da interface e a varavel u(z,t) a velocidade horizontal

média na camada superior

n— (1 —an)ul, =0
i+ ittty — 1, = —V/B2T5((1 — an)le + 5t + O(5°?)

() _hy
B_<f) ,epequena,é—feO(l)

Ts[fl(x) = 2_16PV /_OO f(2) coth(%(i’ — 1)) dzx

onde PV indica o valor principal de Cauchy. Como mencionando no inicio obtivemos
uma familia de modelos reduzidos fracamente nao lineares Introduzimos ug como
velocidade horizontal na profundidade &y considerando a@ = O(f), e usando a técnica

de Bona(2002). Assim, obtemos no mestrado a familia de sistemas assintoticamente
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equivalentes.

Nt — aBMNtwe = oz + bBUOLze — a(1U0)x )
(A) Upgr — C <Z_j> \/37?5[“01%1] - fﬁuomz - d (%) 67:52(u0t$x> -
2

a+b=p, c+d+e=1
fr9=q ct+h=1
p=3E&-1%), ¢=5i1-8)),
0<& <1

onde

A familia de sistemas deve ser tratada como um P.V.I.

Finalmente se obteve como resultado o seguinte modelo matematico da pro-

pagacao de ondas internas.

Neste sistema as variaveis t e x representam o tempo e a coordenada no
espago. As fungbes n(z,t) e u(z,t) representam o deslocamento da interface com
relacao a posigao de repouso e a média da componente horizontal da velocidade do
fluido na camada superior, respectivamente. As densidades das camadas superior e

inferior sao denotadas por p; e po (considera-se que p; < p2).
( N — aﬁntacr = Upgg + bBUOxmc - a(nu(J)z
2
P2 P
ot — Cp_ \/573 [U’Otff] - fﬁUOtm - dp_gﬁ%’zcu()tx:p) = TNz — QUQUg
1

1

2
+h%vﬁﬁhmhwﬁmm+e%ﬁﬁhm4
1

\

Foram introduzidos os parametros adimensionais «, 3 e -, definidos como

amplitude caracteristica das ondas

profundidade da camada superior ’

correspondente a nao linearidade,

~( profundidade da camada superior 2
~ \ comprimento de onda caracteristico
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associado com a dispersao, e

profundidade da camada inferior

5 —

comprimento de onda caracteristico’

Considera-se adicionalmente que § < 1. O operador 75 representa a transformada

de Hilbert na faixa de altura ¢ definida por

Tilf](e) = 5PV / (&) coth( (3 — 2)) .

onde a integral estd definida no sentido do valor principal de Cauchy. No caso do
regime de dguas profundas (6 — 00), no lugar do operador Ts aparecera o operador

de Hilbert H, mencionado anteriormente.

Na disserta¢ao do mestrado [23] se fez uma anélise matemaética da boa colo-

cagao do sistema no caso linear:

( Ny — aﬁnt:px = Ugz + bBUOII:E

Ugt — C < ) \/_73 uOtz fBUOtxz —d < ) BTQ[UOMM]

\

Entre os principais resultados temos o Teorema da boa colocagao.

Teorema 1.1. [23] Para cada regigo R;, i = 1,...,20, no espaco dos pardmetros
existe A; tal que para qualquer real s > max{0,A;}, o sistema linearizado serd bem
posto em H® x H* 2. Além disso, existe I'; tal que para qualquer inteiro r > 0,

temos que [9n(t, ), du(t,z)]" € C ([0, +00), H*~"Ti x Hs i),
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Regiao | A; | I'; | Regiao | A; | T
Rl _1 2 RH 1 0
Ry 0 3 || R 2 1
B -9 3R [ 3 [1
Ry — 1 || Ria 0 | —1
B T3[R |3 [}
RG 0 1 R16 0 1
R? 1 2 R17 1 2
Ry 3 |5 | B R
Ry -1 0 || Ryg —-11 0
Ry —% % Rao _% %

Tabela 1.1: Valores de A; e I'; para as diferentes regioes.

Em seguida, realizou-se uma analise ntimerica do sistema utilizando o método
de Von Neumann, e um estudo espetral para o espaco e para o tempo usaremos

Leap-Frog.

Para garantir a estabilidade precisamos escolher o tamanho de passo no tempo

de forma apropriada. Obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.2. Ezistem constantes C; >0 e l; > 0,1 =1,...,20 tais que a discreti-

zacao do sistema correspondente a regiao R; serd estdvel se
At < C;N7h,

onde At é o tamanho do passo e N o numero de pontos na discretizacdo espacial.

No caso de ser I; = 0 a estabilidade nao depende de discretizacao espacial
e sempre temos At < C. Entao escolhemos da Tabela 1.2 as regioes que se caracteri-
zam por essa condi¢ao, por tanto estudaremos somente as regioes Ry, R11, R14, R15, R19
onde podemos tomar o tamanho do passo At menor sem importar quao grande é a

discretizacao espacial. Este fato servird como uma vantagem numérica que garanta
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Regioes l;
Ry, Ry1, Riy, Ry5, Rig || O
Ry, Ri3, Ry %
Ry, Re, Ri2, Rig 1
Rs, Rg, Rig 2
Ry, Ry, Ri7 2
R 2
Ry 3

Tabela 1.2: Valores de [; para as diferentes regioes.

a estabilidade para o caso linearizado, neste trabalho mostraremos que essa condigao

¢ mantida também no caso nao linear.

1.1.1 Organizacao da Tese

No capitulo 1, faremos recapitulagao dos resultados obtidos no mestrado,
uma revisao sobre os assuntos abordados, e assim poder estender propriedades ca-
racteristicas do caso linear para poder ser estudadas agora no caso de um sistema

nao linear assunto desta tese.

No capitulo 2, faremos uma revisao da transformada de Fourier e de sua forma
discreta, também falaremos sobre os espagos de Sobolev dando sua importancia as
desigualdades necesséarias para obter resultados sobre taxas de convergéncia. Fala-
remos sobre método Fourier Galerkin, e introduziremos a transformada de Hilbert,
a qual sera redefinida para um dominio periodico, para as implementagoes numé-
ricas. Finalmente enunciaremos resultados auxiliares que usaremos nos capitulos

seguintes.

No capitulo 3, faremos uma revisao das familias de modelos reduzidos fraca-

mente nao lineares obtidos na dissertacao de mestrado.
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No capitulo 4, faremos uma analise da boa colocagao para uma familia de
EDP’s nao - lineares, obtidas no capitulo 3. Iremos entao garantir a existéncia e

unicidade da solugao para tal sistema nao linear.

No capitulo 5, primeiro discretizaremos o espago usando o método espectral
de Fourier-Galerkin, provaremos também que a solugao semi-discreta converge para
a solucao exata. Discretizaremos o tempo para um sistema de EDO’s, resultado da
semi- discretizagao. Para isso usaremos o método explicito de Leap-Frog, de forma

similar. Portanto, provaremos a convergéncia da solucao exata.

No capitulo 6, faremos simula¢oes numéricas, para validar a aproximacao da
solugao numérica para a solugao exata. Ilustraremos por meio de tabelas as expec-
tativas para a taxa de convergéncia do metdédo Leap Frog e finalmente provaremos
a estabilidade para as regioes escolhidas no capitulo 4. Por fim, as conclusoes do

texto.
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2 METODOS DE ANALISE

2.1 A Transformada de Fourier

Assim como os problemas periddicos em intervalos finitos levam as séries de
Fourier, os problemas em toda reta real conduzem as integrais de Fourier. Para
entender essa relacao, seja f uma funcgao periddica, com periodo 2[, integravel,
absolutamente integréavel e de classe C! por partes definida no intervalo (—I,1). Sua

série de Fourier na forma complexa é dada por:

+oo
f(fE) _ Z Cneinwx/l’
n=—oe 2.1)

1 /[ ,
Cn = 27/ fly)e ™™y, n = 0,41, £2, ..
-1

Note que em ¢, tanto o intervalo de integracao quanto o integrando dependem
de I. Se escrevermos k,, = nr/l, para n = 0,£1,42, ..., e substituirmos ¢, na série
(2.1) obtemos

1 X 4
fla)= 5o S0 il

n=—oo

sendo
Ak, =

s
l

!
fiw) = [ ey
1
Defini¢ao 2.1. Sejam (X, A, u) um espago de medida, Y =R ou C e p € [1,00).
Definimos LP(X) = LP(X, A, p, Y) como

LP(X) = {f:X—> Y | fémensurévele/ |f|pd,u<oo}.
X
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Definicao 2.2. Seja Y =R ou C. Uma funcao f: X — Y € dila essencialmente

limitada quando existe algum r € R tal que |f(z)| < r para quase todo x € X, i.e.,

|fl <7 qtp.

Definigao 2.3. Sejam (X, A, p) um espago de medida e Y =R ou C. Definimos
LX) =L2X, A, pn, Y) como

LYX)={f:X — Y | f é mensuravel e essencialmente limitada}.

Assim definidos, £P(X) e £>(X) s@o espagos vetoriais reais, respectivamente

complexos, além disso

1/p
= Pd Lr(X
I, = ([ 1ran) " g e oo
¢ uma semi-norma em LP(X) e
[flle = mf{r = 0] [fl <raqtp}, feLlo(X)

¢ uma semi-norma em £*(X), a semi-norma do supremo essencial.

Defini¢ao 2.4. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida, Y =R ou C e p € [1,00].
Definimos LP(X) = LP(X, A, u, Y') como o quociente de LP(X, A, u, Y) pela relagio
de equivaléncia f ~ g <= f =g q.t.p., i.e.,

LX) =L/ 1 ferlry,

onde

f1=1{9€ LX) g=Fatp}

O espago LP(X) é um espago de Banach para a norma

I, = [ fllp, P& [T, +oc].
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Dado f € L!(R), os seguintes limites existem:

N N
lim /M f(x)dx, e lim |f(x)|dz,

M,N—o0 M,N—oo | _af
onde M e N tendem independentemente para infinito, veja |7, pag. 196]. Seja
(f1),cr+ uma familia de fungoes periddicas tais que f; = f|_;;. Pode-se mostrar que

a familia de func¢oes ( ﬁ(n))l , converge para
€R

f(r) = / " fly)evdy

e que o seguinte limite existe
: 1 : ¢ : 1 * KT
lim — [ fi(k)e"dr = — fi(r)e"™ dk.
=00 27( 1 27T —00
Em particular escolhendo a particao k,, = nAk para a soma de Riemann,
/Oo f(k)e* ™ dr ~ zlggo Z filkn)e™* Ak,

Assim procedemos a dar a defini¢do da transformada de Fourier de f(x).

Definigao 2.5. Seja f uma fungao de L*(R). A FT de f € denotada por f e definida

como uma fung¢ao de Kk, sendo

flr) = f(z)e " *dx, K €R. (2.2)

A transformada de Fourier f(x) de uma funcio f € L*(R) estd bem definida

para todo k € R e é uma funcdo uniformemente continua e limitada com || f|lo <

£l

Proposicao 2.1. (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja f : R — C abso-
lutamente integrdvel e suponha que € seccionalmente continua em cada intervalo

[a,b] CR. Entio f(r) = 0 quando || — oo.
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Definigao 2.6. (Espago de Schwartz). O espa¢o de Schwartz ou espago das
fungaées de decrescimento rapido, denotado por S(R), € a cole¢ao das f : R — C tais
que f € C*(R) e

|I|1Lr£1w "D f(x) = 0,

quatsquer que sejam k, o € N, onde D denota a derivada de ordem a.

Podemos reconstruir f a partir de f(x) usando a formula da inversa da trans-

formada de Fourier. Se f € S(R), ent@o vale
1 [t~ .
flz)=— f(r)e"™ dr, ze€R (2.3)
21 J_ o
Definigao 2.7. (Espacgo de Sequéncias). Sejap € [1,+00). Definimos (P = (P(Z)
como

400
*(Z) = {u: (wi)jez | Y |wl’ < oo},

k=—o0

+o0 1/p
Jull, = ( S |uk|p) |

k=—o00

com norma

O espago (>° = (*>°(Z) € definido como

> = {u: (uj)jez | sup |ug| < +oo} ,
keZ
com norma

[[lloc = sup [ug|.
kEZ
Assim definidos, /P e (> sao espagos de Banach.

Definigao 2.8. (Transformada Semidiscreta de Fourier). Seja f € (2. Defi-

nimos a transformada semidiscreta de Fourier (SE'T) como

+0o0
f(k) = Az Z fie " k€ [—m/Ax, 7/ Azl (2.4)

j=—o0
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sendo x; = jAx, f; = f(x;), Av = x;11 — x;, para todo j € Z.

Podemos reconstruir f a partir de f usando formula da transformada inversa
de (2.4)

1 n/Az '
fi= —/ f(rk)e"™¥idr,  j€Z. (2.5)

2m —7/Ax

Esta é a sintese de Fourier. A variavel z é a variavel fisica e k ¢é a variavel de

Fourier ou ntumero de onda.

Exemplo 2.1. Se a fun¢io R(x) € definida da sequinte maneira

[ 1)2m Se |z|<m,
R(x) = { 0 Se |z| >,

entao

. Feo . 1
R(k) = / R(x)e_””dx:/ 2—€_lkmdx

[o.¢] —Tr ™
e
—2imk
senmk

7k

eflﬂ'k _ ink

A tranformada de fourier da fun¢ao R € portanto a fungao sinc.

Teorema 2.2. Seja F o operador transformada de Fourier, i.e., f N f Tem-se

as sequintes propriedades:

(i) Linearidade: Para a e b nimeros complexos quaisquer tem-se,

af(x) +bg(x) T af (k) + bg(x).
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(i1) Extensao e Compressao: Para cada constante p > 0 tem-se,

() Seitm e s 52 (5).

(11i) Deslocamento: Para cada constante real ¢ tem-se,

fle—e) = f(r)e™.
(iv) Modulagao: Para cada constante real ¢ tem-se,

f(z)e i flk—c).
(v) Derivag¢ado: Para todon > 0 tem-se,

O w) = ()" f (1)

(vi) Convolugao:

(f % 9)(x) T+ f(r)g(x).

Demonstracgao: (i) aplicagao direta da defini¢ao e da linearidade da integral.
(17) Precisamos fazer uma mudanga de variavel s = z/p na transformada de Fourier,
ie.,

f (f) i> /+OO f (%) efQﬂinzdx _ e f(8)6727rm(ps)d<ps)

P 00 -
+oo )
= p f(s)e—Qm(pn)sds

—00

= pf(pr).

Assim, f(x/p) N pf(pr). Substituindo 1/p no lugar de p, f(px) 7 (1/p)f(x/p),
e o item (7i) é verificado. (i77) s6 precisamos fazer uma mudanga de variaveis
—2micT ,—2TikT

= o — c. (iv) s6 precisamos considerar que e e = e 2m=IT () e

s
(vi) [11, pags. 401-404].
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Exemplo 2.2. Seja a fungao 0 de Dirac definida como:
5(1’):{0 se x #0,

400 se x =0,

/%o 5(x)da = 1.

o0

a qual satisfaz

Pela propiedade (3) de deslocamento sabemos que §(x — a) N e~%§(k). Portanto
temos que

%(6(20 +a)+6(x —a)) L cos (ak)d (k).

2.1.1 Transformada de Fourier Discreta

A transformada rapida de Fourier pode ser implementado em Matlab, ou em
outras linguagens que permitem aproximar de maneira eficiente e dindmica a trans-
formada de Fourier Discreta (DFT). Na Transformada de Fourier discreta (DFT),
tanto x quanto k sao variaveis periddicas definidas num dominio discreto limitado. O
dominio espacial fundamental que consideraremos sera o intervalo [0, 27] sem perda
de generalidade. Seja N um inteiro positivo par, Az =z, —z; =he

27
Ax = v
Definamos x; = jAz para qualquer j. Assim, a malha de pontos de nosso dominio

fundamental é z1 = Ax,...,.xx_1 = 27 — Ax,xNy = 27.

Uma igualdade que devemos lembrar daqui em diante é dada por:

Az
— = —. 2.6
5 =N (2.6)
Seja (3 o conjunto das fungoes definidas em {z;}, veja [12, pag. 11], que sao N-

periddicas com respeito a j, i.e., 27 - periédicas com respeito a z, com a norma

N 1/2
Az |vj|2] . (2.7)
j=1

lv]laz =
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Como a soma ¢ finita, a norma ¢ finita, assim, toda func¢ao do tipo exigido

pertence a (3. Assim procedemos a dar a definigao da DFT.

Definigao 2.9. Seja v € (3. A DFT de v é denotada por 0 e definida como sendo

N
. N N
O = Afcze*@k%j, k= -5+ 1, ... 5 (2.8)

j=1

Neste caso, a inversa da DFT ¢ dada pela seguinte formula

1 N/2
v =5 > ey, j=1,..,N. (2.9)
k=—N/2+1

Podemos escrever a DF'T e sua inversa na forma matricial da seguinte maneira: sejam

vV = [UlaUQa "'7UN]T7 D = [ﬁfN/QJrla@fN/QJer"'a{)N/Q]Tv 5] = j - N/27 91{: - 27Tk/N €

F ¢ uma matriz N x N com entradas Fj;, = e % para j,k=1,..., N, ie.,

e~ B0 o—iBib2 . —ififnoa
e~ 201 o=ifab . o=if2fn1 ]
F = ) ) ] . . (2.10)
e_i[‘gNel e—i[;NGQ .. 6_7;61\'79N71 1
Assim, a DFT é
v = AxFuv, (2.11)
e a inversa da DFT é
1 —
v=—F 9. (2.12)
2T

Temos que a matriz F' tem colunas ortogonais dois a dois e norma Euclidiana igual a
VN, i.e., a matriz \/LNF é unitéaria, a inversa de F' é \/LNFT. De fato, representemos
F' da seguinte maneira

F = [F(l)\F(z)]...\F(N)} :



sendo F'®)

k—N/2)0s

dadas por e~ ,para k=1,...,

< }7‘(5)7 F(P) >

as colunas de F', para s = 1, ...,

N.

_ 7(S>T 7

_ Zez(kf—)(e —0,)

de onde temos dois casos: se p = s, entao < F(S), FP) >= N esep+# s, entao

< F(S)’F(P) > =

e

1 — 2 (p—s)/N
= (_1)p—s (6— _

Além disso a DFT de v é tnica.

2.2 [Espacos de Sobolev

k=) 2 (p—s)

e

[ 127 (p— s)/N]N—l—l

ei2m(p—s)/N
)

)

1 — ei2n(p—s)/N

30

N, logo , as entradas do vetor F®) sao

Nesta secdo introduzimos os chamados espagos de Sobolev (do tipo L?). Es-

tes sao extremamente tteis na analise de equagoes diferenciais parciais. Eles sao os

. ~ /
espacos adequados para usar e fornecem uma classificacao de elementos de P em

. o, . . . .~ ., 1.
termos da sua suavidade, onde P é o conjunto das distribui¢oes periddicas.

Definigao 2.10. Seja s € R. O espago Sobolev H,

de todo f € P’ tais que

per = Hp

H:, ([-m,7]) € o conjunto
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1A =2m Y (L + kPP If(R)P < co. (2.13)

k=—00

Em outras palavras, uma distribui¢ao periodica f pertence a H,,, se e so-

mente se ((1 + |k|?)? f(k;))k . € I> = [*(Z). Denotamos por I?> = [%(Z) o espago
S

das sequéncias a = oy, k € Z com

ez = [% > (1+|k\2)3\ak|2] : (2.14)

k=—o0
Assim f € Hy,, se e somente se (f(k)) € 1% neste caso, ||f||s = Hlez E facil
keZ

ver que para s € R, Hj . & um espago de Hilbert com respeito ao produto inteiro

(flg), =2m > (L4 k) f(k)g (k). (2.15)

k=—o0

No caso s = 0, obtemos um espaco de Hilbert que é isometricamente isomorfico a
L*([—m,7]), o espago das (classes equivalentes de) fungoes com quadrado integravel
no sentido de Lebesgue. Comecamos o nosso estudo dos espagos de Sobolev provando
que eles formam uma sequéncia decrescente de espacos de Hilbert e caracterizando

seus duais topologicos.

Proposicao 2.3. Seja s,r € R. Entao HS,, — H_ ., que €, H° ¢ continuamente

per per’ per

e densamente embebido em H_ . e

L1l < 1 flls: V€ Hp, (2.16)

!

Em particular, se s > 0, HS,. C L*([—m,7]). Além disso, (H3,,) , o dual topoldgico
de H’

pers € isometricamente isomdrfico a H,; para todo s € R. A dualidade €

r

implementada pelos pares

(f.9)=2m Y f(k)g(k), f € Hylg € Hy,. (2.17)

k=—o00
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Prova. E facil ver que

(1+ k)"
(1+|K[2)s —

quando s > r. Na verdade

2 __ S 2\7| £ 2 _ = (1+|k|2)T 2\s| f 2 2
1A= D (L + k) If (k) —k;OOWOHM PIFR)E < [I£1]5-

. Segue que H,,. € continuamente incluso em H,,. Em seguida, como P C H

k=—o0

per

para todo s € R onde P é o espaco das funcgoes teste; e para mostrar que a inclusao

¢ densa, ¢ suficiente mostrar que P ¢ denso em H;,.. Dado g € H,,, seja g, definido

por

f]n(k’) _ { g(k>’se|k‘ <mn,

0,selk| > n.
Entao g, € P e

o0

lg = gallf = D (LK) [a(k) = (k) = D (L4 [ §(R)]> =0
k=—00 |k|>n

quando n — oo. Se f € H_* ¢ claro que (2.8) define um funcional linear continuo

p

S S
em H, . Inversamente, se ¢ : Hj, — C ¢ um funcional linear continuo em Hj,,,

pelo lema de Riesz existe um tnico ¢ € H,, tal que

(W, 9) = (gle)s = 27 Y (1 +E)*3(k)(k)

kEZ

=2 > §(k)(1 + k2)*@(k)Vg € H,,.

Sendo ¢ € H,,,, ((1 + /{:2)5 @(k;)) € [?, assim a distribuicdo periodica f € P’
keZ

satisfazendo f(k) = (1 + k2)2 ((1+ k*)2p(k)) pertence a H % e

_277-29 f|g> VQE per

keZ
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Daremos agora o significado preciso para a passagem de que o espaco Sobolev

. ~ ’ .
fornece uma classificagao de elementos de P em termos da sua suavidade.

Proposicao 2.4. Seja m € N. Entio f € H™. se e somente se 07 f = fU) € L2

per per’

j €40,1,2,...,m} onde as derivadas sao tomadas no sentido de P’ Além disso,

[ fllm e A
AN = [Z||8jf§||] , (2.18)
§=0

~ . . . . / .
sao equivalentes, ou seja, existem constantes positivas Cy, e C,, tais que

Cull Al < WA < CLllfIR, Vf € Hye,.

Prova. Seja f € H), de modo que tenhamos (( + k)% f(k )) € [?. De
kez

(R f(R)] < (L+ |KP)Ef(k) V)€ {0.1,2,...,m},

Segue que (1k)3f(k;) € [?, para todo j = 0,1,2,...,m. Pela propriedade (V) do
teorema 2.2 (versdo periddica) isso implica que &7 f = fU) € L2  para todo j =

per
0,1,2,....me
AN, = DN F15 = 27 Y 1IGRY fllizy < 2n(m+ DI f]]5,:
j=0 §=0

Se &’f = fU) ¢ L*([~m,7|) para todo j = 0,1,2,...,m, é possivel mostrar que
(z?(m)f flk )) . Visto que [i7] = 1e (1 + [ik[2)™ = 5™ ¢;(ik)¥, temos

1fI = 27 Z (1+ [k (k) = 27 Z (ZCJ (ik)? )If(k‘)|2

k=—o00 k=—o0c0 \7=0

=21 ) ¢ ( > I(ik‘)jf(k)l2> =21 (@ Pz < @rmazc) [ £II%,
§=0 j=0

k=—o00

< 0.

Esta expressao termina a prova. O
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E de extrema importancia e util nas equagoes de evolugao nao lineares os

seguintes teoremas.

Teorema 2.5 (Estimativa de Moser [22]). Sejam s > 0 e f,g € L> N H*. Entao

existe uma constante C' > 0 tal que

/9]

we < C ([ fllzellglas +11£]

Hs 9HL°°)

Teorema 2.6. (ver [22]) Para todo s,t com s+t > 0. Se f € H* e g € H', entao
fg € H" para todo r < min (s,t) tal que r < s+t—d/2 (d é a dimensao do dominio
da defini¢ao de f e g). Além disso, existe uma constante C' (dependendo de r,s,t e

d) tal que

1f 9l < CJ|f]

wsllgll e

O proximo resultado é conhecido como lema de Sobolev.

1 ~
Teorema 2.7. Se s > 5, entio Hp,. — Cper €

1/l < [1flla < ClIflls VS € Hye (2.19)

Prova. Se s > %, a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que

; (1+ k%) f(k)
k)| = :
%;f( ! % (1+ [k[)*

IN

S smor | S aeme] |

LkEZ keZ

= Z(1+|’f!2)_1 1/l < o0 (2.20)

LkEZ

~h»

Assim ( (k:)) elle

keZ

g(x) =Y f(k)exp(ik),
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converge absolutamente e uniformemente no intervalo [—m, 7). Portanto, g € Cj,.
f e g coincidem como distribui¢oes. Portanto, pela convergéncia uniforme das séries,

temos

(9,0) = / " g(@)p(x)dz = / ” ( S i) exp(ika:)) o(x)dz

- T \k=—o0

- Z F(k) /7r o(x) exp(ikx)dr = 27 Z Flk)p(—k)

k=—00 k=—00

=(f,p) Vo €P,

a fim de f = ¢ no sentido de P". A desigualdade (2.19) segue de (2.20) porque

[f@) <D If k)] < Z(1+Iklz)s] flls Vo € [=m, 7]

A continuidade ¢ uma consequéncia imediata da inclusao P C H,

er’

Seja f,g € H,,
duto fg € Cper C P’ pela formula

o, $ > 5. Devido ao lema de Sobolev podemos definir o pro-

(fg.0) = / " f@)gle)p(a)de Vo P. (2.21)

1
2

O ponto importante acerca deste produto ¢ de que ele torna Hj,,., para s >
numa algebra de Banach. Os espagos de Sobolev sao apropriados para a analise de
equacoes de evolucao. Quando o dado inicial pertence a um espago de fungoes con-
tinuamente diferenciaveis, em geral a solugao perde regularidade e vive num espago
maior. Este nao é o caso quando trabalhamos com espacos de Sobolev. Solugoes
das equagoes de evolucao geralmente deixam a mesma condicao inicial do que os

espacos de Sobolev.
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2.3 Meétodo das diferencas finitas

Gostarfamos de substituir a derivada por diferencas finitas substituindo assim
a equacao diferencial parcial em x e t por um sistema de equacoes diretamente
algébricas. Consideremos uma malha uniforme, onde £ = At e h = Axz. Os pontos
da malha s@o (t,,z;), onde x; = jh, j = 0,£1,£2,...et, =nk, n=0,1,2,.... A

solugao u(t, x) é aproximada para pontos de malha:
Vi = v(tn, ;) = u(nk, jh).

A fungdo v é chamada de func¢do malha. Seja denotada v™ = {vf, vy, v%,, ...}. Para

a seguinte equagao u; = au, consideramos o seguinte esquema aplicado para (t,, x;):

1 a

Ay tl _ n—-1\ _ "/ n

2k,(”j U ) = 2h('”j+1 Uj—l)'

Este é um esquema de segunda ordem de precisao em ambos, t e x. As aproximagoes
das derivadas sao centradas em ambos, t e z. Este é também um esquema de trés
niveis (ou seja que precisa dos dois passos anteriores) cujo nome é esquema Leap-
Frog. Este método nao se auto-inicializa, deve ser usado num método de dois niveis

para calcular o primeiro passo.

2.4 Meétodos espectrais

2.4.1 Meétodo de Fourier Galerkin

Algumas das equacgoes de evolucao podem ser escritas como

ou
5 = M (u) (2.22)
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onde u(x,t) é solugdo e M(u) é um operador (linear ou nao linear) que contém
derivada espacial de u. A equagao (2.22) tem condigao inicial u(z,0). Para simpli-
ficar suponha a variavel espacial no dominio de (0,27). As condig¢oes iniciais sdo

periddicas, e a solugao aproximada pode ser escrita na forma
N
2
uN(,t) = > ap(t)én(z) (2.23)
=t

onde ¢, sdo as funcoes teste e a; os coeficientes de expansao. Em geral u” nao

satisfaz (2.22), ou seja,
ouN

A aproximacao é obtida selecionando do conjunto das fungoes teste as 1 e satisfa-

zendo o seguinte
2m N
/ {ai - M(uN)] bn(@)de = 0,
0 ot

para % < k < % Os mais diretos métodos espectrais para o problema com

condicoes limitadas periddicas sao baseados nos polindmios trigonométricos

¢k (.I') _ eikx’

Q/Jk(lﬂ) = %e—ikzz’

onde ambos sao essencialmente os mesmos e satisfazem condigoes de ortonormali-

dade
2w
0

Usaremos isso para o problema de aproximacao entao u' (x,t) que poderia ser escrito

como uma série de Fourier, desde que conhega u(z,t):
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ak(t):/oﬂu(:p,t)@bk(x)dx.

Quando n@o conhecemos u(z,t) e tem uma aproximacao determinada por (2.23).

Resolvendo o problema hiperbélico temos.

ou Ou ou

ot or (2.24)

Pela condicao (2.24) temos:

usando a derivacao e integracao obtemos

%ak —ika, =0,k = %, g
com condigao inicial ,
ap(0) = /0 ’ u(z, 0)Yy(0)dx
poderiamos usar u(x,0) = sen(mwcos(x)), para ilustrar o método de Fourier Galerkin

para (2.22), a solugao exata

u(z,t) = sin[rcos(x + t)]

cuja expansao de Fourier u(z,t) = Z ag(t)e

*r onde os coeficientes de Fourier

k=—o00
sdo ay(t) = sin(5) Jy(m)e* e Ji(t) é a funcdo do Bessel de ordem k. A propriedade

assintotica da fun¢ao de Bessel implica kPax(t) — 0 quando k — +oo; Vp € NT

Assim a série truncada de Fourier converge para qualquer poténcia de %

N
2
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2.4.2 Aproximacao de Fourier

Nesta se¢ao vamos definir o conjunto Sy, como um subespago de Ly de dimensao

finita.

Desigualdade inversa para polinomios trigonométricos
Consideremos a norma LP para polinomios trigonométricos de uma fungao u sobre

(0, 27)

1

2m »
[w]|zr0,27) = (/ ]u(x)|pdx> ,1<p<oo
0
[l L 0.20) = suplu(z)| , p=00,0 <z < 27

Sep,geRtal quel <p < qg<ooeseuec LI0,2r) entdo u € LP(0,27), com
llu||r» < ¢l||u]|re, onde ¢ depende de p e ¢q. Se u é fungao periddica com expansao

finita a desigualdade poderia ser invertida chamada de Nikolski.
16]l0 < N34 |6]| 1o, V6 € Sy
Assim temos o equivalente para as derivadas
1670 < N"||6]]0, Vo € Sy

onde ¢ denota a derivada de ondem 7 para ¢.
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2.4.3 Estimativa para o erro de truncamento.

Seja Py : L*(0,27) — Sy a projecao ortogonal sobre Sy com produto interno

em Ly(0,27):
(u— Pyu,¢) =0, V¢ € Sy.

Pyu é a série truncada de Fourier de u,

o) N-1
Py ( Z ak¢k> = Z Uk, onde ¢y (z) = e'**

k=—o00

Da comutatividade dos operadores L e Py em H'(0,2m).
(PNU), = PNU,VU € H}D(O, 27T>

Agora VEk

—

2r(u'), = (W, or) = —(u, ¢),) = ik(u, ¢p) = ikuy,

com a mesma ideia podemos caracterizar Hp' (0, 27), substituindo a primeira deri-
vada pela n-éssima derivada. A primeira estimativa de erro de truncamento sera a
norma de Lo, onde Pyu é a melhor aproximacao de u em L? para qualquer funcao

em Sy, a estimativa para o erro truncamento para norma de Sobolev, segue

v — Pyul| o2 < CN"™[u"™)]|2(02m), para m >0e 0 <1 <m (2.25)
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Desigualdade de Sobolev. Existe uma constante C' > 0, tal que Vf € H!

1 £1]o0 < cllFIBIIF112 (2.26)

Desigualdade Inversa em Sy. Dados 0 < s < r, existe (j independente de NV,
tal que V¢ € Sy
11l < N™2[[¢]ls; [[¢]]o0 < CoN2 ][9] (2.27)

2.4.4 Exemplo de Aplicagao de Métodos Espectrais

Como ja mencionado, os métodos espectrais sao utilizados para obter solu-
¢oes aproximadas de equagoes diferenciais parciais. Com algumas poucas excessoes,
esses métodos tem sido somente aplicados para a aproximagao de derivadas espaciais

e nao temporais.

O objetivo dessa se¢ao é ilustrar como aproximagoes espectrais sao realmente
construidas para solucoes de EDP’s. Para isso, vamos utilizar a equagao nao linear

de Burgers, dada na sua formulagao forte por:

ou  Ou D%
sy = 0 2.2
T + U Vo 0, em Qe Vt >0, (2.28)

com v constante positiva e condigao inicial u(z,0) = ug(x) em €.

Essa equagao foi proposta por Burgers em 1948 como um modelo simplificado
da equagao de Navier - Stokes. Solugdes de (2.28) exibem uma relagao entre advecgao

e difusao.

Observacgao 2.1. Como jd mencionado, a equagio (2.28) € dita formulagao forte
da equac¢ao de Burgers. Podemos obter uma formulacao fraca desta equagdo se
exigirmos que a integral da equagao vezes todas as funcoes de um espago apropriado

X de fungoes teste seja satisfeito. Isto €, se considerarmos por exemplo 2 = (a,b),
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temos:
b 524,
—vda:—i—/u—vdx—v mvd:c—o Vv e X eVt >0.
" x
Observacao 2.2. Os métodos espectrais podem considerar a EDP tanto na sua
formulacao forte quanto na fraca. Por exemplo, o método da coloca¢ao utiliza a
formulacao forte, equanto que os métodos de Galerkin e Tau utilizam a formulagao

fraca.

Procuramos por uma fungiao u”, solugio periodica em (0,27) da equagao
(2.28). Primeiramente, vamos aplicar o método de Fourier Galerkin. Nesse caso,
tanto o espaco de funcoes teste Sy, quanto o espago de func¢oes de aproximacao Xy

sao tomados como

, N N
SN:span{em,—E <k< 5—1}.

Portanto,

uMN(a,t) = > dg(t)e. (2.29)

Estamos interessados em determinar os coeficientes uy(t), para k = —%, e

|

1. Para isso, consideramos entao a formulagao fraca de (2.28) dada por:

w guN L ouN RN
/0 ( o T T TV o )6 dz =0,

N
N

para cada k = —%

Devido a propriedade de ortogonalidade entre as fungoes teste e de aproxi-
macao, obetemos um sistema de EDO’s em u; dado por:

kvl =
dt 8$)k+ v =0,
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2
para cada k = —%,..., & — 1, com condi¢do inicial @;(0) = / u(z,0)e " *dx.
0
O sistema de EDO’s acima é geralmente resolvido através da integragao no
tempo, com a utilizagao de métodos numeéricos que tratem da parte nao linear (termo
de adveccao) de maneira explicita, e da parte linear (termo de difusdo) de maneira
implicita.

N oulN
ox

se considerarmos (2.29) e a propriedade de ortogonalidade das fungées de Sy. Uma

Note que o termo (u ) pode ser visto como uma soma de convolugao,
k

soma de convolugao tem o nimero de operagoes da ordem de O(N?), o que com-

putacionalmente nao é bom. Felizmente, existem métodos de transformacao que

permitem realizar esse calculo com nimero de operagoes da ordem O(N log N) (ver

detalhes em |[11], se¢@o 3.4).

Vamos agora aplicar o método da colocagao de Fourier. Novamente, estamos

procurando por uma solugdo u" de (2.28) em Xy = Sy, periédica em (0,27).

21y
N Y
j=0,1,...,N—1. Sendo assim, a funcdo u" esta relacionada com seus coeficientes

Contudo, u" agora ¢ representada por seus valores na malha de pontos Tj =

discretos de Fourier dados na se¢ao anterior.

Para esse método, exigimos que a equagao (2.28) seja satisfeita em todos os

pontos z; da malha descrita acima. Ou seja,

oulN  youl O*ul
— =0,7=01,...,.N—1 2.30
ot T oz 0a? IR ’ (2:30)

com condigao inicial dada em cada ponto da malha por u™ (z;,t) = ug(z;).

Se tomarmos u(t) = (u(zg,t),uN(z1,t),...,u™(xN_1,t))T, podemos rees-
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crever (2.30) de maneira vetorial por:

d
d—ltl 4+ u® Dyu— vD%u =0, (2.31)
ou
du 1
d—l: + §DN(u ®u) —vD3u =0, (2.32)

onde u ® v indica cada componente do produto entre v e v, e Dy é uma matriz que
representa a derivada da interpolacao de Fourier (ver detalhes na segao 2.1 de [11]).

Note que para obter (2.32) consideramos que u’¥ a;_N = %aﬁ(u]\[ )2 Além
disso, temos que as equagoes (2.31) e (2.32) nao sao equivalerzftes, em cﬁntraste com o
método de Fourier Galerkin que produz as mesmas equagoes discretas, independente

da forma utilizada para a EDP.

Para a resolugao dos sistemas de EDO’s (2.31) e (2.32) a partir da utiliza¢ao
de ou uma discretizagao temporal explicita para o termo de advecgao e implicita para
a difusao sao utilizadas ou uma discretizacao temporal totalmente explicita, temos
que cada passo de tempo pode ser obitdo em O(N log, N), que computacionalmente

¢ uma vantagem sobre o método apresentado anteriormente.

Os métodos espectrais aproximam as derivadas usando decomposigoes espec-
trais [11]. No presente trabalho, usaremos séries de Fourier a partir da transformada
rapida de Fourier (FFT). A diferenga é que a transformada semi-discreta é substi-
tuida pela transformada de Fourier (DFT), a qual se calculara de uma forma eficiente
usando a FFT. O nosso periodo basico ¢ um subconjunto de [0,27]. Quando fala-
mos acerca de uma malha periodica significa que quaisquer valores dados em um
intervalo vem da avaliagao de uma funcao periédica. Por analogia, podemos dizer
que o intervalo periodico é um ciclo de tamanho N quando o intervalo é infinito e
satisfaz

VitmN = Vj, Vi,m e Z.
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Todos os resultados tém analogia para algum N, mas as formulas sao diferentes e
pouco seria ganho se escrevéssemos tudo duas vezes. O espagamento entre pontos

do intervalo é h = %

2.5 Diferenciacao espectral

Seja v uma fungao periddica de periodo 27. Associamos & v o vetor v =
[v1,va, ..., un]T definido por v; = v(x;), j = 1,...,N. Além disso, seja ® o vetor

correspondente & DFT de v de acordo com as equagoes (2.15) e (2.16)

DFT ;. R R
[U17U27'-'>UN]T — [U—N/2+1>U—N/2+2>---a'UN/Q]T>

N A . (DFT)~! T
[U—N/2+1> V_N/242; 5 UN/Q] = |v, v, 0N

Para a diferenciacao espectral da funcao peridédica v precisamos de um interpolante
de banda limitada de v, o qual é obtido da equagao (2.16) para todo = em vez de

apenas na malha. Para isto, consideramos 0_y/; = Uy/2 € substituimos (2.16) por

| N/2
T ikaa .
Uil Z e i, j=1,...,N. (2.33)
k=—N/2
onde aspa indica que os termos k = +/N/2 sdo multiplicados por 1/2. Nosso inter-

polante p(z) sera

N/2
1 ! ikx o
p(x) = %k_;wze Uk, x € [—n/Ax,m/Az]. (2.34)

Temos que: 2%(z;) ~ w; = %(xj), logo

1 N/2
/ .
w; = 2— Z (ik)elkxj TA}]C

s
k=—N/2
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Analogamente para qualquer m > 0 a derivada de ordem m pode ser aproximada

pelo método espectral como:

o /2.
~ m g \mM kT o
o (x)) ~ w§ ) = - E (1k)™ e 0y,
k=—N/2

Em particular, a transformada de Fourier poderia ser usada:

e Dada v calculamos 0.
e Definimos a wy = 1k, exceto wy = 0.
2

e Calculamos w usando .

Para derivadas de maior ordem, multiplicamos pela poténcia apropriada para ik,
tomando especial cuidado do termo w~ = 0. Para derivadas fmpares se perde a
2

simetria, e temos que wxy = 0, caso contririo wx é dada pela mesma féormula de
2 2
wg. Em conclusao para aproximar a derivada de ordem m:
e Dada v calculamos o.

e Definimos a w}' = (ik)™ 0y, exceto W'} = 0, se o m for impar.
2

e Calculamos w™ usando w™.

2.6 A Transformada de Hilbert

A transformada de Hilbert H de uma fungao f(z) é usualmente definida como

sendo a convolugao desta com 1/7x |3, 7.2], i.e.,

HIf)(x) = flo)* - = %P.v / w6 4

T o ST
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onde P.V representa valor principal de Cauchy. E claro que a transformada de
Hilbert é um operador linear, além disso ¢ uma integral impropria, ja que para s = x
o integrando tem uma singularidade. Para solucionar este problema calculamos a
integral de forma simétrica em torno de s = x, de acordo com a seguinte equacao

/%o ) g5 — tim /H 16) gy [T L) 4

o ST e—0t J_ oo S—T cieS—T

procedemos a dar a definicao da transformada de Hilbert.

Definicao 2.11. (Transformada de Hilbert) Seja f € S(R). A transformada
de Hilbert de f € denotada como H|[f] é definida como

Hifl@) = tpv [ L) g (2.35)

™ S—X

E necessario redefinir a transformada de Hilbert na faixa. Vamos relembrar

a definicao do operador Ts:

Definigao 2.12. A transformada de Hilbert de g € S(R) na faiza de altura § > 0 €
definida como

™

Tolol(r) = 55PV / () coth (23— ) ) di.

Devido a definigao nao local da transformada de Hilbert na faixa é necessa-
rio redefini-la quando restringimos nosso problema para um dominio periédico para
implementagoes numéricas. Para esse efeito, temos em mente sua interpretacao geo-
métrica, ou seja, o operador que transforma a derivada normal da fun¢ao harmonica
na fronteira, na derivada tangencial na fronteira.

Considere o seguinte problema para x periodico em [0, 2]

b, +D,.. =0, —0<z2<0,0<z<?2,
D(0,2) = (2, 2),
D, (2,0) = g(z), (2.36)

b, (x,—9)=0.
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Seja # = mx/l. Nas novas coordenadas ® (%, z) = ®(z, z) satisfaz

(w/l)QCTDH + ., = 0, —0<2<0, 0<T<2m,
?(O,N,z) = (I>~(2zr, z2), (2.37)
?Z(xa O) - g(l’)7
o, (z,—0) =0.
Consideremos agora a série de Fourier em & € [0, 27] na forma complexa |10, pag.
51]
- 1 &
~ 7 kT
W) = o k:zoo h(k)e™®, (2.38)
com coeficientes dados por
2m
h(k) = / h(Z)e *2dz.
0
Para solucionar (2.39)
—(E) b+ d,. =0, —6<z<0
b.(k,0) = (k). (2.39)
O, (k,—9)=0.
j(k) cosh (5% (2 46
g()COS‘(l (]:T )) k%o’
bk, )= 4 T/ sinh (5F9)
1
4052+ 1], k=0
- 1 I
(7 - qA) k kT
.2 = 5 3 ke
1 <X (k) cosh (52 (2 +0)) .z ®(0,2)
- o : ke e+ ——
2 = 7wk/l  sinh (76) 27
k0

com convergéncia uniforme em 0 < Z < 27 e também em —¢ < z < 0 devido a

cosh (2x§

S = (kl ) coth <E5>
sinh (7”5) [

< , (2.40)

cosh (2 (2 +9))
sinh (kT”cS)
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para todo inteiro k # 0.

Agora precisamos ®,, voltando a variavel original

1 o g(k) cosh (kT“ (2—1—5)) sart L 9(0) 1
T2 2~ 7k/l sinh (50) + 552+ 1, (2.41)

k+£0

O(x, 2)

calculando a derivada de ® com respeito a x

1 Rl “ i cosh (kTﬂ— (Z + 5)) tkxm/l
y(r,2) = oy Z 9(k) sinh (520) € '

Fazendo z — 0 obtemos a derivada tangencial na fronteira
d,(2,0) 1 f A(k)iCOSh ) ikam/l
2(2,0) = —— T 7h o € :
2m —~ g sinh (kT“5)
Por tanto, a transformada de Hilbert na faixa em [0, 27| é dada por

1 & b\
To2ylgl(z) = 7 Z i coth (%5) eFm e/l (k). (2.42)

Note que
27 o T 2l '
g(k) :/ §(7)e *dz = 7/ g(z)e e/ dy, (2.43)
0 0
E importante mostrar que quando § converge para infinito o operador 75 converge
para H que representa a transformada de Hilbert periddica.

De fato, calculando o limite em (2.31) quando § tende a infinito obtemos

Tlal(z) = o > isgn(k)e™ ™/ g(k) = Hg](2). (2.44)
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2.7 Resultados auxiliares

Estes resultados serao de muita utilidade nos capitulos seguintes, com o fim

de facilitar as provas de teoremas e proposicoes.

Teorema 2.8 (Desigualdade de Gronwall). Sejam k € L'([a,b]), k > 0 e f,g €
C([a,b]) tais que

F) <90+ [ KfG)ds, 1€ ot
Entio,
£(8) < glt) + / k(s) exp [ / 5 k(r)dr] g(s)ds, teab. (2.45)
Se g(t) = g = constante, seque em particular que

F(£) < gexp Uatk(s)ds] . te[abl.

Proposicao 2.9. Sejam C,,Cy,Cy constantes positivas, At wvariacao do tempo,
At>0eM>1. Se A < CiAt* e

(1 — CLA) A < (14 CLAL) A" + Co AP,

Entao para At suficientemente pequeno, temos que A™ < CAt*, onde C ¢é uma

constante positiva que nao depende de At e M.

Prova. Dividindo por (1 — CLAt) >0

ATl < Ei——g’kiﬂ A™ 4 [I—LC{AJ At®, param=1,..., m.

Seja q = (1 + CL.At) / (1 — CLAL), ag = C1A3/ (1 — CAt)

Am—l—l S qu+a0-
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Observamos que

A? < gA+ ag;

AP < qA® + ag < q(qA" + ap) + ag
< @A + (g + Dao.

AT < qA% +ag < q(P A" + (g + 1)ag) + ag
< @A + ¢*ag + qag + ag
< @A+ (¢ + g+ 1)ao.

Entao, para n, temos

A" <" TAY (P4 g+ Dag, Yn=2,..m+1

n—1 __ 1
A" < gAY+ <—q > ag.

qg—1
Mas lembrando que g = [%]
1 1 2C, At
At < 1—C.At > = =1+ ——F
Se t_QC* = C t_2 = q +1—C*At

= q<1+4C,At.
Assim,

sempre que (1 +4C,At) < @A mAt < T, n=2,..m+ 1.

(55t )

e (1A e .
=@ ( woar ) \i—ear) A

< (C€4C*T — 1) ClAts
- 2C, At




q 1
1

n—1 __

q_

) ap < KAtY = A" <A+ KA

= A" < CeCTA 4+ KAt < CAH,

Vn

52
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3 MODELOS REDUZIDOS DE ONDAS INTER-
NAS

3.1 Familia de modelos

Uma das principais contribuicoes para a dindmica de fluidos foi dada por
Leonhard Euler (1707 — 1783). Utilizando a segunda lei de Newton, que estabelece
que a variacao da quantidade de movimento de uma porcao de um fluido é igual a
resultante das forgas externas que atuam nele, Euler conseguiu calcular a aceleragao
de qualquer particula do fluido. Tendo em consideragao a lei de conservacao de
massa, em 1755 Euler estabeleceu as leis que regem o movimento de fluidos invis-

cidos, incompressiveis e homogéneos, as quais sao de grande interesse pratico em

engenharia [1]. As equagoes de Euler na forma vetorial sao dadas por:
( Du
— = —Vp+f
Dp
= _ 0
Dt ’
{ V:u = 0,

com condi¢ao de contorno

u-n=0 em 08,

sendo u(t,x),u = (ug, uz,uz) um campo de velocidades, p é a pressao, p(t,x) é a
densidade do fluido na posicao x e no instante ¢, onde consideramos uma porg¢ao
do fluido que, num determinado instante ¢, ocupa a regiao €);. Sendo o fluido
incompressivel e homogéneo, satisfaz dp/dt = 0 e dp/0x; = 0 para i = 1,2, 3, entao

p(t,x) = po > 0 ¢é constante.
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O operador D/Dt, dado por

D
E.—at—FU'V,

é conhecido como a derivada material.
E importante ressaltar que o sistema anterior representa uma aproximagao para a
equagao de Navier-Stokes quando as componentes dissipativas sao despreziveis frente
as convectivas. As equagoes de movimento para fluidos viscosos e incompressiveis
sao dadas por:
Du 1 1
— = ——Vp+vAu+ —f,
Dt p p
V-u = 0,

com condigao de contorno e condicoes iniciais apropriadas
u=0 em 08,

sendo v = u/p a viscosidade cinemética e p a viscosidade dindmica. A primeira
equacao do sistema acima é conhecida como equacao de Navier-Stokes. A partir de
agora vamos nos concentrar em um regime de dois fluidos e os modelos resultantes
obtidos a partir das equagoes de Euler. Como ponto de partida consideramos o
modelo reduzido fortemente nao linear [20] dado por um sistema que descreveremos

abaixo.

3.1.1 Modelo reduzido de Choi e Camassa

Considerando a configuracao bidimensional do sistema de dois fluidos para
fundo plano com tampa rigida na parte superior Figura 3.1, em [20] foi obtido um
modelo reduzido fortemente nao linear dado em (3.1). Os autores consideraram
o regime assintotico onde a profundidade da camada superior é bem menor que o
comprimento de onda caracteristico da interface entre os fluidos, enquanto que a pro-
fundidade da camada inferior é comparéavel ao comprimento de onda caracteristico,

e o fluido mais denso ocupa a camada inferior, ou seja hy < A, hy = ().



55

.

Figura 3.1: Configuragao fisica do sistema de dois fluidos.

Neste sistema as variaveis t e x representam o tempo e a coordenada no
espago. As fungoes n(z,t) e u(x,t) representam o deslocamento da interface com
relagao a posicao de repouso e a média da componente horizontal da velocidade do
fluido na camada superior, respectivamente. As densidades das camadas superior e
inferior sdo denotadas por p; e py (considera-se que p; < pg). O sistema de Choi e

Camassa é dado por:
m—[(1—an)ul, =0

Uy + Qllilly — 1y = \/E%%[(l — am) g + gutmc +0(B*?).

(3.1)

Foram introduzidos os parametros adimensionais «, 3 e -, definidos como

amplitude caracteristica das ondas

profundidade da camada superior ’

correspondente a nao linearidade,

profundidade da camada superior ?
comprimento de onda caracteristico



56

associado com a dispersao, e

5= profundidade da camada inferior

comprimento de onda caracteristico’

Considera-se adicionalmente que 5 < 1. O operador Ts representa a transformada

de Hilbert na faixa de altura ¢ definida por

T = 55 PV [ 1@ cothi(5(i — )

onde a integral estéd definida no sentido do valor principal de Cauchy. No caso do
regime de dguas profundas (6 — 00), no lugar do operador T5 aparecera o operador
de Hilbert H de forma que:

dz

r—x

Hlf@ =PV [ @
3.1.2 Familia de modelos reduzidos fracamente nao lineares

Nosso proposito agora é derivar uma familia de sistemas formalmente equi-
valentes ao sistema de Choi e Camassa, no regime fracamente nao linear, ou seja
quando o = O(f). Isto sera realizado usando a tecnica de Bona [9] considerando
mudancas nas variaveis dependentes e usando as relagoes assintoticas de ordem
baixa em termos de relagoes de ordem mais alta. Como ponto de partida usamos o

modelo fracamente nao linear de Choi e Camassa [19], dado por:
me—[(1—anju], =0

. 3.2
1

)

(NI

Consideremos a seguinte relacao assintotica entre a velocidade horizontal média @ e a
velocidade horizontal ug na profundidade (y, 0 < (4 < 1, onde (y ponto intermediario

na camada superior:

1
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O nosso objetivo é derivar uma classe de sistemas assintoticamente equivalentes
a (3.2). Isto serda conseguido fazendo alteragdes nos termos de ordem superior,
usando os termos de ordem inferior sem mudar a ordem de aproximacao das equagoes

iniciais. Derivando (3.3) com respeito a z e a t:

{ U = oy + 5 (G — §) Uotaw + O(5%). (34)

Substituindo (3.4) em (3.2) e desprezando os termos de ordem maior ou igual a 32

obtemos:

B

(@~ 3 )tomes + o). = O (52)). (3.5)

M — Upzs —

Agora ¢é a vez de modificar a segunda equagao do sistema (3.1) e desprezando os

termos de ordem maior ou igual a 3 se obtem:
UlUy = UglUpg T O(ﬂ)a Uyt = Uogt T O(BQ)v Utz = Uptze T O(ﬁz) (36)

Na equagao (3.1) substituimos (3.6) e obtemos

1 3
Uot + g (Cg - g) Upzat + QUGUOr — Mo — \/B%%[UOH] - §u0zxt =0 <6§> . (37)

A partir de (3.5) e (3.7) obtemos o seguinte sistema:

M — Upge — § (Cg - %) Uozzx + oz(nuo)x = O </8%)

B

(3.8)
uoy + 5 (€5 — 1) Uosar + Qtiguoy — 15 — \/B%TS[UO@] =0 (/3%) :

O sistema (3.8) acima, é assintoticamente equivalente ao sistema fracamente
nao linear de Choi e Camassa (3.2), mas considera como variaveis independentes o
deslocamento da interface e a velocidade horizontal na profundidade (,h; da camada
superior. Quando consideramos (2 = 1/3 os dois sistemas coincidem. A partir do

sistema (3.8) acharemos uma familia de sistemas assintoticamente equivalentes no
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caso quando o = O(f) usando a técnica assintotica apresentada em [3]. Partimos

da seguinte relacao assintotica que despreza os termos de ordem mais alta:
Ty — Upe = O(ﬁ)
P2
ot — Mo — \/BIO_%[UOM] = 0(B).

1

(3.9)

Derivando a equagao anterior com respeito a x duas vezes e desprezando os termos

de ordem superior a [ temos:

Uozzz = MNizx + O(ﬁ)

Para isso, introduziremos os nimeros reais Ao, A1, Ay e A3. Tomando )y € R, da

seguinte forma

gu()x:cx = )\OBqua::c + (1 - Ao)ﬁntm + 0(5)

e substituindo na primeira equagao do sistema (3.8):
5 8 o
m— e — | ) — A0 Uozzz + (1= A0) G| + alipun)e = O (B2 ).
Derivando com respeito de x a segunda equagao do sistema (3.9):
1

Nesta equagao aparece o termo Tsluoi,] assim que aproximaremos ele. Para isso

introduziremos A\ € R da seguinte forma:

V Buore = Mo/ Buors + (1 — M) v/ Buora

substituindo (3.10) nesta ultima equagao fica da seguinte forma:

\/BuOtz = )\2\/37//0751 + (1 - )\2)\/5 <7]:m: + \/E@%[uomz]) + O (ﬁ%)
- >\2\/_u0tw + ]- - /\2 \/—nxm 1 - )\2 BP 7:5[u0txx] + O (5 )

Njw

logo

(Mo

VBT luoes) = do/FTsfoe] + (1= 2o) VB T5lnes] + (1= 2) 822 T o] + 0 (8
(3.11)
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Derivando (3.9) com respeito x duas vezes obtemos:
P2
1
Desprezando os termos de ordem maior ou igual a 8 3 temos:

Btotzs = Bilazs + 0 (57) (3.12)

Substituindo (3.11) em (3.12), e dado que na equagao (3.11) tem termos 75 toma-

remos entao A3 € R da seguinte maneira:

BUOtzx = ﬁ)\?)u(]tmc + (1 - AS)ﬁUOtmz (313>
Buowe = BAstores + (1= A3)Baze + O(82). (3.14)

Substituindo a equagao (3.13) em (3.11) dai temos:
VT3 00m) = 2o/ BT 0ae) + (1= M) V/BToea) + (1= Na) B0 2 T2 ()

+ (1= h)(1— Agm%ﬁnm) +0(83).

(3.15)
Consideramos \; € R, no momento que aproximamos:
gu()t:px = Algu()t:m: + (1 - /\1>§u0tmx (316)

Logo substituimos (3.12) na equagao (3.16) e desprezando os termos de § cuja ordem

¢ maior ou igual a %

§U0tm - )\lguOtmx + (1 - )\1)

Njw

B
2

el + 0 () (3.17)

Finalmente substituindo (3.17) e (3.15) na segunda equagao do sistema (3.8) temos:

ot (G5 = 1) Ohstose + (1~ M aae) =K/ B2 T3] = (1= 2)BXs 2 T3 o)

— 1, — augug, + (1 ANB%%M + (1= Ao)(1 - Aswg—jmm] +0(5?)
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Dai:

2
= 1= ot + (1= M)V BT+ (1= 22)(1 = M) 32T ]

P1

2
Ut + (C 1) Aléuomx - )\2\/5%7:5[%@1] - (1 - )\2)5>\3 (%) 7:;2[U0tm]

(G 1) (1= M) s + 0 (8)

logo obtemos o sistema:

[

( N — Upx — (Cg - %) ()\OBUOxa::c + (1 - AO)Bntmc) + Oé(’I]U())I - O <B )
Uo + (C 1) >\1§U0tm - Azﬂ%ﬁ[uom] (1= A2)BA3 ( > (Uotae) =

).

3
2

@-na-a?

(3.18)

Introduzindo os parametros reais:

a=(¢-3) F2b= (<o——)A0c—A2,
d=2x3(1 = Xa),e= (1= A2)(1 = A3),
f= oo (1),
h=1-=X,0<¢ <1,
p=73(G—3%),q=3(G -1,

nas equagoes (3.18), obtemos a seguinte familia de sistemas fracamente nao

lineares, versao abcdBona, Chen, Saut,[3] com termo nao local:

( e — aﬁntm: = Ugg T+ bﬁuOmxm - a(nu0>m
2

P2 P2 2
Ut — C— Tslwors] — [ BUter — A== BT (Ut ) = T — QUQUOE
ot pl\/B s[tote] — fBuor pgﬁ 5 (Uotea) =1 oUo (3.19)

2
P2 I

\ 1
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onde os parametros (g, a, b, ¢, d, e, f, g e h, satisfazem as relagoes

( OSCOSL
a+b=np, (3.20)
ct+d+e=1,
f+9=q,
c+h=1.

\

Esta familia de modelos reduzidos nao lineares apresenta termos nao locais envol-
vendo a transformada de Hilbert numa faixa 7s[-]. Notamos que, de modo geral,

temos uma familia dependente de cinco pardmetros independentes.

O estudo da boa colocagao da familia de EDPs (3.21) é um ponto fundamental
para estabelecer a utilidade da mesma na modelagem do fenémeno fisico de nosso
interesse. Outros aspectos também muito importantes sao o desenvolvimento e
a anélise numérica de métodos aproximados para a resolugao deste sistema. Estes
resultados permitem determinar para quais regioes no espago dos parametros iremos
obter os métodos aproximados mais eficientes para o estudo do fendmeno fisico de

interesse.

O sistema reduzido correspondente as equagoes de Euler para fluidos nao
viscosos e incompressiveis apresentadas no inicio deste capitulo, dado pelo sistema
fracamente nao linear de Choi e Camassa (3.2), é recuperado quando consideramos
queC():1/\/§,a:b:d:e:h:g:O,c:1ef:%. No regime de dguas
profundas, ou seja quando a camada inferior é infinitamente profunda (§ — o) o

sistema (3.19) toma a forma seguinte:
(

n — aﬁnf,zz = Upg + bBUOmmz - Oé(T]UO)a;
2

P2 P2 nq 42 — . —
Ugr — CE \/EH[UOM] — fBUotee — dp_%ﬁfH [totaz] = 12 — QtigUos (3.21)

2
1
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Os modelos desenvolvidos devem ser estudados como problemas de valor ini-

cial. Para isso consideramos as condigoes iniciais n(t = 0,z) = n°(x) e ug(t = 0,x) =

0

balho, por simplicidade, iremos considerar condigoes de contorno periédicas.

ug(x). Adicionalmente devem ser consideradas as condigdes de contorno. Neste tra-

Teorema 3.1. Para cada regiao R;, 1 = 1,...,20, no espago dos pardmetros existe

A; tal que para qualquer real s > max {0, A;}, o sistema linearizado serd bem posto

em H® x H*"2i. Além disso, existe I'; tal que para qualquer inteiro r > 0, temos

que [07n(t,x), Ofu(t, 2)]" € O ([0, +00), H* e x He=8T),

azo,b:%(gg—é),ogco<\/%,
¢=3(1-¢),c=0,deR
e=1-—d,

f=a(z)

2
g=11-¢)0<c<2 1—(&;) g—1,

'a:(),b:%(g—%),0<§0<\/%
q:%(l_ g);quR
e=1—-c—d,

2 9 )
f>max{(;_3) (=52 +d-1) +:3¢ () +d(,’§—i)}
g:q_f7
h=1-c

(R1)
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A regiao Ry abaixo é nao vazia quando Z—f < V2.

( 2
a=0,b=%(c&—é),oscozmm{%, 1_%(@}7
_%(1—43),(3:1,d621:{,
e=—d f=q+d(2),

g==—d(%>i

L h=0

( 0,0 (<0_§>0§<0<

1(1-¢),deR,

1— dc*<c<22<1+pl\/_)onde c*jmax{1,2<1—\/§<2—;)>},
f=q—<1—c—d><z—i> g=(-c=a(z),

a=
q=
e=

h=1—c
(Rs)
(a>maX{PaO}ab:p_a7P:%(Cg—%)7C0€[0a1]7
:%(1—63),C,d€R,
e=1—c—d,

2 2 2
f>max{(gf) (g va-1)vate(z) +a(g)}
9=q— 1,

| h=1-c
((a>max{p,0},b=p—a,p=13(E—-1).¢<0,1],
c=0,d € R,
2
ezl—c—d,fzd(ﬁ—?), (Ry)

g—q—d@ﬁ,
( h=1.
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(a>max{p,0},b=p—a,p=3 (¢ —3),%<[0,1],
=3(1-¢).0<c<? 1—(&)q—1
e=1—-c—d, (Re)
g—q—d(’éf)Qv
 h=1—c

A regiao Ry existe quando ‘;—f < V2.

( 2
a >max{p,0},b=p—a,p=13({—-3),0<G< 1-%(&),
:%<1_C§)7C:1>d€R>
2

( a>ma’x{p70}7b:p_a’vp:%(Cg_%)vcoe [071]7

ezl—c—dm*<c<2<L+%¢®omkg:nmw@3(1_¢§@ﬂ>}

f=g-(-c-d)(2) g=0-c-a(z)
h=1-c

\

b=0a=p=4G-}.0e(H1].
=3(1-¢)e=1—c—d,c,deR,

f > max (%)2 (((;45_1) +d—1)+q;ic2 (%)24_03(/%)2}, (Ri1)
9=q-1f

h=1-c
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b=0,a=p=3-1.0e (F1]
C:()aq:%(l_C(?%dER,
e=1-—d,
) f:d<g—j>2, (Ri2)
2
gzq—d<%>,
h=1

ezl—c—d,de(z—f)y (Riz)
2
\h:1—c.
A regiao Ry4 existe quando 'Z—f < \%
( 1 1 1 2
sza:p_i(CO 5)_<C0< 1—5(2—?>7
=1(1-¢}),c=1,d€eR,
——df—q+ () (Raa)
L h=0

(b=0,a=p=3G-1.0e (&1
=3(1-¢),deR,
ezl—c—d,c*<c<22<1+%\/§)0nd6 c*jmax{1,2<1—\/§<2—;)>},
f=g-0-c=d)(2) g=(-c—a)(2),
(| h=1—-c

(Rus)



azOJ):OaCO: %7(]:%7
e=1-c—dcdeR,

o mas ()" (5" +a-1) + e (2) ()}
9=3-1
h=1-c

— ol

( - B B - L
@=0,0=0,60=1/39=73
c=0,d eR,

e=1-—d,

r=afs)
== (3+a(2)),
h

A regiao Rjg serd nao vazia quando Z—f < \% ~ 1.1547.

(a=06=00=/}a=}
c=1,d€R,

6——d7f—q+d(g_j>2,

g::—d(ﬂ>{
P1

( h=0
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(a:()?b:O)CO:\/g’ :%7

g
max {1,2(1-g(2))} <c<2(1+2,7).deR,
ezl_c_dvaQ—(l—c—d)(z_? 27 (Rao)
g:(l—C—d)(l’Z—f>2 h=1-c
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4 BOA COLOCACAO

O estudo da boa colocagao permite determinar regioes onde o sistema é bem
posto localmente, por tanto é uma etapa de vital importancia para poder garantir

a eficiéncia do estudo numeérico.

4.1 Teorema de existéncia e unicidade de solugoes locais (no
tempo)

Ao longo deste capitulo nés discutiremos a existéncia e unicidade de solugoes
para um sistema de EDP’s nao lineares no espaco de Banach X. Na demostragao
do teorema usaremos o teorema do ponto fixo e consideraremos que no lado direito

da equacao temos operadores Lipschitz.

Teorema 4.1. Seja F : B € X — X uma funcio Lipschitz continua na bola
Br ={ve X :|v||x <R}, ¢ € By tal que F(0) =0, R é uma constante positiva
fizxa. Entao o problema de valor inicial
{ut:F(u) (4.1)
u(0) = ¢ € B
tem solucao local unica em Br. Mais exatamente, existe T > 0 e uma tnica u €

C([0,T); Bg) satisfazendo a equagdo (4.1).

Prova. Precisaremos mostrar a existéncia da solucao do problema de valor inicial,
ou seja que existe T > 0 e u : [0, T] — Bp continua que satisfaz (4.1). Re-escrevendo

a equacao na forma integral é preciso achar u : [0, T] — Bpg tal que

u(t) :¢+/OtF(u(t/))dt’, t €0, 7).
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Para isso usaremos o teorema do ponto fixo de Banach. Vamos a discutir a existéncia

e unicidade de solugoes locais. Para isso vamos definir o espaco métrico completo
Xr = C([0,T), Bg)
cuja distancia esta definida por

d(f,g9) = sup [[f(t) —g(t)]|x,

te[0,T

Provaremos que ¢ possivel escolher um 7" tal que a aplicagao

f— Af, onde Af(t)= gb+/tF(f(t’))dt’, para t € [0,T], Vf € Xy
0

¢ uma contragao em Xr. Para comegar se observa que (Af) € Xr, qualquer que seja
T > 0. De fato, combinando as propriedades de F' com (4.1) temos que dado & > 0,

devemos achar um ¢ > 0 tal que para todo t,t' € [0,T] se |t — t'| < § entdo

AR — (AN E)lx < / VE(F () | xdt” < / |F(F(E)) — F(0)] xdt”

t/
<c [ M) ol <k [ arr = crie — o),
t t
Logo basta escolher § < %, com ¢ > 0e R > 0 para obter |[(Af)(t)—(Af)(t')|lx <e,

provando a continuidade de (Af)(t). Agora provaremos que (Af)(t) € By, para
t €0, T], em que T depende de . Temos que

45O = lollx + [ IFGEDIxa < ol -+ [ el @)l
< |¢llx + cRT

R— H¢|Ix

logo ¢é suficiente escolher T tal que T < , aqui C' > 0 representa a constante

associada com a propriedade de F' ser Llpschltz continua.

Provaremos agora que existe um 7" > 0 tal que Af é uma contragao em Xp.

Se f,g € Xr temos

IAF(t) — (Ag(t)]]x < / IF(f(E) — F(g(t')||xdt' < c / 1£(t) - g(t")]| xdt
<cd(f,g)T,
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logo escolhendo 0 < 7' < min {%, %}, por tanto A é uma contracao em Xrp.

Pelo Teorema de ponto fixo de Banach implica imediatamente a existéncia da solugao

de (4.1). O

E importante notar que s6 obtivemos existéncia local, e a unicidade vale

apenas em Xp em que T < min{%, %}. E para obter a continuidade da

aplicagao vamos utilizar o resultado classico de Gronwall.

Lema 4.2. Sejam T > 0 e u,v € C([0,T], Bg) solugdes da equagio em (4.1), tais
que u(0) = ¢, v(0) = entao

lu(t) —o(@®)]lx < ll¢ — ¢lxe?, te0,T].

Prova. Usaremos para demostrar este lema a desigualdade de Gronwall. [Teorema

2.8|. Observe que

lu(t) = v(®)]) < lé— ¥ + / V() — Flo(t))|dt
< ¢ -l +/0 cllut) — v(t)||dt < || — v]|elo .

Logo, [|u(t) — v(t)|| < ||¢ — ¢lleo et < || — e O

Corolario 4.3. O problema de valor inicial (4.1) € localmente bem posto em Bp.
De maneira mais precisa, 31 > 0 e uma tinica u € C([o, f],B_R) que satisfaz (4.1).
Além disso, a aplicagao G : Bg — C([0, T],B_R) tal que ¢ € transformada na solu¢ao
u € continua, no sentido que se ¢, — ¢ em Bg entao

lim sup ||u,(t) —u(t)||x = 0.
"7 e0,T]

Prova. A primeira parte é uma consequéncia direta do Teorema 4.1 e o Lema 4.2 .

Procedemos a provar a continuidade de G. Dado ¢ > 0,dny € N tal que Vn > ny,
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onde G, = G(¢n,) = u, € G, = G(¢) = u, |G, — Gyl|x < e. De fato

|G =Cillx = llun(t)=u(®)|x < sup Jun(t)—u(t)llx < supllgn—¢llxe, ¢ €[0,T],
[0,T7 [0,T]

logo

. . . (CT) -

lim d(u,,u) < nh_{](r)lo{wn dle } = 0.

n—oo

Resta agora estudar a existéncia global de solugoes de (4.1) quando F' é local-
mente Lipschitz continua em X, ou seja quando existe uma fung¢ao L : (0, +o0) —

(0, 4+00) nao decrescente tal que
£ () = Fluz)|x < L(R)[lur — uallx,  Vur,us € Bp.

A ideia envolvida é exatamente a mesma que na teoria das EDOs ou a solugao

explode em tempo finito ou ela pode ser estendida a toda a semireta [0, 00).
Lema 4.4. SejaTy = sup{T > 0: 3w e C([0,T],X), com u(0) = ¢ satisfazendo (4.1)}.

Se E < 00 entao

lim sup |lu(t)||x = oc.
t—Ty te[0,T)

Prova. Suponha que lim SUpr_,7; |u(t)||x # oo; logo, existe k > 0,

lu®)lx <k, te€[0,Ty)

tal que limsup,_,7, [|u(?)[[x = 4. Provemos que u ¢ uniformemente continua em
[0,T,) assim existe

lim u(t),
t—>T¢

de fato. Sejam ¢, t + 7 € [0,Ty), dado & > 0, tal que V¢,t +7emt <t+7 < Ty

t+7
fute +7) =l = | [ Pl <e [ )l
t

<ck(t+71—1t)=cklT| <e.
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Consequentemente u é uniformemente continua em [0, T) por tanto pode ser
estendida até [0, T] na topologia X. Para isso, escolhamos uma sequéncia de pontos
T, € 10,Ty) tal que

T, — Ty,

entao VY > 0, 3ng(d) tal que Ym,n > ny(d), temos

T — Ty < 0.

Sabe-se também que u é uniformemente continua em [0,7}), entdo Ve > 0,30, tal

que
se[t—t]<o. = Jult)—ul)|x<e
Entao para n,m > ng(d.) temos que
[u(Tm) — u(Th)l[x <e.

Ou seja, a sequéncia {u(T,)} é de Cauchy, logo existe lim, 7 u(t) = @ ouseja @
¢ uma solucao, o qual ¢ um absurdo pois se T}, ¢ o supremo nao existe t nenhum

superior a E que admita solucao. O

Como uma aplicagao dos resultados anteriores mostraremos um teorema de
existéncia e unicidade de solugoes locais no tempo para o sistema (3.21) no caso nao
linear.

Consequentemente, chegamos no seguinte resultado

Teorema 4.5. Seja F : X — X uma fungao localmente Lipschitz. Entao o problema

de valor inicial (4.1) € localmente bem posto em X.

Para isso escrevemos o problema de valor inicial para o sistema (3.21) na
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definidas como

em que
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Tt ) —_r " )
Ut u
(4.2)
n0) \ _ [ »°
u(0) u®
onde F(-) = (Fy(-), F5(-)) satisfaz
Fi(n,u) = Loiu — L11(nu)
Fy(n,u) = Loan — Lya(u®)
e Loj, L1, j = 1,2 sao as aplicagoes lineares
Loy : H* % — g~
Loy : H® — H*~8 0
L11 : HSJrlil — H?
Lyp : H¥ith2 —y fo=a
Lorf = (0 {2BY 7, Lof = k) {55} T "
Laf = i) {228L . Lof = k) {2 | T
( 2
’ll)l(k'> = 1—|—O//Bk' s
2 2
() = 1+ e () vl + (7= a (2)") .
wy(k) = 1 — bBI2, (4.4)
2 2
w(k) =1 h (2) VBIK| + (e (2) - g) BR2.

\

Um estudo do comportamento das funcao F' nas diferentes regioes R;, nos permite

obter o seguinte resultado

Teorema 4.6. Para cada regiao R;, 1 = 9,11,14,15, no espago dos pardmetros

existem nimeros reais /\; para qualquer real s > max{%, A}, o sistema (3.21) serd

localmente bem posto em H® x H* 2.
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Prova. Para que F' esteja bem definida deve-se ter que:
He T gs=8i7Ti € g% x {575 (4.5)

Isso acontece quando I'; < 0. Observemos na tabela 77 que isso vale nas regioes R;,
i =9,11,14,15 e 19. Adicionalmente precisamos que a funcao F' seja Lipsichtz, nas

bolas fechadas de H® x HS 2,

Para isso, temos que analisar a parte nao linear de F', pois a parte linear foi
estudada no mestrado [23]. Comegamos estudando os operadores dos termos nao

lineares Lq; e Lqs.

2
Temos que Lq; : H™t — H" quando ‘wl”(“k)‘ < CO+ k), Vk € Z. De

fato,
1k
wi (k)

Lembrando que wy (k) = 1 + afBk?* com a > 0, nas regides Ry, R11, R4 e Ry5, temos

2
IEafIl2 = S0+ k) ﬂ < OX(1+ )| < o

entao que [;; = —1, mas a = 0 na regiao Ri9 e nesse caso [;; = 1. Para garantir que
Ly (nu) € H*® é preciso que nu € H*™1. Como n € H* e u € H*~?i pelo Teorema

2.6, sera suficiente que:
QS—Ai>O s—{—lilﬁmin{s,s—Ai} (§ $+l11<2S—AZ—1/2

ou seja l;; < min{0,—A;} e s > 5 = max{Ai/Q,lﬂ + A; + %} Na regiao Ry,
a condicao para l;; nao sera valida. Para os outras regioes de interesse §; =

max {A;/2,A; — 1/2} e os valores sdo apresentado na tabela 4.1.

R; | la 5 |la+Ai+3
Ry | —1|—1/2| —3/2
Ru | -1 1/2 1/2
Ru| —1] 0 ~1/2
R | —1| 1/4 0

Tabela 4.1: Valores de 5; correspondente a estas regioes
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Por outro lado, temos que Lo : H™2 — H" quando ‘#](“k)‘ < C(1 + k?)le,
Vk € Z. De fato,

. 2
ik ~

_ r r+lio| F]
Lafl = s+ ey [P s sa e

onde

wo(k) =1+c (%) VBIk + | f—d (%) )ﬁk?, Vk,

2
f—d (%) # 0, logo ljs = —1. Para garantir que Lis(u?) € H*~%i é suficiente que

u? € H5~2+2 Jogo pelo Teorema 2.6 sera suficiente
20 —=0;) >0 s—A;j+lpn<s—A; e s—A+1lp<2(s—A;)—1/2,
ou seja
lip <0 e s>max{A;lizx+ A;+1/2} = max {A;, A; — 1/2} = A,

Finalmente, nas regides Ry, R11, R4, € Ri5 quando s > s¥ = max {A;/2,A; — 1/2,A;} =

max {A;/2, A;} e os valores sao apresentado na tabela 4.2.

Ri | i s; lio + A + %
Ry | —=1|—1/2 —3/2
Ry | —1 1 1/2
Ry | —1 0 —1/2
Ris | —1| 1/2 0

Tabela 4.2: Valores de s] correspondente a estas regioes

Portanto a funcao F': H® x H*™? — H* x H*~®i esta bem definida. Para concluir

provaremos que nessas regioes a fungao ﬁ(n, u) = { ﬁﬂ((zg)) } é Lipschtz na bola
12

Br = {(n,u) € H* x H2 |l + lull;_s, < R}
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quando s > max {s}, 5;}. De fato, usando novamente o 2.6 temos

| L1a(ui) — Lia(u3)[ls—a, < Clluf — u3lls—a,4
< Cll(ur — ug)(ur + u2)|ls— A1,

Uy + Uslls—a,

< Cllur — ug|ls-a,

< 20R|luy — ugls-a,

| L11(mui) — Lir(n2ua)|ls < cllmur — naus||sti,
< C(llmur = muallsi, + lmue — mousllsii,)
< C([Imllsllur = ualls—a; + [lualls—a;llm —n2lls)
< CR(|lv1 — ualls—a; + [lm — m2lls)

]

Proposicao 4.7. Para cada regiao R;, i = 9,11,14,15, no espago dos pardmetros
existem numeros reais A; para qualquer real s > max{%,Ai} com s > s;. Seja
(n°,u®) € H® x H*=2 entdo existe T, = T(s,||(n°, u®)||sxs—ni) € uma tinica (n,u) €
C([0,T], H* x H*=2%) solugdo de (3.21). Além disso,

[Inll2 +1lullip < olt) ;0<t<T

onde o = o(t) € solug¢ao do P.V.I

{ 4 = Cip+ Chot,t >0
0(0) = [In°I2 + lJu°l[3_ni

Prova. Para provar que ||n]|2+ ||u]|2_; < 02(t) com 0 < t < T, precisamos limitar
[Inlls e ||u||s—ai. Primeiro majoraremos ||n||s, para isso consideremos (7, 17)s usando
a desigualdade de Cauchy - Schwartz, as propriedades dos operadores Lgi, Loo, L11,

L5 lineares limitados e o teorema 2.6, temos:
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(ne,m)s = (Lorw — L1y (nu),n)s
< (I[Lorw = Lax (nu)l[s)[nl]s
< (|[Loru + Lar (nu)|]s)|Inlls
< (allulls-ai + eallnulls-)nlls

< (arllulls—ai + colnlls|lulls—ad)llnl]s

1d

5 77 II1E < eallnllsllulls-as + cal nl Sl ulls-a: (4.7)

Similarmente, vamos limitar ||u||s_a; usaremos (u;, u)s—a; a desigualdade do Cauchy-
Schwarz, as propriedades dos operadores Lgi, Lgo, L11, L1o lineares limitados e o

teorema 2.6 obtemos,
(Ut, U)sfm' = (L0277 - L12(U2), U)szi
< (I[Zo2n = Laa(u?)|]s-0)l nl]s-ai
< ([Zoanlls—ai + [ Li2w?[[s—n0) | nl]s-ni
< (eslInlls + eallu®|s=ai-1)lInlls-ni

< (eslnlls + cal lullsllull3- pi-Dlnlls-ai

5 g llimai < csllnllsllulls—ai + calfulli-a; (4.8)

Somando (4.7) e (4.8)

1d
5 g InEFlE=a,) < erllnllllulle-aitelmllulle-amteslinllllulle-atellulla;
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< (er + es)lInllsllulls-ai + calInl3lull-ai + callul - a;
< (252) lmlIE + ull-adl + lells—ailealnlfZ + callul]2- A

< aflInlls + ulliadl + maxfes, catlulls-aillInllZ + [Julli-ad

sabe-se que [[ull—ai < y/lIn]l2 +[[ul[2_; entéio:

1d 3
5 77 Il + [[ulli=as) < Crlllnlls + lelliad + Colllnlly + Nulli—ad® — (4.9)
chamemos o = ||n||? + ||u||>_A; entdo substituindo g em (4.9) temos
do 3
U g+ Ot (a.10)

Pela equacao de Bernoulli e substituindo o valor de v = 072 na equagao (4.10) onde

~ _ =3 ..
v nao pode ser zero e V' = 71,9 2 ¢/, com C7, Cy constantes positivas temos:

-2V = CQ + Cll/

e o Gy (4.11)
V(Cl—l—y(O))e e

logo resolvendo a equagao(4.11) temos,

1
[(Q +1/(0)) 6*62‘115 B Q:|2
Cl Cl

Como estamos interessados em achar até que ¢ podemos garantir a solugao tnica,

0= (4.12)

entdo analisando para que valores de t a equagao (4.12) esta bem definida, entéo

Cy o Oy
(a + V(O)) e e

—9 G2
t=—in|—4—
Cy (% + V(O))

Para T, <t podemos garantir a validade do teorema. ]
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5 ANALISE DO METODO NUMERICO

5.1 Estudo da convergéncia

5.1.1 Discretizagao do Espacgo.

Nesta secao analisaremos o método de Fourier-Galerkin para a discretizacao
na variavel espacial que aproximara o sistema de equagdes originais (3.21). Para

isso consideramos o sistema equivalente (4.2)

= Lowu— L
i ot — Lqg (772U) (5.1)
Uy = L0277 - L12(U )

onde Loy, L1, Lo2, L1 sao os operadores multiplicadores de Fourier definidos por

(4.3).

A discretizagao espacial pelo método de Fourier-Galerkin (capitulo 2), para
o problema semi discreto, consiste em achar (M,U) € C([0,7T],Sy x Sy) tal que
para todo @1, s € Sy,

(My — LonU + Ly (MU) , 1) =0,
(U — LoaM + Ly (UQ) ,p2) =0, (5.2)
M(0) = Pyn°,  U(0) = Pyu®,

onde Py é a projecio ortogonal de L? sobre Sy.

Proposicao 5.1. Considere as regides R;, i = 9,11,14 e 15. Sejam s; = max {0, A;},
sy =max{0,—A;} = —min{0, —=A;}, m,me € H*NL>® e uy,uy € H>NL>®. Entao
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0s operadores lineares limitados definidos em (4.3) satisfazem as desigualdades

[ Loiur — Loruall,, < Cillur — uallsys [ Loam — Loamzll,, < Collm — nalls,
[ Luy(mur) — Lia(nauz)l,, < Csmax {[|mfloc, [[uzlloc} [lIm — nells + llur — uzlls,]

1L1o(ud) = Lar(u3)ll,, < Camajoys {[lujlloo} [lun — walls,]

(5.3)

em que C,Cy,C3,Cy > 0 sao constantes e

Loy : H? — H®', Ly : H®* — H®, Ly :H" ' — H, Ljy: H2 ' - g™,

Prova. Para cada uma das regides (R;, ¢ = 9,11,14,15) nés demostraremos que

as equagoes (5.3) sao satisfeitas.

Comegando com a regiao Ry, onde (s1 = 0,4; = =1 < 0,89 = 1,1 = —=1,I'; = 0).

Logo temos que
LOliHl%HO, LOQZHO%HI, LnIH_l—>HO, ngiHo%Hl.

Sendo de nosso interesse saber como é o comportamento dos termos nao lineares, a

seguir

[ L11(mu1) — Lii(n2u2)|lg < cllmur — naual| -1
< ¢ ([Jmur — nuug + nrug — nausg||—1)
< c([Jmur — mug + nrug — nousl|o)
< c([Imlloollur — uallo + lluallollm — n2llo)

< emax {{|1[loo, [[ualloc} [[lur = wually + [lm = n2llo]
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| Li2(uf = u3)||, < clluf —u3llo
< cllur + usfoollur — ualfo
< c(furlloo + lluzllo) lua — uallo
< (2mpg ol ) s = wall

< e2max ||uj| oo ||ur — u2llr
7j=1,2

Agora observemos o comportamento dos operadores para a regiao Ry (s1 = 1,A; =

1>0,s9=0,I"; =0), onde

Loy : H - H', Lyp:H'—- H° L,:H°— H' Ly:H*'— H°
paran € H', u € H°, entdo para os termos nao lineares temos

[ L1 (mur — nauz)lly < cllmur — mausllo

< c(llmlloollur — uzllo + Juzllsollm — n2llo)

< emax {[|m1oo; [[U2lloo } [lu1 — uallo + [|m1 — m2ll1]

| Lia(uf — ud)||, < cllui —u3ll-
< cllur + us||sollur — uallo
< e (Jurlloe + [Juallo) [l — uzlo

< (20max||uj||oo) l|lur — uzlfo
7=1,2

Prosseguindo de maneira analoga para R4 (s1 = 0,4; = 0,50 = 0,1, = —=1,1 = —1),

temos
Loi : H* - H°, Lpy:H°— H°, Ly:H'—H’ Ly:H'— H
onde n € H°, u € H°, portanto

[ L1 (mus — nauz)lly < ellmur — nausgl| -y
< C(HmHooHUl - UzHo + ||u2||oo|\7h - 772||0)

< emax {7 oo, [lualloo} [llur = wallo + I = n2llo]
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| Lo (uf — u3)|, < cllui — 3]l
< cflur + uzllocflur — uallo
< (2em o ) s = el
Finalmente, para Ri5 (s; = 1/2,A; =1/2,5, =0,1'; = —=1/2,1 = —1) dai,
Loy : H* = H'Y?  Lop: H'? - H®, Ly :H'?— HY Ly:H ' — H,

onde n € HY? v € H°, concluimos entao que

| L1 (mus — 772U2)H1/2 < cf|mur — nquH,1/2
< C(||771||0HU1 - U2||0 + HU2||0H771 - 772||0)

< cmax {[|nlfo, [luzllo} [Hul — Upllo + |l — 772Hl/2]

| Lo (uf —u3)]], < cllui — 3
< c(Jlurlloo + fluzlloo) lur — ual|-1

< (2cmax [Juglloo) flur — uzlo

[]

Teorema 5.2. Considere que os pardmetros pertencem a uma das regioes R; (i =
9,11,14,15). Seja (n,u) € C([0,T]), H" x H"=2%) solu¢io de (5.1) com (n°,u°) €
H" x H"™ i onde r satisfaz max {r,r — A;} > 1/2 e r > si. Entio o sistema
semi discreto (5.2) tem solugao local unica (M,U) € C([0,T],Sn x Sn) com as
condigoes iniciais M° = Pyn°, U° = Pyu®. Além disso, ¥Vt € [0,T] e para todo

N suficientemente grande, existe uma constante C' tal que se A; < 0, temos a

estimativa
max {[M(6) = n(OI + 1U(0) - u(®)2 5} < <
tEOT] S S—Ag — Nrfs
quando s satisfaz 0 < s <r, e se A; > 0, temos
C
M (t [ 4
max {IM() = nOllZa, + U@ - e < s (54)

quando s satisfaz 0 < s <r — A;.
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Prova. Vamos comecar pelo caso s = 0 e A; < 0. Para provar a convergéncia da
solugao do problema semi discreto para a solu¢ao do problema continuo. Precisa-
remos supor que M, U solugdo de (5.2) sejam limitados apriori, por 2 max ||u||« €

2 max |9/, respectivamente. Essa suposi¢ao se justificarda no decorrer da prova.

Seja hy = Pyn—M, hy = Pyu—U. Precisamos limitar ||n—M]| e [|[u—Ul|—a,,
para isso comecamos limitando n — M | e usando as propiedades para a projegao

enunciadas no capitulo 2 temos

|ln — Mllo = |ln — Pyn + Pyn — Mo
< ln = Pxnllo + [[Pvn — Mo
< CoN°"||nll + 1Py — Mg
< CpNT"nllr + [1Pafo- (5.5)

Para limitar h; consideremos (hi4, 1) €, usando propriedades dos operadores lineares

limitados Lg1eLq1, da projecao Py, obtemos

(hae, 01)g = (Pnme — My, 1),

= (m — My, Pngr),

= (Loiw — Lii(nu) — (LaiU + L1n(MU)), Pner),
= (Loi(u = U) = Lii(nu — MU), Pygr), -

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, consideramos ¢, = h; e aplicando as

desigualdades da Proposicao 5.1 para Lii, observe que se A; < 0 entao s; = 0 e
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S9 = —/A;, temos
1d
ththHo < [[Loi(u = U) = Lus(nu — MU)|lo[| Pxhallo
< ([[Lo1(uw = U)o + | Lua(nu — MU) o) [[hallo
< lallu = Ul-a, + 2 (lu = Ul|-a, + lIn = Mllo)] |~ ][0
< [allu = Ull—a, + calln = Mlo] |21 ]lo
< [allu = Pyu+ Pyu—Ul|-a, + c2lln — Pyn + Pyn — Mlo] [ lo
< [ (lu = Pyvull-a; + [[Pvu = Ull-a,) + c2 ([l = Panllo + [|1Pyvn = Mlo)] |2 llo
< [ (lu = Pyvull-a; + [[hell-a,) + 2 ([ln = Pxllo + [[2allo)] [ Aa]lo
1d

57 IMls < [en (CNTully + [[Pall-a,) + e (NIl + [1Paflo) ] 1 flo- (5.6
Finalmente, majoraremos u — U, temos que

v = Ull-a; = llu = Pyvu+ Pyu = Ul|-a,
< lu = Pyvull-a, + | Pvu = Ul -4,
< CpN 7 lullr-a; + [[h2ll-a;. (5.7)

Para limitar ||hy]|_a, consideramos 9 tal que @o(k) = (1 + k2N ﬁg(/ﬂ) em (5.2), e

usamos a desigualdade de Cauchy-Schawarz e a Proposigao 5.1

(hat; p2)_a, = (hat, p2)_,

= (Pyu; — Ut,<,02)

= (uy — Us, Pnpa)

= (Loan — L1z (u?) — (Lon — L15(U?)), Pngs)
= (Loa(n — Lis(u® = U?), Pygs)

< [ Loz(n — ) Lip(u® = U?)[| - l-a

< (clln = Mllo+ C (lulloc + 1Ullsc) [lu = Ul|-a,)
[

Rl -
< (eilln = M|lo + calju = Ul|-a,)
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entao
1d,
s gplhelZa, < (Cilln = Pan+ Pyn = Mllo + Coflu — Pyu+ Pyu = Ull-a,) [|ha]|-a,
1d 2 -r -r
571l < (Co (NIl + [1Fallo) + Co (CN " ull—a; + l1hall-a,)) [1h2ll-a,
(5.8)
Somaremos as inequagoes (5.6) e (5.8) e chamaremos de & = |[|h[|§ + |24,

posteriormente aplicaremos a desigualdade de Cauchy e o Lema de Gronwall 2.45 |

ouseja,

1d . .
576 SONT (Jlulle—a; + I0ll) allo + CN7" (Il + llull—a.)

2 dt
+ 2C |7 [o|| P2l -a; + €
< ON2 (|lulfrea, + [10)1:)° + ClRlIE + ONT2 (0]l + Jullr—a,)® + Cllh2|% A,
+ (20 ([1hall§ + [1h2l|2 ;) + €
< OV [(hul-a, + Inll)* + (lall + ull—a,)’]
+C ([hll§ + [1h2ll2a,) +c€

< 2N (|Jull,—a, + [In]l)? + cE.

|hall-a,

Logo

E(t) < 20N (|lull—a, + lInll)* e, t€0,T). (5.9)
De (5.9) temos que

Imllf <& = il < VE
(5.10)
hellZa, <€ = lholl-a, < VE
Das equagoes (5.5) e (5.7) e usando (5.10),
2
In— M3 < (N |Inll, +VE)
2

lu= U2, < (CoN " ull-a, + VE)



86

Portanto
1/2 o
max {[ln— M5+ lu—Ul2A,} "7 < [CZNT> (InlZ + lJull?_a,)

t€[0,T]

. 1/2
+2C,NTVE (IInll2 + [lull2_,) + 2€]

max {|ln — M[g + lu = U|? 5} <CN".

te€[0,T]

Agora vamos justificar a estimativa apriori usada na primeira parte da prova,

para A; < 0

1Ulloo <2 max Jlulle e [[M]leo <2 max [|nlloc

Suponha que ambas desigualdades sejam apenas validas para t € [0,7%] , com
T% < T observando que ||U — Pyullo < CN2" e | U — Pyul|; < CN*2i7" as quais

sao verificadas usando a desigualdade inversa em Sy descritas no capitulo 2.

|Ulloo = U — Pyu+ Pyu—u+ ul|oo, parar>1/2
< |NU = Pyullos + [Py — ulloo + [Juf|o
< lwlloo + [IU = Prullo|U = Prvul]' + [|lu = Pyullollu — Pyulji]'?
< [|uflso + CINATHHATIY2 | 0 [NAT A r]1/2

S ”UHoo +CQNAi+1/27r

Nesta vez usaremos a desigualdade inversa em Sy para limitar, hy € Sy, 0 < s <1,
e A; <0,

[hallr < CoN""*|[halls
Para s =0, r = 1 temos

[halli < CoN'||ha|lo-
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Entao na equagao (5.12)
|haloe < Cth”é/2Hh2|H/2, (Desigaldade inversa de Sobolev)
< cflhaflg” (CLN|lhallo)'”?
< cllhall? (VENhallo)
< &aN'2||ha o
< o N2\ ho -
< C2N1/2\/E
< N2V CN-—
< cN—TH2,
se A; +1/2 —r <0, escolhendo N suficientemente grande temos que

CoyNAH27 1 /2 max ||u| oo

por tanto
1U]loo < max [[ulloc +1/2max [[ullo

< 3/2max ||ul|e < 2max ||ul|s (5.11)

Faremos a prova do Teorema para A; > 0 de forma semelhante, comecaremos ma-
jorando
In — Mlla, = [In — Pxn + Py — M|,
< |ln — Pwn
< ON [l + [l o,

a; + 1Py — M|

Ay

limitaremos ||hy|a,, para isso, consideramos (hy, ¢1) onde @y (k) = (1 + k)™ hy(k),

(h1t7h1)Ai = (hat, 1)
= (7715 - Mta PNSOl)
== (L()l(ll, - U) - Ln(nu - MU)7PNh1)A2. .
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Usaremos a Proposigao 5.1 especificamente as equagoes (5.3), e aplicaremos também

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, entao

S I, < ox (= U) — Lus(ora— MU)
< (ILo1(u = U) (nu = MU)||a,)
< lerflu = Ullo + emax ([l [[ullo0) (ln — Ullo)] 1]
< lallu=Ullo + c2lln — Ullo] |71l a
< lcllu = Ullo + c2lln — M|[a,]
< [e]Jlu = Pyu + Pyu — Al l1hala
< ler (lu = Pyullo + | Pyu = Ullo) + c2 ( a)l halla
< [CN T ull—a, + eallballo + N2l + ol n|a,]
Entao
2dtHh1 < [N ((fullr—a, + [10llr) + e ([ lo)] 7]l

De forma similar majoramos ||u — Ul|o
|lu—Ullo = ||u — Pyu+ Pyu —Ullo
< lu = Pyullo + [|Pxu—Ullo
< N ulle—a, + [Ihzllo.

Finalmente limitaremos ||hsl|o para isso em (hgy, p2) consideraremos ps = hg, usa-

remos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e, a Proposicao 5.1, obteremos

(h2t7 h2)0 = (PNUt — U, hz)o = (Ut - U, PNhQ)O =
<|[Loa(n — M) = Lig(u® = U?)|o[| Pyhallg

< lelln - (llfoos 1T loc) 1w = Ullo] 12210

< [elln = M|[a, + c2llu = Ulfo) |22]lo

< [clln = Pyn+ Pyn — M||a, + c2|lu = Pyu + Pyu — Ulfo] [|h2]lo

<[e a; +eol|u = Pyullo + e Pyu — Ullo] [| 220

< [CN2 ]l + clln

Tullr—a, + c2llh2llo] [[hzllo-
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Entao

1d .,
5z IM2lle < [ONST7(lnlle + llull—a:) + es (1Al + h2lo)] [172]lo-

Considerando as duas equagoes que contém as derivadas de ||y

||lo e fazendo

€ :=|lmlA

.+ 11h2l5,

usando a desigualdade de Cauchy obtemos

S (Wl + Whol) < [ON (s + ) e Qlhal, + tallo)] (Pl + [l
SONZ" ([fullr—a, + Inll-) (72 lo)
+es ([ lo) (1A llo)
<CN*E (Jullr—a, + 0l +ea (1 la, + 1h2ll5)
+ e (1hallA, + l172l15)
ou seja,
S E < ONHE (Jul, o, + [l + CF.
2dt '
Aplicamos o Lema de Gronwall (2.45) e chegamos a
E(t) < CN* ) (lull—a, + Inll)* ", € [0,T].

Também é de nosso conhecimento que

[h]|3

< th

Al =€ =

AiS\/E

12l < N7 13

=& = hafe < VE

Portanto, para [|u — U|[Z e [[n — M]3,

In — M|%

=\ 2

< (CN> |yl + VE)
=\ 2
e — U3 < (CN>jull—a, + VE) .
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Finalmente obtemos

max {||77—M|

1/2 -
Dax At e = UIEH™ < [CIN*E (JInll? + ull?-a,)

= 172
20, N VE (Ill2 + ul?s,) + 28]

1/2
max {7 — M3, + |lu—Ul3}

< C,N5 .
t€[0,T]

Agora vamos justificar a estimativa apriori usada na primeira parte da prova, para

A; > 0, ouseja

[Ulloe <2 max Jlullec e [[M][loo <2 max 7]l

0<t<T 0<t<T
Suponha que ambas desigualdades sejam apenas validas para t € [0,7%] , com

T% < T considerando tambem ||U — Pyullo < ON%" e |U — Pyulj; < ON+&i—T,

|Ulloo = U — Pyu+ Pyu—u+ ulloo, parar>1/2
<|NU = Pyulloo + [Py — tllos + [Jull
< lulloo + [IU = Prullo|U = Pyulh]? + [lu = Pyullollu — Prul,]'/?
< Jutf|w + CINDr+LEATI2 o [N A =r 1A=L/

S ”uHoo ‘I—CQNAiJ’_l/Z_T.

Na continuagao usaremos a desigualdade inversa de Sobolev para A; > 0 conside-

rando que devemos limitar para (hy € H°)

1/2 2
1h2]loo < cllhallg (2]l (5.12)

Usaremos a desigualdade inversa em Sy para limitar, ho € Sy, 0 < s <71, e A; >0,
[hallr < CoN""*[[he]ls
Para s =0, r = 1 temos

[halli < CoN'||haflo-



91

Entao na equagao (5.12)
1/2 1/2 : .
| halloo < cllhally’ IRl (Desigaldade inversa de Sobolev)
< cllhally (CLN [ o) 2

1/2
< dllhalli”* (VN Azl

< N2l hallo
S CQNI/Q\/E
< eoNY2V/ONAi—r

< cNATTHL/2Z
e A;+1/2 —r <0, escolhendo N suficientemente grande temos que

CoyNAH27 1 /2 max ||u| oo

por tanto
1Uloe < max{|ufjoe +1/2max [ju]|o
< 3/2max ||ulle < 2max ||ul|s (5.13)
O caso s > 0 a equagao (5.4) fica demostrada usando a desigualdade inversa. ]

Teorema 5.3. Seja (M,U) € C([0,T]; Sy x Sn) solugio de (5.2) satisfazendo as
condi¢oes do Teorema 5.2, entdo se s € tal que min {s,s — A;} > 1/2 e s > sf temos
que existem uma constante B > 0 independente de N tal que

max {[|0;M (t)]s, 91U (t)]-a

te[0,T] v

1=0,1,2,3} < B.

Prova. Para M € H* U € H*® com [ = 1 temos da equacao (5.2), usando o
Teorema 2.6 e a Proposicao 5.1, com ||U||s_a, < By e |M]|s < By

M; = Py (LU — Ly (MU))
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[Mills < [ LoaU — Li (MU) ||
< N LonUlls + [[Laa (MU) ||
< C|U||ls=a, + C1|| (MU) ||s—y  Teorema 2.6
S OU|s—a; + CilIM|[[[U]s-a,
< OUls=a; + Cil[M|[s[[U][s-a,
< |NUlls=a, (C + Cul|M]],)
< By (C + C1By)

[Mels < B (5.14)

De forma semelhante

Uy = Py (LooM — L15(U?))

1Uls-a: < [1Lo2M — Lio(U?)]|s-a,
<[ LoaM||s-a; + 1 L12(U?)[s-a
< OM||s + Cil|U||s-n;-1
< OBy + Ci||U]3 4,
< OBy + O, B?

i

1Uills-a; < Bu. (5.15)

Provando que para [ = 2, também se cumprira a limitagao

— PN LOlUt - Lll (MU>t)
- PN LOlUt - L11 (MtU ‘|— MUt))
LoyUy — Ly (MU) — Lyy (MUy)) .
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Aplicando a norma adequada,

| Myt|ls < ||LorUp — Liy (MyU) — Ly (MUy) ||
< |[LorUtlls + | L1y (M:U) [|s + [[ L2 (MU) ||
< ONUtlls=a; + Crl|Me||s[|U|ls-a, + Col| M[||Ut]]s—a,

Pelo (5.14)-(5.15) temos

| My]|s < CBy + C1 BB + CyByBy

[ Myl < Ba.
De forma semelhante obtemos,
1Ust|ls—a, < Ba.

O mesmo procedimento pode ser aplicado para [ = 3 assim fica provado o Teorema.

]

5.2 Meétodo espectral Leap-Frog

Agora discretizaremos a EDO do sistema (5.2) na variavel temporal por um
esquema explicito simples o esquema Leap-Frog. Para EDO do (5.2) se usara este
método de passo no tempo envolvendo condigoes sobre N e At, nesse caso At < C,

para alguma constante C,.

Para definir o esquema totalmente discreto dado t € [0,7], trocaremos o
passo do tempo por At e um inteiro R tal que RAt = t, entdao para m = 0,.., R
denotamos t,, = mAt. A solucao do sistema totalmente discreto é definida como

uma sequéncia {U™} {M™} de elementos de Sy, tal que para cada m, U™, M™ sao
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aproximagoes de U(t,,), M(t,,), que sdo as solugoes do esquema semi discreto no
tempo t = t,,, com U°, U, M°, M* dados em Sy, satisfazendo que V1, 0o € Sy.
Temos entao a seguinte equacao

(Merl — Mmil, (,01> + 2A¢ (—L()lUm + LHMmUm, gOl) = 07

(5.16)
(U™ = U™, ) 4 20t (= LoaM™ + L1a(U™)?, 3) = 0.

Como sabemos, o método Leap-Frog é um método de dois passos, portanto
ele ndo auto-inicializa e por isso foi escolhido o método de Euler avangado para o
calculo do nivel de tempo ;.
(MY — MO @) + At (= Loy U° + Ly MOU°, 1) = 0,
(5.17)
(UL — U @3) + At (—LoaM° + L15(U%)?, 5) = 0.

5.2.1 Convergéncia do Método Totalmente Discreto

Teorema 5.4. Considere que os pardmetros pertencem a uma das regioes R; (i =
9,11, 14,15).Seja (n,u) € C([0,T], H" x H™2) solu¢io de (5.1) com (n°,u°) €
H" x H™ i onde r satisfaz max {r,r — A;} > 1/2 e r > si. Seja {U™}, {M™}
solugoes de (5.16). Suponha M° = Pyn°, UY = Pyu®, e que U, M sio calculados
tal que:

M = (AL, + U = u(AD)]-a, < CAR

Entao existe uma constante C' independente de N e At tal que se A; < 0 quando s

satisfaz 0 < s < r, temos

Jae M =t |3+ U = ultm)[Fa,} < AP+ ONTT
m€|0,
se A; >0, quando s, 0 < s <r — A,;.

Jmax {[|M™ = n(tn)[3a, + U™ = u(tn) [T} < CLAE + ONTTTET,
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Prova. As solugoes U, M do esquema semi-discreto, Vi1, oo € Sy, satisfazem

(M (tmt1) = M(tm—1)s 1), + 288 (=LorU(tm) + LM (Ln)U (tm), 1), = (6™, 01),

(U(tme1) = Ultm—1), 02),_a, + 20t (= LoaM (tr) + L1oU(tm), 02),_a, = (Q_ma 902),_A
(5.18)

i

onde 8™, 6™ sao definidos por

0m = Ul(tyi1) — Ultm_1) — 20tU, (t,)
0™ = M (tmsr) — M(tm_1) — 2AEM, ().

Pelo Teorema de Taylor e o Teorema 5.3, temos

33U (s)

167],—a, < CAE maxy,_ <s<tniy |55 R
.

< CBAt

7

(5.19)
93 M (s)

6™, < CA# MaXy,, 1 <s<tmi1 ||~ 93

< CBA#

Faremos a diferenga de (5.16) e (5.18)

(M7 = M(ty1) = (M™ = M(tn-1)), 1),
F2AL (= Loy (U™ = U(tm)) + Lin(M™U™ — M (t)U (tn)), 1), = (=0, ¢1),

(U™ = Ultms1)) = (U™ = Ultm-1)), 02),-a

(5.20)

Para m = 1,2,3,..,r definiremos e™,e™ € Sy

e =M™ — M(ty)

em =Um—Ulty),

+2At (—Log(M™ — M (t,,)) + ng((UQ)j" — U%(tm)), 02)y_n, = (=07, 02) _ -

i
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substituindo €™ e ™ na equagao (5.20) se obtém usando

(
(em—l-l _ em—l)’gpl)r

+2At (= Lo1e™ + Liy(M™U™ — M (tm)U (tm)), 1), = (=0™,¢1),

em—i-l _ em—l S02)
( ’ T—Ai

—|—2At (_L02€m + LIQ((U2)2 - U2(tm))7 SOQ)T—Ai = (_0_7717 SOQ)T—Ai
(5.21)

Counsideremos
901 — 6m-‘,—l + em—l

g = em-‘rl + em—l

e substituindo o valor de ¢; e 2 na equagdo (5.21) temos

( _ _
(€m+1 —e™m 17€m+1 + em l)T

= 2At (Lo1e™ — Ly (M™U™ — M (t)U (t)), €™t +em™ 1),
+ (_Hm’ em+1 + emfl)

T

<€m+1 _ emflj eerl + em71>
r—A;

= 2A¢ (Logem — Lio((U2)? = U(L,)), e + em_1>

T‘—Ai
+ (—9_’”, em+l em—1>

Para (5.22) aplicaremos a desigualdade de Cauchy-Schwartz, assim

(lle™ 17 = lem =17 < 2A¢ || Loe™ — Liy(M™U™ = M(ta)U (t)l, o1,
116"l e llo

2

12
Hem—i—l N —_ Hem—l N S 2At ||L026m —_ Ll?((U2)2 _ U2(tm))||r_Al
‘ ][0, o, lpall,—a, -

(5.23)

(p2||r—Ai
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Agora usaremos a estimativa apriori que depende de ||U™||,—a,, || M™]], limitadas por

2max |U(t)],—a, = 255
2 max | M(t)|, = 2B,

para todo t € [0,T] onde By e By sdo constantes independentes de N (veja o Te-
orema 5.3) para todo m < m*. Substituindo em (5.23), e sabendo que os termos
nao lineares estao associados com operadores de Lipchtz(como ja foi mostrado no

capitulo 4), temos:

m 2 m— 2 -m -m m m
le™ 1 = lle™ =t < [2A8 (C lle™[],_a, + Colle™l,_a, + clle™ )] ledll, + 1671, lenll,

2

e < [2a¢t (cllem ], + e[, -s,)] el —a, + [, s, Il —a,

2
_ Hem—l
r—A;

r—A;

Reorganizando e usando outras constantes, obtemos

m 2 m—1112 —m m m
le™ HE, = le™ =7 < 2A¢ (Cy €[], _a, + Calle™ ) lnll, + 6™, [l l,

2 _ _
<28t (Cullem (], + ez [le™l],_a,) llo2ll—a, + 107, o, 192l _a, -
(5.24)

Hem—i-l

_ Hem—l
A; r—A

.
Antes de continuar é necessario limitar alguns termos

leall? < exlle™ I + calle™ 17
loallv-a, < eslle™ i a, +eallem 7 a,

o1l + lle2ll2_a, < calle™ 3+ colle™ M2 + esllem™H 12 a, + calle™ M2 4,
também limitamos os termos:

107 | |1l < CB (A1) (A7)
<CB <(At1/2!|901||7«)2 + (At5/2)2>

1™ |- lo1]l- < CBAH|@i[? + CBAE. (5.25)
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De maneira similar,
107 |—all2ll-a; < OB (Atflpa|l7_a, + A°). (5.26)

Por tanto, somando (5.25) e (5.26)

0™ |- lallr + 107 lr—allp2llr-a, < CB (At (leall7 + Atllpall7_a,) + At°).

Assim definimos

?
7

m o mi|2 m—1]|2 |2 om—1 2
& = e+ [lem 2+ N3, + e

somaremos as duas equagoes originais de (5.24), e adicionaremos e sustraendo ||e™||?

e |[[e™||2_4,, e usando a desigualdade de Cauchy
gt < oAt (o1 e+ ea [P ) + ACB (i 2 + lal?_,) + CBAP
< A (er e + e [T7_a, + esllenl2 + ealleall’s, ) + AF°

< CAHE™) + At (03 le™ |2 + e HWHQ_A) + AP

2
r

< CAHE™) + At (03 e 2 + e e ]|+ e + ue—mui&) + AP

<C (At(gm) + At(é’mﬂ)) + CBA?
(1 — CAHE™ < (1 + CAHE™ + CBAP,
da Proposigao 2.9, obtemos que
EM<OAt, 1<m<m*+1. (5.27)

Usaremos a estimativa (5.27) para justificar a limitagao apriori de |[U™||,_a, para
m < m*
U™ = U™ — U(tisr) + Utms)

NU™ M —a, < NU ) lr—a; + €™ lr—ar S NUEmsr)lr—a; + CAL,



sabendo que [[e™*!||2_, < £™ por tanto
1U™*Hls—a, < Bo
se escolhemos At suficientemente pequeno, logo para 0 < s < r. Entao

m m 1/2
max}{HM = M(tn) |2+ IU™ = Utn) 25,3 < C(AD2.

tm€[0,T

Continuando com a prova,

[M™ = nlls = |M™ = M + M — ]|
< JM™ = M|s + [|M = n],.
Também faremos o mesmo para U
U™ —ulls—a, = |U™ = U+ U = ulls-a,
<[U™ = Ulls-a, + IU = ulls-a,.
De (5.29) e (5.30), e usando a desigualdade de Cauchy,
1™ =2+ U™ = wllZ_s, < (1M = M|l + [[M = ]|,)?
+(IU™ = Ulls-a, + IU = ulls-a,)*
< |M™ = MIS+ 2| M™ — MM = nlls + 1M = nll3
HU™ = Ulli_a, + 20U = Ulls-a,

U= tllsa, + |U = ulli_4,

99

(5.28)

(5.29)

(5.30)

<2([|M™ = M|+ 1M = nllf+ [U™ = UllZa, + 1U = ulla,)

Pelo Teorema 5.2 sobre Discretizacao espacial e por (5.28), temos

[IM™ = |2 + U™ — ul|?_a, < s (CAL*+ CN*)
< CAt> + CN*.
Assim
M™ — | + |[U™ — ul? < CAt* + CON*"
{17 2+ U — a2y} < CAR +

de forma analoga para A; > 0 obteremos a outra equacao.
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Proposigao 5.5. Se o primeiro passo pelo método de Euler é satisfeito para(5.17),

entao
MY = M(AO|]F+ U = UAY|[Z_p, <C AL

Prova. Pelo método de Euler e rescrevendo a equagao(5.17) temos
(M' = M° + At (=LoyU° + L1 M°U?)) , 1) = 0,
(Ul - U+ At (_L02M0 + L12(U0)2) 7902) = 0.
e pela expansao da série de Taylor para M e U ao redor do At obtemos
M(AE) = MO + At (= Loy U° 4 Ly MOUO)) + 2207 (¢),
U(AL) = U° 4 At (—LoyM° + Ly5(U°)2) + 2207 (¢).
onde & € (0, At)

(M = M(a0) — 4 M(E). 1) =0,
<U1 — U(At) — 2207 (g), @2> =0

definamos
Y2 = U — U(At)

finalmente usando o (5.3) obtemos

2

U = U(AL)])2_a, < AE(U"(E)]]r—a | [(U" = UA)|| < AE||U"(E)]|r—a, < B2(AL)?

2 —

(5.31)

{I|M1 — M(AD|]2 < A M1 ]1(M = M (A < BEPE (AD? < Beae

Pelas equagoes (5.31) temos

By + B,
2

MY = M(A A+ [V = U(A][Fa, < ( )AL

Logo,
[MY = M(AY]; + [U = UAY|[F_a, < CAE
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6 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentaremos resultados de varios experimentos numéricos
para as regides (R;,i = 9,11,14,15) . Para validar os codigos de Matlab e ilustrar
a estabilidade numérica,mostraremos que para estas regioes a estabilidade numerica
nao depende da discretizagao espacial e sempre obteremos At < C' de acordo com
teorema 5.2. Observamos que sem importar quao pequena seja At mesmo para uma
discretizacao espacial grande a estabilidade estara garantida e o esforco computaci-

onal para obter a solugao aproximada das EDP’s nao lineares (3.21) serd minimo.

Na segunda parte, apresentaremos experimentos exibindo o comportamento
do erro e da taxa de convergéncia entre a solugao exata e a solugao aproximada para
nossas regioes de estudo (R, R11, R4, R15) para a variavel temporal. Finalmente na

ultima secao ilustramos que a condicao de estabilidade é satisfeita.

6.1 Problema Nao Linear

Em esta se¢do exibiremos a solugdo numérica n(z,t) e u(z,t) ao longo do
tempo nas diferentes regices estudadas sendo apresentados as solugoes numéricas
para (3.21) na figuras de 6.1, até 6.8.

Consideramos os seguintes valores para as regioes Ry, Ri1, R4, R15 onde Nt é o

niamero de intervalos para variavél temporal para [0, t,,.¢] € N nimero de pontos da
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discretizagao espacial em [—, 7).

t 1
At = 22— — N =22 Nt =27
Nt 23’ ’

a = 0.005, 8 = 0.001, tynax = 16

n° = exp(—5* 1.%),u’ = —exp(—5* 2.%),

Comecamos com a regiao Ry os parametros usados serao: a=0.1, b=-0.24667, c=1,

d=2, e=-2, {=2.573058

n(x,t)

15
x, N =128 4 20 t, N,=4096

Figura 6.1: Soluc¢ao n para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry, Nt =
97 N =212, At = 1/23
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16 t, N,=4096

Figura 6.2: Solucao u para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry, Nt =
21N =22 At =1/23

Seguidamente consideremos a regiao Ry, os parametros

a=007833, b=0, c=1, d=—1, e=1, f=0
g=0255 h=0,

n(x,t)

15
x, N =128 a 20 t, N,=4096

Figura 6.3: Solugao n para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry, Nt =
97 N =212, At = 1/23
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15
X, N =128 a 20 t, N,=4096
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Figura 6.4: Solugao u para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry, Nt =

2T N =212 At =1/28

. De forma equivalente para a regiao R14 os parametros sao

a=0013333, b=0, c=1, d=1, e=—1, f=1.366529
g = —1.046529, h =0,

n(x,t)

10

15
x, N =128 a 20 t, N,=4096

Figura 6.5: Solugao n para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ry, Nt =

2T N =212 At =1/28
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u(x,t)

10

15
X, N =128 a 20 t, N,=4096

Figura 6.6: Solugao u para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Ryy, Nt =
97 N =212, At = 1/23

Finalmente precederemos em mostrar a solucao numérica para a regiao Rys
com os seguintes parametros

a=007833, b=0, c=2 d=1, e=-2, f=2348058
g=—2.093058, h=—1,

0.8
0.6
0.4

0.2

0.2 -
0.4

0.6 —

Figura 6.7: Solugao n para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Rj5, Nt =
97 N =212, At = 1/23
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u(x,t)

10

15
t, N, =4096

Figura 6.8: Solugao u para (3.21) viajando ao longo do tempo no caso Rys, Nt =

27T N =212 At = 1/23

Nas figuras 6.9, 6.10, 6.11 e 6.12 ilustramos 7 para as regioes Ry, Ri1, R4, R15, com

- = 1(0)
—n(100)

tempos t=0, e t=100.

Figura 6.9: Solucao n de (3.21) para t=0 e t=100 , Ry, Nt = 2?0, N = 2°
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1 ~ :
e - = 5(0)
: 1 ——1(100)
P
! [
0.5} ! 1
ot |
_0.5 1 1 1
-4 -2 0 2 4

Figura 6.10: Solucao n de (3.21) para t=0 e t=100 , Ry, Nt = 2?0, N = 26

1 ~ .
e - - 1(0)
: 1 ——17(100)
r
! 1
0.5 ! -
o L i
-0.5 : : :
-4 -2 0 2 4

Figura 6.11: Solugdo n de (3.21) para t=0 e t=100 , Ryy, Nt = 220 N = 26
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1 e .
e - = 5(0)
R —1(100)
1 [
]
0.5 ! -
o L 4
_0.5 1 1 1
-4 -2 0 2 4

Figura 6.12: Solucao n de (3.21) para t=0 e t=100 , Ry5, Nt = 2?0, N = 26

6.2 Taxa de Convergéncia Temporal

Nesta parte estudaremos a taxa de convergéncia temporal para o sistema nao
linear (3.21). Para isso iremos considerar duas aproximagoes diferentes da solu¢ao do
problema para o mesmo tempo t. Os erros E; e E; ;1 correspondem aos tamanhos do

passo do tempo At; e At;, 1, respetivamente, entao a taxa de convergéncia observada

pode ser calculada por:

log (Eit1/E;) i=1,2,..M —1.

t =
axa lOg (At2+1/Atl> ’ T

Como nao sao conhecidas solugoes exatas do problema (3.21) iremos a obter uma
solucao "quase"exata, usando um At = Aty muito pequeno e N = Ny muito grande.
Sejam M, No(tm) Uno (t,,) a solugao obtida com a discretiza¢ao muito refinada entao

vamos aproximar os erros nas aproximacoes menos refinadas My, Uy, por K =

”MNO (tm) — M3 |s, s E}(}‘l = |Un, (tm) — U s, para s; e sy definidas no capitulo 4.
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Vamos ter que

No = O(AP) ~ Cy(At)
B = O(A#?) = Cy(At)?

onde At é o tamanho de passo usado. Assim, considerando os tamanhos do passo do

tempo AtH_le Atztals que Ati—i—l = Aztl , obtemos Ei—l—l ~ E(Ati+1), Ez ~ E(Atl)Entéo

g (c@e/c@an)

log (AtH_l/Atl)

(6.1)

Assim esperamos obter uma taxa de convergéncia temporal quadratica para nos-
sos experimentos numéricos nas regioes Ry, Ri1, Ri4, R15. Resultados analogos sao

esperados para o erro de aproximacao da variavel wu.

Nas tabelas 6.1, 6.2, 6.3, 6.4 mostramos que o erro temporal entre a solugao
e a solucao numérica é pequeno e quando o At fica cada vez menor com N = 27 fixo,
€ tmax = 2m. Observamos tambem que temos uma taxa de convergéncia temporal
proxima de dois. Isto confirma o estudado na teoria (6.1) sendo esta a ordem do
método Leap-Frog.
A seguir calculemos a taxa de convergéncia temporal para a regiao, Ry, Ri1, R4,

Rys.

n u
N | Nt Erro Taxa de Erro Taxa de
Temporal Convergéncia Temporal Convergéncia
210 10.001084917285777 | 2.002769304292163 | 0.000987041101116 | 2.002568738735712
211170.000271097270240 | 2.000702564187553 | 0.000246648824035 | 2.000651751903214
27 [2T271°0.000067765992490 | 2.000177224587323 | 0.000061655176336 | 2.000164480843851
213°1°0.000016940931959 | 2.000048213864830 | 0.000015413313027 | 2.000045026535156
21%1°0.000004235152163 | 2.000027533061449 | 0.000003853256835 | 2.000026740607513
Tabela 6.1: Ry, exibindo error temporal e taxa de convergéncia com N = 27 fixo,

tmax = 27, At = tpa/(N1), Nt = {210 211 21
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Nt

Erro
Temporal

Taxa de
Convergéncia

Erro
Temporal

Taxa de
Convergéncia

210

0.000996370679129

2.002603393469018

0.000996370679129

2.002603393469018

211

0.000248978565344

2.000661021548706

0.000248978565344

2.000661021548706

212

0.000062237443712

2.000166834865604

0.000062237443712

2.000166834865604

213

0.000015558868965

2.000045616546203

0.000015558868965

2.000045616546203

214

0.000003889644755

2.000026885449831

0.000003889644755

2.000026885449831

Tabela 6.2: Para R;;, exibindo error temporal e taxa de convergéncia com N = 27
fix0, tmax = 27, At = tma/(Nt), Nt ={210 211 214}

Nt

Erro
Temporal

Taxa de
Convergéncia

Erro
Temporal

Taxa de
Convergéncia

27

210

0.001080598328598

2.002757752705969

0.000988447430493

2.002576568952583

211

0.000270018630939

2.000699495679429

0.000246999929294

2.000653610993332

212

0.000067496402185

2.000176446629806

0.000061742923022

2.000164939336337

215

0.000016873538910

2.000048019366785

0.000015435247803

2.000045139727312

214

0.000004218304356

2.000027487475630

0.000003858740363

2.000026764791456

Tabela 6.3: Para Ry4, exibindo error temporal e taxa de convergéncia com N = 27
fix0, tmax = 27, At = tyax/(Nt), Nt = {210 211 2111},

Nt

Erro
Temporal

Taxa de
Convergencia

Erro
Temporal

27

210

0.001076775404524

2.002730728442554

0.000988052964633

211

0.000269064627825

2.000692714870989

0.000246901915617

212

0.000067258009672

2.000174749968491

0.000061718457245

213

0.000016813947712

2.000047594932662

0.000015429133721

214

0.000004203407152

2.000027380562049

0.000003857212001

Tabela 6.4: Para R;5, exibindo error temporal e taxa de convergéncia com N = 27
fix0, tmax = 27, At = tpa/(Nt), Nt = {210 211 2141,

Taxa de
Converngencia
2.002563480077709
2.000650349788660
2.000164124925046
2.000044936684207
2.000026716082507
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6.3 Estabilidade Numeérica do Problema nao Linear

Nesta secdo, verificaremos numericamente a condigao de estabilidade (At <
C') para (3.21). Todas estas tabelas foram obtidas fazendo simulagoes com diferentes
valores de Nt e N = {28 ...,2'2} ¢ o objetivo consistia em determinar para que
valores se observa estabilidade ou seja escolher o menor valor para Nt para o qual
o esquema ¢é estavel, podemos observar nas tabelas 6.5, 6.6, 6.7, e 6.8 que na regiao
9 a estabilidade comeca em 2°, para regiao 11 comeca em 2, e para as regices 14

e 15 temos estabilidade a partir de 27.

Nt N Constante Estabilidade
Fixo | Variavel Ng € Ug
28 0,012271484
29 0,012271484
29 210 0,012271484
o1l 0,012271434
212 0,012271484

Tabela 6.5: Estabilidade para a regiao Ry, Nt = 27, N = [28,...,2'2] .. = 27,
At = tpax/(NT)

Nt N Constante Estabilidade
Fixo | Varidvel M1 € Uy

28 0.00613281

29 0.00613281
210 210 0.00613281

21 0.00613281

212 0.00613281

Tabela 6.6: Estabilidade para a regiao Ry, Nt = 219 N = [28 ... 2'2] t,.. = 2,
At = toas/ (N?)
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Nt N Constante Estabilidade
Fixo | Varidvel M4 € U1y
28 0,049085938
29 0,049085938
27 210 0,049085938
ot 0,049085938
212 0,049085938

Tabela 6.7: Estabilidade para a regiao Ryy, Nt = 27, N

At = tyax/(Nt)

= [287 "'7212]7 tmax = 27T7

Faremos a experiéncia, esta vez para a regiao Ri5, com Nt = 27 e vecN =

(28,29 210 21 912] onde verificamos que a condigao de estabilidade e cumprida tam-

bém (At < C)
Nt N Constante Estabilidade
Fixo | Variavel M5 € Uis
28 0,049085938
29 0,049085938
27 210 0,049085938
21 0,049085938
212 0,049085938

Tabela 6.8: Estabilidade para a regiao Rys, Nt = 27, N

At = b/ (N?)

= [287 "'7212]7 tmax = 27T7
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho, nos capitulos 1,2,3 analisamos modelos de ondas internas,
onde estudamos a influencia de diversos parametros para garantir condicoes de esta-
bilidade numérica apropriada e, assim, conseguir um bom nivel de eficiéncia compu-
tacional. Conseguimos mostrar que a partir do sistema (3.21)(equagdes para modelos
de propagagcao de ondas internas nao lineares) se obtém certas regides com um grupo

de paradmetros nos quais é possivel garantir a boa colocagao para o sistema.

No capitulo 4 demonstramos o teorema de existéncia e unicidade aplicando
o teorema do ponto fixo de Banach. Nessa analise consideramos as regioes onde a
estabilidade numérica do sistema linearizado corresponde a At < C| caracterizando
as regioes (Ry, Ri1, R4, Ri5, R19) sendo que a regido Ry9 (o lado direito da EDP) nao
cumpre com as propriedades de ser uma funcao Lipschitz. Logo estudamos apenas

(Rg, R11, R14, R15) que proporcionam uma ventagem numérica.

No capitulo 5, estudamos os métodos espetrais, entre eles o método Fourier-
Galerkin para discretizacao espacial e Leap-Frog para discretizacao da variavel tem-
poral. Provamos também teoremas relacionados com o comportamento do error

para os esquemas semi discretos e totalmente discreto.

No capitulo 6, ilustramos aspectos basicos de simulagao numérica(estabilidade
e taxa de convergéncia) onde mostramos que a taxa de convergéncia é coerente com

o que foi estudado na teoria dos capitulos 4,5.

Propomos como trabalho futuro a obtencao de novas regices nas quais obtere-

mos novos parametros, e diferentes restri¢goes, que nos permitiram fazer um estudo
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sobre a boa colocacao, a taxa de convergéncia e novas simulagoes numéricas que

serao desenvolvidas.

Além disso sugerimos o estudo da estabilidade numérica At < C;N~% para

[; = 1, pois ird a requer minimo esfor¢co computacional.

Por fim, como trabalho futuro sugerimos a extensao global do teorema de
boa colocagao no tempo. De fato neste trabalho de tese conseguimos o tempo no
qual o teorema de existéncia e unicidade ¢é valido. Sendo assim, podemos continuar

estudando com o fim de conseguir uma extensao global para o tempo.
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