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RESUMO

A teoria discreta de Morse, introduzida por Forman em 1995, é uma ferramenta
que torna possivel estudar fungoes escalares a partir de construgoes especificas em
um espaco. Visando estudar a geometria dessas funcoes, essa teoria busca criar um
objeto importante conhecido como campo gradiente discreto. Comumente a teoria
faz uso de complexos simpliciais gerais de forma combinatoéria e estruturas baseadas
em grafos, sumarizando o problema na obtencao de um casamento. Isso a torna
extremamente atraente para computadores. Mesmo assim, o estudo geométrico
procurado pode ser comprometido em alguns casos: seja em virtude da forma de
processamento ou seja em virtude de dados inexatos.

Este trabalho busca levantar ideias e determinar conjunturas no sentido de tor-
nar o entendimento geométrico de fungoes escalares ainda mais confiavel através
do gradiente discreto. Isso é feito entendendo melhor os algoritmos de casamento
envolvidos na sua construgao e adicionando novos resultados que a aproxima do que
chamamos de fidelidade geométrica.

Dentro desse contexto, outras diretrizes também sao propostas. Definimos um
novo casamento geométrico que introduz um tipo de nogao de suavizagao, isto é, que
reduz uma espécie de ruido encontrado no préprio gradiente discreto. Além disso,
através da alteracao de triangulagoes, procuramos motivar a importancia do objeto
discreto de entrada na construgao de um gradiente discreto geométrico.

Palavras-chave: Gradiente Discreto, Teoria Discreta de Morse, Casamento Geo-
métrico de Morse, Cancelamento, Triangulacao, Casamento Guloso.



ABSTRACT

The discrete Morse theory, introduced by Forman in 1995, is a tool that makes
it possible to study scalar functions from specific constructions in a space. Aiming
to study the geometry of functions, this theory seeks to create an important object
called the discrete gradient field. Commonly the theory makes use of general sim-
plified complexes of combined form and structures based on graphs, summarizing
the problem in obtaining a graph matching. This becomes extremely attractive to
computers. Even so, the geometric study sought may be compromised in some cases:
by virtue of the form of processing or by virtue of inaccurate data.

This work seeks to raise ideas and determine conjunctures in order to make the
geometric understanding of scalar functions even more reliable through the discrete
gradient. This is done by better understanding the graph matching algorithms
involved in its construction and adding new results that approximate what we call
geometric fidelity.

Within this context, other guidelines are also proposed. We define a new geo-
metric matching algorithms that introduces a kind of notion of smoothing, in other
words, that reduces a kind of noise found in the discrete gradient itself. In addi-
tion, through new kinds of triangulations, we try to motivate the importance of the
discrete input object in the construction of a discrete geometric gradient.

Keywords: Discrete Gradient, Discrete Morse Theory , Geometric Morse Match-
ing, Cancellation, Triangulation, Greedy Matching.
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1 INTRODUCAO

“A good beginning makes a good end.” (Louis L’Amour)

Dados cientificos estao ficando cada vez mais complexos, e especialistas no
assunto estao sempre em busca por técnicas mais sofisticadas para sua analise. Para
tal, faz-se necessério entender a natureza dos dados para melhor selecionar a forma de
estuda-los. Quando estamos defrontando dados que representam funcgoes definidas
num dominio suave, os conceitos de célculo diferencial e integral sao capazes de

descrever de maneira intuitiva seu comportamento.

Vamos imaginar que queremos entender uma funcao f : S C R — R onde
S é um dominio suave. Para exemplificar, vamos comecar com conceitos basicos de
Calculo. Considere a funcao apresentada na Figura (a), é sabido que o gradiente
da curva em um ponto no seu grafico, expresso como a inclinacao da linha tangente
nesse ponto, representa a taxa de variagao do valor da fun¢ao. Ele é obtido por meio

do célculo da derivada da fun¢ao no ponto z e é denotado por f'(x).

E importante mencionar que nesta dissertagao, sempre que nos referirmos a
diregao do gradiente, estaremos considerando a dire¢ao de decrescimento, o contrario

do que estamos acostumados.

Ja nos pontos do grafico onde o comportamento da funcao muda, por exem-
plo, de crescimento para decrescimento, o sinal de sua derivada (do gradiente) muda
e passa por zero. Esses tipos de pontos que apresentam suas derivadas com valor
zero sao chamados de pontos criticos. Os pontos criticos de uma funcao de uma va-

riavel podem ser minimos, méximos ou pontos de inflexdo (onde a segunda derivada
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Figura 1.1: A Figura (a) ilustra uma funcdo f com seus respectivos pontos criticos
destacados em azul e branco. Ja a Figura (b) sinaliza em por meio das setas o gradi-
ente de f. A regiao marcada em vermelho exemplifica uma regiao de decrescimento
que conecta os pontos criticos Pyraz € Prin.

também é zero). Nesse trabalho vamos trabalhar com fungoes suaves que nao con-
tém pontos de inflexao, chamadas de funcoes de Morse. Essa é uma restricao fraca
porque toda funcao suave estda a uma pertubacao de ser uma funcao de Morse. Na
Figura (a), temos pontos criticos retratados como pontos de maximo e minimo

de uma funcao de Morse sinalizados em azul e branco, respectivamente.

Observe agora a Figura (b). Qualquer ponto localizado dentro da regido
destacada em vermelho, de acordo com seu gradiente, segue em direcao ao mesmo
ponto de minimo FP,,;,, € no sentido oposto do seu gradiente segue em direcao ao
mesmo ponto de maximo Pp,,.. Esses pontos essencialmente seguem o que é cha-
mado de linha de fluro. A fungao f pode ser decomposta em regices desta maneira

e essa decomposicao ajuda a enteder o comportamento da funcao.

Todos os trés conceitos: gradiente, pontos criticos e linhas de fluxos, vistos
acima em fungoes de uma variavel, sao elementares. O estudo comega a ficar mais
interessante quando a func¢ao é definida por duas ou mais variaveis. Nesse contexto,
para ser funcao de Morse, pontos criticos nao podem ter suas Hessianas iguais a zero,

o que significa que seus pontos criticos sao bem comportados e podem ser somente
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minimos, maximos e selas.

Como um segundo exemplo, seja uma outra funcdo de Morse f : S C R? - R
onde S também é um dominio suave. Ela é apresentada na Figura[[.2 Os pontos
brancos sao os minimos, os listrados sao as selas e os azuis sao os méximos. Fungoes
de Morse com mais variaveis também podem ser decompostas da mesma maneira
que fizemos anterioremnte. Para exemplificar, qualquer ponto localizado dentro da
regiao vermelha destacada, de acordo com seu gradiente, segue em diregao ao mesmo
ponto de minimo P,,;,, € no sentido oposto do seu gradiente segue em dire¢ao ao
mesmo ponto de maximo Pp,,. Podemos fazer isso para qualquer ponto. Entao
concluimos que por meio dos conceitos de campo gradiente, pontos criticos e linhas
de fluxo, conseguimos criar decomposi¢oes do dominio em regioes de comportamento
semelhante [0, 22]. Dessa forma, somos capazes de particionar uma fun¢ao e entender
melhor os dados que ela descreve. Essa decomposi¢ao é chamada de decomposi¢ao

de Morse-Smale.

(a)

Figura 1.2: A Figura (a) ilustra uma fungao f de duas variaveis. Ja a Figura (b)
destaca seus pontos criticos através de circunferéncias azuis e brancas e, por meio
das setas, destaca o gradiente de f. A regiao marcada em vermelho exemplifica uma
regiao particionada de f cujo comportamento é uniforme e de decrescimento.
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Figura 1.3: Exemplo de um objeto discreto: uma triangulacao planar.

1.1 Dominio Discreto vs. Dominio Suave

Comumente, no entanto, em aplicagoes e medi¢oes, o dominio S nao é suave.
A fungao é amostrada ou esta definida em um dominio discreto. Como exemplo
podemos citar uma estrutura triangularizada T que apresenta uma fungao f definida
no seu conjunto de vértices V, isto é, existe funcao f tal que f: V — R. Observe a

Figura|l.3

O tratamento de funcoes definidas em dominios discretos enfrenta um pro-
blema recorrente: nossas nocoes tedricas discutidas anteriormente, baseadas em

dominios suaves, nao sao mais validas.

Por meio de abordagens numéricas classicas com interpolac¢oes e aproxima-
¢oes, por exemplo, é possivel tentar recuperar nogoes aproximadas de gradiente,

pontos criticos e linhas de fluzos no contexto discreto [10].

Muitas vezes essa abordagem ¢é utilizada na pratica com sucesso, mas, para
descobrir pontos criticos, integrar as linhas de fluxos e construir a decomposicao de
Morse-Smale em dimensoes acima de 2, as abordagens numéricas contém muitos er-

ros, perdem varias garantias tedricas e os algoritmos apresentam alta complexidade.

Como entao é possivel definir o gradiente, os pontos criticos e as linhas de



17

fluxo de uma funcao definida em um dominio discreto para estudar o seu compor-

tamento?

1.2 Teoria de Morse discreta

Robin Forman, em 1995 [I1], desenvolveu uma teoria combinatoria para res-
ponder a essa ultima pergunta que dispensa integracoes numéricas, diferenciagoes,
aproximacoes e estabelece diversas garantias teéricas do dominio suave no dominio
discreto. Além disso, essa teoria conta com algoritmos combinatoriais eficientes e

precisos, tornando-a adequada para computadores.

A formulacao de Forman é conhecida como teoria discreta de Morse e cria
uma ligagao entre os conceitos de célculo que descrevemos e objetos discretos. Para
isso, ele definiu um objeto chamado de campo gradiente discreto, que vamos chamar
de gradiente discreto. Trata-se de uma estrutura composta por pontos criticos dis-
cretos e linhas de fluxo discretas que tenta reproduzir o que, no suave, esses conceitos
representam (essas formulagoes ficardo claras no Capitulo. Para exemplificar e ga-
nhar intuigao, observe a Figura[[.4l Temos do lado esquerdo duas fungoes definidas
no dominio suave e do lado direito definidas no dominio discreto; ambas associadas

de seus respectivos gradientes suave e discreto.

Forman definiu o que é um gradiente discreto e suas propriedades analogas do
dominio suave (Capitulo , mas nao determinou precisamente um algoritmo para
construi-lo de uma maneira que o gradiente discreto seja semelhante ao gradiente su-
ave dada uma fungao. Entao desde a concepcao da teoria discreta de Morse, diversos
métodos foram propostos para se construir campos gradiente discreto, dando ori-
gem a varios algoritmos eficientes [0, 22, [9]. Dessa forma, torna-se possivel construir

decomposigoes analogas as decomposicoes vistas na tultima se¢ao. Mesmo assim,



18

Caso Suave Caso Discreto
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Figura 1.4: Comparativo entre gradiente suave e discreto. Do lado esquerdo temos
duas funcoes representadas no dominio suave, enquanto que do lado direito temos as
mesmas fungoes, mas agora representadas no dominio discreto. Em ambos os casos
as circunferéncias coloridas de azul e branco representam pontos criticos (suaves e
discretos) e as setas ilustram a dire¢ao do campo gradiente (suave e discreto).
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algumas dificuldades ainda sao encontradas: a construgao, propriamente, de um
campo gradiente discreto dada uma fungao amostrada nos vértices do objeto dis-
creto e o tratamento de ruidos no campo gradiente discreto |19, [I'7, [14] 27], sao

exemplos de desafios.

1.3 Fidelidade Geométrica

Vimos até entao que a teoria discreta de Morse é importante no sentido de
criar um elo entre os conceitos de calculo e a estrutura de objetos discretos. Isso é

feito através do campo gradiente discreto.

O primeiro desafio que citamos trata do algoritmo de construgao do campo
gradiente discreto. O quao fiel o campo gradiente discreto construido é se compa-
rado a geometria da fungao (gradiente, pontos criticos, linhas de fluxo, etc) que foi

amostrada nos vértices do objeto discreto (por exemplo, em uma malha triangu-

lada)?

Essa fidelidade geométrica é estudada na literatura de acordo com alguns
critérios intuitivos [19, [17, 14, 27]. Esses critérios representam de certa maneira in-

dicadores que tentam descrever a semelhanca do campo gradiente suave do discreto.

e Posigao: esse critério deve indicar como a posicao do ponto critico da funcao
se aproxima do ponto critico discreto retratado no gradiente discreto. Isso
significa que se no suave um ponto critico se encontra na posi¢ao p do dominio
continuo, o ponto critico discreto deve estar localizado préximo de p no dominio

discreto.

¢ Quantidade: esse critério procura calcular a diferenga entre a quantidade de
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pontos criticos da funcao em relagao aos pontos criticos discretos do gradiente
de acordo com suas naturezas. Por exemplo, se uma fun¢ao apresenta dois
méximos e um minimo, é esperado que o gradiente discreto capture dois pontos

de méaximo discretos e um ponto de minimo discreto.

e Fluxo decrescente: ¢é sabido que o gradiente suave indica as direcoes de
decrescimento da funcao. Através das suas linhas de fluxo somos capazes de
percorrer a fungao partindo de um ponto critico e caminhar em direcao a outro.
Esse critério busca retratar no gradiente discreto, por meio das linhas de fluxo

discretas, esse comportamento.

e Orbitas fechadas: um campo gradiente no dominio suave nao apresenta
orbitas fechadas. Durante a construcao de um campo gradiente discreto, esse
tipo de critério deve ser respeitado para que a teoria de Forman funcione. A
partir de qualquer ponto e seguindo as linhas de fluxo discretas, é esperado

que nenhuma espécie de 6rbita ou ciclo seja formado.

Como exemplos de algoritmos derivados da teoria de Morse introduzida por
Forman e que respeitam construgoes geométricas propostas para o campo gradi-
ente discreto, podemos citar os seguintes autores em conjunto com suas respectivas
contribuigdes: T. Lewiner em [19] apresentou a primeira técnica para construir um
campo gradiente discreto que concorda ou combina com o comportamento de fluxo
de uma fungao escalar. Henry King, Kevin Knudson e Neza Mramor em [17] introdu-
ziram uma técnica para gerar fungoes discretas de Morse em complexos simpliciais
modificando o diagrama de Hasse. A. Gyulassy, P. T. Bremer, B. Hamann e V.
Pascucci introduziram em [I4] um algoritmo que atribui células em ordem de va-
lores crescentes de funcao e dimensao, usando a ordenacao para evitar checagens
aciclicas. J. Reininghaus, C. Lowen e I. Hotz em [27] apresentaram uma abordagem
para gerar campos gradiente discreto em escalas multiplas computando casamentos

de um grafo de células usando o método Hungaro.
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Mais recentemente, Paixao e Lewiner [20, 21| propuseram uma construgao
de um gradiente discreto geométrico através de um algoritmo guloso [12] que fun-
ciona em qualquer dimensao. A principal vantagem é que o algoritmo guloso é
caracterizado por uma simples condi¢ao local, que estende e simplifica as provas
que contemplam garantias geométricas comparando-se com os resultados anteriores
[211 20]. Por exemplo, a condigao local é usada para provar resultados sobre a locali-
zagao de pontos criticos discretos. Além disso, sob algumas hipoteses em f, o quarto
critério que enumeramos na fidelidade geométrica é automaticamente satisfeito [25].
Sob tais hipoteses, a construgao do gradiente discreto acaba se tornando equivalente

a uma construgao gulosa [211, 20] que ja é usada em varias aplicagoes [0l 22 [30].

A maioria das construgdes para o gradiente discreto partem de algoritmos
gulosos. Nesta dissertagao, nos utilizaremos o algoritmo guloso que foi citado no
ultimo paragrafo com esse objetivo. Iremos ao longo do Capitulo |3| levantar no-
vas notacoes, propor mudancas no algoritmo, simplificar algumas das provas, em
especial, a relacionada com o critério das 6rbitas nao fechadas e derivar uma nova
garantia geométrica do mesmo que é generalizada para qualquer dimensao: a no¢ao

de fluxo decrescente do campo gradiente discreto.

1.4 Ruido no Gradiente Discreto

Outro problema encontrado na pratica é a presenga de ruido no gradiente
discreto. Na teoria discreta de Morse, os algoritmos de simplificagao tém sido de-
senvolvidos a fim de eliminar pontos criticos discretos incorretos ou indesejaveis [§].
Essa simplificacao é alcancada através de uma operacao conhecida como cancela-

mento.

Um cancelamento é uma operagao aplicada comumente apds a construgao
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Figura 1.5: Exemplo do significado envolvido na operacao de cancelamento no do-
minio suave. A imagem retirada do trabalho de Edelsbrunner, Harer e Zomorodian,
e alterado por nos para destacar o fluxo por meio de setas, representa o processo
(da esquerda para a direita) de cancelamento de dois pontos criticos .

do campo gradiente discreto. Por meio dela, é possivel transformar um gradiente
discreto em outro, com menos pontos criticos discretos, fazendo mudancas locais em
seu comportamento. Na Figura temos o que significa realizar uma operagao de
cancelamento no suave (basicamente uma suavizagao da fun¢ao) e na Figura um

exemplo de cancelamento aplicado a um gradiente discreto.

Dentre os algoritmos de cancelamento que merecem destaque podemos citar
preliminarmente o trabalho seminal em teoria discreta de Morse introduzido por
Forman [IT]. Nele, o autor apresenta um cancelamento genérico que consiste essen-
cialmente da inversdo de um V — path (este conceito serd definido no Capitulo [2).
Em seguida, Edelsbrunner, Harer e Zomorodian em [I0] aventaram o cancelamento
de pontos criticos para complexos de Morse-Smale de duas dimensdes. Ja em [5], P.
T. Bremer, B. Hamann, H. Edelsbrunner e V. Pascucci estenderam essa abordagem
para uma hierarquia de resolucao miltipla com cancelamentos independentes. Dois

anos depois, A. Gyulassy, Vijay Natarajan, V. Pascucci, P. T. Bremer e B. Hamann
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Cancelamento ( }
£

Figura 1.6: Exemplo de cancelamento de dois pontos criticos discretos em um gra-
diente discreto. Temos do lado esquerdo um ponto critico de maximo e outro de
minimo. O cancelamento consiste essencialmente de uma pequena mudanca na ori-
entagao do gradiente discreto. Isso é destacado pelos circulos vermelhos.

introduziram cancelamentos em trés dimensoes na estrutura algébrica do complexo
[13] e, mais tarde, em conjunto com H. Hagen, N. Kotava, M. Kim e C. D. Han-
sen, mostraram como computar o incorporamento geométrico das caracteristicas de

qualquer nivel da sequéncia de um cancelamento [15].

No Capitulo ] propomos um novo algoritmo de construgao geométrica para
o gradiente discreto que tem o mesmo objetivo que uma operacgao de cancelamento:
reduzir pontos criticos discretos indesejaveis. Trata-se de uma abordagem paralela

ao que vem sendo feito pelas técnicas de casamento.

A ideia é fazer checagens em tempo de execugao buscando minimizar pontos
criticos discretos que, contrapondo o que normalmente é feito, ou seja, apos a cons-
trucao. O capitulo mencionado contempla o passo a passo da construgao assim como

as garantias teodricas relacionadas ao que definimos como fidelidade geométrica.
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1.5 Nossa historia

Logo nas primeiras reunioes que tive com meu orientador, fiquei entusiasmado
com o que ele tinha me mostrado a respeito da teoria discreta de Morse. Resolvi
entao implementar um programa que buscava compreender o comportamento de
funcoes através de estruturas discretas induzidas por ela - basicamente triangulagoes

planares.

Depois de alguns refinamentos, a aplicagao estava funcionando corretamente
e um fato interessante me intrigou. Pontos criticos discretos muito préximos as
vezes eram identificados no gradiente discreto, nao representando bem a funcao
amostrada nos vértices da triangulacao em locais especificos. Vamos considerar o

objeto discreto ilustrado na Figura [1.7]

Incorreto

Figura 1.7: Funcao f(z,y) = 2? + y* amostradas nos vértices de uma triangulacao.
Em vermelho destacam-se pontos criticos discretos nao desejaveis e em verde ponto
critico discreto desejavel.

A fungédo que foi amostrada nos seus vértices foi f(z,y) = x®+y? e os pontos
destacados em verde e vermelho representam pontos criticos discretos. Ora, como
se trata de um paraboloide, é esperado que apenas um ponto critico discreto seja

encontrado no gradiente discreto - aquele que representa o ponto de minimo do
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paraboloide.

Entao por que o gradiente discreto produzido contém esses pares de pontos
criticos discretos indesejaveis que nao existem na func¢ao ou nao a representam?

Esse tipo de ocorréncia é o que definiremos como ruido do gradiente discreto no

Capitulo [4

Motivados pela pergunta citada, fez-se necessario obter um entendimento
mais detalhado do processo de construcao do gradiente discreto, principal diretriz
que orientou a concepc¢ao do Capitulo Com uma melhor compreensao do algo-
ritmo, decidimos propor um novo processo de geracao do campo gradiente discreto

que tenta evitar a ocorréncia de ruidos no gradiente discreto; que é feito no Capi-

tulo Ml

Depois de tentar tratar o ruido do gradiente discreto durante o casamento,
tivemos a ideia de tentar traté-lo antes mesmo da execugao. Pensamos em verificar
como alteragoes na estrutura do objeto discreto que é passado como entrada para o
algoritmo de construcao do gradiente altera seu resultado. Inserimos entao no nosso
sistema a funcionalidade de modificar, em particular, a triangulacao do objeto por
meio de trocas de arestas. Sendo assim, no Capitulo 5| tentamos entender, mesmo

sem garantias tedricas, como que a triangulacao impacta o gradiente discreto.

1.6 Estrutura da Dissertacao

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

e Capitulo 2} o Capitulo [2] se encarrega de explicar todo o embasamento teoérico

necessario para a compreensao do objeto mais importante desta dissertacao:
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o campo gradiente discreto. Qualquer divida referente aos assuntos, notagoes
e termos relacionados com o texto pode ser referenciada aqui. Sendo assim, o
leitor que estiver confortavel com as areas de pesquisa que norteiam o trabalho

pode utiliza-lo apenas como uma referéncia.

Capitulo [3} este capitulo procura entender e descrever a constru¢io geomé-
trica de um gradiente discreto através de um algoritmo guloso. Aqui propomos
mudangas no algoritmo guloso que tomamos como base [26, 21]. Dada a forma
como o escrevemos, derivaremos novas notagoes que nos auxiliam a simplifi-
car a prova que garante o critério geométrico das érbitas nao fechadas. Isso
é feito por intermédio nao s6 das notagoes, mas também pela criagao de le-
mas que garantem propriedades especiais do algoritmo guloso. Nao somente,
derivamos uma nova garantia geométrica do mesmo que é generalizada para
qualquer dimensao. Trata-se de uma tentativa de se aproximar do critério de
fluxo decrescente. Por meio deste resultado mostramos que um campo gradi-
ente discreto associado ao algoritmo guloso que propomos gera linhas de fluxo
discretas que, quando seguidas, convergem sempre para um ponto critico dis-
creto minimo. Vale ressaltar que todos os resultados sao vélidos para qualquer

dimensao.

Capitulo f} aqui propomos o que chamamos de algoritmo quase guloso. Ten-
tamos combinar tanto o aspecto geométrico do algoritmo guloso que constréi o
gradiente discreto quanto a ideia dos algoritmos de simplificagdo como o can-
celamento num s6 processo. O objetivo é desenvolver uma forma de se obter
um gradiente discreto buscando reduzir pontos criticos discretos indesejaveis.
Sendo assim, neste capitulo deixamos como contribui¢ao o processo que busca
reduzir ruidos no gradiente discreto. Assim como foi feito no algoritmo guloso,
contribuimos com uma série de provas necessarias que trazem as garantias teo-
ricas que o caracterizam como um algoritmo de construcao geométrico para o

gradiente. Mostramos que o gradiente discreto associado ao algoritmo quase
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guloso nao apresenta orbitas fechadas, mantém a nogao dos fluxos decrescen-
tes que enunciamos no capitulo anterior e que, se comparado com o algoritmo
guloso, reduz ruido do gradiente discreto. Mais uma vez, todos os resultados

se verificam para qualquer dimensao.

Capitulo B} neste momento estudamos a importancia da triangulacao e suas
operacoes geométricas para o gradiente discreto. Fazemos isso combinando a
operagao de flip presente na geometria computacional com a construgao do
gradiente discreto. Nossa primeira contribui¢ao se da na forma de um sistema
que da a liberdade para o usuério de modificar a triangulacao de entrada (es-
trutura de um objeto discreto em particular) por meio de trocas de arestas.
Isso se mostrou interessante no sentido de oferecer uma ferramenta para modi-
ficar e até corrigir o gradiente discreto associado a triangulagao. Contribuimos
também levantando um breve estudo sobre as possibilidades de diferentes tri-
angulacoes associadas a construcao do gradiente discreto. Mostramos algumas
desvantagens e vantagens dessa abordagem propondo duas diferentes triangu-

lagoes: a triangulagao estrela e curva, respectivamente.

Capitulo[6} a partir deste ponto iremos retomar resumidamente todas as con-
tribuicoes da dissertacao e, depois, apresentar algumas das muitas ideias e
perguntas que foram surgindo ao longo da pesquisa na forma de sugestoes e

trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

“Get the fundamentals down and the level of everything you do
will rise.” (Michael Jordan)

O objetivo principal deste capitulo é definir o que é um campo gradiente
discreto. Para isso, os conceitos que dao base para tal definicao serao explicitados.
Inicialmente, na Se¢ao 2.1] nos revisaremos alguns conceitos fundamentais de teoria
dos grafos, em particular, o problema de casamento. Logo em seguida, veremos na
Segdo [2.2] e na Segao [2.3] respectivamente, conceitos sobre complexos simpliciais e
sobre um grafo importante associado a ele, o diagrama de Hasse. Com esses dois
assuntos abordados, poderemos por fim definir o gradiente discreto como um casa-

mento - com certas propriedades - no diagrama de Hasse. Isso ¢ feito na Secao [2.4]

O leitor que se sentir confortavel com tais assuntos pode seguir com o texto.
Mesmo assim, recomendamos minimamente verificar o Algoritmo [I] encontrado no
final da Secao [2.4] uma vez que sera enunciado diversas vezes ao longo do trabalho,

e a tabela de notagoes situada na Segao por motivos de nomenclatura.

2.1 Teoria dos grafos

A maioria dos conceitos de teoria dos grafos e suas notagoes foram derivados
de [].
Defini¢ao 2.1. Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)) consistindo de um
conjunto de vértices V(G) e um conjunto de arestas E(G) disjunto de V(G). Cada

aresta de G estd associada a um par nao ordenado de vértices de G.
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C

Figura 2.1: Um grafo G com V(G) = {a,b,c,d} e E(G) = {ab, ac, b, cd}.

Para z,y € V(G), uma aresta e = {z,y} € F(G) é denotada por zy ou yx
sem distin¢ao. Dizemos que x e y sao extremos da aresta e e que e € incidente aos

vértices x e y.

Dizemos que o grau de um vértice é escrito por d(v) e representa o nimero

de arestas incidentes para com o vértice.

Definicao 2.2. Um caminho P em um grafo G € uma sequéncia de vértices denotada
pOT V1, Vo, . .., Uy, tal que de cada um de seus vértices hd wma aresta para o proximo

vértice da sequéncia.

Retomando a Figura P = {a,b,c,d} é um exemplo de caminho. Note

que podemos denotar um caminho também em termos de suas arestas.

Um tipo particular de grafos é conhecido como drvore. Essa estrutura consiste
de um grafo onde para qualquer par de vértices, existe exatamente um caminho que
os conecta (portanto, trata-se de um grafo conexo e aciclico). O didmetro ou largura
¢ o namero de arestas no maior caminho entre dois vértices na arvore. A préxima
figura exemplifica uma arvore de largura igual a 3. As arestas e; e ez podem ser

chamadas de externas enquanto que a aresta e, pode ser chamada de central.
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Figura 2.2: Uma arvore de largura 3.

Além disso, as arestas de um grafo podem ter um peso associado. Em um
grafo ponderado, toda aresta estd associada a um ntmero real e finito ao qual
chamaremos de peso. Definiremos € ou {x,y} como o peso associado a aresta

e={z,y} € E.

Defini¢ao 2.3. Um grafo H é um subgrafo de G denotado por H C G se V(H) C
V(G) e E(H) C E(G).

Dizemos que um subgrafo H é um subgrafo induzido de G e denotado por
G[S], onde S é um subconjunto de vértices de G, se, para qualquer par de vértices
x ey de H, xy é uma aresta de H se e somente se xy é uma aresta de G. Isso
significa que H é um subgrafo induzido de G se ele tem todas as arestas que estao

em (G sobre o mesmo conjunto de vértices.

Definigao 2.4. Um casamento ou emparelhamento M em um grafo G = (V, E)
¢ um subconjunto de arestas M C E(G) tal que todo vértice estd contido em no

mdximo uma aresta de M.

Arestas em M sao chamadas de arestas casadas e vértices extremos as arestas
casadas sao chamados de vértices saturados. De modo analogo, arestas que nao estao
em M sao ditas ndo casadas e os vértices onde todas as arestas incidentes sao nao
casadas sao chamados de vértices insaturados. O nimero de arestas em M denota

o tamanho |M| do casamento [23].

Definicao 2.5. Um caminho alternante P em um casamento M, definido em um

grafo G, € um caminho cujas arestas alternam entre aquelas que estao em M e aque-
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Figura 2.3: Um possivel casamento no grafo da Figura [2.I] As arestas sinalizadas
em vermelho estao casadas e as tracejadas nao. Todos os vértices do grafo estao
saturados.

las que nao estao em M. P portanto pode ser definido como P = {ej,es,e3,...,€,}
onde n € o nimero de arestas no caminho, isto é, o seu comprimento |P|. See; € M

entio e;y1 ¢ M para todoi=1,2,3,...,n— 1.

. ,V e}
.e1/¢2 ®

Figura 2.4: Um caminho alternante P = {ej, s, €3,€e4}. Sinalizamos em vermelho
as arestas casadas e tracejamos as arestas nao casadas.

Um caminho é alternante em relagao a um casamento M se suas arestas
estao alternadamente em M e fora de M. Além disso, um caminho alternante é
de aumento se comeca e termina num vértice nao saturado e tem pelo menos uma

aresta.

Defini¢ao 2.6. Um digrafo D é um par ordenado (N (D), A(D)) consistindo de um
conjunto nao vazio de nés N(D) e um conjunto de arcos A(D) disjunto de N(D).

A cada aresta de D um par ordenado de nds de D € associado.

Um digrafo nada mais é que um grafo dirigido; os pares de nos que constituem
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Figura 2.5: Um caminho alternante de aumento P = {ej,e9,e3}. Os vértices ex-
tremos do caminho sao nao saturados ja que todas as arestas incidentes a eles nao
estao casadas.

um arco agora sao ordenados. Para u,v € N, um arco a = {u,v} € A é denotado
por uv e implica que a é direcionado de u para v. Assim como em grafos, um digrafo

pode ser ponderado, tendo todos seus arcos associados a um numero finito e real.

b

Figura 2.6: Um digrafo D com N(D) = {a,b,c,d} e A(D) = {ab,bc, ca, cd}.

Encerramos aqui os conceitos da teoria dos grafos que serao tteis para o
entendimento deste trabalho. O proximo campo de conhecimento a ser estudado
constitui basicamente uma generalizacao da definicao de grafos que acabamos de

ver e é conhecido como complexo simplicial.

2.2 Complexo Simplicial

Definicao 2.7. Um complexo simplicial finito € um conjunto de vértices V' junta-
mente com um conjunto A de subconjuntos de V', tal que A deve satisfazer algumas

propriedades:
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1. VCA

2. sete€Aeo CrT, entdo o € A

No6s iremos nos referir ao complexo simplicial como A. Os elementos de A
sao chamados de simplexos. Um simplexo 7 € A é dito de dimensdo p, denotado

por dim(7) = p, se T contém p + 1 vértices.

Vamos entender esses ultimos conceitos com um exemplo. Observe o com-
plexo simplicial A mostrado na Figura 2.7 Nela, temos simplexos de dimensoes

iguais a 0, 1 e 2. Os simplexos cuja dimensao tem tamanho 0 sao os subconjuntos:

{a},{b}, {c}, {d}, {e}.

J& os simplexos de dimensao 1 sao os subconjuntos:

{a,b},{b,c},{a,c},{b,d}, {c,d}, {d, e}.

Por fim, os simplexos de dimensao 2 sao os subconjuntos:

{a,b,c},{b,c,d}.

Figura 2.7: Um complexo simplicial A de dimensao 2. Seus simplexos sao dados

I{>grr :;/?}7 {0}, {c}, {d}, {e}, {a,0}, {b;c}, {a,c}, {b,d}, {e,d}, {d;e}, {a,b,c} e

Dessa forma fica facil compreender que um complexo simplicial é uma cole¢ao

de agrupamentos de vértices seguindo as regras enumeradas na Definicao Cada
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grupo de vértices é um simplexo enquanto que o nimero de vértices por grupo indica

sua dimensao de acordo como foi descrito.

Um simplexo ¢ também ¢é dito uma faceta de um outro simplexo 7, denotado
por 0 < 7,se 0 C 7 e dim(o) = dim(r) — 1. Novamente cabe um exemplo. Na
Figura temos que o simplexo o = {a,b} é faceta do simplexo 7 = {a, b, ¢} pois
{a,b} C {a,b,c} e dim({a,b}) = dim({a,b,c}) — 1.

Dizemos por fim que a dimensao de A é a maior dimensao desses simplexos.

Dessa forma, no exemplo da Figura temos que dim(A) = 2.

Para consolidar a Defini¢ao podemos nos perguntar o que nao é um
complexo simplicial. A Figura [2.§] ilustra isso através de um outro complexo A.
Nela, temos um simplexo de dimensao 2 {a,b,c}, dois simplexos de dimensao 1
{a,c} e {b,c} e trés simplexos de dimensao 0 {a}, {b} e {c}. Seja 7 e o grupos de
vértices tal que 7 = {a,b,c} e 0 = {a,b}. Note que T € A e o C 7, mas o ¢ A.

b

a C

Figura 2.8: Um exemplo do que nao é um complexo simplicial.

2.3 Diagrama de Hasse

Uma outra forma muito comum de se enxergar um complexo simplifical é em
termos de um digrafo. A ideia é “desenhar” todo o complexo representando cada um

dos seus simplexos como um noé e depois tragando um arco de cada faceta para seu
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respectivo simplexo de dimensao maior. Essa estrutura é chamada de diagrama de

Hasse e esté definida e ilustrada a seguir [7].

Definicao 2.8. Dado um complexo simplicial A, o seu diagrama de Hasse H € o
grafo direcionado onde o conjunto de nos de H € o conjunto de simplexos de A e o

conjunto de arcos de H é composto por todos os pares {o, T} se e somente se 0 < T.

@ No-vértice
@ No-aresta
@ No-face

Figura 2.9: Um diagrama de Hasse H associado ao complexo simplicial da Figura[2.7]
Destacamos de acordo como indicado na legenda da direita a natureza dos nés do
digrafo.

Observe que para cada simplexo criamos um né e para cada faceta traca-
mos um arco que a conecta com seus simplexos de dimensao maior. Dessa forma

produzimos um digrafo, o qual é chamado de diagrama de Hasse.

Os noés do diagrama de Hasse sao comumente referenciados de acordo com a
natureza do simplexo que ele representa. Por exemplo, na Figura [2.9, os simplexos
de dimensao 0 foram mapeados em nos-vértice, os simplexos de dimensao 1 foram

mapeados em nos-aresta e os simplexos de dimensao 2 foram mapeados em nos-face.

O diagrama de Hasse, portanto, funciona como uma espécie de dicionario
entre os conceitos de grafos e complexos simpliciais. E por meio da sua estrutura

que poderemos entender como o gradiente discreto é construido.
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2.4 Gradiente Discreto

A principal definicao deste capitulo se encontra nesta secao. Relembrando
ao leitor, o gradiente discreto ¢ uma estrutura definida em um objeto discreto, por
exemplo, um complexo simplicial. Sendo assim, a estrutura de onde iremos construir

um campo gradiente discreto pode ser definida como um complexo A.

De modo informal, Forman ao criar o gradiente discreto, o definiu simples-
mente como um casamento M. Esse casamento M é feito no diagrama de Hasse
H de um complexo A com uma propriedade aciclica. Sendo assim, vamos a uma

primeira defini¢ao do assunto.

Definicao 2.9. Um campo vetorial discreto ¥V em A € uma colegao de pares de
simplexos {o,7} em A com o < T, tal que cada simplezo estd em no mdximo um

par de V.

Um campo vetorial discreto é, portanto, simplesmente um casamento no di-
agrama de Hasse (que ja vimos que é um digrafo) do complexo simplicial. Nos
escrevemos o — 7 se {0, 7} € V, ou seja, se o arco {0, T} esta casado, e 0 A T caso
contrario. E importante que essa nocao fique clara. Vejamos o exemplo mostrado
na Figura [2.10] Ela mostra primeiramente um complexo simplicial qualquer A, de-
pois seu diagrama de Hasse associado H e por fim o campo vetorial discreto V (um

casamento em H).

Os arcos destacados na Figura m (c) representam os arcos de H que estao
casados. J4a as estruturas em vermelho representam os nos que nao foram casados
(um no-aresta e dois nos-vértice). Esses nos sao essencialmente o que chamamos de

pontos criticos discretos na introdugao.

Definicao 2.10. Um simplexo o € dito critico para um campo vetorial discreto se
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Figura 2.10: Temos da esquerda para a direita o processo que constréi um campo
gradiente discreto: o complexo simplicial de entrada (a), a construcao do seu dia-
grama de Hasse (b) e por fim um casamento em sua estrutura (c).

ele nao pertence a nenhum par de V, ou seja, se ele € um nd no diagrama de Hasse

msaturado.

Para exemplificar, quando tratamos complexos simpliciais de duas dimensoes,
a dimensao do simplexo critico caracteriza um ponto de minimo caso seja um no-
vértice insaturado, um ponto de sela caso seja um no-aresta insaturado ou um ponto
de maximo caso seja um noé-face insaturado. A Figura tenta mostrar essa
analogia que interliga o conceito de simplexo critico no dominio discreto com o

conceito de ponto critico no dominio suave.

De forma semelhante, existe uma definicao formal para o que chamamos de

linha de fluxo discreta na introducao.

Definicao 2.11. Dado um campo vetorial discreto V em um complexo simplicial A,
um YV — path € uma sequéncia de simplexos € 0,70 1Tn_1...017T1 B tal que para

todo i temos que o; — T; € T; = 0;,_1 % 0.

Observe que um V — path é um caminho alternante em H com a restri¢ao de
que todas as dimensées dos simplexos alternam entre p ou p + 1, com p = dim(oy).

A Figura ilustra dois V — paths com dimensoes diferentes.
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Maximo

Minimo

Figura 2.11: Caracterizacao dos nos criticos no campo vetorial discreto. A parte
superior da imagem ilustra os comportamentos dos pontos criticos indicados de
acordo com um gradiente suave. Ja a parte inferior mostra o comportamento dos
pontos criticos de acordo com um gradiente discreto.

Nos dizemos que tal caminho é nao trivial fechado se n > 0 e o0y = 0,. Vide

exemplos na Figura 2.13]

Finalmente iremos apresentar agora a definicao mais importante para o tra-
balho. Entendemos até este ponto que um campo vetorial discreto nada mais é que
um casamento no diagrama de Hasse de um complexo simplicial. Os arcos casados
e os nos insaturados trazem significado no sentido de simular os vetores e os pontos

criticos de um campo vetorial definido num dominio continuo.

Um campo gradiente discreto nada mais é que uma especializagao do campo
vetorial discreto. Quando este nao contém nenhuma 6rbita fechada, ou seja, nenhum

V — path nao trivial fechado, dizemos que V é um campo gradiente discreto.

Definigao 2.12. Um campo vetorial discreto V € um campo gradiente discreto se e

somente nao contém V — path nao trivial fechado.

A Figura [2.13| mostra um campo vetorial discreto que nao é um campo gradi-

ente discreto. Basta notar que nele temos V — paths fechados, o que de certo modo
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Figura 2.12: Dois V — paths distintos: a esquerda de dimensao 0 para dimensao 1
(vértice-aresta) e a direita de dimens@o 1 para dimensao 2 (aresta-face).

Figura 2.13: Dois V — paths distintos e fechados: & esquerda de dimensao 0 para
dimensao 1 (vértice-aresta) e a direita de dimensao 1 para dimensao 2 (aresta-face).

se assemelha as orbitas fechadas no dominio suave.

Ja a Figura[2.14] mostra um campo vetorial discreto que de fato ¢ um campo
gradiente discreto. Basta notar que nao temos V — paths nao triviais fechados.
Os elementos destacados em vermelho sao os simplexos insaturados, ou seja, os

simplexos criticos.

Para encerrar a discussao acerca do gradiente discreto, precisamos descrever

como se construir esse objeto. Dado o complexo simplicial A associado a um objeto
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Figura 2.14: Um campo gradiente discreto. As setas amarelas ilustram os V — paths
de dimensdo 0 para 1 (vértice-aresta) e as setas verdes ilustram os V — paths de
dimensao 1 para dimensao 2 (aresta-face). Em vermelho destacam-se simplexos
criticos (temos um no-vértice critico, um no-aresta critico e um no-face critico.

discreto, a construgao do gradiente é dada pelo préximo algoritmo.

Algoritmo 1: CONSTRUIRCAMPOGRADIENTEDISCRETO(A)
Entrada: complexo simplicial A
Saida: campo vetorial discreto V

1 H = criar diagrama de hasse a partir de A;

2 )V = aplicar algoritmo de casamentoﬂ em H;

3 retorna V;

20 algoritmo deve gerar um casamento que nao contém V — path nao trivial fechado.

Vale sinalizar que existem diversas formas de se realizar esse casamento e,
dependendo de como ele é feito, o resultado pode ser caracterizado como um campo
gradiente discreto ou nao. O algoritmo de casamento deve garantir a condicao de
que o casamento produzido mantenha a propriedade aciclica, conforme descrito pela

Definicao [2.12] Caso contrario, ele seria apenas um campo vetorial discreto.
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2.5 Dicionario de Notacgoes e Conceitos

Mencionamos na introdugao que buscamos estudar o comportamento de fun-
¢oes definidas em objetos discretos através do gradiente discreto. Os préximos ca-
pitulos se encarregam de aplicar os conceitos aqui descritos de modo a fazer essa
associacao. Pensando nisso, as tabelas a seguir buscam auxiliar o leitor em termos
de notagoes e analogias. A primeira constitui um dicionario que mapeia conceitos
de grafos, complexos simpliciais e teoria discreta de Morse. Ja a segunda mapeia

conceitos do dominio discreto com conceitos do dominio suave.

H Grafo Direcionado D Complexo Simplicial A H
noés de D simplexos de A
arcos incidéncia dos simplexos
{o,7} € A o=<T
{o,7} e M o—T
{o,7} ¢ M o~ T
n6é n nao esta casado simplexo ¢ é critico
casamento em H campo vetorial discreto em H
casamento sem ciclos alternantes em H campo gradiente discreto em H

Tabela 2.1: Mapeamento de conceitos entre grafos, complexos simpliciais e teoria
discreta de Morse.

H Dominio Suave Dominio Discreto H
gradiente suave gradiente discreto
pontos criticos simplexos criticos
linhas de fluxo V — paths
diregao de —V f arcos casados (setas)
orbita fechada )V — path nao trivial fechado

Tabela 2.2: Mapeamento de conceitos entre o dominio suave e o dominio discreto.
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3 CASAMENTO GULOSO GEOMETRICO

“Inspiration is needed in geometry, just as much as in poetry.”
(Alexander Pushkin)

Este capitulo num primeiro momento visa fazer um estudo mais detalhado
do algoritmo de construcao do campo gradiente discreto que foi estudado na lite-
ratura |26, 21], [I]. Trata-se essencialmente de um algoritmo guloso de casamento
em grafos. Sua importancia se d& pois a fidelidade geométrica do gradiente discreto

esta diretamente associada a implementacao do casamento.

Toda nossa inspiragao na busca de um novo algoritmo de casamento que
tente resolver o problema dos simplexos criticos indesejaveis se inicia com um melhor
entendimento do que ja foi feito. Dentro desse contexto, proporemos novas notagoes,

simplificaremos provas e levantaremos novos resultados.

3.1 Casamento Guloso

Mencionamos na introdugao que um algoritmo guloso é utilizado para gerar
um gradiente discreto (vide Algoritmo . O algoritmo em questao se trata simples-

mente de um casamento guloso em grafos. Reescrevemos o seu passo a passo como
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mostrado a seguir na forma de pseudocédigo.

Algoritmo 2: CASAMENTOGULOSO(QG)

Entrada: grafo ponderado G = (E,V)
Saida: conjunto de arestas casadas M
1 M« (;

2 while £ # () do

3 Ein < argmin, ¢ g €;
4 M +— MU E,;;
5

6

7

G <+ G ap06s remocao dos vértices extremos a todas as arestas em FE,,;,;
end
retorna M;

A cada iteracao, o algoritmo seleciona as arestas de menor peso do grafo
criando o conjunto de arestas selecionadas minimas FE,,;, (linha [3)), as adiciona no
casamento M (linhal4)) e por fim remove os vértices que sdo extremos dessas arestas
e, por conseguinte, suas arestas incidentes (linha [5)). Dessa forma, cria-se a cada
iteracao um subgrafo induzido de GG pelos vértices que nao foram removidos. Esses
passos de selecionar arestas, casar e remover vértices se repetem até que todas as

arestas em F tenham sido removidas.

Observacao 3.1. Neste momento vale destacar que M sé € um casamento se as
arestas incidentes entre si (arestas vizinhas) do grafo sao livres de empate. Isso
significa que em G ndo hd aresta e, adjacente a aresta ey tal que € = €. E fun-
damental internalizar essa condi¢ao suficiente (e nao necessdria) pois serd utilizada

ao longo do trabalho.

Dada a forma como reescrevemos o pseudocddigo do casamento guloso, é
importante verificar que E,,;;,(G) = argmin, B(¢) € constitul o conjunto de arestas
e em GG que apresentam peso € minimo. Dessa forma, somos capazes de propor e
definir algumas notagoes que serao tteis no sentido de simplificar provas relacionadas

as garantias teodricas do algoritmo.
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Em primeiro lugar, faz-se necesséario relembrar que denotamos a funcao — :
E — R avaliada em uma aresta e como o peso dessa aresta e. Estamos ratificando
isso pois iremos definir uma outra fung¢ao, nomeada também como —, mas definida

nos vértices do grafo induzido pelo casamento M.

Sendo assim, para um casamento M em G, definiremos uma funcao — :

V(G) — RU oo tal que

_ €, se v esta saturado por e em M
U= - ,
00, se v nao esta saturado em M

e chamaremos a funcao — portanto de func¢do de saturacao. A funcao de saturagao
esta bem definida porque M é um casamento, entao cada vértice s6 pode ser saturado
por no maximo uma aresta. Além disso, o tipo de casamento M sempre estaré

implicito no contexto.

Repare que enquanto e representa o peso de uma aresta e, U representa a
funcao de saturacao de um vértice v. Isso sera tutil mais pra frente dados os resultados

tedricos que mostraremos.

Em seguida definiremos V, = {v € V(G)|v > a} como o conjunto de vértices
de G cuja funcao de saturacao é maior ou igual ao nimero real a. Considere entao
G, = G[V,] como o subgrafo induzido de G pelo conjunto de vértices V,. Esse
subgrafo induzido contém apenas os vértices cuja funcao de saturacao é maior ou
igual ao nimero real a. Denotaremos portanto o conjunto de vértices e o conjunto
de arestas de G, como V(G,) =V, e E(G,) = E,, respectivamente. Isso implica o

proximo lema.

Lema 3.1. Se H ¢ um subgrafo de G tal que Vv € V(H) temos © > a, entao H €
um subgrafo de G,.

Prova. Se H é um subgrafo de G, entao V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Além
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disso, se Vv € V(H) temos que T > a, entao v € V,. Logo, V(H) C V,. Considere
agora uma aresta qualquer e = {z,y} € E(H). E facil verificar que T > a e § > a.
Isso significa que z € V, e y € V,. Como G, é subgrafo induzido de G por V,, segue
que e = {x,y} € G, e, portanto, E(H) C E,. Logo, H é subgrafo de G,. m

E importante notar que, pela definicdo, G, é um subgrafo de G onde o peso
minimo das suas arestas vale a. Essas notagoes sao interessantes pois identificam o
subgrafo de G no momento em que as arestas de um certo peso serao selecionadas
na Etapa[3|do casamento. Podemos identificar, assim, a itera¢ao em que o algoritmo
se encontra ao nos referirmos a um subgrafo G,. Por exemplo: vamos considerar o

grafo G mostrado a seguir.

Figura 3.1: Um exemplo de grafo qualquer G com pesos sinalizados em vermelho
para cada uma de suas arestas.

O peso minimo das arestas de GG ¢é 1, entao o grafo que esta sendo considerado

na primeira iteracao é G (que é propriamente G). Veja a Figura .

Depois de casada a aresta de peso 1, os vértices a e b sao removidos do grafo
de acordo com o algoritmo, produzindo assim um subgrafo de G;. Esse subgrafo
agora tem como peso minimo uma aresta de peso 4 e, portanto, o chamaremos de

G4. Veja a Figura (3.3
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Figura 3.2: Na esquerda temos um grafo cuja aresta de peso minimo é 1. Portanto
o denotaremos como G. A direita temos sinalizada em vermelho a aresta que seré
casada de acordo com o casamento guloso.

b b

y y

o Casamento &

[
d d

Gy

Figura 3.3: Na esquerda temos um grafo cuja aresta de peso minimo ¢ 4. Portanto
o denotaremos como G4. A direita temos sinalizada em vermelho a aresta que seréa
casada de acordo com o casamento guloso.

Novamente, a aresta de peso minimo serd casada e seus vértices extremos

removidos.

Com esse ultimo exemplo, fica facil notar também que se uma aresta de peso
€ existe no grafo Gz, mais precisamente, em F-, entao certamente essa aresta estd

casada. O proximo lema formaliza essa ideia.

Lema 3.2. Seja M um casamento guloso num grafo G. Se e € Ez, entao e € M.

Prova. Em Gg, as arestas com menor peso sao as arestas de peso igual a e. A
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Etapa [3] do Algoritmo [2] selecionara todas as arestas de peso minimo, isto ¢, todas
as arestas de peso igual a € (o conjunto Ez). Na Etapa , essas arestas selecionadas,

que incluem a aresta e, serao casadas. Logo, e € M. O

3.2 Propriedades

O casamento guloso apresenta algumas propriedades em relagao ao seu con-
junto de arestas M. Essas propriedades estao fortemente relacionadas a um tipo
particular de caminho alternante e serao tteis no sentido de auxiliar diversas provas

sobre o gradiente discreto mais para frente.

A principio, iremos definir através de uma nomeagao, alguns casos particu-
lares de caminhos alternantes. Segue a definicao do que chamamos de caminho

alternante mazimal junto de alguns exemplos (Figura .

Definicao 3.1. Denotamos como caminho alternante maximal, qualquer caminho
alternante P tal que se um vértice estd saturado, entao ele estd saturado por uma

aresta em P.

Figura 3.4: Exemplo de caminhos alternantes maximais. Os vértices destacados
em vermelho sao insaturados e os azuis saturados. As arestas tracejadas nao estao
casadas e as arestas cheias estao casadas.

Essa tltima definigao deriva diretamente o préoximo lema.
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Lema 3.3. Seja e € E,in(P). Se P € uma caminho alternante maximal, entao

Yv € P temos que v > €.

Prova. Considere e € E,,;,(P) como uma das arestas de peso minimo em P. Se P é
um caminho alternante maximal, entao Vv € P temos que v esta saturado por uma
aresta de P ou v é insaturado, por definicao. Desse modo, Vv € P segue que U > €

ou U = 00, respetivamente. ]

Um resultado importante consequente do algoritmo guloso é a nogao de ocor-
réncia de arestas de peso minimo em determinados caminhos alternantes maximais.
Por meio do Lema [3.4] podemos afirmar que para qualquer caminho alternante

maximal, as arestas de peso minimo estarao casadas.

Lema 3.4. Se P é um caminho alternante mazximal, entio E;,(P) C M.

Prova. Seja e uma aresta pertencente ao conjunto de arestas de peso minimo em P,
isto é, e € En(P). Se P é um caminho alternante maximal, entdo Vv € P temos
que U > € pelo Lema [3.3] Ja pelo Lema [3.1], temos que P é um subgrafo de Gz. Em
particular e € P C FEz. Finalmente temos que e € M, pelo Lema [3.2] Segue que
Epnin(P) C M. O

Observagao 3.2. O caminho alternante mazimal P tal que |P| =1 e seus vértices
estao insaturados, merece uma certa atencao. Note que esse tipo de construc¢ao
nunca acontece em um casamento guloso. Apesar de nao ser tao intuitivo, note que

1850 € verificavel pelo iltimo teorema.
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@9 ‘ Proibido

Figura 3.5: Exemplo de caminho alternante maximal que nunca é produzido pelo
casamento guloso. Vértices vermelhos sao insaturados e aresta tracejada estd nao
casada.

3.3 Aplicacgoes no Gradiente Discreto

No Capitulo [l vimos que utilizariamos o gradiente discreto como uma forma
de se estudar uma funcao f avaliada nos vértices de um objeto discreto representado
por A. Ja no Capitulo [2 definimos que um gradiente discreto é essencialmente um

casamento M em grafos.

Mencionamos também que existem diversos algoritmos que visam propor
métodos de construcao do gradiente discreto. A grande maioria deles se resume a
algoritmos de casamentos gulosos em digrafos ponderados em conjunto com uma

escolha de inducao dos pesos de f para os arcos de H.

Existem diversas formas de se induzir o peso da funcao f para os arcos de
H (e, desse modo, tornar H um digrafo ponderado) [19, 17, 14}, 27, 26l 21]. Nesta
dissertacao, estamos seguindo a escolha de inducao proposta em [26, 21]. Iremos

adiante mostrar sua defini¢ao e explicar suas caracteristicas através de exemplos.

Definicao 3.2. Dada uma fun¢ao f definida nos vértices de um complexo simplicial,
o peso induzido por ela nos arcos {o, T} do seu diagrama de Hasse H é dado por

{o,7} = f(1\ o), onde \ constitui a operagcio de subtracao em conjuntos.

O peso do arco {o, 7} é o peso do vértice v = 7\ 0. Lembrando o leitor, de
acordo com o diagrama de Hasse, o é faceta de 7. Sendo assim, a operac¢ao 7 \ o

resulta sempre em um vértice v tal que v € T mas v ¢ 0. Deste modo, {o, 7} = f(v).
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Para facilitar o entendimento, levantaremos dois exemplos. O primeiro estéa
mostrado na Figura [3.6] pelo complexo de dimenséao 1, A. Considere que a fungao f

avaliada nos vértices de A vale 3 e 5, como indicado.

Para encontrar o peso do arco {0y, 7}, por exemplo, teriamos que aplicar a
defini¢ao dada {0y, 7} = f(7\ 01). Ora, basta fazer a subtragao dos simplexos do
arco: f(r\o1) = 5. De forma similar, para encontrar o peso induzido no arco {o, 7},

bastaria fazer a subtracao dos simplexos: f(7 \ 02) = 3. Portanto, {o1,7} =5 e

{09, 7} = 3.
O O
3 3

T ~~Ap T
Inducao
de pesos

0} (@)
5 5

Figura 3.6: Um complexo simplicial A de dimensao 1 tendo o peso de seus vértices
induzidos para os pesos dos seus arcos.

Vamos considerar um segundo exemplo para fixar a nocao de indugao. Seja
A um complexo de dimensao 2 e ilustrado na Figura 3.7} Considere o arco {0, 7}.
Para saber o peso deste arco iremos aplicar definicdo mais uma vez: m =
f(7\ 1) = 3. O mesmo pode ser feito para os arcos {02, 7} e {o3,7}. Temos que
m =Te m = 5.

Inducédo
de pesos

Figura 3.7: Um complexo simplicial A de dimensao 2 tendo o peso de seus vértices
induzidos para os pesos dos seus arcos.
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Informalmente, percebe-se que o peso de cada arco é o peso do vértice que
ele aponta visualmente. Por exemplo, observe novamente a Figura [3.6, O arco que
aponta para o vértice de peso 5 é o arco {0y, 7} cujo peso induzido vale 5. Essa
forma de indugao cria intuigdo pois tenta atribuir aos arcos (as setas) do diagrama
de Hasse, o significado envolvido nos vetores de um campo gradiente suave: sabemos
que o vetor gradiente no dominio continuo aponta para a direcao de decrescimento

da fungao, ou seja, aponta para pontos da funcao de menor valor.

Uma vez definido como atribuir pesos para os arcos do diagrama de Hasse
e como que o casamento guloso funciona, podemos enunciar com mais detalhes o

algoritmo de construgao do gradiente discreto.

Algoritmo 3: CONSTRUIRCAMPOGRADIENTEDISCRETO(A, f)
Entrada: complexo simplicial A e funcao f: V(A) - R
Saida: campo gradiente discreto V

1 H = criar diagrama de hasse a partir de A;

2 induzir pesos nos arcos de H através de f;

3 V = aplicar algoritmo de casamento ponderadﬂ em H;

4 retorna V;

20 algoritmo deve gerar um casamento que nao contém V — path nao trivial fechado.

A construcao do gradiente discreto através do casamento guloso foi definida.
Precisamos agora entender quais sao as garantias tedricas que derivam de tal com-

binagao.

Primeiramente iremos expor o porqué do campo vetorial discreto ) associ-
ado ao casamento guloso ser de fato um campo gradiente discreto (o que equivale ao
gradiente suave no sentido de nao ter orbitas fechadas). Em seguida iremos enunciar
uma outra nog¢ao geométrica para o mesmo: uma nog¢ao de fluxo decrescente. O pri-
meiro resultado ja é conhecido na literatura para o algoritmo guloso, em particular,

e outras construgoes; nos apenas simplificamos sua prova. Ja o segundo, constitui
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um resultado novo. Vale ressaltar também que da forma como escrevemos, todos os

resultados aqui valem para qualquer dimensao.

Mostrar que o campo vetorial discreto V associado ao casamento guloso é de
fato um campo gradiente discreto, ¢ o mesmo que mostrar que tal algoritmo nao
gera V — path nao trivial fechado (Lema . Para isso, iremos propor algumas
notagodes que tornarao essa prova simples. As notagoes e provas que se seguem sao

contribuigdes nossas no sentido de simplificar provas presentes na literatura [20], 21].

Considerando a Definigao[2.5)e a Definigad2.11], podemos escrever um V—path

denotado por

40, 7W0n-1Tn-1-..-01T1 »
como um caminho alternante
P ={on, taH{on-1, Tn HOn-1, a1 H{On—2, Ta1} . . . {02, 2 }H{o2, i o1, 7}

onde n é o numero de arcos no caminho (comprimento do caminho). Dessa forma,

de acordo com os indices, temos que {o;,7;} € M e {o;_1,7;} ¢ M. Observe a

Figura (3.8
{007} _{on-1.7a} {001 Ta-1}{0n—2. Ta1} {o2.72}  {o2.m} {o1.71}
@ e—@—>)—0 - @—»E—0—>
On Tn  On—1 Tp—1 On—2 02 T2 1%} T1

Figura 3.8: Exemplo de V—path construido dada a forma como o denotamos os arcos
casados e nao casados do seu diagrama de Hasse. Arcos vermelhos estao casados e
o0s azuis nao casados.

Iremos definir também como v; = 7; \ 0; e w; = 7; \ 0,1 onde v; e w; sdo
vértices (Definigao [2.11). Assim, nomearemos como Vi = {v,, Up_1,Un—2, ..., Ugy1}

e Wi = {wpn, wp_1,Wy_2, ..., wpr1} dois conjuntos de vértices.
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Sabemos também que {0, 7;} = f(r:\ 0:) = f(v;) e {oi 1,7} = f(T:\oi1) =
f(w;) (Defini¢ao [3.2). Dito isso, vamos definir f(o) como o conjunto de pesos
associados aos vértices de o, ou seja, f(0) = {f(v)|Vv € o}. Dessa forma, f(V,) é o
conjunto dos pesos das arestas casadas do V — path e f(W,) é o conjunto dos pesos

das arestas nao casadas do V — path.

w; oy

Figura 3.9: Em azul destaca-se um arco casado com peso f(v;) e em vermelho
destaca-se um arco nao casado com peso f(w;).

Por fim, note que dada a forma como escrevemos um V — path em termos de
um caminho alternante, as igualdades de conjuntos o;_1 \ 0; = v; e 0,1 \ 07 = wj,
se verificam. Além disso, temos também que 0,17 = (0; Uv;) \ w;. Com essas

propriedades, o préximo lema é comprovado.
Lema 3.5. Para um caminho alternante qualquer, digamos
P = {Unu Tn}{o-n—la Tn}{an—la Tn—l}{o-n—% 7-n—l} .. {017 Tl}

temos que oy, \ 0 = Vi \ Wy e 0, \ 0, = Wi\ Vi para 0 < k < n.

Prova. Indugao simples nas propriedades o; 1 \ 0; = v;, 051 \ 0; = w; e 0,1 =

(Oi U Ui) \ W;. [l

Com esses conceitos em mente, o teorema que associa o casamento guloso

com o gradiente discreto é facilmente comprovado.
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Teorema 3.1. O campo vetorial discreto V associado ao casamento guloso M no

diagrama de Hasse H € um campo gradiente discreto.

Prova. Suponha por contradi¢cao que ¥V nao é um campo gradiente discreto. Por-
tanto, pela Definicao existe um ¥ — path nao trivial fechado denotado por
P = {on, o Hon-1, o1, mn-1{0n-2,mn-1} ... {o1,1} onde n > 2, 01 = 0, €
71 = T,. P, por ser um ciclo alternante, é também um caminho alternante maximal,
entdo Epin(P) € M (Lema B.4). Como f(V,) é o conjunto de pesos das arestas
casadas em P e f(W,) é o conjunto de pesos das arestas nao casadas em P, temos
que min f(V, UW,) € f(V, \ W,) = f(o1\ o) (LemaB.5). Ora, como o1 = o,
entdao f(o, \ 01) = 0. Contradigao. O

Dando seguimento as garantias tedricas, o proximo teorema que serd enun-
ciado garante uma nocao de fluxo decrescente em um V — path e constitui uma
contribuicao nossa. Essencialmente, queremos mostrar que a partir de um simplexo
qualquer, ao seguir o V — path até o simplexo critico, entao este ultimo é menor
que qualquer outro simplexo no caminho. Mas para isso, precisamos saber como
ordenar simplexos. A ordem lexicografica foi uma das primeiras formas utilizadas
de se construir gradientes discretos e constitui uma maneira natural de se comparar

simplexos [T].
Definigao 3.3. o <., 0’ se e somente se min f((o\ /) U (0’ \ o)) € f(o\ o).

Teorema 3.2. Se P = {0, o }H{on-1, Tn }{on-1, Tn-1 H{on—2, a2} ... {o1, 1 }{m1, 00}

representa um YV — path e oy € critico, entao oq <iep 0; para todo 1 <1 < n.

Prova. Seja P, = {o;, 7;}{oi—1, 7i}{oi—1, Tici H{oi—2, Ti—2} .. . {01, 1 }{71, 00 } para todo
1 < i < n. Sabemos que 0y é critico, entao P; é um caminho alternante maximal para

todo 1 <7 <n. Pelo Lema , temos que F,;,(FP;) C M. Analogo ao ultimo lema,
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como f(V;) é o conjunto de pesos das arestas casadas em P; e f(W;) é o conjunto
de pesos das arestas nao casadas em P, temos que min f(V;UW;) € f(V; \ W;). Em
termos de conjuntos, isso significa que min f((V; \ W)U (W;\V;)) € f(V;\W;). Pelo
Lema3.5]e sabendo que oy é critico, segue diretamente que min f((cq\o;)U(0;\09)) €
f(oo \ 0;), isto é, 0y <jer 0; para todo 1 <i < n. O

Ainda no Teorema , vale mencionar que se oy nao fosse critico, entao
qualquer P; nao seria alternante maximal. Dessa forma, nao poderiamos chamar
o Lema [3.5] em sua prova. Essa caracteristica de certo modo indica que um V —
path ¢é decrescente de uma forma global ao invés de local. Em outras palavras,
ha garantia que o simplexo critico onde o V — path se encerra é o menor de todos
os simplexos no caminho, no entanto, nao podemos dizer o mesmo para qualquer

caminho intermediario de simplexos nesse V — path (eles podem crescer e decrescer).

3.4 Exemplos Computacionais

Até aqui mostramos as propriedades do casamento guloso e suas implicagoes
no que tange a construgao do gradiente discreto. Percebemos que alguns dos cri-
térios de fidelidade geométrica que definimos na introdugao sao alcangados dada
a construcao. Nossos resultados, portanto, sao tedricos e ja foram explicitados no
decorrer das segoes anteriores. Nao somente, é importante destacar que valem para

qualquer dimensao.

Vamos dar seguimento ao texto mostrando alguns exemplos praticos aplica-
dos a triangulagoes planares (complexos simpliciais de dimensao 2, em particular)
apenas por motivos de ilustracao; constituem essencialmente execucoes do sistema

de criagao de gradiente discreto que implementamos. As préximas imagens que se
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seguem constituem quadros comparativos entre o campo vetorial de um gradiente
no dominio suave em contraste com o campo gradiente discreto. Isso é feito para

uma série de fungoes diferentes de duas varidveis aplicadas em um objeto discreto.

Primeiramente iremos apresentar as func¢oes que foram utilizados para exem-
plificar a aplicacao do algoritmo de construcao do gradiente discreto; elas estao

ilustradas na Figura e seus dominios foram definidos como = = [2,2] e y = [2, 2].

f(z,y) = sen(x)cos(y)

Figura 3.10: O grafico de quatro funcoes de duas variaveis. Temos na imagem,

flay) =22+, fx,y) = —2® =12 f(z,y) = sen(z)cos(y) e f(x,y) = arctan(zy);
todas elas definidas tal que z = [2,2] e y = [2, 2]

As fungbes que citamos foram avaliadas nos vértices de uma triangulagao
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planar em forma de gm’dﬂ. Esse é o objeto discreto que sera a entrada do Algoritmo

para cada uma das fungoes. O casamento utilizado é o guloso (Algoritmo .

Para todos os resultados que se seguem, iremos denotar através de circulos
vermelho, amarelo e verde, os pontos criticos de maximo, de sela e de minimo, respec-
tivamente, no gradiente suave. Utilizando as mesmas cores, denotaremos também
por meio de circunferéncias vermelha, amarela e verde, os simplexos criticos que re-

presentam méaximos (no-face), selas (no-aresta) e minimos (no-vértice) no gradiente

discreto.
Ponto Critico Simplexo Critico
@ Maximo @ No6-Face
o Sela 2  No-Aresta
@Minimo @) N6-Vértice

Figura 3.11: Legenda de pontos criticos e simplexos criticos.

Vamos ao primeiro resultado. Nele, avaliamos a funcao f(z,y) = x? + 3>
nos vértices da triangulacao. Do lado esquerdo da Figura [3.12| mostramos o campo
vetorial do gradiente no dominio continuo e temos um ponto critico destacado em
verde (o ponto de minimo do paraboloide). Agora observe o lado direito da figura;
note que um simplexo critico foi capturado e representa também um minimo (que é
um noé-vértice insaturado no casamento). Além disso, as setas no gradiente discreto
(que sao os arcos casados) estao orientadas no fluxo de decrescimento da funcao
assim como no gradiente suave. Convidamos o leitor a observar a semelhanca entre

os dois campos de acordo com o que foi mencionado.

O segundo exemplo que é tomado representa a funcao f(z,y) = arctan(zy).
Novamente, os pontos criticos foram localizados nas posi¢oes corretas (um ponto de

sela no meio do grafico) e o gradiente discreto se aproxima do fluxo do gradiente

'Um grid triangular, também chamada de grid, é uma estrutura formada pela decomposicao
regular do plano por meio de tridngulos equilateros [31].



58

SRR AL LU IR NV NN Va Ve Y Y
4 (I /I >

SR T 5058 A N
NANCN SN NAT T T I IR PRI AR IR IR L B R R A A
DASASNNANN NV LAY AKX BRI LRI IR LA L A e T T i

PNOANNNAN NN N TS S A DX
MNSANKANNAN N N T s X e R I R e R R
SN NG NN A I ARSI ¥ VA Tu Ha T A VI IR I I IR BN,
O S AR WP VRSO WA ARSI SR 2R 2 Vi VR VR VRV Vi R
R et b B B B B B T A
"A""'”““"Q”““”"‘*‘*‘4 B e i i R R R O T e SR SR SRS S S S
A SN et v T T B T A T T
e A A o ko A o
BRGSO A I A A T SNV N Y 2’?’?’2’?’?’Z’i’f:’f:ﬁ:‘{:‘{:ﬁ:‘{:‘{:ﬁ
B AP AV AV A B SN VAN VA N NG N N /i/ﬂ/ﬂ/ﬂ/ﬂ/ﬂ/ﬂ/ﬂfﬂfﬂf::::::
LA AN STV N SN S A T T T T T T P A e e T T e
KOG AL LN AN SO T D Pa Pa T e P Pk e u ap wd T T v
AT XS AL P At A AN Gl R R A A A A e
SORASAS AL A AN PRI B B B I B E I E R E R E T T Rl
AL TR NN T P P Ve D P D Zad w A A i i i w i v
(AL el PAAONAR T Pa Pa D T T e Tah ah e wa ua i w i

(a) (b)

Figura 3.12: A figura (a) denota o campo vetorial do gradiente no dominio suave
enquanto que a figura (b) mostra o campo gradiente discreto. A fungao em questao

é f(z,y) =2* +y°

suave. No entanto, note que no bordo do caso discreto temos alguns outros simple-
xos criticos sendo identificados incorretamente, mais precisamente, dois simplexos
criticos minimos. Isso na verdade nao constitui um erro, é mais uma questao de

bordo e limites de fronteiras.

O terceiro exemplo contempla uma superficie que contém mais pontos criticos
que os ultimos exemplos dados os dominios; estamos tratando a funcao f(x,y) =
sen(z)cos(y). Na figura temos simplexos criticos localizados nas posi¢oes corretas
e representando bem a natureza dos pontos criticos no continuo (um maéaximo, um
minimo e duas selas). Novamente, ndo precisamos nos preocupar com os simplexos

criticos do bordo.

Por fim, tomemos a fungao f(x,y) = —z* — y?. De acordo com a nossa
analise, o fluxo do gradiente discreto esta de acordo com o fluxo do gradiente suave.

No entanto, percebemos que, excetuando os simplexos criticos do bordo, um par de
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Figura 3.13: A figura (a) denota o campo vetorial do gradiente no dominio suave
enquanto que a figura (b) mostra o campo gradiente discreto. A fungao em questao

é f(z,y) = arctan(xy).

simplexos criticos indesejaveis é capturado no gradiente. Note que perto do simplexo
critico de maximo, existe um par de simplexos criticos que nao representa a fungao

no continuo. Gostariamos de encerrar este capitulo chamando a atencao para essa

ocorréncia.

De acordo com nossos resultados computacionais, percebemos que tais sim-
plexos criticos indesejaveis nao sao raros. Acreditamos que tais ocorréncias podem
estar associadas a estrutura do objeto discreto, ao préprio algoritmo de casamento
guloso ou até mesmo a presenca de perturbagoes nos dados amostrados. De qualquer

forma, nos préximos dois capitulos iremos tentar entender melhor esse problema e

propor alternativas de resolugao.
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enquanto que a figura (b) mostra o campo gradiente discreto. A fungao em questao
é

Figura 3.15: A figura (a) denota o campo vetorial do gradiente no dominio suave
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4 SUAVIZACAO DO GRADIENTE DISCRETO

“Greed, in the end, fails even the greedy.” (Cathrin Louis)

Vimos no capitulo anterior que o casamento guloso pode gerar um gradiente
discreto que apresenta simplexos criticos indesejéveis. Levantamos a possibilidade

desse problema estar associado ao proprio algoritmo de casamento.

Pensando nisso, iremos neste capitulo buscar entender como esses simplexos
criticos indesejados sao construidos. Depois disso, iremos propor um novo algoritmo

de casamento visando reduzir a ocorréncia desses simplexos criticos.

4.1 Ruido no Gradiente Discreto

Retomemos o exemplo no final do Capitulo 3l Temos, na Figura uma
aproximagao do campo gradiente discreto da funcao f(z,y) = —z%—y?* (Figura[3.15)).

Em termos de estrutura, note que os simplexos criticos indesejaveis consti-
tuem essencialmente caminhos de aumento de comprimento igual a 3 no casamento
do diagrama de Hasse. Chamaremos este tipo de estrutura de ruido do gradiente

discreto ao longo da dissertacao.

Definicao 4.1. Denotaremos como ruido do gradiente discreto os caminhos de au-

mento de comprimento 3 presentes em um casamento de um diagrama de Hasse.

Mas quando sera que o algoritmo constroi esse tipo de estrutura? Em um
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Figura 4.1: Aproximagao do gradiente discreto associado a fungao f(z,y) = —x?—y?.

Destacamos na imagem a ocorréncia de simplexos criticos indesejéaveis.

primeiro momento, é facil verificar que esses caminhos de aumento de tamanho 3
podem ser produzidos pelo algoritmo de casamento guloso quando a aresta central
de uma arvore de largura 3 é casada. Tomemos como exemplo a Figura (a).
Nela, temos um grafo Gy que constitui uma arvore de largura 3. A aresta central e

¢ tal que e = 0. Se M é um casamento guloso, de acordo com o Lema (3.4 e € M

(Figura (b)).

Figura 4.2: Casamento Guloso aplicado ao grafo Gy. Os vértices em vermelho
denotam vértices insaturados no grafo.

E importante observar que o casamento da aresta e gerou diretamente seis
vértices insaturados. Pensando nisso, decidimos criar um algoritmo de casamento
que evita casar arestas que certamente irao resultar em caminhos de aumento de

tamanho 3 no grafo e, portanto, produzir menos vértices insaturados.
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Isso é feito através de uma condicao local que evita tomar a decisao gulosa:
se e é aresta central de uma arvore 7' de largura 3 onde 7' é subgrafo de G, entao

nao case e. Por conta disso, chamaremos esse algoritmo de casamento quase guloso.

4.2 Casamento Quase Guloso

Um casamento quase guloso trata-se basicamente de uma alteracao do ca-
samento guloso apresentado no Capitulo [3] contemplando uma condigao adicional.
Essa condicao evita que certas escolhas de arestas para casar sejam tomadas em de-
trimento a diminuir o niimero de vértices insaturados que se encontram proximos no
grafo (em particular, vértices que estao separados por uma distancia de trés arestas).

Vejamos o algoritmo.

Algoritmo 4: CASAMENTOQUASEGULOSO(G)

Entrada: grafo ponderado G = (E,V)
Saida: conjunto de arestas casadas M
M <« 0
while F # () do
Epin, <+ argmin, . B(G) € tal que e nao é aresta central de uma arvore de

N =

largura 3;
M+~ MUE,,;»;
G + G ap06s remocao dos vértices extremos a todas as arestas em FE,,;,;
end
retorna M

N O vk

Assim como no casamento guloso, o algoritmo que acabamos de apresentar,
a cada iteracao, seleciona as arestas de menor peso do grafo - exceto aquelas que
sao a aresta central de uma arvore de largura 3 - criando o conjunto de arestas
selecionadas minimas E,,;, (linha[3)). Depois, as adiciona no casamento M (linha 4

e entao remove os vértices que sdo extremos a essas arestas (linha [5)). Dessa forma,
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cria-se a cada iteragao um subgrafo de G. Esses passos se repetem até que todas as

arestas em F tenham sido removidas.

A mudanca que propomos no casamento quase guloso esté presente na Etapa .
Ao invés de a cada iteragao selecionarmos todas as arestas de peso minimo, no nosso
novo algoritmo selecionamos o conjunto de arestas de peso minimo do grafo que nao
constituem a aresta central de uma arvore de largura 3. Dessa forma, estarfamos

impedindo algumas arestas de casar.

Dada a modificacao do casamento, faz-se necessario reescrever os resultados
associados ao novo algoritmo que dependem da condig¢ao adicional. O préximo lema

é o primeiro deles; uma implicagao direta do Algoritmo [4]

Lema 4.1. Seja M um casamento quase guloso num grafo G. Se e € G, entao
e ¢ M se e somente se a aresta e constitui a aresta central de uma drvore de largura

3 em Gs.

Um outro resultado associado a condigao local do novo algoritmo, diz que
mesmo se uma aresta foi impedida de casar, seus vértices estarao saturados no

casamento quase guloso.

Lema 4.2. Seja M um casamento quase guloso num grafo G. Se e € Gz, os vértices

de e estao saturados por M.

Prova. Seja e = {z,y} € Gs. Se e € M, a prova ¢é trivial. Considere entao que
e ¢ M. Pelo Lema 4.1} e é a aresta central de uma arvore T' de largura 3 em Ge.
Suponha por contradi¢ao que pelo menos um dos vértices de e é insaturado em M,

digamos o vértice y. Considere entdo a aresta e, = {y, 2z} incidente a y. E facil ver
que d(z) = 1 em G (Figura[1.3).
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Figura 4.3: Arvore de largura 3 com aresta central denotada por e.

Se € < €,, entdo Gg, ¢ subgrafo de Gz e, portanto, pelo Lema[f.1] e, € M ja
que e, em (%, nao constitui aresta central de arvore de largura 3. Isso significa que
y estd saturado em M. Agora, se € > €, entao Gz ¢ subgrafo de Gz, e, assim, pelo
Lema[d.1] e, € M pois e, em Gz, ndo constitui aresta central de arvore de largura 3
também. Isso implica que y esta saturado em M. Dos dois modos, y esta saturado.

Contradicao. O

4.3 Propriedades

Assim como o casamento guloso, o nosso novo algoritmo também apresenta
garantias tedricas que irao nos auxiliar a provar, mais para frente, conceitos do que
definimos como fidelidade geométrica para o gradiente discreto. O resultado que se
segue se assemelha ao casamento guloso no sentido de determinar que em caminhos
alternantes maximais a aresta de peso minimo se encontra casada. Vamos a essa

implicagao do casamento quase guloso.

Lema 4.3. Seja M um casamento quase guloso num grafo G. Se P é um caminho
alternante mazximal e temos que e € E;,(P), entio e € M exceto quando |P| = 3

com duas arestas casadas em M.

Prova. Seja e € E,,(P). Como P é um caminho alternante maximal, entdo pelo
Lema[3.3] Vv € P temos que 7 > €. Ja pelo Lema 3.1} P ¢ um subgrafo de Gz. Em
particular e € P C F-.
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1. Seja |P| < 3. Suponha, por contradicdo, que e ¢ M. E facil verificar que toda
aresta que nao estd em M tem um vértice insaturado para qualquer caminho

alternante maximal tal que |P| < 3, exceto quando |P| = 3 com duas arestas
casadas em M (veja Figura.

Entao se e € Ez e pelo menos um dos seus vértices é insaturado por M, temos

uma contradi¢ao pelo Lema [4.2

2. Seja |P| > 3. E trivial verificar que para qualquer aresta e em P, e ndo é a

aresta central de uma 3-arvore em G.. Entao temos que e € M, pelo Lema

ATl

Excecéo

Figura 4.4: Possibilidades de caminhos alternantes maximais com |P| < 3. Vértices
saturados sao denotados em azul e insaturados em vermelho. Arestas casadas estao
sinalizadas por linhas cheias e arestas nao casadas por linhas tracejadas.

Observagao 4.1. Assim como no casamento guloso, o caminho alternante maximal
P tal que |P| = 1 com seus vértices insaturados, merece destaque. Note que esse
tipo de construcao nunca acontece em um casamento quase guloso. Isso € verificdvel

pelo ltimo teorema.

Os proximos resultados que veremos estabelecem uma relacao entre os dois

algoritmos de casamento (do capitulo anterior e deste capitulo). Eles indicam quais
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as potenciais diferengas entre o casamento guloso e quase guloso. No primeiro ire-
mos observar tal diferenca em termos de estruturas e no segundo em termos da

quantidade de vértices insaturados.

Teorema 4.1. Seja M, um casamento guloso e M, um casamento quase guloso.
MyAM, € um conjunto, possivelmente vazio, de caminhos de tamanho 3 aonde as
arestas externas estao em M,. A operacao denotada por A significa a diferenga

simétrica dos conjuntos.

Prova. Seja H = G[M,AM,| o subgrafo induzido pelos vértices das arestas da di-
ferenga simétrica entre os dois casamentos. Cada vértice de H tem grau 1 ou 2
em H, uma vez que ele pode ser extremo de no maximo uma aresta de M, e uma
aresta de M,. Entao cada componente conexa de H é: ou um ciclo par com arestas

alternando em M, e M,, ou um caminho com arestas alternando em M, e M,.

1. Assuma por contradi¢cao que uma componente conexa de H é um ciclo par
C com arestas alternando em M, e M,. Sabemos que, desse modo, C' ¢ um
caminho alternante maximal. Tome uma das arestas de menor peso desse ciclo
e a denote como e = argmin.c g €. Pelo Lema e pelo Lema e€Mye
e € M,, respectivamente. Contradigao pois assumimos que C' é um ciclo onde

as arestas estao alternando em M, e M,.

2. Assuma que uma componente conexa de H é um caminho P com arestas
alternando em M, e M,. P portanto constitui caminho alternante maximal.
Tome uma das arestas de menor peso desse caminho e a denote como e =
argmin.cppye. Pelo Lema , temos que e € M,. Em contrapartida, o
Lema assegura que e € M, exceto quando |P| = 3 com duas arestas

casadas em M,.
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E facil verificar entdo que as componentes conexas de H = G[M,AM,] podem

constituir apenas caminhos alternantes de tamanho 3 cujas arestas externas estao

em M, (Figura [4.5).

M,
o L 4 0 [~}

Figura 4.5: Exemplo de componente conexa do grafo H = G[M,AM,]. Em azul
temos uma aresta presente no casamento M, e em verde arestas presentes no casa-
mento M,.

]

Corolario 4.1.1. Se M, é um casamento guloso em um grafo G e My um casamento

quase guloso também em G, entao |M,| > |M,]|.

Prova. Pelo lema anterior, temos que o subgrafo H = G[M,AM,], induzido pelos
vértices das arestas da diferencga simétrica entre os dois casamentos, é vazio ou com-
posto por componentes conexas particulares. Essas componentes sao essencialmente
caminhos de tamanho 3 onde as duas arestas externas estao em M, e a aresta central

esta em M. Isso significa que se w(H) representa o nimero de componentes conexas

de H, entao |M,| = |M,| + w(H). Portanto, |M,| > |M,|. O

Esse resultado indica que o nimero de componentes conexas w(H ) representa
exatamente o numero de vezes em que a condi¢cao do casamento quase guloso foi
atendida, ou seja, o niimero de vezes que uma aresta foi deixada de casar de forma
gulosa. Nao somente, é importante notar que todos os outros simplexos criticos
do gradiente discreto produzidos pelo casamento guloso sao exatamente os mesmos
do casamento quase guloso. Sendo assim, ambos os resultados sao muito préoximos,

diferindo apenas em termos de ruidos do gradiente discreto.
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4.4 Aplicacoes no Gradiente Discreto

Nesta se¢ao iremos mostrar os resultados que fazem do casamento quase
guloso um melhoramento do casamento guloso quando se pretende reduzir o niimero
de ruidos do gradiente. Nesse sentido, o Teorema e o Corolario ja criam
intuicao: quando combinados, fica claro perceber que o ruido do gradiente discreto

pode ser removido através da construcao quase guloso.

No entanto, isso nao é suficiente. Faz-se necessério manter alguns dos critérios
geométricos que definimos na introdugao. Iremos mostrar com os proximos dois
resultados que a construcao feita por meio do casamento quase guloso gera, de fato
um gradiente discreto e que a nocao de decrescimento relacionada aos V — path
também é assegurada. As provas sao praticamente idénticas as encontradas nos
Teoremas e 3.2} a diferenga encontra-se apenas na aplicacdo do Lema e
Lema [4.3

Teorema 4.2. O campo vetorial discreto V associado ao casamento quase guloso

M no diagrama de Hasse H é um campo gradiente discreto.

Prova. Suponha por contradi¢ao que V nao é um campo gradiente discreto. Por-
tanto, pela Definicao [2.12] existe um V — path nao trivial fechado denotado por
P = {on, nHon-1, nHon-1,mn-1{on-2,mn-1}...{o1,1} onde n > 2, 01 = 0, €
71 = T,. P, por ser um ciclo alternante, é também um caminho alternante maximal,
entdo Eynin(P) C M, exceto quando |P| = 3 com duas arestas casadas (Lema [4.3)) -
0 que nao é o caso, afinal, uma arvore é um grafo aciclico. Como f(V},) é o conjunto
de pesos das arestas casadas em P e f(IV,) é o conjunto de pesos das arestas nao
casadas em P, temos que min f(V, UW,) € f(V,\ W,) = f(o1 \ 0,) (Lema [3.5).

Ora, como oy = 0, entao f(o, \ o1) = 0. Contradigao. O

Teorema 4.3. Se P = {0, To }H{on-1, Tn H{on-1, Tn-1 H{on—2, T2} .. . {o1, {71, 00}
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representa um YV — path e oq € critico, entao oy <jer 0; para todo 1 < i < n.

Prova. Seja P; = {0, i}{oi—1, i }{oi-1, i1 }{0i—2, Ti—2} .. . {o1, 1 }{71, 00} para todo
1 < i < n. Sabemos que o( é critico, entao P; ¢ um caminho alternante ma-
ximal para todo 1 < ¢ < n. Pelo Lema temos que F,(P;) C M, exceto
quando |P;| = 3 com duas arestas casadas - o que nao é o caso, afinal, |P;| ¢é
par. Andalogo ao tultimo lema, como f(V;) é o conjunto de pesos das arestas ca-
sadas em P; e f(W;) é o conjunto de pesos das arestas nao casadas em P, te-
mos que min f(V; UW;) € f(V; \ W;). Em termos de conjuntos, isso significa que
min f((V; \ W;) U (W; \ Vi) € f(V; \ W;). Pelo Lema[3.5] e sabendo que oy ¢ critico,
segue diretamente que min f((o¢ \ 0;) U (0;\ 00)) € f(00\ 0i), isto €, 0¢ <jer 0; para

todo 1 < i <n. O

4.5 Exemplos Computacionais

Mais uma vez, gostariamos de destacar que o foco do trabalho foi teorico.
Os nossos resultados referentes a esse capitulo foram mostrados ao longo das secoes
anteriores através dos lemas e teoremas e valem para qualquer dimensao. Decidimos
incluir essa se¢ao apenas para mostrar algumas execugoes do sistema que implemen-
tamos que constréi um campo gradiente discreto de acordo com o casamento em

questao.

Com o algoritmo bem definido e as garantias geométricas provadas, nosso
proximo passo € ver o casamento quase guloso aplicado na pratica. Os resultados
sao muito parecidos com os resultados do Capitulo Dadas as nossas garantias
geométricas que comparam o casamento guloso com o quase guloso, isso nao é uma

surpresa. Em alguns dos casos, os gradientes discretos resultantes vao diferir em
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relacao aos ruidos e ao ntimero de simplexos criticos insaturados.

Assim como no capitulo anterior, os exemplos computacionais foram reali-
zados através de triangulagoes planares (complexos simpliciais de dimensao 2) em

forma de grid.

O primeiro resultado é mostrado na Figura [£.6] Nele retomamos o exemplo
que motiva a nogao de ruido no gradiente. Do lado esquerdo temos o gradiente
discreto produzido pelo casamento guloso enquanto que do lado direito temos o
gradiente discreto produzido pelo casamento quase guloso. A funcao avaliada nos
vértices da triangulacao é f(z,y) = —2? — * e novamente o dominio ¢ dado por

r=1[-22ley=1[-22]

Qi = e e e e (i > > e > o> (g Q) o o e 4 Qe b > > > {Q
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Figura 4.6: Na imagem da esquerda temos o gradiente discreto produzido pelo
casamento guloso enquanto que na direita temos o gradiente discreto produzido
pelo casamento quase guloso. A funcao avaliada nos vértices da triangulagao é

fla,y) = —a® — o2,

Ainda na Figura [4.6], note que o casamento quase guloso nao produziu o

ruido presente no gradiente discreto construido pelo casamento guloso. Esse tipo de
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resultado sugere que, da forma como implementamos o novo algoritmo, ele age de
modo a suavizar o gradiente discreto; afinal de contas, ele elimina ruido do gradiente

discreto.

Pensando nesse sentido, decidimos perturbar a funcao de modo a induzir
erros no peso de seus vértices avaliados. Gostariamos de testar se o casamento
quase guloso pode remover ruidos do gradiente discreto fruto de dados de entrada
inexatos. Para exemplificar, considere f(z,y) = arctan(zy) no dominio z = [—2, 2]
e y = [—2,2] avaliada nos vértices de uma triangulagdo planar e seu respectivo

gradiente discreto associado de acordo com o casamento guloso ou casamento quase

guloso (Figura .
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Figura 4.7: O campo gradiente discreto para a funcao f(z,y) = arctan(zy) obtido
por meio do casamento guloso ou quase guloso.

Considere agora a fungao f(x,y) = arctan(zy) + € onde € ~ N(0,0.12) inclui
um erro de acordo com a distribui¢do normall] com mesmo dominio z = [-2,2] e
y = [—2,2]. O gradiente discreto construido através do casamento guloso e quase

guloso é mostrado através da Figura (a) e Figura (b), respectivamente.

! Apés incluirmos € na tltima soma, f, formalmente, seria considerado como uma distribuicao.
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Figura 4.8: Em ambas as imagens temos o gradiente discreto associado com a fun¢ao
f(z,y) = arctan(zy) + € onde € ~ N(0,0.12) com dominio = = [-2,2] e y = [—2,2].
Em particular, na esquerda o algoritmo de casamento utilizado foi o casamento
guloso enquanto que na direita o algoritmo foi o casamento quase guloso.

Enquanto que no primeiro caso tivemos um total de 6 ruidos do gradiente

discreto identificados, no segundo tivemos apenas 2.

Esse tltimo resultado pratico motiva que de fato o casamento quase guloso
pode diminuir ruidos no gradiente discreto a partir de dados de entrada com erros.
No entanto, na Figura (b) e comparando-a com a Figura ainda temos 2
ruidos do gradiente presentes - além de outros simplexos criticos indesejaveis que
nao tratamos nesta dissertagao. Isso sugere que nosso algoritmo nao é capaz de

capturar e reduzir todos os ruidos no gradiente discreto.

Pensando nisso, durante a pesquisa decidimos propor mudangas ao casamento
quase guloso buscando melhora-lo no sentido de tentar reduzir todos os ruidos no

gradiente discreto.
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4.6 Melhoramentos para o Casamento Quase Guloso

Em alguns casos, ocorréncias de ruidos no gradiente discreto ainda se mantém
mesmo utilizando o casamento quase guloso. De fato, isso ja era esperado. O que
tratamos desde o inicio do capitulo foi uma estrutura que potencialmente iria gerar
ruido no gradiente discreto. Nossa condigao verificava, antes de selecionar uma aresta
minima para casar, se ela consistia da aresta central de uma arvore de largura 3.
Mas sera que o casamento dessa aresta central é a tnica forma do algoritmo gerar

ruido no gradiente discreto (caminho aumentante de tamanho 3)?

A Figura mostra um exemplo de construcao no qual ainda teremos ruido
no gradiente discreto mesmo sem ter produzido uma arvore de largura 3 no processo.
Mais do que isso, essa ultima figura sugere outras estruturas que potencialmente
geram vértices insaturados préoximos. Note que a aresta de peso 0 seré casada pelo

algoritmo quase guloso e ir4 produzir caminho de aumento.

]

1 ®
o2 a2\ 0\ 2 0
6

(a) (b)

Figura 4.9: Exemplo de producao de ruido. Note que, apesar da aresta de peso 0
nao ser a aresta central de uma arvore de largura 3, seu casamento implicara na
producao do caminho de aumento.

Pensando no que foi dito, estendemos o algoritmo quase guloso tornando sua
condi¢ao de quando nao casar mais "frouxa". Isso é feito através de uma pequena
modificacao: ao invés de verificar se uma aresta constitui aresta central de uma
arvore de largura 3, basta (sob alguns aspectos) checar se os vértices vizinhos de um

dos extremos da aresta que sera selecionada apresentam grau igual a 1.
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Os resultados desse novo algoritmo de casamento quase guloso foram muito
promissores no sentido de reduzir ainda mais ruidos do gradiente discreto. A pro-
xima figura ilustra um exemplo. No lado esquerdo temos a contrucao do gradiente
discreto a partir do casamento guloso e do lado direito a partir desse novo algoritmo
mencionado. A funcao utilizada ainda é f(x,y) = arctan(zy)+e onde e ~ N(0,0.12)
com dominio z = [—2,2] e y = [~2,2]. Observe a Figura [£.10]
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Figura 4.10: Em ambas as imagens temos o gradiente discreto associado com a
funcao f(x,y) = arctan(zy) + € onde € ~ N(0,0.12) com dominio z = [-2,2] e
y = [—2,2]. Em particular, na esquerda o algoritmo de casamento utilizado foi o
casamento guloso enquanto que na direita o algoritmo foi a alternativa citada ao
casamento quase guloso.

Nesse exemplo, todos os 6 ruidos do gradiente discreto foram eliminados (em
contraste com os 4 ruidos eliminados pelo casamento quase guloso). Nao somente,
diversos simplexos criticos indesejaveis (que nao representam a fungao) foram tam-

bém eliminados.

Nao iremos incluir garantias teéricas desse algoritmo pois, além de complexas,
nao asseguram parte das garantias geométricas que os outros algoritmos menciona-

dos na dissertacao asseguram - como a questao do decrescimento (Teoremas 4.3))
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ou da comparagao entre o casamento guloso e quase guloso (Teorema [4.1]). Mesmo

assim, resolvemos cita-lo como diretriz para trabalhos futuros.

Acreditamos que o algoritmo quase guloso pode incorporar condi¢oes que
o tornard um método para construir gradientes discretos mais suaves. Da forma
como o implementamos, fica claro perceber que podemos estender o raciocinio e
tentar atacar caminhos de aumento com tamanhos maiores que 3 e, assim, buscar
eliminar simplexos criticos mais distantes. Sinalizamos também que tal proposta
deve ser calibrada no sentido de evitar a eliminagao de simplexos criticos que de
fato representam a funcao no objeto discretizada. Pretendemos, assim, generalizar

essa nogao em breve.
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5 TRIANGULACOES PARA O GRADIENTE DIS-
CRETO

“You need, as a historian, essential triangulation from your subject
and the only way you get that triangulation is through time.” (Ken
Burns)

Levantamos no capitulo anterior o que chamamos de ruido do gradiente dis-
creto. Tentamos traté-lo através da identificacao de estruturas que potencialmente
podem crié-los durante a construgao do gradiente. Neste capitulo iremos fazer di-
ferente; ainda procuraremos tratar o ruido, mas dessa vez pensando apenas na es-
trutura do objeto discreto que foi passado de entrada e nao em seu algoritmo de

construcao.

E importante destacar que o objeto discreto que foi discutido nos capitulos
anteriores podia se tratar de um complexo simplicial de qualquer dimensao. S6 que
agora iremos limitar o escopo e considerar apenas uma triangulacao planar 7' cujo
conjunto de vértices V esta associado a uma funcao f, isto é, f: V(T') — R. Além
disso, para todos os resultados mostrados neste capitulo considere que o algoritmo de
casamento que foi utilizado é o casamento guloso discutido no Capitulo[3] Tomamos
essa escolha para nao misturar a maneira como o casamento quase guloso trata o

ruido do gradiente com o que iremos apresentar adiante.
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Figura 5.1: Ambas as imagens ilustram parte do campo gradiente discreto da fungao
f(x,y) = 2* + y* avaliada no dominio z = [-2,2] e y = [-2,2]. O que diferencia
as imagens ¢ a triangulacao e, por conta disso, do lado esquerdo tivemos ruido e do
lado direito nao.

5.1 Importancia da Triangulacao

Comecemos com um exemplo para motivar a ideia central do capitulo. A
Figura (a) apresenta um campo gradiente discreto obtido a partir do conjunto
de pontos P amostrado da funcao f(x,y) = x* + y* e cuja triangulagao de P ¢ T.
Essencialmente P trata-se de uma nuvem de pontos que representam os vértices da
triangulacdo e podemos defini-lo como o conjunto de |P| > 3 pontos distintos no

plano Euclidiano.

Assim como foi discutido nos resultados computacionais dos tltimos capi-
tulos, as circunferéncias coloridas representam os simplexos criticos enquanto que
as setas, a direcao de decrescimento do gradiente discreto. Como trata-se de um
paraboloide, a fidelidade geométrica (em termos de quantidade) estaria correta se
um unico simplexo critico estivesse presente no gradiente. De fato ele é identificado
inclusive na posicao correta - na regiao central do campo - e sinaliza um ponto de
minimo. Mas mesmo assim outros simplexos criticos também foram identificados e

constituem ruido do gradiente discreto.
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Executamos entao mais uma vez o casamento guloso para a mesma nuvem
de pontos P com a mesma funcao f avaliada neles. A diferenca aqui esta na tri-
angulacao que foi usada. Por meio de algumas trocas de arestas, transformamos
a triangulacdo T na triangulagao 7’. O resultado da execugao é mostrado na Fi-
gura [5.1} Esse campo parece bem mais fiel a estrutura da fung¢ao no que tange a
quantidade de simplexos criticos: temos um tnico simplexo critico representando o

minimo do paraboloide.

Apesar desse exemplo ser simples, ele motiva a ideia de que uma triangula-
¢ao pode sofrer uma espécie de corre¢ao para que o casamento guloso produza um
gradiente mais fiel & geometria da funcao. O que fizemos foi alterar localmente a
estrutura discreta de entrada por meio de trocas de arestas e executar a construgao

do gradiente discreto novamente. Essa operacao de troca de aresta é referida como

operagao de ﬂzpﬂ

5.2 Correcao do Gradiente Discreto com Flips

Dado uma triangulacao 7' de um conjunto de pontos P no plano, uma aresta
de T ¢é dita flipavel se ela é adjacente a dois tridngulos cuja uniao é um quadrilatero
convexo C'. Flipar a aresta consiste da operacao de remover e de T' e repo-la pela
outra diagonal de C'. Dessa forma nés obtemos uma nova triangulacdo 7" de P, e

dizemos que T" foi obtida de T por meio de flip [16].

Nesta secao gostariamos de deixar como contribui¢ao a implementacao de um
sistema capaz de realizar flips em arestas de uma triangulacao planar de modo a

construir automaticamente o gradiente discreto associado com a nova triangulagao

1Como ndo ha traducdo apropriada, utilizaremos o termo flip como substantivo, verbo e suas
conjugacgoes. Seu significado consiste essencialmente da operagao de troca de arestas em uma
triangulagao.
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criada. O sistema e as rotinas foram implementados na linguagem de programagao
C++ juntamente com uma framework denominada Qt. A biblioteca e sub-rotinas
relacionadas com os procedimentos de triangulagao necessarios foram extraidas da
CGAL. Todo o codigo fonte, assim como os exemplos apresentados nesta dissertacao

estao disponiveis no repositorio Discrete Gradient System (Google Drive).

Assim, torna-se possivel estudar o comportamento do gradiente discreto me-

diante alteragoes no objeto discreto em questao.

Percebemos através de nossas execucoes que de fato uma alteragao no objeto
discreto, em particular um flip de aresta numa triangulacao planar, pode impactar
no resultado da construcao do gradiente discreto. Vimos também que, por meio

desta diretriz, podemos reduzir ruido do gradiente.

A Figura ilustra um exemplo onde o flip é capaz de remover ruido do
gradiente. A aresta que esta sinalizada pela cor rosa, apos ser flipada, o desfaz.
Repare que o no-face e o no-aresta criticos presentes na imagem da esquerda nao

existem mais no gradiente da direita.

/ / / /
/ /
/

flip de aresta

Figura 5.2: Alterando o gradiente discreto por meio de flip de aresta.

Existem diversas razoes que fazem o estudo de flips em triangulagoes inte-
ressante. Uma delas versa sobre a nogao de proximidade entre duas triangulagoes.
O namero de flips necessarios para que T se transforme em 7" seria uma métrica

para indicar a distancia entre T' e T”. Tudo isso é possivel pois quaisquer duas tri-


https://drive.google.com/open?id=0B0TpSIbj1hj9S2dtWW9nXzBOVFk
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angulagoes para um mesmo conjunto de pontos podem ser alcangadas por meio de
uma sequéncia de flips. O Teorema [5.1| enunciado por Charles L. Lawson na revista

cientifica bi-semanal Matematica Discreta [18] ratifica o que foi dito.

Teorema 5.1. [18] Dadas quaisquer duas triangulagoes em P - onde P consiste de
um congunto finito de pontos no plano - digamos T e T - existe uma sequéncia finita

de flips de arestas tal que a triangulagcao T pode ser transformada na triangulacao

T .

Infelizmente, nao conseguimos caracterizar quando e quais arestas da trian-
gulacao, quando flipadas, sao capazes de reduzir ruidos. Se estivéssemos de posse
deste resultado, poderiamos sugerir para o usuario quais as arestas que, flipadas,
iriam reduzir os ruidos. Mesmo assim, motivados com esses resultados e com o Te-
orema [5.1| em mente, por que nao expandir a ideia e tentar encontrar triangulagoes
que se adaptem a funcao de onde os pontos P foram amostrados de modo a construir

um gradiente mais fiel?

5.3 Triangulacoes para o Gradiente Discreto

A pergunta que levantamos no final da ultima se¢do motiva uma mudanca
estrutural no Algoritmo [I Ao invés de recebermos como entrada no processo de
construcao do gradiente discreto um complexo simplicial A associado a uma fungao
f, iremos propor como entrada uma nuvem de pontos P associada a uma funcao
f. Desse modo, poderemos criar a triangulagao que for mais adequada para que a

construcao do gradiente discreto se dé buscando a fidelidade geométrica. Vamos ao
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Algoritmo [f

Algoritmo 5: CONSTRUIRCAMPOGRADIENTEDISCRETO(P, f)

Entrada: nuvem de pontos P e funcao f: P - R
Saida: campo gradiente discreto V

1 T = criar triangulagao para P;

2 A = derivar complexo simplicial de T

3 H = criar diagrama de hasse a partir de A;

4 induzir pesos nos arcos de H através de f;
5
6

)V = aplicar algoritmo de casamento ponderadﬂ em H;
retorna V;

20 algoritmo deve gerar um casamento que nao contenha ciclos

Como indica a primeira etapa do algoritmo, uma triangulagao deve ser criada
para o conjunto de pontos P. A triangularizacao de um conjunto de pontos é uma
importante tarefa em varias areas incluindo computacao gréfica, geometria compu-
tacional e computagao de elementos finitos. Seu problema é definido formalmente a

seguir.

Problema 5.1. Seja P o conjunto de |P| > 3 pontos distintos no plano Fuclidiano.
Nos assumimos que quaisquer trés pontos nao sao colineares. Seja E o conjunto de
Cp|,2 segmentos de reta (arestas) entre vértices em P. Para duas arestas ey, es € F,
e1 # e, dizemos que elas se interceptam propriamente se elas se interceptam em
um outro ponto além dos seus extremos. Uma triangulagao de P € um grafo planar
G(P,E') onde E' é um subconjunto mazimal de E tal que nenhum par de arestas de

E’ se intercepta propriamente.

Existem diversas maneiras diferentes pelas quais podemos triangular um dado
conjunto de pontos e, muito provavelmente, nés iremos preferir uma ao invés de ou-
tra. Comumente uma funcao que mapeia toda triangulagao em uma espécie de
medida de qualidade é introduzida e queremos maximizar essa medida por um al-

goritmo em sua construgao [24] [2].
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A métrica que estarfamos procurando seria, portanto, algo para minimizar o
ntimero de ruidos sem comprometer os simplexos criticos do campo gradiente dis-
creto que representam de fato a funcdo de entrada. E uma tarefa dificil pois néo
sabemos formalmente caracterizar o ruido. Mesmo assim, iremos propor algumas
triangulacoes para a construcao do gradiente discreto pensando em alguns indica-

dores.

5.4 Triangulacao Estrela

A primeira sugestao que levantamos consiste de uma triangulacao, a qual
chamaremos de triangulagao estrela, que exemplifica a importancia da estrutura do
objeto discreto para o algoritmo do gradiente discreto. Iremos descrever primeiro

suas etapas.

Algoritmo 6: TRIANGULAGAOESTRELA(T)

Entrada: conjunto de pontos P.

Saida: triangulacao estrela de P.
1 seja T' uma triangulacao vazia;
2 Prin ¢ AIMIN,c pg) [(P);
3 P+ P\ Dmin;
4 para (p € P; p # dltimo ponto de P; p < prozimo ponto de P) faga
5 ‘ crie a aresta {p, pmin} em T}
6
7
8

fim
termine a triangulacao 7
retorna 7T’

O algoritmo inicialmente seleciona o ponto de peso minimo p,,;,, em P. Depois
disso, para cada ponto restante em p, cria uma aresta {p, pmin}. Por fim, completa

a triangulacao de forma arbitraria. Esses trés passos sao mostrados na Figura [5.3

De acordo com o algoritmo, fizemos com que todos os vértices da triangulagao
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Figura 5.3: Ilustracao do passo a passo do algoritmo da triangulacao estrela.

sejam adjacentes ao vértice de menor peso; o vértice minimo. Através do proximo

lema, iremos entender como essa construcao impacta no gradiente discreto.

Lema 5.1. O gradiente discreto V associado ao casamento guloso M por meio da

triangulacao estrela, apresenta um unico simplexo critico de minimo.

Prova. Se T é uma triangulagao estrela, entao todos os vértices de T sao adjacentes
ao vértice de menor peso em 7T. Dado o complexo simplicial A e o diagrama de
Hasse H desta triangulacao, temos que, de acordo com o Algoritmo [5], na primeira
iteragao todos os simplexos de dimensao 0 de H serao saturados, exceto aquele que
representa pp,;,. Desse modo, teremos apenas um simplexo critico minimo (ou seja,

um no-vértice insaturado em H). ]

Figura 5.4: Resultado de um gradiente discreto na triangulacao estrela.

Esse resultado mostra que a triangulagao estrela é extremamente nao ade-

quada para se construir um gradiente discreto. Nos temos a garantia que, indepen-
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dente da funcao, sempre haverd apenas um simplexo critico minimo num gradiente

produzido através dela.

Imagine, por exemplo, o campo gradiente discreto de uma fungao f(z,y) =
sen(z)cos(y) onde sabemos que existem diversos pontos de minimo, obtido a partir
da triangulagao estrela. Ele estaria nos indicando que tal funcao apresenta apenas

um minimo.

Portanto, gostariamos de mostrar por intermédio da triangulacao estrela que
a estrutura do objeto discreto (em particular, triangulagoes planares) impacta for-
temente na construcao do gradiente discreto. Nao somente, como sabemos do Te-
orema que todas as triangulagdes para um mesmo conjunto de pontos planares
estao conectadas por flips, entao uma sequéncia dessas operacoes inadequada pode
nos levar também a triangulagoes profundamente nao apropriadas para um gradiente

discreto que busca se aproximar da fidelidade geométrica.

5.5 Triangulacao de Curva

Vimos na segao anterior como uma triangulacao pode arruinar o gradiente
discreto no sentido geométrico. Nesta se¢ao, vamos propor um algoritmo cuja abor-
dagem serd mais elaborada: iremos propor uma triangulacao que vise ajudar a

construcao geométrica do gradiente.
A ideia é posicionar as arestas da triangulacao de modo a aproximé-las do
que o conceito de curva de nivel representa no continuo. Por conta dessa motivagao,

a chamaremos de triangulagdo de curva.

Curvas de nivel representam linhas no continuo que sao perpendiculares a
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dire¢cao de maior crescimento da funcao, ou seja, a diregao do gradiente. Como nesta
dissertagao estamos considerando sempre a direcao de decrescimento do gradiente, a
nossa estratégia consiste em posicionar as arestas da triangulacao de modo que nao

contenham o vértice minimo do quadrilatero a que pertencem. Observe a Figura|s.5]

r-\FIip

(1]

|0
30 s W \ °
] m

20

Figura 5.5: Flipando a aresta de um quadriladtero de modo a torna-la nao incidente
ao vértice de peso minimo.

Mas por que esse tipo de estratégia é interessante? Perceba que em qualquer
quadrilatero, se a sua diagonal (aresta) nao for incidente ao vértice de menor peso
do quadrilatero, entao o casamento guloso ira casar o arco aresta-face associado a
diagonal certamente. Isso ¢ facilmente verificavel através da Figura Como o
no-aresta v e o no-face w sao tais que v > 0 e w > 0 entao os Lemas e nos

dao a garantia que {v,w} esta casado.

10

30) v l
30 lﬁ 0

20

Figura 5.6: Exemplo de quadrildtero onde ha garantia de casamento.

Dentro desse contexto, iremos chamar uma aresta de ilegal se ela pertence

a um quadrilatero convexo e é incidente ao vértice de peso minimo desse quadriléa-
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tero. Nosso objeto, portanto, é minimizar o nimero de arestas ilegais. Vejamos o

algoritmo de construgao da triangulacao de curva.

Algoritmo 7: TRIANGULAGAODECURVA(T)
Entrada: alguma triangulagao 7" de um conjunto de pontos P.
Saida: uma triangulagao de curva de P
1 while T' contém uma aresta ilegal {p;,p;} do
2 Seja pip;pr € pip;pi os dois tridngulos adjacentes a {p;, p;};
3 Remova {p;,p;} de T', e adicione {py,p;} ao invés;
4
5

end
retorna T’

De acordo como sugerido acima, o algoritmo funciona da seguinte forma:
dada uma triangulagao arbitraria para um conjunto de pontos amostrados P, rea-
lize flips nas arestas que sao incidentes a pontos de altura minima do quadrilatero
convexo do qual pertencem (isso é definido como uma aresta ilegal). Repita o pro-
cedimento até que toda aresta que possa ser flipada respeite essa condi¢ao. Isso

levanta uma pergunta: o processo de fato termina? Vamos a uma formalizacao.

Seja T" uma triangulagao de P e suponha que ela tenha m triangulos. De-
fina h(A) como a altura minima de cada triangulo A de T isto ¢, o peso minimo
associado aos vértices de A. Considere as m alturas minimas de 7', ordenadas por
ordem crescente de valor. Seja hq, ho, ..., h,, a sequéncia resultante dessas alturas;
logo, h; < h; para i < j. Nos chamaremos H(T) = (hy,ho,..., hy) 0 vetor al-
tura de T. Seja T outra triangulagao do mesmo conjunto de pontos P, e seja
H(T'") = (h}, h, ..., h,) seu vetor altura. Nos iremos dizer que um vetor altura de T’
¢ maior que outro vetor altura de 7" se H(T") ¢ lexicograficamente maior que H(1"),

ou, em outras palavras, se existe um indice i com 1 <17 < m tal que
hj:h;\VI]<Z, ehz>h;

Nos denotamos isso como H(T') > H(T”’). Uma triangulagdo 7" ¢ chamada de altura
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otima se H(T) > H(T') para toda triangulagdo T' de P. Triangulagoes de altura

6tima sao interessantes porque buscam minimizar o niimero de arestas ilegais.

Para exemplificar, consideremos duas triangulagoes T e T”. A tnica diferenca

no vetor altura de 7" e 7" apés um flip de aresta sdo as alturas minimas h(A;) e

h(As) que sao repostos por h(As) e h(Ay) em H(T'). A Figura |5.7|ilustra isso.

Pi Pi

Pj Pj
flip de aresta

—

pi Pi
Pk Dk

Figura 5.7: Flipando a aresta {p;, p;}.

Dentro desse contexto iremos chamar e = {p;, p;} de aresta ilegal se

min A(A;) < min h(A;).

i=1,2 j=3.4

Em outras palavras, uma aresta é ilegal se nés podemos localmente aumentar a

menor altura minima flipando-a. Isso implica diretamente o seguinte lema.

Lema 5.2. Seja T uma triangulag¢do com uma aresta ilegal e. SejaT' a triangula¢ao

obtida de T flipando e. Entao H(T') > H(T).

Segue do Lemal[5.2) que o vetor altura de 7' aumenta a cada iteragao do lago.
Como existe apenas um nimero finito de triangulagoes de P [3] 28, 29], isso prova

a terminacao do processo e sua caracterizagao como um algoritmo.

As Figura[5.§ (a), (b), (c) e (d) mostram alguns resultados da

triangulagao de curva associada as funcoes: f(z,y) = 22 +v?, f(z,y) = arctan(zy),
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f(z,y) = sen(x)cos(y) e f(z,y) = —2* — y?, respectivamente. O dominio utilizado

em todos os casos foi definido por z = [-2,2] e y = [-2,2].

Compare os resultados da ultima imagem com a Figura [5.9| e note como a
triangulacao de curva aproxima-se, visualmente, das curvas de nivel das funcgoes

utilizadas.

Para encerrar, vamos finalmente aos resultados que relacionam o campo gra-

diente discreto com a triangulagao de curva. As Figuras (.10 5.11] F.12] e [.13]

mostram o gradiente discreto associado a cada uma das fungoes citadas de modo

que a triangulacao planar utilizada é de curva.

Em termos de posigao e quantidade visualmente falando (critérios geométri-
cos), os resultados foram satisfatorios. Note a semelhanga entre o gradiente suave
e discreto em cada um dos casos. Mesmo assim, nao levantamos garantias tedricas
que asseguram essas e outras caracteristicas geométricas para o gradiente discreto
através desta triangulagao. De fato, nao exploramos com detalhes esses possiveis

resultados.

Este capitulo se resume, portanto, a uma diretriz que pode ser seguida para
trabalhos futuros. Esperamos que toda a motivagao por tras da correcao do gradi-
ente discreto através de mudangas propostas para o objeto discreto de entrada (em

particular, a triangulacdo) estimule o seu maior entendimento para outras pesquisas.
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Figura 5.8: Exemplos de triangulacoes de curva. (a) f(z,y) = 22 +y?, (b) f(z,y) =

arctan(zy), (c) f(z,y) = sen(z)cos(y) e (d) f(z,y) = —2* —y*.
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(a) (b)

(c)

Figura 5.9: Exemplos de curvas de nivel. (
arctan(xy), (c) f(z,y) = sen(w)cos(y) e (d) f(x,
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Esquerda: curva de nivel de f(z,y) = (22 + y?); direita: campo gradi-

ente discreto associado feito com triangulacao de curva.
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Figura 5.11: Esquerda: curva de nivel de f(z,y) =
gradiente discreto associado feito com triangulagao de curva.

arctan(zy); direita: campo
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Figura 5.12: Esquerda: curva de nivel de f(z,y) = sen(z)cos(y); direita: campo
gradiente discreto associado feito com triangulagao de curva.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

“Make sure what you do is a product of your own conclusion.” (Jim

Rohn)

Esta dissertagao focou no lado mais geométrico da teoria discreta Morse e
introduziu novos resultados na construgao e analise de algoritmos. Tentamos definir
melhor o que sao simplexos criticos indesejaveis e que constituem o que chamamos
de ruido no gradiente discreto. Chegamos a conclusao que tal ocorréncia pode ser
fruto de trés fatores: o proprio algoritmo de casamento, a presenca de perturbagoes

nos dados amostrados ou a estrutura do objeto discreto.

Iniciamos nosso trabalho voltando aos fundamentos. Sendo assim, criamos o
Capitulo |2 na forma de embasamento tedrico para que a dissertagao seja acessivel

para qualquer leitor.

Depois, analisando cuidadosamente a construcao dos casamentos geométri-
cos que deram base para esta dissertagao |26 21, [1], desenvolvemos o Capitulo .
Explicamos como se da a obtencao do campo gradiente discreto através do casa-
mento guloso ja utilizado na literatura e entao escrevemos o Algoritmo [2l Dada a
forma como o escrevemos, definimos novas notagoes que nos levaram a criagao de
lemas que simplificam provas como as condigoes para que uma aresta esteja casada
no casamento guloso (Lemas , e . Simplificamos também a prova
que garante que o casamento guloso produz, de fato, um campo gradiente discreto.
Isso é feito através do Lema [3.5] e do Teorema [3.1] Ainda no Capitulo 3] contribui-
mos com a adi¢ao de outro resultado muito importante que traz uma nova no¢ao

geométrica ao campo gradiente discreto associado ao casamento guloso através do
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Lema [3.2] Mostramos que a fungdo no simplexo critico é menor que a fun¢ao em
todos os simplexo que estao em um V — path. Isso é interessante pois simula no
discreto, em um certo sentido, a nocao de fluxo decrescente que as linhas de fluxo
apresentam no dominio suave. E importante mencionar também que ambos esses
dois ultimos resultados sao aplicados para qualquer dimensao. Acreditamos, assim,
que tanto as notagoes que propomos quanto os resultados obtidos, podem ser tteis
para a teoria de Morse discreta assim como para outros algoritmos baseados em
paradigmas gulosos. Uma vez com todos esses conceitos esclarecidos e alguns até
reformulados, nos preparamos para projetar um novo tipo de casamento guloso que

seja capaz de evitar o que chamamos de ruido no gradiente discreto.

Chegamos entao ao Capitulo [ buscando tratar o ruido do gradiente discreto.
Propomos e desenvolvemos nele o que chamamos de algoritmo quase guloso como
apresentado no Algoritmo Tentamos projetd-lo pensando nas motivagoes que
conduziram as ideias do trabalho e tentando sempre fazer um paralelo com o algo-
ritmo guloso. Como jé foi visto durante a dissertagao, o que criamos trata-se de
uma espécie de casamento guloso mas menos restrito as escolhas gulosas. Por meio
dos Lemas e .2 além do Lema[4.3] conduzimos condigoes que indicam quando
que uma aresta estd casada ou nao. Fizemos também uma analise que compara o
casamento guloso com o casamento quase guloso. Por meio desta, verificamos que o
casamento quase guloso apresenta no maximo o mesmo nimero de simplexos criti-
cos se comparado ao casamento guloso e que todos os outros simplexos criticos nao
mudam de posicao. Nao somente, definimos quais sao as estrutras que potencial-
mente diferem em ambos os casos. Todos esses resultados sao derivados dos a partir
do Teorema e Coroléario que também sao contribuigoes nossas. Feito isso,
provamos que de fato o algoritmo quase guloso produz um campo gradiente discreto
no Teorema [4.2] e que mantém a caracteristica de fluxo decrescente que descrevemos
no Teorema 4.3} outro resultado. Encerramos o capitulo mostrando alguns exemplos

computacionais e, aproveitando o raciocinio, sugerimos possiveis trabalhos futuros.
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No Capitulo [f], nossa abordagem foi menos tedrica. Sugerimos a corre¢ao do
ruido do gradiente discreto por meio da alteragao do objeto discreto que é passado
de entrada ao invés de fazé-lo durante a execugao do algoritmo de casamento. Isso é
feito por intermédio de um sistema por nos implementado e disponibilizado que per-
mite que o usudrio realize flips de arestas no objeto discreto (triangula¢ao planar,
no caso) depois de se ter construido um campo gradiente discreto. Essa aborda-
gem mostrou-se promissora no sentido de indicar uma nova forma de tratamento
de ruidos no gradiente discreto. Depois, nés analisamos o quao dificil é encontrar
uma triangulacao que prové a garantia de uma representacao geométrica precisa do
gradiente discreto. Nos estudamos o problema contribuindo com duas triangulagoes
diferentes: estrela e curva. Criamos um algoritmo para cada uma delas e apontamos
suas respectivas importancias. Enquanto a primeira destacava a importancia do ob-
jeto discreto para o gradiente discreto, a segunda se mostrou, no minimo, intrigante
no sentido de incorporar um conceito de calculo diferencial e integral no discreto e

apresentar bons resultados computacionais.

A medida que a pesquisa progredia, mais e mais questoes foram surgindo.
De qualquer forma, todas elas sao interessantes pois norteiam possiveis trabalhos

futuros. Vejamos algumas, pelo menos ao nosso entendimento, das mais atraentes:

e Como de fato podemos caracterizar o ruido no gradiente discreto? Qual sua
relacao de dependéncia em respeito ao algoritmo de construgao, ao objeto

discreto de entrada ou aos dados amostrados com inexatidao?

e Sera que existe uma variacao do algoritmo quase guloso que ira remover sempre

todos os ruidos gerados pelo algoritmo guloso?

e | possivel generalizar o algoritmo quase guloso de modo a evitar gerar ruidos

cujo caminho que os conectam é maior que 37 Ou, em outras palavras, é
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possivel generalizar o algoritmo quase guloso de modo a permitir que o usuéario

defina o nivel de "suavizagao"do mesmo?

e Quais sao as condigoes necessarias e suficientes para que um flip de aresta

desfaca ruidos?

e Existe uma triangulacao ideal para que o campo gradiente discreto associado
ao casamento guloso e uma dada funcao f em particular minimize o namero

de ruidos?

e Existe uma triangulagao que sempre reduz o niimero de simplexos criticos a 1
independentemente da fungao? Ou seja, uma triangulagao ainda mais drastica

que a triangulacao estrela?

Todas as perguntas aqui mostradas sao estimulos de diversos trabalhos fu-
turos. Acreditamos que a teoria discreta de Morse esta longe de alcangar todo seu
potencial. Sendo assim, esperamos que nossas contribui¢oes auxiliem na busca de
novos resultados de modo a tentar se aproximar cada vez mais de tudo que ela tem

a oferecer.

Esperamos de verdade que nosso trabalho tenha motivado novas alternativas
de pesquisa dentro de uma teoria que quanto mais se entende, mais perguntas sao
criadas. Portanto, encerramos este trabalho com uma conhecida frase do fisico e

matematico, Albert Einstein: "The tmportant thing is not to stop questioning.”.
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