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Resumo

Nosso objetivo é estudar teoricamente a Equacao de Burgers unidimensional em um
dominio com fronteiras moveis, verificando a existéncia de solugoes usando o Método de
Faedo-Galerkin. Em seguida, aplicaremos os métodos numéricos ao problema: o Método
dos Elementos Finitos no espaco e o Método das Diferencas Finitas no tempo. Por estes
e outros métodos, obtemos um sistema linear de Equacoes Diferenciais Ordinarias, o
qual serd resolvido computacionalmente por implementagao numérica em linguagem C.
Alguns exemplos numéricos serao mostrados para ilustrar o comportamento das solugoes
obtidas.



Abstract

Our main purpose is studied the one dimensional Burgers’ Equation in a bounded
domain with the ends are moving. We prove the existence, uniqueness and a rate decay of
solutions. The existence is proved by using Faedo-Galerkin Method. Moreover, a numeric
analysis of the solutions is investigated through: the Finite Element Method, in space
and the Finite Difference Method, at the time. For these, we obtain a linear system
of Differential Ordinary equations, which will be solved computationally by numerical
implementation in C programming language. Some numerical examples will be shown to

illustrate the behavior of solutions.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho considera-se uma equacao classica da Fisica Matematica, a saber, a

Equacao de Burgers com viscosidade
Up + Uy + VU — Vg, = 0.

Esta equagao diferencial nao linear de 2* ordem é usada na dinamica dos fluidos, como
um modelo simplificado para turbuléncia, na formacao de ondas de choque, propagacao

de ondas solitarias, entre outras.

1.1 Proposta de Pesquisa

A proposta é estudar o seguinte problema misto:

g (2, ) + ug (2, 8) + u (2, 8) Uy (T, 1) — Vg (2,6) = 0 em Qy,
u(a(t),t)=u(B(t),t)=0parat >0, (1.1)
u(z,0) = up () em €,

onde o domfnio @; C IR? é definido por
Qu=A{(z,t) eRx(0,T);2 €U} e U={reRal)<z<pi({)}

sendo « e [ fungoes reais com valores reais e regulares. A solugdo u do problema (3.1)
é uma funcao que depende da variavel espacial x e temporal t. A constante v do termo
Uz, € chamado constante de viscosidade, a qual serd considerado v = 1.

Estuda-se nesta dissertacao os aspectos matematicos e numéricos do sistema misto
(3.1) com o objetivo de estabelecer existéncia e unicidade de solugdes e andlise numérica

das mesmas.
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No caso tedrico usa-se basicamente os métodos de Faedo-Galerkin e Compacidade.

Numericamente, usa-se os métodos de Elementos Finitos e Diferencas Finitas.
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Capitulo 2
Resultados Basicos

Neste capitulo apresenta-se os pré-requisitos necessarios para desenvolver os capitulos

subseqiientes.

2.1 Espaco das Distribuicoes Escalares

Definicao 2.1. Dada uma funcdo continua, p : Q C RY — R, onde Q é um aberto,
denomina-se suporte de ¢ ao fecho em Q do conjunto dos pontos x tais que ¢ (x) # 0.

Simbolicamente

supp () = {z € G o (2) £0} -

Representa-se por C§°(§2) o espago vetorial das fungdes continuas e infinitamente

derivaveis em (), com suporte compacto em ().

2.2 Convergéncia em C{°(1)

Dado 2 como acima, considere o espago vetorial topolégico C§°(€2). Diz-se que uma
seqiiéncia (¢,), oy de fungdes em Cg° (Q) converge para ¢ em Cg° (€2) quando forem

satisfeitas as seguintes condigoes:

1) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K, VvreN

i) D*p, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice .

12



O espaco vetorial C§° (§2) munido da nocao de convergéncia definida acima, serd
representada por D () e denominado de espaco das fungoes testes.

Denomina-se distribui¢io escalar sobre © a toda forma linear 7' : D(2) — R
continua com respeito a topologia de D (). Isto significa que se uma seqiiéncia (¢,), oy
convergir, em D (Q2) para ¢, entao,

T(py) — T(p) em R,

O valor da distribuigdo 7" na fungao teste ¢ sera representado por (T, ¢).

O conjunto das distribuicoes escalares sobre {2 é um espago vetorial real, denotado
por D'(£2), denominado espaco das distribui¢oes escalares sobre €.

Dado um aberto 2 do RY denota-se por L? (Q) , 1 < p < 00, o espago vetorial das
(classes de) fungoes mensurdveis u : @ — R tais que |ul” é integrdvel no sentido de

Lebesgue em §2, equipado com a norma

1/p
ol = ( / \u<x>|pdx) |

No caso p = oo denota-se por L™ (€2) o espago vetorial das (classes de) fungoes men-
suraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em (2, isto é, existe uma constante C' > 0
tal que

lu(x)] < C quase sempre em €,

onde quase sempre significa a menos de um conjunto de medida nula.

Neste espago considera-se a seguinte norma
[ull oo () = sup ess |u(z)] Vue€ L™ (Q).

O espaco LF (22), 1 < p < oo, com sua respectiva norma, é um espaco de Banach.
Em particular, quando p = 2, tem-se que L? (€2) é um espago de Hilbert cuja norma e

produto interno serao definidos e denotados, respectivamente por

1/2
Jul = llull 20y = u(x)|* dz e (U0)paq = [ul(r)v(r)ds.
Q Q
norma

Lema 2.2 (Du Bois Raymond). Seja v € L}, (Q). Entio T,, = 0 se, e somente se,

loc

u =0 quase sempre em ).

Demonstragao. Ver [1]. O
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2.3 Convergéncia e Derivagao em D’ ((})

A seqiiéncia de distribuigoes escalares (71},), .y converge para a distribuigao escalar T'
em D’ () quando
(T, ¢) — (I,p) em R, Vp € D(Q).

Com esta nogao de convergéncia, D’ (£2) é um espago vetorial topoldgico e tem-se as

seguintes cadeias de imersoes continuas e densas

D(Q) — LP(Q) — L;

loc

(Q) = D' (Q) para 1<p<oo.

Dada uma distribuigao 7' em D’ () e dado um multi-indice o € N¥ define-se a
derivada distribucional de ordem « de T como sendo a forma linear e continua DT :
D (2) — R dada por

(DT, @) = (—1)!*'(T, D*¢) para todo ¢ € D ().

2.4 Espacos de Sobolev

2.4.1 Convergéncia em L? e no dual de L?

Diz-se que uma seqiiéncia (¢, ) converge para  em L? (Q) se [l¢, — ¢|1pq) — 0, para
1 <p < o0 Sepe qsao indices conjugados, isto é, % + % =1com 1 < p < oo, entao
o dual topolégico de LP (), que serd denotado por [L? (Q)]', é o espaco L7 (). No caso
de 1 < p < oo 0 espago vetorial LP () é separdvel e, para 1 < p < oo, é reflexivo. Para

demonstracdo destes e outros fatos relacionados aos espagos L? (2) consulte Brezis [1].
Teorema 2.3. Sejam (fy),cn C LP () e f € LP(Q), tais que

an - f”LP(Q) — 0.

Entao existe uma subseqiiéncia (fn, )pey de (fn),en que converge quase sempre para f em
Q, e existe h € LP () tal que | f,, (z)| < h(z), Yk € N quase sempre em .

Demonstragao. Ver [1]. O

Definicao 2.4. Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma

seqliéncia de elementos (w,) de H tais que

1) |lwnllg =1 Vn, (wn,wm) =0 Vn,m, m #n;

1) O espago gerado pela (wy), . € denso em H.
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Sejam m > 0, um numero inteiro positivo e 1 < p < oco. O espago de Sobolev de
ordem m , modelado sobre L? (Q2), aqui denotado por W™ (§2), é por defini¢ao o espago
vetorial das (classes de) fungoes de LP (2) para as quais suas derivadas até a ordem «,
no sentido das distribuigoes, pertencem a L? (2), para todo multi-indice «, com |a| < m.

O espago W™P (§2) serd equipado com norma

1/p
HUHWWP(Q) = ( Z ||D°‘u||’£p(ﬂ)> , 1<p<oo

|| <m

e quando p = oo, define-se

||UHWW°<>(Q) = Z HDQUHLOO(Q)‘
o] <m
Proposicao 2.5. Os espagos lineares WP (Q) equipados das respectivas normas acima

sao espacgos de Banach.

O espago WP () é um espaco reflexivo se 1 < p < 0o e separavel se 1 < p < co. No
caso particular em que p = 2, o espago W™? () é um espaco de Hilbert, que é denotado

por H™ (2). Simbolicamente
H™(Q)={ue L*(Q); D € L* (Q),Va,|a| < m}

cuja norma e produto interno sao dados respectivamente, por

1/2
a, 12 el a
Fellimiey = (30 D%l ) e (ww) = 3 (D%, D%0)agg
|a|<m || <m

O espago H™ (2) com a estrutura topolégica acima, é um espago de Hilbert, conti-
nuamente imerso em L? ().

O dual topolégico do espago W™ (2) é representado por W9 (Q) se 1 < p < o0
com p e q indices conjugados. Se ¢ € W~™9(Q)) entdao ¢ "D(Q) pertence a D’ (Q).
Quando p = 2, VVOT'"”’2 (Q) é denotado por HJ"(Q2), cujo dual é o espago denotado por
H=™ (). A caracterizagdo de W~"™P (). é dada por:

Teorema 2.6. Seja T € D' (). Entao, T € WP (Q) se, e somente se, eristem
Ga € L1(Q) tais que T = Y. D%,.

laj<m

Demonstragao. Ver [1]. O
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Lema 2.7 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RY um aberto limitado em alguma

diregao. Seuw € H} (), entdo existe uma constante C' > 0 tal que
2 2
[ullz2@) < ClIVullz2) -
Demonstragao. Ver [1]. O

Observagao 2.8. Usando a desigualdade de Poincaré conclui-se que em H} (), as nor-

mas ||ul| g1 q) € [Vull2q) sio equivalentes.

2.5 Espagos L?(0,7; X) e Distribuigoes Vetoriais

Sejam X um espaco de Banach real com a norma ||-||, 7" um ntmero real positivo e
XE a funcdo caracteristica do conjunto F. Uma fungao vetorial ¢ : (0,7) — X, é dita
simples quando assume apenas um numero finito de valores distintos. Dada uma funcao

simples ¢ : (0,7) — X com representagao canonica

k
2 (t> = Z XE;¥i;
i=1

onde E; C (0,T) é mensuréavel, i = 1,2, ..., k, dois a dois disjuntos, m (E;) < co e ¢; € X,

1 =1,2,..., k. Define-se a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

T k
/0 o (0)dt =Y m(E)

Diz-se que uma funcdo vetorial w : (0,7) — X ¢é Bochner integravel

(B -integrdvel) se existir uma seqiiéncia (¢, ),y de fungoes simples tal que:

i) ¢, —uem X, q.s. em (0,7);
T
%) lim lw (t) = @m (B)] x dt = 0.
0

k,m—o00

Uma fungao vetorial v : (0,7) C R — X é fracamente mensurdvel quando a fungao
numérica t — (P, u (t)) for mensuravel, V& € X', onde X' é o dual topolégico de X. Diz-
se que u é fortemente mensurdvel quando u for limite quase sempre de uma seqiiéncia
(¢v),en de fungdes simples. Em particular, quando u for fortemente mensuravel, entao

a aplicac@o t — ||u (t)||y é mensuravel a Lebesgue.
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Denota-se por LP (0,7;X), 1 < p < 0o, o espago vetorial das (classes de) funcoes
u: (0,T) — X fortemente mensurdveis e tais que a fungao t — ||u (¢)||% ¢ integravel a

Lesbegue em (0,7), munido da norma

T 1/p
P ( [ o dt) -

Quando p =2 e X = H é um espaco de Hilbert, o espaco L? (0, T; H) é também um

espaco de Hilbert cujo produto interno é dado por

() = | ((s)0 ()

Por L*>(0,7;X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungoes
u: (0,7) C R — X que sdo fortemente mensuraveis e tais que t — |[ju (t)||y € L= (0,T).
A norma em L* (0,7"; X) é definida por

HUHLOO(O,T;X) = sup ess |[u(t)]|y -

)

Quando X é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entdo LP (0,7;X) é um espago

reflexivo e separavel, cujo dual topolégico se identifica ao espaco de Banach L¥ (0,T; X'),

onde p e p’ sdo indices conjugados, isto é, % + z% = 1. Mais precisamente, mostra-se que

para cada u € [L? (0,T; X)), existe u € L¥ (0,T; X') tal que

T
(u, @)(LP(O,T;X))’XLP(O,T;X) = /0 (@(t), @) xxdt.
No caso, p = 1, o dual topolégico do espaco L' (0, T; X) se identifica ao espago L™ (0, T; X).

O espaco das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denominado espago
das distribuigdes vetoriais sobre (0,7') com valores em X, o qual serd denotado por
D'(0,T; X).

Definigao 2.9. Seja T' € D' (0,T; X). A derivada de ordem n ¢é definida como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por
arr d"p
—_— = (-1)"{T,—— D'(0,T).
<dtnv*0> (1) < ,dtn>,\we 0,7)

Por C°([0,7];X), 0 < T < oo representa-se o espaco de Banach das fungoes

continuas v : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||U||(JO([0,T};X) = trerf&}qg} [Ju (€)[l -

17



Por C? ([0, T]; X) denota-se o espago das fungoes u : [0, T] — X fracamente continuas,
isto ¢, a aplicacdo t — (v, u (t)) x, x € continua em [0,7],Vv € X".
Quando X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a

continuidade da aplicacao t — (u (t),v), para Vv € H.

Teorema 2.10 (Aubin-Lions). Sejam By, B, B, espacos de Banach, By e B; re-
flexivos, a imersdo de By em B é compacta, B imerso continuamente em By, 1 < py,

p1 < oo, e, W o espago
W ={ue L (0,T;By); v € L (0,T;B;)}

equipado da norma |[ully, = |l Leeo 7.5y + 1@ Lerormyy- Entdo W € um espago de

Banach, e a imersao de W em LP° (0,T; B) é compacta.
Demonstragdao. Ver [5]. O

s

Observagao 2.11. Uma consegiiéncia do Teorema de Aubin-Lions 2.10: se (u,),cy €
uma seqiéncia limitada em L* (0, T; By) e (u],), oy € uma seqiéncia limitada em L* (0, T; By)
ent@o (uy),ey € limitada em W. Dai, seque que eviste uma subseqiiéncia (U, ),oy de

(uy), ey tal que u,, — u forte em L?(0,T;B).

Proposicao 2.12. Sejam V e H espacos de Hilbert, V' continuamente imerso em H,
ue LP(0,T;V)eu € LP(0,T;H), com 1 < p < 00, entdo

ue C°([0,T]; H)nC? ([0,T]; V).

2.6 Outros Resultados Uteis

Sejam D C RN*t e [': D — RY. Diz-se que F satisfaz as condicoes de Carathéodory

sobre D quando
e F(t,T) é mensurdvel em t, para cada T fixo;
e [(t,T) é continua em Y, para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D, existe uma funcao real integravel my (t) tal que
|F (t,T)| < mg (t), para todo (¢, Y) € D.

18



Definicao 2.13. Uma solugao no sentido estendido do problema de Cauchy

X'=F(tX)
X (to) = X()

¢ uma fungio ® = ®(t) absolutamente continua tal que, para algum 3 real, tenha-se
i) (t,P(t)) € R, Vt € [to — B, to + F;

i) D'(t) = F(t,D(t)) para todo t € [to— 3,10+ 3], exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Considere-se o retangulo R = {(t,T) € RN, [t — 5| < a, [T — To| < b}, coma,b >

0. Entao tem-se os seguintes resultados:

Teorema 2.14 (Carathéodory). Seja F : R — RY satisfazendo as condi¢oes de
Carathéodory sobre R, entdo sobre algum intervalo |t —to| < B (8 >0), existe uma

solucao no sentido estendido do problema de valor inicial

X' =F(t,X)
X (to) == To.

Corolario 2.15 (Prolongamento de solugao). Sejam D = [0,w]x B, com 0 < w < 00
e B={TeRY;|T| <b}, b>0 e F nas condi¢ées de Carathéodory. Seja ® (t) uma

solucao de
X' =F(t,X)

Suponha que em qualquer intervalo I onde ® (t) estd definida, se tenha, |® (t)] < M,
para todo t € I, M independente det e M < b. Entao ® tem um prolongamento até
0, w].

Lema 2.16 (Lions). Sejam Q um aberto limitado do RY xRy, g, e g fungoes de LI(Q),
1 < q < +oo, tal que ||gm||ze@) < C, gm — g quase sempre em Q. Entdo g, — g na
topologia fraca de L1(Q).

Demonstragao. Ver [5]. O

Lema 2.17 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial). Seja 7 (-) uma

fung¢do nao negativa, absolutamente continua em [0, T].

19



i) Sen satisfaz para t q.s. a desigualdade diferencial

n() < e () +et)n(t), (2.1)

onde ¢ (t) e (t) sao fungdes nao negativas e integraveis em [0,T], entdo

n(t) <e [ els)ds {?7 (0) + /0 t¢ (s) e~ Jo #ir ds]

(2.2)
ft (s)ds !
< el )+ [0 5)ds
0
para todo 0 <t < T,
i)  Em particular, se ' < on em [0,T] e n(0) =0, entdo
n=0 em [0,T]
Demonstragao. Multiplicando ambos os membros de (2.1) por e_fo P em-se
55 (1 T 7 ) = p e A < o (o
s
para 0 <t < T quase sempre.
Conseqlientemente, para cada 0 <t < T, conclui-se
s t
n(t) = efo p(r)dr { / fo #(r) dr ds] < efo@ { (0) + / W (s) ds}
0
para 0 <t < T quase sempre. U

Lema 2.18 (Desigualdade de Gronwall - Forma Integral). Sejam u, ¢, funcées

reais nao negativas em [0,T] satisfazendo

t —i—/ow(a)u(a) do (2.3)

para todo t € [0,T). Entdo para todo t € [0,T] tem-se

/ P (s) ¢ (s) efstw(T)des.

Demonstracao. Considerando o funcional auxiliar

:/Otlp(s)u 5) ds

Assim, de (2.3)



Definindo
obtém-se
portanto usando (2.4)

F'(t) < (1) @ () e Jovar

Integrando ambos os membros,
/ w - ]O P(T) deS

/ w fw(ﬂ'dﬂ'ds

mas de (2.3) u (t) — ¢ (t) < n(t) e assim

/¢ ef w(rdr g

De (2.5) obtém-se

e obtém-se o resultado desejado.
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Capitulo 3

Equacao de Burgers Dissipativa com

Fronteira Movel

O objetivo neste capitulo é estabelecer a existéncia e unicidade de solugoes para o

problema de fronteiras moveis
g (x,t) + ug (z,t) + u (2, t) uy (2, 1) — gy (2,1) = 0 em Qy,
u(a(t),t) =u(B(t),t) =0 parat >0, (3.1)

u(x,0) = ug (z) em Q,

onde as funcoes reais « e 3 sao tais que
QG ={zeR* a(t)<z<pB(), t>0}
e o dominio ); é dado por
Qr={(z,t) eR; x€Q; e t>0}.

A existéncia e unicidade de solugdes do problema misto (3.1) é mostrada por meio
de uma mudanca de varidvel de modo que o problema (3.1) seja transformado em um
dominio cilindrico cujas sec¢oes nao dependam do tempo t.

Para fazer tal transformagao usa-se o seguinte difeomorfismo: a fungao f definida em
@Q; com valores em ) = €2 x [0, +00), onde Q = (0, 1), é tal que

flz,t) = (%Cz)(t) t) , (3.2)
x—alt)

v ()

onde v (t) = B(t) — a(t). Fazendo y = tem-se que y € (0,1). De fato, da

definicao de §2; obtém-se
O<z—a(t)<p{t)—alt).
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Dai, e da definigao de 7 tem-se que 7 (t) > 0 para todo t > 0 e

x—a(t)
7 (¢)

Faz-se as seguintes hipoteses sobre a e [3:

0< < 1.

° O/, a//’ 6/7 6” c Ll (0,—0—00)

3.3
e vy > 0 tal que 7 (t) > =y para todo t > 0. (3:3)
Usando o difeomorfismo (3.2), observando que = = « (t) + y (t) e denotando por
v(y,t) = (uo f7) (y,t) = u(x,1)
Qtj) Q@
R
tem-se que )
u (@,t) = v (y, 1) — o) (o (8) +y7" (1) vy (y, 1), (3.4)
1
oFu(x,t) = vz (t)affv (y,t) parak=0,1,2,... . (3.5)
Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.1) obtém-se
1 1
v (y,t) +a(y,t)v, (y,t) + —v(y,t)v, (y,t) — ——=v ,t) =0 em Q,
(1) +aly t)vy (y,t) e (y,t) vy (y,1) 0 vy (1)
v(y,0) = (y) em Q= (0,1), (3.6)
v(0,t) =v(1,t) =0 para todot >0,
onde o coeficiente a (y,t) é definido por
a(y.t) = —=[1— (0 () + v ()] (37)
(1)

Definigao 3.1. Uma solugao global e fraca do problema (3.1) é uma funcgdao real u =
u(x,t) definida em Qy tal que

w € L>®(0,00; L? () N L*(0,00; HY (%)), wus € L*(0,00; H ' (%)),
a equagao (3.1); € verificada no sentido de L? (0,00; H=(Q)) e
u(z,0) =ug () em .
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Teorema 3.2. Se ug € H} (), « e 3 satisfizerem as hipdteses em (3.3), entdo existe

uma tdnica solu¢ao u de (3.1) no sentido da defini¢ao (3.1).

Devido ao difeomorfismo f, a fungao u é uma solugao do problema (3.1) no sentido

da definigao (3.1) se, e somente se, v é uma solucao de (3.6) no seguinte sentido
Definigao 3.3. A fungao real v = v(y,t) definida em Q na classe
v € L®(0,00; L2 () N L*(0,00; Hi (Q)), v € L*(0,00; H1(Q))
satisfaz o problema (3.6) no sentido de L* (0,00; H™'(Q)) e
v(y,0) =wv(y) em Q.
Assim, o Teorema 3.2 é equivalente a:

Teorema 3.4. Se vy € H} (), o e 3 satisfizerem as hipdteses em (3.3), entdo existe

uma unica solugao v de (3.6) no sentido da Defini¢io (3.3).

O problema misto com coeficientes varidveis (3.6) esté definido no dominio cilindrico
(. Assim, pode-se estabelecer a existéncia e unicidade de solugoes usando técnicas apro-
priadas para dominios cilindricos.

A demonstracao do Teorema 3.4 é baseada no Método de Faedo-Galerkin, seguindo

as seguintes etapas:
1) Existéncia de solugoes aproximadas em subespagos de dimensao finita;
1) Estimativas sobre as solugbes aproximadas;
144) Limite das solugoes aproximadas;
iv) Verificacdo dos dados iniciais;

v) Unicidade de solugdes.

3.1 Solucoes Aproximadas
Sejam (w;) ;y autovetores da base especial de H} () solugao do Problema Espectral:

—(wi)yy = )\Z'LUZ em Q

(w3)(0) = (w;)(1) = 0,
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e V™ o subespago gerado pelos m primeiros autovetores em H}(Q), ou seja,
V™ = [wy, ..., wy]. Procura-se v™ € V™ tal que v™(y,t) = i Gim(t)w;(y) seja solugao
do problema aproximado, a ser estabelecido como se segue: v

Tomando v™ (t) pertencente a V™, entao o sistema (3.6) é projetado sobre V" e desse

modo obtém-se o sistema

1
(0" (t) ) + (a(y, t) vy (£) ,p) + o) (™ (&) vy (1) . )
1
———— (v (t), ) =0 (3.9)
v™ (ya O) = Vom (y) )
para todo ¢ € V™, onde vy, é definido por vy, = > v (vg, w,) w, e supde-se que
v=1
Vom — vg forte em Hp (€2). (3.10)

Note que (+ , + ) em (3.9) representa o produto intermo de L*(€2) onde Q = (0,1).
O sistema aproximado (3.9) possui solugoes v™ definidas em [0, ¢,,[. Essas solugoes sao

obtidas por meio do Teorema de Carathéodory (2.14).

3.2 Estimativas “a priori”

Obtém-se agora estimativas que permitirao estender as solugoes aproximadas v™ ao

intervalo [0, 00) e passar o limite no problema (3.9). Assim, fazendo ¢ = v™ (t) em (3.9);

tem-se:
('Ut()>'U )+(a(y>)vy()>v)+m(v ()Uy(),’U)—72(t>('l}yy(),’l})— )
(3.11)
Desenvolvendo as integrais de (3.11), tem-se: o primeiro termo:
m m ! m m 1 ! 9 m 2
(0" @), 0™ (1)) = [ o (y, )™ (y, ) dy = o | = [v" (y,0)[" dy (3.12)
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O segundo termo:

(a(y.t)vy (), 0™ (1) =

= —fy/ (t) ™ 2 (a v ™
= 7@“ O = (aly,t) vy (t) , 0™ (1))
Logo ®
m m _ 1Y (1) 2
(@ (w0 ()07 (1) = 5T b 0 (313)
O terceiro termo
1 m m —
o) <v (t) v, (t), 0™ / 8y ™ (y, 1)) dy =0 (3.14)

Por fim, integrando por partes o quarto termo e substituindo (3.12), (3.13) e (3.14) em
(3.11) tem-se:
1d | 1

57 1Y o™ ()]> =0 (3.15)

Integrando (3.15) de 0 a t, resulta:

lvm 2 tLvaQS 1v 2 1t|7/(8)|vm(923
51 OF + [ sl OF ds < gl + 5 [ TS @Pas @)

Observagao 3.5. Usando a hipdtese (3.3)1 conclui-se que existe uma constante
Co > 0 tal que
v (t) < Cy para todot > 0.

De fato, como o, 3" € L* (0, +00) tem-se
] <o)+ [ | (©)ae
+oo
< | (0)] +/0 |/ (t)] dt

< (.

Analogamente, existe uma constante Cy tal que |3 (t)| < Cy. Logo,
1) = (O] < la (O] + 8] < C1+Co = Co -
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Usando a Observacao 3.5 e a hipétese (3.3)y tem-se de (3.16) que

1 m 2 1 ! m 2 1 2 1 ! m 2
317 OF + 2 [ 1oy 0 ds < Sl + 2 [ B @l () as,

ou ainda

1 5 b1 1 s 1 [F 5
< = |Vom — |y — o™ — " d¢ | dt.
< glonl+ [Tl (3l @+ g [ e @1 ac)
Aplicando a desigualdade (2.3) , obtém-se

Lo e, LY 1 > I L[yl
31008 + g [ 6 ds < Sl (142 [ W@k as) - an)

De (3.10), (Vom)en € limitada, ou seja existe M; > 0 tal que |vgy,| < M;. Usando a
hipétese (3.3)2, tem-se

AWWWﬁSAWW®W+AWW®W=%—M@%W@K+M

De posse desses resultados e (3.17) tem-se

1, .. Tt 1
ot (t>|2+c—g/0 o (5)|”ds < M3 (14 Cye®) = 03,
Co — | (0)] — |5 (0)]

"o
termo do primeiro membro é nao negativo

para todo t > 0, onde C5 = . Assim, como o integrando do segundo

% ™ ()] + Cig/;w o ()] dt < M2. (3.18)

De (3.18) segue-se que
(V™) men € limitada em L™ (0, 4+00; L* (Q)) (3.19)
(vy")men ¢ limitada em L? (0, 400; L*()) (3.20)

o que é suficiente para afirmar-se que:
(v™) é limitada em L* (0, 4o00; Hy(Q2)), (3.21)
Logo pode-se obter uma subsucessao, ainda representada por (v™),,en tal que
v™ — v fracoem L*(0,T; Hy(€2)). (3.22)
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82

Como o operador Laplaciano “ 902 é um isomorfismo de H}(Q) em H~'(Q), entdao da
Y
estimativa (3.19)s obtém-se que
(U;Z)meN é limitada em L? (0, +o0; H~ (Q)) . (3.23)

Dal existe uma subsequéncia, ainda representada por (v;’;)meN tal que

v — vy, fraco em L*(0,T; H (). (3.24)

vy
Finalmente, utilizando a equacao aproximada

1
vt = —av, — —v"" + —v
v v

e as estimativas (3.19) e (3.20) conclui-se que

m
yy’

('U:n)meN ¢é limitada em L2 (07 +OO7 H—l (Q)) ’

1
pois o termo —av™ — —v™v™ pertence a L?(Q) haja vista que H () estd imerso con-
y y 0
tinuamente em L*°(£2), o que nos permite tomar uma subsequéncia, ainda representada

por (v")men tal que
v — v fracoem L*(0,T; H1(Q)). (3.25)

Usando as estimativas acima mencionadas e o Teorema de Aubin-Lions (2.10), obtém-se

uma subsucessao, ainda representada por (v™),,en tal que
v™ — v forteem L*(0,T;L*()) eqs. em Q. (3.26)
Analise do termo nao linear: de (3.20) tem-se
||um||Loo(07T;Hé(Q)) = supess |uy (t)| < M. (3.27)
A seqiiencia (u™ul"), o € limitada em L (0,T; L*(Q)), pois, para todo t € [0,
fixo, tem-se pela desigualdade de Holder

[ (8) w (1)) :/0 [u (2, )| | (2, ) da

< ™ )] 12 ) 1y = N (O i (1)

Usando agora que Hj (Q) — L*(Q), existe uma constante c3 > 0 tal que

[l oo 0y < €3 H~HH5(Q) independente de ¢, donde obtém-se através de (3.20) que
™ () g (1)]* < Gl (1)]* < Mg = M. (3.28)

xT
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E assim,
[ | oo 0,720y = sup ess [u™ () wy' ()] < M. (3.29)

De (3.29), existe uma subseqiiéncia de (u™u}'), oy (que denotar-se-a da mesma forma)
que converge na topologia fraco estrela para y € L (0,T; L? (2)).

Afirma-se que x = uu,. De fato, a seqliéncia ((um)z)meN é limitada em L? (Q), pois,

T T
2 2
@y = [ [ )i = [ [ o doa
0 Q 0 Q
T 4
_ / ™ ()]

e como H} (Q) — L*(Q) tem-se
my2 |2 4 4 m 4 40 54
}(U ) ‘LZ(Q) S Cy ; |u:(: (t)| dt S C2MOT.

2

Como s — s% é continua, entdo |u™ (z,t)|* converge para |u (z,t)|* quase sempre em R.

De posse dessas informacoes, aplica-se o Lema 2.16 e conclui-se que
(u™)? — u?em L*(Q), (3.30)

bem como no sentido das distribui¢coes D’ (Q).  Neste sentido, conclui-se que
(u™?). — (u?), em D' (Q), ou seja, u™u — uu, em D' (Q). Como
L>(0,T;L*(Q)) — L?(0,T;L*(Q)) = L*(Q) C D' (Q), e pela unicidade do limite na

topologia fraco estrela, obtém-se finalmente que x = uu,, ou seja,

il = wu, em L (0,75 L% (). (3.31)

T

3.3 Convergéncia do Sistema Aproximado

As convergéncias (3.22), (3.24), (3.25), (3.26) e (3.31) sao suficientes para tomar-se
o limite no problema aproximado (3.11). Entao, multiplicando o problema (3.11) por

6(t) € L*(0,00) e integrando em t, obtem-se para ¢(y) € H} () que
| e [ty e ot
0 0
— (U v, ,go) O(t)dt — <Uyy, @) O(t)dt =0, :
0 0

v(t) 73 (t)
YV 0(t) € L2(0,00) e ¥ e H{(Q)NV™
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De (3.25), tem-se que:

/ (W ) 0 t—>/ v ) 0(0)dt, Y 6(t) € LX(0,00) e ¥ o€ HY(Q) N V™
0
(3.33)
De (3.20), tem-se que:
/0 (v ) 0 dt%/ (vy, ) O(t)dt, ¥ 0(t) € L*(0,00) e ¥V ¢ € Hy(Q) NV™
(3.34)

Da observacao 3.5,

/Ooo(a( thv,", ) 0 dt%/ a(y, t)v,, @) 0(t)dt, ¥V 0(t) € L*(0,00)

eV pe HY(Q)NV™

(3.35)

De (3.24), tem-se que:

> 1 T, 2000
[ st st — [ st s, ¢ o e 0.0

eV o€ HYQ)

Finalmente, de (3.31) pode-se escrever

vt — vy, fraco em  L*(0,T; L*(Q)) N V™, (3.37)
Logo,
<1
/ v(t)( vy, ) 0 t—>/ vvy, @) 0(t)dt, ¥ 0(t) € L*(0,00) e V ¢ € Hy(Q)
0
(3.38)

Das convergéncias (3.33) a (3.38) obtém-se fungoes v : [0,00] — R que satisfazem (3.6)
no sentido da Definigao (3.3).

3.4 Verificacao do Dado Inicial e Unicidade

A verificagao do dado inicial é feito de modo usual em virtude da regularidade da

soluc@o do problema (3.6), ou seja
v € L®(0,00; L*(Q)) N L*(0,00; Hy(Q)) e v, € L*(0,00; H 1))

A unicidade de solugao do sistema (3.6) é verificada de modo usual pelo Método da

Energia, haja vista que a dualidade (v, v) faz sentido.
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3.5 Comportamento Assintoético

Nesta secao o objetivo é mostrar que a energia do sistema (3.1) decai exponencial-
mente quando o tempo t torna-se bastante grande. Essa propriedade sera demonstrada
dentro do dominio nao cilindrico ;. Para isso, serd usada a Regra de Leibniz, i.e., para

a,B € CH0,+0) e feCQ,), entao

d [0 8) / /
). f(x t)dl’—/aw 5 @ de+ f(B(),1) 0 () = flalt),t)a (). (3.39)

Multiplicando ambos os membros de (3.1); por u (z,t) e integrando em £2; tem-se
B(t)
/ [ut (2,8) + g (2,8) +u (2, 8) uy (2, 1) — gy (2, 1) } w(z,t)dz = 0. (3.40)
a(t)
Fazendo uso de (3.39) pode-se reescrever o primeiro termo assim

(o) 1750
/ u(x,t)uy (z,t) do = [u? (z,t)] dz
(t) at

1la [P0 ) 1, ) 1, ,
=5 » \ (z,1)]| dw—§u (B(t),t) 8 (t)+§u (a(t),t)a (t).

Usando as condicoes de fronteira (3.1)s tem-se

B(t) 1d [P® ) 1d )
/Oé(t) u(z,t)u (z,t)de = 5T " lu(z,t)|" de = T [u ()72, - (3.41)

Usando novamente as condigoes de fronteira (3.1)os demais termos de (3.40) sdo modifi-

cadas como segue:

8(0) WO I L, s
/a(t) u(x,t) u, (z,t) de = 5/05@) B (W (z,t)] do = 5 U (x, t)‘a(t) =0, (3.42)
0 1 50 g
/ u? (z,t) uy (v,t) do = —/ — [’ (z,1)] dz =0, (3.43)
o(t) 3Jaw O
_/ﬁ(t)u(:c t) Upy (x,t) dr = —u(z,t) uy (2, 1) - + /ﬁ(t)qﬂ (x,t) dx
oy T e T oy (3.44)
= |u, (t)|2L2(Qt)‘
Substituindo (3.41) a (3.44) em (3.40) resulta
L )y = — b (Do (3.45)
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Dai, a energia do sistema (3.1) é naturalmente dada por

(1) =3 lu ()

De (3.45) e (3.46) vé-se que a energia E (t) é nao crescente. Usando essa propriedade,

(3.46)

mostra-se que F (t) decai exponencialmente. Antes porém, mostra-se o seguinte resul-

tado:

Lema 3.6. Se u € H} (), entio a desigualdade de Poincaré é verificada. Isto €,

2 2
[ ()220, <7 (1) e (D20, -

Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental do Calculo

e,
u(z,t) :/(t) 8—£u(£,t)d£.

T 2 T
u (o, 1) = (/ml-%u@,wdg) < (/(t)
)

Dali,

Integrando em €2; obtém-se

Teorema 3.7. Assumindo as hipdteses do Teorema 3.2 entao a energia E (t) associada
as solugoes fracas do sistema (3.1) satisfaz
——12—t
E(t) < E(0)e % para todot >0,

onde Cy € uma constante positiva definida na Observacao 3.5.

32



Demonstracao. Da Observagao 3.5 e do Lema 3.6 resulta

ou ainda

1

2 2

= |uz (D) |72, < 0 | ()] 720, -
0

De (3.45) e (3.48) tem-se

De (3.46) e (3.49) obtém-se

ou equivalentemente

2 2
u ()220, < CF T (B)] 1200 »

- < —— .
O < g )

1

—FE () <

1
—FE'(t
SE (1) +

d 2ot
— 0o F < 0.
o {e (t)} <0

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

Integrando esta tltima desigualdade a demonstragao do Teorema 3.7 esta concluida. [
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Capitulo 4

Método dos Elementos Finitos

4.1 Formulacao Variacional

O Método de Elementos Finitos néo é aplicavel diretamente ao Problema (3.6). Assim,
é necessario expressar o problema numa forma mais adequada, ou seja, a formulagao
variacional, para que seja possivel aplicar o Método de Faedo-Galerkin.

Seja D(€2) o espago das fungdes teste, infinitamente diferencidveis com suporte com-
pacto em e w € D(2). Multiplicando a primeira equagao do Problema (3.6) por w e
integrando em Q = (0, 1), obtem-se

L ow ov 1 [t ov 1 L o2

1
—wdy +/0 a(y,t)aywdy + wdy — —

= - - —wdy =0 4.1
0 ot V(t) 0 Uay V(t) 0 ayzw Y ( )

4.2 O Método de Faedo-Galerkin

Consiste em aproximar o espago da solugoes Hj(2) N H%()) por um subespago de
dimensao finita.

Denota-se por ¢;, i@ € IN, uma base de Hj(Q) e seja V™ = [p1, P2, ..., o] um
subespago de H}(Q) formado pelos m primeiros vetores base do espago H}(Q2) N H*(Q).
Agora, buscamos uma solugao aproximada v™(y,t) € V™ do Problema (3.6) no subespago
vm,
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4.3 Problema Aproximado

Aproxima-se o Problema (3.6) pelo problema de determinar, no espago das solugoes

V™ uma funcao v™ = v™(y, t), tal que

(v, w) + (aly, t)vy', w) + %(vmv?’f, w) — 721(15) (vgy,w) =0 em Q,
v (y,0) = vg (y) em = (0, 1), (4.2)
v (0,t) =v™(1,t) = 0 para todo t > 0,

para todo w € V™. A formulagao variacional em V" é dada por:

1 1 1
o™ o™ 1 o™
—wdy+/ a(y,t)—wdy + —/ V" ——wdy
o Ot 0 .9 Ay v(t) Jo dy
(4.3)
1 L o2ym
— wdy = 0,Yw € V™.
V() Jo  Oy?
Integrando por partes a ultima integral, obtém-se
N I S T VO o LT
o Oy’ Oy lo Jo Oy Oy o Oy Oy 7
pois w(0) = w(1) = 0. Substituindo em (4.3), tem-se
L owm ! o™ 1 Lo oo™
—wdy+/ a(y,t)——wdy + —/ " ——wdy
o Ot 0 v:1) dy v(t) Jo dy
(4.4)
1 L ow™ ow
+ ——dy =0,Yw € V™.
v (t) Jo Oy Oy
Procura-se uma solugao aproximada do problema (4.2), dado por:
VM (y,t) = Y di(t)pi(y) € V™ (4.5)
i=1
onde d;(t) sao os coeficientes a determinar. De (4.5) deduzimos:
vy t) = di(t)pi(y) (4.6)
i=1
- o 09ily)

i=1
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Substituindo (4.5),(4.6) e (4.7) no problema aproximado (4.4), obtem-se:

/0 ;dg(t)%(y)wder/O a(y,z&);di(t)ﬁgoéf)wder

% / ;dxtm(y)de@)&%’f;y)wdwVj(t) / ;di@)@gyﬁy)%czy:o

k=1
(4.8)
Tomando em particular w = ¢;(y) € V™ e substituindo em (4.8):
m 1 1 Doi(y
> [0 [ e+ aw [ a0 00+
i kel 0 0 Oy
(4.9)

1 b 0en(y) 1 Foei(y) 9eiy) ]
50 [ a0 s dy+ e [Py o

Definindo as matrizes A, B e E, tem-se:
1

A=ay= /0 ei(y)e;(y)dy

1
8 .
B =by; :/ a(y,t)%(y)soi(y) dy
1 0i(y) D, )
E:%_/ vi(y) o) 4,
0

oy Oy

Definimos, ainda, o Tensor de 3% ordem Bj;; = (goz(y)

dox(y)
or (pj>

E assim obtem-se o seguinte Sistema Nao Linear de Equagoes Diferenciais Ordinarias:

1 1
Ad'(t) + Bd(t) + —— By d*(t) + Ed(t) =0 4.10
(1) + Blt) + o Bugd?(8) + =5 1) (110)
As matrizes A, B e E sao quadradas de ordem m e d = [dy,ds,...,d,]" é o vetor

incognita.
O sistema de Equagoes Diferenciais Ordinarias a seguir sera resolvido pelo Método

das Diferencas Finitas.

l L e P4 L =
{ Ad'(®) + =5 Bug*(t) + (B + 75 E)() = 0 (4.11)
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4.4 Meétodo das Diferencas Finitas

Seja d(t) € C"1(0,T). Do Teorema de Taylor pode-se expandir a fungao d(t) da

seguinte forma:

d(t + A(t)) = d(t) + A@)d(t) + %d’f@) + %dm(w s (4.12)

Desprezando os termos de poténcia maior ou igual a 2 de A(t) em (4.12) tem-se a

seguinte aproximacao para a primeira devivada:

PG AAti —d(t) (13

A aproximagao acima é uma Diferenga Adiantada e possui erro de aproximacao de ordem

O(A)

4.4.1 Notacao

Supoe-se que d(y, t) seja uma fungao das variaveis independentes y € [0,1] et € [0, 7]
e seja a seguinte discretizacao uniforme: 0 =y <y < ... <yYm=1e0 =t <ty < .. <

t,=1T,onde h =y, 1 —y; e At =t,,1 — t,, sao denominados passos. Assim, h = ——

e At = le e cada elemento discreto pode ser obtido por: "
yi=wy+@—1h,i=1,2,..me
ta=(mn—-1At,n=1,2,... N
Denota-se a funcao d(y,t) nos pontos discretos (y;, t,) da seguinte forma:
d(ys, 1) = d(y1 Y (i— Dby o+ (0 — 1)At> — = d
Com essa notagao a diferenca adiantada (4.13) é dada por:
<d(g;t)>m ~ i(d?“ —d}) = (d"*;j;d") com erro O(At) (4.14)

Por abuso de notacao, usa-se de agora em diante o simbolo = em lugar de ~.
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4.4.2 Familia de Métodos

Aproxima-se:

d(t) = d(t,) = d", onde d™ = 0d"*t + (1 — 0)d", 0<6<1
Se

(i) @ = 0, entao obtém-se o Esquema de Euler.

1
(ii) 0 = 3 entao obtém-se o Esquema de Crank - Nicolson.

4.5 Linearizando o sistema nao linear

Sistemas nao lineares do ponto de vista numérico nao apresentam bons resultados e
sao de dificil resolugao. Objetivando solucionar esse problema, adotamos os seguintes

procedimentos possiveis:

4.5.1 Procedimento 1: Linearizando o termo v do produto vv,

Do termo nao linear pode-se fazer a seguinte linearizagao no tempo t = t,,

I N QN
B3 (i + ™) = 5Bi,(0d + 5By (0™ (4.15)
onde EZ;‘ = (Bikjd?> ¢ uma matriz de ordem m x m.
dptt —dp
Por outro lado d}(t) = M, para o tempo t = t,,.

At

Substituindo as duas aproximagoes no sistema nao linear (4.10), obtem-se

Attt — gn I 1 — APt 4 g
A [ % k B (% k B..(1) [ & k
() oo () 50 (B

1 APt 4+ qr
E k k —
10 ( 2 ) .

(4.16)
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Como a solugao é conhecida no tempo t,, os termos d" sao conhecidos e dessa forma

multiplicando a equagao por 2At obtem-se

At — At

2AdT + AtBdT + ﬁBkj(t)dZ“ + WEdZ+1 =
At — At
2Ad} — AtBd} — —= By (t)d} — ——=FEd},

Portanto tem-se o seguinte sistema linear com relacao ao vetor incégnita d:

<2A + (B + %F,@j(t) + %(t)E) At) dtt =

(24 (B4 B+ ) A o

(4.17)

4.5.2 Procedimento 2: Linearizando o termo v, do produto vv,

Considere agora, a matriz Eij (t) = (Bikjdk(t)) de ordem m X m, entao o sistema nao

linear (4.10), pode ser escrito na forma.

/ I
A1) + Blt) + 5 Bud(1) +

Do termo nao linear pode-se fazer a seguinte linearizagao no tempo t = t,,

Anl n n—+1 1An n 1An n+1

onde Bl = (Bk,-jdg) é uma matriz de ordem m x m.

1
Por outro lado d}(t) = E(d?“ —d}), para o tempo t = t,,.

Substituindo as duas aproximagoes no sistema nao linear (4.19), obtem-se
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drtt —dy dit + dy 1o a4 df
Al 22— ¢ Bl = i B;:(t) [ ——L
() () et ()

1 A+ dr
E KA 1 —
%0 ( 2 ) &

Organizando os termos, teremos:

At ~
2AdIT + AtBdT + W;Bij(t)d;fﬂ —

= 2Ad" — AtBd? — ﬁﬁij(t)dy - QN
(1) V()

ar
7A(t)

Bdr,

Edn—l—l
(4.22)

Portanto tem-se o seguinte sistema linear com relacao ao vetor incognita d:

<2A + <B + % By(t) + %(t) E) At) g

(4.23)

~ . e -—n ~ .
Observagao: Note que as matrizes Bj; e By; sao, em geral, diferentes.

4.5.3 Procedimento 3: Tornando o Tensor Simétrico

Pode-se simetrizar o termo da seguinte forma

B = %((%(ﬂf) oy @j) + (@k(y)ﬁ%;y)a Spj)) = Byij (4.24)

Note que agora
By = Buydi = Bujdy = By

De forma andloga ao procedimento 1, pode-se definir EZ;‘ = Bj;d}. Substituindo no

sistema linear, obtém-se que
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<2A + (B + %Ew(t) + %@E) At) !

(4.25)

Retonando ao sistema de equagdes diferenciais ordindrias (4.11). Ao aplicar o Método
de Elementos Finitos no espago obtem-se um sistema de equagoes diferenciais ordinarias
cuja variavel é o tempo t. Esse sistema entao sera resolvido pelo Método de Diferencas
Finitas no tempo.

Sera usado o Procedimento 2, pois o mesmo apresentou melhor resultado computa-
cional para a resolucao do sistema:

JRPN 1
WB,-jd(t) + (B +

d(0) = dy

Ad'(t) + E)d(t) =0

73(t) (4.26)

4.6 Funcao de Interpolacao

Para se trabalhar com o ajustamento e interpolacao de fungoes, a aproximacao por
polinomios é muito conveniente, uma vez que os polinomios tém varias propriedades in-
teressantes, dentre estas a de funcao analitica, que torna possivel calcular as derivadas,
de qualquer ordem, dos polinomios. Construimos polinomios por partes, pois dessa forma
sao permitidas descontinuidades das derivadas de ordem mais elevadas em alguns pon-
tos. Essa caracteristica confere as func¢oes polinomiais por partes, chamadas splines, que
possuem boas propriedades de aproximacao, convergéncia e estabilidade.

Em geral, o Spline Matematico é um polinémio de grau k£ com continuidade de
derivada de ordem k — 1 nos nés comuns entre segmentos.

A Spline Linear (k = 1) apresenta a desvantagem de ter derivada primeira descontinua
nos nds. Se usarmos Splines Quadraticas (k=2), teremos derivadas continuas até ordem
1 apenas e, portanto, a curvatura pode trocar nos nos.

Uma Spline Cubica, é uma funcao polinomial por partes, continua, onde cada parte

é um polinomio de grau 3 no intervalo [z; 1,x;],i = 2,3,...,m — 1, que tem a primeira e
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segunda derivadas continuas, o que faz com que a curva nao tenha picos e nem troque

abruptamente de curvatura nos nos.

Por esta razao, as funcoes bases ¢;(y) do subespaco V™ serdo tomadas como sendo
as Splines Cubicas ou B-splines definidas por

Para:1=1,2,....m

. 3
Y —Yi-
%> sey € [yi—2, Yi-1)
1 3y —wi-1)  3Ww—vi1)® 3(y—wyi-1)?
Z + 4h + A4h2 - e ) sey € [yi—la yl]
=21 31—y  3Wir—vy)? 31—y
Bi(y) 1 + ( th ) + ( thz ) - ( tllh?’ ) ) se Y € [Yi, Yir)
3
Yito — Y
%7 sey € [Yit1, Yito]
L 0 se y & [Yi-2, Yiva]
e
(3 Y —Yi- 2
%7 sey € [Yi—2, Vi1
3 3W—wi-1) 9y —vi1)?
4h + 2h2 4h3 ’ sey € [yl—lvyl]
0B; 2
“(y) = 3 3Wir1—v) | YWit1 —v)
dy () “an ;hQ + —:th . sey € [Yi, Yir]
3(Yirz — y)?
_(227}13)7 se Y € [Yir1, Yiya)
0 sey ¢ [yi-2 Yiro]

\

onde ¢é assumindo que os pontos sao igualmente espagados, isto é, h = x;4.1 — x;,
x1=0ex, =1 i=1,2 .. m. Pode-se mostrar que B;(y) de fato é uma base para os
splines cubicos, ou seja, toda spline cibica pode ser escrita como combinagao linear das
B-splines.

Note que para as fungoes By, B1, By, € By,11, precisamos introduzir os pontos nodais
auxiliares: y_o, Y_1, Yo, Ymi1, Ymi2 € Ymss que dependem dos valores de fronteira. Con-

sideremos o intervalo = (0,1) com y; = 0 e y,,, = 1 e os valores de fronteira nulos.
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=

i1
i1

NI

Yi—2 Yi-1 Yi—1 Yi Yi Yi+1 Yi+1 Yi+2

Figure 4.1: Funcao base local: spline ctibico

As funcgoes Bs, ..., B,,_» se anulam nas fronteiras de cada intervalo que as define, mas as

funcoes B, Bs, B,,_1 e B,, nao satisfazem. Com esse objetivo considere:

©1(y) = Bi(y) — 4Bo(y), w2(y) = Ba(y) — Bo(y) (4.27)

1
Temos que B;(y;)) = 1 e Bi(yi—1) = Bi(yiz1) = T entao é facil de verificar que
©1(0) = 2(0) = @r_1(1) = @m(1l) = 0 e portanto satisfazem os valores de fronteira.

4.6.1 Calculo das Matrizes

Calcularemos as matrizes A, B e E e o Tensor de 3* Ordem Bj;;, usando as fungoes
base, splines ctibicas, ja definidas. Desde que ¢;¢; = 0 para |i — j| < 3, cada matriz do
sistema é uma matriz heptagonal e portanto somente os elementos a;;, com |i — j| < 3

nao sao necessariamente nulos.

4.6.2 Calculando os elementos da Matriz A
1
A=q;;= /0 ei(y)p;(y)dy

A matriz A é simétrica, lOgO Aii+1 = Ai41,4y Aii+2 = Ai424 € Q43 = Aj43,4-
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Assim, para i # 1,2, m — 1, m, tem-se:

! 2 vitz 2
/ iy dy—/ ©i(y) dy:/ wi(y)“dy
0 0 Yi—2

2 Yi 2 yi+1 2 yi+2 2
/ y)dy + / oi(y)2dy + / pily)2dy + / oily)2dy
Yi—1 Yi Yit+1
L
112

207h N 207h N h  151h
560 560 112k 140

Para o elemento a; ;41 (1 # 1,2,m — 1, m), tem-se:

Yi+2

1
@iyl = iyl 2/ %(y)%+1(y)dy=/ ©i(Y)pir1(y)dy
0 Yi—1

Yi+1

ey [ ooy

Yi+1

= / " ei(Y)pit1(y)dy +

1
Yi—1 Y

129k N 933h N 129h 1191k
2240 2240 2240 2240

Para o elemento a;;12, tem-se:

Yi+2

1
Qiiyo = Uit :/ @i(y)¢i+2(y)dy=/ ©i(Y)Pire(y)dy
0 Y

i

[ ety + [ ety

Yi Yi+1
_3h 3h 3k
112 112 56

Para o elemento a; 43, tem-se:

1 Yi+2
Qj 543 = Qj43, :/ SDi(?/)SDHS(y)d?/:/ Spi(?/)SDHS(y)dy
0

Yi+1
h

Yi4+-2
= i i dy = 55~
/y N ©i(y)pirs(y)dy 5240
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Os elementos da matriz A préximos das fronteiras y = 0 e y = 1 sao calculados da

seguinte forma:

Para o elemento a1, tem-se:

=% T112” 110

Para o elemento a9, tem-se:

1
a1 = Q21 :/ ©1(y)p2(y)dy
0

- [T e+ [ awei

Y1 Y2

_ 23h N 129h  773h
80 2240 2240

Para o elemento a3, tem-se:

a3 = asy / <P1
0

/y e1(y)es(y)dy + / : e1(y)es(y)dy

Y2

s

b 3h_20h
40 112 560

Para o elemento asy, tem-se:

w = [ lwa(y)wz(y)d = [ ciray

Ya
=/ / 2dy+/ ©a(y) dy
Y3
L

_ 17h 297h 41h

15 560 112 40
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Para o elemento a,,—1 -1, tem-se:

1 1
Am—1,m—1 :/ SOm—l(me—l(y)dy:/ Som—l(y)2dy
0 0

Ym—2 9 Ym—1 9 Ym )
5/ wwm»@+/ vmdw@+/ om (9)2dy

Ym-—3 Ym—2 Ym—1
_h N 297h N 17Th 41k
112 560 15 40

Para o elemento Gy, TEM-SE:

Ym—1 Ym
=/ wMW@+/ om(y)?dy

Ym—2 Ym—1
_h N 17h 31k
112 0 80 140

Para o elemento Gmm—1, tem-se:

1
Am,m—1 = Am—1,m :/ me(y)(pm—l(y)dy
0

= / " e (Y)Ppm—1(y)dy + / " m(Y)om-1(y)dy

Ym—2 Ym—1

_ 23h N 129h  773h
80 2240 2240

Para o elemento a,, n,—2, tem-se:

1
Am,m—2 = Am—2m :/ me(y)(pm—2(y)dy
0

_ / o (1) oma(y)dy + / . m(Y)m—2(y)dy

Ym—2 Ym—1
_ b b 29
40 0 112 560

Assim, por exemplo, A,,x.,» na forma matricial sera:
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31h  773h 29K h

140 2240 560 2240

773h 41k 1191k 3h h
2240 40 2240 56 2240
20h 1191k 151k 1191h

560 2240 140 2240 0
A= | M 3h 191 - .3 b
2240 56 2240 56 2240
h , . 151h 1191k  29h
2240 T 140 2240 560

3h 1191k 41h  773h
56 2240 140 2240
h 20h  773h  31h

i o 2240 560 2240 140 |

4.6.3 Calculando os elementos da Matriz B

Seja a(y,t) uma fun¢ao que depende de y e de t. Que-se calcular

/S aly, t)%(y)%—?(y)d%

o que computacionalmente é um tanto quanto custoso. Para resolver este problema, us-

ando o fato de que a fungao a(y, t) é continua em y € [0, 1], far-se a seguinte aproximagao

/ "l t)goi(y)fia—“‘;(y)dy ~ (1) [ 8 ¢i<y>%—f<y>dy

r+s - , -
T,t , 0 que nao provocara grandes alteracoes em seu resultado

quando o intervalo [r, s] é pequeno, ou seja s =1+ h, h < 1.

onde a,4(t) = a

Consideremos a Matriz B

1
0v.
B=by= [ ol 000i) 5 )iy

Pode-se calcular cada termo de B. Assim:
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1 Yi+2 080
bii = a ,t i / —] d
/0 (y,t)wi(y) ay (y)dy

Yi—1 90
— ) y)d 1) d
/yiz a(y,t)pi(y )dy + /y a(y, t)pil ay —(y)dy
Yi+1 8 Yit+2 a
+ / a(y, ) ouly) S0% )y + / a(y, O)oi(y) 2L (y)dy
Yi ay Yi+1 8y
1 _ 15 _ 1 _ 15

3_2ayi—27yi—1(t) + @ayiflyyi (t) - @ayi,yiﬂ(t) - 3_2ayi+1,yi+2 (t)

Para o elemento b; ;11, tem-se:

1 890‘+1 Yit2 84,02‘-4-1
b“' = /a ,t i e d :/ a ,t i —_— d
it i (Y, )pi(y) a9y (y)dy (Y, )pi(y) a9y (y)dy

41
71 _ 183 9 _
= 320ay1 2,Yi— (t) + %ayifl,yi (t) - %ay“yi‘Fl (t)

Para o elemento b;1; ;, tem-se:

1 aZ Yit+2 aZ
s = [ ey = [ aly i) G w)dy
0 Y Yi—1 Yy

_ / ’ a(y,t)som(y)%ii (y)dy + / - a(y’t)¢i+l(y)%§i oy

Yi—1 Yi

Yit+2 81
+ / a(y,t)%ﬂ(y)a—i(y)dy

Yitr1
9 _ 183 . 71 _
= ﬁayiﬂ,yiq (t) + ﬁayiflyyi (t) - %aymyiﬂ (t)

Para o elemento b; ;12, tem-se:

i

1 0 i Yit2 0 i
i = [ ol 0p 52wy = [ a0 52 )y
0 Y

Yi+1 a i Yi+2 8 i
= [t 2w+ [ o) 52 W)y

Yi
19 _ 9 _
@ayiflvyi (t) + ﬁayiyyiﬂ (t)
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Para o elemento b;19;, tem-se:

! 0p; Yit2 0p;
12, /0 Qita(y) 2y (y)dy /y ©ita(y) 2y (y)dy

B Yi4+1 8802 Yi4+2 8802
= /y ©ita(y) 2y (y)dy + / it (y) 2y (y)dy

Yit+1
9 _ 19 _
_@a%yiﬂ(t) - @ayi+1yyi+2 (t)

Para o elemento b; 13, tem-se:

1 O, e O
biirs = /’mww%@>¢+%wmw=/ a(y, )pi(y) 25 (y)dy =
0 (9y 8y

1 _
%aymyiﬂ (t)

Para o elemento b;43;, tem-se:

1 25 bz 2.
bis.s :t/awﬁwwxw!ﬁ@Myz/’ aly, Orsa(y) 2 (y) o) dy
0 oy oy

Yi+2 al
= / a(y,t)¢i+3(y)a—i(y)dy

Yi+1
1
_%ayivywrl (t)

Para o elemento by, tem-se:

b :Léawxwmm%gwmy

_ /Wawxwxm%§@My+/%awxwmw%gwmy

Y1 Y2

1 1_
3_2%1,@/2 (t) — 3_2%2,@/3 (t)

Para o elemento b5, tem-se:

bip = /0 a(y,t)wl(y)%—f(y)dy

= /y2 a(y,t)wl(y)m(y)dy+/y3 a(yi)wl(y)%—@;(y)dy

Y1 ay Y2

71 9 _
ﬁaw,yz (t) — %ayz,ys (t)
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Para o elemento by, tem-se:

b21 =

:/a

Para o elemento byy, tem-se:

by = /oa(y t)¢2(y)8

iy, o (1) —

/

320ay1 Y2 (t> +

a(y,t)pa(y

801
y)dy
y()

ey + [ a2 )00

Y2

71 _
160 ayQ Y3

(t)

©2
2 (y)dy

)%—?(y)dy + /y3 a(y, t)pa(y)——

Y2

802
ay ——(y)dy

15~ 1_
32 y2 yB(t) -

@ay&yzx (t)

Para o elemento b,,—1 ,,,—1, tem-se:

bm—l,m—l -

= [ atwthonstw)

Ym—3

+ /ym a(y, t)pm-1(y)

Ym—1

1_

a()Om—l

/ oy, omr(v)

15

Dy (y)dy

8 m— Ym—1
% 1(y)alyﬂt/ a(y, ) Pm-1(y)
y

Ym—2

a<)Om—l
o (y)dy
1.

§ay1 Y2 (t) - @aymf%ymfl (t) - 3_2aym71 Ym (t)

Para o elemento by, ,,,, tem-se:

bm,m -

= /01 a(y,t)em(y)

Opm
By (y)dy

= /ymla(y,t)som(y)agym( )dy+/ym a(y,t)wm(y)%

Ym—2

1

3_2aym72 yYm—1 (t)

Ym—1

1

- @a’ymflvym (t)
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Para o elemento by, ,,—1, tem-se:

' Dom-1
bm_1 = / a(y,t)om i d
m—1 i (Y, ) om(y) o (y)dy

_ / o a(y,t)wm(y){}(fany;_l<y)der / ) a<y’t>@m<y>a%n@;_l(y>dy

Ym—2 Ym—1

71 _ 9 _
ﬁa’ymf%ymfl (t) - %a’ymflvym(t)

Para o elemento b,,_1 ,,, tem-se:

1 agp
bm— m / a ,t m— —rn d
1, i (Y, ) om-1(y) Dy (y)dy

Ym—1 a m Ym 8 m
= [ a0 ) @yt [ al o) )iy
Ym—1

Ym—2

9 _ 71 -
—ﬁaym727ym,1(t) - ﬁa’ym—lvym(t)

4.6.4 Calculando os elementos da Matriz E

! dp; &Pj
I (4))d
Dy (y)—=—(y)dy

Note que a matriz E ¢é simétrica, ou seja, F; ; = F;;, Vi,j € N

Para o elemento e, ;, tem-se:

1 aQOi a(pi /yi+2 a(pi &pi
€ii = dy = - d
vy (y) o (y)dy Oy (y) o (y)dy

Vil Op; 0p; Vi 0w 0p;
= (y)=—(y)dy + / (y)—=—(y)dy
/y dy 7 dy sy Oy Oy

i—2 i—1

Yi4+1 84,02 8301 /yi+2 84,02 8301
+ e dy + d
/y oy (y) 2 (y)dy Oy (y) o (y)dy

9 +51+51+ 9 3
80h 80k  80h  80h  2h

51



Para o elemento e; ;11, tem-se:

YOpi . Opin /yi+2 0p; , | Opit1
€ Ji+1 € +1, 0 8y (y) ay (y) y i 8y (y> ay (y) y

V0w, O0pig Y 0pi | Opig
= (y) (y)dy + / (y) (y)dy
/y, . Oy oy vi oy dy

Y2 Op; ,  Opivt 21 87 219
+ /y By W =a, W= 1501 ~ Teon T Toon — 32h

141

Para o elemento e; ;12, tem-se:

1 a ; a ; Yit2 a i a i
o= = | Sy = [ ) )y
Yi
Y Opi | Opita Yit2 0p; | Opite
+ / (y) (y)dy + / (y) (y)dy
w0y T Oy v 0y Oy
9 9 9

40h 40k 20h

Para o elemento e;;;3, tem-se:

Log:, Oy R EN
o= = | SRy = [ ) )y
Yi+1
Vit O Opits -3
= —(y) (y)dy = ——
/yi+1 oy y 160h
Para o elemento eq;, tem-se:
NN
= —(y)—(y)d
€11 . Oy (y) dy (y)dy
2 0py, | Op1 /yS dpr, | Op1
= —(y)—(y)dy + —(y)—(y)d
oy (v) o (y)dy oy (v) o (y)dy
_u 93
80h  80h  2h
Para o elemento eq,, tem-se:
! dp1 o
e1a =63 = —(y)—=—(y)d
12 21 . 9y (v) Ay (y)dy
Yz &pl &pg /y3 8801 8902
= = —(y)—(y)dy + —(y)——(y)d
Oy (y) o (y)dy Y (y) o (y)dy
21 33 69

16h ~ 80h  40h
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Para o elemento e;3, tem-se:

! &Pl &P?,
e e — e — d
N (y) o (y)dy

Y2 01, | Ops ¥ 0py, | Ops
- —— W) (y)dy + / —— ()~ (y)dy
/y1 dy 77 dy v Oy 77 0y

I U
20h 9h  8h

€13 = €31

Para o elemento ey, tem-se:

1
€29 = %—@; ) %—?(y)dy =
0
Y2 8 8 Y3 8 a
= %(y)ai;(y)dy + %(y)ﬁi;(y)dy
Y1 Y2
Y Oy oy 243 741 9 105
2N ()dy = =2 - L= 2
) oy W5, W =16, *5on "5,

Para o elemento €m—1,m—1, tem-se:

Y 00m_1,  Opm_1(y)
d
/0 Dy (v) oy

Em—1,m—1

2 0ot OPm-1(y) /y’“ Oom-1, \OPm_1(y)
/y dy ) dy y Ay ) Ay

I 0oy Opma(y) 9 TAL 243 105
* /y oy W) S0h " 16h 4k

m—3 m—2

dy " 5h

m—1

Para o elemento e,,,,, tem-se:

Com = m0) ZEM ())d
Ny (v) o (y)dy

Ym—1 agom a(pm Ym agom agom
= —(y)—=—(y)dy + / —(y)—=—(y)dy
/yw y dy ] dy

9 111 3

SOh T 80n 2

Para o elemento e, ,,—1, tem-se:
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1
OPm
Emm—1 = Em—1,m = (y)SOm—l(y)dy
o Oy

Ym—1 &Pm Ym 8S0m
= ———%y)wm_lundy—kj/ ———(Y)em-1(y)dy
/yv ay Ym—1 ay

33 21 69

m—2

S0n T 16h  4on

Assim, por exemplo, F,,y,, na forma matricial sera:

-3 69 3 3 0 0 ]
2h 40h 8k 160h B
69 41h 9 9 3
40h 40  32h  20h  160h
3.9 3 9 )
8h 32h  2h 32h
po|_ 3 9 9 93
160h  20h 32k 20h  160h
0 3 3 9 3
160k 2h  32h  8h
9 9 3 69
" 20h  32h 2k 40k
o ... 0 -5 .3 9 3
! 160k 8h 40k oh

4.6.5 Calculando os elementos da Matriz E,'j

Considere o Tensor de 3* ordem Bji,; = (@(y) &pak(y) , goj). Definimos Eij = Byjjdi(t).
v

A matriz Eij é quadrada, heptagonal e de ordem m. Definiremos seus elementos da

seguinte forma:

/gz‘i = szmdk, para 1= 1, 2, ...m

k=1

m
biiv1 = E birit1dy, parai=1,2,..m,
k=1
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Au+2 szmgdk, parai=1,2,..m,
A“Jrg Zlergdk, parat=1,2,..m ,
AZHZ sz+1kldk, parai=1,2,..m,
AZ+22 sz+2mdka parat=1,2,..me

bitsi = g biiskidr, parat=1,2,..m .

Da definicao acima pode-se calcular cada termo de LA?,]

Para o elemento b; ;, tem-se:

by = Xm: ( /0 1 %(y)aa—?(y)%(y)dy) dp = ( /0 1 %(y)aggg (y)go,-(y)dy) di_s
[ o222 e et ([ w0222 wamay) i
/0 1 w(y)ag—gl(y)%(y)dy) dip1 + ( /0 1 wz(y)a§;+2 (y)%(y)dy) divs

/0 %(y)ag;‘q’ (y)%(y)dy> diys

1 81 5947 5947 81 1

= Trara®i-3 7 775n%i-2 — gann%i- i —-d;
537677 T 1120772 T 89607 T 3960 " T 1120%*2 T 5376

dz+3

parai = {4,5,...,m — 3}

Para o elemento b; ;;, tem-se:
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bi,i-l—l =

dy

)
]z
VRS
o\
5
S
Q
S
S
AS
*
S
QU
<
N———
IS
>
I
VRS
O\H
5

0p,;_
(0 L 2(y)<pi+1(y)dy) di—s

/0 1 soi(y)asg;—l (y)soi+1(y)dy) diy + ( /0 1 gpi(y)%’; (y)%ﬂ(y)dy) d,

/0 1 wi(y)ag;“ (y)wm(y)dy) i1 + ( /0 1 %(y)ag;” (y)<pi+1(y)dy> divs

o4 2 5947d.+ 5947 , +ﬂ . +£d.
17920 72 17927 17920 T 17920t T 179272 T 17920

para i = {3,5,...,m — 3}

Como B;j é simétrica, b;y1; = bjit1.

Para o elemento b; ;19, tem-se:

e = 3 ([ et wentitr) do= ([ a5 wenmiy) do

I

T ( / 8% (y)pira(y )dy) d; + ( /0 1 soi(y)8§;+2 (y)soiu(y)dy) divs

! </ (9s02+3 )¢i+2(y)dy> diss

81 81 9
4, d, Ay — ——d,
4480 ~ 9220 T 2220%%2 T qugo it

parai={2,5,...,m — 3}

Como Bij é simétrica, bi+2i = bii+2-

Para o elemento b; ;13, tem-se:
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)

biis = ff(élmm%gww%am@odwz(Almm%jww%aw@)¢

! 0p; ! 0pi
([ e wpnatitn) des+ ([ o252 enatan ) ds
0 Yy 0 Y
1 a ;
b ([ e ety ) di
1 1 1 1
- '_10752di_'2560d’“L+‘2560d“*‘+'10752d“3

parai={1,2,....,m}

Como Bij é simétrica, bi+3i = bii+3

Para o elemento by, tem-se:

m

o= Y ( / 1 m(y)aa—“;’“(y)w(y)dy) g = ( / 1 w1<y>%<y>wl<y>dy) &

+ (/ a5 et ) i ([ oSt et ) d
5897 377 37

— d dy — d
2688072 T 6720 T 1792™

Para o elemento b5, tem-se:

be = 3 ([ w52ty ) = ([ B weti) b

5897 12223 1087 43

_ d
53760 ' 53760 7680 T 170920™

Como B;; ¢ simétrica, by = bya.
Para o elemento byy, tem-se:
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(] e
1 B
+ ( / @z(y)ai;(y)wz(y)dy> ds
0
B 12223d+1267 81 . L
- Y1020 11207t T 53760

26880

Para o elemento by,—1 ,,,—1, tem-se:

b1 = i ( /0 1<pm—1(y)aa—?(y)s0m—1(y)dy) dy,

Om-1(y) o (y)wm—l(y)dy) (A

gl
= < /0 1 som—l(y)a%";_g (y)wm—l(y)dy) 3
+ ( /0 1 Pm 1(y)&g’2_2 (y)wm—l(y)dy) iy
+ ( /0 1 wm—l(y)%(y)wm—l(y)dy) Ay
1

oy By 1267, 12223
5376 1T 11200 ™0 19200 ™7 26880 ™

Para o elemento b,,,,, tem-se:

[ i:( /0 1%(@/)%(@/)%(@/)@) dy

[ o222 enta) st ([ on) 22t ) o

37 37T 5897
1792736720 ™% 26880 ™!

Para o elemento by, ,,—1, tem-se:

o8



(
+ ( wm(y)a%";_Q(y)wm—l(y)dy) s
+ ( /0 1<pm( )&%’Z_l (y)wm—l(y)dy) -
([ e ey ) d

43 N 1087 , | 12223 5897
17920 ™% T 7680 ™% T 53760 ™t 53760

~

Como B;j é simétrica, by—1.m = bpmm—1.
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Capitulo 5
Simulacoes Numéricas

Alguns exemplos numéricos serao mostrados nesta se¢ao para ilustrar caracteristicas
do problema associado a Equacao de Burgers com fronteira moével. Vimos que, para re-
solver o problema (3.1), fazemos uma mudanca de varidveis de modo a termos primeira-
mente um problema cilindrico. Obtivemos assim, o problema (3.6), o qual aproxi-se por
(3.9). Logo encontrar solugao aproximada para (3.9) implica em encontrar uma solugao
aproximada para o problema (3.6).

Pode-se verificar que se a condigao inicial v(y,0) = vy = 0, a solugdo aproximada para
o problema (3.6) serd a fungao v(y,t) = 0, o que nao é interessante. Esse fato for¢a-nos a
tomar vy # 0. A justificativa para tal fato é que o sistema (4.23) se reduz, na 1? iteragao,
a

<2A + (B By - LE) At) d' =0, (5.1)
v V(1)

que é um sistema do tipo Kd' = 0, sendo K uma matriz nao singular. Isso implica
em d' = 0, e conseqiientemente as demais solucoes d”™! com n > 1 também serao nulas.

A forca externa aplicada é, em nosso caso, nula. Mas, para efeito de constatar que
a solucao aproximada esta sendo obtida corretamente, fa-ze exemplos numéricos onde a

forga é nao nula. Por isso é considerado o problema

1 1
Uy (y7 t) +a (y7 t) Uy (y7 t) + v (t)v (y7 t) Uy (y7 t) - 72—@>Uyy <y7 t) = f<y7 t) €1 Qv

U(yv()):U()(y) emQ:(O71)7

v(0,t) =v(1,t) =0 para todo ¢t >0,
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nas mesmas condigoes de (3.6).

Para calcularmos essa forga externa f(y,t), basta substituir a solugao exata v(y,t),
que definimos a priori, e suas derivadas na equacao definida acima. Denotaremos por
vp(y, t) a solucao aproximada para v(y,t).

Apos o calculo dessas solugoes e constatar que estao proximas, retornamos ao pro-
blema (3.1), dado inicialmente, transformando o coordenada y € [0,1] em z, tal que

a(t) < x < B(t). Assim teremos uma solugao aproximada u(x,t) em dominio mével.

5.1 Exemplo 1
Consideremos a solugao exata v(y,t) para (5.2) dada por
v(y,t) =y* (t+1) (y - 1)° (5.3)

com posicao inicial da onda dado por

v(y,0) =y* (y — 1)* (5.4)
e os valores de fronteira

v(0,t) =v(1,t) = 0. (5.5)

Definiremos as fungoes fronteira «(t) e 3(t) assim:

L el =2 (5.6)

£) = —
alt) = —5 t+1

Note que, tlim alt)=—1e tlim Bt)=2= tlim v(t) = 3.
Assim,

341

v(t) = B(t) — alt) 131 ©

—(t? =2t — 2y + 2)
(t+1)(3t+1)

1 / / _
aly.0) = =5 [1- (@ 0+ )] =
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15 — /7 =

-1 ] I 1
0 b} 10 15 20

Figura 5.1: Movimento dos Extremos: «a(t) e 5(t)

-0.06
-0.07
-0.08
-0.09

0.1
-0.11

-0.12

-0.13 | | | |
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 5.2: v(0.5,¢) e a solu¢ao aproximada

A Figura (5.1) representa graficamente as fonteiras a(t) e G(t) onde pode-se verificar
que () é crescente partindo de (0) = 1 e chegando a (20) ~ 3, isto é, v(t) € [1, 3].

Por meio de um programa computacional implementado em linguagem C, pode-se
encontrar uma solugao aproximada vy(y,t), de acordo com os dados que fornecemos:
solugao exata, condi¢ao inicial, etc. Pode-se fazer a transformacao x = y v(t) + «a(t)

passando a ter a solugdo aproximada vy (z,t) em dominio nao-cilindrico.
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A Figura (5.2) representa as solucoes exata e aproximada no ponto z = 0.5, para

At = 0.005, h = 0.01 e t € [0,1]. Assim, tem-se que a solu¢ao aproximada estd bem

préxima da solucao exata conhecida, ja que o erro é

ELOO(O,T;L2(Q,5)) == 0000328,

onde Ere(o 1,20, representa o erro na norma L>(0,T; L*(€)) e é definido por

ELOO(O,T;L2(Qt)) = trrel%xl](n v(xi,tn)—vh(x,-,tn) ||L2(Qt))
B(t) 1/2
= s ([ bt )P )
tn€[0,1] alt)

paratodot=1,....men=1,...,N.

Se considerarmos o erro na Norma Euclidiana tem-se

Er = 0.000508
onde

paratodot=1,....men=1,...,N.

Com este resultado pode-se ter seguranca de que a solugao para o Problema (5.2) esta

sendo calculada corretamente, o que comprova a eficacia do método numérico empregado.

u(z,t) ——

S
coooo
oD &K S

Figura 5.3: u(x,t) solucao aproximada para (3.1)
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Considerando, agora, a forca externa nula, pode-se encontrar uma solugao aproximada
para o Problema (3.1). A figura (5.3) representa esta solugao, isto é, o movimento da
onda em um dominio com fronteira moével ao longo do tempo, onde pode-se observar o

decaimento da soluc¢ao quando o tempo t cresce.

5.1.1 Convergéncia Numérica

Analisaremos o comportamento do erro da solugao aproximada para o problema (5.2).

A tabela abaixo mostra o erro, para § = 0.5, isto é, o Método de Crank-Nicolson.

1
Fixamos o passo de tempo At = 0.01 e variamos o espacamento h, onde h = L
m —
para m = 11,21,51,101 e 1001, onde m ¢é o nimero de nés do intervalo [0, 1].

At h Er Erss(0,m;02(0))
0.01 | 0.1 | 0.008092 0.005508
0.01 | 0.05 | 0.002672 0.001853
0.01 | 0.02 | 0.001107 0.000723
0.01 | 0.01 | 0.000984 0.000631
0.01 | 0.001 | 0.000941 0.000599

Pode-se observar que o erro é inversamente proporcional ao tamanho da malha.
Verifica-se, variando o numero de elementos finitos que, para m > 1161 a solucao di-
verge. Isso mostra que aumentar o nimero de divisoes no espago, isto é, refinar a malha,
nao implicara sempre na melhora do resultado obtido, pois existe um ponto étimo, onde

o erro computacional e o erro provocado pelo método estao em equilibrio.
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0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

Figura 5.4: Solugao Aproximada u(z,t) para t= 0.1, 0.21, 0.44, 0.66, 1.0

A figura (5.4) mostra a solugao aproximada para (3.1) fixado os tempos em t =
0.1; 0.21; 0.44; 0.66 e 1.0.

5.1.2 Decaimento da Energia

Como definido anteriormente, a energia associada ao problema (3.6) é dada por

1 ) 1 B(t) )
B(t) = Llue. )2y, = / (e, ) da.
2 2 a(t)

Para verificarmos o decaimento da energia, como a forca é nula, teremos somente
a solucao aproximada que sera calculada pontualmente e portanto teremos o valor da
energia para cada tempo.

Usando o Método do Trapézio para calcular a integral da energia encontramos

1 [8®
B(t) = 5 [ lulat)Pds

®)

1
— 2[ (|u (21, t, |—|—22|u (i, tn |2—|—|u(atm,tn)|2>}

onde h =

aplicado no elemento z;,  =1,...,m e no tempo t,, n=1, ..., N.

é 0 passo no espago e u(z;, t,) é a solugdo aproximada para (3.1)
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Dessa forma, encontraremos a energia para todo tempo t,,. O gréafico abaixo representa

seu decaimento exponencial.

0.0007

0.0006

0.0005

0.0004

0.0003

0.0002

0.0001

0

0

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 5.5: Decaimento exponencial da Energia

5.2 Exemplo 2

Consideraremos a solugao exata para o problema (5.2) dada por

v(y, t) = sen(mwy)(cos(nt) + sen(wt))

com posicao inicial da onda dado por

v(y,0) = sen(my)

e os valores de fronteira

v(0,t) = v(1,t) = 0.

Definiremos as fungoes fronteira «(t) e (3(t), como

alt) = =142 Ve g(t) =1 — 27
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0.8 T .
0.6 - -7 .
04 .-~ -
02 -

Figura 5.6: Movimento dos Extremos: «a(t) e 5(t)

Note que, tlim alt)=—1e tlim Bt)=1= tlim v(t) = 2.

Assim,

1) = B1) — aft) =2 — 4el) e

o= gl o] - L

15 —— — | |
1 //// ) -
0.5 ]
0 i -
-0.5 - ]

-1 I | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
v(05,8) — Solucao Aproximada -----

Figura 5.7: v(0.5,¢) e a solu¢ao aproximada
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A figura (5.6) representa as fronteiras a(t) e 3(t), enquanto a Figura (5.7) representa
as solugbes exata e aproximada no ponto x = 0.5, com = = yy(t) + «(t), para At = 0.01,
h =0.01 et € [0,1]. Pode-se verificar que inicialmente, para ¢t = 0, o erro é percebido,
e a medida que o tempo cresce, este erro diminui fazendo com que as solugoes exata e

aproximada estejam muito proximas.

5.2.1 Convergéncia Numérica

Analisaremos o comportamento do erro da solucao aproximada. A tabela abaixo
mostra o erro, fixando o passo de tempo At = 0.01 e variando o niimero de elementos
finitos m = 11,21, 51,101 e 1001.

At h Er Ere,r;02(0))
0.01 ] 0.1 |0.077662 0.053304
0.01 | 0.05 | 0.044727 0.030929
0.01 | 0.02 | 0.041553 0.024995
0.01 | 0.01 | 0.041385 0.024881
0.01 | 0.001 | 0.041330 0.024842

Pode-se observar que o erro ¢é inversamente proporcional ao tamanho da malha, mas
ao aumentarmos significativamente o niimero de elementos finitos nao implica em termos
um resultado muito melhor .

Analisaremos agora o comportamento do erro da solugao aproximada para At = 0.001
fixo. A tabela mostra o erro, variando o nimero de elementos finitos m = 11,21,51, 101

e 1001, onde o erro é definido como anteriormente.

At h Eg Ereo0,1,02(0))
0.001 | 0.1 | 0.058671 0.018292
0.001 | 0.05 | 0.026325 0.008369
0.001 | 0.02 | 0.010411 0.004935
0.001 | 0.01 | 0.005905 0.003561
0.001 | 0.001 | 0.005171 0.002127

Pode-se observar que o erro também é inversamente proporcional ao tamanho da

malha.
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Agora, considerando a forca externa nula e a(t) < x < [(t), pode-se encontrar uma

solucao aproximada para (3.1).

u(z,t) ——

0.5
0.3
0.1
-0.1

0.6

0.5 T | | | | | T
sp SN fip—
o4l S DT
R O R
4 R AU U
025 N
e
015
01 P N
008 [ vt o s
0 | o . |

-0.5 -04 -03 -0.2 -0.1 0 0.1 02 03 04 0.5
Figura 5.9: Solucao Aproximada para t=0.01, 0.09, 0.1, 0.21

A figura (5.8) representa a solucdo aproximada u(z,t) e a figura (5.9) mostra esta
solucao para os tempos ¢t = 0.01; 0.09; 0.1 e 0.21.

O grafico abaixo mostra o decaimento exponencial da energia.
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Figura 5.10: Decaimento exponencial da Energia

5.3 Exemplo 3

Consideraremos a solugao exata dada por

v(y,t) = sen(my)cos(mt)

com posicao inicial da onda dado por

v(y,0) = sen(ry)

e os valores de fronteira

v(0,t) = v(1,t) = 0.

Definiremos também as fungoes fronteira «(t) e 5(t), como

a(t) = % cos(2mt) — % e B(t) = = — = cos(2mt)

DO W
N —
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Figura 5.11: Movimento dos Extremos: «a(t) e 5(t)

Assim,
v(t) = 6(t) — a(t) = 2 — cos(2nt) e
1 , , —1 — sen(2nt)m + 2y sen(2wt)w
aly,t) = v (1) [1 — (@M +yy (t)>] B —2 + cos(27t)

. (0.5, ¢) ——
Solucao Aproximada -----

1 | | | | -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.12: v(0.5,%) e a solugao aproximada
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A Figura (5.11) mostra o movimento das fornteiras enquanto a Figura (5.12) repre-
senta as solugoes exata e aproximada no ponto z = 0.5, no dominio mével, para At = 0.01
et € [0,1]. Pode-se perceber a proximidade entre as curvas que representam as solugoes

exata e aproximada.

5.3.1 Convergéncia Numérica

Analisaremos o comportamento do erro da solucao aproximada. A tabela abaixo
mostra o erro fixando o passo de tempo At = 0.01 e variando o ntimero de elementos
finitos m = 11,21, 51,101 e 1001.

At h Er Ereo0,1,02(00))
0.01 | 0.1 |0.043043 0.028475
0.01 | 0.05 | 0.033386 0.024484
0.01 | 0.02 | 0.029938 0.022015
0.01 | 0.01 | 0.028196 0.020755
0.01 | 0.001 | 0.026353 0.019422

Pode-se observar que o erro é inversamente proporcional ao tamanho da malha, mas
ao aumentarmos significativamente o niimero de elementos finitos nao implica em termos
um resultado muito melhor. Isso se deve aos erros computacionais que sao acumulados
durante as iteragoes juntamente com o erro do préprio método numérico.

Analisaremos agora o comportamento do erro da solugao aproximada para At = 0.001
fixo. A tabela mostra o erro, variando o nimero de elementos finitos m = 11,21,51, 101

e 1001, onde o erro esta definido como anteriormente.

At h Eg Ereo0,1,02(0))
0.001 | 0.1 | 0.027270 0.018292
0.001 | 0.05 | 0.012717 0.003869
0.001 | 0.02 | 0.006872 0.004935
0.001 | 0.01 | 0.004916 0.003561
0.001 | 0.001 | 0.002889 0.002127

Pode-se observar que o erro também é inversamente proporcional ao tamanho da

malha como anteriormente.
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Tendo como base esses resultados pode-se ter certeza de que a solugao esta sendo
calculada corretamente. Por isso passamos a considerar o problema (3.1). Fazendo a

transformagao x = y y(t) + «(t), encontramos a solucao u(x,t) representada a seguir.

u(x,t) ——

0.7
0.5
0.3
0.1
-0.1

0.4

0.35
0.3 |-
0.25
0.2 |- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
A T A -
NI .
] B A ——————— .

ol
1

Figura 5.14: Solugao Aproximada para t=0.1, 0.23, 0.48, 1.0

A figura (5.14) mostra a solu¢ao aproximada u(x, t) para os tempos ¢ = 0.1; 0.23; 0.48
e 1.0

73



O grafico abaixo mostra o decaimento exponencial da energia.
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Figura 5.13: Decaimento exponencial da Energia
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Capitulo 6

A Equacao de Burgers em Dominio

Cilindrico

Neste capitulo abordaremos o Problema associado a Equacao de Burgers, como visto

anteriormente, mas para um dominio fixo. Consideremos entao, o seguinte problema:

up (2, 1) + uy (2,t) +u(x,t) uy (2,1) — Uge (,8) =0 em Q,

u(0,t) = u(1,t) = 0 para t > 0, (6.1)

u(z,0) = uo () em Q,
onde

Q={reR0<x<1,t>0}

e o dominio ) é dado por

Q={(x,t)eR; z€Q e t>0}.

6.1 Formulacao Variacional

O Método de Elementos Finitos néo é aplicavel diretamente ao Problema (6.1). Assim,
é necessario expressar o problema numa forma mais adequada, ou seja, a formulagao
variacional, para que seja possivel aplicar o Método de Faedo-Galerkin.

Seja D(2) o espago das funcgoes teste, infinitamente diferencidveis com suporte com-
pacto em Q e w € D(£2). Multiplicando a primeira equacao do Problema (6.1) por w e

integrando em Q = (0, 1), obtem-se
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L 52y,
—d —wd. —wdx — TV de = 2
i wx—l—/ wx+/u wdx Oaxzwx 0 (6.2)

6.2 O Método de Faedo-Galerkin

Denota-se por ¢;, ¢ € IN, uma base de H(Q2) e seja V™ = [p1, 92, ..., ] um
subespago de Hj(€2) formado pelos m primeiros vetores base do espago Hj(Q) N H?(Q).
Agora, buscamos uma solugao aproximada u™(x,t) € V™ do Problema (6.1) no subespago
vm.

6.3 Problema Aproximado

Aproxima-se a Problema (6.1) pelo problema de determinar, no espago das solugoes

V™ uma funcao u™ = u™(x,t), tal que
(u;n7 w) + (U?, w) + (umu?, w) - (u?gmw) =0 em Qa

u™ (2,0) = ug' (x) em Q= (0,1), (6.3)

u™(0,t) =u™(1,t) =0 para todo t > 0,

para todo w € V™. Substituindo v = u™(z,t) em (6.2) tem-se

L oum L oum Lo oum
—wd —wd. " ——awd
Oath+ 8xwx+/0u8$wx
(6.4)
1 a2um
— dr =0,V v,
; 72 wax , VW €
Integrando por partes a ultima integral, e substituindo em (6.4), tem-se
L oum L oum Lo oum
—wd ——wd. " ——awd
Oath+ axwx+/0ua$wx
(6.5)
L ou™ ow
_ e = m
. or on r=0,YweV

Procura-se uma solu¢do aproximada do problema (6.5), dado por:
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u™(x,t) = Zdi(t)%( z)evm (6.6)

onde d;(t) sao os coeficientes a determinar.

De (6.6) deduzimos:

W (et) = 3 D) (6.7
e 0) = 3 ()20 (69

Substituindo (6.6),(6.7) e (6.8) no problema aproximado (6.5), obtem-se:

/Zd/ pi(x wd:)s+/ a% x) w4t
/Olidz’(t)%(ﬂf)idk( agpk wdz _/ &gx )(;Z,d

Tomando em particular w = p;(x) € V™ e substituindo em (6.9):

> Jate) [ e+ i) [ 22D +

ik,j=1

d;(£)dy () /0 @i(x)ﬁng(x)apj(:):)dx—di(t) /0 a%-;x) a‘f;’f)dx _

(6.10)

Definindo as matrizes A, D e E, tem-se:

A== | o)y (@)
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b 9pi(x) Dp; ()
E = 62‘]' = /; 8:1: agj’ dl‘

0
e ainda, o Tensor de 3* ordem Bj;; = (cpz(x)%(x) , gpj), tem-se:
T

Ad'(t) + Dd(t) + Bu;d*(t) — Ed(t) =0 (6.11)

O sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias a seguir, apds o processo de

linearizacao, sera resolvido pelo Método das Diferencas Finitas.

{ Ad'(t) + Bipjd*(t) + (D + E)d(t) = 0 (6.12)

6.3.1 Calculando os elementos da Matriz D

Consideremos a Matriz D

1 . Ti4-2 .
b = / o) i yde = [ @) 2 (2)da
0

i—2 8—25 Ti—1
Ti41 agpj /$i+2 agpj
+ el | @ giea

Para o elemento d;;11, tem-se:
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! 0pit1 T2 Ipis1
tin = [ et wir= [ a0 2 i

49
64

Para o elemento d;;, tem-se:

1 8 : Tit2 8 ;
dig1; = /0 @i+1($)8—z($)d$:/xz 1 <pi+1(:c)8—i(:c)dx

xX; 8 Z ZBZ+1 8 Z
- / i (@) aﬁ (z)dx + / 0ir1(7) aﬁ (z)dx

Tit2 &Pi

+ / i ()22 () do
it ox

9

320

Para o elemento d; ;12, tem-se:
! Dpiy2 e Dpiy2
U () 22 () = () 222 ()d
disn = [ o052 @ = [ o) 5 e

Ti+1 0 ; Ti+2 0 i
- / i) g;z (x)dx+/ wi(T) g;z (x)dx

Tit1
7

40

Para o elemento d; 2, tem-se:

1 830@ Tit2 830@
dit2; = /O Piva2(T) o ()dz = /x Piv2(T) 9 (z)dx

Para o elemento d; ;1 3, tem-se:
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i it3
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Para o elemento d;;3;, tem-se:

ox

1 a i T2 a i
dosi = [ o2 @ie = [ g0 o @)oo
0 Tit1

Tiyo .
= [ @
1
320

Para o elemento d;, tem-se:
1
0
dyn = /%(@%(m)dm
0
T2 a T3 a
- [Pt [ a@P @i

z2

= 0

Para o elemento d,, tem-se:
1
Dpa
dig = —=(x)d
2 = [ w2

- [CewPe [ aw P

133
320

Para o elemento ds;, tem-se:

in = [ o)
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Para o elemento dsyy, tem-se:

dyp = /0<P2( )850;( )dzx

T4 a
+ / 302 902 dl’
0

Para o elemento d,;,—1 m—1, tem-se:

1
Do,
ooty = / o1 () ‘pa L) da
0 €T

Para o elemento d,, ,,, tem-se:

1
0

a m Tm
:/ “”<>d+/ ()22

Para o elemento d,, ,,—1, tem-se:

! ame—l
dm,m—l - /OQOm(:w 0:)3 (LL’)dLL’

Tm—1 a — ITm
_ / o () f% 1(:)3)d:)3+/ oz

133
320
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Para o elemento d,,_1 ,,, tem-se:

1 880m
dm—l,m - A (pm—l(x)ﬁ(x)dx

Tm—1 8 m Tm a m
_ / omr(@) 2™ (2)da + / omr(@) 227 (2)da
Tm—2 Z Tm—1 ax

133
320

Assim, por exemplo, D,, ., na forma matricial sera:

B 133 13 1 7
—% —% —% 0 0
L
320 80 40 320
3ol a9 T L
80 80 64 40 320
1 7 49 7 1
D=13%0 10 o 10 320
1 49 13
0 30 O Tm w0
Y
40 64 320
13 133
0 0 320 20 320 0

6.4 Método das Diferencas Finitas

Considerando a aproximacao

d(t + At) — d(t)
At ’

o Método de Crank-Nicolson e o processo de linearizagao do termo nao linear pode-se

(6.13)

d'(t) =
escrever a E.D.O. (6.11) do seguinte modo:

(2A+ (D + By;(t) — E) At) d"*' = (2A — (D + By;(t) — E) At) d" (6.14)

83



Desde que d° é conhecido, pode-se dar inicio ao processo que calcula d',d?, ..., d".
Apés termos calculado esses valores, basta substituir cada d' em (6.6) para obtermos a

solugao aproximada do problema.

6.5 Simulacoes Numéricas para o Problema em Dominio

Cilindrico

Nesta secao estaremos encontrando uma solu¢do aproximada para o problema (6.1)
proposto. Essa solucao aproximada depende da condicao inicial e de fronteira que sao
estabelecidos para o problema.

Como a priori nao conhecemos essa solugao aproximada, precisamos de um parametro
para verificarmos que a solucao aproximada que encontramos é vélida. Para isso conside-

raremos o problema

v (2, 1) + vg (2, t) + v (2, ) v (T, 1) — Ve (2,8) = f(2,t) em Q,

v(0,t) =v(1,t) =0 para t > 0, (6.15)

v (2,0) = vy (z) em £,

nas mesmas condigoes de (6.1), onde teremos a fungao forga f(x,t) que funcionara
como esse parametro. Essa for¢a faz com que haja um equilibrio no problema, e assim
pode-se obter uma solugao aproximada e comparar com a solugao exata v(z,t) que serd
conhecida. Se o resultado for bom, tem-se certeza que o método empregado e que a

implementacao numérica aplicada estao corretos.

6.5.1 Exemplo 1

Consideremos a solucao exata para o problema (6.1) dada por
1
v(z,t) = — sen(mx) cos(mt) (6.16)
0
com posicao inicial da onda dado por

o(z,0) = = sen(rz) (6.17)

™
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e os valores de fronteira

v(0,t) =v(1,t) = 0. (6.18)

0.15

0.1

0.05

-0.05

-0.1

015 i i i i
0

Figura 6.1: v(0.5,¢) e a solu¢ao aproximada vy (z, t)

A Figura (6.1) representa as solucoes exata e aproximada no ponto z = 0.5, para
At = 0.01, h = 0.01 e t € [0,1]. Assim, tem-se que a solugdo aproximada encontrada

para o Problema (6.15) estd bem préxima da solugao exata conhecida, pois o erro é
Ere(0,m;22(0)) = 0.000101,
na norma L™ e
Er = 0.000169

na norma Euclidiana.
Com este resultado pode-se ter seguranga de que a solugao esta sendo calculada

corretamente, o que comprova a eficicia do método numérico empregado.
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Figura 6.2: Gréfico da v(y,t)

A figura (6.2) representa a fungao v(x,t), posigao da onda ao longo do tempo.

0.08
0.06 [
0.04
0.02

-0.02

Figura 6.3: Movimento da onda ao longo do tempo

Considerando, agora, a for¢a externa nula, pode-se encontrar uma solucao aproximada
para o Problema (6.1). A figura (6.3) representa esta solugao, isto é, o movimento da
onda em um dominio com fronteira fixa ao longo do tempo, onde pode-se observar o

decaimento da soluc¢ao quando o tempo t cresce.
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6.5.2 Convergéncia Numérica

Analisaremos o comportamento do erro da solucao aproximada para o problema

(6.15). A tabela abaixo mostra o erro onde fixamos o passo de tempo At = 0.01 e

para m = 11,21,51,101 e 1001, onde m é

variamos o espacamento h, onde h =

o numero de nds do intervalo [0, 1].

Y

At h Er Epeor,22()
0.01 ] 0.1 |0.001235 0.000829
0.01 | 0.05 | 0.000369 0.000257
0.01 | 0.02 | 0.000173 0.000102
0.01 | 0.01 | 0.000169 0.000101
0.01 | 0.001 | 0.000167 0.000011

Pode-se observar que o método é bastante estdavel pois a medida que refinamos a

malha, a solucao vy (z,t) se aproxima de v(z,t).

A figura (6.4) mostra a solugdo aproximada para os tempos t = 0.01;
0.48.

0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

-0.01

Figura 6.4: Solucao Aproximada para t= 0.01,0.1, 0.15, 0.48

.
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A figura a seguir mostra o decaimento exponencial da energia associada ao problema
(6.1).

| | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.5: Decaimento exponencial da Energia
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Conclusao

Os resultados numéricos obtidos usando a base B-Spline ctibica para a Equacao Nao
Linear de Burgers mostrou-se eficiente. A medida que refina-se a malha o erro é propor-

cionalmente reduzido.
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