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Resumo

Neste trabalho, estudamos um problema de contorno que modela a equacao de ondas,
na presenca de uma dissipacao localizada. Sao estabelecidos resultados de existéncia
e unicidade de solugao, e a estabilizacao da energia do sistema com taxas de decai-
mento exponencial é obtida via funcional de Lyapunov. Além disso, para a obtencao da
solucao numérica, utilizamos o Método de Elementos Finitos associado ao Método de
Diferencas Finitas. Na implementacao numérica, usamos a linguagem de programagao C

e mostramos as solugoes numéricas do problema com seus graficos.



Abstract

In this work, we study a boundary problem that model a wave equation under the
presence of a localized dissipation. We also establish results of existence and uniqueness
of solutions, and the estabilization of energy with exponential decay is obtained via
Lyapunov’s functional. In order to obtain the numerical solution, we use Finite Element’s
Method associated with Difference Finite’s method. In numerical implementation, we
use C programming language and show numerical solutions of the problem with their

graphics.
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Introducao

Nos tltimos anos, o estudo de modelos matematicos relacionados a estruturas flexiveis
sujeitas a vibracao tem sido consideravelmente estimulado pelo nimero crescente de
questoes de interesse pratico. Dentre esses modelos, podemos destacar aqueles rela-
cionados a engenharia estrutural moderna que requerem mecanismos de controle ativos
para estabilizar estruturas intrinsecamente instaveis ou que possuem um amortecimento
natural muito fraco. No presente trabalho, estamos interessados no estudo do modelo
que descreve as vibragoes transversais de uma corda finita de comprimento L, fixa nos
seus extremos e sujeita a uma forga axial. A posicao u(z,t) de um ponto x da corda,

num instante ¢, deve satisfazer

U — Uz +a(x)u, =0 , O<z<L , t>0
(%) uw(0,t) =u(L,t) =0 , t>0

u(x,0) =ug(x) , w(x,0)=u(z) , 0<z<IL,

onde a(z) > 0,Vz € [0, L]. A energia associada ao modelo é dada por

1

B =3 [ i+ (o)

e verificamos através de um céalculo direto que

iE(t) =— /L a(x)uidr;
dt 0
ou seja; que F(t) é decrescente.
Nessas condigoes, podemos dizer que () tem uma natureza dissipativa, e o termo
a(x)u; funciona como um mecanismo de controle (dissipagdo) e poderia ser forte o

suficiente para estabilizar a energia associada a (x).



O presente trabalho tem como objetivo principal tratar as seguintes questoes:

I) Existéncia e Unicidade de Solugoes
Tomando dados iniciais uy € H(0,L) e uy € L?*(0, L), utilizaremos o método de
Faedo-Galerkin para mostrar que () possui uma unica solucgao fraca; ou seja, que existe

uma Unica funcao u satisfazendo

1), 9) + (i) + (alzu ) =0, ¥ o € H(0, ) em D(0,)

u(x,0) =ug(x) , w(x,0)=u(x)
IT) Decaimento Exponencial da Energia
Mostraremos que E(t) decai exponencialmente a zero quando ¢ — oo. Este resul-
tado serd obtido via funcional de Lyapunov, ou seja, construiremos um funcional £(t)

proporcional a E(t), cuja derivada é negativa e proporcional a ele mesmo
aL(t) < E(t) < eL(t),

comc;eco >0, e

d
— < —
dtﬁ(t) < —cL(t) , ¢>0,

donde obtemos que

E(t) < BE0) ™ |, >0, c>0.

Devido ao carater introdutério dessa parte do trabalho, consideraremos a(z) > ag > 0.
IIT) Aproximagoes numéricas

Outro tema de importancia no contexto desse trabalho, estd intimamente relacionado
com as aplicagoes numéricas desses modelos.

E bem sabido que quando o modelo continuo original apresenta determinadas
propriedades assintoticas, estas podem ser perdidas ao introduzirmos discretizacao. Esse
fenémeno ja foi observado em [15] e [17], e nesse trabalho visamos a obtencdo de
esquemas discretos que preservam as propriedades do modelo continuo; ou seja; cuja
energia associada tenha decaimento exponencial e que convirja em uma topologia
adequada.

Todos os resultados tedricos como existéncia, unicidade e comportamento assintético

sao fundamentais para a implementagao de métodos numéricos.



Apresentamos a Analise Numérica do problema, utilizando o Método de
Elementos Finitos no espaco associado ao Método de Diferencas Finitas no tempo. Para
isso desenvolveremos um programa computacional utilizando a linguagem C e algumas
simulagoes numéricas sao apresentadas. Destacamos também as solugoes numéricas e

seus respectivos graficos.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados bésicos que serao
necessarios nos capitulos posteriores. Algumas demonstragoes serao omitidas por se
tratarem de resultados conhecidos, mas citamos referéncias onde tais resultados podem

ser encontrados.

1.1 Algumas Nocoes de Analise Funcional

Definigao 1.1.1 (Norma). Seja E um espago vetorial sobre o corpo IR. Uma aplicagao
I E—R

¢ dita uma norma em E se, para quaisquer u,v € E e para qualquer X € IR, as sequintes

condigoes sao satisfeitas:

i) |lull = 0;

1) a relagdo ||ul| = 0 implica u = 0;
wi) |[Aull = |A] [|ull;

w) [lu+ o] < lull +[lv]

Observacao 1.1.1. Um espaco vetorial normado é um espacgo vetorial no qual estd dada

uma norma. Sendo v € E, em todo trabalho, denotaremos por ||v||g a norma do vetor v
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do espaco vetorial . No entanto, em algumas ocasioes, para nao sobrecarregar a notagao
denotaremos simplesmente ||v|| deizando subentendido que se trata da norma do espago

vetorial ao qual consideramos que v pertence.

Defini¢ao 1.1.2 (Espago de Banach). Um espaco normado E é dito um espago de
Banach se E € um espago métrico completo relativamente a métrica (nogao de distancia)
proveniente de sua norma. Em outras palavras: toda seqiiéncia de Cauchy é convergente

com relagdo a métrica dada por: d(u,v) = ||ju — v|.

Definigao 1.1.3 (Produto Interno). Um produto interno num espago vetorial E é um

funcional bilinear simétrico e positivo em E. Mais precisamente, € uma fungao
( s )E ExFE— 1R

para qual sao vdlidas as sequintes propriedades: para quaisquer u,v,w € E e a € R,
Bilinearidade:

(u+v,w)g = (u,w)g+ (v,w)p , (au,v)g = alu,v)g,

(u,v+w)g = (u,v)g + (v,w)g , (u,av)p=a(u,v)g;
Comutatividade (Simetria): (u,w)g = (w,u)g;
Positividade: (u,u)g >0 se u #0.
Observagao 1.1.2. Analogamente ao caso da norma, as vezes podemos omitir o subindice

E da notagao ( , )g, levando em consideragao que, provavelmente, o contexto nao cause

confusao com a notagao de par ordenado.

Definigao 1.1.4 (Espago de Hilbert). Um espa¢o com produto interno V é dito um
espaco de Hilbert V., se V' é um espaco de Banach com respeito a norma proveniente de

seu produto interno; ou seja; com relagao a norma dada por: ||v||p = +/(v,v)E.

Definigao 1.1.5 (Imersao). Sejam V C H espacos de Hilbert. Ao operador linear,
imjetivo, 7 : V. — H, que a cada v € V faz corresponder tv como elemento de H,

chamamos imersao T de V em H. Quando existe k > 0, tal que
Irvlle < Ellolly, YveV,

bt



dizemos que T € uma imersao continua. Quando o fecho da imagem de conjuntos

limitados de V', por T, forem compactos dizemos que T € uma imersao compacta.

Definigao 1.1.6 (Espacgo Separavel). Um espaco normado E € dito separdvel se existe
um subconjunto enumerdvel D de E, tal que D é denso em E (isto €, para todo v € E e

para todo r >0, B(v,r)N D # (.

Notacao 1.1.1. Designaremos por E' o dual (topoldgico) de E, i.e., o espago de todas
as formas lineares continuas sobre E. Quando f € E' e x € E denotaremos (f,x) ao

invés de f(x).
Sejam £ um espaco de Banach e f € E’, designamos por Ty : £ — IR a aplicacao

dada por Ty(x) = (f, z).

Definigao 1.1.7. A topologia fraca o(E, E") sobre E é a topologia menos fina sobre E

que torna continua todas as aplicagoes (Ty)fep.

Notagao 1.1.2. Dada uma seqiiéncia x,, em E denotaremos por x, — x a convergéncia
em o(E,E"), convergéncia fraca, e por x, — x a convergéncia forte, i.e., na

norma de E.

Proposicao 1.1.1. Se x,, € uma seqiiéncia em E, entdo

i) x, ~x emo(E,E) <= (f,z,) — (f,z) ,Vf € E.

i) v, ~xemFE <z, ~xemo(E,FE)

Demonstracao: Ver [2]. |

Observacao 1.1.3. Sendo E um espaco normado, podemos definir uma imersao canonica

J da sequinte forma
J: E— E"
r— J,: B — R
fr—" (Jos Nprxer ={f,0)pxp
onde, (J., [Yprxpg denota J, € E" aplicada em f € E'. A imersao J é uma isometria,

i-e, [ Jellpr = llzlle (ver [2]).



Definigao 1.1.8 (Espago Reflexivo). Um espa¢o normado E € reflexivo quando a

imersao canonica J é sobrejetiva.

Para cada = € FE consideremos a aplicacdo T, : E’ — 1R definida por
T.(f) = (f,z),Vf € E'. Quando x percorre F obtemos uma familia de aplicagoes
(T})zep de E' em R.

Definicao 1.1.9. A topologia fraca % (lé-se: fraca estrela) denotada também por o(E', E),

¢ a topologia menos fina sobre E' que faz continuas todas as aplicagoes (T) ek

Notacao 1.1.3. Dada uma seqiiéncia f, em E', denotaremos por f, = f a convergéncia

de f, a f na topologia fraca *.

Proposicao 1.1.2. Se E é um espaco de Banach e f, uma seqiiéncia de E' entdo
i) fo > femo(E' E) < (fu,z) — (f,z) Vz€E.

i) fo— f= fu— femo(E E").

iii) f, = femo(E E") = f, > f emo(E' E).

w) fo = fema(E,E) = |fl

¢ limitado e || f|| < liminf || f,||.
v) fo > femo(E L E)ex, —xemE = (f,,2,) — (f ).
Demonstracao: Ver [2]. |

Teorema 1.1.1. Sejam E um espaco de Banach separdvel e f, uma seqiiéncia limitada

em E'. Entao eziste uma subseqiiéncia (fnr) que converge na topologia o(E', E).
Demonstragao: Ver [2]. |

Teorema 1.1.2. Sejam E um espaco de Banach reflexivo e (x,) uma seqiiéncia limitada

em E. Entdao existe uma subseqiiéncia (xnr) que converge na topologia o(E, E').

Demonstragao: Ver [2]. |



1.2 Espaco das Distribuicoes Escalares

Definicao 1.2.1. Dada uma fun¢ao continua, ¢ : 0 C R™ — R, onde ) é um aberto,
denominamos suporte de ¢ ao fecho em Q do conjunto dos pontos x, tais que ¢ (x) # 0.

Stmbolicamente,

supp () = {z € B (z) £ 0} -

Representamos por C§°(€2) o espago vetorial das fungdes continuas infinitamente

derivaveis em (), com suporte compacto em ().

1.3 Convergéncia em C{°(())

Dado © como acima, considere o espago vetorial topoldgico C3°(€2). Dizemos que
uma seqiiéncia (¢,), oy de fungdes em Cg° (€2) converge para ¢ em Cg° (£2) quando forem

satisfeitas as seguintes condigoes:

1) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K, VvreN

i) D*p, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice .

O espago vetorial C§°(€2) munido da nogao de convergéncia definida acima serd

representado por D (2) e denominado espaco das fungies testes.

Definigao 1.3.1. Denominamos distribuicao escalar sobre €2 a toda forma linear continua
com respeito a topologia de D (R2). Isto significa que T : D () — R satisfaz ds sequintes

condicoes:

i) T(ap+ ByY) = aT(p) + fT(¢), Vo,feRevVe v €D(Q);

1) T € continua, isto ¢, se uma seqiiéncia (¢, ),y converge para @ em D(Q) , entdo

T () converge para T () em R.



O conjunto das distribuigoes escalares sobre {2 é um espago vetorial real, denotado
por D'(£2), denominado espaco das distribui¢oes escalares sobre €.
Se T € D'(Q) e ¢ € D(R), denotaremos por (T, p) o valor da distribuigao T aplicado

na funcao teste .

1.4 Espagos LP({))

Definigao 1.4.1. Dado um aberto 2 do R™ denota-se por LP (Q) , 1 < p < 00, 0 espago
vetorial das (classes de) fungoes mensurdveis u : Q — R tais que |ul’ € integrdvel no

sentido de Lebesgue em €1, equipado com a norma

p
el ey = (/ u (x |pda:) .

No caso p = oo denotamos por L (€2) o espaco vetorial das (classes de) fungoes
mensuraveis a Lebesque e essencialmente limitadas em €2, isto é, existe uma constante
C > 0 tal que

lu(z)] < C quase sempre em ().

Neste espaco consideramos a seguinte norma
[ull oo () = sup ess |u(z)] Vu € L™ (Q).

O espago LP (2), 1 < p < oo, com sua respectiva norma, é um espago de Banach.
Em particular, quando p = 2, temos que L?(Q2) é um espago de Hilbert cuja norma e

produto interno serao definidos e denotados, respectivamente, por

ul = ||u||L2(Q </ |u(x)| df’f) ; € (UaU)L%Q):/ﬂu(x)U(i’f)d!’f-

Teorema 1.4.1. C§°(Q2) € denso em LP(2) , 1 < p < 0.

Teorema 1.4.2 (Interpolagao dos Espacos LP(Q2)). Sejam 1 < p < g < 0.
Seuw e LP() N LI(Q) entdo u € L™ () para todo r € (p,q). Além disso,

lullzr@) < ullfoe llullza)

1 1 1
para todo o € [0,1] tal que — = a— + (1 — a)-.
r p q



1.4.1 Espagos L (Q)

loc

Definicao 1.4.2. Sejam Q@ um aberto do R"™ e 1 < p < oo. Indicamos por L} () o

congunto das fungoes mensurdveis u : @ — R, tais que uxx € LP(QY), para todo K

compacto de ), onde Xk € a fungao caracteristica do compacto K.

Observacgao 1.4.1. L} () é chamado espago das fungdes localmente integrdveis.

Para v € L, .(Q) o funcional T =T, : D () — IR dado por

(T, 0) = (Tu, ) = / u(a)plz) d,

define uma distribuicao sobre (2.

Lema 1.4.1 (Du Bois Raymond). Seja u € L}, (Q). Entao T, = 0 se, e somente se,

loc

u =0 quase sempre em ().

Demonstracao: Ver [14]. |
Se u € L}, (Q) entdo a forma linear T, definida em D (Q) por

(T o) = / w(e)p(z)dr, VoD (Q)

¢ uma distribuicao. Além disso, T, é univocamente determinada por u. De fato, como ¢

1

1e(€2), a integral acima é finita e, portanto,

possui suporte compacto contidoem Qe wu € L
T, esta bem definida. Sendo T, linear, é suficiente mostrar que ela é continua: seja ¢,
convergente para ¢ em D (§2). Entao, Vo > 0 existe um compacto fixo K C Q e nyg € N,
tal que

n > ny = sup|e(x) — ¢, (z)| < 9.
zeK

Por outro lado, dado € > 0, para n > ngy temos que
[(Tu, ©) = (Tu )| < / u(z)| [o(2) = u(z)|dz < 6C;  C =/ |u(x)] da.
K K

. € e ~ . ;
Fixando 0 = c na ultima expressao segue que 7, ¢ continua e, consequentemente,
uma distribui¢do. Supondo T, igualmente definida por v e v € L}, (), do Lema 1.4.1

segue que u = v.

10



Observacao 1.4.2. Freqientemente, identificamos a distibuicio T, com a fungao

u € L},.. Nesse sentido temos que Li,. C D' (Q). Como LF(Q) C L}, temos que toda

loc* loc

fungao de LP(S2) define uma distribui¢ao sobre €2, isto €, toda fungao de LP(2) pode ser

vista como uma distribuicao.

1.5 Convergéncia e Derivacao em D’ ((2)

Definigao 1.5.1. A seqiiéncia de distribui¢oes escalares (T,),.y converge para a

distribuicao escalar T, isto é, T,, — T em D' (1), quando
(T,,¢) — (I'p) emR,Vp € D(Q).

Com esta nogao de convergéncia, D’ (2) é um espaco vetorial topoldgico e temos as

seguintes cadeias de imersoes continuas e densas
D(Q) — L (Q) — L. (Q) — D' (Q) para 1<p < oo.

Definigao 1.5.2 (Derivada de uma Distribuigao). A derivada de T € D' (Q2) € a

distribuicao representada por e definida em D () por
x

(2.0)=~{1.2), we@

Uma grande vantagem desta no¢ao de derivada é que uma distribui¢ao possui derivadas

ar
de todas as ordens. Representando por g (ou T™ ) a derivada n-ésima de T € D' (Q)
xn
temos
arr d™p
)= (T, 52), vpeD(©)
(Gore) = (CD(D50), VeeD(©)
ooty
Se denotarmos D°u = ————— «a = (a1,...,p), « € IN, dada uma

Ozt ....0xon”
distribuicao T em D' (Q) e dado um multi-indice « € N" podemos definir a derivada

distribucional de ordem « de T' como sendo a forma linear e continua D*T : D () — R
dada por
(DT, ¢) = ()T, D) , ¥p € D(Q).
Com esta definicdo temos que se u € C*(Q) entdao DT, = Tpay,, para todo |a| < k,
onde D*u indica a derivada classica de u. Assim, se T' € D’ (Q) entao DT € D' (1)

para todo a € IN".
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1.6 Espacos de Sobolev

1.6.1 Convergéncia em L” e no dual do L”

Dizemos que uma seqiiéncia (p,) converge para ¢ em L? (2) se |l¢, — @[ o) — 0,
para 1 < p < oco. Se p e ¢ sao indices conjugados, isto €, % —1—5 =1lcom1l < p< oo,
entdo o dual topolégico de LP (£2), que seré denotado por [LP ()], é o espaco L7 (). No
caso de 1 < p < oo 0 espacgo vetorial LP (€)) é separavel e, para 1 < p < 0o, é reflexivo.

Para demonstracao destes e outros fatos relacionados aos espagos L? (2), consulte [2].

Teorema 1.6.1. Sejam (f,), oy C LP (Q) e f € LP (), tais que

an - f”LP(Q) — 0.

Entao, existe uma subseqiiéncia (fn, ).y de (fn) que converge quase sempre para

neN
f em Q, e existe h € LP (Q), tal que |fn, (x)| < h(x), Vk € N, quase sempre em Q.

Demonstragao: Ver [2]. |

Definicao 1.6.1. Seja H um espaco de Hilbert. Chamamos base Hilbertiana de H uma

seqiiéncia de elementos (w,) de H tais que
1) |lwnlly =1 Vn, (wn,wm) =0 VYn,m, m#n;
1) O espago gerado pela (wy,), oy € denso em H.

Definicao 1.6.2. Sejam m > 0, um numero inteiro positivo e 1 < p < oo. Definimos
0 espago de Sobolev de ordem m , modelado sobre L? ()), aqui denotado por WP (),
como sendo o espago vetorial das (classes de) fungoes de LP (Q) para as quais suas
derivadas até a ordem «, no sentido das distribui¢oes, pertencem a LP ()), para todo
multi-indice o, com |a] < m. O espago W™P (Q) serd equipado com norma
sy = (3 100l ) = (3 [ 100w Pas) " 1 <0< 0
lor| <m o] <m
e quando p = oo, definimos

||uHWm°° Z | D* uHLOO(Q

|ao| <m
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Proposicao 1.6.1. Os espagos lineares W™P (Q) equipados das respectivas normas acima

sao espacos de Banach.

Demonstracao: Ver [1]. |

Observacoes:
1. O espago W™P () é um espago reflexivo se 1 < p < 0o e separavel se 1 < p < 0.

2. No caso particular em que p = 2, o espago W™? (2) é um espaco de Hilbert, que é

denotado por H™ (€2). Simbolicamente,
H™(Q)={ue L*(Q); D € L* (Q),Va,|a| < m}
cuja norma e produto interno sao dados, respectivamente, por

(0% 1/2 (0% [0
H™(Q) — ( Z 1D UHiz(Q)) e (u,v)= Z (D%, D U)Lz(ﬂ)-

laj<m laj<m

i

3. O espago H™ () com a estrutura topolégica acima, é um espago de Hilbert,

continuamente imerso em L? ().
Definicao 1.6.3. Definimos o espago WP (€2) como sendo o fecho de C§°(2) em W™P(Q).

Definicao 1.6.4. Suponhamos 1 < p < oo com p e q indices conjugados. Representamos

por W1 (Q) o dual topoldgico do espago Wy'" (Q).
Observacoes:

1. Quando p = 2, Wgn’z (Q) é denotado por H{*(£2), cujo dual é o espago denotado
por H=™ (§2).
2. Se € W™1(Q) entdo ¢ |pq) pertence a D’ ().
A caracterizacao de WP (Q) é dada por

Teorema 1.6.2. Seja T' € D' (). Entio, T € WP (Q) se, e somente se, ezistem
ga € L1(Q), tais que T = > D%g,.

laj<m

Demonstragao: Ver [1]. |
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Definigao 1.6.5. Dado 1 < p < oo, designamos por Wy *(Q) o fecho de D () em
WhP(Q). Quando p =2, denotamos HL(Q) = W,2(Q).

Observagao 1.6.1. O espaco W, (Q) € dotado da norma induzida por WHP(Q). Além

disso, Wol’p(Q) ¢ de Banach separdvel e reflexivo para 1 < p < 0o.
O préximo teorema dd uma caracterizacao as funcoes de Wy (Q).
Teorema 1.6.3. Se u € WHP(Q) entio u € Wy (Q) se, e somente se, u = 0 sobre 0.

Demonstracao: Ver [2]. |

1.7 Espagos L?(0,7T; X) e Distribuigoes Vetoriais

Sejam X um espaco de Banach real com a norma ||-||, 7" um ntmero real positivo e

X a funcao caracteristica do conjunto F.

e Uma fungao vetorial ¢ : (0,7) — X, é dita simples quando assume apenas um

numero finito de valores distintos.

e Dada uma funcdo simples ¢ : (0,7) — X com representacao canonica

k
2 (t) = Z XE;¥i;
i=1

onde E; C (0,T) é mensuravel, i = 1,2, ..., k, dois a dois disjuntos, m (FE;) < oo e

p; € X,1=1,2,..., k, definimos a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

T k
/0 o0 dt= Y m(E)

Dizemos que uma func¢do vetorial w : (0,7) — X ¢é Bochner integravel

(B -integravel) se existir uma seqiiéncia (p,) .y de funcoes simples tal que:

veN

i) ¢, —uem X, qs. em (0,7);

T
@) lim / ln () = @ ()|l dt = 0.
M—00 Jq
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Neste caso, a integral de Bochner (Ver [19]) de u é, por definigao, o vetor de X dado

por

T T
/ u (t)dt = lim v, () dt,
0

= Jo
onde o limite é considerado na norma de X.

Uma fungao vetorial u : (0,7) C R — X é fracamente mensurdvel quando a fungao
numérica t — (®, u (t)) for mensurdvel, V& € X’ onde X’ é o dual topoldgico de X. Dize-
mos que u é fortemente mensurdvel quando u for limite quase sempre de uma seqiiéncia
(¢v),en de funcdes simples. Em particular, quando u for fortemente mensurdvel, entao
a aplicac@o t — ||u (t)||y é mensuravel a Lebesgue.

Denotaremos por L? (0,7 X), 1 < p < 0o, o espago vetorial das (classes de) fungoes
u: (0,T) — X fortemente mensurdveis e tais que a fungao t — ||u (¢)||% ¢é integrdvel a

Lesbegue em (0,7), munido da norma

T 1/p
[ P——— (/ lu ()] dt) |
0

Quando p =2 e X = H é um espaco de Hilbert, o espaco L*(0,T; H) é também um

espago de Hilbert cujo produto interno é dado por

(0, 0) oo zorny = / (u(5) v (s)) ds.

Por L*(0,7; X) representaremos o espago de Banach das (classes de) fungoes
u: (0,7) C R — X que sdo fortemente mensuraveis e tais que t — |[ju (t)||y € L (0,T).
A norma em L* (0,7"; X) é definida por

||u||L°°(0,T;X) — sup ess||lu(t)]x-
te(0,T)

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entdao LP (0,7;X) é um espaco
reflexivo e separdvel (ver [16]), cujo dual topolégico se identifica ao espago de Banach
LP (0,T; X"), onde p e p’ sdo indices conjugados, isto é, % + ;z% = 1. Mais precisamente,

podemos verificar que para cada u € [L? (0,T; X)]', existe u € L? (0,T; X'), tal que

T
(u, @)(LP(O,T;X))’XLP(O,T;X) - /0 (@ (t), e (1) xrexdt.
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No caso p = 1, o dual topolégico do espago L' (0,T; X) se identifica ao espago
L>(0,7; X’). Uma demonstragao para este resultado encontramos em [6].

Para uma maior discussao sobre espagos de fungoes com valores vetoriais consulte [9].

Definicao 1.7.1. O espago das aplicagées lineares e continuas de D(0,T) em X é
denominado espago das distribuicoes vetoriais sobre (0,T) com valores em X, o qual

serd denotado por D' (0,T; X).

Definicao 1.7.2. Seja T € D' (0,T; X). A derivada de ordem n é definida como sendo

a distribui¢ao vetorial sobre (0,T), com valores em X, dada por

d"T B n d"gp ,
<%,<ﬂ>—( 1) <T7 dtn>,V<p€D(0,T).

Por C°([0,T];X), 0 < T < oo, representamos o espago de Banach das fungoes
continuas u : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme
HUHCO([QT};X) = trerf&}:ﬁ} [Ju ()]l -
Por C? ([0,T]; X) denotamos o espago das fungoes u : [0,T] — X fracamente
continuas, isto é, a aplicagdo t — (v,u (t))y x € continua em [0, 77, Vv € X".
Quando X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a

continuidade da aplicacao t — (u (t),v),, Yv € H.

1.8 Desigualdades Importantes

Desigualdade de Holder

1 1
Sejam f € LP(Q) ege L(Q) coml <p<oowe-+-=1(g=1sep= o0,
p q

eq=oosep=1). Entao, fg € L}(Q) e

/Q 19 < 1 L llgl e

Demonstracao: Ver [2]. |
Desigualdade de Young

1 1 1 1
Sea>0,b>0el<p,g<ooccom-—+—=1,entao ab < —a” + — .
p q p q
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Desigualdade de Cauchy-Schwartz para fungoes L*(1)

Sejam f: Q2 — R e g:Q— IR duas fungoes de quadrado integravel, entao

(el =| [ s < | [ |f(x)|2dxr I |g<x>|2da:]% — 1l lgl

Desigualdade de Poincaré
Seja © um aberto limitado do R™. Entao, existe uma constante C' > 0 (dependendo
de Q), tal que
[l 20y < C I Vull p2(q) para todau € Hy ().

A constante C' = C(Q2) citada na desigualdade acima é chamada de constante de
Poincaré para €). Esta desigualdade também é vélida se ) for limitado em apenas uma
direcao.

Observacoes:

1. A desigualdade de Poincaré também é vdlida se u € H*(2) e o trago de u sobre

[' = 0 anular sobre apenas uma parte de I' (ver [2]).
2. A desigualdade de Poincaré continua valida em W,™*(Q).
Conseqiiéncias da Desigualdade de Poincaré:

1. A norma de Sobolev |.|l1o em H}(Q) é equivalente & norma do gradiente
em L%*(Q). De fato, a desigualdade de Poincaré diz que existe ¢ > 0 tal que
ullpr) < ¢l Vul @) para toda u € Hj(Q2). Além disso, naturalmente, temos

que ||Vul|r2@) < l|lull o) para toda uw € H().

2. A norma de Sobolev ||.||2q é equivalente & norma do Laplaciano em L?*(§2) para
fungoes em H(Q), isto ¢, existe ¢ > 0 tal que ||ul|gz) < c||Aul|2@) para toda

Y e H} () e ainda da

u € H2(Q). Isso segue do fato de que se u € HZ(f2) entao 3
Z;

desigualdade de Poincaré.
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1.9 Outros Resultados Uteis

Considerando a seqiiéncia (w,), oy definida pelos elementos

2 UTTT
w, () = \/; sen—— (1.1)

e a seqiiéncia (), ),y definida por

A = (%)2 (1.2)

2

prl podemos
x

autovetores e autovalores, respectivamente, associados ao operador —

enunciar o teorema abaixo.
Teorema 1.9.1. Consideremos a seqiiéncia (wy),cy definida acima. Entdo
i) (wy),cy € uma base hilbertiana para L* (0, L);

w
i) | ——= ¢ uma base hilbertiana para Hy (0,L);
( V )\V) veN ’

) <1’A”—) ¢ uma base hilbertiana para H? (0, L) N H} (0, L).
v/ veN

Demonstragao: Ver [14]. |
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucoes

2.1 Existéncia de Solucoes

Usando o Método de Faedo-Galerkin, demonstraremos neste capitulo a existéncia de

solugoes fracas do problema abaixo para a equacao da onda, dado por

Uy — Uge + a(x)uy =0 O<x<L , t>0
u(0,t) =u(L,t) =0 t>0 (2.1)
U([E, O) = UQ(ZIZ') ) Ut(l’, O) = ul(x) ) O<z<L

onde

a€ L>0,L) e a=a(x)>ay>0, Vx e (0,L).

O termo dissipativo a(z)u, representa a forca axial, isto é, a for¢a que atua na dire¢ao

de um dos eixos, e faz com que a energia associada ao problema seja decrescente.

2.2 Formulacao Variacional

O Método de Elementos Finitos ndo é aplicdvel diretamente ao problema (2.1).
Assim, é necessario expressar o problema numa forma mais adequada, ou seja, a
formulagao variacional, para que seja possivel aplicar o Método de Faedo-Galerkin.

Representaremos por u(t) a fungdo que a cada x € [0, L] faz corresponder u(x,t).
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Multiplicando formalmente a primeira equacao do problema (2.1) por v e integrando

de 0 a L, obtemos, ja fazendo a integracao por partes na segunda integral,

b " Ou(t) dv(x)
/0 u'(t) v(z)dz+ o on

dm+/L a(x) ' (t)v(xr)dr =0, Yo =v(z) € Hy(0,L);
" (2.2)

ou seja;
%(u'(t), v) + ((u(t),v)) + (a(z)u'(t),v) = 0 em D'(0,T). (2.3)
A formulagao variacional do problema (2.1) consiste em trocarmos a igualdade pontual

dada pela primeira equacao de (2.1) pela igualdade variacional (2.3).

Definicao 2.2.1. Chamamos de solu¢ao fraca de (2.1) as fungdes que verificam (2.3) e
as condigoes iniciais e de solugoes fortes as que verificam a primeira equacao de (2.1) e

as condicoes 1niciais.

Observagao 2.2.1. Pela maneira como obtemos (2.3) vemos que toda solugao forte
também € fraca. Além disso, assumindo maior reqularidade para funcoes que satisfacam
(2.8) wverificamos que também satisfazem a primeira equacao de (2.1). De fato, toda

solugao fraca, sob certas condicoes, também € forte.

Teorema 2.2.1. Sejam T > 0 (arbitrdrio fivo), a € L>=(0,L) e tal que a = a(z) > 0.
Seug € H}(0,L) euy € L*(0, L), entao existe uma unica fungdo realw : [0,T] — L?(0, L)

satisfazendo
ue C°([0,T], Hy(0,L)) (2.4)
u' € C°([0,T], L*(0, L)) (2.5)
%(u'(t), v) + ((u(t),v)) + (a(2)u/(t),v) =0 emD'(0,T), Vve Hij(0,L) (2.6)
uw(0) =uy , u'(0)=1u (2.7)
onde Ly 5
(O Do = [ 5060 5o da

(u(t),v)r20,) = /Ou(:)s,t)v(x) dz.
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2.3 Método de Faedo-Galerkin

A idéia da demonstracdo consiste em projetar o problema do Teorema 2.2.1 em
subespacos de dimensao finita; ou seja; aproxima-lo por problemas analogos de dimensao
finita. Essa forma de procedimento foi introduzida por Faedo-Galerkin. Faremos a
demonstragao desse teorema em véarias etapas.

Demonstracao:
Problema Aproximado

Consideremos {w;} a base hilbertiana de Hj(0, L) introduzida no Teorema 1.9.1 e
Vi = w1, ws, ..., wp,] o subespago de H} (0, L), de dimensao m, gerado pelos m primeiros
vetores wi, Wa, ..., Wy,-

Procuramos

U (1) = Z Gim (t)w;(2) (2.8)

onde gin(t) , 1 <7 < m é uma funcao real, solugado de

(

(ur (2), wi) + ((um(t), wi)) + (a(x)u, (1), wi) = 0,

Uy (0) = Ugy — up forte em Hy (0, L) (2.9)

u! (0) = uyy, — uy forte em L2(0, L)

\

onde

sao as aproximagcoes de ug e uy, para ¢ = 1,2, ..., m, respectivamente.
Vamos mostrar que para cada m € IN fixo, existe uma fungao u,, da forma (2.8), que
satisfaz o problema (2.9). O problema se reduz a achar a fungao g, (t).

A idéia é provar que existe uma funcao u, tal que

Uy, = Zglm(t)wl(x) — u(t)
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em algum sentido, e que u seja solugao de (2.1). Entao, devemos ter

m

Z(an wz) Ww; = um = Uom = Z gzm W;
i=1
> (ur wy) wp = ), (0) = g, = Zgzm w.
i=1
Como {w;} é L. L., devemos impor que ¢;»(0) = (ug,w;) e ¢.,(0) = (u1,w;), para

1< <m.

Substituindo u,, = Zgim(t)wi(x) no problema aproximado, obtemos que (2.9) é
equivalente ao seguinte sistema de Equacgoes Diferenciais Ordindrias (EDO’s) para a
funcao g (t)

" <ig£§n(t)wi,wj> + ((igim(t)wi,wj>> (ia glm wi’wj) -0

=1

Gim(0) = (ug, w;) (2.10)

| 94(0) = (ur, )

onde j=1,2,...mei=1,2, ...m. Usando a linearidade do produto interno de L?(0, L)

em (2.10) temos que

S gl s ) + D gin (Wi, w3)) + D gl (1) 0l wy) = 0

9in(0) = (g, w) (2:11)
| 94, (0) = (g, )
para j = 1,2,..m e ¢ = 1,2,...m. Fazendo alguns calculos, obtemos que
TN 2
wi,w;)) = Mi(w;,wsi), 5 = 1,2,....m, onde \; = 2l . Reescrevendo entao, o
(( ) J)) J( ) j)’ j Y ) Y ) ] L )
problema acima, temos
( m m m
Zgz{;n(t)(wi?wj) + Zgim(t) Aj (wi, wy) + Zggm(t)(a(ﬂf)wmwj) =0
i=1 i=1 i=1
(2.12)

9im(0) = (uo, w;)

| 9im(0) = (u1, wi)
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paraj=1,2,...mei=1,2....m.
Como (w;) é base hilbertiana de L?(0, L) temos que (w;,w;) = 0, i # j e |w;|? =

logo, chamando

iy = (a(z)wi, wi) 20,1 (2.13)

temos que o sistema (2.12) é equivalente ao sistema linear

(

Thn®) + Xj gjm (D) + Y €ij gn(t) =0
i=1

gim(0) = (uo, wy) (2.14)

| im(0) = (w1, wy)
para 7 =1,2,....m.

Este é um sistema linear de EDO’s de segunda ordem com coeficientes constantes com
condigoes iniciais para as fungdes (gjm)iL; e (¢),)j;-  Pelo Teorema de
Existéncia e Unicidade para EDO'’s, esse problema tem uma tnica solugao g¢jm,

para cada j = 1,...,m, definidas em [0,%,,). Um sistema desse tipo pode ser escrito na

forma )
d"(t)+ Bd(t)+ Cd'(t) =0
d(0) = dp (2.15)
\ d'(0) =d;
onde )
A O 0
B = 0 )\2 0
0 -0 Am
C = (cy)'

d<0> = do = (Uo,wi)Lz s 1= 1,2, .., m

\ d(0)=d; = (u,wy)r2, i1 =1,2,....m
O sistema de Equagoes Diferenciais Ordinarias acima pode ser resolvido pelo Método

de Diferencas Finitas.
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Determinada a solugao do sistema (2.15), dada por
d(t) = (di(t),da(t),....dn(t)) , t>0

entao a solugao aproximada w,,(z,t) é obtida por

m

U (2,1) =Y di(t)w;(x). (2.16)

2.4 Estimativas para as Solucoes Aproximadas:

Nesta etapa da demonstracao, faremos algumas estimativas com o objetivo de
obtermos limitagoes das normas de w,, e u/,. Estas estimativas serdo usadas para
passagem ao limite no problema aproximado e para mostrar que as solugoes podem
ser estendidas a todo intervalo [0,7], T" > 0.

Nosso objetivo agora, consiste em provar que as seqiiéncias (ty, (t))men € (U, (t))men
convergem para as fungoes u e wu', respectivamente, nas condi¢oes do

Teorema 2.2.1.

. (tm(t))mew  em CO([0, TT; Hy(0, L))
Convergéncia de
(7 (1)) men em CO([0, TT; L*(0, L))

De fato, ¢ suficiente provar que (u,(t))men ¢ de Cauchy em C°([0,T]; Hy(0,L)) e
que (u),(t))men ¢ de Cauchy em C°([0,T]; L*(0, L)). Para tal, considere quaisquer dois
indices m,n € IN, supondo-se m > n.

Do problema (2.9), se m > n, fazendo a diferenga entre os problemas aproximados

para m e para n, VY w € V,,, temos

(u;;(t) o w) + ((um(t) —un(t), w)) + (a(x)u;n(t) — alz)d (b), w) —0.
Entao considerando w = u/, (t) — u/,(t) obtemos que

() =@, (®) = (@) )+ (((wnl®) = walt) () =) )+



De (2.17) temos entao

2
|+
Hg

2dtH 2£Hum t) — un(t)

v (o) ®) — alo) ) (w, ) — w0) ) dz =0,

Assim,
2

: il
2 2.dt

3 i [l =0 ‘; *

U () — un(t)

4 /OL a(e) (1) - u;(t))Q d =0,

Integrando de 0 a s, 0 < s < t,,,, temos
‘ dt +
Hy

O Ry

[ ) (0~ ) e =

5 |[e5) — )

ou seja;
2 1

o3 0 =

‘ +// ut Qe dt =0,

Portanto, trocando s por t e observando que a(z) > ag > 0

— up(8) o+

5 ot

S Hum un

0], =5 [0 o)+

I

(0) ‘Z - /0 t /0 ae) (1) - u;(t))zdxdt <

2

3 Hum“

1
+3 Hum(O) —u,

< H u,. (0) — ul (0) 2L2+§Hu

‘H&

Do problema aproximado (2.9) temos que u,,(0) = ug, € ul,(0) = uy, ¢ consequente-

mente

2
— 0.

L2 2 H}

N/ e
~

—0

2 1
FES

— up(t) . <
0

Urm — Uln Upm — Uon

3 ) = ] 4 5t

—0
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pois ug, — ug € uy, — ui, isto é, sao seqiiéncias convergentes, e toda seqiiéncia
convergente é de Cauchy.
Observe que a desigualdade acima nos garante que as solugoes do problema aproxi-

mado podem ser estendidas a todo intervalo [0, T7.

Assim,
s ([feto = 0]7) 45 s ([funtt) = o]}, ) —0
— su U —u — su Um () — Uy, — 0;
2 ogth " Rl 2 ogth H}
ou seja;
=) 0| | 45 [ 5) = a0 | 0
—||u —u = [um(t) — up —
2100 " leoqo),L20,L)) - 2 Co([0,T],HL(0,L))

Logo, u! e u, sao de Cauchy em C°([0,T],L*(0,L)) e em C°([0,T], H}(0, L)),
respectivamente.

Como C°([0,T7], L*(0, L)) e C°([0,T], H}(0, L)) sao espagos completos, toda seqiiéncia
de Cauchy é convergente.

Logo, a seqiiéncia (U, )men ¢ convergente no espago CY([0, 7], Hj(0, L)), para uma
funcgao u, isto é, uma fungao continua de [0, 7] com valores em H}(0, L), provando assim
a condicao (2.4).

De maneira anéloga, a seqiiéncia (u/, )men ¢ convergente no espago C°([0, T, L*(0, L)),
para uma funcio v, isto é, uma funcao continua de [0, 7] com valores em L*(0, L).

Temos, portanto, as convergéencias
Um — U €m CO([Ou T]7 H(%(Ou L))
u, —v em CO([0,T], L%(0, L))

e precisamos provar que v = u'. De fato:
Temos também que C°([0,77], H}(0,L)) e C°([0,T],L*(0,L)) estao imersos em
D’((O, L) x (O,T)). Portanto,

U — U em D’((O, L) x (O’T)) (2.18)
' — v em D’((O,L) X (O’T)) |
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Sendo a derivagdo uma operagao continua em D’((O, L) x (0, T)), obtemos de (2.18)
que

' — ' em D’((O, L) % (0, T)). (2.19)

Pela unicidade do limite, de (2.18) e (2.19), temos que v = v’ em D’((O, L) x (0, T)),
donde v = v’ em C°([0, T, L*(0, L)).
2.5 Passagem ao Limite

O préximo passo é demonstrar que u satisfaz (2.6).

Multiplicando (2.9) por 6 € D(0,T) e integrando em (0,7"), obtemos

/OT (u;;(t),wj)edw/:((um(t),wj))edH/OT(a(x)u;n(t),wj)edt:o. (2.20)

Fazendo a integracdo por partes na primeira integral de (2.20), temos que

/OT (u;:q(t)ij) 0dt = — /OT (u;n(t),wj) 0 dt.

Assim, (2.20) pode ser reescrito como

—/OT (u/m(t),wj) H’dt—i—/OT((um(t),wj)>9dt+/0T(a(:c)u;n(t),wj)ﬁdtzo.

(2.21)
Na seqiiéncia, devemos mostrar as convergéncias abaixo
- /OT (U;n(t)ywj) 0 dt — — /OT (u'(t),ug) 0 dt (2.22)
/OT ((um(t), wj)) odt — /OT (<u(t), wj)) 0 dt (2.93)
/OT (a(x) Uy, (1), wj) 0dt — /OT (a(x) u(t), w]) 0 dt. (2.24)

Assim, teremos

T

_/OT (u’(t),v> 9'dt+/0T <<u(t),y>> Hdt—l—/o (a(x) u’(t),v> Odt =0 (2.25)

para todo 6 € D(0,T), e v € H(0, L).
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Sendo a funcdo t — (u'(t),v), pertencente a L?(0, L), ela é derivavel no sentido de
D'(0,T). Portanto, aplicando a definicao de derivada no sentido das distribuigoes a

(2.25), obtemos

T

_/OT (w(),0) 9'dt+/0T((u(t),v))9dt+/o (alw)u(t),0) 0t =0 (226)

& J/ S

~~ ~~

<%(u'<t>,v),9> ((01.0)).6)  {(atar).0).0)

para todo ¢ € D(0,T).

Pela linearidade das distribuicoes,

<%(Ul(t),v>—i—<<U(t),v>>+(a(m)u’(t),v>,9>:0 ., V0eD,T);

ou seja;

%(u’(t),v) + ((u(t).0)) + (al@) (1), v) =0 em D(0,7).

provando assim a igualdade (2.6) do Teorema 2.2.1.

Provaremos agora (2.22), (2.23) e (2.24):

/OT (uin(t), wj) 0' dt — /OT (u'(t), wj> 0 dt —

De fato:
/OT (10 (8) — ' (8). ) H’dt‘ < /OT (&) = (8), ) ¢
< [ ot - o)

< sup
0<t<T

/OT (&) = (8),5) 0 dt' 0

dt

Mgl 19

T
/
o [ sl 19

il (£) = (1)

Sabemos que

ul — ' em C°([0,T], L*(0, L)) <= sup

0<t<T

(1) — u'(t)‘

m

o) —0 (2.27)

e, como a ultima integral nao depende de m e é limitada, temos que

/0 ' (u’m(t) — (1), wj) 0 dt

— 0, o que demonstra (2.22).
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De maneira andloga, mostraremos (2.23)

/OT<<Um(t)ij>>9dt—>/oT<<u(t),wj))9dt<:>

/OT <<Um(t) — u(t),wj)> Hdt' — 0.
De fato:

/0T<(Um(t)_u(t),wj>)9dt‘ < /0 ((unt) — u(t), ;) ) 6]

= [ (- w0)) |

/OT ’Um(t) —U(t)HHé [wjll gy 16| dt

IN

< sup
0<t<T

T
wn®) = ult) [ [ Nl e .

Sabemos que

U, — wem C°([0, T, Hy(0, L)) <= sup

0<t<T

() — u(t) } ‘HMO’L) .0 (2.28)

e, como a ultima integral nao depende de m e ¢é limitada, temos que

/OT ((wt) = )., ) 0.

Para finalizar, mostraremos (2.24)

T
/ ), wj «9dt—>/ «9dt<:>
0

/0 ' <a(1’) Wl (1) — ale) ' (F), wj) Hdt) .

— 0, 0 que demonstra (2.23).

—

Analogamente,

/:(a(l“)%(t)— edt‘ /H H w2 16 dt

< / ‘supax‘-”um ) —u/( H [|w;l| 2 |0]r dt
0 L?

T
< ’supax) sup u;%(t)—u'(t)H /||wj||Lz|9|IRdt
0<t<T L2 Jo
T
H H sup ||o (t)—u/(t)H / lw; |22 6]m dt
L o<t<T L* Jo

e o resultado segue.
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m
Se w € V,,, entao w = E ajw; e
=1

—/OT (u/(t),wj) o dt+/0

para j = 1,2, ...,m. Multiplicando (2.29) por a; e somando de j =1 até m, obtemos

— /OT (u/(t), iajwj) 0" dt + /OT ((u(t), iogug)) 6 dt + /OT (a(x) u'(t), iajwj) 0dt = 0.

Logo,

_/OT (u'(t),w) G/dt+/0 ((u(t),w))@dt—l—/oT(a(x)u’(t),w)@dtzo.

Como as combinagoes lineares finitas dos elementos de V,, sao densas em H{ (0, L),

T

((u(t),wj>>«9dt+/0T(a(m)u'(t),wj)ﬁdtzo (2.29)

T

segue que a igualdade acima ¢ valida para todo w € H{(0, L), ou seja, temos (2.25) o

que acarreta

%(u'(t),v) + ((u(t),v)) n <a(x)u'(t), v) —0, Yo e HN0,L) em D'(0,T).  (2.30)

2.6 Analise das Condicoes Iniciais

Vamos mostrar a seguir que u satisfaz as condigdes iniciais (2.7) do Teorema 2.2.1:

Da convergéncia da seqiiéncia (u,)men para u em C°([0,T], H}(0, L)) temos

ttm — w em C°([0, T, H(0, L)) <= sup Hum(t) . u(t)‘

0<t<T

H}(0,L)

donde deduzimos que Hum(t) — u(t } — 0. Em particular, para t = 0, temos

0 (0) = (o)

H(0,L)

— 0; ou seja;
H(0,L)
U, (0) — u(0) em Hy (0, L). (2.31)
Por outro lado, do problema aproximado (2.9), temos
U (0) = Ugym — ug em Hy (0, L). (2.32)

Pela unicidade do limite, resulta que u(0) = uy.
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Analogamente, da convergéncia da seqiiéncia (u,)men para v’ em C°([0, 7], L*(0, L))

temos

— 0

ul, — u' em C°([0,T], L*(0, L)) <= sup H ’
L2(0,L)

0<t<T

Y

— 0. Em particular, para t = 0, temos
L2(0,L)

donde deduzimos que Hu’m(t) —u (t)‘
‘ ol (0) — u’(O)‘

m

— 0; ou seja;
L2(0,L)

ul (0) — u/(0) em L*(0, L). (2.33)
Por outro lado, do problema aproximado (2.9), temos

ul (0) = up, — uy em L*(0, L). (2.34)

m

Pela unicidade do limite, resulta que u'(0) = u1, o que prova (2.7), finalizando assim

a demonstracao do Teorema 2.2.1. |

2.7 Unicidade

Analisamos no que segue, a unicidade da solucao. Suponhamos que existam duas
solugoes u e v. Entao, w = u — v satisfaz

%@/(t),@ + ((w®).¢)) + (aleyw'(t),0) =0, vp € HY(0, L) (2.35)

Fazendo ¢ = w’, o que é meramente formal, obtemos que

d t)|2dz < 0.
o [wore s 38 [Muopa <o

Integrando de 0 a ¢, obtemos que

L 1 L
/ ! ()2 + 5/ o (8)[2d < 0
0 0

o que implica que w = 0; ou seja; u = v.
A substituigao de p = w’ é formal porque w'(t) € L*(0, L) D HJ(0,L). A justificativa

para esse método pode ser vista em [18].
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Capitulo 3

Decaimento da Energia

Neste capitulo, demonstramos que a energia associada ao sistema (2.1) decai
exponencialmente para zero quando o tempo tende a infinito. Para tanto, utilizamos a
técnica de multiplicadores para a construcao do funcional £. Para obtermos o
decaimento exponencial utilizamos o Método de Lyapunov, que consiste em construir
um funcional £ equivalente a energia.

Em teoria, deveriamos partir do problema aproximado introduzido na secao anterior,
tomando o limite no final. No entanto, como os calculos sao parecidos, para nao carregar

13 7

a notacao, omitiremos os indices “ m 7 e a notacao de produto interno.

3.1 Técnica de Multiplicadores

A técnica utilizada consiste basicamente em multiplicar a equagao do problema (2.1)
por uma funcao adequada, de forma que através de algumas manipulagoes possamos
obter uma igualdade em que de um lado temos a derivada de um termo e, do outro, a
expressao que corresponde a esta derivada. Os termos cujas derivadas encontramos por
este método serao parte do funcional a ser construido posteriormente.

Multiplicando a primeira equagao de (2.1) por u; e integrando de 0 a L, temos que

L L L
/ Uy Uy AT — / Uy Uy AT + / a(r)u?dr = 0. (3.1)
0 0 0
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Sabendo que

L L
1d
dr =2 | w2d
/; Ut U AT 2 dt ; u; ax

L L 1d (F
/ umutdx:—/ uxuxtdz:———/ uidz,

(3.1) pode ser reescrito como

e que

1d

g 2 1d g 2 g 2
§£/0 utdx+§% i umdx—l—/o a(x)u; de = 0.

Assim,

N P - 2
St ), {u; +uiltde =— i a(z) u; dz. (3.2)

Multiplicando a primeira equagao de (2.1) por u e integrando de 0 a L, temos

L L L
/ Uy wdr — / Ugy U dT + / a(x) ugudr = 0. (3.3)
0 0 0

Mas

d d
E{UtU} = UttU‘l‘U? — Uy U = E{UtU} —'UJ?

L L
/ umudx:—/ u?cdx.
0 0

d [t L L L
), utudx—/o u?dm—i—/o uidx—i—/o a(x)upudr = 0. (3.4)

Logo, de (3.3) vem que

Assim, multiplicando (3.4) por ¢ e somando com (3.2) obtemos, observando a definigdo
de E(t) em (o)

d d L L L L L
—E(t)+—€/ utudx—E/ u?d:v—l—e/ ufcd:)sjte/ a(z)utudzz—/ a(r)u? dz,
dt dt — Jo 0 0 0 0

ou entao,

d d L L L L L
—E(t)+5—/ utuda::—/ a(:z:)ufd:v+z—:/ u?dz—s/ u?cdx—e/ a(x) u; ud.
dt dt Jo 0 0 0 0

Seja L(t) = E(t) +¢ F(t), onde F(t) = /L ugud.
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Observemos que, de acordo com os calculos feitos anteriormente, deduzimos que

d d d
SL() = ZE(t)+= 2 F()

L L L L
= —/ a(x)ufdm—l—a/ ufd:c—a/ uidw—a/ a(x)upude.
0 0 0 0

O préximo passo serda demonstrar as seguintes desigualdades:

C1 E(t) < £(t) < ¢y E(t) , C1,Cy> 0 (35)
iﬁ(t) < —cL(t) ,¢>0 (3.6)
ai-\V = €5 '

Assim, obteremos o decaimento exponencial dado por
Et)<BEW0)e® [ 3>0,c>0. (3.7)

Passo 1: Mostrar (3.5).
Vejamos

L(t) = E(t) + e F(t) = L(t) — E(t) = ¢ F(t).

Logo,
L L
‘E(t)—E(t)‘za‘F(t)‘:e‘/ utudx‘S&t/ e || dae
0 0

e pela Desigualdade de Young obtemos

L 2 2 L 2 L 2
el Jul [l [
Et—Et‘ga/ +—)dr=c¢ dr+¢ —dx.
’ ®) ®) 0 ( 2 2) 0 2 0 2

Aplicando a Desigualdade de Poincaré (onde a constante de Poincaré neste caso é

denotada ¢,) apenas na tltima integral acima, e tomando ¢ = max{1,¢,} , ¢ > 0, segue

que

L 2 2 L 2 L 2
Juel® | [ul |t |ul
L) - B <e [ (HE+50) de = d P
) ()_5/0 )i = e [ M e [
L 2 L2
< 1~6/0 %dijcpe/O %d:c
1 L
< ¢ max{l,cp}§/ {uf+ui}dm
0

- E().

IA
™
o
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Assim,

e portanto
(1—cc) - E(}) < L) < (1+ec) - Et). (3.8)

Para € > 0 suficientemente pequeno,

Vv

1—=¢c

N | —

l+eec < 2

Entao, de (3.8) e (3.9), temos que
%E(t) <(—ce)- B(t) < L(t) < (1+<c) - E(t) < 2E(t).

1 1
Logo, 5 E(t) < L(t) <2E(t), onde ¢; = gea= 2, concluindo assim, o Passo 1.

Passo 2: Mostrar (3.6).

Seja a(z) > ag > 0. Entao,

d L L L L
—L(t) = — / a(x) u? dv + 5/ ui dr — 5/ u? dx — 5/ a(z)upude. (3.10)
dt 0 0 0 0

Por outro lado,
a(z) >ay >0 = alx)u? > agu?

= —a(z)u? < —agu?
L L

— —/ a(:)s)ufdx<—/ apu? dx
0 0

L L
= —/ a(x) ul de < —aO/ u? dx.
0 0

d L L L L
—L(t) = —/ a(x)u? dr + 6/ ui dr — 5/ u? dx — 5/ a(z)upudx
0 0 0 0

L L L L
—aO/ ufd:c—i—a/ u?dm—a/ uidm+‘—€/ a(z)upudz).
0 0 0 0
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Agora, sabendo que |a(z)| < supla(z)| = |a||z~, e aplicando a Desigualdade de

Cauchy-Schwartz temos
L L
‘—8/ a(x)utudx‘ < 6/ la(x) up u| de
0 0
L
< a||ay|Lw/ g ] da
0

< ellallzoe luell 2 [Jull 22

u 2
< elallpe - Mz L. v,

Vo

Aplicando a Desiguldade de Young e, posteriormente, a Desigualdade de Poincaré na

desigualdade acima concluimos que

t w72 | ¢ llullZa
—¢e | a@)wudr] < 5||a||Loo{ L~ 5L }
’ (A ! 28 2
2 2
< e||a||Loo{ ““5!” +ed ”“””2HL2 } (3.12)

Substituindo (3.12) em (3.11), encontramos

d L L L
—L(t) < —aO/ ul dv + 5/ ui do — 5/ u? dx +
dt 0 0 0

o2 a2
20 2

L L
= —(ao—a— €||a||Loo>/ uf dr — (8—56Ha||Loo c)/ u? du.

Agora, tomamos 0 suficientemente pequeno, tal que

+ellallz~ +oellafz-c

e ||a||Loo g ) ||a||Loo 1
_oclalin= & 1— > -
2 c = 9 <~ c = 9
1
Fixado 0 < ————, tomamos ¢ satisfazendo (3.9) e
lallze - ¢
ellal|p~ _ ag
e — > 0
WTET Ty T
Logo, por (3.5)
d QAo L g L
—Lt) < —— 2dw — 2d
gt s =5 ) ude 2/0“90:'j
1 [t 1 [*
< —min{ao,a}{—/ utzd:c—l——/ uid:c}
2 Jo 2 Jo
< —cL(t)

36



onde ¢ > 0.
Para concluirmos o decaimento exponencial da energia, utilizaremos as equagoes (3.5)

e (3.6). Partindo de (3.6), e multiplicando ambos os lados por e, obtemos

d t t
it e« _p o€ )
dtﬁ(t) e < —ce”L(t)
Assim,
iﬁ(t) e +ce”L(t) <0;
dt
ou seja;

d

—{L(t)e"} <O0.

CAL) e} <
Integrando de 0 a ¢, deduzimos que

L(t) < L(0)e™ (3.13)

e por (3.5) obtemos

aB(t) <L) < LO)e " < ey E(0) e,

Logo,
C2

E(t) < BE0)e™ ﬁzc—l

ou seja, F(t) decai exponencialmente.
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Capitulo 4

Analise Numeérica

Vamos desenvolver um estudo numérico, considerando o Método de Elementos Finitos

na variavel espaco e o Método de Diferencas Finitas na varidvel tempo.

4.1 Método de Elementos Finitos

No Capitulo 2, encontramos a formulagao variacional (2.2).

Aplicando o Método de Faedo-Galerkin, aproximamos o problema (2.1) pelo problema
(2.9) no subespago V,,, = [wy, w, ..., w,,] onde w; , i = 1,2, ...,m é uma base hilbertiana
de L*(0,L).

~ 2 X : .
Os elementos da base w; sao dados por w; = 4/ T sen T Assim, temos as matrizes

A=a;;= (wi, wj>

Contudo, a matriz C' = ¢;; = (a(m)wi,wj) serd uma matriz cheia m X m em
L2(0,L)

razao do termo a(z) que, computacionalmente, causard erros de arredondamento em

= e B=b;=\ (wi,wj) — s ooy Al I

L2(0,L) L2(0,L)

virtude do ntimero de operagoes necessarias para resolver o sistema linear (2.15), que é
de ordem ¥(m?).

Dessa forma, utilizaremos uma base mais conveniente numericamente que definiremos
adiante. Essa nova base também sera formada pelos m primeiros vetores do subespago
Vi = 1, 02, ---pm) de HL(0, L).

Consequentemente, as matrizes A, B e C serao matrizes tridiagonais e o niimero de
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operagoes para a resolugao do sistema é de ordem J(m).

Substituindo u(t) por wu,,(t) na formulagao variacional (2.2), achamos

L L L
/ ul (t) vy () da —l—/ Ouam(t) 0vg(:c) dx —l—/ a(z)u,(t) vp(r)de =0, Vo, € V,,.
0 0 € € 0

Procuramos a solugao aproximada do problema (2.9) dada por (2.16). Como estamos

no subespago V;,, = [¢1, 2, ...om], entdo a solucdo aproximada é da forma

m

U (T, ) = Zdi(t)%(ff) (4.1)

i=1
onde d;(t) s@o os coeficientes a determinar.

De (4.1), deduzimos

m

(2, t) = Y di(t) pil) (4.2)

=1

= Zdé'(t) pi(). (4.3)

Substituindo (4.1), (4.2) e (4.3) no problema aproximado (2.9) observando a troca da

base w; por ¢; obtemos, Yv,, € V,,

i ( / ! (£) i () vm (z)da + /0 dl(t)%%( )a;;”( )da + /0 " a(x)d;(t)api(x)vm(:c)dx) — 0.

=1

Tomando em particular v,, = ¢; € V;, , temos

m

S ([ a0 o) exwan+ [ i) 5w G

1=1

—i—/o a(z) di(t) pi(z) p;(z) dm) =0, para j=1,...m

Logo,

Z (dg’(t) /0 ©i(x) p;(z) de + d;(t) %ﬁl (x) %(:c) dx+

i=1 0

+di(t) /0 a(z) pi(z) pj(z) d:z:) =0, para j=1,...m (4.4)
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onde

A=ay = [ e g (45)
B—@j—’(f%fx %%@ﬁm (4.6)
C=cy = [ ala) oila) gita) de (47)

Portanto, chegamos ao seguinte sistema linear de Equacoes Diferenciais Ordindrias

Ad'(t) + Cd'(t) + Bd(t) =0
d(0) = do = uo(z) (4.8)
2(0) = d = u (z)

As matrizes A, B e C sdo quadradas de ordem m e d(t) = (d1(t), ds(t), ..., dn(t)) é 0
vetor incégnita.
O sistema de Equagoes Diferenciais Ordinarias (4.8) serd resolvido pelo Método de

Diferencas Finitas.

4.2 Funcao de Interpolacao

As fungoes base @;(z) do subespaco V,, em geral sdo polindémios de grau k em cada

elemento ()., ou seja

Vi = VEQ) = {vp € V508 € Pu(Q0)}

onde vy denota a restri¢ao de vy, ao elemento €2, e Py, é o conjunto dos polinémios definidos
em ()., com grau menor ou igual a k. Ver em [4].
Nesse trabalho, vamos fixar, por sua simplicidade, o grau k = 1, isto é, teremos um

polinémio linear por partes. Assim temos

( ©x — x;_ T — T;_
$ — $ ’v:(: e I:xi_17 ':CZ]
Ti — Ti—1 hi—
Ti — Ti41 hi
0 ,\V/l' ¢ [Ii—la xi-i—l]

40



Tomando m divisdes em [0, L], definimos o passo h; = x4 — x; e x; = ih,
parai=1,...m—1, onde xg =0 e x,, = L. Neste trabalho, assumimos que os pontos
discretos do intervalo [0, L] estdo igualmente espagados, isto é, temos uma malha
uniforme de comprimento h; = h, ¢ = 1,...m. Podemos verificar que a fungao

assim definida satisfaz a propriedade de interpolagao

1, se 1=
pi(z) = (4.10)
0, se i#j
Vamos entao, definir a derivada, parai=1,....m
(1 1
T Vo€ [z, 2]
dep; ~1 ~1
0 VT & [T, Tiga]

4.3 Calculo das Matrizes

Calcularemos as matrizes A, B e C, usando as fungoes base lineares ja definidas. Desde

0p; 0, o . . .
que /goigoj =0 e 50 % =0, para |[i — j| > 2, as matrizes A e B do sistema sao
r Ox

tridiagonais simétricas e portanto é suficiente calcular os elementos a;; , a; ;1 €a;41,; da

matriz A e, de forma andloga, os mesmos elementos da matriz B.

4.3.1 Matriz A

Calcularemos agora os elementos da matriz A

L
A:a,-j:/ wi(z) pj(z)dr ,  para 1<id,j<m.
0

i—

Wl —~

41

( ))2d +/%‘+1< ( ))2d _/mi r— T 2d +/mi+1 Tiy1 — T
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Logo, para i =1,...,m.

Para o elemento ;41 , t€MOS

L Tit1 Ti+1
v = [ @) o) o= [ o) ) do= [ (
0 x; x;

h h h

2 3 6

Portanto, parai=1,....m — 1

Aii41 = Ai41,5 =

)

|

ja que A é simétrica.

Assim, por exemplo, A,,x,, na forma matricial sera

[ 2 h
— = 0 0
3 6
b2k
6 3 6
h
A= 0 = 0
6
2 b
3 6
h  2h
0 0 = —
L 6 3

4.3.2 Matriz B

Calculando os elementos da matriz B

L i

J 0 83:

ox

Assim, parai=1,...,m

L&Pi i k i
bi = /0 093@) 0x(z)dx_/0 (&r *

[T (0 ) w0
= /m1<8:)3(x)) dz+/xi <8:):x

1 2

~+
h h R
42

Tig1 — X

r — I;

h

)(

h

) as



Para o elemento b;;4; , temos

L i 0pit1 T O 0pit1
0 Oz (z) ox (z) dx _/x ozr (z) ox (z) do = -

biit1 =

S

%

Como a matriz B é simétrica, para i =1,...,m — 1, temos que

1
bi,i-l—l - bz’+1,z’ = — 7

h

Assim, por exemplo, B,,x.,, na forma matricial sera

— 2 1 —
7T 0 0
1 2 1
“h h h
1
B = 0 ~7 0
2 1
L h
1 2
| 0 O = a

4.3.3 Matriz C

Calculando os elementos da matriz C

C=c;= [ alo) pi@)py(o)te

onde

L 2
Cii :/ a(x) <<p2(x)) dzx.
0
Desde que x; = ih, podemos escrever, para i = 1,...,m
x; T — T 2 Tit1 T — i 2
Cii = / a(x) <7Z) dx +/ a(x) <7Z) dx
Ti1 Ty — Tj—1 z Ty — Ti41
ih : 2 (i+1)h , 2
—th+h —th—h
= [t () ae [T ) () a
(i—1)h h ih —h

1 [t (i+1)h
= 73 a(z) (—z +ih — h)* dx + / a(r) (—x +ih + h)? da.

(i—1)h ih

Para o elemento Cii+1 , temos
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L Tit1
- / a(z) ¢u(z) @i (x) d = / alz) ¢i(z) i(a) da
0 Z;
_ /ml+1 <$—$z+1>< T —x; )dx
Tit1 Tiy1 — T4
B /<2+1 T (it DR (z—ih\
L —h h

1 (i+1)h
= 13 a(x) (x — (i +1)h) (x —ih) dz
ih
1 (i+1)h
= a(x) (x —ith —h) (x —ih) dx
ih
1 (i+1)h
=~ a(x) (z° — 2ihx + i*h* — hx + ih?) dz.
ih

Portanto, para:=1,...,m — 1

1 (i+1)
Ciitl = Citli = ~75 / a(x) (2 — 2ihx +i*h* — ha + ih?) d.
ih

4.4 Interpolagao de a(x)

L 2 Tit1 2
Uma outra forma de calcular ¢; = / a(z) (goz(x)> dx = / a(x) <<p2(x)> dx é
0 Ti—1
através da interpolacdo de a(zr) usando a fungdo base ¢; dada por (4.9), como
interpolador. Este procedimento é adequado, quando para o calculo da integral c;; ¢é

necessario o uso de métodos numéricos. Com efeito, a fungao a(x) pode ser interpolada

pela funcao ¢, da seguinte forma
= ajpi(x) , Vo €[0,L] (4.12)
7j=1
onde a; = a(x;).
Portanto para i = 1, ..., m, obtemos

w= | (f%@)) (0:@)) " da

J=1

() o

j=i—1
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Usando a defini¢ao de ¢;(z) dada por (4.9), resulta que

Cii = Q-1 /mi+1 @i—1() (%(@)20@ +a; /Ii+1 (SOi(I))gdx +
he e (4.13)

Tit1 2
+ az‘+1/ 90i+1($)<<ﬂi(35)) dx

parai=1,...,m.

Fazendo os cdlculos das integrais, obtemos

/mi+1 pi—1(z) (‘PZ(SC))2 dx = /w wi—1(z) (‘PZ(SC))2 dr + /:Hl Pin(z) (wl(@)Z dz.

Ti—1 Tj—

Como p;_1(z) =0, Vo & [z;_9, x;] por (4.9), temos que

[ en@(p@) e = [ en@(aw) @
LG
- /(i—1>h<(i _5’31;}:}’_ ih) <;l_—((li_—11))};b) o

FREIER

1 ih
= 13 ’ 1)h(x—ih)(x— (i — 1)h)* dx
1 ih
= (x — ih)(a® — 22(i — D)h + (i — 1)°h%) dx
(i—1)h
1 )
= —33 h(z — ih)(z* — 2x(ih — h) + (i* — 2i + 1)h*) d
(i—1h
1 ih
= —33 (x —ih)(z® — 2iha + 2ha + i°h* — 2ih* + h?) da
(i—1h
1 ih

= 5 (z® — 2iha* + 2ha* + i*h*x — 2ih*x + h*z — iha®
(i—=1)h

+2i2h%x — 2ih?x — 3h% + 2i%h3 + ih3) dx

1 ik
= 3 (2° — 3iha® + 2ha® + 3i*h*x — 4ih*z + K«
(i=1)h
—i3h3 + 2¢°h% + ih3) dx = 1—h2

Logo,

/:m pi-1(x) (%(@)2 dr = /: pi1(x) (s@i(:c)>2 dr = % (4.14)
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Calculando a outra integral, temos
Tit1 3 T 3 Tit1 3
pi(z)) de = / pi(z)) dr+ / vi(z)) dx
[ (o) ar = [T (o) aes [ (o)
= /ml <7x_zi_l)3dx+/%+l <7aj_xi+l)3dm
zi1 \Ti — Ti-1 o Ty — Tjt1
ih (i 3 (i+1)h (s 3
[ e [ () @
(—1p \ih— (i =1)h ih ih —(i+1)h
; 3

ih (s 3 (i+1)h (s
_ / ([L’ (i 1)h) i +/ <:17 (i + l)h) I
(i-1)h h ih —h

S (I—(i—l)h)“]ih 1 (x—(i+1)h)4}(i+1)h
w 4 (i—1)h h? 4 o

_ k2 b

4442

Logo,

/ o (%(x))g de — g (4.15)

Ti—1

Calculando agora a ultima integral de ¢;;, temos
x;

[ e (o) @ [

Ti—1 Ti_

2

Pir1(z) (%(:)3))2 dx + /jm Vip1(x) (apz(:)s)) de.

Como ¢;1(z) =0, Vo ¢ [x;, 242 temos que

Tit1 2 Tit+1 2
[ em@(a@) dr = [ o) (al) ds
Tit1 o oy 2
)
z Tit1 — T4 LTi — Ti4+1
B /(”1)}‘ x —ih r—(i+1)h 2d
- G+rOh—ih) \ih—G+0n) ™

B /<i+1>h z—ih\ (z—(i+1)h 2d
~ h —h *

1 (i+1)h
= 3 (x —ih)(z = (i + 1)h)* do
ih
1 (i+1)h
= (x —ih)(2* = 22(i + Dh + (i + 1)*h?) dz
ih

1 (i+1)h
= / (z — ih)(2* — 2iha — 2hx + i*h* + 2ih* + h?) dw
ih
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1 (i+1)h
= (2% — 2iha® — 2ha® + i?hx + 2ih’x + hPz — iha?
ih

+  2i%h*z + 2ih?x — i3h3 — 2i2h% — ih3) dx

1 (i+1)h
= 73 (z* — 3iha® + 2ha* + 3i*h*x + 4ih®x + h’x
ih
—i3h3 — 2i?h® — ih3) dx = n
12
Logo,
Tit1 2 Ti+1 2 h
/ pini(@) (pile)) do = / pin(2)(pi(a)) do = 5. (4.16)
Substituindo (4.14), (4.15) e (4.16) em (4.13) obtemos
o hhoh
Cii = Qi1 192 a; 9 it 12

(4.17)

h
= 1 (ai—1 + 6a; + ait1)

onde a; = a(x;).
De maneira andloga, interpolando a fungao a(x) por (4.12) podemos calcular
L Tit1
Ciji+l = Cit1i = / a(z)pi(z)piti(z) dr = / a(x)pi(x)pir1(z) dr , da seguinte
0 T;

maneira

Tit1 m
con= [ (Sae) e
z; j=1

1

[

ajwj(x)) pi(x)pis1(z)dr , para i=1,..,m— 1.
j=i—1
Usando a definigao de ¢;(z) dada por (4.9), resulta que

2

Tit1 Tit1
can= a1 [ em@e@em@deta [ (p@) we)do +

(4.18)
Tit+1 2
+ ai+1/ wi(x) (ngl(x)) dr , para i=1,...m—1.
Fazendo os cdlculos das integrais, obtemos
Tit1
/ pi—1(z)pi(x)pir1(x)dr =0 pois @;1(x) =0, Vo & [v;2, x]. (4.19)

De maneira andloga a (4.16) temos que
ZTit1 2 h
/ <<Pz($€)) Piy1(r) dr = G (4.20)
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Calculando agora a ultima integral de ¢; ;41, temos

/:M wi(r) (%+1($)>2 dx

1 [G+DR
= 13 (2% — 3iha® + 3ih*x — i3h3 — ha® 4 2ih*x — i*h%) do
ih
_h
12
Logo,
Ti41 2 h
eiw) (ein(@) do =75 (4.21)
Substituindo (4.19), (4.20) e (4.21) em (4.18) obtemos, para i =1,...,m — 1
h
Ciit1 = Ciy1; = a;—1 (0) +a; 1 + aip1 ID
. h N h
Cii+1 = Cit1,i A = T Qjy1 75
X 12 12 (4.22)
= E(ai + ajt1)

onde a; = a(x;).

/xi+l
T

; (% — Ti+1
(i+1)h

A
(i+1)h

A

T —Tin

DG
<;z_—((zz:11))};) ((i +x1;hZ fi ih) d

(x— (i; 1)h) (x—hih)2dx

1 [G@+DA
= w/ (z — (i + 1)h)(z — ih)* dx
1 [@+DA
= (z —ih — h)(2? — 2ihx + i°h?) du
ih
1 [@+DA
= —33 (2° — 2iha” + i°h*x — iha® + 2%z — °°
ih

ha? + 2ih*x — i?h3) dz

Notemos que a matriz C' também é tridiagonal. Assim, no caso particular, Csy3 na

forma matricial sera

E (ai_l + 6&2' + ai+1) E(CLZ + ai—l—l) 0
C= E(ai + @it1) D (ai—1 + 6a; + ai1) E(ai + ait1)
h
i 0 E(ai + aiy1) 1 (ai—1 + 6a; + a;41) |

48



Calculadas as matrizes, resta agora determinar d = d(t) onde d = (dy,ds, ..., d,)(t)
solucao do sistema linear de Equagoes Diferenciais Ordindrias (4.8). Este sistema serd
resolvido pelo Método de Diferen(;as Finitas. Assim, encontraremos entao o valor da
solugao aproximada u,,(x,t) Zd ), visto que as fungoes base p;(z) ji sao

conhecidas.

4.5 Condicoes de Fronteira

m
Como a solugao aproximada ,,(x, t) g d;(t) pi(z) deve satisfazer a mesma condigao
1=

de fronteira da solucao exata, entao u,,(0, t) = u,(L,t) = 0. Isso significa que devemos
necessariamente tomar dy(t) = d,,,(t) = 0 Vt.

Para garantir que d;(t) = d,,(t) = 0 Vt, podemos tomar, por exemplo, as matrizes
globais A, B e C de ordem m x m com os termos de suas primeiras e ultimas linhas e

colunas, como se segue

1 0 O 0O 0 0
2h h
0?60 0 0
h 2h h
"% 3 % 0
h
A= 06 0
2h h
0 ?60
h 2h
0 0 Og?O
0 0 0 0 0 1|

Fazemos isso, de forma andloga, para as matrizes B e C.
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4.6 Meétodo de Diferencas Finitas

Seja d(t) € C™"1(0,L). Do Teorema de Taylor podemos expandir a funcao d(t) na

forma
/ At2 s Ats 1"
d(t + At) :d(t)+Atd(t)+7d (t)+?d (t)+ ... (4.23)
e de forma analoga
2 3
d(t — At) = d(t) — Atd'(t) + AQ—T d"(t) — Ag—f d"(t) + ... (4.24)

Somando os termos (4.23) e (4.24), obtemos
d(t — At) —2d(t) + d(t + At) = A d"(t) + I(AtY) (4.25)

onde ¥(At) denota todos os termos de poténcia quatro ou superior de At. Assumindo que
estes termos sao pequenos quando comparados com poténcias inferiores de At (At < 1),
entao negligenciando os termos do lado direito, temos a seguinte aproximacao para a

segunda derivada da funcao,

d'(t) ~ & (¢ + Aty — 24(t) +d(t — &) (4.26)

com o erro da aproximagao de ordem ¥(At?). A aproximacio de (4.26) é denominada
diferenca central.
Por outro lado, podemos obter uma aproximacao central para a primeira derivada da

fungao d(t), fazendo a diferenga entre os termos (4.23) e (4.24), ou seja
d(t + At) —d(t — At) = 2Atd'(t) + 9(AL?)
e dessa forma temos a seguinte aproximagcao central para a primeira derivada
1
d(t) = o (d(t+ At = d(t - Av)) 4.2
(t) = 5 (d(E+At) —d( )), (4.27)

também com erro de aproximacgao de ordem 9(At?).

4.6.1 Notacao

Suponhamos que d(z,t) seja uma fungao das varidveis independentes = € [0, L] e

t € [0,T] e seja a seguinte discretizagao uniforme: 0 = zyp < 77 < ... < x,, = L e
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O=to<ti <..<ty=T,ondeh=uwx1—x; e At =1t,,1—1t, sao denominados passos.

L

Assim h = — e At = N e cada elemento discreto pode ser obtido por
m

r; = x9 +1ih , 1=1,2,....m

th=to+nAt, n=12...,N

°)

Vamos denotar a func¢do d = d(z,t) nos pontos discretos (x;,t,) da seguinte forma
Com essa notagao a diferenga central (4.26) é dada por

O0%d(z,t 1
C%%Q'ZEMW—MMMM) (4.28)

(Diferenga central para a segunda derivada no tempo)

com erro de ordem (At?).

E a diferenga central (4.27) é dada por

<adg;, )

]' mn mn—
).gzguﬂ—dl) (4.29)

(Diferenga central para a primeira derivada no tempo)

Por abuso de notagao, usaremos de agora em diante o simbolo = em lugar de ~.

Vamos agora retornar ao sistema de Equagdes Diferenciais Ordindrias (4.8).
Ao aplicar o Método de Elementos Finitos no espaco obtemos um sistema de Equagoes
Diferenciais Ordindrias cuja variavel é o tempo t. Esse sistema entao sera resolvido pelo

Método de Diferencas Finitas no tempo.

4.6.2 Meétodo da Diferenca Central

Consideremos o sistema de equagoes diferenciais ordinarias (4.8) nos tempos discretos
t,,onde t, =tog+nAt , n=0,1,...,N.
Usando as diferengas centrais (4.28) e (4.29) no sistema de equagoes para a segunda

e a primeira derivadas, obtemos que

dn-l—l — 24" dn—l dn+1 _ dn—l
A( i )+C’ (7)+Bd":0, n=0,1,.,(N=1) (4.30)

At? 2At
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que é equivalente a (multiplicando por At? )

(A i %0) = (24— (A0?B)d" + (—A i %C) &, =01, (N —1).
(4.31)

Para inicializacdo do método iterativo, fazemos n = 0 em (4.31), e obtemos
(A + % C) d' = (2A — (At)? B)dO + (—A + % C) d. (4.32)

As matrizes A, B e C sao conhecidas e independentes de ¢, o passo At é dado e d°
¢ dado pela posicao inicial da onda. O termo d~!' é obtido pela velocidade inicial w;.

De fato, considere a diferenga central (4.29), ou seja,

dn—i—l _ dn—l
d'(t) = —oAr
Fazendo n = 0, temos
dl — g1
d'(0) = g = @)
onde wi(x) é a velocidade inicial dada. Assim podemos obter o termo

dt'=d — 2Atu1(x)

Substituindo em (4.32), obtemos a primeira iteragao do sistema
At At
<A +5 o) d' = (zA —(Ab? B) &+ <—A +5 0) (d* — 2At uy (2))
At 1 2 0 1 At 2
A+ C)d = <2A — (A B)d — Ad' + 24 At uy(x) + S Cd' = AP Cuy(a)
244! = (2A — (A)? B) &+ (2A At — A2 C) uy(x).

Como as matrizes sao nao-singulares entao o sistema linear de m equagoes tem uma
tnica solugao d' = (di,d3, ...,d! ). Para calcular as solugoes nos tempos n = 1,2, ..., N |
basta resolver o sistema (4.31) para cada n. As aproximagoes para a primeira e a segunda
derivadas em relagao ao tempo sao ambas de ordem J(At?).

Algoritmo

Para n = 0:
244! = (2A — (A)? B) &+ (2A At — A C) uy(x).
Paran=1,2,...,. N — 1

(A + %C) a1 = (24— (A0?B)d" + (—A - %C) .
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Capitulo 5
Penalizacao da Equacao Dissipativa

Provamos no Capitulo 3, que a energia associada ao modelo decai exponencialmente
quando a fun¢do a(x) satisfaz a(x) > ag > 0 e a € L>*(0,L), Vz € [0,L]. Para essa
classe de funcdo existe uma infinidade de exemplos, tais como a(z) = constante ou
a(x) =z + 1.

O mesmo resultado de decaimento é valido quando a fungao a(x) se anula em quase
todo o intervalo (0, L) (nao provamos esse resultado porque exige ferramentas mais sofisti-

cadas). Com relacao a exemplos de tais fungoes, também temos muitos

L L
1. a(z) =1em <§, 5 + 5), onde § é pequeno.

2. a(x) = 22 4+ 1, em qualquer subconjunto w de (0, L) e a(z) =0 em (0, L) \ w.

Nos trabalhos [15] e [17], os autores penalizaram a equagao do problema inicial (2.1)
inserindo o termo dissipativo —h?uz,; com o objetivo de obter o decaimento da solucao
numérica aproximada. Neste trabalho, fazemos algumas simula¢oes do decaimento, con-
siderando fungoes a(x) localizadas assim como nos trabalhos acima mencionados.

Inserindo o termo —h?u,,; na equagiao do problema (2.1), vamos torni-la uma equagao

penalizada. Assim, obtemos o seguinte problema

Ugt — Ugg + a(T)up — PPUpey =0, O<x<L t>0
uw(0,t) =u(L,t) =0 t>0 (5.1)
U([L’,O) = UQ(ZIT) ) Ut(l',()) = Ul(l') ) O<z<L
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Observacao 5.0.1. Formalmente, a equacao penalizada do problema acima converge

para a equagdo do problema (2.1) quando h — 0.

Observacao 5.0.2. No que se refere a existéncia de solugoes, € possivel obter um resul-

tado andlogo ao teorema provado no Capitulo 2 utilizando o Método de Faedo-Galerkin.

Para este problema, temos a seguinte formulagao variacional, Vv € H}(0, L)

/0 (1) o(a) dot | agf:) agf) da+ /0 a(z) o (t) vm () d+h? /0 agf) ag;”

dr =0,
(5.2)
ja fazendo a integracao por partes na tultima integral.

Aplicando o Método de Faedo-Galerkin, aproximamos o problema (5.1) por um
problema aproximado no subespaco V,, = [©1, p2, ... om]-

Substituindo u(t) por u,,(t) em (5.2), achamos

/0 L Oon@)dr + /0 ") Oml@) g

Ox Ox
. (5.3)
ou, (t) Ov, ()

L
/ 2 _
/0 a(2)d (Oom(z)de + h /0 ) St g = g

para toda v,, € V,,.

Procuramos a soluc¢ao aproximada no subespago V;,, = [p1, @2, ...om], dada por

m

U (T, ) = Zdi(t)%(f) (5.4)

i=1
onde d;(t) s@o os coeficientes a determinar.

De (5.4), deduzimos

m

ul, (z,1) = > di(t) gix) (5.5)

i=1

m

up () =Y di(t) i(x). (5.6)
i=1
Substituindo (5.4), (5.5) e (5.6) na equacao (5.3) obtemos, Yv,, € V,,

> ([ wopmmee + [Ca0FeGrme

/0 a(@)d ()i (@)om(x)dr  + B2 /0 d;(t)&gix) %gf”)dx) )
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Tomando em particular v,, = ¢; € V,, , temos

([ woewema + [ awGEoiue +
_/OLa(x)d;(t)goi(x)%(x)dx + B /0 Ld;(t)a%f) a%jf)dx) = 0
Logo,
> () [ et + a0 [ GEnBe
d.(t) /0 La(x)goi(x)%-(x)dm + R2() /0 ’ a%’i‘“) a%jf”dx) = 0 o
onde

A=ay = AL%uﬁ¢ﬂ@dx (5.8)
B=b; = OL%‘?(I) %(x)dx (5.9)
C—c; — Kﬁa@)@@ﬁ@ﬂ@dw (5.10)

Portanto, chegamos ao seguinte sistema linear de Equagoes Diferenciais Ordinérias

Ad'(t)+ Bd(t) +Cd(t)+h*Bd(t)=0
d(0) = dy = up(x) (5.11)
d'(0) = dy = ua ()
As matrizes A, B e C sdo quadradas de ordem m e d(t) = (d1(t),ds(t), ..., dn(t)) é 0
vetor incognita.
O sistema de Equagdes Diferenciais Ordinérias (5.11) serd resolvido pelo Método de
Diferencas Finitas, visto no Capitulo 4.
Aplicando o Método da Diferenga Central para aproximar a primeira e segunda

derivadas, obtemos a seguinte equacao

n+l _ n n—1
1 (d 2d" +d

At?

n+l _ gn—1
)+Bd”+(0+h2B) (%) =0, n=0,1,..,(N-1)

que é equivalente a (multiplicando por At? )

(A + %C’ + hQ%B) "t = <2A—(At)2B> d"+ (—A + %C + hQ%B) d""' (5.13)

55



paran =0,1,.... (N —1).

Para inicializagdo do método iterativo, fazemos n = 0 em (5.13), e obtemos

A A A A
(A 4 7’5 C+ h27t3) d' = (24-(20? B) &'+ <—A 4 Tt C+ h27tB) a7 (5.14)
Como visto no Capitulo 4, temos que d~! = d' — 2 At u;(z). Assim, substituindo em

(5.14), obtemos a primeira iteragao do sistema

At C+ pr ot B) (d'—2At uy ().

At At At
2 2

A+ C+ hz7 B) d' = (2A—(At)2 B) d’+ (—A -

Assim, manipulando os termos, obtemos
24d" = (2,4 — (A1) B) &+ (2AtA— AP C — h2A2 B)uy ().

Como as matrizes sao nao-singulares entao o sistema linear de m equagoes tem uma
tinica solucao d' = (d},d}, ...,d}). Para calcular as solugoes nos tempos n = 1,2,..., N |
basta resolver o sistema (5.13) para cada n. As aproximagoes para a primeira e a segunda
derivadas em relagao ao tempo sao ambas de ordem J(At?).

Algoritmo

Para n = 0:
24d' = <2A — (At)? B) d° + (2At A — A C — W*At? B) ui ().

Paran=1,2,...,. N — 1

(A + %C + h2%B) @ = (24— (A0*B)d" + (—A + %C + h2%B) .

No préximo capitulo, veremos como este termo —h?u,,, ird influenciar no decaimento
exponencial da energia, no caso em que a fungao a(z) se anula em alguma parte do

intervalo (0, L).
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Capitulo 6

Simulacoes Numéricas

Computacionalmente, fixando L = 1 e T = 1, faremos a seguinte discretizacao
uniforme: 0 =21 <y < ... <z, =1lel=t <ty <..<ty=1,onde h =241 —x;

e At =

d
— — ¢ cada

e At = t,y1 — t, sao denominados passos. Assim h =

elemento discreto pode ser obtido por
ZE'Z:l’l—F(Z—l)h s i:1,2,...,m

th=ti+(n—1)At , n=1,2.,N.

Alguns exemplos numéricos serao mostrados neste capitulo para ilustrar algumas
caracteristicas do modelo para pequenas vibragoes transversais de cordas elasticas com
extremidades fixas, que estd associado & Equacao de Onda Dissipativa. Aproximamos o
problema (2.1) pelo problema (2.9); logo, encontrar solugao aproximada para o problema
(2.9) implica em encontrar uma solucao aproximada para o problema (2.1).

A forca externa aplicada é, em nosso caso, nula. Mas, para constatarmos que a solucao
aproximada estd sendo obtida corretamente, faremos exemplos numéricos onde a forca
nao é nula.

Para calcularmos essa forga externa f(z,t), basta construirmos um problema

particular similar com f(x,t) # 0 associada a solucao exata escolhida, que definimos
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a priori, no problema (2.1). Assim, teremos o seguinte problema

Uy — Uy + a(x)uy = f(z,t) O<x<L t>0
u(0,t) =u(L,t) =0 t>0 (6.1)
u(z,0) =up(x) , w(r,0)=w(xr) , O0<zx<L

onde

a€ L*0,L) e a=a(x)>ay>0, Yz € (0,L).

Para o problema acima, utilizaremos as fungoes a(z) globais, isto é, que ndo se anulam
no intervalo [0, L], onde L = 1.

No caso das fungoes a(x) locais, isto é, que se anulam em quase todo intervalo [0, L],
onde L = 1, utilizaremos o problema com a equacao penalizada com o objetivo de forcar
o decaimento exponencial.

Para calcularmos a forga externa f(x,t), basta substituirmos a solucdo exata, que

definimos a priori, no problema (5.1). Assim, teremos o problema

Ugp — Ugy + A(T)Us — WUy = f(2,1) O<z<L t>0
u(0,t) =u(L,t) =0 t>0 (6.2)
u(z,0) =up(x) , w(r,0)=w(xr) , O0<zx<L

onde h é o passo no espago (parametro da malha).

6.1 Exemplo 1

Consideraremos a solugdo exata para o problema (6.1) dada por
u(x,t) = sen (mx) cos(wt) + tx(x — 1) (6.3)
com posicao inicial da corda dada por
u(x,0) = sen (7x) (6.4)
velocidade inicial da corda dada por
u(z,0) = z(x — 1) (6.5)
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e os valores de fronteira

u(0,t) = u(1,t) = 0. (6.6)

Inicialmente, vamos definir, para este exemplo, a funcado global a(z) = 1, Vz € [0, L],
isto é, uma fungao que nao se anula no intervalo [0, L].
As figuras 6.1 e 6.2 mostram o movimento de uma corda que possui seus extremos

fixos, ou seja a posicao u(x,t) da corda, em suas diferentes vistas.

1
oo oo
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|

Figura 6.1: Vibracao de uma Corda Elastica com Extremos Fixos (Vista 1)
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Figura 6.2: Vibracao de uma Corda Elastica com Extremos Fixos (Vista 2)
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Como mencionamos anteriormente, normalmente a forca externa aplicada na corda
elastica é considerada nula, mas construiremos um exemplo numérico onde a forca externa

nao € nula, para nos assegurarmos que a solu¢ao numeérica esta sendo obtida corretamente.

u(0.55t) 1

I Solul(;éo Allaroxinllada
Solucao Exata -----

0.5

15 | | | | | | | | |
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 t

Figura 6.3: Grafico das Solugoes Aproximada e Exata

A figura 6.3 representa as solugoes exata e aproximada no ponto z = 0.5 com
At = 0.02, onde t € [0, 1], ou seja, o movimento encontrado do né do meio da corda e a
solugao exata para o mesmo ponto. Assim, temos que a solucao aproximada
encontrada para o problema (6.1) estd bem préxima da solugao exata conhecida, ja que o

erro é
ELOO(O,T;Lz(Q)) - 0000062,

onde o erro na norma L para 2 = (0,1) é definido por

Ereori2@) = trg%xu(!l w(zi,tn) — un(zi, tn) |l 12())
1 1/2
= ztn - iatn 2d 3

max (/ s ) — (e, 1) x)

paratodoi=1,...,men=1,.., N, onde uy(x,t) representa a solu¢ao aproximada.
Com esse resultado garantimos que a solu¢ao para o problema (2.1) estd sendo

calculada corretamente, o que comprova a eficicia do método numérico empregado.
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6.1.1 Solucao Numeérica

Analisaremos o comportamento do erro da solugao aproximada para o problema (6.1).
A tabela abaixo mostra o erro, fixando o passo de tempo At = 0.01 e variando o passo

h = 0.1; 0.05; 0.02; 0.0125; 0.01 que correspondem a malhas com m = 11,21,51,81 e

101 elementos finitos, respectivamente, onde h = 7 como definido anteriormente.

m—
At h a(x) f(z,t) Erooo,m,2(0))
0.01 ] 0.1 0.005946
0.01 | 0.05 0.001542
0.01 | 0.02 1 | =2t — wsen (mx)sen (nt) + x(x — 1) 0.000308
0.01 | 0.0125 diverge
0.01 | 0.01 diverge

Podemos observar que o erro é inversamente proporcional ao tamanho da malha, ou
seja, quanto maior a discretizagao (mais refinamos a malha), menor o erro. Contudo, as
simulagoes numéricas comprovam que a solu¢ao converge para At < h/2. Do contrério,
a solucao diverge.

Analisaremos agora o comportamento do erro da solugao aproximada para At = 0.001
fixo. A tabela mostra o erro, variando o passo h = 0.1; 0.05; 0.02; 0.01; 0.002 que
correspondem a malhas com m = 11,21, 51, 101 e 501 elementos finitos, respectivamente,

onde o erro é definido como anteriormente.

At h | a(z) f(z,t) Ere0.1,12(02))
0.001 | 0.1 0.005874
0.001 | 0.05 0.001470
0.001 | 0.02 1 | =2t —wsen (mx)sen (nt) + x(z — 1) 0.000236
0.001 | 0.01 0.000059
0.001 | 0.002 0.000003

Observamos que mesmo diminuindo At com a mesma fungao a(z) e com a mesma
malha h o erro nao diminui, o que significa que o erro nesses casos é predominado por
h. Vale ressaltar ainda que apesar do erro ter sido praticamente o mesmo que no caso

anterior, a solugao converge para h = 0.01 e h = 0.002.
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Para a mesma solucao exata u(z,t) = sen (mwx)cos(wt) 4+ tz(x — 1) podemos definir

outras fungoes globais a(z). Faremos duas tabelas, para a(z) =2 e a(x) =z + 1.

At h | a(x) f(z,t) Ere112(0)
0.001 | 0.1 0.006410
0.001 | 0.05 0.001604
0.001 | 0.02 | 2 | —2t—27wsen (mz)sen (7t) + 2z(x — 1) 0.000257
0.001 | 0.01 0.000065
0.001 | 0.002 0.000003
At h | alx) flz,t) Epeo,;12(0)
0.001 | 0.1 0.003303
0.001 | 0.05 0.001590
0.001 | 0.02 | x4+ 1| =2t + (z + 1)(—sen (7mz)sen (nt)m + x(x — 1)) 0.000819
0.001 | 0.01 0.000439
0.001 | 0.002 0.000092

Podemos notar que o erro nas tabelas anteriores sao quase iguais, apesar das fungoes
a(x) serem diferentes.

Vamos definir agora fungoes a(x) locais, isto é, que se anulam em quase todo intervalo
[0,1]. Seja

0 se 0<x<1/2
1 se 1/2<2<1

Para esta funcao local, teremos
—2t — h?(sen (7z) sen (mt)w + 2) se 0<z<1/2

fz,t) =
—2t — sen (wz) sen (i) + z(x — 1) — h?(sen (rx) sen (7t)73 +2) se 1/2<z <1

Analisaremos o comportamento do erro da solugao aproximada para o problema (6.2),
para At = 0.001 fixo. A tabela mostra o erro, variando o passo h = 0.1; 0.05; 0.02; 0.01; 0.002
que correspondem a malhas com m = 11,21,51,101 e 501 elementos finitos, respectiva-

mente, onde o erro é definido como anteriormente.
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At h Ero,r;12(0)
0.001 | 0.1 0.042008
0.001 | 0.05 0.015910
0.001 | 0.02 0.005646
0.001 | 0.01 0.002735
0.001 | 0.002 0.000534

Observamos que o erro para as fungoes a(z) locais é inversamente proporcional ao

tamanho da malha, assim como nas fungoes globais a(z).

Até agora fizemos f(z,t) nao nula no problema (6.1) para as fungoes globais a(z) e
constatamos que a solugao aproximada esta sendo obtida corretamente. Também fizemos
f(z,t) nao nula no problema (6.2) para as fungoes locais a(x) e verificamos que a solucao
aproximada também esta sendo obtida corretamente. Vamos, a partir deste momento,
retornar aos nossos problemas originais, onde estudaremos o movimento da corda elastica
quando a for¢a externa é nula, usando as mesmas condigdes iniciais u(x,0), u(x,0), as
mesmas condigoes de fronteira e a(x) = 1; com f(z,t) = 0 a solugao exata é desconhecida.

Assim, encontraremos uma soluc¢ao aproximada para o problema (2.1) e para o problema

(5.1).

Figura 6.4: Grafico da Solugao Aproximada u(z,t)
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A figura 6.4 mostra a solu¢ao aproximada u(z,t) para o problema (2.1), ou seja, o
movimento da corda eldstica ao longo do tempo, para a forga f(z,t) nula.

Como definido anteriormente, temos que a energia do problema (2.1) é dada por

1 L
E(t) = 5/0 {u? +u2} dz.

Para verificarmos o decaimento da energia do problema original, teremos somente
a solucao aproximada que sera calculada pontualmente e portanto teremos o valor da
energia para cada tempo.

Computacionalmente, definiremos

. 8uh 2 8uh 2
g(z,t) = (E) + (8—55)
onde uy(x,t) é a solugao aproximada.

Utilizando o Método do Trapézio para calcular a integral da energia encontramos

Blt,) — + /0 g(zaty) do

2
— %[g (g(:cl,tn) + 2mz_1g(:ci,tn) + g(:cm,tn))] ,n=0,1,..
=2

onde 1 =0, z,,=1eh=

é 0 passo Nno espago.

Para calcularmos g(x;,t,) utilizaremos a seguinte aproximagao adiantada

Oup, up(wi tnyr) — up(w, ty)

ot At
Oun _ un(Lit1, tn) — un(, tn)
ox h
parat=1,....m — 1.
No caso extremo a direita, ou seja, quando ¢ = m, entao nao teremos o valor

up(Tma1,tn) para o calculo de g(zp,,t,). Entdo nesse ponto fazemos a seguinte
aproximacao atrasada

Dessa forma, encontraremos a energia para todo tempo t,,. O gréafico abaixo representa

o decaimento da energia para cada uma das fungoes a(x).
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Figura 6.6: Gréfico do Decaimento da Energia
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Figura 6.7: Gréfico do Decaimento da Energia

As figuras 6.5 e 6.6 mostram o decaimento da energia ao longo do tempo para as
fungoes globais a(x) =1 e a(x) = x + 1 no problema (2.1), respectivamente. Ja a figura

6.7 mostra o decaimento da energia para a funcao local dada por (6.7) no problema (5.1).

6.2 Exemplo 2

Consideraremos a solugdo exata para o problema (6.1) dada por

u(z,t) = sen (wx) cos (mt) (6.8)
com posicao inicial dada por
u(x,0) = sen (7x) (6.9)
velocidade inicial dada por
ur(z,0) =0 (6.10)
e os valores de fronteira
u(0,t) = u(1,t) = 0. (6.11)

Inicialmente, vamos definir, para este exemplo, a funcao global a(z) = 1, Vz € [0, L],

isto é, uma fungao que nao se anula no intervalo [0, L].
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As figuras 6.8 e 6.9 mostram o movimento de uma corda que possui seus extremos

fixos, ou seja a posigao u(x,t) da corda, em suas diferentes vistas.
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Figura 6.8: Vibracao de uma Corda Elastica com Extremos Fixos (Vista 1)
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Figura 6.9: Vibracao de uma Corda Elastica com Extremos Fixos (Vista 2)

Como mencionamos anteriormente, normalmente a forga externa aplicada na corda
elastica é considerada nula, mas construiremos um exemplo numérico onde a forca externa

nao € nula, para nos assegurarmos que a solu¢ao numeérica esta sendo obtida corretamente.
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Figura 6.10: Grafico das Solucoes Aproximada e Exata

A figura 6.10 representa as solucoes exata e aproximada no ponto x = 0.5 com
At = 0.02, onde t € [0,1], ou seja, o movimento encontrado do né do meio da corda
e a solucao exata para o mesmo ponto. Assim, temos que a solu¢ao aproximada encon-
trada para o problema (6.1) est4 bem préxima da solucao exata conhecida, ja que o erro

na norma L2, j4 definido anteriormente, é dado por
ELOO(O,T;LQ(Q)) - 0000060

Com esse resultado garantimos que a solu¢ao para o problema (2.1) estd sendo

calculada corretamente, o que comprova a eficicia do método numérico empregado.

6.2.1 Solucao Numeérica

Analisaremos o comportamento do erro da solucao aproximada. A tabela abaixo
mostra o erro, fixando o passo de tempo At = 0.01 e variando o passo

h = 0.1; 0.05; 0.02; 0.0125; 0.01 que correspondem a malhas com m = 11,21,51,81

e 101 elementos finitos, respectivamente, onde h = 7> como definido anteriormente.

m —
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At h | a(x) f(z,1) Ere(0,1;02(2))
0.01 0.1 0.005752
0.01 | 0.05 0.001493
0.01 | 0.02 1 | —msen (7x)sen (7t) 0.000300
0.01 | 0.0125 diverge
0.01 | 0.01 diverge

Podemos observar que o erro é inversamente proporcional ao tamanho da malha, ou
seja, quanto maior a discretizacao (mais refinamos a malha), menor o erro. Contudo, as
simulagoes numéricas comprovam que a solugdo converge para At < h/2. Do contrério,
a solucao diverge.

Analisaremos agora o comportamento do erro da solugao aproximada para At = 0.001
fixo. A tabela mostra o erro, variando o passo h = 0.1; 0.05; 0.02; 0.01; 0.002 que
correspondem a malhas com m = 11,21, 51, 101 e 501 elementos finitos, respectivamente,

onde o erro é definido como anteriormente.

At h a(x) f(x,t) Ereoo,m,2(0))
0.001 | 0.1 0.005680
0.001 | 0.05 0.001421
0.001 | 0.02 1 | —msen (7x)sen (7t) 0.000228
0.001 | 0.01 0.000058
0.001 | 0.002 0.000003

Observamos que mesmo diminuindo At com a mesma funcao a(z) e com a mesma
malha h, o erro nao diminui o que significa que o erro nesses casos é predominado por
h. Vale ressaltar ainda que apesar do erro ter sido praticamente o mesmo que no caso
anterior, a solucao converge para h = 0.01 e h = 0.002.

Para a mesma solugao exata u(x,t) = sen (mx) cos(nt) podemos definir outras fungoes

a(z). Faremos duas tabelas, para a(z) =z + 1 e a(z) = 2% + 1.

69



At h | a(x) f(z,1) Epe(0,1;02(0))
0.001 | 0.1 0.003365
0.001 | 0.05 0.001451
0.001 | 0.02 | x+1 | —7(z+ 1)sen (7z)sen (wt) 0.000743
0.001 | 0.01 0.000398
0.001 | 0.002 0.000083
At h a(z) f(z,t) Erso,r;22(9)

0.001 | 0.1 0.002969
0.001 | 0.05 0.001833
0.001 | 0.02 | 22 +1 | —7(2® + 1) sen (7x) sen (7t) 0.000825
0.001 | 0.01 0.000427
0.001 | 0.002 0.000087

Podemos notar que o erro nas tabelas anteriores sao quase iguais, apesar das fungoes
a(x) serem diferentes.

Vamos considerar a funcao a(z) local dada por (6.7).

Analisaremos o comportamento do erro da solugao aproximada para o problema (6.2),
para At = 0.001 fixo. A tabela mostra o erro, variando o passo h = 0.1; 0.05; 0.02; 0.01; 0.002
que correspondem a malhas com m = 11,21,51,101 e 501 elementos finitos, respectiva-

mente, onde o erro é definido como anteriormente.

At h | Ers(or;r2()
0.001 | 0.1 0.057893
0.001 | 0.05 0.026971
0.001 | 0.02 0.010598
0.001 | 0.01 0.005274
0.001 | 0.002 0.001052

Observamos que o erro para as fungoes a(x) locais é inversamente proporcional ao

tamanho da malha, assim como nas fungoes globais a(z).
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Para a fungao local

0 se 0<zx<1/2
a(x) = (6.12)
2 —1/2) se 1/2<z<1
teremos,
—h?sen (mx) sen (mt) w3 se 0<x<1/2
fla,t) =

—(2x — 1) sen (7x) sen (7t)m — h%sen (7z) sen (7t)7® se 1/2<x <1

Analisaremos o comportamento do erro da solugao aproximada para o problema (6.2),
para At = 0.001 fixo. A tabela mostra o erro, variando o passo h = 0.1; 0.05; 0.02; 0.01; 0.002
que correspondem a malhas com m = 11,21,51,101 e 501 elementos finitos, respectiva-

mente, onde o erro é definido como anteriormente.

At h ELoo (O,T;LQ(Q))

0.001 | 0.1 0.008686
0.001 | 0.05 0.003579
0.001 | 0.02 0.001251
0.001 | 0.01 0.000595
0.001 | 0.002 0.000114

Observamos que o erro para esta fungao a(x) local também é inversamente propor-
cional ao tamanho da malha.

Até agora fizemos f(z,t) nao nula no problema (6.1) para as fungoes globais a(z) e
constatamos que a solugao aproximada esta sendo obtida corretamente. Também fizemos
f(z,t) ndo nula no problema (6.2) para as fungoes locais a(x) e verificamos que a solugao
aproximada também esta sendo obtida corretamente. Vamos, a partir deste momento,
retornar aos nossos problemas originais, onde estudaremos o movimento da corda elastica
quando a for¢a externa é nula, usando as mesmas condigdes iniciais u(x,0), u(x,0), as
mesmas condigoes de fronteira e a(z) = 1; com f(x,t) = 0 a solucdo exata é desconhecida.
Assim, encontraremos uma soluc¢ao aproximada para o problema (2.1) e para o problema

(5.1).
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Figura 6.11: Grafico da Solugao Aproximada u(z,t)

A figura 6.11 mostra a solugao aproximada u(x,t) para o problema (2.1), ou seja, o
movimento da corda eldstica ao longo do tempo, para a forca f(x,t) nula.
Vejamos os graficos abaixo que representam o decaimento da energia para diferentes

fungdes a(x).
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Figura 6.12: Grafico do Decaimento da Energia
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Figura 6.14: Grafico do Decaimento da Energia
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Figura 6.15: Grafico do Decaimento da Energia

As figuras 6.12 e 6.13 mostram o decaimento da energia ao longo do tempo para as
fungoes globais a(r) = z + 1 e a(z) = 2 + 1 no problema (2.1), respectivamente. J4 as
figuras 6.14 e 6.15 mostram o decaimento da energia para as funcgoes locais dadas por

(6.7) e (6.12) no problema (5.1).

6.3 Exemplo 3

Consideraremos a solugdo exata para o problema (6.1) dada por
u(z,t) = sen (wx)(cos (7t) + sen (mt)) (6.13)

com posicao inicial dada por

u(x,0) = sen (7x) (6.14)
velocidade inicial dada por
uy(x,0) = wsen (wz) (6.15)
e os valores de fronteira
u(0,t) = u(l,t) = 0. (6.16)

Inicialmente, vamos definir, para este exemplo, a funcao global a(z) = 1, Vz € [0, L],

isto é, uma fungao que nao se anula no intervalo [0, L].
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As figuras 6.16 e 6.17 mostram o movimento de uma corda que possui seus extremos

fixos, ou seja a posigao u(x,t) da corda, em suas diferentes vistas.
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Figura 6.16: Vibragao de uma Corda Eléstica com Extremos Fixos (Vista 1)
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Figura 6.17: Vibragao de uma Corda Eléstica com Extremos Fixos (Vista 2)

Como mencionamos anteriormente, normalmente a for¢a externa aplicada na corda
elastica é considerada nula, mas construiremos um exemplo numérico onde a forca externa

nao € nula, para nos assegurarmos que a solu¢ao numeérica esta sendo obtida corretamente.
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Figura 6.18: Grafico das Solucoes Aproximada e Exata

A figura 6.18 representa as solucoes exata e aproximada no ponto x = 0.5 com
At = 0.02, onde t € [0,1], ou seja, o movimento encontrado do né do meio da corda
e a solucao exata para o mesmo ponto. Assim, temos que a solu¢ao aproximada encon-
trada para o problema (6.1) est4 bem préxima da solucao exata conhecida, ja que o erro

na norma L2, j4 definido anteriormente, é dado por
ELOO(O,T;LQ(Q)) - 0000109

Com esse resultado garantimos que a solu¢ao para o problema (2.1) estd sendo

calculada corretamente, o que comprova a eficicia do método numérico empregado.

6.3.1 Solucao Numeérica

Analisaremos o comportamento do erro da solucao aproximada. A tabela abaixo
mostra o erro, fixando o passo de tempo At = 0.01 e variando o passo

h = 0.1; 0.05; 0.02; 0.0125; 0.01 que correspondem a malhas com m = 11,21,51,81

e 101 elementos finitos, respectivamente, onde h = 7> como definido anteriormente.

m —
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At h a(z) | Ereor,r2@)
0.01] 0.1 0.010637
0.01 | 0.05 0.002725
0.01] 0.02 1 0.000513
0.01 | 0.0125 diverge
0.01 | 0.01 diverge

Podemos observar que o erro é inversamente proporcional ao tamanho da malha, ou
seja, quanto maior a discretizacao (mais refinamos a malha), menor o erro. Contudo, as
simulagoes numéricas comprovam que a solugdo converge para At < h/2. Do contrério,
a solucao diverge.

Analisaremos agora o comportamento do erro da solugao aproximada para At = 0.001
fixo. A tabela mostra o erro, variando o passo h = 0.1; 0.05; 0.02; 0.01; 0.002 que
correspondem a malhas com m = 11,21, 51,101 e 501 elementos finitos, respectivamente

onde o erro é definido como anteriormente.

At h | a(z) | EpeorL29)
0.001 | 0.1 0.010556
0.001 | 0.05 0.002643
0.001 | 0.02 1 0.000424
0.001 | 0.01 0.000107
0.001 | 0.002 0.000005

Observamos que mesmo diminuindo At com a mesma funcao a(z) e com a mesma
malha h, o erro nao diminui o que significa que o erro nesses casos é predominado por
h. Vale ressaltar ainda que apesar do erro ter sido praticamente o mesmo que no caso
anterior, a solucao converge para h = 0.01 e h = 0.002.

Para a mesma solucao exata u(z,t) = sen (mz)(cos(mt) + sen (t)) podemos definir

outras fungoes a(z). Faremos duas tabelas, para a(x) =1/2 e a(z) =z + 1.
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At h a(z) | Ereorr2)
0.001 | 0.1 0.011091
0.001 | 0.05 0.002777
0.001 | 0.02 | 1/2 0.000445
0.001 | 0.01 0.000112
0.001 | 0.002 0.000005
At h a(z) | Ereor02(9)
0.001 | 0.1 0.008257
0.001 | 0.05 0.001925
0.001 | 0.02 |z+1 0.000538
0.001 | 0.01 0.000363
0.001 | 0.002 0.000087

Podemos notar que o erro nas tabelas anteriores sao quase iguais, apesar das fungoes

a(x) serem diferentes.

Consideremos a fungao a(z) local, dada por (6.7).

Analisaremos o comportamento do erro da solugao aproximada para o problema (6.2),
para At = 0.001 fixo. A tabela mostra o erro, variando o passo h = 0.1; 0.05; 0.02; 0.01; 0.002

que correspondem a malhas com m = 11,21,51,101 e 501 elementos finitos, respectiva-

mente, onde o erro é definido como anteriormente.

At Ere0,1,22(0))
0.001 | 0.1 0.148525
0.001 | 0.05 0.038865
0.001 | 0.02 0.011511
0.001 | 0.01 0.005558
0.001 | 0.002 0.001094

Observamos que o erro para as fungoes a(z) locais é inversamente proporcional ao

tamanho da malha, assim como nas fungoes globais a(z).

Consideremos agora, a funcao local (6.12).
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Analisaremos o comportamento do erro da solugao aproximada para o problema (6.2),
para At = 0.001 fixo. A tabela mostra o erro, variando o passo h = 0.1; 0.05; 0.02; 0.01; 0.002
que correspondem aos respectivos elementos finitos m = 11,21,51,101 e 501, onde o

erro ¢ definido como anteriormente.

At h Ereco1,02(0)
0.001 | 0.1 0.010670
0.001 | 0.05 0.002685
0.001 | 0.02 0.000976
0.001 | 0.01 0.000540
0.001 | 0.002 0.000116

Observamos que o erro para esta fungao a(z) local também é inversamente propor-
cional ao tamanho da malha.

Até agora fizemos f(x,t) ndo nula no problema (6.1) para as fungdes globais a(x) e
constatamos que a solugao aproximada esta sendo obtida corretamente. Também fizemos
f(z,t) ndo nula no problema (6.2) para as fungoes locais a(x) e verificamos que a solugao
aproximada também esta sendo obtida corretamente. Vamos, a partir deste momento,
retornar aos nossos problemas originais, onde estudaremos o movimento da corda elastica
quando a forca externa é nula, usando as mesmas condigoes iniciais u(z,0), w(x,0), as
mesmas condigoes de fronteira e a(z) = 1; com f(x,t) = 0 a solucdo exata é desconhecida.
Assim, encontraremos uma solugao aproximada para o problema (2.1) e para o problema

(5.1).
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Figura 6.19: Grafico da Solugao Aproximada u(z,t)

A figura 6.19 mostra a solugao aproximada u(x,t) para o problema (2.1), ou seja, o
movimento da corda eldstica ao longo do tempo, para a forca f(x,t) nula.
Vejamos os graficos abaixo que representam o decaimento da energia para diferentes

fungodes a(x).

5

4.5 |-
4
3.5
3
25
9 |-
1.5 F

Figura 6.20: Grafico do Decaimento da Energia
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Figura 6.21: Grafico do Decaimento da Energia
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Figura 6.22: Grafico do Decaimento da Energia
As figuras 6.20 e 6.21 mostram o decaimento da energia ao longo do tempo para as
fungoes globais a(z) = 1/2 e a(x) = x+1 no problema (2.1), respectivamente. J4 a figura

6.22 mostra o decaimento da energia para a funcao local dada por (6.12) no problema

(5.1).
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6.4 Conclusao

Neste trabalho, aplicamos um método numérico para um modelo mateméatico
relacionado a estruturas flexiveis sujeitas a vibracao com dissipacao localizada.

As simulagoes numéricas baseadas no Método de Elementos Finitos associada ao
Método de Diferengas Finitas mostram a eficicia do método quando construimos um
modelo cuja solugao exata é conhecida.

O erro associado a essa aproximagcao, calculado na norma L*°(0,7T; L?(0, 1)), diminui
quando h é decrescente, restrito a condi¢ao de convergéncia At < h/2.

O decaimento da solu¢do numérica, com a(z) global e local, também é mostrado, em

acordo com os resultados tedricos.
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