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Resumo

A aritmética fuzzy, baseada no principio da extensao de Zadeh, é apresen-
tada como uma ferramenta para resolver problemas de transmissao de calor
com parametros do material incertos. Os nimeros fuzzy sao introduzidos, e
os diferentes conceitos para executar a incerteza dos parametros sao discuti-
dos. Como exemplo, um problema de transmissao de calor é considerado e o
Método de Elementos Finitos é utilizado. A aplicacao direta da aritmética
fuzzy as técnicas tradicionais para a resolucao numérica de problemas de
engenharia, entretanto, traz consigo alguns problemas que a tornam, algu-
mas vezes, impraticavel. No contraste ao uso de niimeros exclusivamente
crisp(precisos), os resultados para os calculos incluindo nimeros fuzzy, depen-
dendo da técnica aplicada para encontrar a solucao, apresentam um aumento
consideravel da incerteza inicialmente considerada. As incertezas expressas
nos diferentes resultados do cédlculo sao entao basicamente aumentadas. Isto
ocorre porque, por um lado, tem-se a incerteza causada pela presenca dos
parametros com valor fuzzy e, por outro lado, uma incerteza adicional, inde-
sejavel é criada artificialmente pela propria técnica utilizada para encontrar
a solucao. Este efeito fuzzy-especifico de incertezas artificiais é discutido e
alguns conceitos para reducao de tal incerteza sao apresentados.
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Introducao

Abordagens tradicionais da resolucao numérica de equacoes diferenciais
parciais assumem que todos os dados do problema, em particular os dados
do material, sao conhecidos com precisao. Porém, na pratica, a maioria dos
problemas possui algum tipo de imprecisao que, por isso, deve ser considerada
pelos modelos matematicos, obtendo assim resultados representativos de todo
o espectro possivel de resultados.

Ha tres abordagens fundamentais desenvolvidas para tratar matematica-
mente incertezas: teoria das probabilidades, matematica intervalar e teoria
das possibilidades, esta tltima baseada na teoria dos conjuntos difusos, de-
senvolvida por Lotfi A. Zadeh em 1965.

A abordagem da incerteza pela teoria das probabilidades considera os da-
dos do material modelados por funcao de densidade de probabilidade, que na
maioria dos métodos de andalise tem valores diferentes de zero porém pequenos
em quase todo o intervalo de valores dependentes. Assim, todo resultado é
possivel, mesmo que com uma pequena chance de ocorréncia. Porém, a uti-
lizacao de probabilidades muito pequenas fornece resultados pouco precisos
(MUHANNA et al, 1999).

No caso de matematica intervalar, um intervalo é utilizado para repre-
sentar uma variavel do problema. Assim, os resultados também sao repre-
sentados por dois nimeros que representam o intervalo de valores possiveis
para a saida, porém nao fornece informagoes adicionais sobre o resultado no
interior do intervalo (AYDEMIR e GUNAY, 2004).

Nos dltimos anos, os numeros difusos (fuzzy numbers) tém sido uti-
lizados na modelagem de incertezas de natureza nao-estocasticas, ou seja,
aquelas geradas por imprecisao (TAWAB e NOOR, 1999), tanto dos dados
do material quanto do carregamento e da propria geometria do problema
(MUHANNA e MULLEN, 1999). A teoria dos conjuntos difusos (fuzzy) e
sua légica oferecem, assim, uma nova abordagem na analise numérica de



equacoes diferenciais parciais, principalmente em aplicagoes reais de engen-
haria, quando nao é possivel determinar com precisao as caracteristicas fisicas
do material considerado.

Como exemplo, as tensoes residuais geradas no tratamento térmico de
témpera de pecas de ago dependem fortemente dos varios tipos de trans-
formacoes metalurgicas que ocorrem no material durante o processo, que
por sua vez, dependem e influenciam a distribuicao de temperatura. De-
vido a falta de dados experimentais e a limitacao da tecnologia, muitos dos
parametros do material envolvidos no cédlculo da distribuicao de temperatura
nao podem ser determinados ou estimados com suficiente exatidao ou confi-
abilidade (TAWAB e NOOR, 1999). Assim, na andlise e simulagao numérica
da tempera de acos a inclusao de incertezas nos dados do material permite
avaliar os efeitos da variacao dos parametros do material sobre a distribuigao
de temperatura.

No desenvolvimento da presente dissertacao de mestrado utilizou-se o
método de elementos finitos para encontrar uma solucao para um problema
de calor, cujos parametros fisicos do material sao considerados como niimeros
difusos.

Resolve-se, entao, numericamente o problema do calor estacionario e o
problema do calor transiente e linear, considerando incerteza nao-estocastica
nas propriedades termo-fisicas do material (condutividade térmica k, capaci-
dade térmica c e coeficiente de transferéncia de calor h, considerados con-
stantes). Nao serd considerada a dependéncia dos parametros do material
em relacao a fragao transformada e a temperatura.

Pelo fato de se considerar tais incertezas, pode-se esperar que este es-
tudo venha contribuir com resultados numéricos confiaveis e conclusao sobre
o melhor modo de abordar incerteza difusa dos parametros do material con-
siderando o problema estudado.

A partir desta iniciativa, ou seja, com a conclusao da resolucao do pro-
blema témico, pretende-se que este estudo seja utilizado em pesquisas posteri-
ores visando o célculo das tensoes residuais geradas em processos de témpera
de agos.



Capitulo 1

Equacao do calor com
transformacao micro-estrutural

Neste capitulo desenvolve-se um estudo sobre a formulagao numérica do
problema estudado. Primeiramente, na secao 1.1, apresenta-se a equacao
parabdlica considerada, caracterizada pelo problema do calor transiente e
linear. Em seguida, na secao 1.2, vé-se uma explicacao resumida sobre como
se da a transformacao micro-estrutural em processos de témperas de acos,
com uma maior atencao a transformagao martensitica. Na secao 1.3, sao
estudadas as formulagoes forte e fraca, as condigoes para existéncia e unici-
dade de solucao para alguns tipos de condigoes de fronteira e sua influéncia
na obtencao do sistema linear. Na secao 1.4 apresenta-se a formulacao de
Galerkin e por fim, na secao 1.5, é feita uma demonstracao de como chegar
a formulagao matricial a ser implementada utilizando-se do Método de Ele-
mentos Finitos.

1.1 Equacao do Calor

Considera-se a geracao de calor devido a transformagcoes da micro-estrutura
e obtém-se a equacao do calor dada por:

com as propriedades térmicas satisfazendo a regra da mistura dos gases, ou
seja,



c=¢&aca +Encm
k= &aka+ Sarkm

onde p representa a densidade do material, k4 e ks as condutividades térmicas
e cq e cpy as capacidades térmicas dos constituintes austenita e marten-
sita, Lj; o calor latente da transformacao martensitica, &4 e &y as fracoes

de austenita e martensita e ¢ o fluxo de calor dada pela Lei de Fourier

—

(=-kg , onde g éo gradiente de temperatura.

1.2 Transformacao Martensitica

Nesta secao é apresentado um estudo sobre a transformacao de austenita
em martensita. Na subsecao 1.2.1 é vista uma pequema abordagem sobre o
estudo da estrutura cristalina da martensita. Posteriormente, na secao 1.2.2
é apresentado um estudo sobre a téempera dos acos e por fim, na secao 1.2.3,
é feito um estudo sobre o calculo da fragao de martensita transformada.

Quando uma peca de ago é aquecida por tempo suficiente até atingir uma
determinada temperatura, sua micro-estrutura é alterada para uma forma
estavel, denominada austenita ou ferro-v, fornecendo a peca maleabilidade e
ductilidade necessarias a processos de fabricacao.

Um desses processos, a témpera, consiste na redugao, muitas vezes brus-
ca, da temperatura da peca tendo como objetivo principal ocasionar a reacao
martensitica, ou seja, a transformacao de austenita em martensita, esta
ultima mais dura, resistente e nao-ductil.

As ligas de ferro-niquel, em particular, sao de alta temperabilidade, ou
seja, a transformacao austenita-martensita ocorre mesmo para taxas de res-
friamento pequenas. Por isso, neste trabalho sera considerado que este metal,
ao ser tratado termicamente por témpera, gera idealmente martensita.

1.2.1 A Estrutura Cristalina da Martensita

Em ligas de ferro-niquel, o reticulado martensitico é ctibico de corpo cen-
trado (CCC), ao contréario da austenita, que é ctibica de face centrada (CFC).
Esta transformagao de CFC em CCC foi explicada em 1924 por E. C. Bain
que sugeriu que um reticulado CCC poderia ser obtido de uma estrutura CFC
por meio de uma compressao paralela ao eixo ¢, vertical, e de uma expansao



nos dois eixos a, no plano xy, da estrutura cristalina. A Figura 1.1 representa
uma estrutura CFC, que pode ser considerada uma estrutura tetragonal de
corpo centrado, que sofreria a distor¢ao de Bain, convertendo-se em CCC.

! o
Py e B = Tk el e

(@)

Figura 1.1: (a) célula tetragonal de corpo centrado na estrutura cibica de
face centrada, (b) tetragonal de corpo centrado e (c¢) ciibica de corpo centrado
ap6s distorgao de Bain, liga ferro-niquel. (TEIXEIRA, 2002)

Porém, a natureza dos mecanismos atomicos que convertem uma estru-
tura cristalina em outra nao é conhecida. Wechsler, Lieberman e Read
mostraram que as caracteristicas cristalograficas das transformacoes marten-
siticas podem ser explicadas em termos de trés deformagoes basicas: uma dis-
tor¢ao de Bain, uma deformagao por cisalhamento e uma rotacao do reticu-
lado transformado (TEIXEIRA, 2002).

1.2.2 A Témpera dos Acos

No tratamento térmico para formacao da martensita, a témpera, o metal
é aquecido no campo austenitico e, a seguir, resfriado até a temperatura
ambiente numa taxa alta o suficiente para evitar a formacao de ferrita e ce-
mentita em altas temperaturas, taxa esta que depende do tipo de tratamento,
tamanho e forma da amostra.

No caso dos acos-liga, como o ago 4340 abaixo, as reacoes bainitica e
perlitica nao se superpoem, e considera-se que a fracao de austenita nao
transformada transforma-se em martensita quando resfriado até a temper-
atura ambiente. Na figura 1.2 vé-se as curvas de transformagao isotérmica
de um aco eutetoide e do ago 4340.
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Figura 1.2: Curva de transformagao isotérmica: (a) ago eutetdide, (b) ago
4340 (TEIXEIRA, 2002)

Na figura 1.3 vé-se um diagrama de resfriamento continuo de um ago
eutet6ide, mostrando a taxa de resfriamento minima (CRM) para a formagao
de 100% de martensita, com temperatura inicial de 740°C.
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Figura 1.3: Curva CTT de um aco eutetdide (TEIXEIRA, 2002)

1.2.3 Calculo da Fracao Transformada

Como visto na se¢ao 1.2.2, no decorrer da témpera de uma peca de ferro-
niquel uma estrutura de fase simples, a austenita, transforma-se idealmente
em martensita. No caso de pecas de agos ao carbono, a austenita transforma-
se idealmente em perlita, bainita e martensita, dependendo do tempo de
transformacao da temperatura e da taxa de resfriamento.



As fracoes volumétricas das fases transformadas sao determinadas pela
expressao de Avrami (TEIXEIRA, 2002), assumindo-se valido o principio da
aditividade, dado genericamente por,

E=1—e""

A fracao volumétrica da martensita, cuja formacao é adifusional, é dada

pela equacao empirica de Koistiner e Marburger (TEIXEIRA, 2002)
51\[(9) —1— 670,011(M579)’ 0 < Ms

onde Mg é a temperatura de inicio da transformagao martensitica. Além
disso, o principio da aditividade fornece a fracao volumétrica da austenita
retida.

1.3 Formulacao Forte e Fraca do Problema

Nesta secao sao apresentadas as formulagoes forte e fraca, assim como as
demonstragoes de existéncia e unicidade da solucao do problema estudado.

1.3.1 Formulacao Forte

(I) Dadas as fungoes f : Q2 x ]0,7[ — R, ¢g: T, x]0,7[ — R e o fluxo
h dado por h: Tj x ]0,7[ — IR, deseja-se encontrar uma solucao 6 dada
por 0 : Q2 x ]0,T[ — IR satisfazendo a seguinte equagao

Qi772+,0097t:f7 em QX]O’TL
=g, em Iy x 10,77,
(1.2)
—q;in; = h, em Iy, x 0,77,
0(x,0) = Op(x), Vo € )

onde ¢ dado pela lei de Fourier, ¢; = —K;;0;, sendo K;; = K,;(x) o tensor de
condutividade térmica do material.



1.3.2 Formulacao Fraca

(I1) Sejam H = {0 € H*(Q); 0(z,t) = g(x,t) em T,} como o espaco
das solugdes aproximadas e V ={w € H'(Q); w=0 em T,} como o
espaco das funcoes testes. A formulagao fraca do problema é descrita da
seguinte forma:

Dados f: Q2 x]0,7[ — R, g: Ty x]0,7[ — Reh:T;x]0,T] — IR,
encontrar 0(x,t) € H tal que

—/w,iqde+/wp06’7tdQ:/wfdQ+ whdl, Y weV
Q Q Q Ty

O teorema seguinte estabelece uma relacao entre as duas formulagoes.

Theorem 1 (Equivaléncia de Solugao): Suponhamos que as fungoes se-
jam suficientemente requlares. Entdo os problemas (1) e (1) sao equivalentes.

Demonstracao:

(I) = (II): Seja @ € H a solugao do problema (I) e considere w € V. Mul-
tiplicando a primeira equagao de (I) por w, integrando em €) e usando o
teorema da divergéncia,

/w(%l( 1356))(1&2:—/92;( 0 )dQ—i—/ < Erv >nidF

0
/w qldQ /—wqialQ—l—/wqinidl1 (1.3)
q Ox; r
) 00 . .
onde é usado que ¢; = —ija—, assim, pode-se concluir que
Ly
/ Ow / dQ / £dO + hdl
— | K w c w w
o 0x; 7 (9:6] P
) 00
onde é usado que ¢n; = —Kija— n;=h(z) em I'y, quew =0em I,
Zj
00
eque — = 6, . Portanto, 6 ¢é solugao do problema (II).



(IT) = (I): Seja @ € H a solugao do problema (I) e considere w € V. Do
problema (II) temos

Oz/quidQ—/wchtdQ—i-/wfdQ—l— wh dl’
Q Q Q Th
Usando (1.3) no primeiro termo, obtem-se

ow
Jo Ox;

qde:F/Qw qidQ—l—/wqimdF
. JT

0
8@
Logo,

OzF/wiqidQ—l—/wqinidFF/wpc&tdﬂ—i-/wfdﬂ—i- wh dl’
o 0z r o) ’ Q

Ty

assim, podemos escrever que

_ 94i 1
O—/Qw << oz p095t+f> dQ+/Fhw(q,n7;+h)dF

Definindo:

aq; 0 ol
=T r 0 =0 — |, K;;— 0 Q,
“ 8$i pe ’t+f 8%1 << "78%) ( pe 7t+f e
B=qgn;+h em I'.
Assim, w 2 K é solucao do problema se o =0 e ([ = 0. De fato, seja

w = «a ¢, onde

i) ¢>0 em £,
i) ¢=0 em T,
iii) ¢ é suficientemente regular.

Nestas condigoes w 2 V =f w(z) : w2 H), w=0 em [,9 .
Além disso,

o:/wad9+/ wﬁdrz/w?dgz
Q T Q



Desde que ¢ > 0 em €2, entao o = 0 em €2. Por outro lado, tomando em
particular, w = 3 ¢, onde

i) >0 em Q,
i) p=0 em T,
iii) ¢ é suficientemente suave.

Nestas condigoes w € V = { w(z) : w e H', w=0 em [, }.
Desde que a = 0,

0= wﬁdr:/ o 8% dT
Jr,

. Fh,

Logo, necessariamente, §=0em [';,. Como a =0 e 3 =0, entao,

0 00
Ky — | + = Q
ox; ( J 83@) pels =1 am ’

00
— <_KZJ 8_1']> n; = h em Fh.

Portanto w é solugao do problema (I). Conclui-se, entdo a equivaléncia de
solugdo entre os problemas (I) e (II), se a solucao é suficientemente regular.

1.3.3 Existéncia e Unicidade de Solucgao

Mostra-se a existéncia e a unicidade da solugao fraca do problema(Il),
quando os dados iniciais f, h e g sao regulares. Considere

ow 00
CL(’U}, 0) = q % Kij % dQ, (14)
i J

(w,pcby) /wpc—dQ (1.5)
(w,f):/wadQ (1.6)

(w,h)r = | whdl (1.7)

'y

Dessa forma, a formulacao fraca pode ser escrita por

10



a(w,0) + (w,pcby) = (w, f)+ (w,h)r. (1.8)

Por hipétese, a matriz de condutividade [K;; é simétrica e definida positiva.
Considere a norma do subespago V' de H'(Q) dada por

Il = [ | Vw[?dg.

Pode-se mostrar que no subespaco V', as normas || . ||y e || . || g1 (o) s@o equiv-
alentes. A seguir, mostra-se que a forma bilinear a : V x V' — IR satisfaz
as condicoes de Lax-Milgram:

i) a(w,) =a(f,w) pois K;; é simétrica.
i) Ja(w,0)] = |((w,0)v] < Cllwlv|6]lv.

la(w,0)|

||9|| < Cllw|ly = a(.,.) é continua em V.

Assim,

8w

_ 2
Q@L 8% C/ ox; _CHwHV’

i) Ja(w, w)| =
pois, por hipétese, K;; é definida positiva.
Assim, a(.,.) é coerciva em V. Por outro lado, a aplicac@o linear

weVir— (w, f)+ (w,h)r e R

é continua para h € H'(Q2) e f € L*(Q).
De fato, do Teorema do Trago, temos que o traco de h, que pode ser
escrito por (yo h) € L*(T), satisfaz

[wfd2+ [ whdl < |wleaeflze + o ey o bl
. L h

< w|lar @I fllr2e) + |7 0 Rllr2y) < Cllwll g

Como a : V x V — IR é uma forma bilinear, continua e coerciva no espago
de H'(Q2) e f é uma fungao continua, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe
uma tnica solugao w € V, quando f € L*(Q), h € H'(Q) e g € L*(Q).

11



1.4 Formulacao de Galerkin

Sejam H" C H e V" C V subespacos de dimensao finita dos espacos de
Hilbert H e V. Considere os elementos " € H" satisfazendo a condicao

6" =" + ¢", (1.9)
onde v" € V" e ¢g" ¢ uma funcio que satisfaz a condicao de fronteira de 6, ou
seja,

g"(x) = g(z), ¥ wel,
Nestas condigoes, temos
0" (z) = v"(x) + ¢"(x) = g(x), V weTl,
A formulagao variacional é dada por

a(w,0) + (w,pcby) = (w, f)+ (w,h)r, YweV. (1.10)

As funcoes v* € V" sdo em geral, funcoes lineares por partes. Assim, para
dominios em geral, a fronteira 92 de €2 pode nao coincidir com a fronteira
aproximada I',. Restringindo a formulacdo (1.10) aos subespacos V" e H",
temos

a(w", 0") + (w", ped,") = (", f) + (", h)r,
(W' pcb(x,0) = (w" pchy), Vu"eV"
Por (1.9) e Vu" € V',

a(w", v") (W, pev ) = (W, f)+ W, h)p— (W, peg)—a(w”, g"). (1.11)

Pode-se entao formular o problema descrito na subsecao 1.5.2.

1.5 O Método de Elementos Finitos

O método de elementos finitos consiste em dividir um um dominio 2 em
varias partes menores €),, chamadas de elementos finitos, de maneira que
se possa analisar cada elemento deste dominio e a partir disto pode-se fazer
uma analise completa do dominio como um todo.
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1.5.1 Discretizacao do Dominio

Considere uma particao do dominio €2 em subregioes €)., de tal forma a
satisfazer as seguintes condigoes:

Nel_o
Q=1 Q e QenNQp=0, se e#k,
e=1

onde Nel é o nimero total de elementos. Na particao do dominio sao definidos
os nos globais A, A = 1,2,... Nno, onde Nno é o numero total de nés da
malha.

As subregioes neste caso bidimensional, sao retangulos, consistindo em 4
nos locais para cada elemento finito €)..

Construcao da malha

Para a geracao da malha considera-se no doinio 2 um retangulo da forma
(a,b) x (¢,d). Os elementos finitos 2. que serao representados por e, também
serao retangulos. Para obter os elementos retangulares basta subdividir os
intervalos [a,b] e [c,d] e fazer o produto cartesiano. A geragao da malha é
feita pelo programa Mtool, que é o programa que nao s6 gera a malha de
elementos finitos mas gera também todos os dados de entrada necessarios.

A seguir, vé-se na figura 1.4, uma malha de elementos finitos retangulares
com 9 elementos finitos e 16 nés globais.

@ @ e
FORRCRRGRS
ololo]

Figura 1.4: Malha de Elementos Finitos Retangulares.

Na malha da figura anterior pode-se observar que o ntiimero de elementos
na direcao = é 3 e serda chamado de Nelx e, analogamente, o nimero de

13



elementos na direcao y de Nely. Portanto, na figura anterior temos: Nelx =
3 e Nely = 3.

Gerada a malha de elementos finitos, torna-se necesséario criar algumas
subrotinas que possam identificar, calcular e armazenar alguns dados indis-
pensaveis para a resolucaodo problema.

Subrotinas do Programa:

e N6 Global — Posicao: NoPos

Esta subrotina identifica a posigao (i,j) do né global A, obedecendo a
enumeragao sucessiva horizontal da seguinte forma:

(i,j) = NoPos(A),

onde

i = resto da divisao de (A — 1) por (Nelx + 1),
j = quociente da divisao de (A — 1) por (Nelx + 1),

e Posicao — N6 Global: PosNo

Esta faz o processo inverso da anterior, ou seja, dada a posigao identifica-
se o né global A,

A = PosNo(i, j),

através da relacao:
A=j(Nelr+1)+1+1.
e Elemento — Posi¢ao: ElmPos
Para cada elemento e, temos 4 nés globais. Para identifica-lo é suficiente

conhecer a posicao apenas do menor né global do elemento e, dado pela
relacao:
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(7,7) = ElmPos(e),

onde

i = resto da divisao de (e — 1)por Nelx,

i = quociente da divisao de (e — 1)por Nelx,

e NO Local — N6 Global: NoLG

A subrotina NoLG identifica os nds locais a = 1, 2, 3,4 de cada elemento
com os nos globais A da malha,

A = NoLG(a,e)

da seguinte forma:

Dado um elemento e, o primeiro passo é identificar sua posicao através
da subrotina anterior.

Sabemos que, na posigao (7,j) existe um né global A que representa o
elemento e. O no6 global A serd entao o primeiro né local do elemento e.
Assim,

a=1%(i,7),
a=2<%<(i+1,5),
a=3&(i+1,7+1),
a=4<(i,j+1),
e geometricamente, temos:
4 3

e
1 2

Figura 1.5: Disposicao dos nds locais de um elemento e.
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Com a posigao identificada, o né A pode ser encontrado pela funcao
PosNo.

e Numero de Equagoes do Sistema: EqNo

Alguns nés globais podem ter seus valores prescritos, ou seja, a solucao
04 = 0(A) pode ser conhecida devido as condi¢oes de fronteira. Assim,
para estes nds nao é necessario gerar equagcoes no sistema. Dessa forma, a
subrotina EqNo identifica o n6 global A com a sua correspondente equagao
eqn[A] no sistema e o nimero total de equagoes Neq do sistema. Assim,
temos

I= equ[A],

onde I = 1,...,.Neq. Por convéniencia, para os nés onde os valores sao pre-
scritos, tomamos I = 0. E claro que o nimero de equacoes é menor ou igual
ao numero de nos globais, Neq<Nno.

e Condigoes de Fronteira: CondFront

Para cada no global A, sao introduzidas as condigoes de fronteira do tipo
Dirichlet e do tipo Neumann. Nas condi¢oes de fronteira do tipo Dirichlet a
solugao 04 = 0(A) é prescrita no né, enquanto que na fronteira de Neumann
a derivada normal de #(x) no né A é prescrita. Como vimos anteriormente, o
nimero de equagoes do sistema linear depende do tipo de condicao de fron-
teira, os nds globais da malha sao classificados por tipo (typ) da seguinte
forma:

0, né A nao pertence a fronteira,

typ[A]= 1, a solugao #(A) é prescrita,

M 2, a derivada da solugao 00/0z é prescrita,
3, a derivada da solugao 00/0y é prescrita.

e Construcao do Sistema Linear

A construcao do sistema linear pode ser feita seguindo a formulacao ma-
tricial descrita na secao seguinte.
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1.5.2 Formulacao Matricial

A partir da formulacao de Galerkin, discretizando o dominio pelo método
de elementos finitos descrito na secao anterior, pode-se entao formular o
seguinte problema:

Problema Aproximado.

Dadas as funcoes f, h e g, queremos determinar a funcao 6" = v + ¢* €
Hh
solugao da formulagao (1.11).

Seja {©1, P, ..., o} uma base do subespaco V". Dessa forma, todo ele-
mento v" € V" pode ser representado por

V=3 ;. (1.12)
=1

e como consequencia disto, pode-se representar também

Jj=1 Jj=1

Para simplificacao da escrita denota-se daqui por diante que (C’,t)j =Cj e que

oh
(¢%) =9 . Substituindo entao em (1.11), tem-se

h\- hooNe S h h noo ok h o h
a(w", Y Cypy)+(w”, pey Cjpg) = (', f)+(w", h)p—(w", peg )—a(w”, g*).
Jj=1 j=1
A igualdade permanece valida tomando em particular w” = ¢;, ou seja,
m. m ° .h
a(i, Y Ciog)+(pispe Y- Cjp5) = (i )+ (i Br = (pi, ped ) —ali, g").

=1 =1
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Da linearidade da forma a(.,.), segue que

oh

Y Cialei, o)+ C; (@i, pep;) = (@i, f)+ (pi h)r — (@i, ped ) —
7j=1 j=1

De modo analogo, tem-se

Z 9077‘:0] ‘vapceo Z SOMGOJQJ
7=1

Jj=1

Denotando

Kij = a(%’,@j), 1< Z?] <m

Mij:(¢i7p0¢j>v 1§27j§m

P}=(whf)+(¢mmr—%¢mpc§%-M¢m9%

0;(0) = (1, p c o) — (i, 90)

a(SDivgh)'

(1.15)
(1.16)

a formulagao (1.11) pode ser escrita na forma matricial seguinte (TEIXEIRA,

2002),

MO+KO=F, vtelo,T|

(1.17)

Porém para a resolu¢ao do problema em regime estacionario (LIU e RINCON,

2003), temos que
f=0
e, portanto, o problema matricial resume-se a:
KO =F,

onde,

Nel e

zil K = alpi, pj)qe

Nel e

f:l M = (pispcpj)ge

Nel

oh
Fr= A F F=(pi o+ (@i h)ry = (i pcd )
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0(0) = M~ j}_li 0°, 05 = (pi, pclo)a- — (i, 96

A solucao do sistema linear de ordem m x m, permitira calcular a solucao
numérica #* € V" do problema aproximado. Como #" € V" é uma solucao
aproximada da solucao 6 € H, entao se m é grande, melhor sera a solugao
aproximada. Por outro lado, as matrizes K e M do sistema linear aumentam
quadraticamente, o que significa custo operacional. Neste aspecto, é entao
introduzido o método de elementos finitos que, através de uma escolha con-
veniente da base {1, ..., om} de V" tornard as matrizes K e M do sistema
em matrizes de banda e em geral de fécil resolucao (LIU e RINCON, 2003).

Para resolver o problema matricial (1.17) acima descrito, utilizou-se pri-
meiramente o método trapezoidal generalizado para problemas lineares (HU-
GHES, 1987) estudado na segao 3.2 deste trabalho.

19



Capitulo 2

Numeros Difusos
(Fuzzy Numbers)

Neste capitulo desenvolve-se um estudo sobre os nimeros difusos e suas
operacoes aritiméticas basicas. Em primeiro lugar, na secao 2.1, é feito um
estudo sobre o que vem a ser um ntmero difuso e como pode-se representar tal
numero na forma de funcao e também como ficaria sua representacao grafica.
Na secao 2.2, mostra-se como um numero difuso pode representar incertezas
nao-estocasticas e os diferentes tipos de nimeros com suas representacoes
graficas. Finalizando este capitulo, na secao 2.3, faz-se um estudo sobre a
aritmética dos numeros difusos mostrando as duas formas existentes para
operacoes aritméticas com tais nimeros.

2.1 Numero Difuso

Segundo Hanss e Willner (1999), basicamente, os nimeros difusos (fuzzy)
podem ser considerados como uma classe especial dos conjuntos difusos (fuzzy)
que mostram algumas propriedades especificas. Os proprios conjuntos difu-
sos (fuzzy) resultam de uma generalizagao de conjuntos convencionais, per-
mitindo que os elementos de um conjunto universo nao somente pertencam
ou nao pertencam a um conjunto especifico, mas também pertencam ao con-
junto por um determinado grau. Assim, os conjuntos difusos (fuzzy) podem
ser expressos pelos elementos x de um conjunto universo {2 com um determi-
nado grau de pertinéncia p(z) € [0, 1], que pode ser representado por uma
fungao. Os elementos x que pertencem aos conjuntos convencionais possuem
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grau de pertinéncia zero ou um, ou seja, u(z) € {0,1}.
Com base nisto, intervalos fechados
la,b] = {z|a <z <b} (2.1)
e numeros reais
c={zx|x=c} (2.2)

podem ser considerados como subconjuntos convencionais do conjunto uni-
verso IR e podem também ser expressos por

1, sea<xz<b
Hia) (%) = (2.3)

0, senao

cujas fungoes de pertinéncia u(x) € {0,1} podem ser representadas grafica-
mente como mostra a figura 2.1 a seguir.

alz)

Figura 2.1: Intervalo fechado [a, b], nimero real (crisp) ¢ e um nimero fuzzy
da forma gaussiana com valor médio m expresso por sua funcao de per-
tinéncia.

Um numero fuzzy é definido como um conjunto fuzzy convexo sobre o
conjunto universo IR por meio de uma fungao de pertinéncia p(x) € [0, 1],
onde u(x) =1 é verdadeiro somente para um tunico valor x = m € IR. Como
exemplo, os nimeros fuzzy simétricos da forma gaussiana sao definidos pela
fungao de pertinéncia

_ (:r,—'m)2

() =e 27 (2.4)
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onde m e ¢ denotam, respectivamente, o valor médio e a amplitude da dis-
tribuigdo gaussiana (figura 2.1).

2.2 Incerteza Difusa

Existem diferentes tipos de abordagens para as funcoes de pertinéncia,
sendo mais usadas as fungoes trapezoidais, gaussianas e triangulares.

Uma funcao trapezoidal de pertinéncia é definida por quatro parametros
{a, b, ¢, d} da seguinte forma:

0,se z<a
(””_"’)/(b_a), se a<x<b
trapezoidal(z : a,b,c,d) = I, se b<z<c (2.5)

(d*m)/(d_c), se c<x<d

0, se x>d

O aspecto da funcao é determinado pela escolha dos parametros a, b, ¢
e d. A figura 2.2 seguinte ilustra um exemplo de uma fungao trapezoidal de
pertinéncia dada por trapezoidal(z : 20,40, 60, 80).
Valviag e

[ [T

1

1.3

B0 F

Figura 2.2: Numero difuso representado por sua funcao trapezoidal de per-
tinencia.

Uma funcao de pertinéncia gaussiana é definida por dois parametros da
seguinte forma:
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_(a—m)?
plx) =e” 22
onde m e o denotam o centro e a amplitude da funcao respectivamente.
Pode-se controlar o aspecto da funcao ajustando o parametro o. Um pequeno
o gera uma funcao de pertinéncia com uma pequena amplitude, enquanto que
um grande ¢ nos conduz a uma funcao de pertinéncia com uma amplitude
maior.
A figura 2.3 seguinte ilustra um exemplo de uma fungao gaussiana de
pertinéncia dada por gaussiana(zx : 50, 20).

Valores de

pertinéncia

11

0.5 -

0 | .
0 20 50 $0 100

D- X

Figura 2.3: Numero difuso representado por sua funcao gaussiana de per-
tinencia.

Os nimeros fuzzy triangulares sao os mais comumente utilizados em di-
versos problemas de engenharia por ter suas func¢oes de pertinéncia definidas
por funcgoes lineares, o que facilita a aritmética de tais niimeros.

Uma funcao triangular de pertinéncia é definida por trés parametros a, b
e ¢ da seguinte forma:

0, se r<a
@) /gy, se a<z<b

triangular(z : a,b,c) = (2.6)
©=) /gy, se b<a<c

0, se z>c¢

O aspecto da funcao é determinado pela escolha dos parametros a, b e
c. A figura 2.4 seguinte ilustra um exemplo de uma funcao triangular de
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pertinéncia dada por triangular(z : 20,50, 80).
Valores de

pertinéncia 5

1.

0.5 -

0 20 50 s0 100

Figura 2.4: Numero difuso representado por sua funcao triangular de per-
tinencia.

Alguns trabalhos, como Muhanna e Mullen (1999), uma vez tendo definida
a funcao de pertinéncia para um dado do problema, modelam o nimero
fuzzy em termos de intervalos de confianca A, definido por um parametro
a, a € [0,1]. O nimero difuso é entao definido pelo intervalo de confianca
dado por A, = {x/u(x) > a}. Desse modo a aritmética fuzzy restringe-se a
operacoes com intervalos. Uma abordagem bastante atual para tais niimeros
é a dos numeros fuzzy discretos, obtidos a partir de uma discretizacao de
um numero fuzzy na sua representacao gaussiana. Segundo Hanss e Willner
(1999), a fungao de pertinéncia é discretizada subdividindo a abscissa ou a
ordenada em intervalos de comprimento iguais. A figura 2.5 a seguir mostra
uma discretizacao de um numero fuzzy.

o lx)

| A

[l—‘/ \_

T; iy T

Figura 2.5: Discretizagao de um ntimero difuso na forma gaussiana.

Na representagao acima, a é um numero fuzzy gaussiano e y,(z) é a funcao
de pertinéncia. A sequéncia dos pontos formam o numero fuzzy discreto e
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Ap = 1/n é o comprimento das subdivisoes feitas na ordenada, considerando
n o numero de divisoes.

Como visto acima, ha diversas possibilidades de abordagem da incerteza
em resolucao numérica de equagoes diferenciais parciais. Ao longo do de-
senvolvimento deste trabalho foi escolhida a forma triangular, pois possui
funcoes line- ares de pertinéncia, forma esta que fornece melhores resultados
para a equagao considerada.

2.3 Aritmética Fuzzy

Para definir operagoes aritméticas com os numeros fuzzy, dois conceitos
podem ser aplicados. Por um lado, o principio da extensao de Zadeh de
acordo com Eq. (2.8) pode ser aplicado, estendendo assim, para os operandos
fuzzy a avaliacao de funcgoes aritméticas reais. Por outro lado, os niimeros
fuzzy podem se decompor em conjuntos de intervalos para graus diferentes
de pertinéncia, através de uma técnica chamada de técnica dos alfa-cortes.
Dessa forma, a aritmética para nimeros fuzzy pode ser reduzida a aritmética
de intervalos. Como citado acima, para que se possa definir operacoes arit-
méticas com os numeros fuzzy, dois conceitos podem ser aplicados:

2.3.1 Principio da Extensao

O principio da extensao de Zadeh, de acordo com Eq. (2.8), pode ser
aplicado, o que permite a avaliacao de funcoes reais com variaveis fuzzy.
Explicitamente, se @ e b forem nitmeros fuzzy definidos pelas funcées de
pertinéncia p;(x), v € R e pz(y), y € IR, o resultado da operagao binaria

¢= f(a,b) (2.7)

para uma funcao arbitraria f é determinado por:

pie(z) = sup min{pa(x), 15(y)} (2.8)

Como exemplo, considerando a e b dois numeros fuzzy definidos por

a=1{0.3/1;0.6/2;1/3;0,7/4;0,2/5}
b={0.5/10;1/11;0,5/12}

sua soma é determinada do seguinte modo:
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¢= f(a+0b)=1{0.3/11;sup(0.5/12;0.3/12); sup(0.5/13;0.3/13;0.6/13);

sup(0.5/14;1/14);sup(0.2/15;0.7/15;0.5/15) sup(0.2/16;0.5/16); 0.2/17}

Observa-se que foram somados cada um dos nimeros (representados de-
pois das barras) de b com todos os niimeros de @, tomando o minimo en-
tre suas possibilidades (representados antes das barras). Deve-se tomar o
supremo (maximo) das possibilidades (representados antes das barras), como
definido na equagao(2.8) acima. Assim tem-se

¢= f(a+0b)=1{0.3/11;0.5/12;0.6/13; 1/14;0.7/15;0.5/16;0.2/17}

2.3.2 Representacao de Niumero Fuzzy por Intervalos
(Técnica dos Alfa-cortes)

Os numeros fuzzy podem ser representados por meio de intervalos, denomi-
nados intervalos de confianca. Assim, a aritmética para esse tipo de niimero
fuzzy pode ser reduzida a aritmética de intervalos, que é utilizada neste tra-
balho. Sabemos que um numero difuso pode ser representado de diversas
formas, como visto na secao 2.2. Entre outras, destacamos as seguintes for-
mas: forma gaussiana, forma trapezoidal e forma triangular. Neste trabalho,
utilizaram-se numeros difusos na forma triangular, pois suas fungoes de per-
tinéncia sao lineares e isto torna mais facil a implementacao computacional.
Tomando um ntimero difuso na forma triangular dada na Figura 2.6, este
fica definido por meio de trés parametros, como visto anteriormente, ou seja,

0, se <20
(#=20) /45, se 20 < z < 50

(80=2) /25, se 50 < = < 80

0, se x> 80
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Valores de
pertinéncia 4

1

0,5 .

0 20 50 8 100 *

Figura 2.6: Numero difuso a representado por sua funcao triangular de per-
tinéncia.

Um alfa-corte é um intervalo fechado definido por dois valores obtidos
para x quando se faz p,(z) = a, e serve para definir o intervalo de confianca
quando se faz « igual a um determinado valor pertencente ao intervalo [0, 1].
Utilizando a técnica dos alfa-cortes obtém-se os intervalos de confianca, como
mostrado na figura a seguir. Veé-se seis alfa-cortes, correspondentes aos graus
de pertinéncia 0, 0.2, 0.4,0.6, 0.8 e 1, definindo, assim, seis intervalos de
confianga, vistos na figura 2.7.

Valores de
Pertinéncia +

0 20 50 80 . 100 x

Figura 2.7: Numero difuso a com seis alfa-cortes e os seis intervalos, de I a
VI, representados abaixo do grafico.

No exemplo acima utilizou-se seis alfa-cortes, o que faz com que a

arit- mética fuzzy fique resumida a aritmética destes seis intervalos criados,
como apresentado a seguir.
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2.3.3 Aritmética intervalar

Considerando * como sendo uma das quatro operagoes aritméticas basicas,
entao: [a,b]x[c,d] = {xxy| a <z <bec<y<d} (MUHANNA e MULLEN,
1999). No caso da divisao, esta nao estd definida quando 0 € [¢,d]. Dessa
forma pode-se dizer que as operacoes aritméticas para intervalos fechados
S20:

e [a,b] + [c,d] =[a+ ¢,b+d]
e [a,b] — [c,d] =[a—d,b— (]
e [a,b].[c,d] = [min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, be, bd)] =

la,b]/[c,d] = [a,c].[1/c,1/d] = [min(a/c,a/d,b/c,b/d), max(a/c,a/d,b/c,b/d)]
com 0 ¢ [c,d]

Os exemplos a seguir ilustram essas definigoes:

e 3,5+ [1,7=[3+1,5+7 =[4,12]

e 3,5 —[1,7]=1[3-7,5—1] =[—4,4]

e [3,5].[1,7] = [min(3.1,3.7,5.1,5.7), max(3.1,3.7,5.1,5.7)] = [3, 35]

o [4,6]/[1,2] = [min(4/1,4/2,6/1,6/2), max(4/1,4/2,6/1,6/2)] = [2, 6]

2.3.4 Aritmética Fuzzy

Considere A e B numeros difusos com um certo nimero de alfa-cortes.
Considere ainda que A, e B, sao os intervalos gerados nos ntimeros difusos
A e B por um dos alfa-cortes, com « € [0,1]. Dessa forma, podemos definir
a aritmética fuzzy da seguinte forma:

e (AxB),=Ay* By ={xxy| (z,y) € Ay X By}, com «a € [0, 1]
Ou seja:

o Ax B = U (A*B)a

a€[0,1]
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Para que sejam efetuadas tais operagoes é necessario que A e B tenham
funcoes continuas de pertinéncia e, quando o operador * ¢ igual divisao
devemos ter 0 ¢ B,, V a € [0,1].

Assim temos definida a aritmética fuzzy por meio das quatro operagoes
definidas para a aritmética de intervalos. A seguir, tém-se alguns exemplos
que podem ilustrar a referida aritmética:

Considere os numeros difusos seguintes:

0,se v < —1
(“1)/(2), se —1<z<1

Alz) = (2.10)
(3_"7)/(2), se l<x<3

0, se >3

0,se v <1

(9”*1)/(2), se 1<x<3
B(z) = (2.11)
(3_””)/(2), se 3<x<5h

0, se x>05

A e B podem ser representados graficamente por:

Figura 2.8: Numeros difusos A e B.

Sendo assim, seus alfa-cortes possuem os seguintes aspectos gerais:
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Ay =20 —1,3-2ale B, =[2a+ 1,5 — 2q]

Desta forma, a aritmética fuzzy dos nimeros fuzzy A e B resume-se a arit-
mética dos intervalos A, e B, acima, obtidos com a técnica dos alfa-cortes.
Portanto:

Ao+ Bo=(A+ B),

Utilizando a aritmética de intervalos definida anteriormente, tem-se:

Ao+ By =20 —-142a+1,3—-2a+5—2a] = Ay, + B, = [4a,8 — 4,]
Desta forma, tem-se que:
0,se <0
(m)/(4), se 0<zx<4

(A+ B)(z) = (2.12)
(Sfm)/(4), se 4<zxr<8

0,se >8

Para a subtragao de niimeros difusos o procedimento é analogo ao descrito
acima, porém observando as regras para subtracao da aritmética intervalar
vistas na se¢ao 2.3.3. Ao contrario da soma e da subtragao, o produto e a
divisao nao resultam necessariamente em numeros fuzzy triangulares, como
pode ser visto nas figuras a seguir.
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Figura 2.9: Numeros difusos A e B, juntamente com o nimero difuso soma

A + B.

Figura 2.10: Numeros difusos A e B, juntamente com o nimero difuso sub-
tracao A - B.
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Figura 2.11: Numeros difusos A e B, juntamente com o nimero difuso mul-
tiplicacao A . B.

Figura 2.12: Numeros difusos A e B, juntamente com o niimero difuso divisao

A/B.
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Capitulo 3

Implementcao Computacional

Neste capitulo sera descrito, na se¢ao 3.1, como é o aspécto geral do al-
goritmo que resolve cada uma das etapas do problema estudado. Posterior-
mente veé-se, na secao 3.2, uma explicagao do méodo trapezoidal generalizado,
que é usado para resolucao do problema transiente, assim como a sua esta-

bilidade.

3.1 Algoritmos

O programa computacional que resolve o problema dado é composto por
um programa principal chamado calor_fuzzy.cpp, que contém o corpo princi-
pal do programa, e alguns outros programas secundérios que contém fungoes
que sao chamadas pelo programa principal no decurso da resolucao do prob-
lema. Sao eles: Arquivo de dados.cpp, Abre arquivo de dados.cpp, Grid.cpp,
Typedef.cpp, Fluxo.cpp e por ultimo, Solver.cpp. Nas subsecoes seguintes
apresenta-se o algoritmo principal do programa que resolve o problema estu-
dado.

3.1.1 Arquivo de dados.cpp

Este arquivo contém todos os dados de entrada necessarios para resolugao
do problema. Segue um exemplo de como é o corpo deste arquivo que é
gerado por um outro programa chamado Mtool desenvolvido na Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro. A seguir pode-se observar um
destes arquivos de entrada gerado pelo Mtool:
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%HEADER

File created by mtool program

%HEADER.ANALYSIS

% axisymmetric ter’

%HEADER.ANALYSIS
‘temperature2d’

%HEADER.ANALYSIS.MAXIMUM.ITERATIONS

50

%HEADER.ANALYSIS.TOLERANCE

0.1

%NODE

33

%NODE.COORD

33

— = O 00 I O Ui W

= O

13
14
15
16

0.00000000
0.00250000
0.00500000
0.00750000
0.01000000
0.01250000
0.01500000
0.01750000
0.02000000
0.02250000
0.02500000

0.00000000
0.00250000
0.00500000
0.00750000
0.01000000

0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000
0.00000000

0.00250000
0.00250000
0.00250000
0.00250000
0.00250000

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
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17
18
19
20
21
22

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

WFEMOOP.TRANSIENT.PARAMETER

0.5

%FEMOOP.TRANSIENT.INIT.VECTOR

0.01250000
0.01500000
0.01750000
0.02000000
0.02250000
0.02500000

0.00000000
0.00250000
0.00500000
0.00750000
0.01000000
0.01250000
0.01500000
0.01750000
0.02000000
0.02250000
0.02500000

293.15

0.00250000
0.00250000
0.00250000
0.00250000
0.00250000
0.00500000

0.00500000
0.00500000
0.00500000
0.00500000
0.00500000
0.00500000
0.00500000
0.00500000
0.00500000
0.00500000
0.00500000

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

WFEMOOP.NUM.TIME.STEPS

30

WFEMOOP.TIME.STEP

10

%FEMOOP.PRINT.STEPS

1

%MATERIAL

1
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%MATERIAL.LABEL
1
1 'qwe’

%MATERIAL.ISOTROPIC
1
1 1000 0.3

%MATERIAL.PROPERTY. THERMAL.CONDUCTIVITY
1
135.0

%MATERIAL.PROPERTY.SPECIFIC.HEAT
1
1 460.0

%MATERIAL.PROPERTY.DENSITY
1
1 8618.0

%MATERIAL.PROPERTY.SOURCE. TEMPERATURE
1
1 8122.0

%MATERIAL.MARTENSITE.START. TEMPERATURE
1
1 500

%THICKNESS
1
11.0

NINTEGRATION.ORDER

1
1321221
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%ELEMENT

20

%ELEMENT.Q4

20
1

O 1 O U i W N

9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

2
3
4
5)
6
7
8
9

10
11
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

Y N YRS Gy Sy S G S S
_ S O 00~ G Wi o L0 TE W=

%LOAD

1

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

1 'Load Case 1’

%LOAD.CASE

1
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%LOAD.CASE.NODAL. TEMPERATURE
3

11 293.15

22 293.15

33 293.15

%LOAD.CASE.LINE. HEAT.CONVECTION.UNIFORM
2

10 11 22 25000 293.15

20 22 33 25000 293.15

Neste exemplo tem-se uma malha de elementos finitos retangulares de 20
elementos e 33 n6s com suas coordenadas. Em seguida tem-se dados como:
o parametro do método trapezoidal generalizado, a temperatura inicial nos
nos, o numero de passos de tempo, o passo de tempo, o passo de tempo que
sera impresso, o numero de materiais considerados na analise, a condutivi-
dade térmica, o calor especifico, a densidade e a geracao interna de calor
do material. Tem-se ainda, na sequéncia, a temperatura de inicio da trans-
formacgao de austenita em martensita, os nds associados a cada elemento da
malha e, por fim, as condig¢oes de contorno como temperatura prescrita e
fluxo de calor.

3.1.2 O algoritmo do programa principal

O algoritmo que resolve o problema consiste nos seguintes passos:

1. Abre arquivo de dados:

Esta rotina consiste em abrir um arquivo cujo nome é Arquivo de da-
dos.cpp e armazenar as informacoes como a malha de elementos fini-
tos com as coordenadas de cada um dos nds, os valores relativos as
condigoes de fronteira, os parametros do material, a temperatura ini-
cial dos nés da malha e assim por diante, cada uma em sua respectiva
variavel.

2. A motagem das matrizes globais é feita por trés fungoes:
MontaK, MontaM e MontakF.

(a) MontaK:
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A rotina MontaK consiste em;
Para e = 1,...,Nel.
i. LocalK(e).

A rotina LocalK(e), por sua vez, calcula a matriz local K¢,
através da seguinte formulacao;

Para a = 1,...4.
Para b =1,... 4.

o= [ (Ve k (Ven)do (31)

onde ¢, e g, sao fungdes de interpolagao locais (RINCON e
LIU, 2003).

ii. MontaH(e, Kg,).
A rotina MontaH(e, K¢,), por sua vez, verifica se o elemento
e em questao possui convexao(fluxo de calor) em alguma das
suas arestas. Se possuir, inclui tal convexao na matriz local
do elemento e da seguinte forma;

e Identifica a aresta com convexao.

e Calcula o determinante do Jacobiano de 1 dimensao através
da seguinte féormula:

\/(Jh — 2)? + (1 — yo)?
2

onde (x1,41) e (x2,y2) sdo, respectivamente, as coorde-
nadas do 1° e do 2° nés da aresta em questao.

Det J =

(3.2)

e Calcula (¢4),; € (b),y funcoes de interpolagao de 1 di-
mensao para o primeiro ponto de Gauss.

e Calcula PHW através da seguinte formula:

PHW = (¢,),, - Det J . peso de Gauss . hy . (),

onde h; é o coeficiente de transferéncia de calor do mate-
rial considerado.
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e Calcula a nova matriz local K, da seguinte forma:

K =K+ PHW (3.3)
e Calcula (¢4),y € (¢b);4, fungoes de interpolacao de 1 di-
mensao para o segundo ponto de Gauss.
e Calcula um novo PHW através da seguinte férmula:

PHW = (¢4),, - Det J . peso de Gauss . hy . ()4

onde h; é o coeficiente de transferéncia de calor do mate-
rial considerado.

e Calcula a nova matriz local K, da seguinte forma:

K¢ = K&+ PHW (3.4)

Montadas todas as matrizes locais K, pode-se montar, agora a
matriz global K através da formulagao matricial abaixo (ver secao
1.5.2):

Nel .
K= 'nél Kab
(b) MontaM:
A rotina MontaM consiste em;
Para e = 1,....Nel.
i. LocalM(e).
A rotina LocalM(e), por sua vez, calcula a matriz local Mg,
através da seguinte formulacao;

Para a =1....4.
Parab =1,....4.
Mg, =cp /Q Pa pp dS (3.5)
onde ¢, e p;, sdo fungdes de interpolagao locais (RINCON e
LIU, 2003).
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Montadas todas as matrizes locais M, pode-se montar, agora a

matriz global M através da formulacao matricial abaixo (ver se¢ao
1.5.2):

Nel

M= A Mg
(c) MontaF.

A rotina MontaF consiste em;
Para e = 1,....Nel.

i. LocalF(e).
A rotina LocalF(e), por sua vez, calcula a matriz local K¢,
através da seguinte formulacao;

Para a=1....4.

Fo=Jo+he =910~ 9a (3.6)

onde f¢, hy, g.¢ e g; podem ser calculados da seguinte forma:

4
fe= "0 [ waen e, (3.7)
b=1 /G
4
W= [ pun by dr., (3.8)
b=1"Tn
4
gie=cp Y [ vain g do. (3.9)
b=1"8%
(§
4
9o =2 K% g (3.10)
b=1

ii. MontaH(e, F¢).
A rotina MontaH(e, F¢), por sua vez, verifica se o elemento
e em questao possui convexao(fluxo de calor) em alguma das
suas arestas. Se possuir, inclui tal convexao no vetor local do
elemento e da seguinte forma;

e [dentifica a aresta com convexao.
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e (Calcula o determinante do Jacobiano de 1 dimensao através
da seguinte formula:

\/($1 —12)? + (Y1 — Y2)?
2

onde (x1,11) e (x2,y2) sdo, respectivamente, as coorde-
nadas do 1° e do 2° nés da aresta em questao.

Det J =

(3.11)

e Calcula (¢q);y € (¢b);y, fungoes de interpolacao de 1 di-
mensao para o primeiro ponto de Gauss.

e Calcula PHW através da seguinte formula:

PHW = (¢q4),, - Det J . peso de Gauss . hy . Too . (¢5) 1y

onde h; é o coeficiente de transferéncia de calor do mate-
rial considerado.

e Calcula a novo vetor local F? da seguinte forma:

¢ = F°+ PHW (3.12)

e Calcula (¢4),; € (b),y funcoes de interpolagao de 1 di-
mensao para o segundo ponto de Gauss.

e Calcula um novo PHW através da seguinte férmula:

PHW = (¢,),, - Det J . peso de Gauss . hy . Te . (1)1

onde h; é o coeficiente de transferéncia de calor do mate-
rial considerado.

e Calcula o novo vetor local F¢ da seguinte forma:

Fe=F°+ PHW (3.13)

Montados todos os vetores locais F¥ pode-se montar, agora o vetor
global F' através da formulacao matricial abaixo (ver segao 1.5.2):

Nel
F= A F°

n=1 ¢
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3. Se o rpoblema é estacionario, entao resolve-se o seguinte sistema linear
através da decomposicao LU.

Ko=F

4. Se o rpoblema é transiente entao resolve-se o problema seguinte através
do método trapezoidal generalizado cujo algoritmo é descrito na segao
seguinte.

M@+KO=F

3.2 Meétodo Trapezoidal Generalizado

3.2.1 Algoritmo

Com o objetivo de alcangar estabilidade com uma convergencia quadratica
foi implementado o algoritmo do método trapezoidal generalizado proposto
por Hughes (1977), devidamente adaptado para o problema térmico com
mudanca de fase, que consiste em encontrar 6, tal que:

Men—)—l + K9n+l = Fn+1
tntl o L4
s =0+ [ 8 (1) dt = 0, + At (3.14)

éa = (1 - a)én + aén—kl

onde @, e 8, sio as aproximagoes de 0'(t,) e 0(t,) respectivamente e o vetor
Foy1 = F(tnpy1), At é o incremento do tempo e o € [0, 1] é um parametro.

O problema computacional é para determinar 6,1 e 6,1 a partir dos

valores conhecidos do tempo anterior 6,, e 0,,.
Inicializando entao o algoritmo temos que no tempo ¢ = 0, a temperatura

inicial 6y é conhecida e, dessa forma, éo = 0'(0) pode ser determinado fazendo
t =ty = 0 na equagao discreta (3.14);, obtendo-se:

M@y = Fy — K 6.
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Resolvendo o sistema linear, determina-se éo =0'(0).

Paran =0,1,...,(N —1) o procedimento para determinar a solugao apro-
ximada é divido nas seguintes etapas:

(i) Definimos um preditor para 6,,; na forma:

5n+1 = en + (1 - 05) At én
(ii) De (3.14)5 e (3.14)5 tem-se que:

Ot = O + At o = O + AL (0 st + (1 — @) On) = Onp1 + & AL iy

(iii) Substituindo (ii) em (3.14);, temos:

(M + « At K)én—H = Fn+1 — K 5n+1

Resolvendo o sistema linear obtém-se én+1. Com én+1 calculado os valores
de 0,11 sao entao calculados por (3.14)3 e (3.14);. E assim secessivamente
paran =0,1,....,(N —1).

3.2.2 Estabilidade

Faremos alguns comentarios sobre a estabilidade da familia de métodos,
sem no entanto demonstra-los. Os detalhes das demonstracoes podem ser
encontradas em Hughes (1987).

(i) Se a > 1/2, entdao o método trapezoidal generalizado é incondicional-
mente estavel, ou seja, nao existe qualquer restricao ao passo de tempo At.

(ii) Se av < 1/2, entao o método trapezoidal generalizado é condicionalmente
estavel, ou seja, o passo de tempo At deve satisfazer a seguinte condicao:

2

At < ————
< (1=2a)\,

onde )\ é o maior autovalor da matriz dos coeficientes.
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Em particular, para a equagao do calor, o passo At deve satisfazer a
condicao de que At < ch?, onde ¢ é uma constante e h é o passo no espaco.
Note que essa condicao é bastante restritiva, pois At é muito pequeno para
valores de h << 1.

Dessa forma podemos concluir que o Método de Euller (o = 0) é condi-
cionalmente estavel e o Método de Crank-Nicolson (o = 1/2) é incondicional-
mente estavel.
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Capitulo 4

Resultados Numeéricos Crisp

Nesta secao serao apresentados alguns resultados numéricos crisp, ou
seja, epresenta-se aqui, os resultados de alguns exemplos ainda sem conside-
rar incerteza nos parametros do material. O motivo da apresentagao destes
resultados se da por dois motivos principais. Em primeiro lugar, ter uma
base para uma posterior comparacao com os resultados fuzzy, que é a prin-
cipal proposta desde trabalho. Em segundo lugar, para que seja feita uma
comparagao com os resultados encontrados na literatura para os mesmos
exemplos, ou seja, para verificacao da validade das respostas encontradas.

4.1 Analise Estacionaria

Aqui vamos apresentar um exemplo de andlise, por elementos finitos, de
problemas de transmissao de calor em materiais isotrépicos.

4.1.1 Exemplo com Temperatura Prescrita

e Exemplo 1:

Este exemplo trata do problema da transmissao de calor por condugao em
regime estacionario, com geracao interna de calor. Considera-se um reator
submerso cujo ntucleo é constituido de um ntumero de placas verticais de
comprimento 2L. Inicialmente o sistema possui temperatura uniforme T..
Assume-se que a energia interna constante u” é gerada uniformemente nes-
tas placas. Considera-se uma temperatura constante e igual a 293.15°K na
borda de contato da placa com o meio e h = 0 nas demais bordas, ou seja,
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temperatura prescrita na borda de contato com o meio e fluxo de calor igual a
zero nas outras trés bordas. A temperatura do fluido permanece constante e a
espessura das placas é pequena quando comparada com as outras dimensoes.

Assim, se os efeitos de borda sao desprezados, a transferéncia de calor
pode ser considerada unidimensional (TEIXEIRA, 2002).

Utilizando-se To, = 293,15°K, L = 25,0mm, u” = 8122,0W/m?, ¢ =
460,0J/K¢°K, p = 8618,0Kg/m?® , K = 35,0W/m°K como dados de en-
trada e uma malha de elementos finitos com 33 néds, 20 elementos isoparamé-
tricos Q4 (Figura 4.1),

23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

Figura 4.1: Malha de elementos finitos para o exemplo 1.

obtém-se as distribuicoes de temperatura mostradas na tabela 4.1.

Coord.(x, y) Temperatura
(40.00000, +0.00000) | +918.10706
(4+0.00250, +0.00000) | +911.85748
(4+0.00500, +0.00000) | +893.10883
(4+0.00750, +0.00000) | +861.86090
(4+0.01000, +0.00000) | +818.11389
(40.01250, +0.00000) | +761.86798
( )
( )
( )
( )
( )

+0.01500, 4-0.00000) | +693.12262
+0.01750, 4+-0.00000) | +611.87823
+0.02000, +0.00000) | +518.13477
+0.02250, +0.00000) | +411.89197
+0.02500, +0.00000) | +293.14999

—| =
Hocoooq@m%ww»—lg
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12 | (++0.00000, +0.00250) | +918.10706
13 | (+0.00250, +0.00250) | +911.85754
14 | (+0.00500, +0.00250) | +893.10876
15 | (+0.00750, +0.00250) | +861.86096
16 | (+0.01000, +0.00250) | +818.11401
17 | (+0.01250, +0.00250) | +761.86792
18 | (+0.01500, +0.00250) | +693.12268
19 | (+0.01750, +0.00250) | +611.87836
20 | (+0.02000, +0.00250) | +518.13477
21 | (+0.02250, +0.00250) | +411.89200
22 | (+0.02500, +0.00250) | +293.14999
23 | (+0.00000, +-0.00500) | +918.10724
24 | (+0.00250, +0.00500) | +911.85754
25 | (+0.00500, +-0.00500) | +893.10895
26 | (+0.00750, +0.00500) | +861.86115
27 | (+0.01000, +0.00500) | +818.11414
28 | (+0.01250, +0.00500) | +761.86804
29 | (+0.01500, +0.00500) | +693.12268
30 | (+0.01750, +0.00500) | +611.87842
31 | (+0.02000, +0.00500) | +518.13483
32 | (+0.02250, +0.00500) | +411.89209
33 | (+0.02500, +0.00500) | +293.14999

Tabela 4.1: Temperaturas calculadas para cada n6 da malha do exemplo 1.

e Exemplo 2:

Este exemplo trata do problema da transmissao de calor por condugao em
regime estacionario, sem geracao interna de calor. Considera-se uma placa
horizontal de altura L e comprimento 5L.
temperatura uniforme 7T,,. Considera-se uma temperatura constante e igual
a 100°K na borda de contato da placa com o meio superior e de 30°K na
Considera-se ainda fluxo de calor

borda de contato com o meio inferior.

h = 0 nas bordas laterais. Assim, se os efeitos de borda sao desprezados,
a transferéncia de calor pode ser considerada unidimensional e na direcao

vertical.
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Utilizando-se Ty, = 50°K, L =2,0m, ¢ =0,46J/Kg¢°K, p=1,0Kg/m?
e K = 35,0W/m°K como dados de entrada e uma malha de elementos finitos
com 105 nés, 80 elementos isoparamétricos Q4 (Figura 4.2),

85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99100101 102103 104 105

64 84
43 63
22 42

1 2 3 4 53 6 7 8§ 9 10 1112 13 1415 16 17 18 19 20 21

Figura 4.2: Malha de elementos finitos para o exemplo 2.

obtém-se as distribuicoes de temperatura mostradas na tabela 4.2 para os
n6s da borda direita.

No Coord.(x, y) Temperatura
105 | (+10.00000, +2.00000) | +100.00000
84 | (+10.00000, +1.50000) | +82.50000
63 | (+10.00000, +1.00000) | +65.00000
( )
( )

42 | (410.00000, 4-0.50000 +47.50000
21 | (+10.00000, +0.00000 +30.00000

Tabela 4.2: Temperaturas calculadas para cada né da borda direita da malha
do exemplo 2.

4.1.2 Exemplo com Fluxo de Calor

e Exemplo 1:

Este exemplo trata do problema da transmissao de calor por condugao em
regime estacionario, com geracao interna de calor. Considera-se um reator
submerso cujo ntucleo é constituido de um ntumero de placas verticais de
comprimento 2L. Inicialmente o sistema possui temperatura uniforme 7T,.
Assume-se que a energia interna constante u”’ é gerada uniformemente nestas
placas. Considera-se um fluxo de calor na borda de contato da placa com
o fluido, cujo coeficiente de transferéncia de calor h. Considera-se ainda
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fluxo de calor h = 0 nas demais bordas. A temperatura do fluido permanece
constante e a espessura das placas é pequena quando comparada com as
outras dimensoes.

Assim, se os efeitos de borda sao desprezados, a transferéncia de calor
pode ser considerada unidimensional (TEIXEIRA, 2002).

Utilizando-se Th, = 293,15°K, L = 25, 0mm, u"” = 8122,0W/m?, h =
2500,0, ¢ = 460,0J/K¢°K, p = 8618,0Kg/m* e K = 35,0W/m°K como
dados de entrada e uma malha de elementos finitos com 12 nés, 5 elementos
isoparamétricos Q4 (Figura 4.3),

7 8 9 10 11 12

W@ W]k

1 2 3 4 5 6

Figura 4.3: Malha de elementos finitos para o exemplo 1.

No Coord.(x, y) Temperatura
1 | (4+0.00000, +0.00000) | +988.11700
2 | (+0.00500, +0.00000) | +963.11853
3 | (+0.01000, +0.00000) | +888.12335
4 | (4+0.01500, +0.00000) | +763.13129
5 | (+0.02000, +0.00000) | +588.14258
6 | (+0.02500, +0.00000) | +363.15723
7 | (+0.00000, +0.00500) | +988.11707
8 | (+0.00500, +0.00500) | +963.11865
9 | (+0.01000, +0.00500) | +888.12335
10 | (+0.01500, +0.00500) | +693.12268
11 | (+0.02000, +0.00500) | +588.14270
12 | (+0.02500, +0.00500) | +363.15720

Tabela 4.3: Temperaturas calculadas para cada n6 da malha do exemplo 1.

Para que os resultados encontrados para o problema acima pudessem
ser aceitos, rodou-se o mesmo problema considerando o coeficiente de trans-
feréncia de calor h como sendo um numero muito grande e encontrou-se
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resultados idénticos aos resultados encontrados quando considerou-se a tem-
peratura prescrita. Ou seja, se o coeficiente de transferéncia de calor tende
para infinito, entao, a temperatura na borda de contato com o meio pode ser
considerada prescrita e os resultados encontrados devem ser necessariamente
iguais, o que foi comprovado neste trabalho para este exemplo.

4.2 Analise Transiente

Aqui sao apresentados alguns exemplos de analise, por elementos finitos,
de problemas de transmissao de calor em materiais isotropicos, apresentando
tal analise térmica em regime transiente, ou seja, é feita analise das tempe-
raturas encontradas a cada passo de tempo, até atingir equilibrio térmico.

4.2.1 Exemplo com Temperatura Prescrita
e Exemplo 1:

Este exemplo trata do problema da transmissao de calor por condugao
em regime transiente, com geracao interna de calor. Considera-se um reator
submerso cujo ntucleo é constituido de um ntumero de placas verticais de
comprimento 2L. Inicialmente o sistema possui temperatura uniforme T..
Assume-se que a energia interna constante v é gerada uniformemente nes-
tas placas. Considera-se uma temperatura constante e igual a 293.15°K na
borda de contato da placa com o meio e h = 0 nas demais bordas, ou seja,
temperatura prescrita na borda de contato com o meio e fluxo de calor igual
a zero nas outras trés bordas. A temperatura do fluido permanece constante
e a espessura das placas é pequena quando comparada coma as outras di-
mensoes.

Assim, se os efeitos de borda sao desprezados, a transferéncia de calor
pode ser assumida como unidimensional(TEIXEIRA, 2002).

A solucao deste problema, assumindo-se um coeficiente de transferéncia
de calor elevado (h — 00), resulta na seguinte distribuicao de calor (ARPACI,
1966):

Ozt) 1
///LQ/k 5

-2) (=1 e cos(Ap)

onde 0 =T —T,,a = " com k, p e c representando, respectivamente, a

v
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condutividade térmica, a densidade e a capacidade térmica do meio e A\, L é
dado por \,L = (2n+ 1)7/2,n =0,1,2, ... .

Utilizando-se, entao, Th, = 293, 15°K, L = 25, 0mm, v = 8122, 0W/m?,
c = 460,0J/K¢°K, p = 8618,0Kg/m> e k = 35,0W/m°K como dados
de entrada e uma malha de elementos finitos com 33 nés, 20 elementos
isoparamétricos Q4 (figura 4.4), obtém-se as distribuigbesde temperatura
mostradas na figura 2, juntamente com a solucao analitica correspondente
para diferentes instantes.

23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 3

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

1 1 3 4 5 6 7 & 9 10 1

Figura 4.4: Malha de elementos finitos para o exemplo 1.
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Figura 4.5: Solugao numérica e analitica para os nds centrais, obtida neste
trabalho.
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Para esta analise utilizou-se a implementacao da forma-V (HUGHES,
1987) do método trapezoidal generalizado, com parametro de colocacao o =
0,5 como forma de garantir a estabilidade do algoritmo de integracao no
tempo. O incremento de tempo At = 1s foi escolhido de modo a atender aos
requisitos de convergencia do método. Para que se possa validar os resultados
obtidos, foi introduzido, e mostrado na figura 3.5.3, o resultado obtido para
o mesmo problema por Teixeira (2002).

oo oo
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1=0, 20 40, B0, 30
100, 120, 155
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Figura 4.6: Solu¢ao numérica e analitica obtida por Teixeira (2002).

4.2.2 Exemplo com Fluxo de Calor

e Exemplo:

Este exemplo trata do problema da transmissao de calor por condugao
em regime transiente, com geragao interna de calor. Considera-se um reator
submerso cujo ntucleo é constituido de um ntimero de placas verticais de
comprimento 2L. Inicialmente o sistema possui temperatura uniforme T..
Assume-se que a energia interna constante u”’ é gerada uniformemente nestas
placas. O coeficiente de transferéncia de calor entre as placas e o fluido é
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dado por h. A temperatura do fluido permanece constante e a espessura das
placas é pequena quando comparada coma as outras dimensoes.

Assim, se os efeitos de borda sao desprezados, a transferéncia de calor
pode ser assumida como unidimensional(TEIXEIRA, 2002).

Utilizando-se, entao, Ty, = 293,15°K, L = 25,0mm, u” = 8122, 0W/m3,
c=460,0J/K¢°K, h = 2500,0, p = 8618,0K g/m?* ek = 35, 0W/m°K como
dados de entrada e uma malha de elementos finitos com 12 nés, 5 elementos
isoparamétricos Q4 (figura 4.7), obtém-se as distribuigoes de temperatura
mostradas na figura 4.8.

7 8 9 10 11 12

W@ W]k

1 2 3 4 5 6

Figura 4.7: Malha de elementos finitos para o exemplo dado.
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Figura 4.8: Solugao numérica obtida neste trabalho para o problema do
reator com fluxo de calor em comparacao com a solu¢ao numérica obtida
neste trabalho para o problema do reator com temperatura prescrita.
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Para esta andlise utilizou-se a implementagao da forma-V (HUGHES,
1987) do método trapezoidal generalizado, com parametro de colocagao av =
0,5 como forma de garantir a estabilidade do algoritmo de integracao no
tempo, como visto na subsecao 3.2.2. O incremento de tempo At = 1s foi
escolhido de modo a atender aos requisitos de convergéncia do método.

Para que os resultados encontrados para o problema acima pudessem
ser aceitos, rodou-se o mesmo problema considerando o coeficiente de trans-
feréncia de calor h como sendo um numero muito grande e encontrou-se
resultados idénticos aos resultados encontrados quando considerou-se a tem-
peratura prescrita. Ou seja, se o coeficiente de transferéncia de calor tende
para infinito, entao, a temperatura na borda de contato com o meio pode ser
considerada prescrita e os resultados encontrados devem ser necessariamente
iguais, o que foi comprovado neste trabalho para este exemplo.
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Capitulo 5

Resultados Numeéricos Fuzzy

Quando considera-se incerteza do tipo fuzzy nos parametros do mate-
rial do problema estudado obtém-se resultados mais confiaveis, pois tem-se
resultados representativos de toda a gama de resultados possiveis. Porém,
utilizando-se da aritmética fuzzy normal, definida por Zadeh, ocorre uma
propagacao da incerteza, e além deste fato, é gerado, no decurso da reso-
lugao do problema, uma incerteza artificial, proveniente das operagoes arit-
méticas entre nimeros difusos. Este fato, aumenta a incerteza de forma nao
muito agradavel pois, dependendo do ntimero de operagoes aritméticas com
numeros difusos, os resultados tornan-se incompativeis com aqueles que se
quer obter de fato. Este problema se torna ainda mais grave quando resolve-se
o problema em regime transiente, pois neste, o problema é resolvido iniimeras
vezes, uma vez para cada passo de tempo, e a solucao do passo de tempo
atual depende da solucao do passo de tempo anterior.

Com o intuito de reduzir esta incerteza artificial gerada no decurso da
reso-lucao do problema, quatro técnicas foram utilizadas. Sao elas:

i) Resultado Exato ou Combinatorial:

Resolve-se o problema de forma a obter um resultado que sera chamado
de resultado exato, pois considera-se incerteza difusa do tipo triangular e a
técnica dos alfa-cortes, que por sua vez discretiza tal nimero transformando-
o em um certo nimero de intervalos reais [x,, x4]. O que este método propoe
é que o problema seja resolvido 2V vezes para que se obtenha-se todas as
combinagoes possiveis entre os extremos dos intervalos gerados pela técnica
dos alfa-cortes nos N parametros difusos.
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ii) Aritmética Fuzzy:

Resolve-se o problema, ja com a incerteza inserida nos parametros, utilizando-
se da artmética fuzzy, definida por Zadeh, vista na secao 2.3 e, neste caso,
encontra-se um aumento da incerteza devido ao niimero de operacoes exis-
tentes entre ntimeros difusos.

iii) Manipulagao Algébrica do Sistema ou K Fora da Integral:

Resolve-se o problema retirando-se a constante K, condutividade térmica,
da integral principal para que se possa evitar operacoes desnecessarias entre
numeros difusos.

iv) Pré-condicionamento do Sistema Linear:

Resolve-se o problema utilizando uma técnica chamada de pré-condicionamento,
que consiste em resolver um sistema linear Az = b pelo Método de Eliminacao
de Gauss pré-condicionando a matriz A.

Por fim, é feita uma comparacao dos resultados obtidos para que se possa
responder qual deve ser a técnica utilizada para resolver problemas com in-
certeza do tipo fuzzy inserida nos parametros do material de maneira que se
obtenha os melhores resultados.

5.1 Analise Estacionaria

Neste secao mostra-se a resolucao e os resultados obtidos para o problema
dado a partir de um exemplo, que é chamado de exemplo do reator.

5.1.1 Exemplo do Reator:

Este é um exemplo de analise, por elementos finitos, de um problema
de transmissao de calor em materiais isotropicos, apresentando tal analise
térmica apenas para o problema estacionario, ou seja, analisam-se as tem-
peraturas encontradas depois do equilfbrio térmico.

Este exemplo trata do problema da transmissao de calor por condugao em
regime estacionario, com geracao interna de calor. Considera-se um reator
submerso cujo nicleo é constituido de um ntdmero de placas verticais de
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comprimento 2L. Inicialmente o sistema possui temperatura uniforme 7.
Assume-se que a energia interna constante u"”’ é gerada uniformemente nestas
placas. Considera-se uma temperatura constante e igual a 293.15° K na borda
de contato da placa com o meio e A = 0 nas demais bordas, ou seja, tempe-
ratura prescrita na borda de contato com o meio e fluxo de calor igual a zero
nas outras trés bordas. A temperatura do fluido permanece constante e a
espessura das placas é pequena quando comparada com as outras dimensoes.

Assim, se os efeitos de borda sao desprezados, a transferéncia de calor
pode ser considerada unidimensional (TEIXEIRA, 2002).

Utilizando-se Ty, = 293, 15°K, L = 25,0mm, u" = 8122,0W/m3,
c = 460,0J/Kg¢°K,p = 8618,0Kg/m* e K = 35,0W/m°K como dados de
entrada e uma malha de elementos finitos com 12 nés, 5 elementos isoparamé-
tricos Q4 (Figura 5.1), resolve-se o problema nas subsecoes seguintes utilizan-
do-se das técnicas citadas acima na secao 5.1.

7 8 9 10 11 12

SIAREIANEIRREIRRECY

1 2 3 4 5 6

Figura 5.1: Malha de elementos finitos para o exemplo do reator.

Pode-se observar que neste exemplo todos os parametros do material sao
reais(crisp). Para que se tenha entao ao menos um dos parametros fuzzy, foi
incluida uma incerteza difusa na condutividade térmca K. Com isso, K deixa
de ser o nimero real K = 35,0W/m°K e torna-se o nimero difuso muito
préximo de 35, 0W/m°K dado pela fungao triangular de pertinéncia seguinte.

0 ,se x < 34,9965
(%34,9965)/(070035), se 34,9965 < x < 35

(85.0085-7) / 0035y, se 35 < x < 35,0035

0 , se x> 35,0035
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E representado graficamente pela figura 5.2.

X

0 34,9965 35 35,0035

Figura 5.2: Condutividade térmica K representada por sua funcao triangular
de pertinéncia.

Desta forma, pode-se se mostrar como a incerteza, incluida nos parametros
do material, nos conduz a resultados mais confiaveis.

5.1.2 Resultado: Exato ou Combinatorial

Nesta subsecao o problema do reator descrito na subsecao 5.1.1 é re-
solvido utilizando-se de uma técnica que conduz a um resultado chamado de
resultado exato (TAWAB e NOOR, 1999).

Como pode ser visto na subsecao 2.3.2, um ntmero difuso pode ser dis-
cretizado, em intervalos reais, através da técnica dos alfa-cortes, onde cada
alfa determina um intervalo [z., 24| de pertinéncia a, com « € [0, 1]. Sendo
assim, esta técnica, que propoe o resultado exato, é descrita por Tawab e
Noor em 1999 e consiste em rodar o programa 2%V vezes para cada alfa-corte,
onde N é o numero de parametros considerados fuzzy no problema. Isto
pode ser observado no exemplo abaixo.

Considere dois parametros fuzzy, x e y. Tem-se, entao, para cada alfa-
corte, dois intervalos, um para o primeiro parametro [z., 24| e outro para o
segundo [ye, y4]. Assim, para que se tenha todas as combinagbes possiveis
entre os extremos destes intervalos, deve-se rodar o programa operando x,
COM Ye, Te COM Yg, Tg COM Y € Tq com yq. Ou seja, 22 = 4 vezes.

Com isso, o intervalo resultante [z, z4] para este alfa-corte é dado por:

[2e, 2z4] = [min {todas as combinagoes}, max {todas as combinagoes}]

Desta forma, como o exemplo dado considera apenas um parametro fuzzy,
deve-se resolver o problema rodando o programa 2' = 2 vezes para cada alfa-
corte e como a incerteza é do tipo triangular, considera-se aqui, apenas dois
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alfa-cortes: um para o = 0.0 e outro para o = 1.0. Estes tltimos, suficientes
para determinar uma resposta fuzzy também do tipo triangular.

Utilizando os dados do exemplo do reator, descritos na subsecao 5.1.1, a
malha de elementos finitos da figura 5.1 e a técnica descrita acima, resolve-se
o problema e obtém-se os resultados presentes na tabela 5.1:

N6 Coordenada Temperatura | Temperatura | Temperatura
(x, ) a=0.0 a=10 a=0.0
1 | (+0.00000, +0.00000) | +918.04761 | +918.10944 | +918.17072
2 | (40.00500, +0.00000) | +893.05176 | +893.11102 | +893.16980
3 | (+0.01000, +0.00000) | +818.06396 | +818.11591 | +818.16736
4 | (4+0.01500, 40.00000) | +693.08441 | +693.12396 | +693.16321
5 | (+0.02000, +0.00000) | +518.11316 | +518.13531 | +518.15741
6 | (4+0.02500, 40.00000) | +293.15000 | +293.15000 | +293.15000
7 | (4+0.01500, +0.00500) | +918.04767 | +918.10950 | +918.17065
8 | (+0.00500, +0.00500) | +893.05170 | +893.11108 | +893.16992
9 | (+0.01000, +0.00500) | +818.06403 | +818.11597 | +818.16736
10 | (+0.01500, +0.00500) | +693.08447 | +693.12402 | +693.16309
11 | (+0.02000, +0.00500) | +518.11310 | +518.13538 | +518.15735
12 | (40.02500, +0.00500) | +293.15000 | +293.15000 | +293.15000

Tabela 5.1: Temperaturas calculadas para cada n6 da malha do exemplo do
reator.

A figura 5.3 seguinte ilustra a temperatura fuzzy resultante do né 1 da
malha da figura 5.1, representada pelo nimero difuso na sua forma triangular.
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Figura 5.3: Temperatura difusa exata calculada para o n6 1 da malha.

Vantagens: FEsta técnica fornece resultados bastante precisos e confiaveis,
pois nao utiliza da aritmética fuzzy, proposta por Zadeh em 1965, que por
sua vez, gera uma incerteza artificial.

Desvantagens: O custo computacional é elevado, visto que deve-se resolver o
problema 2V vezes para cada alfa-corte.

5.1.3 Resultado: Aritética Fuzzy

Resolver o problema descrito na subsecao 5.1.1 utilizando a aritmética
fuzzy vista na secao 2.3(ZADEH, 1965), consiste em resolver o problema
considerando todos os niimeros envolvidos no problema como sendo niimeros
difusos. Deve ser observado que, como todos os niimeros envolvidos no pro-
blema sao nimeros difusos, todas as variaveis também serao difusas e, conse-
quentemente, obteremos resultados também difusos, o que é a proposta deste
trabalho.

Com isso, todos os numeros que sao reais continuam sendo reais, porém
sao representados e armazenados como se fossem nimeros difusos. A figura
seguinte que apresenta dois nimeros na forma difusa: um real e outro difuso.
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Figura 5.4: (a) Ndimero real a representado na forma fuzzy. (b) Numero
difuso @, préximo de a, representado na forma fuzzy.

Pode-se observar que o quando um numero real a é representado por
um numero difuso a, todos os alfa-cortes sao intervalos que, na verdade nao
representam intervalos reais mas sim, numeros reais. Dessa forma, todo
alfa-corte, para o € [0,1], é um intervalo, do tipo [a,a], que representa o
numero real a. Ou seja, se, por um lado, um nimero difuso ¢’ tem valores de
pertinéncia variando de 0 a 1 para diferentes intervalos, desde [a — y,a + y],
de pertinéncia 0, até [a, a], de pertinéncia 1, por outro lado, um niimero real
a tem valores de pertinéncia também variando de 0 a 1, porém, para um
tnico intervalo [a, a], que representa na verdade o nimero real a.

Para operar artméticamente com tais nimeros no decurso da resolugao
do problema, deve-se usar a aritmética fuzzy. Estas operacoes aritméticas
podem ser feitas utilizando o principio da extensao, visto na subsegao 2.3.1,
ou utilizando a técnica dos alfa-cortes, que consiste em discretizar um nimero
difuso em intervalos de pertinéncia variando de 0 a 1, como visto na segao
2.3.2. Utilizando-se desta ultima, a aritmética fuzzy resume-se a aritmética
de intervalos, como visto nas subsecoes 2.3.3 e 2.3.4.

Utilizando os dados do exemplo do reator, descritos na subsecao 5.1.1, a
malha de elementos finitos da figura 5.1 e a técnica descrita acima, resolve-se
o problema obtém-se os resultados constantes na tabela 5.2:
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N6 Coordenada Temperatura | Temperatura | Temperatura
(x, ) a=0.0 a=10 a=0.0
1 | (+0.00000, +0.00000) | +910.08978 | +918.10944 | 4926.25897
2 | (40.00500, +0.00000) | +885.45172 | +893.11102 | +900.89404
3 | (+0.01000, +0.00000) | +811.51764 | +818.11591 | +824.81946
4 | (4+0.01500, 40.00000) | +688.22839 | +693.12396 | +698.09607
5 | (+0.02000, +0.00000) | +515.48541 | +518.13531 | +520.82568
6 | (+0.02500, +0.00000) | 4293.15000 | +293.15000 | +293.15000
7 | (40.01500, +0.00500) | +910.08984 | +918.10950 | +926.25897
8 | (4+0.00500, 40.00500) | +885.45172 | +893.11108 | +900.89404
9 | (+0.01000, +0.00500) | +811.51758 | +818.11597 | +824.81952
10 | (+0.01500, +0.00500) | +688.22839 | +693.12402 | +698.09619
11 | (+0.02000, +0.00500) | +515.48541 | +518.13538 | +520.82568
12 | (40.02500, +0.00500) | +293.15000 | +293.15000 | +293.15000

Tabela 5.2: Temperaturas calculadas para cada n6 da malha do exemplo do

reator.

A figura 5.5 abaixo ilustra a temperatura fuzzy resultante do né 1 da
malha da figura 5.1, representada pelo niimero difuso na sua forma triangular.

Anitmétca ey
10 91 210944
05 //\\
E Q0 -5
% o4 / \
oz / \
o0 . ™,
91002972 Q26 25897
Termper dhra ()

Figura 5.5: Temperatura difusa calculada pela técnica Aritmética Fuzzy para
o n6 1 da malha.

Vantagens: Custo computacional pequeno visto que o programa roda uma

63



unica vez, independente do ntimero de parametros considerados fuzzy.

Desvantagens: O fato de se utilizar a aritmética fuzzy, definida por Zadeh em
1965 e vista na secao 2.3, faz com que haja, na resposta final do problema, um
aumento significativo da incerteza inicialmente considerada. Aumento este,
proveniente das operacoes aritméticas entre nimeros difusos. Isto ocorre por
que quando dois nimeros difusos sao operados, encontra-se como resposta
para esta operagao, na grande maioria dos casos, um numero difuso com
uma incerteza maior do que cada uma das incertezas dos ntumeros difusos
operados.
Considere o seguinte exemplo:

[2,4] — [3,5] = [-3,1]

Neste exemplo pode-se observar que as duas parcelas da subtracao tem
incertezas com intervalos de 2 unidades, porém o resultado da subtracao tem
uma incerteza com intervalo de 4 unidades. Este é um exemplo de incerteza
artificial gerada pela operacao aritmética entre niimeros difusos.

Ao terminar esta etapa do trabalho, percebe-se que ainda nao foi en-
contrada uma técnica que apresente resultados expressivos, ou seja, sem in-
certeza artificial incluida, e que utilizasse a aritmética fuzzy de fato, que por
sua vez, reduz o custo computacional evitando que o programa seja rodado
varias vezes.

Com a necessidade de encontrar um consenso entre estas duas vertentes,
custo computacional baixo e resultados confiaveis, buscou-se técnicas que
pudessem resolver o problema utilizando a aritmética fuzzy porém, tentando
reduzir ao maximo a incerteza artificial gerada por esta aritmética. Nas duas
subsecoes seguintes apresentam-se duas técnicas utilizadas com o intuito de
reduzir a incerteza artificial gerada pelo grande niimero de operacoes entre
numeros difusos.

5.1.4 Resultado: Manipulagao Algébrica do Sistema
ou K Fora da Integral

Nesta subsecao o problema é resolvido ainda utilizando a aritmética
fuzzy, porém foi implementada uma técnica que consiste reduzir o nimero
de operacgoes entre numeros difusos, pois quanto menor for o numero de
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operacoes arit-méticas entre nimeros difusos, menor sera a incerteza artifi-
cial incluida na resposta final do problema estudado.

Assim, a técnica de manipulacao do sistema, consiste em retirar a condu-
tividade térmica, que é o parametro que traz consigo a incerteza inicialmente
considerada, da integral principal do problema do calor, deixando dentro
desta integral uma matriz apenas de niimeros reais.

Descreve-se, mais detalhadamente, a seguir, o procedimento citado acima.

Retomando a formulacao do problema, descrita na subsecao 1.5.2 na na
equagao para problemas estaciondrios (1.18), tem-se:

K6O§=F.

que pode também ser escrita por:

ow 00

ija—xde:/wadQJr w h dT (5.2)

Ja Ox; Jry,

E sabido ainda que K ¢é a matriz de rigidez global montada a partir do
somatorio de matrizes locais K*, como visto na subsecao 1.4.2, onde

K* = alelh.¢5) = [ (Vo) k (Vih)de (53)

onde ¢ e ¢% sao denominadas fungoes de interpolagoes locais (LIU e RIN-
CON, 2003), e k é a matriz de condutividade térmica dada por:

k= |: f1($,y) fS(xay) ‘| _ |: kll le ]
folz,y)  fa(z,y) ka1 koo

Sabe-se também que k é, por hipdtese, simétrica e definida positiva (LIU
e RINCON, 2003). Se o material é isotropico e homogéneo entao fo(x,y) =0
e fi(x,y) = fa(x,y) = k. Logo, a matriz de condutividade k fica:

k0
e pode também ser escrita por:

1 0
k—lﬁlo 1]
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Substituindo em (5.3) tem-se:

K =ateh) = [ (Vx| )| (T G

e

e como k é uma constante, pode-se colocar finalmente x fora da integral.

e e e e ]‘ 0 e
K =ateio) = [ (90 | ) V] e 69
Ou ainda:
K¢ = a(¢%, v3) = K/Q (V)" (V)do. (5.6)

Desta forma, pode-se entao escrever que:

K¢ =k.K'"*

e consequentemente que:

K =k.K'.

Substituindo no sistema linear, tem-se:

kK C=F

Por fim, o sistema linear fica da seguinte forma:

1
K'C=-F
k

Utilizando-se deste processo, evita-se um grande ntimero de operagoes
que seriam realizadas com x que é o parametro fuzzy do problema e, con-
sequentemente, evita-se a incerteza artificial provocada por tais operagoes.
Com isso, encontram-se resultados com incerteza artificial reduzida, de forma
consideravel, e portanto, de maior confiabilidade.
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Utilizando os dados do exemplo do reator, descritos na subsecao 5.1.1, a
malha de elementos finitos da figura 5.1 e a técnica descrita acima, resolve-se
o problema obtém-se os seguintes resultados:

N6 Coordenada Temperatura | Temperatura | Temperatura
(x, ) a=0.0 a=10 a=0.0
1 | (+0.00000, +0.00000) | +917.98816 | +918.10944 | +918.23059
2 | (40.00500, +0.00000) | +892.99231 | +893.11102 | +893.22974
3 | (4+0.01000, 40.00000) | +818.00470 | +818.11591 | +818.22705
4 | (40.01500, 40.00000) | +693.02539 | +693.12396 | +693.22272
5 | (+0.02000, +0.00000) | +518.05420 | +518.13531 | +518.21655
6 | (+0.02500, +0.00000) | 4293.15000 | +293.15000 | +293.15000
7 | (40.01500, +0.00500) | +917.98816 | +918.10950 | +918.23047
8 | (4+0.00500, 40.00500) | +892.99237 | +4893.11108 | +893.22974
9 | (+0.01000, +0.00500) | +818.00476 | +818.11597 | +818.22711
10 | (+0.01500, +0.00500) | +693.02533 | +693.12402 | +693.22272
11 | (+0.02000, +0.00500) | +518.05426 | +518.13538 | +518.21661
12 | (+0.02500, +0.00500) | +293.15000 | +293.15000 | +4293.15000

Tabela 5.3: Temperaturas calculadas para cada n6 da malha do exemplo do

reator.

A figura 5.6 seguinte ilustra a temperatura fuzzy resultante do né 1 da
malha da figura 5.1, representada pelo niimero difuso na sua forma triangu-

lar.
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Figura 5.6: Temperatura difusa calculada pela técnica de manipulagao do
sistema para o né 1 da malha.

Vantagens: Custo computacional pequeno visto que o programa roda uma
unca vez e resultados confiaveis, visto que a incerteza artificial incluida nos
resultados é minima.

Desvantagens: S6 pdde ser utilizado em problemas estacionarios, ou seja,
em problemas que recaem em sistemas do tipo K 6 = F.

5.1.5 Resultado: Pré-Condicionamento do Sistema

Esta técnica foi implementada com o intuito de reduzir a incerteza arti-
ficial e também pela necessidade de se conseguir alcancar uma técnica efe-
tiva para a resolucao do problema transiente ja que a técnica utilizada na
subsecao anterior nao pode ser aplicada ao problema transiente. Segundo
Pereira (2002) esta técnica funciona bem para problemas que recaem em um
sistema de de ordem menor ou igual a 10. Na se¢ao 5.2, faz-se um comentario
sobre a utilizagao desta técnica em problemas transientes.

Sabe-se que um sistema linear do tipo Ax = b pode ser resolvido pelo
fatoracao LU da matriz A da seguinte forma:

Ar=b, A=LU, LUx=b, Ly=0b, Uzxr=y
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Dado o sistema linear Az = b, sabe-se que os elementos das matrizes do
sistema sao intervalos referentes a cada a-corte considerado. Assim, a técnica
do Pré-condicionamento do sistema pode ser resumida a seguinte seqiiéncia

(PEREIRA, 2002):

~

Passo 1: Calcula matriz dos pontos médios, A.

Onde cada A;; é o ponto médio do intervalo que define o a-corte.
Passo 2: Calcula a inversa da mariz dos pontos médios, A~

Passo 3: Precondiciona a matriz A com A~!, obtendo; A" Az = A~'b.

Passo 4: Realiza a decomposicao LU do sistema precondicionado.

~

Passo 5: Calcula o vetor y (Ly = A~1b) pela substituicao para frente.

Passo 6: Calcula o vetor de solugoes x (Uz = y) por retrosubstituigao.

Utilizando os dados do exemplo do reator, descritos na subsecao 5.1.1, a
malha de elementos finitos da figura 5.1 e a técnica descrita acima, resolve-se
o problema e obtém-se os seguintes resultados:

N6 Coordenada Temperatura | Temperatura | Temperatura
(x, ) a=0.0 a=10 a=0.0
1 | (+0.00000, +0.00000) | +910.72504 | +918.10944 | +925.49438
2 | (4+0.00500, +0.00000) | +884.79663 | +893.11102 | +901.43359
3 | (+0.01000, +0.00000) | +810.86023 | +818.11591 | +825.37671
4 | (40.01500, 40.00000) | +687.78223 | +693.12396 | +698.46887
5 | (+0.02000, +0.00000) | +515.25964 | +518.13531 | +521.01245
6 | (4+0.02500, 40.00000) | +293.15000 | +293.15000 | +293.15000

69




7 | (4+0.01500, +0.00500) | +911.56018 | +918.10950 | +924.66345
8 | (+0.00500, +0.00500) | +883.86823 | +893.11108 | +902.37952
9 | (+0.01000, +0.00500) | +810.31427 | +818.11597 | +825.93268
10 | (40.01500, +0.00500) | +688.15637 | +693.12402 | +698.09723
11 | (40.02000, +0.00500) | +515.80640 | +518.13538 | +520.46558
12 | (40.02500, +0.00500) | +293.15000 | +293.15000 | +293.15000

Tabela 5.4: Temperaturas calculadas para cada n6 da malha do exemplo do
reator.

A figura 5.7 seguinte ilustra a temperatura fuzzy resultante do né 1 da
malha da figura 5.1, representada pelo niimero difuso na sua forma triangular.

Pré-condicionarmento do Sistena

o TN
st D.E' / \\\
%Dd / \
i ~

10,7254 025, 49455

Tetmgerahra (71

Figura 5.7 Temperatura difusa calculada pela técnica do Pré-

Condicionamento do Sistema para o né 1 da malha.

Vantagens: Custo computacional pequeno visto que o programa roda uma
unica vez, independente do nimero de parametros considerados fuzzy.

Desvantagens: Esta técnica nao funciona bem quando o sitema linear a ser
resolvido tem numero de equagoes maior que 10 (PEREIRA, 2002), o que ja é
um limitador . Além disto, os resultados encontrados ainda apresentam uma
grande carga de incerteza artificial gerada pelo nimero de operagoes entre
nimeros difusos, ou seja, nao é muito eficaz no que diz respeito a reducao da
incerteza artificial no exemplo do reator.
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5.1.6 Comparacgao dos Resultados

Os graficos seguintes mostram uma comparagao dos resultados obtidos
para cada uma das técnicas apresentadas acima. Pode-se observar nestes
graficos que a aritmética fuzzy normal realmente traz uma incerteza artificial
incluida e ainda que, das técnicas utilizadas para a reducao desta incerteza
artificial, a que apresenta os melhores é a Combinatorial, seguida pela técnica
que utiliza K fora da integral. Ainda é observado que, para o tratamento e
reducao desta incerteza artificial, a técnica do Pré-Condicionamento do sis-
tema, nao apresenta resultados muito expressivos.

=
Q

-« 4= Pré-condicionamento

— & Aritmética fuzsy

o o
o

Pertinéncia
(=]
A O

L
N

-+
820,0 9000 9200 40,0 960,0

Temperatura (°K)

Qo
Q

Figura 5.8: Resultado fuzzy com o método baseado na aritmética fuzzy e
com o pré-processamento da matriz de condutividade

-
O

—+— K fora da integral

---# -- Exato

Pertinéncia
00D
B D
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-

91790 91800 91810 91820 980
Temperatura (°K)

Figura 5.9: Resultado fuzzy com o método combinatorial e com a manip-
ulacao algébrica do sistema linear.
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Comparagéo dos hétodos
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Temperatura (°K)

Pertinéncia

Figura 5.10: Grafico de comparacao dos resultados obtidos para as diferentes
técnicas de tratamento e reducao das incertezas artificiais.

5.2 Analise Transiente

Aqui sao apresentados exemplos de analise, por elementos finitos, de pro-
blemas de transmissao de calor em materiais isotropicos, apresentando tal
analise térmica em regime transiente, ou seja, é feita analise das temperaturas
encontradas a cada passo de tempo, até atingir equilibrio térmico.

Para o problema transiente, a utilizacao da Aritmética Fuzzy forneceu
resultados nao aceitaveis, pois a inclusao da incerteza artifial nos resultados
obtidos torna-se um problema ainda mais grave, uma vez que sao resolvidos
varios sistemas lineares, dois para cada passo de tempo. Pode-se concluir
entao, que a utilizagdo da Aritmética Fuzzy, definida por Zadeh em 1965, nao
funciona bem para problemas transientes, visto que o aumento da incerteza
nos resultados é exorbitante.

Segundo Pereira (2002), a utilizacao da técnica do Pré-condicionamento
funciona bem para problemas transientes desde que o sistema a ser resolvido
seja de ordem menor ou igual a 10. Porém, a utilizacao desta técnica para
a reslugao do problema do reator transiente, neste trabalho, nao apresen-
tou bons resultados. Sé apresentou resultados aceitaveis para os trés passos
de tempo iniciais. A partir do quarto passo de tempo os resultados fogem
daquilo que se espera, ou seja, a partir do quarto passo a inclusao de in-
certeza artificial compromete os resultados obtidos. Por este motivo, esta

72



técnica nao foi utilizada para o problema de témpera de aco, ja que este é
um problema de maior complexidade que o do reator.

A partir dos resultados obtidos para as diferentes técnicas utilizadas no
problema estacionario, vistas na se¢ao 5.1, pode-se concluir que as técnicas
que apresentaram os melhores resultados foram a Combinatorial e a que uti-
liza a Manipulagao Algébrica do Sistema. Porém, para problemas transientes
a formulacao matricial do problema nao permite a utilizagao da técnica que
usa a Manipulagao Algébrica do Sistema e por isso, a técnica utilizada para
a resolugao do problema transiente foi a Combinatorial que, por sua vez,
fornece os resultados mais precisos.

5.2.1 Resultado: Exato ou Combinatorial

Exemplo 1:

Este exemplo trata do problema da transmissao de calor por conducao
em regime transiente, com geragao interna de calor. Considera-se um reator
submerso cujo ntucleo é constituido de um ntumero de placas verticais de
comprimento 2L. Inicialmente o sistema possui temperatura uniforme T..
Assume-se que a energia interna constante u”’ é gerada uniformemente nestas
placas. O coe-ficiente de transferéncia de calor entre as placas e o fluido é
dado por h e considera-se h = 0 nas demais bordas, ou seja, fluxo de calor
diferente de zero na borda de contato com o meio e igual a zero nas outras
trés bordas. A temperatura do fluido permanece constante e a espessura das
placas é pequena quando comparada com as outras dimensoes.

Assim, se os efeitos de borda sao desprezados, a transferéncia de calor
pode ser assumida como unidimensional(TEIXEIRA, 2002).

A solucao deste problema, assumindo-se um coeficiente de transferéncia
de calor elevado (h — 00), resulta na seguinte distribuicao de calor (ARPACI,
1966):

O(x,t) 1 N s (F1)" e
k
onde § =T —1T,, a=—, com k, p e c representando, respectivamente,
c

a condutividade térmica, a densidade e a capacidade térmica do material
analisado e ainda \,L = (2n+ 1)7/2,n=10,1,2, ... .
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Utilizando-se Ty, = 293,15° K, L = 25,0 mm, u" = 8122,0 W/m?, ¢ =
460,0 J/Kg°K, p = 8618,0 Kg/m?* e k = 35,0 W/m°K como dados de en-
trada e uma malha de elementos finitos com 12 nés, 5 elementos isoparamétri-
cos Q4 (figura 5.10), obtém-se resultados que serao mostrados de forma con-
veniente nas tabelas e graficos seguintes.

7 8 9

SONOIONIO

1 2 3 4 3 6

10 11 12

Figura 5.11: Malha de elementos finitos para o exemplo 1.

Primeiramente, acompanha-se as distribuicoes de temperaturas difusas,
ao longo do tempo, para o n6 1 da malha de elementos da figura 5.11.

Tempo decorrido | Temperatura | Temperatura | Temperatura
(em segundos) a=0.0 a=1.0 a=0.0
1 +462.25934 | +462.26071 | +462.26205
2 +601.12445 | +601.13147 | +601.13861
3 +696.35114 | +696.36682 | +696.38281
4 +687.78223 | +761.84680 | +761.87091
5 +809.09412 | +809.12482 | +809.15637
6 +841.34216 | +841.37946 | +841.41724
7 +864.41394 | +864.45654 | +864.49933
8 +880.41534 | +880.46240 | +880.50952
9 +891.63281 | +891.68353 | +891.73389
10 +899.59131 | +899.64459 | +899.69788
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Tempo decorrido | Temperatura | Temperatura | Temperatura
(em segundos) a=0.0 a=1.0 a=0.0
11 +905.03461 | +905.08978 | +905.14526
12 +908.99762 | +909.056444 | +909.11127
13 +911.63641 | +911.69464 | +911.75269
14 +913.60901 | +913.66803 | +913.72711
15 +914.89050 | +914.95020 | +915.01001
16 +915.86865 | +915.92859 | +915.98901
17 +916.49542 | +916.55591 | +916.61652
18 +916.97485 | +917.03583 | +917.09650
19 +917.28711 | +917.34833 | +917.40930
20 +917.51617 | +917.57758 | +917.63885

Tabela 5.5: Temperaturas calculadas para o ndé 1 em cada passo de tempo

até 20 segundos de anélise.

Pode-se observar que utilizando-se dessa técnica, nao ha nos resultados,
incerteza artificial, ou seja, os resultados correspondem exatamente a in-
certeza incluida nos dados de entrada.

Na figura seguinte, pode-se ver a temperatura difusa triangular encon-

trada para o né 7 na malha da figura 5.11.

Analise Transiente
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Figura 5.12: Temperatura difusa calculada pela técnica Combinatorial em

Temperatura(°K)

regime transiente para o né 7 da malha.

918,16833




Para esta andlise utilizou-se a implementagao da forma-V (HUGHES,
1987) do método trapezoidal generalizado, com parametro de colocacao o =
0,5 como forma de garantir a estabilidade do algoritmo de integracao no
tempo, visto na subse¢ao3.2.2. O incremento de tempo At = 1s foi escolhido
de modo a atender os requisitos de convergéncia do método.

Exemplo 2:

O segundo exemplo trata da témpera de um cilindro de agco SCM-3, de
20mm de diametro, resfriado em agua a 20°C' por 10s, cuja temperatura
inicial é de 850°C. A condutividade térmica é representada por um nimero
fuzzy triangular dado por (6.5 x 1072,7.06 x 1072,7.5 x 10~?) cal /mm.s.°C.

Utilizou-se T, = 20°C, L = 10,0 mm, ¢ = 0,15 cal/g.°C, p = 8,16 X
1072 g/mm? e Mg = 460°C. A inclusdao de incerteza no modelo numérico
foi realizada utilizando-se o método combinatorial. A Fig. 5.12 e a Fig.
5.13 apresentam, respectivamente, a evolucao da temperatura no centro e na
borda do cilindro, considerando os a-cortes 0 e 1, ao longo de 10s de analise.
A Fig. 5.14 apresenta a concentracao de martensita transformada apos 10s
de anélise na superficie de contato com a agua.

g51
G50
g49 |
G45
g47
G465
ga5
ga4
543
g4z
g4l
540

Temperatura (°C )

0,0 2.0 4,0 6.0 8,0 10,0

Tempo (s)

Figura 5.13: Resultado fuzzy com o método combinatorial no centro do cilin-
dro, a-cortes 0 e 1.
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Figura 5.14: Resultado fuzzy com o método combinatorial na borda do cilin-
dro, a-cortes 0 e 1.
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Figura 5.15: Concentragao de martensita ap6s 10s de anélise, resultado fuzzy
com o método combinatorial na borda do cilindro, a-cortes 0 e 1.
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Capitulo 6

Conclusao

Estudos que envolvam numeros fuzzy e resolucao numérica de equacoes
diferenciais tiveram inicio na década de 90, e ainda sao um tema promissor
e com muitas questoes em aberto, principalmente no que diz respeito a re-
solucao de sistemas lineares. O desenvolvimento de métodos que evitam a
propagacgao da incerteza ao longo dos calculos permitiriam efetuar analises
transientes e nao-lineares, criando ferramentas poderosas na analise de pro-
blemas reais da industria, notadamente aqueles cujos parametros do material
nao sao conhecidos de forma exata.

Neste trabalho foram apresentadas algumas abordagens de incerteza, mo-
delada por meio de numeros fuzzy, na resolucao do problema do calor. Como
citado na literatura e confirmado nos resultados apresentados na subsecao
5.1.3, a simples inclusao das operacoes aritméticas fuzzy no modelo numérico
insere incertezas artificiais, inviabilizando sua utilizacao, apesar da facilidade
de implementacao.

O pré-condicionamento da matriz do sistema linear obtido na formulacao
matricial fornece resultados aceitaveis para o problema estacionario, subsegao
5.1.5. Porém nao tem a mesma eficiéncia para o problema transiente, re-
duzindo a incerteza artificial apenas nos trés primeiros passos de tempo,
como visto na secao 5.2. Além disso, uma outra desvantagem reside no fato
de ser apropriado apenas para sistemas pequenos, quando comparados com
aqueles necessarios para se obter bons resultados numéricos na simulacao da
témpera de pecas de ago.

Para o exemplo do célculo da distribuicao de temperatura no regime
estacionario (exemplo do reator da subsegao 5.1.1), a manipulacao algébrica
do sistema, levando a variavel fuzzy para o lado direito da equacao, subsegao
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5.1.4, foi a que melhor resultado forneceu quando comparado com o método
combinatorial, subsecao 5.1.2. Este tltimo, apesar de fornecer o considerado
resultado exato fuzzy, tras a desvantagem de, caso haja muitos parametros
representados por nimeros fuzzy, aumentar o custo computacional da simu-
lacao numérica.

Ficam como sugestoes para trabalhos e pesquisas futuras efetuar um es-
tudo sobre a montagem da matriz de condutividade do sistema segundo a
filodofia Element By Element (EBE), permitindo uma maior liberdade na
manipulacao dos parametros fuzzy no sistema de equacoes algébricas e a
implementacao da incerteza fuzzy no calculo de deslocamentos e tensoes de
pecas de aco submetidas a variacoes de temperatura, visando calcular as
tensoes residuais geradas durante a témpera de pecas de aco.
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