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Resumo

Esta tese propoe procedimentos de separacao das Desigualdades de Capacidade para o
Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado Assimétrico (ACVRP). Tais procedi-
mentos surgiram de adaptagoes daqueles ja existentes para a versao simétrica do mesmo
(SCVRP). Sao eles: a heuristica das componentes conexas, a heuristica de contragao e o
método de fluxo maximo para a separagao das Desigualdades de Capacidade Fracionarias.
Implementamos o primeiro deles e o inserimos em um algoritmo Branch-And-Cut, onde
os limites inferiores em cada né da arvore de enumeracao sao determinados pelo algo-
ritmo de planos de cortes, que incorpora Desigualdades de Capacidade validas para o
problema original. Os resultados obtidos, com instancias previamente utilizadas na liter-
atura, foram comparados com os obtidos por dois algoritmos Branch-And-Bound. Apesar
de sua importancia em casos em que todo trajeto possui sentido obrigatério, o ACVRP
tem recebido pouca atencao dos pesquisadores. Desta forma, os algoritmos Branch-And-
Bound ainda representam o estado da arte com relagao aos métodos exatos e, entao, os
procedimentos de bounding sao o enfoque principal do estudo do ACVRP. A qualidade
dos limites inferiores fornecidos por estes procedimentos é, em geral baixa, com excessao
do método aditivo proposto em 94. Nosso algoritmo de planos de corte gerou limites
inferiores de boa qualidade que, para a maioria das instancias testadas, superaram aque-
les gerados pelos procedimentos mencionados acima. Isto resultou, muitas vezes, numa
menor quantidade de subproblemas gerados.

Palavras-chave:
Branch-and-Cut, Roteamento de Veiculos, Logistica, Otimizacao Combinatéria.
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Abstract

This thesis proposes separation procedures of the Capacity Inequalities for the Asymmet-
ric Capacitated Vehicle Routing Problem (ACVRP). These procedures were extensions
of their symmetric version. The procedures considered are: the connected component
heuristic, the shrinking heuristic and the maximum flow method for the fractional ca-
pacity inequality’s separation. We implemented the first of them and inserted it in a
Branch-And-Cut algorithm, where lower bounds in each node of enumeration tree are
determined by the cutting planes algorithm, which includes valid capacity inequalities
to the original problem. The computational results, obtained with instances already
used in the literature, were compared to the ones obtained by two Branch-And-Bound
Algorithms. In spite of its importance, in cases where every way can be traversed in
only one direction, the ACVRP has received few attention from researchers. In this way,
the Branch-And-Bound algorithms still represent the state of art with respect to exacts
methods and, then, the bounding procedures represent the main focus of the ACVRP
study. The lower bounds quality, provided by the existent procedures, is generally poor,
with exception of the additive method proposed in 94. Our cutting planes algorithm
produced excellent lower bounds that, for the most instances tested, overcame those
generated by the procedures mentioned above. This resulted, in many times, in a lower
number of subproblems generated.

Palavras-chave:
Branch-and-Cut, Vehicle Routing, Logistic, Combinatorial optimization.

viii



Sumario

Introducao

O Problema de Roteamento de Veiculos (VRP)

2.1 O Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado . . . . . . . ... ..
2.1.1 O Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado Simétrico
2.1.2 O Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado Assimétrico .

2.2 O Problema de Roteamento de Veiculos com Janelas de Tempo . . . . .

2.3 O Problema de Roteamento de Veiculos com Entrega na Ida e Coleta na
Volta . . . . . .

2.4 O Problema de Roteamento de Veiculos com Coleta e Entrega em Cada
Cliente . . . . . . . . e

Algoritmos em Programacao Linear Inteira

3.1 Algoritmos de Planos de Cortes . . . . . . . . ... ... ... ......
3.2 Algoritmos Branch-And-Bound . . . . . . . . . ... ... ... . ....
3.3 Algoritmos Branch-And-Cut . . . . . . . . . . . ... ... ... .....

Algoritmos de Solugoes para o CVRP
4.1 Algoritmos de Solugoes para o CVRP Simétrico . . . . .. ... ... ..
4.2 Algoritmos de Solugoes para o CVRP Assimétrico . . . . . . .. ... ..
4.2.1  Branch-And-Bound baseado na relaxacgao das restrigoes de Capaci-
dade . . . . . L
4.2.2  Branch-And-Bound baseado no Procedimento Aditivo . . . . . . .

Um Algoritmo Branch-And-Cut para o ACVRP

Algoritmos de Separacgao
6.1 Heuristica das Componentes Conexas . . . . . . . . . ... ... .....
6.2 Algoritmo Heuristico de Contragao . . . . . . . . . . . . ... ... ...
6.2.1 Algoritmo Heuristico de Contracao Aplicado ao Problema de Sep-
aracao da Desigualdade de Capacidade Simétrica . . . . . . . ..

X

—

© 3 O

10
11

13

14

16
16
19
21

24
24
27

27
33

46



6.2.2  Algoritmo Heuristico de Contragao Aplicado ao Problema de Sep-
aracao da Desigualdade de Capacidade Assimétrica . . . . . . . .

6.3 Procedimento Exato Aplicado na Separacao da Desigualdade de Capaci-
dade Fraciondria . . . . . . .. ... oL
6.3.1 Procedimento Exato Aplicado na Separacao da DCFS . . . . . . .
6.3.2 Procedimento Exato Aplicado na Separacao da DCFA . . . . ..

7 Resultados Computacionais
7.1 Classe de Problemas Py . . . . . . . . . . . . ...
7.2 Classe de Problemas Py . . . . . . . . . . . . ...

8 Conclusoes e Sugestoes para Trabalhos Futuros



Lista de Tabelas

7.1
7.2
7.3
74

Instancias teste da classe P1.. . . . . . . ... o000 89
Instancias teste da classe P2.. . . . . . . ..o 00000 93
Instancias teste da classe P> (continuagao da tabela 7.2). . . . . .. ... 94
Instancias teste da classe P> (continuagao da tabela 7.2). . . . . .. ... 95

X1



Lista de Figuras

2.1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

0.1
5.2

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7

6.8
6.9
6.10

6.11
6.12
6.13
6.14
6.15
6.16
6.17

Solugao vidvel parao ACVRP . . . . . .. .. ... ... ... ... 8
Solu¢do do Problema (P) . . . . . . . ... ... oo 28
Obtengao da solu¢ao do ACVRP a partir da solu¢ao de (P) . . . . . . .. 30
(a) Branching no né h e (b) Solugao invidvel do subproblema associado a h 32
Solucao viavel parao ACVRP . . . . . . ... .. ... ... ... .... 38
Rede associada ao problema RF' . . . . . . . . . ... ... ... ..... 42
Solucao de uma instancia do ACVRP . . . . . .. ... ... ... .... 44
Solucao inviavel para o problema . . . . . . ... ... ... 49
Solucao 6tima para o problema . . . . . . ... ... 50
Solucoes inteiras e inviaveis . . . . . . . . ... 53
Componentes Conexas Maximais do grafo Suporte . . . . . . . .. .. .. 56
Componentes Conexas Maximais do grafo Suporte . . . . . . . .. .. .. 57
A aresta {s, j} possul peso Y icsTij = Toj + Tej - - - o o« o v vv oo 61
Conjuntos definidos acima . . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 63
contragao de arestas e com peso T, > 1 . . . ... ... ... ... ... 66
Os arcos (s, ) e (j,s) possuem, respectivamente, pesos Y- Ty, = Tpj + T,

€ D Tji = Tad -+« o e e ZG.S ......... 67

i€s

Conjuntos de arcos definidos acima . . . . . . .. .. .. ... ... ... 69
Caminho aberto(a,b,c,d) e conjuntos denés Se R. . . . ... ... ... 73
Grafo valorado Gz cujos pesos dos arcos correspondem as respectivas com-

ponentes de T . . . . . . ... 75
Corte F' no Grafo G% construido a partirde Gz . . . . . . ... ..... 75
Corte F" no Grafo G5 construido a partirde Gz . . . . . . .. ... ... 7
Remocdo do arco (j,n+1),docorte Fde Go. . . ... .......... 78
Remocdo do arco (j,n + 1), ndo pertencente ao corte F de Go . . . . . . 79
Grafo Suporte . . . . . ... 81
Grafo Cj/f .................................... 81
Grafo Cj% .................................... 82

xil



7.1 Mapa do centro da cidade de Bologna.

xiii



Capitulo 1

Introducao

A Logistica é um setor que cuida da obtencao, estocagem, distribuicao e armazena-
mento dos produtos de uma determinada companhia. Além disso, é responsavel pelo
controle do processo produtivo na busca da reducao dos custos e da otimizagao da pro-
dugao.

Uma etapa de extrema importancia em um sistema logistico é, sem duvida, a dis-
tribuicao das mercadorias uma vez que ela, por si so, engloba elevados custos, influen-
ciando diretamente no preco final das mercadorias transportadas. Além das questoes
economicas, podemos citar, também, a seguranca como uma forte razao para uma dis-
tribuicao eficiente. Alguns exemplos, onde a questao da seguranca é muito impor-
tante, sao as situagoes onde os produtos transportados sao alimentos, medicamentos,
combustiveis ...

O problema da distribuicao constitui um subproblema de um dos mais importantes e
estudados problemas de otimizacao combinatoria, denominado, genericamente, Problema
de Roteamento de Veiculos ou VRP (sua sigla em inglés). O VRP refere-se a uma

familia de problemas e possui uma quantidade enorme de aplicacoes praticas tais como a



distribuicao de bebidas, de jornais, de derivados de petrodleo, coleta de lixo, roteamento
de helicéptero, transporte escolar, entre outros.

No VRP, o que se deseja é determinar um conjunto 6timo de rotas a serem percorridas
por uma dada frota de veiculos para atender um conjunto de clientes. Estas rotas devem
estar satisfazendo a uma série de restrigoes. Devido a sua alta complexidade, nenhuma
técnica para a solucao exata do VRP com todas as restrigoes do “mundo real”foi proposta
na literatura.

As principais variantes do VRP sao aquelas que possuem restri¢coes associadas a ca-
pacidade dos veiculos. Podemos citar, entre elas, o VRP com janelas de tempo(VRP
with Time Windows), VRP com entrega e coleta em cada cliente (VRP with Pickup
and Delivery ), VRP com entrega na ida e coleta na volta (VRP with Backhauls), entre
outras. Em sua versao mais bésica, denominada Problema de Roteamento de Veiculos
Capacitado (CVRP), é disponibilizada uma frota de K veiculos idénticos para atender
a um conjunto de n clientes, cada qual com uma demanda especifica associada. Deve-se
determinar K rotas a serem percorridas pelos veiculos, todas elas partindo e retornando
ao deposito, de modo que cada cliente seja visitado exatamente uma vez. O objetivo é
obter custo total minimo no atendimento aos clientes, nunca excedendo a capacidade de
cada veiculo. O CVRP ¢é um problema NP-dificil uma vez que este generaliza o Prob-
lema do Caixeiro Viajante (ou TSP, sua sigla em inglés), onde podemos assumir que a
capacidade do veiculo é maior que a soma das demandas de todos os n clientes, sendo
necessaria, portanto, a utilizacao de apenas um veiculo.

A partir do CVRP, podemos, ainda, fazer distincao de dois problemas, de acordo
com o grafo representativo da rede vidria (composta de estradas e pontos de conexao)
associada ao problema, utilizada para o transporte das mercadorias. A nao-orientacao

do referido grafo nos leva a definir o Problema de Roteamento de Veiculos Capacita-



do Simétrico (SCVRP) enquanto que a orientagdo do mesmo, produz o Problema de
Roteamento de Veiculos Capacitado Assimétrico (ACVRP), sendo este 1ltimo, objeto de
estudo do nosso trabalho. Durante toda a dissertagao, no entanto, estaremos tratando
também do problema simétrico uma vez que grande parte da teoria por nés utilizada no
tratamento do ACVRP foi previamente proposta para o mesmo.

O SCVRP tem recebido muita atengao da comunidade de Otimizacao desde que foi
proposto em 1959 por Dantzig e Ramser [15]. A partir dai, muitas foram as técnicas
desenvolvidas para tentar soluciona-lo. Entre elas, podemos citar os métodos de Geracao
de Colunas, Relaxagao Lagrangeana e Relax-And-Cut, que estao entre as melhores abor-
dagens do problema nos anos 80 e 90 [8, 3, 11, 32]. Com o desenvolvimento dos algoritmos
Branch-And-Cut, em meados dos anos 90 (1995), a maioria das pesquisas concentram-se
na descricao da envoltéria convexa de tal problema uma vez que melhores resultados
foram obtidos no tratamento do problema em questao [31, 38, 9].

Em [37], foi apresentado um algoritmo Branch-And-Cut-and-Price Robusto (o termo
“robusto”significa que a adigao de cortes nao alteram a estrutura do subproblema Pricing)
que aplicado ao SCVRP [21] gerou grandes resultados resolvendo, inclusive, instancias
que estavam em aberto a décadas e que nao se esperava estarem proximos de serem
solucionadas.

Enquanto que o SCVRP tem sido objeto de estudo de muitos pesquisadores, pouco
se fala sobre o ACVRP, apesar de sua importancia em casos em que todo trajeto pos-
sui sentido obrigatério. O que se tem até agora sao trabalhos implementando métodos
Branch-and-Bound puros [19, 27]. Tais algoritmos ainda representam o estado da arte
com relagao aos métodos exatos e, desta forma, procedimentos de bounding representam
o enfoque principal do estudo do ACVRP.

Nesta dissertacao, propomos um algoritmo Branch-And-Cut para resolver o ACVRP.



Os resultados computacionais obtidos na implementacao deste algoritmo, serao compara-
dos com aqueles de [19] e [27].

No segundo capitulo, apresentamos o Problema de Rotemento de Veiculos e suas prin-
cipais variantes, como o Problema de Roteamento de veiculos com restricao de Janelas de
tempo e aquela com restrigoes de capacidade. Para esta segunda, fazemos uma descricao
detalhada de cada um dos dois casos ja mencionados anteriormente: o Simétrico e o
Assimétrico. Porém, cabe salientar que o enfoque principal de nosso estudo é o segundo
caso.

No terceiro capitulo, faremos um estudo dos métodos de solugao de problemas inteiros
que possuem ligagao direta com a abordagem desta dissertacao (Branch-And-Cut). Estes
métodos sao: Algoritmos de Planos de Cortes, Branch-And-Bound e Branch-And-Cut.
No quarto capitulo, é feito um resumo dos métodos de solucao do SCVRP e do ACVRP.
Falaremos do ACVRP com mais detalhes.

No quinto Capitulo, descreveremos o nosso algoritmo Branch-And-Cut para a res-
olucao do ACVRP. E no sexto capitulo, faremos um estudo de trés procedimentos de
separacao das Desigualdades de Capacidade para o Problema de Roteamento de Veiculos
Capacitado Assimétrico. Tais procedimentos constituem extensoes daqueles ja existentes
para a versao simétrica do mesmo. Sao eles: a heuristica das componentes conexas, a
heuristica de contracao e o procedimento exato de separacao das desigualdades de Ca-
pacidade Fracionarias. O procedimento implementado foi o primero mencionado.

No sétimo capitulo, faremos comparacoes de nossos resultados computacionais com
os melhores resultados encontrados na literatura [19, 27]. E, por fim, no oitavo capitulo,
apresentaremos nossas conclusoes sobre os resultados obtidos e deixaremos sugestoes para

trabalhos futuros.



Capitulo 2

O Problema de Roteamento de

Veiculos (VRP)

O Problema de Roteamento de Veiculos (VRP) consiste de uma familia de problemas
combinatorios que visam a determinacao de um conjunto de rotas étimas, a serem per-
corridas por uma frota de veiculos, para servir um conjunto de clientes. As rotas devem
estar satisfazendo a restricoes operacionais que dependem de fatores, como a natureza
das mercadorias a serem transportadas, as caracteristicas dos clientes e veiculos, entre
outros.

Ao VRP corresponde uma série de aplicacoes praticas relacionadas a industria, ao
comércio, ao setor de servigos, ao lazer, entre outros. Podemos destacar as seguintes

aplicagoes:
e Distribuicao de jornais;
e Distribuicao de derivados de Petroleo;

e Roteamento de Helicépteros;



Sistema de transportes coletivos urbanos;

Recolhimento de lixo;

Patrulhamento policial;

Distribuicao e Recolhimento de leite, etc;

Nesta dissertacao, estamos interessados no problema de distribuicao de mercadorias,
subproblema de grande importancia, dentro do VRP, devido ao fato de que ele engloba
elevados custos encarecendo o preco final do produto. Este pode ser definido como o
problema de determinar rotas em uma rede viaria apropriada, cada uma realizada por
um veiculo, que comeca e termina em um depdsito, tal que todas as demandas dos
clientes sao satisfeitas, todas as restricoes operacionais sao respeitadas e o custo global
de transporte é minimizado.

As principais variantes do VRP sao aquelas que levam em conta a capacidade dos
veiculos. Algumas delas sao: VRP com restrigoes de capacidade (Capacitated VRP),
VRP com janelas de tempo (VRP with Time Windows), VRP com entrega e coleta em
cada cliente (VRP with Pickup and Delivery) e o VRP com entrega na ida e coleta na
volta (VRP with Backhauls). Nesta tese, estaremos tratando do CVRP, em especial do
ACVRP , que serd visto com detalhes na proxima segao. Todas as variantes mencionadas
anteriormente constituem uma extensao deste problema e terao suas particularidades

descritas, brevemente, nas segoes seguintes.



2.1 O Problema de Roteamento de Veiculos Capaci-

tado

O Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado, conhecido por CVRP (Capaci-
tated Vehicle Routing Problem), consiste da versao mais basica do VRP. Neste problema,
sao dados uma frota homogénea composta de K veiculos com capacidade C', e um grafo
G = (V, A) completo, onde V = {0,1,...,n} é o conjunto de vértices, que representam
o depdsito(vértice 0) e os clientes (demais vértices), e A é o conjunto de arcos, que sao
as conexoes entre clientes e entre cliente e depdsito. A cada nd i € V é associada uma
demanda d;, que serd nao-negativa se i # 0 e nula se i = 0, e a cada arco (4, 7), um valor
nao-negativo ¢;;, que representa o custo de ir do cliente ¢ ao cliente j. O CVRP tem por
objetivo encontrar um conjunto de K rotas (cada uma correspondendo a um veiculo) de
modo a minimizar a soma dos custos das rotas. Essas K rotas devem estar satisfazendo

as seguintes restricoes:

e Toda rota i inicia e termina no depdsito;
e Cada cliente sera servido exatamente uma vez;

e A soma das demandas em cada rota nao excede C.

A figura 4.4, a seguir, ilustra uma solugao para uma instancia do ACVRP, onde a
quantidade de nds do grafo é 9, com demanda unitaria para os nés clientes, o niimero de
veiculos disponiveis é 3, cada um com capacidade de 3. O quadrado representa o depdsito

e os circulos, os clientes.

Se os custos das arestas sdo tais que ¢;; = ¢;; , V(4,j) € A entdo o grafo G é nao

direcionado e o problema correspondente é denominado Problema de Roteamento de



Figura 2.1: Solugao viavel para o ACVRP

Veiculos Capacitado Simétrico (SCVRP). Caso contrario, teremos que G é direcionado e o
problema correspondente é denominado Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado
Assimétrico (ACVRP). Na versao simétrica do problema, o conjunto dos arcos A serd
substituido pelo conjunto de arestas FE.

O CVRP generaliza o bem conhecido Problema do caixeiro viajante, ou TSP (sua
sigla em inglés), que é o CVRP cuja capacidade dos veiculos é maior que a soma das
demandas de todos os clientes e, portanto, apenas um veiculo é utilizado. Desta forma,
o CVRP é um problema NP-dificil. Quando, no CVRP, desconsideramos o requerimento
de capacidade dos veiculos mas mantemos a sua quantidade, o problema sera referido
como k-TSP.

Para o que segue, seja Vy = {1,...,n} o conjunto de vértices associados aos clientes.
Para S C V; qualquer, define-se d(S) como sendo a demanda total do conjunto S,
onde d(S) = Y;egd; . Utilizamos um limite inferior para o niimero minimo de veiculos
necessario para servir todos os clientes em S. Este serd denotado por r(S), onde r(S) =
[(d(S)/C)]. Outros valores para r(S) sdo encontrados na literatura, por exemplo, ele
pode ser determinado através da resolucao de um problema denominado Bin Packing.
Tal problema consiste na determinacao de uma particao de S com um nimero minimo

de subconjuntos (bins), tal que a demanda total de cada subconjunto nao excede a



capacidade C.

2.1.1 O Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado Simétrico

Para a formulagao da versao simétrica do SCVRP, as arestas de F serao representadas
por e . As varidveis de decisao . serao definidas como sendo o nimero de vezes que a
aresta e é percorrida na solu¢do. Além disso, z. € {0,1} se e ¢ 6(0) e z. € {0,1,2}
se e € §(0) , onde §(S) é o conjunto de arestas que possuem uma extremidade em S,
quando S = {i} escreveremos 0(i) e nao 6({i}). Se x. assume valor 1 ou 2 dizemos que
e esta na solucao do SCVRP. Caso contrario, e nao esta na solucao. A formulacao do

SCVRP ¢ dada por:

(1.1) MmN X Cele
eeF
sujeito a:
(1.2) > Te = 27\V/7’ € vba
e€d(i)
(1.3) Y xe =2k,
e€d(0)
(1.4) > x> 2r(S),¥S C Vg, S #0,
e€d(S)
(1.5) ze € {0,1}, Ve ¢ 6(0),
(1.6) z. € {0,1,2}, Ve € §(0),

As restrigoes de grau (1.2) e (1.3) asseguram que os clientes sejam visitados exata-
mente uma vez e que k veiculos sejam utilizadas na solugao. As desigualdades (1.4)
sao chamadas Desigualdades de Capacidade Simétricas (DCS) e impdem o requerimento
de capacidade dos veiculos e a conexidade das rotas. Se r(S) = d(S)/C entao a de-

sigualdade > z. > 2r(S) serd denominada Desigualdade de Capacidade Fracionéria
e€d(S)



Simétrica (DCFS) e, quando esta estiver sendo considerada (capitulo 6), a desigualdade
(1.4) sera referida como Desigualdade de Capacidade Arredondada Simétrica (DCAS).
Repare que as DCAS dominam as DCFS.

No capitulo 4, faremos um resumo dos principais métodos de solucao do CVRP

simétrico utililizados nos 1ltimos anos.

2.1.2 O Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado As-
simétrico

Na formulacao do CVRP assimétrico, os arcos direcionados de A serao denotados por

a e, similarmente ao caso SCVRP, as variaveis de decisao z, indicam a quantidade de

vezes que o arco a ¢ percorrido na solugdo. Além disso, z, € {0,1},Va € A . 6 (9)

é o conjunto dos arcos que entram em S e 07(S), o conjunto daqueles que saem de S.

Diremos que o arco a esta na solugao caso r, = 1. A formulacao do ACVRP ¢ a seguinte:

(2.1) min ¥ Colq
acA
sujeito a:
(2.2) > oz, =1,Vi eV,
acd— (i)
(2.3) Y x,=1,Vie W,
a€dt (i)
(2.4) > oz, =k,
a€d—(0)
(2.5) > xa =k,
a€dt(0)
(2.6) Y xq 27(8),VS SV, S #0,
a€d—(S)
(2.7) z, € {0,1},Va € A,

As restrigoes (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5) garantem que os clientes serdo visitados exata-
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mente uma vez e que exatamente k veiculos serao utilizadas na solucao. As restrigoes
(2.6), chamadas Desigualdades de Capacidade Assimétricas (DCA) estao garantindo que
a capacidade dos veiculos nao é excedida e que as rotas sao conexas com o depoésito. Se
r(S) = d(5)/C entao a desigualdade (SZ(S) z, > 1r(S) serd denominada Desigualdade
aco™
de Capacidade Fraciondria Assimétrica (DCFA) e, quando esta estiver sendo consider-
ada (capitulo6), a desigualdade (1.4) serd referida como Desigualdades de Capacidade
Arredondada Assimétricas (DCAA). Repare que as DCAA dominam as DCAF.
Note que as restrigoes (2.2)-(2.5) implicam que
(2.7) > Y mj=XY ¥ xj, para cada SCV,S#0.
i¢S jeSs €S j¢S

O que quer dizer que no corte de qualquer conjunto de clientes S C V'\ {0} a quantidade
dos arcos que entram em S ¢ igual a dos arcos que saem.

No capitulo 4, descreveremos dois algoritmos Branch-And-Bound para o CVRP as-
simétrico. Tais algoritmos sao considerados atuais uma vez que nao sao conhecidos outros

algoritmos exatos propostos para o problema em questao.

2.2 O Problema de Roteamento de Veiculos com Janelas

de Tempo

Como uma das mais importantes variantes do VRP, podemos citar o Problema de
Roteamento de Veiculos com Janelas de tempo (VRPTW), que constitui uma extensao
do CVRP. Além das caracteristicas ja mencionadas do CVRP, este problema inclui, para
o depdsito e para cada cliente ¢ (i = 0,...,n) uma janela de tempo [a;, b;] que representa
o intervalo de tempo dentro do qual o veiculo deve comegar o servico em i, se este

representa um no cliente (i = 1,...,n). A este é permitido chegar antes de a; porém
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terd que esperar até o instante a; para servi-lo. Além disso, é proibido chegar depois de
b;. Quando 7 = 0, a janela de tempo significa que o veiculo nao podera deixar o depdsito
antes de ag e terd que estar de volta ao mesmo até by. Podemos assumir que todos os
veiculos deixam o depdsito no instante de tempo ag, com ay = 0. Sao dados o tempo de
viagem ?;; entre cada par de nds, 7,7 € V, e um tempo de servigo s; para cada cliente 7.
Entao, o veiculo gastara o tempo s; em cada cliente .

O VRPTW consiste em encontrar um conjunto de k rotas com custo minimo satis-

fazendo:

Cada rota inicia e termina no depdsito;

e Cada cliente serd servido exatamente uma vez;

e A demanda total dos clientes visitados em cada rota nao excede a capacidade do
veiculo C;

e Para cada cliente i, o servigo inicia dentro da janela de tempo [a;, b;] e o veiculo

gasta o tempo s; servindo este cliente.

Repare que satisfazer o requerimento de janela de tempo para cada cliente induz
uma orientagao nas rotas mesmo que a matriz de custos do problema seja simétrica.
Conseqiientemente, o VRPTW é normalmente formulado como um problema assimétrico.

O VRPTW é NP-dificil uma vez que generaliza o CVRP, paraa; =0e b, = +00,Vi €

V'\ {0}. Alguns algoritmos exatos para este problema sao encontrados em [28, 12, 25].
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2.3 O Problema de Roteamento de Veiculos com En-

trega na Ida e Coleta na Volta

Outra extensao do CVRP de grande importancia é o VRP com entrega na ida e coleta
na volta (VRPB). Neste problema, o conjunto de clientes V' \ {0} é particionado em 2
subconjuntos. No primeiro, encontram-se os clientes que irao apenas receber mercadorias
oriundas do depésito (clientes Linehaul) e, no segundo, aqueles que somente terao suas
mercadorias coletadas (clientes Backhaul). Entao, toda rota que serve clientes dos dois
tipos devem estar respeitando uma regra de precedéncia entre eles: clientes Linehaul
devem ser servidos antes de qualquer cliente Backhaul. Além disso, nenhuma rota podera
servir apenas clientes Backhaul. As quantidades d; (associadas a cada cliente i) a serem
coletadas ou distribuidas sao conhecidas previamente. Assim como no CVRP, a frota de
veiculos é homogénea. Desta forma, o VRPB consiste em encontrar uma colecao de k

rotas de menor custo tal que:

e (Cada rota inicia e termina no depdsito;
e Cada cliente sera servido exatamente uma vez;

e A demanda total dos clientes Linehaul e Backhaul visitados por uma rota nao

excede, separadamente, a capacidade do veiculo C;

e Em toda rota os clientes Linehaul sao atendidos antes dos Backhaul.

Repare que a regra de precedéncia entre os dois tipos de clientes induz uma orientagao
nas rotas, independentemente da matriz de custos do problema. Quando a matriz de

custos for assimétrica, o problema é denominado VRP assimétrico com entrega na ida e

coleta na volta (AVRPB).
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Note que o CVRP é o VRPB quando nao existirem clientes Backhaul. Isto quer dizer
que o VRPB generaliza o CVRP e portanto, é um problema NP-Dificil. Algoritmos

exatos para este problema sao dados nas referéncias [34, 41].

2.4 O Problema de Roteamento de Veiculos com Co-

leta e Entrega em Cada Cliente

O Problema de Roteamento de Veiculos com Coleta e Entrega (VRPPD) é outra extensao
do CVRP, nao menos importate do que as duas anteriores. Nela, além das caracteristicas
ja vistas para o CVRP, teremos que, associado a cada cliente ¢, ha dois valores d; e p;
correspondentes as demandas a serem entregues e coletadas em 7, respectivamente. Entao,
para cada cliente 7, existem um né destino D; da demanda a ser coletada e um no origem
O, da demanda a ser entregue neste cliente. Em cada cliente, a entrega é realizada antes
da coleta. A carga atual do veiculo é dada pela carga inicial menos a demanda total ja
distribuida mais toda a demanda ja coletada. O VRPPD tem por objetivo encontrar um

conjunto de k rotas com custo minimo que satisfaca:

Cada rota inicia e termina no depdsito;

Cada cliente sera servido exatamente uma vez;

A carga atual do veiculo em cada ponto da rota deve ser nao-negativa e nao podera

exceder a capacidade do veiculo;

Para cada cliente 7, o né O; deverd ser atendido na mesma rota que ¢ e antes dele;

Para cada cliente i, o n6 D; devera ser atendido na mesma rota que i e depois dele;
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A ordenacao na visita dos nés de origem e de destino, para cada cliente, significa que
toda rota esta implicitamente orientada.

Quando, os n6s O; e D;, Vi = 1,...,n, estao associados ao depésito (O; = D; = 0)
e a demanda a ser coletada é nula, para todos os clientes i, o VRPPD recai no CVRP.
Isto quer dizer que este problema generaliza o CVRP e portanto, é NP-dificil. Podemos

encontrar algoritmos exatos aplicados ao VRPPD em [17], [16], [39] e [40].
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Capitulo 3

Algoritmos em Programacao Linear

Inteira

Neste capitulo, faremos uma abordagem dos métodos exatos de solugoes de problemas
inteiros, diretamente relacionados com aquele utilizado nesta dissertacao para a resolugao
do ACVRP. Sao eles: os algoritmos de planos de corte, Branch-And-Bound e Branch-

And-Cut [44, 13, 45], que podem ser aplicados ao problema (P), definido abaixo:

(P) min{cx :x € X}, onde X = {x: Ar < b,z €77 },

3.1 Algoritmos de Planos de Cortes

Considerando o problema (P) definido acima, podemos reformula-lo como o seguinte

problema linear
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(PL) min{cz : x € X},

onde X = conv(z) = {z x > 0} representa a envoltéria convexa do conjunto
de solugoes viaveis de (P). Como cada ponto extremo do poliedro determinado por X
pertence a X, a solugao étima de (PL), para um dado valor de ¢, é uma solugao étima de
(P). Entao, teoricamente, podemos resolver o problema inteiro (P) como um problema
de programacao linear.

No entanto, para problemas NP-dificeis, como o ACVRP, a descricao completa de
X nao é conhecida e, portanto, dada uma instancia do problema (P), que pertence a
esta classe, uma idéia é tentar obter ao menos uma boa aproximacao para ele através da
adicao de desigualdades vélidas para X, Qz < ¢ (uma desigualdade é dita valida para X
se esta é satisfeita por todos os pontos de X'). Caso sejam encontradas, tais desigualdades
sdo incorporadas a formulagao F = {x : Az < b,z > 0}, X = FFNZZ", do problema (P),
obtendo formulacdo melhor F' = {z : Az < b,Qz < g,z > 0} com X = F' ' NnZ". Os
algoritmos de Planos de Cortes funcionam desta forma e seu objetivo é que F’ seja uma
formulacao mais proxima de X nas redondezas do étimo apenas e nao que o descreva
completamente.

Algoritmos de Planos de cortes para problemas inteiros gerais foram inicialmente
propostos por Gomory [22] em 1958. Sua idéia original era gerar cortes a partir do
arredondamento inteiro de uma restricao associada a uma variavel bésica fracionaria,
oriunda da resolugdo de uma relaxacao de programagao linear de (P). Por serem fra-
cas, as desigualdades validas assim construidas, levaram a uma convergéncia lenta desses
algoritmos. Desta forma, os algoritmos de planos de cortes foram negligenciados du-
rante muito tempo, até o desenvolvimento da teoria poliedral. O desenvolvimento desta

teoria acarretou na introducao de desigualdades validas fortes para problemas inteiros
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especificos trazendo a tona tais algoritmos na década de 80.

Para a descri¢ao dos algoritmos de planos de cortes, seja a relaxacgao linear de (P):

(RL) min{cx : Az < b,z > 0}.

Entao, dada a solucdo 6tima T de (RL), se T satisfaz as condigbes de integralidade
entao T resolve (P). Se isto nao ocorre, procuramos identificar um conjunto de desigual-
dades {mx < my}, pertencentes a uma dada familia Fj; de desigualdades vélidas para X,
violadas pela solu¢ao T de (RL). Se as referidas desigualdades sao encontradas, estas sao
incorporadas a formulacao F' = {z : Ax < b,x > 0} do problema. O problema obtido
neste processo é, entao, reotimizado. Este procedimento, constituido da identificacao de
desigualdades validas e resolugao da nova relaxacao linear obtida, é repetido até que o
algoritmo nao consiga mais encontrar desigualdades de Fj violadas pela solucao da re-
laxagao atual ou até que uma solugao inteira seja encontrada (solucao 6tima para (P)). O
problema de identificacao de desigualdades, pertencentes a uma familia de desigualdades
validas para X, violadas por T é denominado Problema de Separacao. A complexidade
computacional deste problema varia de acordo com a familia de desigualdades consider-
ada e pode ser, inclusive, equivalente a complexidade de P.

Repare que ao inserir, na formulacao atual, desigualdades validas para X que este-
jam sendo violadas por T, todos os vetores de X serao preservados na regiao poliedral
correspondente a nova formulacao do problema, porém, T sera eliminado.

Em geral, nao é possivel resolver um problema inteiro apenas utilizando-se planos de
cortes. Entao, o que se faz, normalmente, é inseri-lo em um esquema Branch-And-Bound,
que sera visto na proxima secao, obtendo-se um algoritmo Branch-And-Cut, descrito na

ultima secao deste capitulo.
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3.2 Algoritmos Branch-And-Bound

Os algoritmos Branch-And-Bound foram propostos por Land e Doig [26] no inicio dos
anos 60 para a resolugao de problemas de programacao inteira. Tais algoritmos consis-
tem em uma forma inteligente de enumeracao de todas as solugoes de um determinado
problema inteiro, em busca da melhor solucao, uma vez que, para a maioria dos prob-
lemas, é totalmente impossivel a enumeracao completa, devido ao ntimero exponencial
de solucoes. Para isso, o método combina as estratégias de Branching e Bounding. A
primeira consiste em particionar o espago de solugdes X = {z : Av < b,z € Z" }, do
problema P definido no inicio deste capitulo, em k subespagos menores e disjuntos X,
1=1,...,k, tais que (Uf:1 X;) = X, nos quais serao definidos os problemas P; da forma
min{cx : z € X;},i=1,..., k. A segunda estratégia busca encontrar a solugao 6tima
da relaxacao de Programacao linear P; de cada P;. O valor z;, associado a esta solucdo,
representa um limite inferior para P; uma vez que o espaco das solucdes vidveis X; de
F,' é tal que Xz QYZ, Vi = ]_,,k?

Os algoritmos Branch-And-Bound comecam por resolver a relaxagao de programacao
linear do problema original P, obtendo uma solu¢ao T com valor z = ¢Z. Se T ¢ inteiro,
obviamente, * = T é solugao étima e z* = z é o valor 6timo correspondente (durante
todo o procedimento, z* e z* irao guardar a melhor solugao viavel conhecida para P e
o seu valor associado, respectivamente). Caso contrario, admite-se que z* = +o00 é o
melhor limite superior conhecido para P e, portanto, z < z*. Neste caso, é realizado
o primeiro Branching gerando p > 2 novos problemas P; da forma min{cz : x € X,},
1 = 1,...,p. Entao, resolve-se os p subproblemas gerados pelo Branching ao invés de
resolver o problema P.

Na iteracao seguinte, segundo algum critério, escolhe-se um problema P;, i =1,...,p,

e resolve-se a sua relaxacao linear P;. Se a solucao T; obtida for tal que z; = ¢Z; > z*, nao
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sera mais necessario prosseguir com o particionamento deste problema ja que uma solugao
melhor do que a ja conhecida garantidamente nao estara em seu conjunto de solucoes
vidveis. Caso contrario, se a solu¢ao Z; for inteira entao esta é solu¢ao 6tima de P; com

*

valor Z; = z; = 2! associado. Se, além disso, z; < z*, faz-se as atualizacoes z* = 7; e

z* = Z;. Caso contrario, se T; é tal que nenhuma das situacoes anteriores se verificam, e P;
nao é um problema inviavel, entao é realizado o Branching no conjunto X;, gerando novos
subproblemas. Desta forma, estes subproblemas recém criados serao resolvidos no lugar
de P;. O algoritmo prossegue com este mesmo procedimento (Branching e Bounding)
até que, para todo subproblema gerado, tenhamos a garantia de que um limite inferior
para ele é maior ou igual ao melhor limite superior conhecido para P ou, entao, que ele
¢é inviavel. Desta forma, se z* = 400, o problema P é invidvel, senao, o valor da solucao
otima é z*.

O problema P e todos os subproblemas gerados constituem a chamada arvore de
enumeragao, associado ao algoritmo de Branch-And-Bound. O né raiz de tal arvore
representa o problema original P, e os demais, todos os subproblemas gerados pelo pro-
cedimento de Branching. Os nos associados aos subproblemas gerados pelo Branching,
na regiao viavel X;, s@o chamados filhos do n6 associado ao subproblema P;.

A estratégia de enumeragao, que seleciona o préximo problema a ser resolvido, deve
ser escolhida de forma especifica para cada problema. Desta forma, a experiéncia e o
conhecimento a respeito do problema trabalhado devem ser levados em conta na tomada
de decisao. A busca em largura, a busca em profundidade e a busca “melhor primeiro”sao
estratégias genéricas de enumeracao freqiientemente utilizadas. Note que a escolha de tal
estratégia reflete diretamente no tamanho da arvore do Branch-And-Bound e portanto
no tempo de execucao do algoritmo.

A escolha da estratégia de branching estd totalmente atrelada a estrutura de cada
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problema. Porém, um Branching comumente utilizado é aquele em que se particiona a
regiao vidvel em duas, através da adicao de desigualdades z; < |T;]|, para a primeira,
e r; > [T;|, para a segunda. A varidvel z; é escolhida como sendo aquela de valor

fracionario da solucao do PL atual.

3.3 Algoritmos Branch-And-Cut

Os algoritmos Branch-And-Cut, assim nomeados por Padberg e Rinaldi [36], surgiram
da combinacao dos algoritmos de Planos de Cortes e Branch-And-Bound, descritos nas
secoes passadas. Neste algoritmo, além de particionarmos a regiao viavel X do problema
P, definido no inicio do capitulo, estaremos também incorporando desigualdades validas
para conv(X).

O procedimento é andlogo ao Branch-And-Bound, com a diferenga que agora estare-
mos dispostos a empregar um maior esfor¢co computacional, em cada né da arvore de
enumeracao, com o procedimento de Bounding, que agora ird adicionar desigualdades
globalmente vélidas para o problema original P. O objetivo é obter limites inferiores
locais melhores possibilitando, desta forma, a reducao da quantidade de subproblemas
gerados.

Nestes algoritmos, em cada né da arvore de enumeracao, inicialmente, é resolvida a
relaxacao linear P; do problema associado ao né, P;, com sua formulacao inicial, que,
caso nao seja o noé raiz, deverd conter desigualdades validas incorporadas em iteracoes
passadas. Caso a solucao obtida T seja fracionaria, tentaremos encontrar desigualdades,
pertencentes a uma familia F,; de desigualdades vélidas para P, violadas por . Estas
desigualdades, caso sejam encontradas, sao incorporadas a formulacao do problema P;,

que sera reotimizado. Este procedimento serd repetido até que nenhuma desigualdade seja
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encontrada para eliminar a solucao da relaxacao de programacao linear do P;, com sua
formulacao atual, ou até que a solucao da mesma seja inteira. No primeiro caso, o valor
associado com a ultima solugao obtida é um limite inferior para P;. Entao, prosseguimos
com o Branching em X;. No segundo caso, teremos resolvido P; e atualizamos a melhor
solugao conhecida para o problema original, se for o caso. Veja que se P; é o n6 raiz, o
problema terd sido resolvido e, portanto, nada mais sera feito. E importante notar que,
a solucao 6tima de cada P; é viavel para o problema original.

Os algoritmos Branch-And-Cut possuem grande importancia se estamos resolvendo
problemas de programagao inteira, cuja formulagao possui quantidade muito grande (pos-
sivelmente exponencial) de restrigoes. Neste caso, um subconjunto de tais restrigdes é
inicialmente desconsiderada desta formulacao e incorporada, & mesma, através do pro-
cedimento de Bounding, em cada n6 da arvore de enumeracao, de forma semelhante a
descrita acima. A diferenca é que no teste de viabilidade de T (para decidir se a iden-
tificacao de desigualdades violadas sera feita ou se tentamos atualizar a melhor solugao
viavel conhecida para o problema original) deveremos verificar, além da integralidade de
T, se este satisfaz a todas as restrigoes descartadas no inicio do algoritmo. Isto deve ser
feito porque se uma solucao étima para P;, associado a um né da arvore de enumeracao,
nao satisfaz as tais restricoes entao nao sera viavel para o problema original. Desta for-
ma, mesmo que a solucdo T do problema P; seja inteira, somente atualizaremos a melhor
solucao viavel conhecida para o problema original caso esta satisfaca também ao referido
conjunto de desigualdades. Caso contrario, pelo menos um plano de corte devera ser
separado.

Conforme ja mencionado na segao 3.1, a complexidade computacional do problema
de separacao pode ser muito alta. Entao, como a identificacao de desigualdades é real-

izada diversas vezes ao longo do algoritmo Branch-And-Cut, utiliza-se, com freqiiencia,
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heuristicas para resolve-lo.
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Capitulo 4

Algoritmos de Solucoes para o

CVRP

No presente capitulo, faremos um resumo dos principais métodos de solugoes do
Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado, para ambos os casos: Simétrico e
Assimétrico.

Para o caso Simétrico, falaremos brevemente sobre os principais algoritmos utilizados
nos ultimos anos. Tais métodos sao o Branch-And-Price, o Branch-And-Cut e o Branch-
And-Cut-And-Price. Para o Assimétrico, descreveremos dois algoritmos Branch-And-
Bound. Este método ainda é bastante atual para o problema em questao, uma vez que

nao se tem noticia da aplicacao de qualquer outro método exato ao mesmo.

4.1 Algoritmos de Solucoes para o CVRP Simétrico

Nesta secao, daremos um histérico dos principais algoritmos exatos para a resolucao

do SCVRP.

24



Algoritmos baseados na relaxacao Lagrangeana/Geragao de colunas sao comumente
usados na resolugao do SCVRP. Em 1981, Christofides, Mingozzi e Toth [11] propuseram
uma abordagem em que os limites Lagrangeanos eram obtidos através da resolucao do
problema das g-rotas minimas. Toda g-rota inicia no depdsito, visita um conjunto de
clientes, cujo a demanda total nao excede C', e retorna ao depésito. Cada cliente deste
conjunto poderd ser visitado mais de uma vez e, a cada visita, sua demanda sera contabi-
lizada. Podemos concluir, entao, que todas as rotas viaveis do SCVRP estao inseridas no
conjunto das g-rotas. Martinhon, Lucena, and Maculan [32] e Fisher [20], entre outros,
utilizaram limites Lagrangeanos baseados em K-trees tendo grau 2K no depdsito.

Em uma outra abordagem, os algoritmos exatos se baseiam na formulacao de parti-
cionamento de conjunto do SCVRP, proposta originalmente por Balinski e Quandt [8].
Cada coluna da referida formulacao cobre um conjunto de vértices clientes S, cujo a
demanda total é no maximo C'. Alguns destes algoritmos sao apresentados por Balinski
e Quandt [8], Agarwal [3], entre outros.

No inicio da década de 90, o foco principal da pesquisa do SCVRP tornou-se a de-
scrigao poliedral da envoltéria convexa dos vetores que correspondem a k rotas viaveis,
bem como o desenvolvimento de algoritmos de separagao eficientes para as familias de
desigualdades vélidas conhecidas. Em [1, 6, 5, 7, 14, 29, 35], sao descritos algoritmos de
separacao das principais familias de desigualdades validas para o SCVRP, dentre elas, as
desigualdades de Capacidade, Combs e Multistars. Algoritmos Branch-And-Cut comple-
tos sao decritos em [2, 4, 9, 38]. Apesar dos bons resultados obtidos com estes algoritmos,
muitas instancias do problema com menos de 80 clientes nao puderam ser resolvidas.

Em [37], foi apresentado um algoritmo exato que combina geragao de colunas e geracao
de cortes para resolucao de problemas inteiros. Este algoritmo foi denominado Branch-

And-Cut-and-Price Robusto (o termo “Robusto”’indica que a adi¢ado de restrigdes ao
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problema nao altera a estrutura do subproblema pricing). A aplicacao de tal algoritmo
ao SCVRP [21] conseguiu resolver todas as principais instancias da literatura de até 135
clientes. Além disso, muitas das instancias que se encontravam em aberto puderam ser

resolvidas pela primeira vez.
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4.2 Algoritmos de Solucoes para o CVRP Assimétrico

Nesta secao, descreveremos os principais pontos de dois algoritmos Branch-And-Bound
para o ACVRP. Estes referem-se aos métodos de bounding, branching e a estratégia de
busca na arvore de enumeracao do Branch-And-Bound.

Os limites inferiores, no primeiro algoritmo, foram obtidos através da resolucao do
problema de atribuigao, resultante da relaxacao das restricoes de Capacidade de um
problema equivalente ao ACVRP, enquanto que, no segundo, utilizou-se o procedimento
aditivo, proposto por Fischetti e Toth [18], sobre duas relaxagoes baseadas na disjungao
de subconjuntos inviaveis de arcos e no fluxo de custo minimo.

Outros limites inferiores, resultantes de relaxacoes combinatérias do ACVRP e pre-
viamente utilizados em algoritmos Branch-And-Bound para resolucdo do mesmo, sao
baseados em arborescéncias e devem ser obtidos pelo enfraquecimento das restrigoes de
capacidade, que agora irao levar em conta apenas a conectividade das solucoes, e pela
exclusao de uma parte das restrigoes de grau. Estes bounds possuem baixa qualidade,
como pode ser verificado em [42], e quando inseridos em algoritmos Branch-And-Bound,

consegue-se resolver apenas problemas pequenos até a otimalidade.

4.2.1 Branch-And-Bound baseado na relaxacao das restrigoes de

Capacidade

A primeira abordagem utilizando algoritmos Branch-And-Bound para resolver o ACVRP
foi proposta por Laporte, Mercure e Nobert em [27]. Neste trabalho, é resolvido um
problema (P) equivalente ao ACVRP obtido da adi¢do de k — 1 depdsitos artificiais ao
conjunto de nés V = {0,1,...,n}. Assim, obtemos o digrafo completo G' = (V', A",

onde V' =VU{n+1,..n+k—-1}e A =AU{(i,j):4,j €V i#jionujeV \V},
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extensao do original G. Os custos associados aos arcos deste novo grafo sao:

Cij para a’:(Z?j)aZ?jEV\{O}?
) cio para a=(i,j),i € V\{0},j €W

coj para a=(i,7),i€W,57€V\{0}

oo para a=(i,j).i,j € W,

onde W = {0}U{n+1,...,n+k—1} é o conjunto dos k vértices associados aos depédsitos.
Desta forma, o problema (P) a ser resolvido visa determinar um tnico ciclo Hamiltoniano,
contendo todos os nés de V', de forma que a demanda total d(S) de todo conjunto S,
de nés de V'\ {0} , correspondente a uma seqiiéncia de arcos (caminho) que comega e
termina em um né de W, nao excede a capacidade do veiculo.

A figura 4.1 abaixo ilustra um exemplo de solucao deste novo problema, onde k = 3,
V| =9,V =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8}, C = 3 e a demanda d;, para cada i associado a
um cliente, é unitaria. Desta forma, a quantidade total de depdsitos, resultantes da

transformagao, sera trés (W = {0,9,10}).

Figura 4.1: Solugao do Problema (P)

O problema (P) mencionado acima possui a seguinte formulagao:
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(3.1) (P) min Y ¢ x,

acA’
sujeito a:
(3.2) S z,=1VieV,
a€d— (i)
(3.3) Y z,=1VieV,
a€dt (1)
(3.4) Zg a2 [d(S)/C1,¥S CV\{0},S #0,
aco™
(3.5) z, € {0,1},Va € A,

Se as restri¢oes (3.4) forem relaxadas, o problema resultante é o de atribuicao (As-
signment Problem ou AP) cuja solugao, obviamente, pode nao ser viavel para (P). Tais
restricoes garantem que nenhum né serd desconexo de W na solucao 6tima e que a de-
manda de um conjunto de nés clientes S, associado a um caminho que comeca e termina
em W, desta solucao, nao excede a capacidade do veiculo.

A transformacao acima foi proposta em [30] para converter o k-TSP no TSP. Para o
ACVRP esta foi motivada pelo fato de que, na pratica, resolver o AP é mais efetivo do
que resolver o problema de transporte ( Transportation Problem ou TP), que é obtido do
ACVRP através da relaxgao das restrigoes de Capacidade.

Uma vez obtida uma solugao viavel para (P), esta pode ser convertida para o ACVRP

levando-se em conta as seguintes alteracoes nos arcos de A', pertencentes a esta solucao:
e substituir (4,5) por (i,0) sei € V\ {0} ejc V' \V;
e substituir (z,7) por (0,7)sei € V'\VejeV\{0}

A figura a seguir ilustra a conversao da solugao de (P) para a solu¢gao do ACVRP. Os
arcos pontilhados, incidentes aos nés de W\ {0}, em (b), foram substituidos por aqueles

continuos e mais escuros, incidentes ao né depdsito original representado por 0.
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Figura 4.2: Obtencao da solugado do ACVRP a partir da solugao de (P)

Laporte, Mercure e Nobert [27] propuseram um Branch-And-Bound que procede da
seguinte forma: em cada né da arvore de enumeracao, resolve-se, inicialmente, a re-
laxagao de programagao linear de AP, que deve conter varidveis fixas (em 0 ou 1), pelo
procedimento de Branching, em iteracoes passadas. Devido a estrutura unimodular do
problema, a solucao serd sempre inteira (coincide com a solu¢do do AP) e, portanto,
caso esta nao seja vidvel para P (e o limite inferior seja menor que a melhor solugao
viavel conhecida), deve-se “elimina-la” particionando o subproblema atual h em subprob-
lemas descendentes j, que serao caracterizados pelos conjuntos I; e F}; de arcos impostos
e proibidos da solucao de j, respectivamente. O Branching sera feito, como descrito
abaixo, através da quebra de uma subrota violada (que podera ser desconexa de W ou
um caminho aberto comecando e terminando em W), identificada na solugao de h. Desta
forma, as restricoes relaxadas serao tratadas através da imposicao da conectividade e do
requerimento de capacidade das solugoes vidveis do ACVRP. Em [27], sdo descritas 3
regras para o branching. Na primeira, obtida a partir de adaptacoes daquela usada por
Carpaneto e Toth [10] na aplicacao ao TSP, é escolhida uma subrota que possua a menor

quantidade de arcos nao pertencentes a I,. Seja T o conjunto desses arcos, onde

T ={(a1, 61), (2, Ba2), - .., (car, Bar)}
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E assumido que esses arcos sao listados na ordem em que aparecem na subrota violada,
onde («;, 3;) representa o i-ésimo arco, nao pertencente a I, desta subrota.

Entao, no procedimento de branching serao gerados M nés descendentes imediatos
do né h, onde para cada descendente j estarao associados dois conjuntos de arcos I; e

F}, como abaixo:

I, (j:l)

I U{(aw,Bu) cu=1,....5—1}, (j=2,....M)
ij = I U {(aﬁﬁj)}v (.]:17 .- 7M>

Com este procedimento, obtemos que a regiao vidvel de cada subproblema h esta
contida na uniao das regioes viaveis de seus subproblemas sucessores imediatos j. Tais
regioes viaveis serao disjuntas duas a duas. Repare que, quando o subproblema A é o
problema original, os conjuntos I, e F}, sao vazios.

Na figura 4.3 (a) abaixo estd sendo representado o Branching em um né h, onde
In = {(7,6)} e F, = {(6,4)}. Na instancia considerada, a quantidade de nés é 8, a
demanda associada aos nés clientes é unitéria, e o nimero de veiculos é 3, todos com
capacidade 3. Na solugdo de h, representada pelo grafo da figura 4.3 (b), temos uma
subrota violada (excedendo a capacidade do veiculo) composta dos arcos de (8,4), (4,7),
(7,6), (6,5) e (5,9). Teremos portanto, T' = {(8,4), (4,7),(6,5),(5,9)} e, entao, 4 novos
subproblemas descendentes diretos de h, onde os conjuntos I; e I}, j = 1,...,4 sao
definidos como:

L =1y Fy = Fg U{(8,4)};
L=1,U{(8,4)}; Fo = FpU{(4,7)}

I3 - ]h U {(874)7 (47 7)7 (77 6)}7 F3 = FH U {(6’ 5)}
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Iy = ]h U {(874)7 (4v 7)7 (77 6)’ (6’ 5)}7 Fy=FpU {(579)}

(a) (b)

Figura 4.3: (a) Branching no né h e (b) Solugao invidvel do subproblema associado a h

Na segunda regra, em cada né descendente imediato de h serdo proibidos r = [d(S)/C']
arcos, onde S é o conjunto de nés envolvidos na subrota violada, do conjunto 7" de ar-
cos nao impostos de alguma subrota violada identificada na solucao de h. Desta forma,
teremos C'(T,r) descendentes imediatos de h, obtidos por tomar todas as combinagoes
de r arcos. Aqui, a subrota escolhida para o branching pode ser aquela que possui o
menor valor de C'(T,r) ou, como na regra 1, a que possui a menor quantidade de arcos
nao impostos. A terceira regra é uma combinacao das duas primeiras.

Repare que as restricoes de capacidade violadas, associadas as subrotas consideradas
no branching, sao implicitamente incorporadas ao problema uma vez que tais subrotas
sao proibidas através daquele procedimento.

Foram feitos testes computacionais em [27] para todas as combinagoes das 3 regras
de branching e das 2 de selecao dos nods, busca em profundidade e busca em largura. No
entanto, apenas a melhor versao do algoritmo teve seus resultados apresentados. Esta

versao utiliza a terceira regra de branching e a selecao dos nds por busca em largura.
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4.2.2 Branch-And-Bound baseado no Procedimento Aditivo

O algoritmo Branch-And-Bound proposto por Fischetti, Toth e Vigo em [19], que sera
descrito a seguir, possui a mesma estrutura bésica de [27]. Porém, enquanto que [27] usa
a relaxagao do AP para gerar limites inferiores, [19] usa o procedimento aditivo, proposto
por Fischetti e Toth [18].

O procedimento aditivo combina ¢ procedimentos de bounding ¢V, ..., @ cada um
explorando diferentes subestruturas do ACVRP. Cada ¢, i =1,...,q, quando aplicado
a uma instancia do ACVRP, definido na secao 2.1.2, com custo ¢, ira retornar um limite
inferior p e um custo residual ¥, tal que

oW+ < cx, Vo € Pacvrp.

onde Psovgrp € a envoltéria convexa dos vetores x de solugoes viaveis da formulacao
(2.1)-(2.6) do ACVRP.

Entdo, os procedimentos ¢ i = 1,..., ¢, serdo aplicados, em seqiiéncia, a uma
instancia do ACVRP que utiliza como custos a matriz de custos residuais retornada pelo
procedimento anterior. Desta forma, para h = 1,...,q, »™ é aplicado & instancia com
custo residual ¢"~ retornado pelo procedimento ¢"~1 (note que o procedimento @)
é aplicado ao vetor de custos ¢ = ¢), e gera um custo residual ” e um limite inferior
p™. O limite inferior total (ou limite inferior aditivo) é dado por p* = p™M + ... + p@.
Sua validade pode ser verificada facilmente utilizando 4.1.

Em [19] séo utilizados dois procedimentos de bounding para o ACVRP, um baseado
na disjuncao de subconjuntos inviaveis de arcos e o outro, na relaxagao de fluxo de

custo minimo, deste problema. Cada procedimento computa uma seqiiéncia de limites
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inferiores de acordo com o procedimento aditivo e, enfim, sao combinados segundo este
mesmo procedimento para gerar os bounds utilizados pelo algoritmo Branch-And-Bound.

Veremos abaixo cada um desses métodos:

e O primeiro método de Bounding estudado é baseado na disjuncao de subconjuntos

inviaveis de arcos.

Diremos que um subconjunto de arcos B C A ¢é invidvel se nao existir solu¢ao x
vidavel para o ACVRP que contenha todos os seus arcos. Se, ao retirar um arco de
B, ja encontro uma solucao com todos os arcos restantes entao B é um subconjunto
minimal invidvel de arcos. Seja, entao, B um subconjunto minimal inviadvel de arcos
B C A, teremos o seguinte:
Fc U QW ={z e R*: 2,, =0},
(u,v)EB
onde F' é o conjunto de todas as solugoes viaveis do ACVRP. Esta inclusao ocorre
porque para todo x € F', existe pelo menos uma componente x,,, com (u,v) € B,
tal que z,, = 0 e, portanto, x pertence a um conjunto Q"*, no minimo. Isto é
equivalente a seguinte disjuncao logica:
\/ (r € Q¥),Vx € F
(u,v)EB

Entao, |B| problemas da forma v(P*’) = min{cx : © € FNQ"}, para cada (u,v) €
B, serao definidos e representados por P*Y. Para cada subproblema P", um limite
inferior valido v" e os custos residuais v*¥ serao computados através da resolucao
do problema de transporte T'P"", obtido a partir da formulacao do ACVRP dada
em 2.1.2, com a relaxacao das restrigoes de capacidade. Este problema possuird a
condigao adicional z,,, = 0. Como a matriz de restri¢coes do T'P*¥ é unimodular, sua

solugao otima coincide com a solucao de sua relaxacao linear PL"’. Entao, o limite
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inferior v*¥, para o P, sera o valor da solucao 6tima de PL"" e os custos residuais
~" coincidirao com os custos reduzidos correspondentes a v**. A validade de tais
custos residuais pode ser verificada utilizando a teoria de programacao linear. Segue

abaixo a formulagao do T'P*".

(4.1) (TP™) min Y. Cuxq

acA
sujeito a:
(4.2) > oz, =1,Vi eV,
a€d— (i)
(4.3) X Tg = 17VZ € %7
a€dt (i)
(4.4) > ox, =k,
a€d—(0)
(4.5) > oz, =k,
a€dt(0)
(4.6) z, € {0,1},Va € A,
(4.7) ze=0,a = (u,v)

Portanto, um limite inferior para o ACVRP sera dado por:

Lp = min{v* : (u,v) € B},

e sera denominado limite inferior disjuntivo. E evidente que Lp domina aquele
produzido pela relaxacao do ACVRP, que resulta no problema de transporte TP,
sem qualquer restri¢do adicional, uma vez que v*¥ > Lyp,V(u,v) € B. Veja que
FNQ™ C F,¥(u,v) € B. Os custos residuais associados a Lp serdo ¢;; = min{~v; :
(u,v) € B}. Pode ser verificado facilmente que Lp e ¢ computados desta forma

satisfazem 4.1.

A selecao de diferentes subconjuntos invidveis de arcos, deve levar a diferentes
limites inferiores Lp. Portanto, [19] utilizou um procedimento aditivo, denominado
ADD_DISJ, que considerou, em sequéncia, diferentes subconjuntos invidveis de

arcos na tentativa de obter um limite inferior total melhor. O critério de escolha
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de B seréa determinado abaixo, na descrigao de ADD_DISJ.

Note que, exigir B minimal acarreta numa quantidade menor de problemas T P"",
(u,v) € B a serem resolvidos. Veja que, caso B nao seja minimal, para algum
(u,v) € B, ainda nao havera solucao vidvel para o ACVRP que possua todos os
arcos de B\ {(u,v)}. Entdo, toda solugao = de F, com z,, = 0, possuira também,
por exemplo, x4, = 0 ou x5q = 0, (a,b), (f,d) € B. Isto quer dizer que, para todo
r € F,sex € Q" entdo z € Q™ ou x € Q% Portanto, o problema definido
em Q" seria resolvido desnecessariamente ja que F'N Q% C Q™ U Q/?. Para B
minimal, existird solugao vidvel = tal que x,, = 0 e x4 = 1,V(a,b) € B, ou seja,

r € QW V(u,v) € B,ex ¢ Q®V(a,b) € B\ {(u,v)}.

O procedimento ADD_DISJ comeca resolvendo a relaxacao TP, sem qualquer
restricao adicional. Se a solugao 6tima correspondente z* satisfaz a todas as re-
strigoes de Capacidade, seu valor associado Lyp nao poderd ser incrementado (z*
é solucao 6tima para o ACVRP, uma vez que é inteira, e Lypp é valor 6timo cor-
respondente). Caso contrario, tenta-se melhora-lo utilizando a disjungdo em um
subconjunto invidvel de arcos B C A escolhido convenientemente (como veremos a
seguir). Desta forma, definimos Lyp como limite inferior inicial do procedimento
aditivo ADD_DISJ, o custo residual atual ¢, correspondente a Lpp e 0 conjunto
A* = {(i,j) € A;xj; = 1} associado a solugao z*. Tomaremos B como um subcon-
junto de A* que correspondera a um caminho da forma {(P;, P,),..., (P, P.y1)} e

estard satisfazendo a um dos itens abaixo (considere V(B) = {Py, P,..., P.11} 0

conjunto de nés cobertos por B):

(I) P, =P.1e0¢ V(B),ouseja, B corresponde a um caminho fechado (circuito)

desconexo do né depdsito;
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(II) Yjeum dj > C, ou seja, B corresponde a um caminho cujo a demanda total

dos clientes visitados por ele excede a capacidade do veiculo;

(I1I) P, = P11, 0€ V(B) er(V\V(B)) >k — 1, ou seja, B corresponde a um
circuito (passando pelo né depdésito) cujo conjunto de nds, nao cobertos por ele,

nao pode ser servido pelos k — 1 veiculos restantes.

Entao, enquanto existir conjuntos B € A* como definidos acima, computamos o
limite inferior disjuntivo Lp, tomando o B de menor cardinalidade, para acrescentar
ao limite inferior aditivo Lyp. Para isso, para cada (a,b) € B, resolvemos uma
relaxacao de T P% utilizando como entrada o custo residual atual &. Serdo gerados
7% v ¢ 4% referentes ao vetor de solucao étima, valor da solucdo étima e o
vetor de custos residuais, respectivamente. Se v*! = Lp = min{v® : (a,b) €
B}, (s,t) € B, entao define-se z* = 2 e computa o custo residual ¢ (que serd o
custo residual atual), associado a Lp, conforme ja visto anteriormente. O limite
inferior aditivo Lrp é entao, atualizado fazendo-se Lrp = Lrp + Lp. Atualiza-se
também A* = A*N{(i,j) € A: z;; = 1}. O procedimento termina quando A*
nao mais contiver tais subconjunto B C A*. Repare que A* é atualizado através
da remogao dos arcos (7, j) com zj; = 0, além do arco (s, ) tal que 2* = z*. Além
disso, a escolha de arcos para A* cujos valores na solucao sao todos 1 ¢ justificada
pelo fato de que impor ., = 0, para algum (u,v) € A tal que z}, = 0, levara a um
limite inferior v"*¥ = Lpp.

Repare que devido a minimalidade de B, o item (II) implica que 0 ¢ V(B) e
Py # P..1. Veja que se 0 € V(B) entao, se retiramos o arco (0, Py) (ou (P, 0))
incidente a ele continuamos nao tendo solucao viavel, contendo todos os arcos
restantes, uma vez que V(B \ {(0, P)})=V(B)=V(B \ {(P,,0)}). Além disso,

se P = P,y (circuito), quando retiramos qualquer dos arcos de B ainda nao
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teremos solugao vidvel contendo os arcos restantes, uma vez que V(B\ {(«a4, 5;)}) =
V(B),¥(a;, 5;) € B. Os dois casos entram em contradigdo com o fato de B ser
minimal ji4 que continuaremos tendo 3 ,c,p)d; > C. Portanto, o conjunto B

correspondera a apenas um dos itens acima.

Daremos, a seguir, um exemplo com os primeiros passos do procedimento ADD_DISJ.
Na instancia do ACVRP considerada, a quantidade de nés é 10, a demanda dos
nos clientes é unitaria, a frota é composta de 3 veiculos de capacidade 4 e a matriz

de custos é c. Suponha que a solucao x* do TP, sem restri¢coes adicionais, com
valor Lrp (que também serd considerado limite inferior aditivo), é como na figura
abaixo. O conjunto de arcos correspondente a solugao z* é A* = {(1,2),(2,3), (3,1),
(0,8), (8,5), (5,10), (10,0) (0,4),(4,9),(9,0),(7,6),(6,7),(0,11),(11,12),(12,0)}.
Seja B C A* o conjunto minimal invidvel de arcos.

Q
11 4

Figura 4.4: Solucao viavel para o ACVRP

Repare que B pode correponder ao caminho 1-2-3-1 e 7-6-7, ambos satisfazendo
o item (I). Escolhemos o caminho de menor cardinalidade que é o segundo men-
cionado. Entao, B = {(7,6)(6,7)} C A*. Podemos, entdo, tentar melhorar o limite
inferior L7p criando dois subproblemas, por acrescentar a restricao x7¢ = 0 em um

e xg7 = 0 no outro, e resolvendo-os afim de determinar o limite inferior disjuntivo
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Lp para acrescentar ao limite inferior aditivo Ly p, obtendo assim um limite inferior

melhor para o problema ACVRP.

Estudaremos agora o limite inferior baseado na relaxacao de fluxo de custo minimo

descrito em [19].

Neste procedimento de bounding, vamos considerar uma parti¢ao {So, ..., S,} do
conjunto de nos clientes V', com 0 € Sy, e definir
Al = U{(Zvj) €A: Z)] € Sh}
h=0

Ay = A\ A,

Em outras palavras, o conjunto de arcos A é particionado em dois subconjuntos
{A;, Ay} | onde A; possui todos os arcos cujos nds extremos pertencem ao mesmo
conjunto Sp,h = 0,...,m e Ay, todos aqueles cujos ndés extremos pertencem a

conjuntos .5, diferentes.

Serao definidos, entao, dois problemas da forma v(FR') = min{c;x : * € F'}, onde
F' é a projecdo do conjunto de solucdes F' do ACVRP em IR, ¢ = 1,2, ou seja,
F' é o conjunto de todos os vetores de dimensao |A;| obtidos dos vetores x € F
através da remocao das componentes associadas aos arcos (i,7) € A\ A;. De forma
anéloga, ¢; é a projecao de ¢ em IR, ¢t = 1,2, e isto quer dizer que ¢; é um vetor de
dimensao | A;|, obtido com a remocao dos elementos associados aos arcos de A\ A;.
A cada problema F'R' corresponderd um limite inferior v* e um vetor custo residual

e IRAt, que serao obtidos da forma descrita no algoritmo a seguir.

O limite inferior (aditivo) L, para o ACVRP, sera dado por

1 2
L,=v +v°,
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e serd chamado de limite inferior projetivo. Os custos residuais correspondentes

serao definidos como:

B vy para (i,7) € Ay,
Cij =

v, para  (i,7) € As.
Nao ¢ dificil mostrar que L, e ¢ computados desta forma satisfazem a 4.1.

Em seu algoritmo, [19] considerou desprezada a contribuigao dos arcos internos de

A; para o célculo de L,, ou seja, v! = 0 e, portanto, L, = v*. Este valor de v! é
um limite inferior valido para F'R; uma vez que é assumido que ¢;; > 0,V(, j) € A.
Os custos residuais correspondentes a v' serao 'yilj = ¢y, (1,7) € Ay, obviamente
validos para FR'. Com respeito ao conjunto de arcos A,, o limite inferior v? e
iduais, v2 d a d 5s d lucao d
os custos reziduais, v, correspondentes serao computados através da resolucao da

seguinte relaxacao do ACVRP:

(5.1) (RF) min Y, CeXq
ac€As
Sujeito a:
(5.2) > ra < 1,Vj €V,
1€V:ia=(i,j)€Ay
(5.3) > x, < 1,Vi €V,
j€Via=(i,j)€As
(5.4) > T, <k,
jeV:ia=(0,7)€A,
(5.5) ) Tq <k,

1€V:a=(i,0)€Ay

r(V\Sy), h=0

(5.6) X T2 ;
acd™(5h) r(Sp), VYh=1,....m
(5.7) z, € {0,1},Va € As,

A relaxagao acima foi obtida da formulacao do ACVRP, dada em 2.1.2, através

do enfraquecimento de parte das desigualdades de grau, para levar em conta a
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remocao dos arcos de A;, e também considerando as restricoes de grau apenas para
os subconjuntos de clientes Sy, h =1, ..., m, que também leva em conta a remocao
dos arcos de A; uma vez que todo arco que “entra”em um conjunto Sp,h=1,...,m
pertence a Ay. Este modelo pode ser resolvido de forma eficiente, uma vez que este
pode ser visto como um problema de fluxo de custo minimo na rede auxiliar descrita

abaixo:

A referida rede possui 2(n+m+1) nds que sao:

— Osnésitei ,VieV;
— Osnés ay, e b, Vh=1,...,m;

— Os nos origem s e destino t.
Os arcos da rede, seus custos e capacidades associados sao:

(i) Para todo (i,7) € As, os arcos (i*,j~) com custo ¢;; e capacidade 1;

(17) Paratodo h =1,...,m, os arcos (an,i") e (i, by,) para todo i € Sy, com custo
0 e capacidade 1 (se i # 0) ou k (se i = 0);

(17i) Paratodo h =1,...,m, os arcos (ap, by) com custo 0 e capacidade |Sy|—7(Sh)
(se h £ 0)ou |So| +k—1—7r(V\ Sy (se h=0);

(iv) Paratodo h =1,...,m, os arcos (s, ay) e (by,t), ambos com custo 0 e capaci-

dade |Sy| (se h #0) ou |So| + k — 1 (se h =0)

Determinar o fluxo s — ¢ de valor n + k — 1 com custo minimo, na rede construida
acima, resolve o problema RF'. Para verificar este fato, repare que qualquer fluxo
valendo n + k — 1, saindo de S com destino a ¢, satura todos os arcos (s,a,) e

(bp,t), h = 0,...,m. Entdo, sendo f, e x;; os fluxos nos arcos (an,by) e (it,57),
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0, [Sy] + k-1-r(V\Sp)

0, |Sm| - r(V\Sﬂ)

Figura 4.5: Rede associada ao problema RF

respectivamente, teremos que as restrigoes de grau (5.2)-(5.5) estao sendo satisfeitas
por (z;;) devido a conservagao de fluxo nos nés i+ e i~. Além disso, da conservagao
do fluxo em ay, e by, temos que Y. x,+ fr = |5k = X .+ fn. Mas como
aEé‘(S’h) a66+(3h)
frn n@o pode superar a capacidade do arco (ap, by), pelo menos a quantidade r(S},)
(r(V'\ Sp) para o conjunto Sp) de fluxo passa pelos nés it e i~, i € Sy, ou seja,
teremos que as restrigdes de capacidade (5.6) estao sendo satisfeitas. Como uma
outra consequiéncia da sconservacao de fluxo de ay e by, é o fato de que >, 1z, =

aGé*(Sh)

> x, e, portanto, a mesma quantidade de arcos que entra em S}, sai dele
a€6+(Sp)

(satisfaz a equacao 2.7).

De acordo com a correpondéncia definida em ()-(iv), os custos residuais 77, (4, j) €
Ay associados com o valor 6timo v? da relaxacao RF, coincide com os custos reduzi-
dos de PL associados com os arcos (i*,j_) da rede, retornados pelo procedimento

de fluxo de custo minimo.
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Analogamente ao procedimento anterior, para cada particao do conjunto V
({S0,...,Sn}) teremos um limite inferior distinto. Portanto, em [19] um pro-
cedimento aditivo, denominado ADD_F LOW , é utilizado considerando diferentes
particoes de V', em seqiiéncia, visando obter um limite inferior total melhor. Du-
rante a descricao do ADD_FLOW , sera determinada a forma com que as partigoes
sao escolhidas. Repare que escolhida a particao S, = h,Vh € V obtemos que a re-

laxagdo RF' coincide com a relaxacdo do problema de transporte (TP).

O procedimento ADD_FLOW inicia com a particao S, = {h},Vh € V. (m =n)
(o custo inicial é ¢). Em cada iteracdo do ADD_FLOW  seré resolvida a relaxagao
de RF, correspondente a particao atual, utilizando, como custo, o custo residual
atual ¢, obtendo solucao z*, o vetor de custos residuais 4? e um limite inferior
v?, que coincide com o limite projetivo L, e serd adicionado ao limite inferior
aditivo atual Lyp. O custo residual ¢ atual serd tal que ¢y = 77, (4,7) € Ay
e ¢j = 7, (i,7) € A1 Procura-se entdo uma colegdo Sp,,...,Sy,, (r > 2) de
subconjuntos da particao atual, tal que a uniao S* destes subconjuntos corresponde
a uma restricao de capacidade violada. Atualizamos a particdao atual através da
substituicao destes subconjuntos por S*. O ADD_FLOW termina quando m = 1
ou nenhum S* for encontrado. Veja que, para a particao inicial, F'R é o problema
dde transporte (TP) e entdo, sua solugao =* serd inteira. Caso satisfaga as restrigoes
de Capacidade, o valor associado a x*, Lyp serd 6tima para o ACVRP. Neste caso,
o limite inferior Lyp = v? produzido nao poderé ser incrementado. Caso contrario,

busca-se melhora-la da forma desrita acima.

A préxima figura 4.6 ilustra um exemplo de uma solugao da instancia do ACVRP
que possui 13 nés, 2 veiculos de capacidade 10, e vetor demanda (d;;) = {0,1,1, 1,

1,3,2,2,1,1, 3,1,2}.
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Figura 4.6: Solucao de uma instancia do ACVRP

Suponha que, em uma determinada iteracao, a particao atual seja dada por m=6,
So = {0}, S = {1,4}, S = {2,3}, S5 = {8,11}, S4 = {5,6,9,10,12}, S5 = {7}. Os
limites inferiores com respeito a r(V'\ Sp) e ar(Sy),h =1,...,5,s80 r(V'\ Sp) = 2,
r(S1) = r(Sy) = r(S3) = r(95) = 1, r(Sy) = 2. A solucao da relaxagdo RF
com respeito a particio acima é ¥* com zj; = 1, para (i,7) € A3 = {(0,4),(1,0),
(0,6),(10,1), (11,3),(2,5), (12,7),(7,0)} e xj; = 0, para todos os arcos de Ay \ A3.
Veja que para os conjuntos V\Sy e Sp,h = 1,...,5, as desigualdades de capacidade

nao sao violadas.

O Branch-And-Bound proposto por Fischetti, Toth e Vigo [19] funciona da seguinte
forma: em cada né da arvore de enumeracao, o limite inferior é computado utilizando-se,
em seqiiéncia, os dois procedimentos de bounding descritos acima, segundo o procedi-
mento aditivo. O ADD_DISJ é o primeiro a ser executado e retornara a ultima solugao
r* obtida, o vetor de custos residuais final ¢ e o limite inferior total final Lyp, que
serao utilizados na inicializacao do ADD_FLOW . Ou seja, este procedimento terd, de

inicio, o limite inferior aditivo com valor Lrp e custo residual atual ¢. Desta forma, a
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resolucao do primeiro RF' nao sera necessaria e o x* retornado pelo ADD_DISJ sera
utilizado como solucao inicial. A particao utilizada no comeco do procedimento sera
Sy ={h},h =1,...,m e, entao, procura-se uma cole¢ao de subconjuntos da mesma tal
que a uniao deles induz desigualdade violada pela solugao inicial z*. O ADD_FLOW,,
por sua vez, retornara a ultima solucao x* gerada e o limite inferior total final Lrp para
o subproblema atual.

Caso a solucao x* gerada no procedimento de bounding seja inviavel, para o sub-
problema atual, devemos elimina-la da mesma forma que na regra 1 do procedimento da
subsecao 4.2.1, descrita no procedimento de Branching de [27]. A diferenga é que aqui o
conjunto 71" estard correspondendo a caminhos satisfazendo aos itens (I)-(III), definidos
na pagina 36, contendo niimero minimo de arcos nao impostos. Além disso, repare que,
no procedimento aditivo a funcao objetivo do problema ¢ alterada, entao uma solucao
otima de alguma relaxacao resolvida, durante este procedimento, que seja viavel para o
subproblema atual, nao necessariamente é 6tima para ele, a menos que o referido proble-
ma seja o primeiro TP resolvido (note que o vetor de custos deste problema é o original).
Portanto, se x* é viavel para o subproblema atual mas nao é étima, escolhe-se T associa-
do a uma rota viadvel com o menor nimero de arcos nao impostos no subproblema atual
h. Neste caso, mais um subproblema é gerado onde Iy 1 = [, UT e Fyyg = Fp. A
estratégia de enumeragao utilizada neste algoritmo foi busca em largura. Este algoritmo,
procura atualizar a melhor solucao viavel, apds a fase de Bounding, caso o atual n6 de
Branching nao for podado. Esta atualizacao é feita através do algoritmo heuristico de
Vigo [43] e vai utilizar como entrada a solugao z* retornada pelo ADD_DISJ, bem como

sua matriz de custos residuais correspondente €.
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Capitulo 5

Um Algoritmo Branch-And-Cut

para o ACVRP

Apresentaremos, neste capitulo, as particularidades do nosso algoritmo Branch-And-
Cut, para a resolucao do ACVRP com a formulagao dada em 2.1.2, utilizando como base
o Branch-And-Cut descrito na se¢ao 3.3 para algoritmos inteiros gerais.

No primeiro né do algoritmo, comegamos resolvendo a relaxagao de Programacao
linear do ACVRP sem qualquer restricao de capacidade (Problema de Transporte). E
obtida uma solucao T que, se for inteira e satisfizer a todas as Desigualdades de Capaci-
dade Assimétricas (DCA), é 6tima para o ACVRP e, entao, ndo hé mais o que fazer.
Se a solugao ¢é inviavel, utilizamos a Heuristica das Componentes Conexas, tratada no
proximo capitulo, para procurar por DCA violadas por esta solucao. Todas as restrigoes
encontradas sao, entao, incorporadas a formulacao e o problema resultante é reotimizado.
Repare que, como o problema de transporte possui matriz de restricoes unimodular, a
primeira solucao T serd inteira e, portanto, nosso algoritmo de separacao ird, garanti-
damente, encontrar todas as DCAs violadas por esta solugao, que estejam associadas a

rotas excedendo a capacidade do veiculo e a subrotas (veremos com detalhes no préximo
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capitulo). As etapas, que consistem em resolver a relaxacao do problema com sua formu-
lacao atual, adicionar cortes que eliminem sua solugao T e reotimizar o problema com a
formulagao resultante, sao executadas até que nenhuma DCAs seja encontrada pelo nos-
so procedimento de separagao ou até que a solugao encontrada T seja inteira e satisfaca
a todas as DCAs. No primeiro caso, o valor correspondente a ultima solucao T é um
limite inferior para o ACVRP. Criamos, entao, dois subproblemas através do Branching,
que, neste algoritmo, ird selecionar uma tnica variavel com valor fracionario préximo de
0.5 e maior valor absoluto do coeficiente da funcao objetivo. No segundo caso, teremos
resolvido o ACVRP.

Veja que, apds a insercao de alguma DCA, nao ha mais garantia de que a solucao
obtida pela resolu¢ao do PL atual seja inteira (a matriz de restrigdes ndo é mais uni-
modular) e entdo nao podemos mais garantir encontrar DCA violada no caso em que T
¢é inviavel.

Para os demais nés da arvore de enumeracao, os passos sao 0os mesmos que os realiza-
dos no no raiz, porém, em nenhum momento poderemos garantir que alguma DCA sera
encontrada, uma vez que na primeira relaxacao de PL resolvida teremos a presenca de
DCAs em sua formulagao e, portanto, a matriz de restrigoes nao serd unimodular (solugao
nao necessariamente sera inteira). A estratégia de busca na arvore de enumeragao uti-
lizada é a que chamamos Dive-And-Best, que ira realizar uma busca em profundidade e
apods encontrar uma solugao viavel para o problema, seguird com a estratégia do “melhor
primeiro” (que ird minimizar a quantidade total de nés gerados na arvore). Executar
primeiro uma busca em profundidade tem como objetivo encontrar solucao viavel rap-
idamente para que possamos eliminar nds abertos da arvore, que garantidamente nao
conterao a solugao étima (ver capitulo 3).

Para exemplificar o funcionamento deste algoritmo, utilizaremos uma instancia pe-
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quena, resolvida pela sua implementagao. Esta instancia possui 6 nés, com demanda
unitaria associada aos nés clientes, e uma frota composta de 3 veiculos de capacidade 2.

Aqui o depdsito sera representado pelo né 5. A matriz de custos é:

10000 10 20 30 20 20
12 10000 65 o4 10 43
12 30 10000 10 10 15
18 9 15 10000 24 25
20 40 65 20 10000 23

34 20 17 23 25 10000

A formulacao a seguir é relativa a primeira relaxacao de PL a ser resolvida, onde
Vo ={0,1,2,3,4}.

(PL) min Y CuT,
acA

sujeito a:

> ox,=1,Vi eV,
acd— (i)

> ox,=1,Vi eV,

acdt (i)

> xa:?’a

a€d~(n)

> xa:37

a€dt(n)
0<z,<1,VaeA,

A figura 5.1 abaixo mostra a sua solucao, que possui os seguintes valores das varidveis:
T3 = T31 = T10 = Tos = Ts4 = Tg5 = T2 = Tos = lez, = 0 para todos os outros arcos

ac A.

Repare que, esta solugao é invidvel (a rota 3-1-0 excede a capacidade do veiculo)

e entdao devemos utilizar a heuristica das componentes conexas para identificar DCAs
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Figura 5.1: Solucao inviavel para o problema

violadas. Como ja foi mencionado, na primeira iteracao do Branch-And-Cut, todas as
DCAs violadas associadas a rotas excedendo a capacidade do veiculo e a subrotas serao
encontradas. E portanto, neste caso, a DCA correspondente a rota 3-1-0 serd encontrada
e inserida na formulacao do problema, resultando na formulagao da relaxagao de PL

abaixo.
(PL) MIN Y, CoZyg
acA
sujeito a:
> ox,=1,VieV,
a€d— (i)
> ox,=1,Vi eV,

a€dt (i)

> ma:37

a€d~(n)
> Xy = 37
a€dt(n)
To0 + Ta0 + T50 + To1 + Ta1 + X5y + Tag + T3 + T3 > 2,

0<zx,<1VaceA,
Na figura 5.2, temos a solucao desta nova relaxacao. Esta possui os seguintes valores

para as variaveis: Ts3 = Tzg = Tos = Ts1 = T14 = T4y = Tse = Tos = 1 e T, = 0 para

todos os outros arcos a € A.
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Figura 5.2: Solucao 6tima para o problema

Veja que esta solugao é vidvel uma vez que nao ha rotas excedendo a capacidade do
veiculo ou subrotas. Como estamos resolvendo o né raiz da arvore de enumeragao, esta
solugao sera a Otima para o problema original, o ACVRP, e nao precisaremos realizar
o Branching. O valor da solugao 6tima é 146. E importante ressaltar que este mesmo
problema foi resolvido com um Branch-And-Bound puro, gerando 191 nés na arvore de

enumeracao enquanto que com o nosso Branch-And-Cut resolvemos no né raiz.
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Capitulo 6

Algoritmos de Separacao

Neste Capitulo, serao relatados trés procedimentos de identificacao das Desigualdades
de Capacidade violadas pela solucao inviavel do problema linear, que inclui todas as
restricoes de grau dos nos em sua formulagao , podendo conter, inclusive, variaveis fixas
(em 0 ou 1) pelo processo de Branching, e desigualdades de capacidade, incorporadas
ao problema em iteragoes passadas. Em cada procedimento, faremos um estudo do caso
simétrico para entao estendé-lo ao caso em questao.

Seja Pacvgrp a envoltoria convexa das solugoes vidveis do ACVRP. Uma vez que
tal envoltéria constitui um poliedro, esta pode ser descrita por um conjunto finito de
desigualdades lineares, e portanto, na teoria, é possivel resolver o ACVRP como problema
linear neste sistema de desigualdades lineares. Porém, na pratica, isto nao acontece
porque nem todas as desigualdades descrevendo Pscygrp sao conhecidas e, além disso,
a quantidade de tais desigualdades é muito grande e nao podem ser todas incluidas no
problema de programacao linear. Busca-se, entao, uma boa aproximacao para Pacvgrp
nas ‘redondezas”do 6timo. Dai, dadas formulacao inicial para o ACVRP e uma fungao
objetivo, aplica-se um algoritmo de geracao de cortes para fazer tal aproximacao.

Conforme ja visto no capitulo 5, no nosso caso especifico, utilizamos, em nosso al-
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goritmo, uma fase de Geragao de Cortes para gerar as Desigualdades de Capacidade,
que ja pertencem a formulacao por nés utilizada, porém, pelo fato de aparecerem em
nimero exponencial (2", onde n é o nimero de nés clientes), terdo que ser incorporadas
a medida em que forem sendo necessérias. Esta fase de geracao de Cortes sera executada
em cada subproblema, conforme a descricao do Branch-And-Cut nos capitulos 3 e 5, e
vai funcionar da seguinte forma:

Em cada iteragao, resolve-se um PL, relativo a um determinado subproblema, que

contera as desigualdades mencionadas no primeiro paragrafo, obtendo solucao T que:

e Se for inteira e satisfizer a todas as DCAs, péara (solugdo 6tima do subproblema

atual);
e Se for invidvel, utilizamos algoritmo de Separacao para encontrar Desigualdades de
Capacidade violadas por T e incorporamos tais desigualdades a formulagao atual;

Neste caso temos duas possibilidades:

— T ¢ inteira. Dai analisamos outras duas situagoes;
* T é solugao do k-TSP (Existe alguma rota excedendo a capacidade C mas
nao ha subrotas). Ver figura 6.1(a);
* T nao ¢ solugao do k-T'SP (neste caso existe subrota).

Ver figura 6.1(b);

Como serd visto na préxima secao, em qualquer das duas possibilidades, De-
sigualdades de Capacidade podem ser facilmente identificadas através de nossa

primeira heuristica, a heuristica das Componentes Conexas.

— 7 ¢é fraciondaria. E neste caso que necessita-se concentrar todos os esforcos na

tentativa de encontrar Desigualdades de Capacidade de forma eficiente.
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cC =3 ‘.
k 3 \\ f.l
di =1, 0 \___ E_’_,’
i=1,...,8
Cc =3
4 k =3
di =1,
3 5 i=1,....8

Figura 6.1: Solugoes inteiras e inviaveis

Esta fase termina quando nao mais encontrar desigualdades violadas ou quando for
obtida solucao 7, do PL atual, que seja inteira e satisfaca a todas as DCAs.

Entao, obtida solucao inviavel ¥ do PL atual, o algoritmo de Separacao que apre-
sentaremos vai tentar encontrar Desigualdades de Capacidade violadas. Na verdade, tal
algoritmo ird procurar por um conjunto promissor S, contido no conjunto de nés V'\ {0},
para o qual Z(0~(.5)) e d(S) sdo computados com o objetivo de verificar se a desigualdade
correspondente ¢é violada.

Dai, encontrado S C V \ {0}, S # (), definimos a funcao f(S) = x(67(S5)) —

[(d(S)/C)]. E entao:
e Se f(S) < 0 temos a restricdo em questdo violada;

e Se f(S)>0,VS CV\{0}, S+#0D temos que nenhuma de tais restrigoes é violada.

Portanto, o problema de separacgao é equivalente a computar

min{f(5); S € V\ {0}, 5 # 0}.
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O Problema de separacao da Desigualdade de Capacidade é NP-dificil para o ca-
so simétrico (ver Harche e Rinaldi [24]) e, como este representa um caso particular do
assimétrico, pode-se concluir o mesmo com relacao ao Problema de separagao da De-
sigualdade de Capacidade Assimétrica. Pelo que se sabe, ainda nao foi encontrada, na
literatura, qualquer tentativa de resolucao do ACVRP por Geracao de cortes.

Nas préximas secoes, apresentaremos trés procedimentos de separacao da Desigual-
dade de Capacidade Assimétrica. Na primeira, tratamos do algoritmo heuristico das
componentes conexas, que sera o procedimento implementado. Na segunda secao, estu-
daremos a heuristica de contragao (Shrinking) e, na se¢ao seguinte, o método exato de
separacao da desigualdade de Capacidade fracionéria utilizando fluxo méximo. Em [31],
este método exato serviu de base para um procedimento heuristico de identificacao das
DCS. Melhores resultados computacionais devem ser obtidos incluindo-se os outros dois

procedimentos na ordem em que foram citados, como vem sendo feito no SCVRP.

6.1 Heuristica das Componentes Conexas

Nesta segao, apresentaremos a Heuristica das Componentes Conexas [31, 38] que
possui um procedimento bem simples porém, como veremos, garante encontrar alguma
Desigualdade de Capacidade violada, no caso em que a solugao do programa linear é in-
teira e inviavel. Neste caso, toda desigualdade encontrada, estara associada a uma rota,
excedendo a capacidade do veiculo, ou a uma subrota. Chamaremos de grafo suporte
é(f) o grafo induzido pelos arcos de G tais que as componentes correspondentes, da
solugao T do PL atual, sao estritamente positivas. Entao, a heuristica das componentes
conexas considera cada uma das p (p > 1) componentes conexas maximais de G(Z), obti-

das com a retirada do né depdsito e de seus arcos incidentes, com o objetivo de encontrar
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subconjuntos de nés clientes definindo DCAs violadas por Z. Como o procedimento des-
ta heuristica é o mesmo para os casos simétrico e assimétrico, faremos uma abordagem
direta para o caso em que estamos realmente interessados.

Entao, ao considerar cada componente conexa maximal ¢;, ¢ = 1, ..., p, devemos ver-
ificar se a DCA esta violada para o conjunto de nés C;, que compoe a componente em

questao, ou seja, verificaremos se:

F(C) = (67 (Ch)) = [(d(C:)/C)] <0 (6.1)

Neste caso, teremos que o conjunto C; correspondente a componente conexa maximal
¢; induz Desigualdade de Capacidade Assimétrica violada. Esta desigualdade também
serd verificada para o conjunto resultante da uniao de todas as componentes conexas que
nao possuem conexao com o depdsito. As desigualdades resultantes deste procedimento
serao inseridas na formulacao atual do problema para a resolugao do proximo PL.

Para um melhor entendimento deste procedimento, vamos utilizar o seguinte exemplo:
um grafo suporte, associado a uma solugao inteira inviavel, com 10 nés, demanda de 1
para todos os nés clientes e 3 veiculos de capacidade 3. A figura 6.2 ilustra o referido
grafo, onde todos os arcos possuem valor 1.

Chamando [(d(C;)/C)] de r(C;), encontramos os valores 7(Cp) = 1, r(Cy) = 2,
r(C3) =1 er(Cy) = 1. Analisando entao as restrigdes 6.1 , para cada ¢;,7 = 1,2,3,4,

obtemos que:

F(C) = 2(07(Ch)) = r(Cy) =1—1=0 (6.2)
F(Ch) = 2(07(Co)) = 1(Cy) =1 =2 < 0 (6.3)
F(C5) = 2(67(C5)) —r(Cs) =0 — 1 < 0 (6.4)
F(C) =2(07(Ch)) = r(Cy) =1 =1 =0 (6.5)
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di)=1
dicy- 4
dy- 3
dicy- 1

Figura 6.2: Componentes Conexas Maximais do grafo Suporte

Verificamos entao que as Desigualdades correspondentes aos conjuntos Cy e C5 estao
sendo violadas e, portanto, devem ser inseridas no PL para a préxima iteracao da fase
de geracao de cortes do Branch-And-Cut.

Cabe salientar que, no caso em que T é fracionaria, mesmo que existam restrigoes de
Capacidade Assimétricas violadas, esta heuristica nao garante encontra-las. Portanto,
se nenhuma de tais restricoes ¢ identificada através desse procedimento, nao poderemos
afirmar a nao existéncia das mesmas. Exemplificaremos esta situacao com o grafo su-
porte, associado a uma solugao da relaxacao de programacao linear, de 9 nés, todos com
demanda 1, e uma frota de 3 veiculos, com capacidade 3 cada. A figura 6.3 ilustra este
exemplo, onde os arcos pontilhados indicam que seu peso é 1/2 e os continuos, 1.

Verificando 6.1 para cada componente conexa ¢;,i = 1,2, 3, e S, obtemos:

F(C)=0,i=1,23¢e f(S)=1,5-2<0

Vemos entao que os conjuntos de nds associados as componentes conexas maximais
do grafo nao induzem restricao violada e, no entanto, existe um conjunto de nés S que

nao esta associado a componente conexa alguma mas corresponde a uma desigualdade
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dcy)-2
dicg)= 5
dica= 1
d(s)=- 4

Figura 6.3: Componentes Conexas Maximais do grafo Suporte

de Capacidade violada.

Em nossa implementagao da Heuristica das Componentes Conexas, o grafo suporte
serd construido implicitamente através da verificacao do valor assumido pelas variaveis,
na solucao do PL, cada vez que elas sao consideradas. Elas serao levadas em conta apenas
quando positivas. Para a descri¢ao deste procedimento, o depdsito sera representado pelo

noé n e os clientes, pelos né6s 0,...,n — 1.

PROCEDIMENTO:  (Heuristica das Componentes Conexas)
Entrada: Grafo suporte G(z), da solucao T do PL, sem o né depésito (n) e seus arcos
incidentes.
Saida: Conjunto R de Desigualdades de Capacidade vélidas violadas por =
Fase 1) Construir as componentes conexas Maximais, ¢; ..., ¢,, de G(z)/{n}
(1) Defina o vetor v onde cada elemento i representa o né i do grafo
G(z) \ {0} e guarda o niimero associado & componente conexa & qual

esse no pertence. Se o nimero for 0, este n6 nao esta em componente
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conexa alguma. Inicializamos todos os elementos de v e a variavel k£ com
zero, onde k é o nimero associado a componente conexa atual, e va

para o item (2) do fase 1.

(2) Faga k =k + 1 e construa a componente conexa ¢ buscando o menor i
com v[i]=0. Atribua o valor k a v[i] e ¢ & componente conexa c.

Tome i como né atual e vé para o item (3) do passo 1 (atual é o né para o qual
todos os seus sucessores serao considerados em (3)). Se nenhum de tais nds
existe, todos os nés de G (T) ja pertencem a alguma componente conexa e
portanto passamos para a Fase 2.

(3) Considere, em ordem crescente de rétulo, todo né j € V '\ {n} e
verifique se este é sucessor de atual. Caso afirmativo, se v[j] =0

entao atribuimos valor k a v[j] e incorporamos j na componente

conexa ¢x. Senao, se v[j] =1 # k vamos para o item (4). Quando nao
existirem mais sucessores de atual, atribui-se a ele o n6 da componente
conexa ¢ que nao tenha tido seus sucessores “varridos” (estes nds sao
tomados na ordem em que foram inseridos em c¢j) e repete-se (3).

Se todos os nés de ¢ ja tiverem sido tomados como né atual, atribuimos

a k o maior nimero associado a alguma das componentes conexas
construidas até entdo. Voltamos para o item (2).

(4) Seja ¢ = max{l,k}. Se g =k, fazemos v[i] = [ para todos os nds i da
componente conexa ¢, € movemos todos estes nds para a

componente ¢;. Neste caso, fazemos k = [. Se ¢ = [, entdo fazemos v[i] = k
para todos os nos ¢ da componente ¢; e movemos todos estes nos para a
componente ci. Nos dois casos, eliminamos a componente conexa ¢, e

atualizamos o numero de cada componente conexa ¢, t > p, e o valor v[i], para
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todos os seus nds i. Voltamos para o item (3).
Fase 2) Para toda componente conexa ¢;,i = 1, ..., p, verificar se desigualdade
de capacidade definida pelo conjunto de nés correspondentes C; é violada.
Adicionar todas as desigualdades violadas a R.
(1) Percorremos todos os nés de cada componente conexa computando a
demanda total das mesmas. Verifico se para ¢; atual (6~ (C;)) < r(C;). Caso
afirmativo, adiciono cada né de C; ao conjunto V; (os conjuntos V;, j = 1,...,m,
m < p, serao aqueles associados a alguma desigualdade violada). Se além
disso, z(6~(C;)) = 0, também, deve-se inserir os nés no conjunto Vj associado
a uniao das componentes conexas ¢; que nao possui conexao com o depdsito.
(2) Para j =1,...,m adiciono z(6(V;)) > r(V;) a R. Se houver mais de uma
componente conexa sem conexao com o depdsito, também insiro o conjunto Vj
em R. Caso contrario, ignoro este conjunto.

Como ja foi dito anteriormente, é garantido que este algoritmo encontrard alguma
desigualdade de capacidade violada, no caso em que a solucao do PL atual ¢é inteira e
invidvel. Isto ocorre porque, no momento em que retiro o depésito (e todos os arcos
incidentes a ele) do grafo G(z), que terd as caracterfsticas daquele da figura 6.1 (a) ou
6.1 (b), todas as componentes conexas obtidas corresponderao a uma rota ou subrota. E
entao, como em uma solucao inteira e inviavel havera desigualdades violadas correspon-
dendo a uma rota com a capacidade do veiculo excedida ou a uma subrota, na segunda
Fase do algoritmo, encontraremos todas estas desigualdades. Repare que a solucao da
primeira relaxacao de programagao linear resolvida no Branch-And-Cut (onde todas as
restrigoes de capacidade sao relaxadas) serd sempre inteira, uma vez que a matriz de re-
stricoes do problema de transporte ¢ unimodular. Portanto, se tal solucao for inviavel ja

teremos Desigualdade(s) de Capacidade violada(s) que serao incorporadas a formulagao.
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O problema de transporte é aquele que se obtém ao retirar da formulagao do ACVRP

todas as restricoes de Capacidade.

6.2 Algoritmo Heuristico de Contracao

Nesta Heurfstica produziremos um novo grafo G (Z), denominado Grafo suporte Con-
traido Assimétrico, a partir do Grafo Suporte G (Z) induzido por Z, solugdo do Problema
Linear atual. O Grafo Suporte Contraido produzido é menor que o Grafo Suporte, porém,
equivalente a este no sentido de que resolver o Problema de separacao no primeiro é equiv-
alente a resolvé-lo no segundo, ou seja, o procedimento nao nos fara perder nenhuma De-
sigualdade de Capacidade violada existente (isto serda mostrado para os casos simétricos
e assimétricos nas préximas duas segoes). Portanto, ao término desta heuristica, poder-
emos aplicar, por exemplo, o procedimento exato, descrito na préxima secao, no grafo
G () obtido. Durante procedimento de contracao, estaremos gerando desigualdades de
capacidade violadas pela solucao do PL atual. Estaremos assumindo que este procedi-
mento seja utilizado apds a Heuristica das Componentes Conexas e portanto, podemos
supor que o grafo de entrada (é (7)) para a Heuristica de Contragao é conexo.

Na proxima secao, estudaremos tal algoritmo aplicado ao Problema de Separacao da
Desigualdade de Capacidade Simétrica [31, 7, 38] e entao daremos nossa contribuigao,

na secao seguinte, através da extensao do mesmo para o Problema de Separacao da

Desigualdade de Capacidade Assimétrica.
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6.2.1 Algoritmo Heuristico de Contragao Aplicado ao Problema
de Separacao da Desigualdade de Capacidade Simétrica

O procedimento do algoritmo de contracao é, basicamente, escolher iterativamente
um conjunto S de clientes, no Grafo Suporte G(T), induzido pela solugdo T do proble-
ma atual, para ser contraido em um tunico supernd s. Este supernd possuira demanda
igual & demanda total do conjunto S, ds = d(S). Para a separagao da Desigualdade de
Capacidade Simétrica, toda vez que contrairmos um conjunto .S em um tnico superno s,
atribuiremos as arestas {s,j} o peso:

Z(ES:{jH))= > =
e€E(S:{j})
Onde E(S : {j}) é o conjunto dos arcos que possuem um extremo em S e o outro em

{j}. A figura 6.4 mostra a atribuigdo de pesos a um superno s.

Figura 6.4: A aresta {s, j} possul peso Y ;cqTij = Tp; + Tej

Entdo, no novo grafo G’ (), obtido ao término do procedimento de contracio, o peso
associado a cada aresta incidente a um superné sera aquele definido acima. Para os
demais, o peso serd o mesmo que no grafo original G(T).

A partir de agora, no grafo contraido, estaremos também chamando de superné qual-
quer n6 que nao tenha “entrado”numa contracao, ou seja, todos os nés do Grafo Con-
traido serao chamados de supernds. Se em nosso procedimento de contragao tomarmos

apenas conjuntos S que atendam a certas condigoes, podemos mostrar que a contracao
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serd segura [31]. Isto quer dizer que sempre que existir uma Desigualdade de Capacidade
violada em G(T) , existird um conjunto de supernds no grafo contraido cuja unido de
seus noés originais define uma Desigualdade de Capacidade com, pelo menos, a mesma

violacao. Ou seja,

Se 3 T talque z(6(T))—2r(T)<0 =
3{S1...5,}; SinT #0 (S; conjunto de nés originais correspondentes a  s;),

Vi=1,...,p tal que

Este fato pode ser concluido a partir do préximo resultado.

Proposicao 1 Para separacao das desiqualdades de capacidade simétricas, € sequro con-

trair um conjunto de clientes S se T(0(5)) <2 eZT(6(R)) > 2, VRC S.

Na demonstracao desta proposicao faremos uso do préximo resultado:

Definigao: Uma funcdo f é submodular se
)+ f(T) = f(SUT)+ f(SNT)
para S, T" C N, N conjunto finito, f : S C N — IR.

Lema 2 A funcao corte T(6(S)) é submodular,onde

7(0(5) = > T

e€d(S)
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Dem(Lema 2):
Vamos demonstrar este resultado para conjuntos 7' e S tais que TNS, T'\S, S\T # 0.
Quando T'C S ou S C T podemos demonstra-lo de forma andloga.

Sejam:

e S e T subconjuntos de Vjp;

A conjunto de arestas que possuem um né extremo em (7N S) e o outro em

(Vo \ (T'U5));

B conjunto de arestas que possuem um né extremo em (7'\ S) e o outro em

(Vo \ (T'U 5));

C' conjunto de arestas que possuem um né extremo em (7°\ .S) e o outro em (SNT);

D conjunto de arestas que possuem um né extremo em (S \ 7)) e o outro em

(Vo \ (T'U5));

E conjunto de arestas que possuem um né extremo em (S\7) e o outro em (SNT);

F conjunto de arestas que possuem um né extremo em (S\ 7)) e o outro em (7"\ S);

S

Figura 6.5: Conjuntos definidos acima

Devemos provar que T(6(S)) +Z(0(T)) —z(6(T'US)) —Z(6(T'NS)) >0
Dai, como
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Logo, Z(6(S)) + z(6(T)) > z(6(T US)) +z(6(T N S))

E portanto, a funcao corte é submodular. =

Dem(Prop. 1):

Seja T um conjunto de nods clientes, violando Desigualdade de Capacidade. Da mesma
forma que na demonstracao do lema, os conjuntos 7" e S serdo tais que 7N S, T\ S,
S\T # (. Os casos em que T'C S e S C T podem ser demonstrados de forma anéloga.
Devemos mostrar que a Desigualdade de Capacidade em T'U S é violada, no minimo,

tanto quanto a Desigualdade de capacidade em 7', isto ¢,
Z(O(TUS))—2r(TUS) <T(6(T)) —2r(T) (%)
Mostraremos entao que
Z(0(T)) —Z(0(TUS))+2r(TUS)—2r(T) >0 (%)

E trivial que  2r(T'U S) — 2r(T) > 0.
Devemos entao mostrar que  Z(0(7)) —z(6(T"US)) >0
Segue da submodularidade da funcao corte que:
z(6(1) —z(3(TUS)) = Z(0(TNS)) —7(6(5))
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Uma vez que pela hipétese, Z(5(T'N S)) > 2 e T(6(5)) < 2

Temos que Z(6(T'NS)) —z(6(S5)) >0

Portanto, temos (**).

E entao , (*) é verdade (a desigualdade de capacidade em T'U S é violada, no minimo,

tanto quanto a Desigualdade de Capacidade em 7). m

Observe que estamos chamando cada n6 do Grafo Contraido de superné e portanto
podemos dizer que T'U S é uniao de conjuntos de nds originais associados a supernos
(T'\ S é unido de supernds correspondentes a um tnico ng).

Repare também que se tomarmos outro conjunto W satisfazendo as condigoes da
proposicao e tal que WNT, W\ (T'US), (TUS)\W # 0 entéo, ja que T US corresponde

a DCS violada, obtemos, com raciocinio anédlogo, que:
Z(0(T)) =2r(T) >ZT((TUS))=2r(TUS) >Z(6(WU((TUS)))—2r(WU(TUS))

Tudo isso mostra que o conjunto obtido da unido de todos os supernés (quando as
contragoes sao feitas conforme proposigao 1) que interceptam 7' define uma Desigualdade
de Capacidade violada, no minimo, pela mesma quantidade que a Desigualdade em T
Entao, a contracao é segura e, desta forma, podemos aplicar qualquer outro procedimen-
to de separacao a este grafo contraido, aproveitando o fato de que houve uma reducao
no tamanho do problema, ao término do processo.

Serao geradas DCS violadas, correspondentes a conjuntos S, contraidos pelo proced-
imento descrito acima. Veja que se T(0(5)) < 2, entao a Desigualdade de Capacidade
Simétrica correspondente estard violada.

A teoria vista nesta subsecao, generaliza o caso em que todo superné s, cujo conjunto
de nés originais correspondente S contém mais de dois nés, é obtido através da contracao

de arestas e, nao incidentes ao depésito, tais que T, > 1 [38]. Este procedimento foi
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anteriormente utilizado na separagao das desigualdades de eliminacao de subrotas, do
problema do caixeiro viajante [23]. Na heuristica de Contragao de [7] sdo contraidos
apenas arestas com peso 1, na identificacao das Desigualdade de Capacidade Simétrica.

Entao, dada uma aresta e = (i,5), 4,7 # 0, de G(T) com T, > 1, iremos contrai-la
em um superné ¢ de modo que o valor da demanda d, e de um aresta (¢,v) sdo dados,

respectivamente, por:
dq = dl + dj (§ Tqv =T,y + ij

A figura 6.6 ilustra o processo de contracao das arestas e tais que 7, > 1.

Figura 6.6: contragao de arestas e com peso T, > 1

Cada superné construido desta forma sera constituido de todos os nds extremos das
arestas e contraidas. Observe que arestas e com T, > 1 sao obtidas na contragao devido
ao peso atribuido as arestas incidentes a um superno.

O procedimento de contracao é aplicado recursivamente até que nenhuma aresta com

valor maior ou igual a 1 permaneca.

6.2.2 Algoritmo Heuristico de Contragao Aplicado ao Problema

de Separacao da Desigualdade de Capacidade Assimétrica
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Nesta segao, vamos mostrar que o algoritmo de Contracao, apresentado na secao
anterior, pode ser perfeitamente adaptado para aplicacao no Problema de Separacao da
Desigualdade de Capacidade Assimétrica.

Para tanto, devemos verificar se para aquelas condi¢oes da Proposicao 1 é seguro
contrair um conjunto de clientes S do Grafo Suporte orientado é(T) Caso contrario,
estabeleceremos condigoes para as quais isto ocorre.

O procedimento de contragao para o nosso problema é semelhante ao ja visto na se¢ao
anterior: contrairemos, iterativamente, um conjunto S em um superné s , para o qual a
demanda serd igual a demanda total de S, ou d, = d(S). Como o grafo G(T) é orientado,
ao realizarmos tal contragao, atribuiremos aos arcos (s, j) e (7, s) os pesos:

Z(E(S:{j})) = Z Tij e Z(E({j}:9)) = Z Tji
(i.1)EE(S:{5}) (G4)€E({5}:8)

respectivamente, como ilustrado na figura 6.7 .

Figura 6.7: Os arcos (s,j) e (j,s) possuem, respectivamente, pesos Y. T, = Tp; + T¢j €
ies

> Tji = Taa
i€s

Ao fim deste procedimento, obteremos o Grafo Suporte Contraido G (T) que possuird
pesos, associados aos arcos incidentes a superndés, conforme definidos acima. Quanto aos
demais, 0 peso serd o mesmo de G(z).

Veremos agora que, na heuristica de contracao aplicada ao nosso problema de sepa-

ragao, as condigoes que garantem contracao segura nao podem ser as mesmas da se¢ao
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anterior. Isto porque a exigéncia de que a soma dos arcos, que chegam em todo con-
junto R C S (67 (R)), é maior ou igual a 2, entraria em conflito com o fato de que
Z((07(R))) = 1, VR = {i},i € S(pelas restrigdes de Grau). Portanto substituiremos
esta parte da hipdtese (da proposicao 1) por T((6~(R))) > 1. Acontece que, para que
possamos enfim garantir que com a contracao nao perderemos nenhuma Desigualdade
de Capacidade Assimétrica violada, caso exista alguma, devemos impor também que
Z((07(5))) < 1. E entado a versao adaptada da proposicdo 1 é a seguinte (assim co-
mo no caso simétrico, no Grafo Contraido, estaremos também chamando nds, que nao

“entraram”em uma contragao, de supernds):

Proposicao 3 Para separacao das desigualdades de capacidade assimétricas, é sequro

contrair um conjunto de clientes S, se T(d~(S)) <1l ex(6 (R))>1,VRC S.

Para sua demonstracao, da mesma forma que na secao passada, precisaremos do

resultado enunciado a seguir:

Lema 4 A funcao corte ©(6~(S)) é submodular,onde

(6 ()= > Te

ecé—(S)
Dem(Lema 4):
Assim como no caso simétrico, provaremos apenas para os conjuntos S e T tais que

TUS,T\S,S\T # 0. Para os casos T C S e S C T, a demontracao é andloga.

Sejam:
e S e T subconjuntos de Vp;
e A conjunto de arcos que deixam (Vp \ (T'U S)) e chegam em (T'NS) ;

e B conjunto de arcos que deixam (Vg \ (77U S)) e chegam em (7"\ S);
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C' conjunto de arcos que deixam (Vg \ (T'U S)) e chegam em (S\ 7)) ;

D conjunto de arcos que deixam (S\ T') e chegam em (7"\ 5);

E conjunto de arcos que deixam (7"\ S) e chegam em (S \ T);

F conjunto de arcos que deixam (S \ T') e chegam em (SN T);

G conjunto de arcos que deixam (7"\ S) e chegam em (SNT);

Figura 6.8: Conjuntos de arcos definidos acima

Mostraremos, equivalentemente ao caso Simétrico, que:

7(67(S)) + T(6~(T)) — (6~ (T U S)) — (6~ (TN S)) > 0

Teremos:
Z(C)+7(A)+Z(E)+7(G)) + (Z(B)+ Z(A)+ (D) + z2(F)) - (Z(C)+z(B) + T(A)) -
((A) +2(G) + z(F)) =
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= %(E)+3(D) >0
Logo, 7(6(S)) + z(6~(T)) > T(6~ (T U S)) + 7(6~(T' N S))

E portanto, a funcao corte é submodular. =

Dem(Prop. 3):

A demonstracao segue exatamente os mesmos passos da demonstracao da Proposicao 1
e, da mesma forma, somente o caso em que T'US, T\ S, S\ T # ), onde T é um conjunto
de clientes violando Desigualdade de Capacidade, serao considerados. Os casos em que
T Cc SeS CT sao tratados da mesma forma.

Mostraremos que:
(6~ (T)) =26~ (TUS)) +r(TUS) —r(T) >0

E trivial que  r(T'US) — r(T) > 0.
Devemos, entao, mostrar que  Z(6 (1)) —z(0— (T US)) >0

Segue da submodularidade da funcao corte que:
(6 (1) —z(6~(TVS)) 2z~ (T'NS)) —7(6(5))

Uma vez que pela hipétese, Z(6— (TN S)) > 1ex(d(5)) <1
Temos que Z(6~(T'NS)) —T(67(S)) >0
E entdo , (0 (7)) —r(T) > Z(0~(TUS)) —r(TUS). =

E como cada né que nao tenha “entrado”em uma contragao também é chamado
supernod, podemos dizer que T"U S é uniao de conjuntos de nds originais associados a
supernos (7'\ S é uniao de supernds correspondentes a um tnico né).

Se tomarmos conjunto W satisfazendo as condigoes da proposicao e tal que W N T,

WA\ (TUS), (TUS)\W # 0 entdo, como (T U S) corresponde a DCA violada, com
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raciocinio analogo, concluimos que:
20 (7)) —r(T)>T(0 (TUS))—r(TUS)>ZT(6(WU(TUS)))—r(WU(TUS))

Concluimos entao que o conjunto obtido da uniao de T' e todos os supernds (con-
struidos de acordo com a proposigao 3) que interceptam 7' define uma Desigualdade de
Capacidade Assimétrica violada, no minimo, pela mesma quantidade que a Desigualdade
em T'. Ou seja, é seguro contrair sob aquelas condi¢oes da proposicao 3. E portanto, é
possivel aplicar qualquer outro procedimento de separacao neste novo grafo, que possui
a vantagem de ser menor que o grafo original G (7).

Este procedimento ira gerar DCAs que estejam sendo violadas nos conjuntos S, asso-
ciados a supernds s. Veja que se T(6(S5)) < 1 entdo S corresponde a um DCA violada.

De forma analoga ao caso simétrico, consideraremos a situacao em que cada superno
q é obtido através da contracao de arcos a = (i,j) do grafo é(T), i,j # 0, tais que
T, = 1 (veremos que nao serao obtidos arcos com valor superior a 1 com a contragao).
Esta situacao é generalizada pela teoria ja vista nesta se¢ao, conforme serd demonstrado
nas proposicoes 5 e 6.

O valor da demanda d, e de todos os arcos (¢,v) e (u,q) sao definidos como:
dq = dz + dj, Tqv = fiv + ij (S Tuq = fuz‘ + Tuj

Cada superné obtido desta maneira terd, em sua composicao, todos os nds extremos
dos arcos a contraidos. No entanto, diferentemente do caso simétrico, com a contracgao
nunca obteremos novos arcos a tais que ¥, = 1, ou com valor superior a 1, e entao, os
arcos contraidos serao somente aqueles que ja possuiam valor 1 no inicio do procedimento.
Conforme serda demonstrado na proposicao 5, isto se deve a orientacao dos arcos e as

equacoes de grau dos nods clientes. Antes, porém, daremos a seguinte defini¢ao.
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Definicao: Um caminho é uma seqiiéncia de nés (11, . . ., 1,) ligados dois a dois por arcos.

Se 11 # 1, entao este caminho é chamado caminho aberto. Ver exemplo na figura 6.9.

Proposicao 5 Nenhum arco a tal que T, =1 ou T, > 1 serd obtido com o procedimento
de contracao de arcos com valor unitdario. Além disso, nesta contracao, todo superno s

serd tal que T(6~(S5)) =1, S conjunto de nds originais.

Dem:
Suponha que o arco a € A, com origem i e destino j, é tal que T, = 1. Entao, este serd
contraido em um superné q. Pela defini¢do, os pesos dos arcos (¢q,v) e (u, q) serao dados

por:
Tqv =T + Ejv € Tuq =Ty + Tuj

Porém, pelas restrigoes de grau dos nés, nao pode haver outro arco saindo de 7 uma vez
que ja tenho arco (i, j) valendo 1. Logo, T;, = 0 e, portanto, T, = T;,. Por outro lado,
chegando em j ja temos o arco (7, j) valendo 1 e, entao T, = Ty (Ty; = 0).

Suponhamos que haja arco incidente a um superné ¢ com valor 1, digamos (¢, v). Entao,
da mesma forma, iremos contrai-lo em um superné f, obtendo arcos (f,l) e (m, f) com

pesos:
Efl = qu + Ty € Tmf = qu + T

Saindo de ¢ (de j) ja temos o arco (j,v) valendo 1 e entdo Ty = Ty (Ty = 0) e, da
mesma forma, ZTp,f = Tpg-

A partir dai, podemos ver que todo arco incidente a um superné s, obtido com a contragao
de arcos com peso originalmente 1, serd incidente ao n6 origem ou ao destino do caminho
aberto (formado por todos os nés originais de s ligados dois a dois por arcos de peso 1

contraidos em s). Isto ocorre porque todo né intermediario deste caminho ja possui um
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arco chegando e um saindo dele, ambos com valor 1. Como em um dos nés extremos sé
existem arcos saindo dele (para nds externos a s) e no outro somente chegando (de nds
externos a s) e , além disso, tais arcos valem no maximo 1 (pelas restrigdes de grau), nao
serd possivel obter novos arcos com valor 1 ou maior que 1. E além disso, Z(67(S5)) = 1,

S conjunto de nos originais associados a s. m

Figura 6.9: Caminho aberto(a,b,c,d) e conjuntos de nés S e R.

Proposicao 6 Se todo superno € obtido através da contragao de arcos com peso 1, entdo

VR C S, S conjunto de nés originais correspondentes a s, temos que T(6~(R)) > 1.

Dem:
O inicio desta demonstracao é idéntica a da proposi¢ao 5. Dai se R é um conjunto
constituido de nds consecutivos no caminho, formado por todos os nés originais de s
ligados dois a dois por arcos de peso 1 contraidos em s, entao, Z(6~(S)) = 1. Se R néo
contém apenas nds consecutivos entdao, T(6 (R)) > 1. =

Entao, das proposigoes 5 e 6, obtemos que este procedimento de contragao de arcos
com peso 1 é um caso particular da teoria desta secao e entao, a contracao é segura. Este
procedimento de contragao ¢ aplicado recursivamente até que nenhum arco com valor 1

permanega. No exemplo da figura 6.9, (6~ (5)) = 1/2 e T(0~(R)) = 2.
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6.3 Procedimento Exato Aplicado na Separacao da

Desigualdade de Capacidade Fracionaria

O problema de separagao da desigualdade de Capacidade Fracionéria Assimétrica (DC-
FA) pode ser resolvido, em tempo polinomial, através da tranformacao deste em um
Problema de Fluxo Maximo, em um Grafo valorado definido de forma conveniente.

Se encontrarmos um conjunto S tal que a DCFA correspondente é violada, obvia-
mente, teremos também Desigualdade de Capacidade Arredondada Assimétrica (DCAA)
violada neste conjunto. Poderemos entao, incorporar a segunda desigualdade no PL at-
ual, uma vez que esta desigualdade domina a primeira.

Faremos, primeiramente, um estudo deste procedimento na separacao da Desigual-
dade de capacidade Fraciondria Simétrica (DCFS) [31, 35, 7] (na secao seguinte ) e,
posteriormente, veremos quais as alteracoes necesséarias para que tal procedimento possa
ser utilizado na separacao da Desigualdade de Capacidade Fracionaria Assimétrica. As
referidas alteragoes constituem nossa contribuicao para esta secao.

Estaremos assumindo que este procedimento seja utilizado apds a Heuristica das Com-

ponentes Conexas e portanto, podemos supor que o grafo de entrada (é(T)) ¢ conexo.

6.3.1 Procedimento Exato Aplicado na Separacao da DCFS

Denotaremos por Gz o grafo valorado induzido pelos arcos de G tais que as com-
ponentes correspondentes , da solucao T, do PL atual, sao estritamente positivas e por
todos os arcos incidentes ao né depdsito. Cada arco deste Grafo Gz tera a componente
de T como peso. Recorde que no SCVRP o grafo é nao orientado e portanto, T;; = Tj;.
A figura 6.10, d4 um exemplo de um grafo G.

A partir de Gz, construimos um novo grafo G/f substituindo os pesos de todo arco
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Figura 6.10: Grafo valorado Gz cujos pesos dos arcos correspondem as respectivas com-

ponentes de T

(0,7), por bz]j = Tpj — 2%,Vj € Vo (os valores dos demais sao conservados), e dando
diregdo aos arcos deste grafo, determinando, assim, arcos (i,7) e (j,7) com pesos Tj;
e T;; (Ti; = Tj;), respectivamente, V(i,7), 4,5 # 0, em Gz Para os arcos (0,7) e
(7,0) teremos pesos bE)j e b;-o (b;'o = béj), respectivamente. Podemos ver que se o corte
de capacidade minima F’ possui peso negativo, entdo, o lado de F' que ndo contém
o depdsito define Desigualdade de Capacidade Fracionaria violada. Este resultado sera
enunciado e provado na préxima proposicao. E necessdrio lembrar que a capacidade do
corte é dada pela soma dos pesos dos arcos que possuem origem no lado, determinado

/ / ’ . ~ . .
por F' | que contém o né zero, e destino, no outro lado. A alteracao feita acima nos arcos

estd ilustrada na figura 6.11.

Figura 6.11: Corte I no Grafo G. construido a partir de Gz
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Proposicao 7 Se em Gz o corte de capacidade minima possui valor negativo entdao, o
lado deste corte que nao contém no zero corresponde a uma Desigualdade de capacidade

Fraciondria Simétrica violada.

Dem:
A capacidade de F' é dada por > Ty + X by, onde S’ é conjunto de nés, de
(,4)€(Vo\S",5") jes'
G%, que se encontram do lado de F' que nao contém o depésito.
Uma vez que bE)j = To; — Q%N’j e Vp, se a capacidade acima for negativa,
_ _ d;
Teremos que > Tij+ > Toj—2 2 &<0
(i,)€(Vo\S',8") jes’ jes’
50 (5 (S d(s")
E entao, 7(67(S5")) — 252+ <0
E como os arcos da rede G sdo simétricos, temos que Z(6~(S")) = Z(6(S")) e portanto:
d(S")

z(0(5")) — 2=5— <0

(Ou seja, DCFS violada) =

Poderiamos entao tentar identificar DCFS determinando o corte de capacidade minima
em G2, porém, como deve existir arco com peso negativo neste grafo, nao poderemos
lancar mao de qualquer algoritmo conhecido, em tempo polinomial.

Com o objetivo de resolver o problema dos pesos negativos, vamos construir o grafo
auxiliar G;, a partir de Gz, direcionando os arcos de Gz, obtendo, desta forma, arcos
(1,7) e (4, 1), ¥(i,7) € Gz, e adicionando um né n + 1, destino de todo né6 j € {1,...,n}.

" . o~ .
Os arcos do grafo G possuirao pesos como abaixo:
e Os arcos (i,7) e (j,7) , 1,7 # 0, ter@o pesos T;; e T;;, respectivamente.

e Os arcos (0,7) e (5,0),Vj € Vo, terdo pesos by; = bjo = Max{To; — 2%,0}.
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e Osarcos (n+1,j) e (j,n+1),Vj € Vg, terao pesos

b(n+1)j = bj(nJrl) = Ma;z:{2%’ — T0j7 0}

"

Podemos definir corte de capacidade, neste grafo modificado G-, separando os nds

x?
0 e n+ 1. E portanto, em vez de encontrarmos o corte de capacidade minima F' em
G%, vamos determinar o corte de capacidade minima F” neste novo grafo, resolvendo
o problema de fluxo méaximo, de 0 até n + 1 em G;. Esta mudancga, é motivada pelo
fato de que o corte de capacidade minima em G% corresponde a um corte de capacidade
minima em G/f (e como ja visto na Proposigao 7, se este corte, em G%, tem capacidade
negativa entao obtemos conjunto S tal que a Desigualdade de Capacidade Fracionaria

correspondente ¢é violada). O fato mencionado acima serd estabelecido e demostrado no

préximo resultado. O novo grafo produzido é ilustrado na figura 6.12.

Figura 6.12: Corte F" no Grafo G construido a partir de Gz
Repare que o grafo auxiliar G; possui pesos nao negativos e, portanto, podemos
determinar tal corte em tempo polinomial.

Proposicao 8 O corte de Capacidade Minima F" separando 0 de n +1 em G% gera

. . / ! . .
corte de capacidade minima F' em G se removemos os arcos incidentes a n + 1.
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Dem:

Daremos aqui uma demostracao detalhada deste resultado.

Seja F um corte de capacidade qualquer separando 0 de n + 1 em Ga.

Vamos primeiro mostrar que F gera corte em G se removemos os arcos que chegam em
n+ 1.

Seja S conjunto de nés clientes, do lado de F que nao contém 0.

A capacidade do corte é > Tij+ > boj + X bjny1) = Somat
(4,9)€(Vo\S,S) JES FEVO\S

Se retiramos desta quantidade o valor P = 3 bjme1) = > bjng1) + 2 bjmt)
J€EV0 JEVO\S jeSs

Obtemos:

Somat —P = > T+ boj+ D bit = D biees) = D bjmn) =

(4,9)€(Vo\S,S) Jes JEVO\S JEVO\S Jes

= 2 T+ (bo = bjwin) (6.6)

(4,5)€(Vo\S,S) jeS

Na diferenca acima, quando fazemos >> bjpq1) — > bjng1) estamos eliminando
JjEVO\S JjEVO\S

1" . . ~
todos os arcos, do grafo Gz, incidentes a n + 1, que estao no corte. Observe que se

(7,n + 1) estiver no corte, (0,j) ndo estard (e vice-versa).

Figura 6.13: Remocao do arco (j,n + 1), do corte F de G

Enquanto que em Y (byj — bj(n41)), estamos removendo os arcos incidentes a n + 1, que
jES
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nao estao no corte e, ao mesmo tempo, estamos atribuindo aos arcos (0, j), que estao no
!
corte F', os mesmos valores que eles possuem em G7. Isso ocorre porque by; — bjmy1) =

Max{0,7y; — 2%} — MazA{0, 2% — To;} € entdo:

e Se peso de (0, j) for zero = Tp; — 2@ <0= 2@ — Togj > 0 = peso de
(yn+1) 6240 7, >0

E dal,7 bOj — bj(n+1) = T(]j - 2@ < 0
Isto equivale a eliminar arco (j,n + 1) e atribuir a (0,j) € F' o valor de seu peso

/!
em G

e Se peso de (0, 7) for Toj—2@ = Ty, —2@ >0 = 2@ — Tp; < 0 = Peso
de (j,n + 1) é zero.
E dai, b()j — bj(n+1) = f()j - QM 2 0

O que equivale a eliminar arco (j,n + 1) e atribuir a (0,j) € F' o mesmo valor de

!
seu peso em Gf.

Figura 6.14: Remocao do arco (j,n + 1), ndo pertencente ao corte F de G;

Entao, retirando os arcos (j,n + 1) e atribuindo os pesos Zy; — 2@, Y(0, 7), recaimos no

grafo G% e o corte F de G determina o corte L de G5 com capacidade dada por (6.6).
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. ;. " 7 .
Mostraremos agora que se tomarmos corte de capacidade minima F', em G, determi-
7 ~ 1" . s /
nando S° C V;, entao, I gera Corte de Capacidade Minima em G5.

O valor do corte F" é:

> T+ > b+ Y. bjgsry = Somat’

(i,5)€(Vo\S" ,8") jes” FEVO\S”

Se retiramos o valor P, desta quantidade, obtemos:

) Tij+ > boj+ Y, biyry— P = Somat’ — P
(4,5)€(Vo\S",8") jes” JEVO\S”

Como F" é Corte de Capacidade Minima = Somat” < Somat =

— Somat’ — P < Somat — P

E entdo, Somat” — P é o valor do corte de Capacidade Minima F’ de G’E.
Logo, o Corte de Capacidade Minima F" de G% gera Corte de Capacidade Minima F’
de G-, removendo-se os arcos incidentes a n + 1. m

Em [31] este procedimento serve de base para uma heuristica em que torna-se possivel

encontrar varios cortes diferentes, e nao somente um.

6.3.2 Procedimento Exato Aplicado na Separacao da DCFA

Nesta secao, vamos ver quais alteracoes serao necessarias no grafo G para que possamos
determinar  Desigualdade de capacidade  Fracionaria  Assimétrica  violada
(67 (5)) — %S,) < 0, em tempo polinomial, através da resolucao de um problema de
fluxo maximo.

Definimos o grafo Gz como sendo o grafo valorado orientado induzido pelos arcos

tais que as componentes associadas, da solugao T, do problema linear atual, sao estrita-
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mente positivas, e pelos arcos que possuem né 0 como origem. Cada arco de Gz tem a

componente de T como peso. Repare que o ACVRP é orientado e entao T;; # @j;.

Figura 6.15: Grafo Suporte

N ~ . . . =/ . .
Analogamente a segao anterior, produziremos o grafo orientado G atribuindo o peso

’

_ d; . . .
bo; = Toj — & a todos os arcos (0,7), j € Vi, e conservando todos os outros (como aqui o
grafo ja é orientado, obviamente, ndo sera necessario dar direcao aos seus arcos). Sendo
/ . ;. =~ .
orte de Capacidade Minim —, enunciaremos e demonstraremos um resulta
F" o Corte de Capacidade M ade Gz, e aremos e d st S sultado,

andlogo aquele da segao passada (Proposicao 7).

0

Figura 6.16: Grafo é’i

Proposicao 9 Se em é% o corte de capacidade minima possui peso negativo, entao, o
lado deste corte que nao contém no zero define uma Desigualdade de capacidade Fra-

ctondria assimétrica violada por T.
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Dem:

A capacidade de F' é a mesma do problema simétrico: > Tij + X by, onde
(i.)€(Vo\S",5") jes'

S' é conjunto de nés, de G%, que se encontram do lado de F que ndo contém o depésito.

/ _ d; . . . .
Uma vez que by; = To; — &, Vj € Vo, se a capacidade acima for negativa,

Teremos que > T+ X Toj— ¥ £<0

(i,5)e(Vo\S",5") jes’ jes’
5o (5 (S')) _ 48
E entao, 7(67(S5")) — 5~ <0

(Ou seja, DCFA violada) =

Como deve existir arco com peso negativo, nao iremos determinar o Corte de Capaci-
dade Minima neste grafo, mas sim, no grafo C_j% que serd construido a partir de (_j/f por
acrescentar o n6 n+ 1, destino do arco(j,n+1),Vj € {1,...,n}. Neste novo grafo, os pe-
sos dos arcos (0, 7) e (j,n+ 1) serdo by; = Max{Zy; — %, 0} e bjtnt1) = Ma:z:{% — To,, 0},
respectivamente. O restante dos arcos possuirda o mesmo peso que em C_j/f Este novo
grafo nao possuird pesos negativos, o que permite determinar o Corte de Capacidade

minima em tempo polinomial. A figura 6.17 ilustra o novo grafo.

Figura 6.17: Grafo Cj%

. ~ . s = ,
Determinaremos, entao, o Corte de Capacidade Minima em Gz, separando os nés 0 e
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n+1, através da resolugao do problema de fluxo Maximo, do né 0 até n+1. A motivacao

para tal alteracao sera apresentada a seguir através de uma proposicao.

Proposicao 10 O corte de Capacidade Minima F" separando 0 de n+ 1 em C?% gera

. . / = . .
corte de capacidade minima F' em G se removemos os arcos incidentes a n + 1.

A demonstragao desta proposicao é idéntica a demonstragao da proposicao 8 e, da
mesma, forma, a partir dela, concluimos que se a Capacidade do Corte de Capacidade

Minima F’ for negativa obtemos:

que ¢é Desigualdade de Capacidade Fracionaria assimétrica violada.
A separacao das DCAs pode ser feita utilizando os trés procedimentos vistos neste
capitulo, na ordem em que foram apresentadas. Conforme ja mencionado, a heuristica

das componentes conexas foi o procedimento escolhido para ser implementado.
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Capitulo 7

Resultados Computacionais

Neste capitulo, discutiremos o desempenho do nosso algoritmo Branch-And-Cut apli-
cado ao ACVRP, através da comparacao deste com dois outros algoritmos existentes.
Utlilizamos, para execugao de nosso programa, computador pentium III 600 MHz com
384Mb de memoria RAM. A implementacao foi feita na linguagem de programacao
C\C++ e foi compilada pelo GNU gcc, versao 2.95 para Linux. Nossa implementacao
utilizou, como base, o ABACUS, que é uma biblioteca de classes para a implementacao
de algoritmos Branch-And-Bound, Branch-And-Cut, Branch-And-Price e Branch-And-
Cut-And-Price. Este possui uma interface com o XPRESS, responsavel pela resolucao
de todos as relaxagoes lineares de nosso Branch-And-Cut.

Como ja mencionado anteriormente, o ACVRP nao tem recebido muita atencao dos
pesquisadores e, desta forma, poucos sao os trabalhos que tratam este problema [27, 19].
Como uma conseqiiéncia deste fato, ha uma quantidade muito pequena de instancias
disponiveis na literatura e, portanto, para efetuar os testes computacionais, geramos
outra classe de instancias de acordo com o procedimento descrito em Laporte, Mercure
e Nobert [27]. Esta nova classe de problemas serd chamada P,. Os resultados obtidos

com as duas classes de problemas testados serao dados nas préximas segoes e comparados
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com aqueles de FTV [19] e LMN [27]. Na primeira segao, apresentaremos os resultados
dos testes com as instancias encontradas na literatura (chamaremos de P; esta classe de
problemas) e na seguinte, apresentaremos aqueles produzidos para Ps.

Os computadores utilizados por LMN e FTV foram: VAX 11/780 (0.14 Mflops) e
DECstation 5000/240 (5.3 Mflops), respectivamente. O critério de parada adotado em
LMN foi a imposicao de um limite para a memoria total utilizada enquanto que, em
FTV, foi imposto um limite de 1000 segundos. Interrompemos a execugao do BC quando
foi alcancado o tempo de 4000 segundos. Este valor foi escolhido com base no tempo
maximo de resolucao de algumas instancias de sucesso, previamente testadas. Portanto,
todos os resultados apresentados referem-se a instancias de sucesso apenas. Veja que
estes dados sao meramente informativos uma vez que nao estamos comparando o tempo
de execucao.

Estaremos considerando, nas préximas segoes, o conjunto de nés clientes Vo = {0, 1, . ..
n — 1}, e n o n6 associado ao depdsito. Definimos o percentual de carga como sendo o
valor 100 Y;cy d;/(kC'), que serd denotado por %load e estard informando a quantidade
de espago ocupado em cada veiculo, e a razao percentual (% LB /opt) como 100(LB/opt),
onde LB é o limite inferior obtido no né raiz pelo nosso algoritmo e opt, o valor 6timo. O
valor %L B /opt nos dara informacao a respeito da qualidade dos limites inferiores obtidos
no no raiz da arvore de enumeracao, ou seja, nos dird o quao préximos eles se encontram
do 6timo. O limite inferior no né raiz, do algoritmo LMN [27], serd representado por L1
e para o algoritmo FTV [19], por L2. Estaremos nos referindo ao nosso algoritmo como

BC.
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7.1 Classe de Problemas P,

A primeira classe de problemas que utilizamos em nossos testes foi proposta na
literatura e estao disponiveis eletronicamente no endere¢o http://www.or.deis.unibo.it/
research_ pages/ORinstances/VRPLIB/VRPLIB.html. Tais problemas sao referidos co-
mo problemas do “mundo real”e surgiram da distribuicao de produtos farmacéuticos no
centro da cidade de Bologna. A rede de transporte, neste caso, é constituida de 181 nés,
93 ligacoes bidirecionais e 226 ligacoes unidirecionais, sendo que estas ultimas represen-
tam as ruas com sentido unico obrigatério. Veja o mapa na figura 7.1, onde o quadrado
representa o depdsito e o circulo, os clientes. As ligacoes bidirecionais substituem duas
ligacoes unidirecionais incidentes a um mesmo par de nds. Os custos de cada ligacao
foram computados através da distancia Euclideana entre seus nds extremos, que repre-
sentam clientes ou juncao entre ruas e sao definidos por suas coordenadas no plano, e
arredondados para o inteiro mais proximo.

Existem 70 clientes, associados as farmacias, e cada um deles esta representado por
um né da rede. A frota disponivel possui trés veiculos, com capacidade 1000 cada. Todos
eles partem de um unico depodsito para servir os clientes.

Cada uma das 8 instancias do problema corresponde ao pedido de um dado subcon-
junto de clientes S em um determinado dia. Entdo, para o conjunto V; (de nds da rede)
correspondente a S, os custos ¢;;, i, € Vo U {n},i # j, n né depdsito, sdo determinados
como o caminho minimo do né ¢ até o né 7, ao longo de toda a rede. Ou seja, a matriz
de custos satisfaz a desigualdade triangular. Aos |Vi| = n nés clientes sao associadas
demandas d; nao-negativas.

As instancias desta classe sdo identificadas por um nome que indica suas principais
caracteristicas. Por exemplo, A039 — 03f representa a instancia com 39 nds (38 nés

clientes) e 3 veiculos. Como ja mencionado, em todas as instancias, os veiculos possuem
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Figura 7.1: Mapa do centro da cidade de Bologna.

a mesma capacidade de 1000. Todas as instancias utilizam os trés veiculos da frota, com
excessao da instancia A034 — 02f, que utiliza dois, como ja é indicado em seu nome.

A tabela 7.1 apresenta os resultados computacionais, para as instancias desta classe,
dos algoritmos BC, FTV e LMN. Serao relatados, para cada uma dessas instancias, o
nimero de nés gerados (sub), e a razdo percentual. Além disso, serao informados, nesta
tabela, o nimero de nés clientes, o niimero de veiculos utilizados, a carga percentual, o
valor da solugao 6tima e o tempo de processamento (tpo) do BC.

O nosso algoritmo foi capaz de resolver todas essas instancias e, para cada uma delas,
conseguiu obter limites inferiores de melhor qualidade se comparados aos resultados de
FTV e LMN (a razao média, nas 8 instancias, foi 91.1, 94.5 e 97.2 para LMN, FTV
e BC, respectivamente). Este resultado foi obtido do célculo da percentagem da razao

%LB/otimo. Com relacao ao FTV, conseguimos, também, reduzir a quantidade de
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subproblemas gerados em todas as instancias, sendo a média da redugao do tamanho da
arvore, nas 8 instancias, igual a 7,90%. Devido a baixa qualidade dos limites inferiores
fornecidos pela relaxacao utilizada em [27], nenhuma dessas instancias pode ser resolvida
pelo LMN.

Para a instancia A065-03f, alteramos a estratégia de enumeracao para busca em pro-
fundidade, uma vez que a memoria que tinhamos disponivel tornou-se insuficiente. Neste
caso, com o intuito de evitar uma profundidade muito grande na arvore de enumeragao,
inicializamos a melhor solucao viavel, utilizando para isso, o valor 1975, bem proximo do
otimo.

As instancias desta classe foram resolvidas em um tempo bem inferior ao tempo limite
estabelecido. O tempo médio nas 8 instancias foi de 93.3 segundos, menor que o da classe
P2, como veremos na préxima secao. A quantidade média de cortes gerados, neste grupo,

foi 1163.
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Tabela 7.1: Instancias teste da classe P1.

Nome Vol &k %load  opt FTV BC %(L1/opt)  tpo(s)
%(L2/opt)  sub  %(LB/opt)  sub
A034—-02f 33 2 97 1406 90.1 6331 95.6 347 85.8 18.5
A036—-03f 35 3 81 1644 93.2 21197 95.9 411 90.9 23.6
A039—-03f 38 3 93 1654 96.1 556 98.7 71 93.8 06.1
A045—-03f 44 3 89 1740 95.7 2473 97.0 253 93.4 23.5
A048 —03f 47 3 76 1891 97.2 2120 98.1 385 93.6 36.1
A056 —-03f 55 3 8 1739 94.3 89011 97.4 1441 88.5 303.7
A065—-03f 64 3 8 1974 95.1 54198 97.2 6165 91.0 190.7
A07T1—-03f 70 3 80 2054 94.6 19807 97.8 337 91.7 144.2
Razao Média: 94.5 97.2 91.1
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7.2 Classe de Problemas P;

Nesta secao, os resultados computacionais apresentados foram obtidos através de
testes nos problemas da classe Py, proposta por Laporte, Mercure e Nobert [27]. Neles,
as demandas d;, j € Vo = {0,1,...,n — 1}, e os custos ¢;; sao determinados de forma
aleatéria, a partir de uma distribui¢ao uniforme no intervalo [0,100], e arredondado para
o préximo inteiro. Para j = n (depdsito), fazemos d; = 0. Entao a capacidade do veiculo

¢ determinada por

C=(1-a)max{d;} +a}_d;

jev

onde a é um parametro real entre 0 e 1. A quantidade de veiculos sera computada como
k=[> d;/C].
jev
Repare que valores grandes de « resultam em valores grandes para C' e, portanto, em
valores pequenos para k. Quando o = 1 recaimos no problema do caixeiro viajante uma
vez que k=1.

Os resultados para as instancias desta classe de problemas sao dados, na tabela 7.2.
Foram gerados 5 problemas para cada combinacao dos parametros n e a, que, para efeito
de comparagao, assumiram os valores n < 100 (n multiplo de 10) e « = 0.25,0.5,0.75, 1.0.
O valores de k produzidos foram k = 4,2, 2, 1, respectivamente (com exce¢ao daquela com
n=10 que possui k=3 quando o = 0.25). Para n = 100, 150, 200, 250, 300, consideramos
também o = 0.30,0.40 levando a k = 4, 3, respectivamente. Todas as instancias geradas,
para cada par (n,«), possuirao o mesmo valor de k, como definido acima, uma vez que
as demandas sao geradas pela distribuicao uniforme. Instancias com o valor de « igual a
0.25 nao foram testadas para n > 100. Perceba que o valor de %load serd o mesmo para
todas as instancias com a mesma combinacao de n e «. Isto ocorre devido a distribuicao

uniforme das demandas.
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Assim como na classe P;, os nomes das instancias de P as caracterizam. Por exemplo,
A100 — 04 — 030 representa o problema com 100 nés e 4 veiculos. Os tltimos ntimeros
indicam que a = 0.30. Na tabela 7.2 faremos, também, comparacoes com os resultados
dos algoritmos FTV [19] e LMN [27]. Os problemas desta classe nao sao idénticos aos de
FTV [19] e de LMN [27], uma vez que estes foram gerados aleatoriamente. Portanto, a
tabela 7.2 apresenta resultados médios computados nas 5 instancias geradas para cada
par (n,a). Serdo dados, entdo, a média da razao percentual e do nimero de nés (sub)
gerados, para todos os algoritmos. Nesta mesma tabela, além desses resultados sao
informados o niimero de instancias resolvidas, entre parénteses, quando este for diferente
de 5, e os seguintes dados de estrada: nimero de nés clientes da instancia, o parametro
a, o nimero de veiculos utilizados e a carga percentual média, para cada par (n, «).

O algoritmo BC foi capaz de resolver todas as instancias de até 100 nods se k <
3. Podemos perceber que, conforme a quantidade de veiculos aumenta, as instancias
tornam-se mais dificeis. Repare que vérias das instancias com o = 0.25 (possuem 4
veiculos) deixaram de ser resolvidas e, para aquelas que conseguimos resolver, o BC
gerou quantidade elevada de subproblemas. As instancias com a = 0.30 (que também
possuem k = 4) sdo mais faceis que aquelas com o« = 0.25. Isto ocorre porque a carga
percentual associada a primeira é menor do que a da segunda e, portanto, torna-se mais
facil encontrar solugoes viaveis, o que reduz a quantidade de subproblemas gerados. A
carga percentual influencia diretamente na resolugao dos problemas. Veja, por exemplo,
que para as instancias A100 — 04 — 030 (%load = 80) foi gerada quantidade menor de
subproblemas do que para A100 — 02 — 050(%load = 98), que utiliza menor quantidade
de veiculos. Para instancias com mais de 100 nds, sé conseguimos resolver todas as
5 instancias quando o = 0.75 ou a =1. Para os demais valores, esta quantidade foi

reduzida a medida em que aumentamos o nimero de nés no grafo. Quando a = 0.50,
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nenhuma delas foi resolvida. O tempo médio de CPU, desta classe de problemas, foi de
388.5 segundos. Algumas delas chegaram bem préximas do limite estabelecido. Veja que
tal limite foi tomado com base no maximo de tempo dentre as instancias previamente
resolvidas, desta classe. As instancias que nao puderam ser resolvidas ultrapassaram o
limite de tempo imposto. A quantidade média de cortes gerados nesta classe de instancias
foi de 195.24.

Ao comparar nossos resultados com os de FTV e LMN, verificamos que para a maioria
das instancias resolvidas, a qualidade de nossos limites inferiores é superior (veja que a
razao média obtida por BC, nas instancias resolvidas, é maior que a de LMN e de FTV,
calculada em todas desta classe). No entanto, para algumas delas isto nao foi suficiente
para que a quantidade de subproblemas gerados fosse menor. Por exemplo, nas instancias
A100 — 02 — 050, a razao média para o BC foi de 99.3 e a quantidade de subproblemas
gerados foi 571, enquanto que para o FTV estes valores foram, respectivamente, 98.5
e 527. Acreditamos que isto decorra do fato de FTV ter utilizado limites superiores
obtidos por heuristicas. Para os casos em que a qualidade do limite inferior de FTV foi
melhor do que a de BC, ja era de se esperar que a quantidade de subproblemas gerados
tenha sido menor. Porém, note que a ocorréncia de tais limites inferiores deve-se ao fato
de que, em FTV, assim como em BC, o procedimento de Bounding, descrito em 4.2.2,
representa uma melhoria daquele que consiste da resolugao da relaxacao do problema de
transporte, o que o torna competitivo com o BC. Conseguimos gerar menores quantidades

de subproblemas em pouco mais de 50% das instancias resolvidas.
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Tabela 7.2: Instancias teste da classe P2.

Vo| o &k %load LMN FTV BC
%(L1jopt)  sub  %(L2/opt) sub  %(LBjopt)  sub
10 025 3 83 86.9 1443 93.8 15 94.0 28
050 2 83 97.9 98 100 1 98.0 4
0.75 2 62 97.9 109 100 1 98.0 3
1.00 1 100 97.4 12 99.3 3 100 1
20 025 4 81 85.9 9648 89.4 187 94.4 235
050 2 91 88.5 635 92.9 36 96.5 61
0.75 2 64 90.4 367 94.9 10 99.9 2
1.00 1 100 92.4 20 95.7 16 99.4 3
30 025 4 83 93.5 - 95.3 233 95.3 306
050 2 94 97.4 662 98.8 28 98.3 71
075 2 65 98.4 137 99.8 8 98.7 10
1.00 1 100 98.8 31 99.1 7 99.0 9
40 025 4 87 93.1 - 94.5 498 96.3 655
050 2 95 95.0 5153 96.8 335 97.8 107
0.75 2 66 96.5 3042 98.3 18 99.2 15
1.00 1 100 97.4 25 99.7 8 99.6 13
50 025 4 90 93.4 = 95.3 522 97.1 1991
050 2 96 97.2 5266 98.1 150 97.4 436
075 2 66 98.5 1530 99.4 18 99.8 15
1.00 1 100 98.0 14 99.0 41 99.3 23
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Tabela 7.3: Instancias teste da classe P, (continuagao da tabela 7.2).

Vol o« k %load LMN FTV BC
%(L1/opt) sub  %(L2/opt)  sub  %(LB/opt) sub
60 025 4 01 94.7 - 95.4 1272 97.3 999
0.50 2 97 97.7 3630 98.2 206 98.6 239
0.75 2 66 98.9 3342 99.4 32 99.7 7
1.00 1 100 98.7 42 99.0 44 99.3 20
70 025 4 92 96.2 - 96.7 1398 98.1 1161
050 2 97 97.1 138 97.5 632 98.8 324
0.75 2 66 98.5 1364 98.8 14 99.5 33
1.00 1 100 98.3 18 98.5 39 99.6 28
80 025 4 93 95.4 - 96.9 7032 — —
050 2 98 97.3 7601 98.3 409 98.6 274
0.75 2 66 98.6 3570 99.5 22 99.5 85
1.00 1 100 98.2 76 98.9 56 100 16
90 025 4 94 95.1 - 96.6 3262 98.2 1941
050 2 98 97.2 7224 98.0 043 98.8 438
0.75 2 66 98.2 3239 99.0 25 99.6 21
1.00 1 100 98.1 22 99.2 35 99.9 22
100 0.30 4 80 97.0 - 98.5 583 99.4 366(4)
040 3 81 98.6 - 99.5 63 99.4 155
0.50 2 98 97.5 - 98.5 527 99.3 571
0.75 2 66 98.2 - 99.1 27 99.6 o8
1.00 1 100 98.3 = 99.1 57 99.7 23
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Tabela 7.4: Instancias teste da classe P, (continuagao da tabela 7.2).

Vol a k %load LMN Frv BC
%(Lijopt)  sub  %(L2/opt) sub  %(LBjopt)  sub
150 0.30 4 81 98.6 - 99.4 604 99.6 158
0.40 3 82 99.0 - 99.2 265 99.8 144
0.50 2 99 98.3 - 98.8 1823 99.5 4163
0.75 2 66 99.4 - 99.8 56 99.9 51
1.00 1 100 99.4 - 99.8 80 99.9 31
200 0.30 4 81 98.8 - 99.0 2132 100 3282
0.40 3 82 99.2 - 99.7 220 99.8 239
0.50 2 99 98.9 - 99.2 2979 — —
0.75 2 66 99.2 - 99.5 92 100 25
1.00 1 100 98.9 - 99.7 27 99.9 61
250 0.30 4 82 98.9 - 100 1896 100 1462
0.40 3 82 98.9 - 100 835 100 159
0.50 2 99 98.1 - 99.1 1987 — —
0.75 2 66 99.2 - 100 62 100 23
1.00 1 100 99.2 - 99.6 79 99.9 27
300 0.30 4 82 100 - 100 1770 100 130
0.40 3 83 100 - 100 413 100 51
0.50 2 99 100 - 100 3447 — —
0.75 2 67 100 - 100 27 100 20
1.00 1 100 100 - 100 15 100 14
Razao Média: 97.1 98.3 98.9
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Capitulo 8

Conclusoes e Sugestoes para

Trabalhos Futuros

A contribuicao deste trabalho esta na introducao de trés algoritmos de separacao para
a Desigualdade de Capacidade do ACVRP, obtidos da extensao daqueles ja existentes
para a versao simétrica do mesmo, e da resolucao deste problema através do algoritmo
Branch-And-Cut (BC) utilizando a primeira daquelas heuristicas para separar os cortes
de Capacidade. Até entao, os métodos utilizados para sua resolucao eram algoritmos
Branch-And-Bound [19] e [27], estado da arte com relagao aos métodos exatos, e algumas
heuristicas. Este é um problema de dificil solucao e tem sido muito pouco trabalhado,
apesar de sua importancia em casos em que todo trajeto possui sentido obrigatério.

Os resultados computacionais obtidos com nosso algoritmo mostraram-se bem satis-
fatorios para problemas com até trés veiculos. Para quatro veiculos, comecamos a nao
resolver as instancias a medida em que a quantidade de nés clientes aumenta. Nossos
limites inferiores, obtidos com o métodos de planos de cortes, possuem melhor qualidade
que os de FTV [19] e LMN [27] para a maioria das instancias resolvidas (em 100% delas,

com relagao ao LMN). Em fungao disso, salvo poucas excessoes, conseguimos também

96



reduzir o tamanho da arvore de enumeracao. Para os casos em que o gap menor nao foi
suficiente para gerarmos menos nods, com relacao a FTV, acreditamos que isto se deva
ao fato de FTV ter utilizado limites superiores obtidos por heuristicas. Para o BC, ao
contrario do FTV e LMN, as instancias da classe P2 se mostraram mais dificeis de se
resolver, do que aquelas de P1.

De acordo com as conclusoes mencionadas acima, percebemos que é possivel melhorar
nossa implementagao para obter melhores resultados computacionais. Tais melhorias
poderiam ser alcancadas através da implementacao de outros algoritmos de separacao,
como, por exemplo, o de contracao e o exato, ambos apresentados nesta dissertacao.
Isto, provavelmente, levaria a melhores limites inferiores e portanto reduziria o tamanho
da arvore de enumeracao. Outra idéia seria a implementagao de alguma heuristica que
gerasse uma solucao viavel inicial para o nosso Branch-And-Cut, o que poderia, também,
reduzir a quantidade de nés da arvore. Repare que, nos problemas da classe P2, o nosso
algoritmo Branch-And-Cut, na maioria das instancias, encontrou um limite inferior no
n6 raiz melhor que aquele do Branch-And-Bound de FTV [19] e, no entanto, em algumas
delas, geramos quantidade maior de subproblemas, certamente, porque FTV langou mao
deste artificio.

Acreditamos que uma forma de se obter bons resultados, para instancias cujo nimero
de veiculos é grande, seria através da inclusao de uma fase de geracao de colunas. O
algoritmo obtido é denominado Branch-And-Cut-And-Price que, para o SCVRP [21],
levou a excelentes resultados, o que traz uma grande motivagao para experimentos com

o ACVRP.
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