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Resumo da tese apresentada ao IM-NCE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios a

obtencdo do grau de Mestre em Ciéncias (M. Sc.)

Aplicacdo do paralelismo aresolucdo numérica de problemas de otimizacdo

nao linear

Luiz Antonio Alves de Oliveira
Junho/2002

Orientador: Jodo Lauro Dorneles Facd

Os métodos de programacédo ndo linear sdo, em principio, sequenciais.Talvez por
este motivo sga dificil encontrar na literatura algoritmos paralelos para resolver
problemas ndo lineares. No entanto ha pelo menos duas partes integrantes de muitos
métodos de programacdo ndo linear onde parece vantgjoso implementar técnicas de

paraelismo:
(i)Narotina de resolucédo de sistemas de equacdes lineares (Gauss/LU);

(i)Na rotina de computagdo da direcdo de busca pelo méodo do
gradiente conjugado.

O objetivo desta tese € verificar estas hipéteses para 0 caso de programacdo nao

linear geral.

Neste sentido sera utilizado o software LSGRG2 (Leon S. Lasdon, University of
Texas) onde substituiremos a rotina de inversdo da base por um LU paraelo e a direcéo
de busca por um método de gradiente conjugado paralelo.



Abstract of the thesis presented to IM-NCE/UFRJ as a partia fulfillment of the
requirements for the degree of Master of Science (M. Sc.) in Computer Science

Application of parallel computing to the numerical resolution of nonlinear

optimization problems
Luiz Antonio Alves de Oliveira
June/2002
Advisor: Jodo Lauro Dorneles Faco

Nonlinear programming methods are, in principle, sequential. Possibly for this
reason it is difficult to find paralel agorithms in the literature to solve nonlinear
problems. However, there are at least two components of most nonlinear programming

methods that seems suitable to be implemented by parallel techniques:
(i) Theresolution of the linear equation systems (Gauss/LU);
(if) The conjugate gradient method to compute the search direction.

This objective of thisthesisisto check these hypothesis for the general nonlinear

programming problem.

Thus, the LSGRG2 software (Leon S. Lasdon, University of Texas) is used,
insuch away that two parts of it are replaced : the basis matrix inversion routine is
replaced with a parallel LU agorithm, and the nonlinear search direction is replaced

with aparallel conjugate gradient.
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1. Introducéo

Historicamente, sempre existiu a necessidade de resolver problemas nos menores
tempo e custo possiveis. Esta necessidade fomentou o desenvolvimento da ciéncia e da

tecnologia.

A programacdo matematica, embora tenha surgido ha mais tempo, somente na
segunda metade do século passado, com o desenvolvimento da ciéncia da computacéo e
dos computadores eletronicos, tornou-se ferramenta essencia para a andise dos

problemas e sua resolucdo computacional com apoio atomada de deciséo.

Um dos objetivos da programacdo matematica, como ramo da ciéncia, € de
propor algoritmos eficientes para a resolucdo de problemas de decisdo. Ao longo desse
periodo novos algoritmos tém sido pesquisados, como por exemplo, os agoritmos GRG
(Gradiente Reduzido Generalizado) e GRECO (Gradiente REduzido para Controle

Otimo), sobre os quais falaremos no decorrer deste trabal ho.

O avanco tecnoldgico é responsavel pelo surgimento de novas geragdes de
equipamentos objetivando maior velocidade de processamento e maior capacidade de
armazenamento, e consequentemente, pelo desenvolvimento de software para controle e

geréncia dos sistemas de computagao.

Com a possibilidade de decomposi¢do dos problemas em partes individualizadas
e independentes fica viavel executar a resolucdo de cada uma destas partes de forma
simultanea através da computacdo paraela, e com isso ter ganho de performance em

relacéo a computacdo seqliencia tradicional.



Esta tese visa verificar as vantagens em implementar técnicas de paralelismo

para o caso de resolucdo numeérica de problemas programacao ndo linear com restri¢oes.



2. Paralelismo

2.1. Conceitos basicos

O conceito de paralelismo ndo € novo. Em 1842, Menabrea [22] ja sugeria a
possibilidade de execucdo de instrugdes em paralelo na méaquina analitica de Charles
Babbage. A necessidade de resolver problemas cada vez mais complexos sempre esteve

fomentando o desenvolvimento de novas maguinas.

A computacdo serial utiliza um Unico processador para executar em ordem uma
sequéncia de instrucdes e obter um resultado. Em qualquer momento existe apenas uma

anicainstrucéo sendo executada pelo processador.

JA a computacdo paralela preocupa-se em produzir os mesmos resultados
utilizando-se de vérios processadores. Em sintese, € 0 mesmo que afirmar que um
problema deve ser dividido em pequenas unidades independentes. A decomposicéo do
problema € critica para a performance da computacéo e o algoritmo responsavel pela
mesma é eficaz na medida em que mantém todos o0s processadores ocupados e minimiza
a comunicacgao entre eles. Portanto, paralelizacao consiste em decompor um problema
em tarefas e aocdlas a cada processador disponivel. Assim, o0s problemas de
decomposi¢éo simples sdo candidatos naturais a paral elizacao.

Entende-se pela expressdo processamento paralelo a idéia de um Unico

programa rodando simultaneamente em varios processadores.

Para o usu&rio final, a principal preocupacdo € a combinagdo custo e
performance, isto €, 0 hardware ndo pode ser excessivamente caro como também as

aplicacOes devem ter performance aceitavel.



Maguinas paralelas podem oferecer alta performance a um custo mais baixo que
maguinas seriais que utilizem processadores especificamente desenvolvidos.
Adicionamente a escalabilidade das maguinas paraelas permite que as atualizactes

ocorram de acordo com as necessidades.

Numa méquina seria a atualizagdo ocorre necessariamente pela substituicdo do
processador enquanto que na maquina paralela uma das atualizagOes possiveis seria o
acréscimo de um novo processador. Maquinas seriais possuem sua performance
limitada, isto € a velocidade na qual a informacéo trafega no processador € limitada pela

velocidade da luz.

Por estas razes, a computacdo de alto desempenho est4 associada a idéia de

paraelismo.

2.2. Arquiteturas paralelas

Os diferentes tipos de arquiteturas de computadores possibilitam estratégias
distintas para explorar o paralelismo em uma maquina. As estratégias mais comuns sdo 0
aumento do nimero de unidades funcionais do processador e 0 aumento do nimero de
processadores no sSistema, podendo-se, também utilizar ambas as estratégias.
Dependendo da estratégia adotada o paralelismo pode ocorrer em niveis : paralelismo a

nivel de instrugdes, paralelismo anivel de dados e paralelismo a nivel de programacao.

Atuamente existem véarios modelos de classificacdo de arquiteturas, porém o
modelo proposto em 1966 por Flynn [11], é ainda atual e apresenta as vantagens de ser

simples, facil de entender e fornece uma boa aproximacédo da realidade.



A taxonomia de Flynn considera o fluxo de instrugcdes executadas em paralelo e

o fluxo de dados tratados em paralelo. A classificacdo é mostrada a seguir :

SISD (SnglelInstruction stream/ Sngle Data stream)
(Um fluxo de instrugdes atuando sobre um fluxo de dados)

SIMD (SingleInstruction stream/ Multiple Data stream)
(Um fluxo de instrugdes atuando sobre vérios fluxo de dados)

MISD (Multiple Instruction stream/ Sngle Data stream)

(Mtiplos fluxos de instrucfes atuando sobre um fluxo de dados)
MIMD (Multiple Instruction stream/ Multiple Data stream)

(Mtiplos fluxos de instrugdes atuando sobre vérios fluxos de dados)

Até o momento, ndo se tem conhecimento de implementacdo da arquitetura

MISD. Ndo a comentaremos neste trabal ho.

2.2.1. Arquitetura SISD

As méaquinas SISD sdo os computadores seriais convencionais. Um processador
serial executa apenas um fluxo de instrucdes sobre uma unidade de dados a cada passo.
Sem perda de generaidade podemos dividir um computador em pelo menos trés
unidades béasicas a saber : memoria principal, unidade central de processamento (CPU) e
um sistema de entrada e saida (1/0). A CPU consiste em um conjunto de registradores,
um program counter e uma unidade légica e aritmética (ALU) onde as operacdes sdo

realizadas uma de cada vez.

Mesmo nas méaquinas SISD o paraeismo pode ser explorado ao nivel de
instrugbes. Um primeiro passo seria dividir a ALU por funcionalidade. Por exemplo,
unidades de ponto flutuante para adicdo e multiplicagio operando em paraelo. E

necessario que o compilador utilize as multiplas unidades funcionais na exploragéo do



paralelismo. Este trabalho consiste em escalonar as operacfes dentre as multiplas
unidades funcionais, toda vez que o hardware estiver ocupado, ou sgja, as operacoes
aritméticas independentes e de funcionalidade distintas , quando encontradas pelo
compilador, sdo escalonadas no fluxo de execucéo de tal forma que cada operacdo é

realizada em uma unidade funcional em paralelo com as demais.

O pipelining € a técnica de segmentacdo das unidades funcionais em diferentes
partes cada uma responsavel pelos seguintes procedimentos : busca da instrucdo na
memoria, decodificacdo/interpretacdo e execucdo. Uma analogia a0  pipelining € uma
linha de montagem. O pipelining € realizado pela divisdo de uma tarefa em uma
sequéncia de pequenas tarefas denominadas estégios do pipelining, cada estagio €
executada por uma parte do hardware que opera concorrentemente com 0S Outros
estagios. Esta técnica € tdo antiga quanto os computadores e a cada nova geracéo

emprega novas variagdes.

Outra técnica semelhante ao pipelining é o overlapping onde operagdes, que
podem ser executadas em unidades funcionais independentes, sdo sobrepostas. O
pipelining como o overlapping partem da idéia de particionamento mas em contextos
diferentes. O pipelining ocorre quando todas as seguintes caracteristicas estdo presentes :
cada célculo é independente do cdlculo anterior ; cada céalculo necessita da mesma
sequéncia de estagios ; 0s estdgios estdo relacionados e 0 tempo de computagdo de
diferentes estagios € aproximadamente o mesmo. Ja o overlapping ocorre quando
qualquer uma das seguintes caracteristicas estdo presentes : cada calculo pode necessitar
de uma sequéncia diferente de estagios ; 0s estégios sdo relativamente distintos com

respeito ao seu propésito ; existe alguma dependéncia entre caculos e o tempo por



estagio ndo € necessariamente constante, porém € uma funcéo do estagio e dos dados

passados.

2.2.2. Arquitetura SIMD

Nesta arquitetura, todos os elementos de processamento recebem a mesma
instrucéo de uma Unica unidade de controle, porém operam em diferentes conjuntos de
dados (modulos de memodria em paralelo). As maquinas SIMD, frequentemente
denominadas array processors, permitem expressar o paraelismo a nivel de dados. A
experiéncia tem mostrado limitagdes nas méaquinas SIMD na resolucéo de problemas
cientificos. Alta performance so é alcangada em alguns tipos de aplicacbes como por
exemplo o processamento de imagens, porém a grande vantagem das méquinas SIMD é

a sincronizagdo, pois existe apenas uma Unica sequéncia de instrucoes.

As maquinas SIMD operam sobre vetores de dados e com uma Unica instrucéo
vetorial pode-se redlizar operagdes do mesmo tipo em cada elemento do vetor. Neste

contexto vetor € umalista ordenada de escalares.

A computacéo vetorial € um modelo muito semelhante ao SIMD, a diferenca esta
no uso de técnicas avancadas de pipeline pelos processadores vetoriais. Os

processadores vetoriai s possuem operacoes de ato nivel que operam sobre vetores.

As vantagens dos processadores vetoriais sobre os processadores SISD sdo as

seguintes:

» Uma unica instrucéo vetorial realiza uma boa quantidade de trabalho, assim
menos dados serdo buscados da memaoria e menos instrugdes de desvio seréo

executadas

» AsinstrugBes vetoriais buscam um bloco de dados a cada acesso a memoria



2.2.3. ArquiteturaMIMD

As méaquinas MIMD sdo o sustentaculo da atual computacdo cientifica paralela.
Consistem de varios processadores independentes executando um fluxo de instrucdes e
atuando sobre dados distintos. A arquitetura MIMD € dividida em duas subclasses :

memoria compartilhada e memoria distribuida.

A subclasse memoria compartilhada € composta por processadores e médulos de
memoria conectados por um hardware de alta performance tais como crossbar switch
ou uma rede de roteamento eficiente. Este tipo de arquitetura é aplicavel quando um
nimero pequeno de processadores € utilizado. Todos os processadores compartilham
todos os modulos de memdria e existe a possibilidade de executar diferentes instrucdes

em cada processador utilizando diferentes fluxos de dados.

O termo memdria compartilhada entende-se por um espaco de enderecamento
nico acessado por todos os processadores do sistema, ou seja, cada posi¢ao de memdria
pode ser lida ou gravada por qualquer processador. Assm a comunicagdo entre
processadores € feita por intermédio de variavels compartilhadas armazenadas na
memoria

Nesta subclasse, existe a necessidade de estabelecer uma sincronizacdo para
tornar possivel a operacdo sobre dados compartilhados. Um dos métodos de
sincronizacdo € a operacao de lock : apenas um processador pode adquirir, por meio da
execucdo bem-sucedida do lock, o direito de acessar dados compartilhados, sendo que
todos os demais processadores gque tentem acessar o0 mesmo dado compartilhado devem

esperar até que o processador origina execute a operacao unlock.



Nesta arquitetura, os sistemas com espaco de enderecamento Unico sdo também
classificados com respeito a0 acesso a memoria. O primeiro tipo UMA (Uniform
Memory Access) gasta 0 mesmo tempo para acessar a memoria principal, néo
importando qual dos processadores requisitou 0 acesso, nem o tipo de trabalho
requisitado. O segundo tipo NUMA (Nonuniform Memory Access) alguns dos acessos a

memoria sdo mais rapidos do que outros.

Processador Processador

Processador

Barramento Memoria

Processador Processador

Figural.l1 — Arquitetura MIMD com memoria compartilhada

A subclasse memoria distribuida é composta por nés de processamento, cada um
contendo um ou mais processadores, memoria local e uma interface de comunicacéo
com outros nés para troca de mensagens. Neste tipo de arquitetura, também denominada
memoria privada, € possivel utilizar um ndimero grande de nés e ndo existe
compartilhamento de memaria entre nés, toda troca de dado entre nés deve utilizar a

interfface de comunicagdo. Esta subclasse € escalavel, ou sga, dependendo da
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necessi dade das aplicacbes pode-se agregar mais nds ao sistema ou aumentar a memoria

local de cadano.

A comunicagdo entre os nos € feita através de troca de mensagens, se um no
desgja acessar ou operar um determinado dado localizado em outro no, deve enviar uma
mensagem. O nO destinat&rio executa a operacéo necessaria e retorna uma mensagem
para 0 n0 remetente. Existe entdo um padréo para troca de mensagens denominado MPI

[28] que oferece ao programador todo tipo de operacéo de comunicagao.

Processador‘ ‘Processador
M em©Ooria M em©aoria
Processador Processador
M emoOoria M em©Ooria

Figura 1.2 — Arquitetura MIMD com memoria distribuida

2.3. Peformance

A velocidade de computagcdo é norma mente expressa em termos de Mflops. Por
definicdo Mflops é a razédo entre o nimero (N) de operacbes de ponto flutuante
realizadas pelo tempo (t) de computacdo em microsegundos, assim a performance € dada

pela vel ocidade de computacdo (r) :

r= % Mflops

2.1)
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Da mesma forma, quando N operacfes de ponto flutuante sGo executadas com

velocidade média der Mflops, entdo o tempo de processamento € :

_N
- HSEg
2.2)

Diferentes instrugdes podem ser executadas em tempos diferentes. Isto depende,
do pipeline, do acesso & memaria e de outros fatores. E incorreto redizar a andlise da
performance de um agoritmo considerando t&o somente a quantidade de operagdes de
ponto flutuante. O fato de que instrugdes realizadas por um algoritmo, séo executadas
em tempo diferente. Implica em que quando duas partes de uma tarefa sdo executadas,
cada uma com velocidade diferente, o tempo total de processamento pode ser expresso

como uma funcgéo destas vel ocidades.

Amdahl [3], percebeu que a baixa velocidade de execucdo de uma tarefa
influéncia na performance global do sistema. A relagdo entre performance e tempo de

processamento € frequentemente conhecidada como L ei de Amdahl.

Para 0 caso simples da Lel de Amdahl, assumimos que a execucdo de um
algoritmo envolve N operagbes de ponto flutuante e que em um determinado
computador f destas operacBes sdo readlizadas a velocidade de V Mflops enquanto o
resto é executado a taxa de S Mflops. Quando que V >> S , 0 tempo de processamento
de acordo com ( 2.2) € expresso por

N (1-f)N f 1-f
= + = 4+

N| —
V S V S

t

(2.3)
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De acordo com (2.1) temos a performance global r , comprovando a Lei de

Amdahl :
N 1
r = = Mflops
£ (f a-fy) P
R T
V S
(2.4)
Por (2.3) temos que :
(5 @=HN
S
(2.5)

Se 0 algoritmo for executado completamente com a baixa velocidade S, o tempo
de processamento deve ser t= N/S . Isto implica que o ganho relativo no tempo de
processsamento obtido pela execucdo da particdo fN a velocidade V ¢é limitado por
1/ (1-f). Paraque o ganho de performance tenha significado, f deve estar proximo de 1.

Para o0 caso gera da Lei de Amdahl, assumimos que um algoritmo consiste na
execucao consecutiva das partes Py, Po, ..., P, tais que N; operacdes de ponto flutuante

da parte P; sdo executadas a velocidade de rj Mflops, entdo a performance global para

N=N;+N,+...+ N, € dada por

(2.6)
para diferentes partes computacionais de umatarefa.
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No processamento paralelo o tempo total do sistema é normalmente mais amplo
do que o tempo total de um sistema com um unico processador e € muito mais amplo do
gue o tempo gasto por processador, como O objetivo do processamento paralelo é
reduzir o tempo total, deve-se comparar 0 tempo total para numeros diferentes de

processadores para estudar os efeitos da acel eracéo.

E possivel esperar que, se 0 processamento pode ser feito em p partes iguais
entdo o tempo total sera aproximadamente 1/p da execucdo em apenas um processador.
Pela Lel de Amdahl, as partes ndo paralelizaveis tem influéncia negativa nesta
reducéo.

Sga t 0 tempo necessaio para realizar determinada tarefa com |
processadores. O Speedup, S, , para um sistema com p processadores é definido como a
razéo entre 0 tempo gasto por um sistema com um processador, t; e 0 tempo utilizando
p processadores t, .Pode ser definido tambem como o fator de reducéo do tempo de

processamento para um sistema com p processadores.

2.7)

A Eficiéncia E, é a razéo entre 0 Speedup obtido com p processadores e o
nimero de processadores, ou sgja € a fracdo do tempo em que 0s processadores estdo

ativos.
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(2.8)

Assumimos por simplicidade que uma tarefa consiste em operacdes basicas,
todas executadas na mesma velocidade e que umafracéo f destas operacfes possam ser
executadas em paralelo em p processadores enquanto o resto do trabalho € executado
em apenas um processador. O tempo total da parte paralelaé entdo dado por fti/p , e
ignorando perdas decorrentes da sincronizagéo, o tempo da parte seria € dado por (1-f)

t; . Consequentemente o tempo total para p processadores no sistema é

tp:f_;l+(1— fy, =20 +(;' DR a-ty,

(2.9)

modificando a formulado Speedup S, temos:

— P

S
T(f+(A-1)p)

(2.10)

(2.10) mostra que 0 Speedup S, é reduzido por um fator f+(1-f)p=0O(p) . Sempre que f

for proximo de 1, deve-se considerar areducao pelo aumento do valor de p.
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Na prética, a situacdo ideal de (2.10) ndo ocorre e pode ser complicada pelos

fatores:

* O numero de particdes paralelas de uma tarefa deve ser grande
compativel ao nimero de processadores disponiveis.

* A influéncia negativa na sincronizagéo néo pode ser ignorada.

24. MPI (Message Passing Interface)

O modelo de programacéo de troca de mensagens esta baseado no fato de que
existem processadores no sistema com memoaria local podendo realizar comunicacéo
entre eles para troca de informacéo e dados. Este modelo é de vital importancia para
computadores paralelos com memoria distribuida.

As caracteristicas principais do modelo de programacdo de troca de mensagens

» Cada processador possui seu proprio espaco de enderecamento.Dados podem
ser transferidos de um espaco de enderecamento para outro.

e Seuma varidve é declarada em um programa rodando em p processadores
entdo existem p variaves diferentes com 0 mesmo nome e com valores
diferentes.

* O desenvolvedor deve dividir a estrutura de dados do problema e distribui-la

entre os diferentes processadores.
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O MPI [28] é um padrdo de interface de programacdo, idealizado por
pesquisadores com o objetivo de implementar a interface de comuniagdo entre nés de
processamento. E portavel, estando presente nas mais diversas maguinas paralelas.
Alem disso, 0 MPI € um padréo tanto no meio académico como naindustria.

Como foi dito anteriormente, a troca de mensagens € largamente utilizada nas
diferentes implementactes de arquiteturas MIMD com memoria distribuida. Devido a
portabilidade do MPI € possivel garantir que um codigo que utilize a biblioteca MPI
numa implementacdo execute também em outra, desde que a biblioteca estgja
disponivel.

Esta portabilidade deve-se ao fato da transparéncia do MPI, ou sga, o0
conhecimento das caracteristicas particulares de cada implementacdo de arquitetura ndo
€ necessario para 0 desenvolvimento das aplicacBes. Por exemplo, o comando para
enviar uma mensagem entre processadores € 0 mesma para qualquer maguina paralela
gue tenha a biblioteca.

O desempenho ndo é prejudicado pela necessidade do padrdo MPI ser geral. Na
prética 0 MPI s6 se tornou um padréo, pelo mercado, por ser eficiente. Isto sO foi

possivel devido aos seguintes fatores :

* O padréo especifica apenas 0 que a operagcdo faz logicamente, o
desenvolvedor da aplicagdo ndo precisa preocupar-se com os detalhes da

maguina e sim com a aplicacdo
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» Cabe a0 desenvolvedor da biblioteca MPI, para uma maguina especifica,
implementar as diversas operagdes eficientemente dentro das caracteristicas
préprias da méguina.

* Apenas as informagdes necessérias sd0 enviadas em cada mensagem.

»  Os cabecal hos de mensagem sdo facilmente manipuléveis.

O MPI é um padréo adequado para o desenvolvimento de aplicagdes paraelas

paraas arquiteturas MIMD com memoria distribuida.

25. |IBM-SP2

O computador paralelo IBM SP2 é uma implementagcdo da arquitetura MIMD.
Um sistema SP(Scalable POWERparallel) é composto por um ou mais frames.
Essenciamente um frame € um gabinete com switch de ata performance dedicado
exclusivamente a execugdo de programas paralel os onde é possivel conectar atraves de
slots, no méximo dezesseis nds, de diferentes tipos.

E possivel estabelecer conex3o direta entre qualquer par de nds permitindo boa
escal abilidade, baixalaténcia, largura de banda grande e flexibilidade.

N6 € uma estacdo de trabalho completa, possuindo processador baseado na
arquitetura POWER2 ou POWERPC, memoria (cache, principal e secundaria), interface
de rede prépria além de uma cdpia do sistema operacional.

Existem trés tipos diferentes de n6 : Thin (ocupa um slot) ; Wide (ocupa dois
dlots horizontais adjacentes) e High (ocupa quatro slots adjacentes)

O sistema SP disponivel no NCE e utilizado nos testes, possui as seguintes
caracteristicas : 6 processadores com clock de 66.7 Mhz com 256 MB de memdéria
principa ; switch de 40 Mbytes/s ; compilador C da prépria IBM versdo 3.66 ; sistema
operacional AlX 4.2 e biblioteca MPI versdo 1.0



18

3. Programacéo nédo linear

Os primeiros algoritmos de programagdo ndo linear eram bastante limitados.
Tornaram-se significativos com a introducdo dos métodos de maximo declive e de
métrica variavel, sendo capazes de solucionar problemas de muitas variaveis em pouco
tempo.

A programacdo néo linear caracteriza-se por ndo possuir um método geral de
resolucdo. Seus algoritmos sdo limitados e voltados para aplicagdes especificas, sendo
entdo uma area experimental de pesquisa e desenvolvimento. Estes algoritmos sdo
iterativos, gerando solucdes parciais a cada passo.

Ao estudarmos um sistema, estamos interessados no desenvolvimento de um
modelo matematico, representativo deste sistema, e na sua resolucéo. O modelo € a
sintese da andlise de muitas variaveis de decisdo onde procuramos a distribuicéo
eficiente de recursos limitados entre atividades competitivas. Assim, procuramos uma
solucdo para um problema de decisdo levando em consideracdo um objetivo bem
definido que sera a quantificacéo desta decisdo.

Uma decisdo esta de um modo geral ligada a certo objetivo que pode maximizar
ou minimizar a velocidade ou a distéancia em um problema fisico, minimizar custos e
maximizar os lucros de producdo, dentre outros. Sempre satisfazendo um conjunto de
restricdes de capital, de recurso humanos, de area, etc.

O modelo matemético que representa 0 sistema sera o conjunto de equacoes e
inequacbes que quantificam a regido de viabilidade da solucdo. Assim o problema
consiste em buscar uma solucéo que otimize uma fungdo, denominada funcéo-objetivo e

que respeite um conjunto de restricdes de igualdade e/ou desigual dade.
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Segja X o vetor davaridveis de decisdo e dado o problema Py :

Minimizar fo (X)

Sujeito a fi (X) <0 I<i<m

(Po)

Quando qualquer umadas fungdes f; , para0<_i <m, for n&o linear entdo o Py €
um problema de programacdo ndo linear restrita, no caso de ndo existir restricdes

estaremos trabalhando com um model o de programacdo néo linear irrestrito.

3.1. CondicOes de otimalidade

3.1.1. Condicdes de otimalidade para problemas irrestritos

Para a determinacdo do ponto de minimo da funcdo objetivo, uma série de
condicdes necess&rias e suficientes devem ser satisfeitas. Apresentaremos estas

condic¢des naforma de teoremas que estdo demonstrados em [18, 21] :

Teorema3.1 SeaS O R"ef uma funcdo sobre S de classe Ct. Se x” é um ponto de
minimo local de f sobre S ent&o para qualquer h O R", direcdo vidvel em X', temos que

Of(x).h = 0

Teorema3.2 SeaS[O R"ef umafuncio sobre S de classe C?. Se x” é um ponto de
minimo local de f sobre S ent&o paraqualquer h O R", direcéo vidvel em X', temos que
o Of(x)h=0

e Self(x).h=0 entdi h'O%(x).h=0
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Teorema3.3 Sejax ponto interior a conjunto S e f uma func&o sobre S de classe C.
Sex” é um ponto de minimo local de f sobre S entéo
« Of(x)h=0

« OdirecBiohOR", h'O%(x).h=0

Teorema3.4 Sea f uma funcdo sobre S de classe C* tal que X’ 0 Se x & interior.
Suponhando que :

e Of(x)=0

« H(x) édefinidapositiva

Entdo x_ € um minimo local estrito def.

Teorema3.5 Sga f uma fungdo convexa definida sobre um conjunto convexo S.
Entdo o conjunto R de pontos onde, onde f atinge seu minimo, é convexo e qualquer

minimo local def é um minimo global.

Teorema 3.6 Seja a funcdo f de classe C' convexa sobre o conjunto convexo S. Se
existe um ponto x' [ Stal que paratodoy O S, 0%(x ).(y-x ) = 0 entdo x_ é um ponto

de minimo global def sobre S.

Os teoremas 3.1 e 3.2 garantem respectivamente as condi¢des de necessidade de
primeira e segunda ordem para existéncia de um minimo (local ou global). Os teoremas

3.3 e 3.4 asseguram respectivamente as condi¢des de necessidade e de suficiéncia para
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existéncia de um ponto interior em S que segja um minimo local, situacéo que engloba o
caso particular dos problemas irrestritos, em que S= R" .

O teorema 3.5 garante que com convexidade de f(x) o minimo local € um
minimo global de f em S e finalmente, o teorema 3.6 assegura que com convexidade a
condicdo de necessidade de primeira ordem , é também condicéo de suficiéncia para

existéncia de um minimo global def em S.
3.1.2. CondicOes de otimalidade para problemasrestritos

Especificaremos as condicbes de otimalidade associadas ao seguinte problema
de programacéo ndo linear (PNL) com restricoes :

Minimizar f (X)

Sujeito a hj (X) =0 I<j<p A (multiplicadores de Lagrange)
0] (X) <0 1<i<m >0 (multiplicadores de KKT)

As condigdes de necessidade neste caso se tornam as condi¢cbes de KKT
(Karush-Kuhn-Tucker). Paraisto a caracterizagdo das diregdes viaveis d [ R" éfeitaem
funcdo dos gradientes [gi(x), dos multiplicadores de KKT W > O associados as
restricoes de desigualdade gi(x), dos gradientes Uh;(x) e dos multiplicadores de
Lagrange A; associados as restri¢oes de igualdade h.

Estes multiplicadores, chamados também de variaveis duais, tém papel

importante na formulacdo de condic¢des de suficiéncia que ndo fazem uso direto nem do

conceito de diregdes viaveis, nem de convexidade e nem de diferenciabilidade.
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Estes resultados teoricos tém grande importancia na prética. Podemos repartir as
restricdes em féceis e dificels, deixando as restri¢cdes faceis implicitas no conjunto S e
as dificeis explicitas nas fungdes gi(x) e h(x).

No problema PNL as restricdes gi(x) < 0 podem se referir a disponibilidade do
recurso escasso i , huma situagdo em que a fungéo objetivo f(x) contabiliza o custo total
de outros recursos livres necessérios para a operacdo das atividades ao nivel x. Nesse
contexto uma abordagem intuitiva para evitar as dificuldades impostas pelas restri¢oes,
gi(X) < 0 consiste em associar penalidades | = 0 & ndo satistacdo dessas restricoes,
adicionando a funcéo objetivo os termos pg(x), onde p € um vetor linha de variaveis
duais e de dimensdo m. Essa idéa esta presente na funcéo Lagrangeana, definida para x
OS,u=0e A por

L(xuA) = f(x) + pg(x) + Ah(x)

Sgja x 0 S uma solucdo especifica computada na avaliagdo da fungdo dual para um
vetor especifico pu = 0.
Condicéo de qualificacdo das restriches : Independéncia linear dos gradientes

das restricoes de igualdade e das restri¢des de desigual dade ativas no ponto

As chamadas condi¢gdes de KKT, que para (X, 4, A ) comu > 0ex S sdo

definidas por:

o [Of(x) + uOg(x) + ACh(x) =0

* Hg(x)=0

* gx)<0 e h(x) =0
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Lema3.1 (Farkas) A afirmacgdo de que bh > 0 paratodo h ta que Ah<0 é
equivalente aafirmar que existeu=0tal que b+ uA =0

As condicOes de KKT resultam diretamente da aplicacdo do Lema 3.3 a um
sistema de desigual dades lineares que relacionam os gradientes da fungdo-objetivo e das

restricdes num ponto de minimo X.

Teorema KKT Sgja x um ponto de 6timo local do problema PNL, onde S é um conjunto
aberto , todas as fungdes sdo diferenciaveis, e é satisfeita a condicéo de qualificagdo em
X. Entdo existem multiplicadores | e A; e tais que as seguintes condiges sdo
satisfeitas:

* Wg(XX)=0 paai=1,2, .., m.

e W>0 parai =1, 2, ..., m.
* g(¥)<0 parai =1,2, ..., m.
¢ h(x)=0 paaj=1,2,..,p.

o Of(x) + paOga(x) + ... + pmOgm(X) + A10hg(X) + ... + ApOhp(x) =0
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3.2. Método Gradiente Reduzido Generalizado (GRG)

O método do gradiente reduzido proposto por Wolfe (1963) [32] para minimizar
uma fungdo diferencidvel ndo linear sujeita a restricdes lineares de igualdade, foi
generalizado por Abadie e Carpentier (1969) [2], para 0 caso de restri¢des ndo lineares
de igualdade, e variaveis limitadas superior e inferiormente (varidveis canalizadas). O
método do gradiente reduzido generalizado (GRG) combina as idéas do método do
gradiente reduzido com as estratégias de métodos de linearizacdo das restri¢cbes ndo
lineares, sendo considerado um dos mais eficientes para tratar 0 caso mais geral de
programacdo ndo linear em que a funcdo-objetivo, bem como as restri¢es, séo ndo
lineares. Segundo [9, 10] o método GRG pode ser especializado para a resolugdo de

problemas de controle 6timo ndo lineares.

Dado o seguinte problema de programagdo néo linear

Minimizar 1:o (X)
f(X)=0

Sujeito a (3.1)

as X<b (3.2)

onde X, a, b sdo vetores coluna de dimenséo N ; f(X) é um vetor-coluna
de dimensdo m correspondente as restricdes ndo lineares; e a funcéo-
objetivo fo(X) € uma nimero real. fy e f sdo continuamente diferenciaveis
no paraeotopo P definido por (3.2). Em (3.1) foram introduzidas
variaveis de folga nas restrices de desigualdade para transforma-las em

igualdade como é usual em programacao linear classica.
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O gradiente de fo(X) € um vetor-linha, denotado por [fp(X). Analogamente o
gradiente de fi(X), i=1, ..., m € um vetor-linha denotado por [Ifi(X). A notacdo [If(X)
representa a matriz jacobiana, uma matriz (mxN) onde cada linha i é o vetor-linha
Of; (X).

O vetor X é particionado em (X, y), onde y € o vetor das variaveis basicas de
dimensdo m, enquanto x é o vetor das varidveis ndo basicas ou independentes de
dimensdo n=N-m.

A notacéo % e % representa o vetor-linha das derivadas parciais de f, com

respeito a x e y respectivamente; a matriz [If(X) € particionada na matriz g_f de
X

dimensdo (mxn) e namatriz g_f de dimens&o (mxm)
y

Hipdtese de ndo-degenerescéncia: Dado um ponto vidvel X° existe uma partico de
(o='e}

X% em (x,y), tal que:
()a < Yy <b 0OjO{12,..m} (3.3)

(i) A matriz aa_f de dimensdo (mxn) éndo singular  (3.4)
y

3.2.1. Algoritmo GRG

Passo 1 — Computar adireco d° de movimento da varidvel independente x da seguinte
forma:

Passo 1.1 Computar ¢° , o gradiente reduzido

g0 = o _ 0f, ( 0f o (35)
ox® ay°loay® ) ox°

Passo 1.2 Computar p° , o gradiente reduzido projetado

. 0OsexX=g e  -g5<0,
0j0{12,..,n}, p= { Oosexojfbj e -¢°>0,
gj senao.
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Passo 1.3 Computar d° , a direcdo de deslocamento para o vetor

independente x. Esta direcdo pode ser simplesmente d° =p°

, OU computada por algum
outro método de programacdo ndo linear irrestrita, como o Gradiente-Conjugado ou
gquase-Newton.
Passo 2 : Computar d’g , di recéo de deslocamento do vetor basico y no plano tangente;
Passo 3 : Computar um primeiro valor para o passo 61 ;
Passo 4 : Computar x°-8,d°, e sua projecéo no paralel otopo: a<x<b 0Oj0{12,..m}
paraobter xj istoé,
g se Xj-0ud < g,
0 0{1,2,...m}, x= b se x°-0:d° > by,

x’; -8,d% sendo.

Passo 5 : Restauracdo da viabilidade ndo linear: computar um ponto viavel X'
resolvendo, com respeito a y, um sistema ndo linear de m equacfes e m incognitas,

mantendo x* fixo pelo método de Newton:
fix'y) = 0 (3.6)

Passo 5.1 : Se ndo for observada convergéncia, decrementar 0 eir parao
passo 4 com o mesmo d° ;
Passo 5.2 : De outraforma, sejay’ asolucdo obtidade (3.6) e X* o ponto
correspondente no espago de dimens&o N,
Passo 5.2.1 : Se fo(X}) > fo(X°) entdo decremente 8, e ir para o
passo 4 com o mesmo d°;
Passo 5.2.2 : Sendo teremos um ponto X* vidvel que satisfaz
fo(X) < fo(X°)
Passo 6 : Pode-sefazer X* := X° e comegar umanovaiteracdo, ou tentar aumentar 6; e
retornar a0 passo 3 com o0 mesmo d° até que sejam satisfeitas as condicdes de
otimalidade.
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3.3. Software LSGRG2

LSGRG2 [17] é um software que resolve problemas de otimizac&o ndo linear da

seguinte forma:

Minimizar ou Maximizar gy(X),

Sujeito a
glb; < gi(X) < gub; parai =0,...m1,i#p
xXlbj < % < xuby para j =0,...,n-1

X € um vetor de n variaveis, Xg ,...,Xn-1, € as fungdes qo ,...,gm1 S0 dependentes

de X.

As fungdes podem ser ndo lineares, os limites podem ser infinitos e se néo
existirem restrigdes o problema é resolvido como um problema de otimizagao irrestrita.
Os limites inferiores e superiores das variaveis sfo tratados implicitamente. E utilizado

o0 método do Gradiente Reduzido Generalizado (GRG).

O LSGRG2 usa derivadas parciais de primeira ordem para cada funcéo g; com
respeito a cada variavel x que sdo computadas por diferencas finitas ou sdo fornecidas
pelo usuério. Depois que os dados iniciais sdo fornecidos, o sistema executa duas fases.
A fase | é executada se 0 ponto inicia fornecido pelo usuério for invidvel. A fungéo
objetivo da fase | € a soma das restrigdes violadas mais, opcionalmente, uma fragdo da
verdadeira fungdo objetivo. A fase | termina com uma mensagem de que o problema é

inviavel ou descobrindo um ponto viavel. A fase Il comega com um ponto viavel ,
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encontrado pelafase | ou fornecido pelo usuario. Na conclusdo dafase 1, 0 processo de

otimizacao é terminado.

Para iniciar 0 uso do LSGRG2, o usu&rio deve fornecer fungfes, escritas na
linguagem C, para computar os valores das restricdes e da funcdo objetivo. As
informagdes que descrevem o problema devem ser criadas, organizadas e passadas ao
LSGRG2. O dados sdo 0 nimero de variaveis; os limites superior e inferior das
varidveis, o numero de funcgles, o indice da fungdo objetivo, os limites superior e

inferior das restrigdes e o ponto inicial.

O LSGRG2 possui caracteristicas para trabalhar da mehor forma com
problemas de otimizacdo de grande porte. Muitas destas caracteristicas reduzem o
tempo de processamento sendo possivel resolver problemas com milhares de variaveis e
restricdes. Uma importante caracteristica é a habilidade de representar eficientemente a
matriz de derivadas parciais das restricbes e da funcdo objetivo, sendo utilizado uma
representacdo esparsa. E comum para problemas de grande porte existir uma matriz de
derivadas parciais esparsa , isto ocorre quando uma restricao utiliza poucas variaves.
Uma grande parte do tempo de processamento € gasto na computacdo das derivadas
parciais. O usuario pode fornecer funcdes anadliticas para o célculo das derivadas

parciais e poupar tempo de processamento.
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4. Controle 6timo
4.1. Introducdo

O seguinte problema de controle 6timo corresponde a um problema néo linear
com restricdes de igualdade e desigualdade (variaveis canalizadas). Para a resolucéo
numerica do mesmo, destacase o agoritmo GRECO (Gradiente Reduzido para

Controle Otimo) proposto por [9] e[10].

Maximizar  L(Xo, Xg,..., XT: Ug, Ug,..., Uy)

Xer 1= Fi(X%e , Up)
a <u < f43,t=0,...,T-1
a <X <b ,t=0,...T

onde Ot, x/JR" ,vetor coluna das variaveis de estado
u IR ,vetor coluna das variaveis de controle
L ef, funcdes ndo lineares de classe C*
T ,horizonte de plangjamento

4.2. Algoritmo GRECO (Gradiente Reduzido para Controle Otimo)

Principios para formar uma base
(Py):0Ot, introduzir na base 0 méximo de variaveis de estado.
(P2):Se uma variavel de estado estiver saturada (ndo folgada)

procurar um substituto entre as variaveis de controle do mesmo

periodo.
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(P3):Se ndo for possivel utilizar P, , manter a varidvel de estado na
base de trabalho e introduzir na base GRG (atendendo as condigdes
de degenerescéncia) uma variavel de controle anterior e construir a
matriz elementar de pivoteamento.

(P4):Fazer adecomposicdo LU de cada bloco diagonal .

Algoritmo

Passo 1 - [t obter os conjuntos B e N de varidvels basi cas e independentes aplicando os

principios Py, P,, P; e P, .A base GRG é fatorada da seguinte forma :
B =AEiE; ... Ex onde, N - base de trabalho
B - base GRG
E;- Etavetores
Passo 2 - Computar a direcdo de busca dy das variaveis independentes :
(i)Computar os multiplicadores de Lagrange pelo procedimento BACKW(x,u) :

Resolucéo do sistema linear

MB =b onde b=-c (componentes independentes do gradiente)

(ii)Computar o gradiente reduzido gN=(w", &)

Wt:i_nt-l.;.nti
0%, 0%,
oL _
T - I—I T-1
0X,
t=1,..,T-1 &' = oL M e Of
du, ou,
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(iii) Computar o gradiente projetado

(a)Pny=gn ou 0 seumavariavel independente estiver
saturada e a componente do gy tir&lado intervalo.

(b)Se Py =0, pare ; sendo aplique o método do gradiente
conjugado para obter umadirecdo dy melhor.

Passo 3 - Computar a diregdo de deslocamento das varidveis bésicas pelo
procedimento FORW(x,u)

Resolucdo do sistema linear
Bds = b, onde b =-ANdy

Passo 4 - Computar uma solugéo viavel melhor

(busca linear inexata no hiperplano tangente => novo ponto
(Xe,Up) N30 Vidvel, em geral.

(i) Restauracdo da viabilidade : Resolver um sistema de equactes
ndo lineares, mantendo fixas as variavei s independentes por um
método pseudo-Newton, gjustar 6 se necessario (troca de base) ,

obter um novo ponto tal que

L(Xe,Ug) > L(X,u)

(iii) Ir parao passo 1 ;
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A estrutura escada da matriz jacobiana € mostrada nafigura4.1, onde Ho, ... , Ht.1 ; Ko,

... ,K1.1 S80 da seguinte forma:

Ht = Kt = t
ax' ou
o 1 H 3 T-1 T [ 12 11
X X X X X X u u u u
1 e —
°| H, ',1 K,
1
1 1 - -
H, by 3
] —— — s g
2 H L .
2 1 "
1 ~ My
Y
| 1 1 1 | | | | 1 | 1 | |
| | | | | | | | | | Al | |
12 Y IR K
1
1 ;
B 1, B 1.2
; 1
H HI-I III II(1'.1
1

Figura4.1
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5. Decomposicéo LU

A resolucdo de sistemas lineares no agoritmo GRG, esta presente nas seguintes
fases:
(i)  Computaczo do gradiente reduzido : u= -c®B™ ; gy = cn + UA
(i)  Computacdo dadirecéo de busca das
variaveis basicas : Bdg = -Andn

(iii)  Nasiteracdes de Newton : BAX = - f(Xg, Xn)

O objetivo da decomposicdo LU é fatorar umamatriz A, em um produto de duas
matrizes triangulares da seguinte forma A = L.U, onde L é uma matriz triangular
inferior e U € umamatriz triangular superior.

Para uma matriz A de ordem n, sd0 necessarios n-1 estagios para completar o
processo de decomposicao. Neste capitulo usaremos a seguinte convencao : s € o indice
do estagio de decomposicédo, | = {1, ..., m} € o conjunto de indicesdelinhaseJ={ 1,
..., m} € o conjunto de indices de coluna, I° é o conjunto de indices de linhas que ndo
foram pivoteados até o estagio s, J° € o conjunto de indices de colunas que n&o foram
pivoteados até o estégio s, A° é a submatriz ativa no estégio s, ou seja, a parte da matriz
A que ainda ndo foi decomposta até o estégio s. Os elementos de A sdo denotados por

S
dij -



O agoritmo serial dadecomposicdo LU é dado por:
Paras=1 até n-1 faca
Escol her pivd adequado : ®ags
Parar=(st+1) até n fagca
Computar multiplicador : m;s: = ®as/ ag
Oas =M
Parac= (st+1) até nfaca
(S+l)a',c = (S)ar,c— Mys* (S)as’C (5.1)
Fim Para
Fim Para
Fim Para
No final da decomposicéo, os elementos d';, tal quei < j formam amatriz U e

oselementos d';, tal quei >j formam amatriz L.

5.1. Tratamento daesparsidade

Quando a matriz A é esparsa, novos elementos ndo nulos podem surgir na
eliminacdo (6.1), quando ®a. é nulo, ®a. # 0 e ms # O (fill-in). A escolha do
elemento pivo é fundamental para a minimizacdo do fill-in, ou seja para cada estagio s
deve-se escolher um pivd ®ass tal que assegure a estabilidade numérica mas que
também minimize o fill-in.

O pivoteamento parcial garante a estabilidade numérica, porém néo é apropriado
para matrizes esparsas, pois o fill-in € ignorado. Deve existir liberdade na escolha do
pivd sem comprometer a estabilidade numeérica, assim dado uma linha i da submatriz
aivaA° um elemento &5; é candidato a pivo se satisfaz o seguinte critério :

|a%j|>u* max { |&ix| paratodok O F} (5.2)
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onde u é um numero rea fixo tal que 0 <u < 1. O pivoteamento parcia ocorre
quandou=1.
Paraminimizar ofill-in é aplicado o critério de Markowitz [19] :
* sgar; 0 numero de elementos ndo nulos nalinhai e ¢; o nimero de
elementos ndo nulos na coluna j entdo o elemento pivé escolhido é o
que minimiza aexpressao (r;— 1)*( ¢,— 1)
Apesar de antigo, o critério de Markowitz [19] é largamente aplicado para o caso

gera de matrizes esparsas, devido a sua simplicidade e facilidade de implementacéo.

5.2. Escolhado pivo

Para a escolha do pivo foi adotado o algoritmo Find_Pivot proposto por Suhl
[29], onde ocorre a busca por até p colunas ou linhas utilizando o critério de Markowitz
ou por mais de p colunas/linhas, se nenhum pivo foi escolhido anteriormente.

A seguinte notacdo € usada:

C%={j|jOJFeacolunaj de A°possui k e ementos ndo nulos }

R%={i| i0O°ealinhai de A®possui k elementos ndo nulos}

M(j, s) € definido como o minimo de Markowitz sobre todos os €lementos ndo
nulosa’; ,i O 1° que satisfazem o critério de estabilidade (5.2) se a colunaj ndo contem
elemento entdo definimos M(j, s) = n?. Analogamente é definido M(i,s) como o minimo

de Markowitz sobre todos os elementos ndo nulos &7 , j O JF que satisfazem (5.2)
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5.2.1. Algoritmo Find_Pivot

Se C;®° é ndo vazio entdo
Pegue uma colunade C;° como pivo e retorne
Fim Se
Se R;® é ndo vazio entdo
Pegue umalinha de R;® como pivé e retorne
Fim Se
MM:=n?; n0:= O;
Parak:=2 até n faca
Se C,®é ndo vazio entdo
Paratodoj O C,° faca
SeM(j,s) < MM entdo
MM:=M(j,s) esgai alinha correspondente, grave (i,));
Se MM < (k-1)? entdo retorne
Fim Se
no :=n0 +1;
Sen>peMM < m? entdo retorne
Fim para
Fim Se
Se R¢®é ndo vazio entdo
Paratodoj O R’ faca
SeM(j,s) < MM entdo
MM:= M(i,s) e sgjaj a coluna correspondente, grave (i,j);
Se MM < k(k-1) entdo retorne

Fim Se
N0 :=n0 +1;
Sen>peMM < m? entdo retorne

Fim para
Fim Se
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5.3. Versdo paraleladadecomposicéo LU

Segundo Duff [7], para 0 caso de matrizes ndo simétricas onde a estabilidade
numerica ndo esta garantida, ndo é trivial determinar qual parte da matriz seré atualizada
em cada estédgio da decomposicdo tornando os algoritmos complexos e dificieis de
implementar eficientemente em méaquinas de arquiteturas paralelas.

Na arquitetura MIMD, a distribuicdo dos dados € de extrema importancia na
exploracdo do paralelismo. Adotamos a distribuicdo na qual cada processador escravo é
dono de um conjunto de linhas e fica responsavel pela eliminacdo (5.1) das mesmas. O
processador mestre além de ser dono de um conjunto de linhas também é responsavel
pela escolha do pivo, ou sgja, recebe informagdes dos processadores escravos sobre suas

linhas e utilizando o agoritmo Find_Pivot escolhe um novo piveé.
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Versdo paralelada decomposicéo LU
Cada processador executa

Paras=1 até n-1 faca

SE nao ocorreu distribuicdo ENTAO processador mestre realiza distribuicio

SE processador escravo ndo possui linha entdo recebe linhas do processador
mestre

O processador mestre, escol he pivd adequado: ©ags

O processador mestre, envialinha pivé para cada processador escravo

Os processadores escravos recebem alinha pivo

Parar=(st+1) até n faca

SE o processador € dono dalinhar ENTAO
Computar multiplicadores: m;s: = ®as/ Yags

Ogs : = Mes
Parac= (st+1) atén faca
G Dae:= Yac—ms* Ya  (5.1)
Fim Para
Fim Se
Fim Para
SE processador escravo é dono de algumalinha ENTAO
Envialinhas para processador mestre
SE foi enviado linha para o processador mestre ENTAO

Processador mestre recebe linha dos processadores escravos

Fim Para
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6. Gradiente-Conjugado

Os agoritmos iterativos em geral, fazem uma aproximacao inicial da solucéo do
problema e a cada nova iteragdo, realizam uma nova aproximacao conforme as regras
do método. As iteragdes chegam ao fim quando o critério de parada é satisfeito.

Os métodos iterativos podem ser estacionarios ou ndo. Os estacionarios
manipulam componente a componente do sistema durante a resolugdo. Os ndo es
tacionarios trabalham sob a 6tica da minimizacéo da fungdo quadrética ou por projecéo
e incluem hereditariedade em suas iteracfes. O Gradiente Conjugado € um exemplo de
método iterativo ndo estacionario e é considerado como um dos métodos iterativos mais
eficientes para resolucdo de sistemas lineares de grande porte e esparsos.

Neste trabalho o gradiente conjugado serd utilizado para a computacdo da
direcdo de busca do método GRG (Gradiente Reduzido Generalizado). O Gradiente
Conjugado parte do principio de que o gradiente, que € um campo vetorial, aponta
sempre na direcdo mais crescente da funcdo quadrética O gradiente da funcgdo
quadrética, se a matriz € simétrica e definida positiva, se resume a solugdo de um
sistema de equagdes lineares.

O gradiente aponta na direcdo de maximo crescimento da funcéo.
Geometricamente, isso significa que na base da parabol6ide formada pela funcéo
quadrética, o gradiente é zero, que € a solucdo do sistemalinear.

De forma simples, aidéado método do Gradiente Conjugado € ir dando passos,
em cada iteracdo, no sentido oposto ao do gradiente, de tal forma que a direcéo ja
pesquisada ndo seja repetida. Para tanto, € gerado um subespaco de pesquisa a partir dos

residuos de cada iteracéo.
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O método do Gradiente Conjugado[ 18] para fungdes quadréaticas :
f(x) = Y%x'Ax-bx
Of(x) =Ax - b
€ dado por :
 Passo nadiregéo de pesquisa.
» Razdo entre as normas do residuo, usado para calcular a nova direcéo de
pesquisa.
» Residuor, calculado da seguinte formar; = b - Ax;

« Aproximaco do valor deX, isto é X= x.1 + & p;

Célculo danovadirecdo de pesquisa; pi = zi.1 + b1 pi1

O agoritmo do método do Gradiente Conjugado € apresentado a seguir:

Dado X, inicid
Sejado =- go = b—AX(): -Df(Xo)
paa k=12, 3...

Ok = AXxx-b

g = - (gtkdk) / (dtkAdk)
Xi+1 = X + O

Bk= (g1 A dk )/ (dvAdk)
Ok+1 = -Ok+1 + Brk

Verifique convergéncia e continue se necessario
fim
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Para funcbes néo lineares gerais
Fazemos a seguinte associacdo para o ponto Xy
Ok <-> Of(xi)' Q<-> H(x)
Dado X, inicia
Compute go = Of(xo)' esgads = - go
Para k=01, ....,n-1
ok = - (ghdk) / (dH(xi)dk)
Xi+1 = X + O
Ok+1 = |:]'|:(Xk+1)t
Sek <n-1entéo
B = (gkra H(xi) dk ) / (' H(xi)dk)
Ok+1 = -Ok+1 + Brdk
Fim Se
Fim Para
Uma vantagem do algoritmo € que nenhuma busca linear é necessaria em
qualquer estagio. O algoritmo converge em um numero finito de passos para um
problema quadratico. Uma desvantagem € que H(xyx) deve ser avaliada a cada ponto,

sendo freqUentemente impraticavel, destaforma o algoritmo ndo apresenta convergéncia

global.

M étodos de Fletcher-Reeves e Polak-Ribiere
Para evitar 0 esforgo computacional de lidar com a matriz hessiana, deve-se
fazer uma busca linear inexata para determinar 0 passo ok (Al-Baai), e trocar-se a

formula do passo Bk como se segue,
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Método de Fletcher-Reeves
Dado X, inicia
Compute go = Of(xo)' esgads = - go
Para k=01, ....,n-1

Xk+1 = Xk + Okdx onde ax minimizaf(xx + ady)

Compute gs1 = Of(Xis1)"
Sek < n-1entdo

Bk = (Jk+1 O ) / (g k)
Oi+1 = -Ok+1 + Prdk
Fim Se
Fim Para

O método Polak-Ribiere sb difere naférmula do parémetro :

Bc= ((Oks1 - Ok)' Ger1) / (g G

No caso de func¢bes quadréticas ambos os métodos levam a obtencdo de um
passo 0k idéntico a daformula original. Comparagdes experimentais indicam que Polak-
Ribiere apresenta uma convergéncia mais rapida que os demais métodos desta classe,

havendo porém um risco de ndo convergéncia em alguns casos.

Par alelizacdo

A paradizacdo do método é feita a partir das operacOes bésicas de agebra
linear. Apos o particionamento dos dados, cada processador teréa uma por¢do dos dados
iniciais. Assim , amaior parte das operacdes entre vetores so executadas, em cada no,
como na forma sequéncial, ndo exigindo comunicagcdo e proporcionando ganho de
performance.

No produto escalar de dois vetores ha necessidade de comunicacéo. Cada
processador calcula a sua parte do produto escalar e apos, esse resultado € acumulado

no processador mestre.
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7. Resultados Numéricos
7.1. Decomposicao LU

Uma primeira implementacdo da decomposi¢cdo LU de matrizes densas foi feita
utilizando linguagem C, e a hiblioteca MPI [28], disponivel no computador paralelo
IBM-SP2, paratroca de mensagens.

Foram realizados testes com 1, 2 e 4 processadores com bloco 0, 1 e 2, sendo
utilizadas matrizes densas de ordem 100 até 3000 geradas aleatériamente. O tempo de
processamento refere-se apenas a0 tempo necessa&rio para decomposicdo LU e para o
caso de 2 e 4 processadores inclui-se tambem o tempo gasto com troca de mensagens.
Os dados experimentais encontram-se natabela 7.1.

A interpretacdo dos gréfico 7.1 e 7.2, demonstra inicialmente que apenas o
aumento do nuimero de processadores ndo € fator Unico na melhora do tempo de
processamento, mas também o aumento do nimero de linhas em cada bloco, ou sgja, na
melhora da distribuic¢éo de trabaho entre processadores. Isto ocorre por que diminui-se o
nimero de mensagens trocadas.

A andlise das tabelas 7.2 e 7.3, mostra que independentemente da dimensdo do
problema o speedup e a eficiéncia permanecem estaveis para 0 mesmo bloco,
consequentemente o ganho em performane é aproximadamente 0 mesmo para uma
configuragdo com p processadores e bloco i na decomposicdo de uma matriz de

dimensdo n.



O numero total de mensagens trocadas contribui no tempo de processamento.
Dados numéricos comprovam que a utilizagdo de bloco 0, ao minimizar o nUmero de

mensagens trocadas contribui para 0 ganho de performance.
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1 Processador 2 Processadores 4 Processadores
Matriz | Tempo(Seg) | Tempo(seg) | Tempo(seg) | Tempo(seg) | Tempo(seg) | Tempo(seg) | Tempo(seq)
Bloco 1 Bloco 2 Bloco 0 Bloco 1 Bloco 2 Bloco 0

100 0,13 0,22 0,19 0,21 0,29 0,29 0,31
200 0,97 0,79 0,83 0,60 0,81 0,74 0,73
300 3,27 2,09 2,08 1,66 1,82 1,72 1,11
400 7,66 4,59 4,47 3,11 3,10 3,17 2,18
500 14,94 8,16 8,29 5,96 5,35 5,13 3,14
600 25,73 14,31 14,24 9,97 8,70 8,72 5,05
700 40,81 22,29 22,19 15,24 13,02 13,04 7,80
800 60,83 32,62 32,39 22,39 18,63 18,42 9,93
900 86,62 45,28 45,74 31,05 25,78 25,61 13,57
1000 118,79 62,19 62,09 42,83 34,37 34,18 17,48
1100 157,69 81,86 82,32 56,22 44,73 44,83 21,75
1200 204,87 105,81 106,03 73,39 57,41 57,43 27,70
1300 260,17 134,29 133,64 91,99 71,76 71,97 33,97
1400 324,62 167,46 167,14 117,78 89,49 88,67 40,75
1500 399,44 204,18 204,47 141,93 108,35 108,60 51,64
1600 483,47 248,76 247,90 170,82 130,43 127,92 63,00
1700 581,18 295,89 295,95 203,47 155,30 153,75 77,97
1800 688,42 351,95 351,37 243,45 183,38 183,16 84,18
1900 810,61 412,61 412,41 280,17 213,91 216,05 96,54
2000 939,53 481,23 480,84 335,78 249,56 248,42 114,29
2100 1.094,32 554,53 556,64 378,67 289,17 289,17 129,17
2200 1.257,00 637,51 639,38 438,01 330,41 329,17 150,36
2300 1.431,97 727,54 729,70 492,23 376,35 373,06 170,09
2400 1.631,55 828,83 827,53 576,44 426,51 426,88 197,75
2500 1.822,01 934,61 935,09 626,97 480,48 481,76 217,80
2600 2.045,16 1.048,51 1.051,56 736,66 539,31 540,02 232,33
2700 2.256,18 1.176,04 1.174,48 814,96 603,63 604,00 268,82
2800 2.516,04 1.309,01 1.311,57 918,86 673,58 663,38 303,73
2900 2.806,00 1.457,45 1.456,11 966,81 746,73 748,03 346,25
3000 3.118,25 1.613,90 1.611,95 1.078,44 825,72 824,80 348,70

Tabela 7.1 — Tempo de processamento para decomposi¢éo LU
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2 Processadores

Matriz | Speedup Speedup | Speedup | Eficiéncia | Eficiéncia | Eficiéncia
Bloco 1 Bloco 2 Bloco 0 Bloco 1 Bloco 2 Bloco O
100 0,5909 0,6842 0,6190 0,2955 0,3421 0,3095
200 1,2278 1,1687 1,6167 0,6139 0,5843 0,8083
300 1,5646 1,5721 1,9699 0,7823 0,7861 0,9849
400 1,6688 1,7136 2,4630 0,8344 0,8568 1,2315
500 1,8309 1,8022 2,5067 0,9154 0,9011 1,2534
600 1,7980 1,8069 2,5807 0,8990 0,9034 1,2904
700 1,8309 1,8391 2,6778 0,9154 0,9196 1,3389
800 1,8648 1,8780 2,7168 0,9324 0,9390 1,3584
900 1,9130 1,8937 2,7897 0,9565 0,9469 1,3948
1000 1,9101 1,9132 2,7735 0,9551 0,9566 1,3868
1100 1,9263 1,9156 2,8049 0,9632 0,9578 1,4024
1200 1,9362 1,9322 2,7915 0,9681 0,9661 1,3958
1300 1,9374 1,9468 2,8282 0,9687 0,9734 1,4141
1400 1,9385 1,9422 2,7562 0,9692 0,9711 1,3781
1500 1,9563 1,9535 2,8143 0,9782 0,9768 1,4072
1600 1,9435 1,9503 2,8303 0,9718 0,9751 1,4151
1700 1,9642 1,9638 2,8563 0,9821 0,9819 1,4282
1800 1,9560 1,9592 2,8278 0,9780 0,9796 1,4139
1900 1,9646 1,9655 2,8933 0,9823 0,9828 1,4466
2000 1,9524 1,9539 2,7981 0,9762 0,9770 1,3990
2100 1,9734 1,9659 2,8899 0,9867 0,9830 1,4450
2200 1,9717 1,9660 2,8698 0,9859 0,9830 1,4349
2300 1,9682 1,9624 2,9091 0,9841 0,9812 1,4546
2400 1,9685 1,9716 2,8304 0,9842 0,9858 1,4152
2500 1,9495 1,9485 2,9061 0,9747 0,9742 1,4530
2600 1,9505 1,9449 2,7763 0,9753 0,9724 1,3881
2700 1,9185 1,9210 2,7685 0,9592 0,9605 1,3842
2800 1,9221 1,9183 2,7382 0,9610 0,9592 1,3691
2900 1,9253 1,9271 2,9023 0,9626 0,9635 1,4512
3000 1,9321 1,9345 2,8914 0,9661 0,9672 1,4457

Tabela 7.2 — Speedup e Eficiéncia para decomposicdo LU com dois processadores
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4 Processadores
Matriz | Speedup Speedup | Speedup | Eficiéncia | Eficiéncia | Eficiéncia
Bloco 1 Bloco 2 Bloco 0 Bloco 1 Bloco 2 Bloco 0
100 0,4483 0,4483 0,4194 0,1121 0,1121 0,1048
200 1,1975 1,3108 1,3288 0,2994 0,3277 0,3322
300 1,7967 1,9012 2,9459 0,4492 0,4753 0,7365
400 2,4710 2,4164 3,5138 0,6177 0,6041 0,8784
500 2,7925 2,9123 4,7580 0,6981 0,7281 1,1895
600 2,9575 2,9507 5,0950 0,7394 0,7377 1,2738
700 3,1344 3,1296 5,2321 0,7836 0,7824 1,3080
800 3,2652 3,3024 6,1259 0,8163 0,8256 1,5315
900 3,3600 3,3823 6,3832 0,8400 0,8456 1,5958
1000 3,4562 3,4754 6,7958 0,8641 0,8689 1,6989
1100 3,5254 3,5175 7,2501 0,8813 0,8794 1,8125
1200 3,5685 3,5673 7,3960 0,8921 0,8918 1,8490
1300 3,6256 3,6150 7,6588 0,9064 0,9037 1,9147
1400 3,6274 3,6610 7,9661 0,9069 0,9152 1,9915
1500 3,6866 3,6781 7,7351 0,9216 0,9195 1,9338
1600 3,7067 3,7795 7,6741 0,9267 0,9449 1,9185
1700 3,7423 3,7800 7,4539 0,9356 0,9450 1,8635
1800 3,7541 3,7586 8,1780 0,9385 0,9396 2,0445
1900 3,7895 3,7520 8,3966 0,9474 0,9380 2,0992
2000 3,7647 3,7820 8,2206 0,9412 0,9455 2,0551
2100 3,7843 3,7843 8,4719 0,9461 0,9461 2,1180
2200 3,8044 3,8187 8,3599 0,9511 0,9547 2,0900
2300 3,8049 3,8384 8,4189 0,9512 0,9596 2,1047
2400 3,8253 3,8220 8,2506 0,9563 0,9555 2,0626
2500 3,7921 3,7820 8,3655 0,9480 0,9455 2,0914
2600 3,7922 3,7872 8,8028 0,9480 0,9468 2,2007
2700 3,7377 3,7354 8,3929 0,9344 0,9339 2,0982
2800 3,7353 3,7928 8,2838 0,9338 0,9482 2,0710
2900 3,7577 3,7512 8,1040 0,9394 0,9378 2,0260
3000 3,7764 3,7806 8,9425 0,9441 0,9452 2,2356
Tabela 7.3 — Speedup e Eficiéncia para decomposicdo LU com quatro
processadores

7.2. Problemas ndo lineares

Utilizamos o eficiente cddigo computacional LSGRG2 de Leon S. Lasdon
(Universidade do Texas em Austin) [17], onde substituimos a rotina de inverséo da base
por um LU-paraelo e a direcdo de busca por um método de gradiente-conjugado
pardelo (Fletcher-Reeves/Polak-Ribiere). Os resultados numéricos obtidos no
computador IBM-SP2 do NCE/UFRJ séo apresentados com diferentes problemas-testes

da colecdo CUTETr [24] e com o problema classico seguinte:
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Problema das Armas

Xij = NUmero de armas do tipo i associadas ao avo |

i=1,..,p (nUmerodearmas) e j=1,..,q(ndimero deavos)

g =total dearmasdo tipoi

by = nlmero minimo de armas de todos os tipos associados ao alvo |

aij = probabilidade do alvo j ndo ser danificado por um atague de uma unidade da armai
u; = valor militar dadestruicéo do avoj

Assim temos 0 model o de programagdo ndo linear com restricoes:

Max N 2
4 1—|‘J
;Luj[ 1= a” ]

Yx <a para i=1, ..., p

p .
> % zh para J=1, ..., q

X, 20 para i=1, ...,p e j=1,...,q
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Resultados numéricos do problema das Armas e de problemas da colecdo CUTEY [24]

Numero |Variaveis| Restricdes | Restricbes |lteracdes| Fobj(x*) Isgrg2 pl p2 p3 p4

Variaveis |limitadas| Igualdade |Desigualdade Tempo| Tempo |Tempo|Tempo|Tempo
ARMAS 100 SIM 0 12 3 -1.76E+03 0.04 0.05 0.06 0.05 0.05
LAUNCH 25 SIM 9 19 13 9.005069 0.311 0.3 0.3 0.30 0.31
CLNLBEAM 33 SIM 20 0 1 350 0.077 0.05 0.06 0.05 0.05
DITTERT 61 SIM 37 0 1 -1 021 026 0.25 0.26 0.27
DALLASL 906 SIM 667 0 272 -2.58E+08262.57| 745.75740.25739.20740.10
READING7 1002 SIM 500 0 1 0169.20 169.41169.50169.42169.43
CHAIN 802 NAO 401 0 18 5.137 49.49 84.12 83.98 83.99 83.87
READING1 4002 SIM 2000 0 3 0909.13 912.97/910.54910.47910.49

Speedup Eficiéncia
pl p2 p3 p4 pl p2 p3 p4

ARMAS 0.8000 0.6667 0.8000 0.8000 0.8000 0.3333 0.2667 0.2000
LAUNCH 1.0000 1.0000 1.0333 1.0000 1.0000 | 0.5000 | 0.3444 | 0.2500
CLNLBEAM | 1.4000 1.1667 1.4000 1.4000 1.4000 0.5833 0.4667 0.3500
DITTERT 0.8077 0.8400 0.8077 0.7778 0.8077 0.4200 0.2692 0.1944
DALLASL 0.3521 0.3547 0.3552 0.3548 0.3521 0.1774 0.1184 0.0887
READING7 0.9988 | 0.9982 | 0.9987 | 0.9986 | 0.9988 | 0.4991 | 0.3329 | 0.2497
CHAIN 0.5883 0.5893 0.5892 0.5901 0.5883 0.2947 0.1964 0.1475
READING1 0.9958 0.9985 0.9985 0.9985 0.9958 0.4992 0.3328 0.2496
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8. Conclusao

O desgo de relacionar duas areas de conhecimento distintas motivou o presente
estudo das técnicas de paralelismo e de otimizagcdo ndo linear. Procurou-se analisar as
vantagens no uso do paradelismo com o méodo GRG, especificamente na
decomposicdo LU e na computacdo da direcdo de busca utilizando o método do
gradiente-conjugado.

Segundo Duff [7,8] um fator de importancia na performance das maquinas de
arquitetura MIMD € o nUmero de mensagens trocadas entre processadores pois o tempo
de envio e recebimento de mensagens concorre com o tempo de processamento.

Para verificar os beneficios do paralelismo na decomposicdo LU é necessario
observar 0s seguintes passos do agoritmo : escolha do pivé , minimizacdo do fill-in e
distribuicdo da matriz entre os processadores.

Para o caso geral de otimizacdo néo linear de grande porte encontramos matrizes
jacobianas esparsag[ 24], implicando matrizes de base ndo necessariamente simétricas, 0
gue ndo garante a estabilidade numérica. Ao contrério das matrizes simétricas definidas
positivas, a escolha do pivod deve ser feita a cada estégio da decomposi¢cdo, em conjunto
com a eliminagdo de cada linha, com o objetivo de minimizar o fill-in e garantir a
estabilidade numeérica [7]. Deste modo, existe a necessidade de maior troca de
mensagens entre processadores, 0 que podera comprometer a performance geral de
processamento.

Na decomposicdo LU o paralelismo € explorado na eliminacdo de variaveis,
porém em aguns problemas testados foram encontradas matrizes com muitas linhas ou
colunas com poucos elementos ndo nulos, 0 que trouxe pouco aproveitamento do

paralelismo.
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No gradiente-conjugado o paralelismo é explorado na computacéo de produtos
internos, indicando que o ganho de performance podera ocorrer apenas para problemas
de grande dimensdo.

Em um futuro trabalho podendo utilizar diversos procedimentos aqui sugeridos,
no caso de problemas de controle 6timo de sistemas ndo lineares. O agoritmo GRECO
(Gradiente Reduzido para o Controle Otimo) [9] apresenta uma estratégia com uma
hierarquia na composicdo da matriz de base procurando explorar a estrutura em escada

damatriz jacobiana. As técnicas de paralelismo poderéo acrescentar mais eficiéncia.



9. Referéncias Bibliogréficas

[1]JABADIE, J. ed. (1970) - Application of the GRG algorithm to optimal control
problems. in : ABADIE, J. Integer and nonlinear programming. Amsterdam :
North-Holland , p.191-211.

[2JABADIE, J. & CARPENTIER, J.(1969) - Generalization of the reduced gradient
method to the case of nonlinear constrains. in Fletcher, R. (ed.) Optimization,
Academic P.

[3JAMDAHL, G. (1967) — The validity of the single processor approach to
achieving large scale computing capabilities, in Proceedings of the AFIPS
Computing Conference, v.30, p. 483-485.

[4]BERTSEKAS, D. P. & TSITSIKLIS, J. N. (1989) - Paralled and distributed
computation : numerical methods. New Jersey : Prentice-Hall, 715p.

[5]CARRIERO, N. & GELERNTER, D. (1992) - How to write parallel programs: a
first course. Cambridge , Mass. : Massachusetts Institute of Technology, 232p.

[6]DONGARRA, Jack J. et a .. (1998) - Numerical linear algebra for high-
per formance computers. Philadelphia: SIAM, 342p.

[7]DUFF, I. S. & REID, J. K. (1989) - Direct methods for sparse matrices. New
York : Oxford University Press, 341p.

[8IDUFF, I. S. (1999) — The impact of high performance computing in the solution
of linear systems:. trends and problems, Technical Report TR/PA/99/41.

[9JFACO, JL.D. (1977) - Commande optimale des systémes dynamiques non
linéaires a retards avec contraintes d’inégalités sur I'état et la commande,
tese de Docteur-Ingénieur, Institut de Programmation, Université Pierre et Marie
Curie (Paris V1), 102 p.

[10]FACO, J.L.D. (1989) - A generalized reduced gradient algorithm for solving
lar ge-scale discrete-time nonlinear optimal control problems, in Eigth IFAC
WorkShop: Control Applications of Nonlinear Programming and Optimization,
June 7-9/89, p. 27-35, Ecole Polytechnique, Paris, Franca.

[11]JFLYNN, M. J. (1966) - Very high-speed computing systems. Proceeding of the
|IEEE, v.54, n.12, p.1901-1909.

[12]FOSTER, I. (1995) - Design and building parallel programs: concepts and tools
for parallel software engineering. Reading, Mass : Addison-Wesley, 379p.



55

[13]GALLIVAN, K. A. et d ... (1994) - Parallel algorithms for matrix computations.
Philadelphia: SIAM, 197p.

[14]GOULD, NICHOLAS I. M. €t. d. — Cuter (and SifDec), a Constrained and
Unconstrained Testing Environment, revisited. Technica Report No.
TR/PA/01/04

[15]GROPP, William, LUSK, Ewing & SKJELLUM, Anthony. (1994) - Using MP!I :
portable paralledl programming with the message-passing interface.
Cambridge : Massachusetts Institute of Technology, 307p.

[16]HERSKOVITS, J (1995), A View on Nonlinear Optimization in Herskovits, J.,
(ed.), Advancesin Structural Optimization, Kluwer, p. 71-117.

[17]LASDON, Leon S. et a. (1998) - L SGRG2 [software]. Austin, Tx : Optimal
Methods Inc.

[18]LUENBERGER, G. D. (1984), Linear and nonlinear programming, Addison-
Wesley, 490p.

[I9IMARKOWITZ, H. M., (1957). The Elimination Form of Inverse and Its

Applicationsto Linear Programming, Management Science 3, p.255-269.
[20[MARKUS, L., LEE, E. B. (1967) - Foundations of optimal control theory. New
York : John Wiley & Sons, 575p.

[21]]MATEUS, G. R. (1986), Programacéao néo linear, Belo Horizonte : UFMG, 289p.
[22]MENABREA, L. F. (1842) - Sketch of the analytical engineinvented by Charles

Babbage. Geneve : Bibliothéque Universelle de Geneve.

[23]MOROZOWSKI Filho, Marciano (1981) - Matrizes esparsas em redes de
poténcia : técnicas de operacdo. Rio deJaneiro: LTC, 172p.

[24INUMERICAL ANALYSIS GROUP. Computational Science & Engineering
Department. The CUTEr Test Problem Set. Disponivel em
http://cuter.rl.ac.uk/cuter-www/Problems/mastsif.shtml

[25]PACHECO, Peter S. (1997) - Parallel programming with MPI San Francisco : M.
Kaufmann, 418p.

[26]RIBEIRO JR., Mauricio Vicente (2000) - Paralelizacdo de métodos numéricos
para solucéo de sistemas lineares esparsos. Rio de Janeiro, 136f. Dissertacéo
(mestrado) - UFRJ-NCE-IM.

[27]SCHITTKOWSKI, K. & HOCK, W. (1981) Test example for nonlinear
programming codes. Springer Verlag, Berlin. Lecture notes in economics and

mathematical systems, volume 187



56

[28]SNIR, Marc ... et a. (1996) - MPI : the complete reference. Massachusetts
Institute of Technology, 336p.

[29]SUHL, U. H. (1987), Computing sparse L U-factorizationsfor large-scale linear
programming bases, Math. Prog., Vol. 24, p.55-69.

[30]TABAK, Danid & KUO, B. C. (1971) - Optimal Control by mathematical
programming. New Jersey : Prentice-Hall, 237p.

[31]]TEWARSON, R. P. (1973) - Sparse Matrices. New Y ork : Academic Press, 160p.

[32]WOLFE, P. (1963) - Methods of Nonlinear Programming, in Graves & Wolfe
(eds), Recent Advancesin Mathematical Programming, p. 67-86



