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,�� �� -������/ *+,- !�2 899:
����������� � *����������� +������ �� ,�� ��
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���#���
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� ����2 ��� �����0������ ���  �� ���
� �� �������� ���������3
�  ��
� "� ����2 ���� ����� �  ��
�� ��$��
��2 ��� ����� ��  �� ���� �

$��� ���3
�� �� ���2 ���� �� ���� �������� ��  ��
� ����� ���� � ��2 ����� �

$� ���$�����3
���  ��� ������������2 +#0�� 1����� � 4����� ���5��6��2 ���� �$��
� ����

� ��$������2 ���� ��$���$�� � ����$���� �  � � � ���� �������3
��� ���"������� � "��$���#���� �� %&'2 ���� ������6� � ������� ������)

����� ��� ������3
��� � ���� ��� �6 ������� �  �������2 ����$��� ���� �� ���$���2 -������

� ����$���3 � ����� ��� 
���� �� ���$������ ��� �6���  ��� "�����2 ��������
 ��� "#$�� ������� �� �������3
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'��� ���0��
� ���� ���������� � � ���� "�� � �� �0����� ���0�� ��
%1)$� ������2 ������� �� ���� ������� ���� ����6����3 � $� ���������
���� ����6���2 �������� ��� ������ � +������2 �"���$� � �����0������� ��
���������� ���� �� ������� �� ������ ���� ����  ����� ������ ���0�� ��2
������ $����������� ����� ���� $� � ���	 ����3 ��� �� ������ ��
$� ��������� ���� ����6���2 ������ ��� ���� �� ���0�� �� %1)$� ������
��� �� ����� ����#���� ������ ���� ����6���� ��� �0�������3 &� � ���)
 ���� ��� ���2 �� ������ �� � �����0������� �� ���0�� �� ���� ����6����
��  ����$���� ���� ���2 � ������ �� � ���"� �� ������� � � ���	 ���� k

2
������)�� �0���2 ������� �� ��  #�� � k ����������2 � ���"� ���������� ���
�������� � � � "� ���� �� ���"�� ��� �����"�6� � � ����������� 
������#���
Π
$���$����6��� ��� � $������� ����0��� �����3 ' �������2 � � �����

�� �����0������� ��� ���	 ���� ��� ���� � ���0�� � �� $������6����2
�����6��� ��� �3 ������2 ,3 �
� �� � ,3 '3 ������2 � ��������3 ������
� ��� � ����	�$��2 ������ ���������� $��
�$���� ��0�� � ������ $�#���$�
����� ���0�� �2 ��� � %1)$� �����2 �� 0� ��� ��������3 1�� ���� �2 ���
��������� ������� �� ����#���� ���� � ���0�� � ���� ����6��� �� �0������
�� ���"�� ���� ������2 ��$���� ���� ��������� ��� -3 ���  2 -3 ���2 +3
��	��� � ,3 %����� ����3


������������ �����0������� ��� ���	 ���� ���2 $������6����2 ���"��
���� ������3
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� �0��$���� �" �
�� ������������ �� �� ������� � ��� "�� �" �������
���
 %1)$� ����� ���0�� �2 $���������� ��� ���� �����6�� ��������3 �
�
���� �����6�� $� �������2 �������$�� 0� ������ ��� +������2 �	��� �
�
�����0����� �" ���������� ������ ��� �� � �������
 � "��  ��� �" �
��� ���0)
�� �2 �
�� �
�� ��� $��������� ���
 � ���� ����3 7������ �
� ���� �����6��
$� ������� �
����2 �� � ��� ���� �" %1)$� ����� ���0�� � �
�� 0�$� �
�����0�� �
�� �
�� ��� ���� �����6�� ��� �
���3 �� � ���� ��� ���2 ��
$��������� �
� ���$��0����� �" ���� �����6��  ����$����� ���0�� � ��$

�
��2 �������� "�� �� ����� ����
 ��� � ���� ���� k

2 �
� ���� �� �� �0����2
0� ��  ��� k  ����$������2 � ��������� ����
 �
�� 0������ �� � "� ��� �"
����
� �����"���� � 
��������� �������� Π

$
���$����6�� 0� � ����� "��0�����
���3 !� �
� ������$�2 � ����" �" �
� ���� ���� ���� ���$��0����� �" �
� ���)��
���0�� 2 �$
����� 0� �3 ������2 ,3 �
� �� ��� ,3 '3 ������2 �� �������3
��� �� ��� � ������$�2 �� � ����)5���� ������� �0��� �
� $�����$ �������
�" �
�� ���0�� 2 �
�$
 �� %1)$� �����2 ��� ���� ��������3 4���2 ���$��0��
����)���� ���� �������
 � "�� $����� ����������2 ��$����� �������� 0� -3
���  2 -3 ���2 +3 ��	��� ��� ,3 %����� ����2 ��� ���������3

��������� ����)���� ���� ���$��0�����2 ���)��2 $������ ����
3
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� �	
������ �
�3� &� ��������� �� ������� �� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8
�38 ��������� 0#��$�� � �������� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �

� ������������ ������
������ �
83� !��������� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �
838 ��$��$�� ���� ����� �� �����0������� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �

8383� .  ����� �� 0��$� � #����� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �
83838 .  ����� �� ������� � � ��$��� �� ���0�� � 3 3 3 3 �9

83� &������ �� $� ��������� ���� ����6��� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �8
� ��������� �� ������ ��� ����������� ������
���� ��

�3� !��������� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �

�38 1����������� �� $���$����6����� ��� $�������� ����0���� ������ ��

�  ���!���� �� �����������"k# �$
:3� !��������� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8%
:38 &���$����6���� ���"�� $������ 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8�
:3� ,�$��
�$���� ���"�� $������ 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �:

:3�3� 1��$���� � ������� �7+�� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ��
:3�38 1��$���� ����$���#�$� � ������� �4'& 7+�� 3 3 3 3 3 �


:3: �����0������� �� ���0�� � �� $������6�����k� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 :�
:3:3� * ������� � ������ ���� ' ��� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 :�
:3:38 * ������� � $� "����  �������$����� ������ ��� 3 3 3 :
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� ������
��� ��� ������
�� ��� ���� �!
�	�� �� ������
����������� ��
�3� !��������� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ��
�38 1���� ������ � ������ 0#��$�� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ��
�3� %�$��� �� 1�)��

k� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
9
�3: ������� � �� 0��$� � #����� ���� � 1�)��

k� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 %��3:3� '��������� �� �� ��$���� 0#��$� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 %�
�3:38 ���
������ � ���������� �� �� ��$���� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ��
�3:3� ���
����� 
�������$�� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ��

�3� ������� � ���� � 1�),�k� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �

� ��	���������� �	��� ��
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83� �����"�� ����� ���� ����$�� ����$���� � ������ ���0�� ��
���� ����6����3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �

838 ���"� G
"����$��� $� � ������� ���� � ���0�� �

���� ����6��� �� $�0������ �� �����$��3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �
83� ������ ������ ���� ���$���� �� ������� � ����$��� �� ���"� G3 �9
�3� &������� ����0��� ��� ���"�� �����3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �%
�38 '�� ��� �� ���"� ��� $�����3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 89
�3� G = G − a3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8��3: G = G − b3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8�
�3� G = G − g 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8��3
 '�� ��� �� � ���"� ��� ���
�3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8�
�3% G = G − a3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8��3� G = G − b. 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8:
�3� G = G − f 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8:�3�9 ���"� G′ �0���� �� G3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8��3�� ���"� G′′ �0���� �� G′ 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8�
�3�8 ������� �� ���"�� ���� ���$��� ����3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 8

:3� ���� ���"��/ � $����� �G1� � � ��� $����� �G2�3 3 3 3 3 3 3 �9
:38 ���"� $����� G3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ��
:3� '�� ��� �� � � ��0#����� ����������� ���� ������� �3 3 3 3 3 :�
:3: &��� 0��� ���� ����� �� 4� � :3��3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 :�
:3� &��� � �� 4� � :3��3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 :�
:3
 &��� 8 �� 4� � :3��3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 :�
:3% ��0$� ��
��  ��� ��� ��������� � C 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �9

���



:3� '�� ��� �� � $�$�� ���� � &��� �3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ��
:3� !������$���� ��� ������� e1, . . . , ek

� C ���� &��� 83 3 3 3 3 3 ��
:3�9 &�$�� C ′ �������$��� � G ���� &��� 83�3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �:
:3�� 7���$� C ′′ �������$��� � ������ �� C ′ 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �:
:3�8 �����$� v ����$���� � u1

� u2
���� &��� 8383 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ��

:3�� 7���$� � G ������� �� x � Ce
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ��

�3� ���"� ��� ���� �����3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
:
�38 �$���$� � �� ������ (v3, v6)

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
%
�3� ���"� G′ �0���� � ������ �� ���"� �� +����� �3� ���� ����$����

�� ������� �3 �� ���
�� ������
���� ���������� �� �������
����0���� � �� ���
�� � �������2 �� ������� ��� �������3 3 3 3 %�

�3: �����$� v ��6��
� �� ���� � u � VC
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 %�

�3� �����$� v ��6��
� � u � u′ � VC
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 %


�3
 &����������� �0����� � ������ �� �7��3 �� ���
�� ������
��������$� ������� ����0���� � �� ���
�� � �������2 ������� ���)
 �������3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �9

�3% %� $��� �&��2 � ������ �� ������ (v, w) ��� ���$��� ��� $��)
��������3 ����2 G � � ���"� ���� � G′ � � � ������� ����
� 1�)��

k� ����$��� � G
2 �0���� ���� ������ �� ������ (v, w)3

�� ���
�� ������
���� ���������� �� ������� �� ������ ��
�����"�� ���� �� G � G′ � �� ���
�� � ������� ���������� 
�� ������� ���$�������3 � ����� ������� ������ ����� ��� ���"��
�� �����$����2 ��� �������� ��� ��� ���������� �� ���� �������3 ���3� ,� ��$���� �� $��� �&8�3 �� ���
�� � ������� ��������)
�� ������� ��� �������2 �� ������
���� ���������� �������
����0����3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ��

�3� ,� ��$���� �� $��� �&��3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �:�3�9 ,����� 
�������$�� �� �������3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 �

�3�� ,� ��$���� �� $��� �&�� �� ������� � �� 0��$� � #�����

���� � 1�),�k�3 �� ���
�� � ������� ���������� �������
��� �������2 �� ������
���� ���������� ������� ����0����3 3 3 ��

��




3� .0�������� ���� ���"�� $������ ��� ��� ��� �� ��������� "�� ��3
��� �����3 �0� �����3 �$� ,���3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 ��

�
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%���� �����������2 ���# �������� � ������ �� $� ��������� ���� ����6���2
�������� ��� ������ � +������2 ��� �� ������ ���0�� �� ���� ����6����
����#����2 $��� ������ $�#���$� � %1)$� �����3 ������ � ��� � ����	�$�� � 
�#���� #���� �� ����$����2 � ���� � � ������� ����$���  ������ $�#���$� ��
���0�� � �� $������6����2 ���� ������������ �� ������ �� ���� ����������3
���� 2 ���� ���0��
� ���# ������6��� �� �������� "�� �/
%���� $�������2 ��� �������6���� ������ $��$����� 0#��$�� ��0�� � $� )

��������� $�#���$� �� ������� ��2 � � �� �����0������ � $� �������� �� � )
����	�$�� ��#��$� �� �� �0��� ������� �� ����#���� ��� ���	 ���� ��� ����
���0�� �� %1)$� ������3 ��� "����$���� �� 0� �� ��������� � �������� ��)
0�� ���"�� �����6���� �� ����� ����� ���0��
�3 �� ��������� ����$��$�� � $���
���0�� � ���� ����6��� �0������ ��� ������ ��� $�������� $��������������3
. &������� 8 ���6 �� ��������� �� ���0�� �� ���� ����6���� � ��� $������

� ��� ���� ��� ������6����3 1��� � $����� +1� �+���� 1��� ���� ���$��)
0������2 ��� ������ �� ���0�� �� ����#���� �� �$���� $� � $� ���������
���� ����6���2 ��� ������ ���� ��$��$�� �� �����2 � ��� ���� ������ � 
�#���� ���0�� �� ���� ����6���� ����#����2 ��$������ �� �0������� ��� ��	)
�� �� $��������3
. &������� � ��������� � ����� �� �����0�������2 "���� ��� 43 &�� 
8�2 ��

���0�� � ��  ����$���� Π(i, j, k)−���"�2 ����� Π � � ����������� 
���)
���#��� ��� �� ��� � � $���$����6���� ��� $������� ����0��� �����2 � ��
���	 ����� i, j, k

2 �������� ��� ���������3 %���� ���0�� �2 i
���������� �

�



�� ���  #�� � �� �����$�� ��� ���� ��� ��������� �� ���"� G
�� ��������

j � k
���������� �  #�� � �� ������� ��� ���� ��� ��������� � �$���)

$������� � G
2 �����$���� ����3 %�  �� � ������2 &�� ����������� �� 0� 

� � ����� �� �����0������� �� ���0�� � ���� ����6��� �� $������6�����k�3%� �������2 ���� �� ��� ���������� ��� $������� ��������� � ����� ���0�����
��� �3 ������2 ,3 �
� �� � ,3 '3 ������2 � 
�8�2 � � ��6 ��� ���� �������
������ �� 0��� ���� � ���������� ���� �� ��� ���� ������� � ������ �����
������ ��� ���� ���� ���0�� �2 ���0����� ��� �3 %����6��2 , �
� �� � ,3
�
���� � 8999 
���3
%�� &�������� : � �2 ��� �0������� ���� ��� ���� �� ����$���� ��� ��$��)

$�� �� ����� �� �����0�������2 ������ �� &������� 83
. &������� : � ���$���� $� � ������������ �� ������ ���������� ���������

� ���"�� $������ � �� ���0�� � �� $������6����2 �0����� �� ����� ���  ���
�� �9 ���� � ��� ���� ���0�� � �� ���� ������� ���� ��������3 ������
������� �� �� 0� ��� ������������3 ' �������2 ��������� �� � ������
�����
��� �� ����� �� �����0������� $����� �$� �2 ��0��$��� � ���� 
�8�3
. &������� � ��������� � ���0�� � �� �0������ �� ���"�� ���� ���)

���2 ��� $������� �� �����"�� ���� �� � ���� ���"� �� ������� � � �
����� �� $������ ���������3 ��� ������ ���� ������� �� ���� ���� �������
���� ����6���� �� ��
����� ����� ���0�� �2 ������������� ��� -3 ���  2
-3 ���2 +3 ��	��� � ,3 %����� ���� 
���2 � � ���0��
� ��$���� ����
�$���� ���� ��0��$����3

��� ��
	�������� �� �������
�

���� � ���0�� �Π(D,Q)
2 ����D

� � $������� �� ����� � Q
� � �������

�� ���0�� �3 .� ����� ����$��$�� ��� $�������� � � ������� ���� Π"�� � � � ��������� �� ���0�� �3 ��6� �� ��� Π
� � 	

��	�� �	

�	���
 �� ��� �0������ "�� ��������� ��� �� �
  ������� Q3 �� "�� ��������
����������� � ������� � $� �� �� �� ���$���� ������ ��� �� �� ��
�
�� ������� ���� �������� ���� ���0�� �2 ����� Π ������$� � � � $����� ����)
 ����� P 3 �� Π �� ���� � ������� � ��� $
���� � � ������� � �� ��
������ ��� �� �� ��
� �� �������2 ��6� �� ��� Π ������$�  $����� NP 3 �

8



� �������� �0������ �� ��� � "��� �� Π ∈ NP ��� � ���$� ��� � � ��������
���� Π ����� ��� ��$������� ������ ����3 ���� 2 �� �� ��� P ⊆ NP

2  ��
��� �� ��0� �� NP ⊆ P 3
���� Π1(D1, Q1)

� Π2(D2, Q2)
���� ���0�� �� �� ��$����3 * � �
����

� 

���
 	
���
���� �� Π1
� Π2

� � � "����� f : D1 → D2
2 $� ������

� �� �� ������ ���2 ��� ��� �������� ����	�$�� I ∈ D1
�����6 �������� ���

���� Π1
�� � �� ���� �� f(I)

�� 0� �����6�� �������� ��� ���� Π2
3

���� � ���0�� � �� ��$���� Π
2 �� �� ��� Π

� ����
�	�	�
 �� Π ∈
NP �2 ���� ���� ���0�� � �� ��$���� Π′ ∈ NP

2 ������� � � �����"�� ����
������ ��� �� Π′ ���� Π3

��� ������	� �
��� � �����	�

* �
��
 � � ��� G = (V,E)
2 ���� V

� � $������� ����� �� n = |V |
��� ����� $
� ���� �
���	� �

E ⊆ {(v, w)|v, w ∈ V, v 6= w}
� � $������� ��m = |E| ����� �� �����$�� ��� ��������� $
� ���� �
	����3
���� v ∈ V

2 � $�������

adj(v) = {w ∈ V |(v, w) ∈ E}
� � $������� �� �����$�� �����	��	� �� ������
� � v

��� 0� $
� ��� N(v)�3. �
�� d(v)
�� � �����$� v

� � ��� �� ��� �� ��6��
��3 ������ �� N [v] =

N(v) ∪ {v}3 �� A ⊆ V
2 � ����
��
 �������
 G[A]

��� GA� �� G
� � ��0���"�

G[A] = (A,E(A))
2 ���� E(A) = {(x, y) ∈ E|x, y ∈ A}3 ������ �� ���

V (G)
� $������� �� �����$�� �� ���"� G � E(G)

� $������� �� �������3
1��� �����$�� ��������� v, w ∈ V

2 � ������

v, w

�� $� ��� ����

l
2 $
� ��� ��������
2 � � � ������$�� �� �����$�� ��������� µ = [v =

v1, v2, . . . , vl+1 = w]
��� ��� vi ∈ adj(vi+1)

���� i = 1, 2, . . . , l 3 �� ����)
 ����2 � ����
 �� $� ��� ���� l

�������
� � � � ������$�� �� �����$�� ���)
������ µ = [v1, v2, . . . , vl]

��� ��� vi ∈ adj(vi+1)
���� i = 1, 2, . . . , l − 1 �

v1 ∈ adj(vl)
3 * � �

�� �� � $�$�� � G

� � � ������ ����� ���� �����$��

�



��� $����$������ �� $�$��3 * � �����	 � � ��0���"� $� �����H
�� G3 &���

|H| = k
2 ����� � $
� � �� �� k

)�����	3
�� ����� ����� ���0��
� ���� �)�� ��� G

� � ���"� �
�	�
2 �� ����2 ����
$��� ��� �� �����$�� ��������� v, w ∈ V ������ � $� ��
� v, w 3

:



�������� �

������������ �������������

��� ����������

� ������ �� $� ��������� ���� ����6��� "�� �������� ��� ������ �
+������ 
��2 �������� $� � � � ����������� ��� ������ ���� �� ���0��
��
$� ���0�� �� %1)$� ������3 . ��������� � ���� ����6�� ���� ���0�� ��
�� ���� �� "��� �� ���2 �  ����� $����2 �� ���� � � ������� "���� ��
������� �� ���	 ���� � ���� ���� � �������� �� ��#��$�3 4���2 � �����������������0������� ������ ���0�� �� �� $��� ����� � �������� ���� ����� ����3
� ����$���� ����� �� $� ��������� ���� ����6��� � ��������  ��� ���"��)
�� ���� � 	��
���
� �� �������3 '��� ��� � $���������� �� ���� ����
$� � � � ��������� � ���"�2 ��� ��� ���2  �� $� � � ���"� $� 
� ���	 ���� ���$�����3 ���� 2 �����)�� �� ���� � �������� $� 0����	���
�������� ���� ������#��� �� ������� �� ���0�� �3 ����$� ����2 �� ���0��)
 �� ����� � �������� "�� �/

���
����〈x, k〉
��
��	�

� k��	��
�〈x, k〉 ∈ L	

� ������� � ������ ��
�� ���� � ���0�� � 	

 �������3 .� ����2
������)�� ��0�� ���� � ���$��� ���� ���� � ' 
�
3 .� ���� ��� ���� �
������ ������� ��  �������� ��������/

�



��������� �� 	
����� �������������
���������� * ���"� G = (V,E)3
��
��	�

� * ������� �������� k 3��	��
� G ������ � � $�0������ �� �����$�� �� �� ��
� ≤ k	 �* �
$�0������ �� �����$�� �� � ���"� G

� � � $������ �� �����$�� V ′ �� G
���

���2 ���� ����� �� ������� (v1, v2)
�� G

2
v1 ∈ V ′ �(�� v2 ∈ V ′ 3�

�������� ��������� �������������
���������� * ���"� G3
��
��	�

� * ������� �������� k 3��	��
� G ������ � $������� �� ������ �� �� ��
� k	 �* $�������
�� ������ � � $������� V ′ ⊆ V (G)

����2 ���� $��� u ∈ V (G)− V ′ 2 ������
� v ∈ V ′ ��� ��� (u, v) ∈ E(G)3�
�������� ������������ �������������
���������� * ���"� G3
��
��	�

� * ������� �������� k 3��	��
� G ������ � $������� �� k �����$�� {x1, . . . , xk} ��

� ��� ���� ����

i 6= j
2
xi
��� � ����$���� � xj	

� ��������� 	�
��	�
����
 ���# � ����� ������ ������� $���� �� $�������
��� �� ����� �� ������ ���� ����6��� �� � ���0�� �3

�� ��������� 0#��$�� �� $� ��������� ���� ����6��� ��� ����� � ������3
���	��� ��� 
%� ��� �������� ���� ����6���  �� �
�����
 L ⊆ Σ∗ ×
Σ∗� 
��	 Σ

 �� �����	�
 
�


�� L
� � � �������� ���� ����6��� � (x, k) ∈ L

2 ����� x
� ��"������ 

	�
�	 	
����	�� � k
� ��"������ �� 	�
��	�

3 1�� ���  ��� $����������2 ��� 

�� ��� "�6�� ��"������ ������� � ������2 $���������� �� ��� � ���	 ���� k
�

� �������2 � ��� �������� � ������ �� � � �������� ���� ����6��� $� �
� ��0$������� �� Σ∗ × N 3
���	��� ��� 
�� ��� �������	� 	�
��	�
�����L

 ����#��� ��� ���	 ����
��� �	 �

 	
����	� �	�	
����
 	� �� �	�	
 f(k)nα �	 (x, k) ∈ L� 
��	






n = |x|� α
 ��� �
������	 ���			��	��	 �	

n
	 �	

k
	

f
 ��� ����


�
���
�
�� � ������� ��� �������	�� 	�
��	�
������ �
����	�� 	

 	�
��	�



�
  �	�
���� 	

 +1�

1��� �� ����� ��� � �������� �� +1� ��� ���$� ���������� �� ��0���)
���� �� f(k)nα ��� f(k) + nα 3

������ ���0�� ��2 � ��� �������� $�#���$�2 ������ $� � ����� �� ��)
�����  ��� �� � ���	 ����3 �� ���� ���� ����6����2 ����� ���0�� ��
���� ����� ��"������� ������� ����������� �� ���� ���	 ���� ����� � ���
$���������� ����2 ��� ������$� � "� ����� ��"������� �� 
��������� �� $� )
��������� ���� ����6���3 .����� ���0�� �� �������� ���� ��� ������$� 
� +1�2 $� �2 ��� ��� ���2 $������� �� ������3 ���� $� � � "���� $� 
� $� ��������� �� �� �� ������ ���2 ���� �� ��$������ ������$��� ����
� ���
����������	 ��� ���	 ���� ���2 ��������� �� ������ ����������� ��
�����"�� ����� �� ���0�� ��3
���	��� ��� 
�� ��� �����"�� ���� ���� ����$� �
� ������� ���"�� ��
�	 ��� �������	� 	�
��	�
����� L

	� ��� �������	� 	�
��	�
����� L′ 

�� ���

���
 ��	 �
���� 

�� ��� 	��
��� �
��������
 �
 	�
 (x, k)
	� ��

	�
 (x′, k′)� ��� ��	�
�

(x, k) ∈ L �	 	 �
�	��	 �	 (x′, k′) ∈ L′ �
�

k′ = g(k)
 ��� ����
 �
�	��	 	�

k� 	
� � �
�	����
 �� �
���� 

���
  	�	������ 	� �� �	�	
 f(k)nα � 
��	

n = |x|� α
 ��� �
������	 ���			��	��	 �	

n
	 �	

k� 	
f
 ��� ����


�
���
�
��

&� � ��� ���2 ���� �� $���� � � �����"�� ���� ���� ����$� 0�������
���0����� �������� 
��� ������������ ��� ������ � +������2 �� ���0�� �
���� ����6��� �� $����� ���� � ���0�� � ���� ����6��� �� $�������
�� ������2  ������� (G, k) ���� (G′, k′)

2 ���� k′ = 2k 3 -# �� �������
������2 ���$�� ���� ������ � � �����"�� ���� ���� ����$�2 � � ��6 ��� �
��� ���� ���0�� � ������$�  "� ���� $
� ��� W [1]−$� �����2 ��������
� ������� ������$� �W [2]−$� �����3 ���� "� ����� ����� ������ �� ����� 83�3

%



&�������� �� ����� � ���"� G = (V,E) � � � k
)$����� V ′ ⊆ V 3 .

$������� �� �����$�� V ′ � � � k
)$����� � G

�� � �� ���� �� V − V ′
"��

� � $�0������ �� �����$�� �� ���"� $� ��� ����� G′ 2 ���� �� �����$�� ���
����$����� �� � �� ���� �� ��� � "��� � G3 !��� ��� �# � � "#$�� �������
� �� �� ������ ��� �� ���0�� � ���� ����6��� �� $����� ���� � ���0�� �
���� ����6��� �� $�0������ �� �����$��2 �����"�� ���� � ����	�$�� (G, k)�� $����� �� ����	�$�� (G′, k′)

�� $�0������ �� �����$��3 %� �������2 ����
�����"�� ���� ��� � ���� ����$�2 � � ��6 ��� k′ = n − k ��� � � �
"����� �� ���� � k 3 %� �������2 
# ����$��� �� ��� �������$�� �� � �
�����"�� ���� ���� ����$� ����� ������� ����� ����� ���� ���0�� ��2 �# ���
� ���0�� � �� $����� ��� ������$� � +1�3 -# � �����"�� ���� ���� ����$�
�� ������� $����#��� ������2 � � ��6 ��� $�0������ �� �����$�� ���# � +1�3

* ����� � ��� �����"�� ����� $������ �$� � � ��������� �� +����� 83�3

cobertura
de vértices

FPT

clique

W[1]-completo W[2]-completo

conjunto
dominante

transformação

paramétrica

transformação

paramétrica

+����� 83�/ �����"�� ����� ���� ����$�� ����$���� � ������ ���0�� ��
���� ����6����3

� ����������� �����$��� ��� �����"�� ����� ���� ����$�� � ���2 �� L ����
��� �����"�� ��� � L′ � L′ ∈ FPT

2 ����� L ∈ FPT 3 &��� L
���� W [t]

)
$� ����� � L′ ∈ W [t]

�
t ≥ 1�2 �����
�� � � � "� ���� �� 
���������� ��0��)

���� �� ����� 83��2 ����� ���� �� $��$���� ��� L′ �� 0� �
W [t]−$� �����3

��� ������� 	��� 	���� �� �������������

%���� �����2 ����� ������������ ���� ��$��$�� ��� ������� � � ��� ����
����$���� ���� �� ������ � �����0������� ��� ���	 ���� ��� �� ����� �����
���0�� �3 ' �#���� $����2 � � $� 0������ ��� ��$��$�� �� "�6 ��$���#���3
'�� ����  ��� ���0������ �� � 0�� ����� ������ ��� ��	�� �� $��������3

�



����� � ������ �	 
��� 	� �����	

'��� ��$��$� ���# �� �������� ������� �� ��� ����$���� �� ���0�� �
���� ����6��� ������ ���� ������� �� $�0������ �� �����$��3 � �����0���)
���� ����� ���0�� � � ��������� ���� �������� ����� �3

������� ��� 
%� � 	

��	�� 	�
��	�
����
 �	 �
�	
��
� �	 �
���	� 	
�	
�	
 
	�
����
 	� �� �	�	
 �	 ��2k · n�� 
��	

n
 
 ���	

 �	 �
���	� �


�
��
 �	 � �
������	 
����� α
 ���			��	��	 �	 n

	 �	
k
� 

�

��� 1��� �������� �� ���� ���0�� �2 $������� �� � � #����� 0��#��� ��
������ k

�� �������� "�� �/ � ���6 �� #����� � �������� $� � $������� ��6��
� � ���"� G3 * � ������ (u, v) ∈ E

� ��$��
���3 ' �������� $�0������ ��
�����$�� V ′ �� G

2 ��$������� ���� u ∈ V ′ �� v ∈ V ′ 3 '����2 ��� $������
���� ��
�� �� �	 ���62 � ���� $��� �����0�������3 ���� 2 � ��� ���� ��
�
� �������� $� {u} � G − u

2 � � ������� ��
� � �������� $� {v} � G − v 3' $��� �	����2 � $������� �� �����$�� ���������� � � �������� $�0������
�� �����$�� � � ���"� ���������� � ��� ��� ���$� � G ���� ��� $�0����3
' �����2 ���� � �	 �������� $� � $������� �� �����$�� S � � ��0���"�

H
�� G

2 �	� ��$��
� �� � � ������ (u, v) ∈ E(H) � $��� �� �� ���� ��
��
���������/ S ∪ {u} � H − u

2 � S ∪ {v} � H − v 3 �� � �	 �� ������  #�� �
k
"�� $����� �� #����� � � ���"� �� �	���� ����� �	 ��� ������ �������2

����� � $�0������ �� �����$�� �� $������������  #�� � k
"�� ��$�������3

&���� ����2 ��� � ��$���#��� �������� � #����� ��� �� ������ k 3

1��� �������� �� ���� ���0�� �2 $�������� �� $� � ����	�$�� � ���"� G
�� +����� 838 � � ���	 ���� k = 23

a b c

ed

+����� 838/ ���"� G
"����$��� $� � ������� ���� � ���0�� � ���� ����6���

�� $�0������ �� �����$��3

�



�� ����$�� �� � ��$��$�2 $� � � �������� ��������� �� �� � #�����
0��#��� �� 0��$� �������� �� +����� 83�3

{Æ,G}
aresta (a,b) escolhida

{{a},G-a}

1

{{a,b},G-a-b}

2

{{a,c},G-a-c}

(b,c) escolhida {{b},G-b} (c,e) escolhida

3

{{b,c},G-b-c}

4

{{b,e},G-b-e}

+����� 83�/ ������ ������ ���� ���$���� �� ������� � ����$��� �� ���"� G3

� $��� ��6 ��� � ������� � $
��� � � � "��
� �� #�����2 � ����� �� k
������� � ����� 03 � ���$� "��
� ��� ���������� � � ������� � � �����������
� ©� 2 � � ��6 ���2 ��� �� ��� "��
��2 �� ���"�� ��������� ����� ������ 
�������3 . $������� �� �����$�� {b, e} $�������� � $�0������ �� �����$�� ��)
$������ � ©� 3

����� � ������ �	 �	����� � �� ���	� �� ���
�	��

� ����� ����$���� �����  ����� � ����6��2 � �� �� ������ ���2 � � ���)
�	�$�� I

�� ���0�� � � � � ����	�$�� ����������� I ′ 2 ��� ��� � �� ��
� ��
I ′ ���� �� ����� ��� ���� � "����� �� ���	 ���� k

������������ �� $����)
�������� �� I 3 ����� "�� �2 � ����	�$�� I ′ $�������� � ��$��� �� ���0�� �
$� $������������ $��������3 4���2 I ′ ���� ��� ��������� ���� ���������2 �
��� ������� ���� ��� ����������� $� � � � ������� ���� I

2 $��� ������3
&� � ��� ���2 ����  ����� �� 0� ���# ����$��� �� ���0�� �

���� ����6��� �� $�0������ �� �����$��2 � � �� ������ � � $� ������� $� 
� ��������� �� ����$���� ��  ����� �������� ��  �� � ���0�� �3 .0���)
 ����2 ���� $� ������� �  ��� ���� �����������3 %� �� ��� � ��������
����$�� � 0�� �� ��$��$�� � � ����� ����� ���0�� � ��  �� � ����� ��
���������3 ��� �����2 �� ���������� �� ���� ����$����� ������� ��� $���$)
�������$�� �� ���0�� � � �������3

������� ��� 
%� � 	

��	�� 	�
��	�
����
 �	 �
�	
��
� �	 �
���	� 	
�	
�	
 
	�
����
 	� �� �	�	
 �	 O(n + kk)
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�

��� . ������� � ����������� $� � ����� � 0������ �� �������� �0���)
�����/ 1��� � ���"� G

2 ���� �����$� v
�� ����  ���� ��� k

�� ���
������$�� � �������� $�0������ �� �����$�� H

�� G
2 $� |H| ≤ k

�� �
'��
�	
��
� �� �����$���3 &��� $����#���2 $��� ��6��
� �� v ������$����
 $�0������ �� �����$��2 ��$������ � �� ��� �� k �����$��3 .� ������ ��
������� � ��� ���$����� �0����/

����
 �� 4�$���6�� ����� �� �����$�� � G
�� ����  ���� ��� k 3 ����

p
� �� ��� ����� ������ �����$��3 �� p > k

2 ����� ��� ������ � � k
)$�0������

�� �����$�� ���� G3 &��� $����#���2 ���� k′ = k − p3

����
 �� ���$����� �� p �����$�� ��$�������� �� ����
 � � �� �������
��$������� � ����3 ' �������2 ������� ����� �� �����$�� �� ���� 92 ���� ���
"���� ������� ���$���#)���  $�0������ �� �����$��3 �� � ���"� ���������� G′

�����  ��� �� k′(k + 1) �����$��2 ��� 
# �������3

����
 �� �� G′ ��� ������� � � k′)$�0������ �� �����$��2 ��� 
# �������3
&��� $����#���2 �������� k′)$�0������ �� �����$�� �� G′ ����� ��� p �����$��
�� ����
 � "�� � � � k

)$�0������ �� �����$�� �� G3

. �� ��� �� k′(k + 1) �� ����
 � � ������$��� ���� "��� �� ��� � 
���"� $� � � k′)$�0������ �� �����$�� � ����� �� ������ ��� k ��� ���� 
�������  ��� �� k′(k + 1) �����$�� �

k ��6��
�� �� � �����$� v ������$����
 $�0������ ���$������ � ��� ��	����2  �������$��� ���� ����� �� �����$�� ��
$�0�������3 .� ������ � � 8 ���� ��� �����6���� � � �� �� �� .�

n�3
1��� � k

���2 � ���� � ����� � � � �������� �� �� �� $�������� ��
.�

kk�2 ������ �� �� ��
� �� G′ ���2 �� ���� $��� �
p = 0 � ���
� �����$�

���$������ �� ����� 8�2 ���# � ���"� �������� G3

�� ����$�� �� ���� ��$��$� �� ��� ��� �� +����� 838 �
k = 2�2 � ����
 �

��$���6� �� �����$�� � � 	2 ���������� � k′ = 03 . ����
 � ������ ����� �����$��
�� G

2 0� $� � �� ������� ��$������� � ����2 ������� � ���"� ���������� G′

�� �������3 ' �������2 ����� �� �� ��� �����$�� ��� ��������� �� G′ 2 ���

��



�������� ���� 03 &� � ��� 
# �����$�� ���������2 � ����
 � $��$��� ��� ��
��	����� �����$�� ��������� �� 1���� � ���������� � �������3

��� ���� �� ��
	�������� 	���
��������

������  ��$�������� �� �� $�������� � � ������ ���"���� ���� $������$��
� �������� �������0������� ��� ���	 ���� ��� �� ���0�� �� $� � $�������
�� ������2 ������ � +������ ������� $������ ����������� �� ���0�� ��
���� ����6����2 ������6���� � � � 
���������3 '���� $������ ��� 0�������
��������� ���� �� $� ��������� ��� $��$����� ��$���#���� ���� �� �����$�� �
�������� �� � � �������2 �� ����������� ����2 � 	

��������	 ������ ����
��
�� ���0�� �3
1�� ���� ����2 ��� �������� �� $��$�����2 "�� ���� ��� ������ �	��$��3

���� �� ����� ������ � �� ��
� �� ������� �� �����2 �������� ������
������ ������� ����������3 ������  ����� �� � � ����� �	��$�2 ���� �)��
��� ��� ���$� � ��������3
���	��� ��� 
�2 %� �� ��
����
 �

�	��
  �	 ����  ���� �	 	�	 �
������

�	 ��
����
� ��	 	
����� 	

��� ������� �
� �	�����	� ��	
��
��� �

��� ������� 	��
	����� ������ �
2 	 � 
�2 $� �� ��
� �� �������

�� �����3 *���� ����2 ���� �)�� ��� � �� ��
� �� ��� �� ������� � 8
���� ������ 	 � 
�2 � � ���� ������ �
3

�8� �

��� ������� ��
���� ������ � � ��2 $� �� ��
� �� ������� ��)
��������3

� $���� 0���� � ����� ���� ������� ������ �	��$�� ��������� ������� 
� �
	�2 �������� ��� � $���� ���� � ����� ���� ������ ������ �� � ���3

� ������ �� �������� �� � $��$���� 0�������2 ���� �� ������ ��� ���)
"�������� �	��$�/
���	��� ��$ 
�2 %� � ���"�������� �	 �� ��
����
 �  �	
���� 		�

���	

 �����
 �	 	

��� ������� �	��
	���� 
� ��
���� 	� �� ������
 ��
	��
��� � ����� 	� � � ��������� ���� �	 �� ��
����
 �  
 ���	

 ���
���
 �	 	

��� ������� ��
��� 	� �� ������
 �� 	��
��� � ����� �	 �
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��6� �� ��� � � "� ���� �� $��$����� F ������ 	

��������	 �������� ��
������� � � $�������� h

��� ��� ���� $��$���� ������$����  "� ���� F ������
���"��������  #�� � h3 ��6� �� ��� F ������ 	��
	�����	��
 �������
 ��
������� � � $�������� t

��� ��� ���� $��$���� � F ������ ��������� ����
 #�� � t3 &�������� �� F

�
���
�� �� �� $��$����� ��� � "�� � ���
������ ������ �	��$�� �
3 F

� � � ������� �	 ��
����
� �	 �	���
 �� $���
$��$���� ������ � � ���$� �����3 ��6� �� ��� � $��$���� �� ��$���� C

��	���
� ����� �� ������� x

�� � ����� �� $��$���� ������ ����� � ���� x3 . 		�

�� ����� 0������� x

� � �� ��� �� ������� � �� �����3
���	��� ��� 
�2 %� �	��F ��� ������� �	 ��
����
� �	 �	���
 ���	��	 ��	

F 	
�	 �
��	
 ����
� ��
����
� ��� 	
	��	� �
� �� ���
 ���	

 �	 	��
����
� ���
����
 �

F

 	

��	�� �	 ��
����
 	�
��	�
����
 LF = {(C, k) : C

��	��� �� �	�

 �	 	��
��� �	 		�
 k} 

���	��� ��� 
�2 %� �� 	

��	�� 	�
��	�
����
 L 		
�	��	 �
W [t] �W [t]

�
���
��� �	 	�����
 ��� 
	���
 ���� 

�	 �	
L

�
 	

��	�� �	 ��
����

	�
��	�
����
LF

� 	�
� ������ �������
F

�	 	

��������	 ��������� � 

����
	

 ��
����
� �	 �	���
 �
 ��	
 ����
 ��
���
�
�� �	 	��
	�����	��
 �����
�


t


&��"�� � ���� �������� ����2 � $����� �� ���0�� �� ����#���� ���
���	 ���� ��� � �������� ��� FPT 3 ���� 2 �� �� �� �������� �� $�������$��

FPT ⊆ W [1] ⊆ W [2] ⊆ · · ·
� � $����$���� �� ��� $��� � � ������ �������� � ��	����3 � ����� ���
$������ �� 
���������� � �������� ��� WH 3 �� P = NP

2 �� �� � ��������
� ���$����3

���� ���� 
%� �	 P = NP � 	��
 WH ⊆ FPT


. ����� � � ������ ���������� � ����� �� ������ �� $� ���������
���� ����6��� ��#���� �� ���� ���
��� ���� ����� � �� &��5 � ���� %1)
$� �������3 * � �������� ���� ����6��� �� ��������������	 0������ � � �

�� ����	
��� �� �� �
����
�����
�� �� ����	�
� �����
�
� � ����������
�

��



"�� � ��� �� ���� ���������� 0�������� ����� �� ���0�� �� �������$����
$� � $� ������ ���� �� �#���� ������ �� WH 3 1��� ������ ����� ���0�� ��2
���$��� �� �� �������� $��$����/

���	��� ���� 
%� ��� 	�	
	��
 �

�	��� X
 ���� �)��� ���6��� �	�

��� t = 2
	

X
	��� �� �

�� �	 	

���
 �	 �
��� �1)�)����8� t = 3

	
X

	��� �� �

�� �	 	

���
 �	 �
��� �	 	

���
� �1)�)�)�)1����� t = 4
	

X
	��� �� �

�� 1)�)�)�)1)�)��

· · · 	��

� ������ ����2 �0�� �� � ���0�� � ���� ����6��� ��� ����� �� �����
$������ ���� � ����� �3

�������������� t−����������� ��� ��� �������
���������� * � ��������� 0������� t−��� ���6��� X 3
��
��	�

� * ������� �������� k 3��	��
� X ���� ��� �����"���� ��� � ����� 0������� �� ���� k	
������� ���� 
�2 %� � ��������������	 t−�

�������� �
� 		�
 ���
����
 
�
�	 �	�� 	�
� W [t]� t ≥ 2



� ����� ����� ����� � ���� ��� ��$������� � 
��3
. ���0�� � ���� ����6��� �� $������� ������������ � � ��� ��� ��

� ���0�� � $� ����� ���� W [1]3 -# $������� �� ������2 � $� ����� ����
W [2]3 1��� "�6�� ��"����$��  $� ��������� ���� ����6��� �� ���0�� ��
$���� �������� ���� ��� �����$���� � �� �� 	
���
����2 �� �� � ��������
�� �������� $����� �� $� ���������3
���	��� ���� 
%� �� 	

��	�� 	�
��	�
����
 L 		
�	��	 �

W [P ] �W [P ]
 ��	����� �	 	�����
 ��� 
	���
 ���� 

�	 �	

L
�
 	

��	�� �	 ��
����


	�
��	�
����
 LF
	�
� ������ ������� �	 ��
����
� F



1��� �� ����� ��� W [t] ���# $������ � W [P ] ���� ���� t
2 � ���

W [P ] = FPT
�� P = NP 3 &� � ��� ���2 �� �� �� ��������� ���0�� ��2

�:



$� ������ ���� W [P ]
/

�������������� �� �������� ��������
���������� * $��$����  ��	���� C 3
��
��	�

� * ������� �������� k 3��	��
� C �$���� � ����� �� ������� �� ���� k	

��������� �� �������� �� ���� ���
���������� * ���"� G = (V,E)3
��
��	�

� * ������� �������� k 3��	��
� '����� � $������� X ⊆ V

$� ��  #�� � k �����$�� ��� ���
G − X ��� ������ ���
� ��0���"� �� ����  ��� � ����	

��
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���������� �� ������ ���
����������� �����������

��� ����������

* � ����������� Π
�������� � ���"�� � ������� ���� $������� �� ����� ��

���"�� ��� � �����"�62 ����� �������� ���"� ��� �����"��� Π � Π
)���"�3 1��

�� ���$���� �� �������� 2 � $������� ��� ���"�� ��� �����"�6� � �����������
�� 0� ���# $
� ��� �� Π3 ��2 ���� �������� ���"� G ∈ Π

2 ���� ��0���"�
����6��� �� G

"�� �� 0� � Π
)���"�2 ����� �� �� ��� Π

� � � 	

	
�	���	
�	
	����
�� ) � $������� ��� ���"�� $�������2 ��� ��� ���3 * � �����������
Π
$���� � � ��
���	
����
 	

 �
�����
 	

����
 �� ������� � $�������

F
�� ���"�� ���� ��� � ���"� � � Π

)���"� �� � �� ���� �� ��� $�������
���
� ���"� �� F

$� � ��0���"� ����6���3 �� ���� $������� F
"�� �����2

����� �� �� ��� Π
$���� � � ��
���	
����
 	

 �
�����
 	

����
 
���
3

&� � ��� ���2 ���� �� $���� � $������� ��� ���"�� ������ 2 $��� $�������
����0��� �����$� �� +����� �3�3
����� � ��
��
 � $�$�� �� $���� $� ����  ���� : �����$��2 � $��)

����� ��� ���"�� $������2 ����� $���2 ��� ����� �� ��� ���2 � � ��6 ��� ���
$������� ����0��� � �������2 ���� ������ �������� 0���$��3
1��� � � ����������� Π

2 � 	

��	�� �	
�� �	 �
��
���
 Π��
��
 $��)
����� � �����"�� �� � ���"� G � � Π

)���"� ���� ������ � ������� ��
��
����
 �� ��
��� �
�
�����	
��� ���
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���
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���� ��
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+����� �3�/ &������� ����0��� ��� ���"�� �����3

������� � �����$��3 &� � ��� ���� ����$�� � 0� ��������� ����� ���0�� �
����� �� ��/

• . 	

��	�� �	 �	�	�
 �	 �
	����2 �� 	

��	�� �	 ����
��
 �	
��


�����
/ '�$������ � $������� �� ������� �� $������������  ��� �
� G

$��� ������� ������� � � Π
)���"�3

• . 	

��	�� �	 �	�	�
 �	 �
���	�2 �� 	

��	�� �	 ����
��
 �������

�����
/ '�$������ � $������� �� �����$�� �� $������������  ��� �
� G

$��� ������� ������� � � Π
)���"�3

• . 	

��	�� �	 �	�	�
 �	 �
	���� 	 �
���	�2 �� 	

��	�� �	 ����
��

	�
���� �����
/ '�$������ � $������� �� ������� � �����$�� �� $����)
��������  ��� � � G

$��� ������� ������� � � Π
)���"�3

• . 	

��	�� �	 ����
 �	 �
	����2 �� 	

��	�� �	 ��		
�
��
 �	
��


�����
2 �� 	

��	�� �	 �
�	�	�	����
 �	 �
��
/ '�$������ � $��)
����� �� ����� ������� �� $������������  ��� � $��� ������ � G

��)
����� � � Π

)���"�3

�%



�0������ �� ����� $������� � ������ ���� ����6��� �� ���0�� � ��  �)
���$���� Π

)���"� ���� ������������ 
������#���� ) 	

��	�� �	 �
��
���

Π(i, j, k)��
��
 ������ i, j � k ���	 ����� �����2 ���� EC � � $������� ��
������� �� $� ��� ���� �� G

/

���� � ���"� G = (V,E)
2 ��$������ ��0$�������� V ′ ⊆ V

2

E ′ ⊆ E � E∗ ⊆ EC $� |V ′| ≤ i
2 |E ′| ≤ j � |E∗| ≤ k

���� ��� �
���"� G − V ′ − E ′ + E∗ ���� � Π

)���"�3

&��� ��� $������� ������2 G
� ���� ��� � Π(i, j, k)

)���"�2 � � $�������
V ′ ∪ E ′ ∪ E∗ � � �
��
���

 �� �3 &� �2 ���� �������� �����������

������#��� Π

2 ���
� Π
)���"� ���� ��� ������ ���� ������ �� �����$��2 ���

� ��$���#��� $��������� � ������ �� �����$�� ����� �0������ �� ���0�� �3

��� ���	������� �� ������������	� 	�� ����
����� 	������� �����

1��� ������� � �����0������� ��� ���	 ���� ��� ��� ���0�� �� ����$����)
��� � "� ����� �� ���"�� $���$����6���� ��� � $������� ����0��� �����2 �
��$���#���2 ��� ���� ����2 ��������)�� �� "��� �� ��� � � ����������� Π
� 
������#��� �� � �� ���� �� ��� ������ � � $���$����6���� ��� $�������
����0��� �
8��3
���� Π � � ����������� ��� ������ � � $���$����6���� ��� $�������

����0��� �����3 ���� v
� �� ���  #�� � �� �����$�� ����� ����� �� ���"��

�� ��� $������� ����0��� F 3 %�� ���"�� �����2 ��� ��� ���2 �� �� v = 63'����2 ���� � ���"� G
$� n �����$��2 ������� �� ����� ���� �� G

� � 
Π
)���"� � �� �� �� .�

nv�2 ����  ����� �� 0��$� ���������3 1��� � �
���� ����������� Π

2 � ���0�� � ��  ����$���� Π(i, j, k)
)���"� ������� ���

��������� � �� �� �� .�
ni+2j+2k+v�2 $�����������)�� ����� �� ��������� "��)

 �� �� ������� ��  #�� � i �����$�� � j �������2 � ���$����� ��  #�� � k
�������2 �����$���� �� $��� ���"� ���������� � � Π

)���"�3 4���$� ����2 ���
������� � ��� ����� ������$���� � +1�3 %� ������� � �������� ��� &��2 �
����� � ��$������ � ��0���"� H

�� G
2 ����6���  ��� �� ����0��� ��� �� )

���� ���� ��0���"� ����0���� � ������� � Π
2 � ����� �������)�� ���� �������

��



�� ������� � �����$�� � ������ �� �������3 1��� �������� � $� ���������2 �
��$���#��� ��$������ ��� ��0���"� � �� �� ������ ���2 � ��� � ���������
���� �������� ����� �/

������� ��� 
8� ��
� ������	
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�� Π� �	 �� Π��
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G
	� �� �	�	
 �	 O(nT (m,n))



�

��� ���� A � ������� � �� ��$��
�$� ���� ���� Π
2 ���$��#��� � � 

�� �� T (m,n)3 '����2 � � $
� ��� A(G)
�� A � G

������� ������������
�� G

� � Π
)���"� � �"����� � $��� $����#���3 &� � �����
��� �� ������� �

�0����2 ���� �� ���� A
$� � � ��#$��� ���� ��$������ � ��0���"�

����0��� � ������� � Π � � ���"� G /∈ Π3 � ����� � �����$��2 ���� $���
�����$� v

�� G
2 �� G − v

� � Π
)���"�3 �� ���� �$�����2 ����� v ������$� �

� ��0���"� ����0���2 �����2 G − v ��$������� ���� $���� � ��0���"�
����0��� � ���� � ���$��� ���� $������� $����������� G − v

��  �� �
"�� �3 %� ������� �2 F � ����� ���� �������� �� �����$�� �� � ��0���"�
����0���/

F := ∅�
V := V (G)�
�	���	
� V 6= ∅ ����

��0������� ���� ��$��
�� � �����$� v ∈ V �
V := V − {v}�
�� A(G − v) �	
�

F := F ∪ {v}�
��	� G := G − v ��� �	���	
�

&���� ����2 � ������� � �$� � ��� ��� ��� ���$���� ��	� n
���������

�� ���� ����������3 ���� F ′ � $������� F ��	� � ��� ��� �� ���$����3 �
��$���#��� ������ ��� G′ = G[F ′]

� � ��0���"� ����0��� � ������� � Π � 
G
/

��



���� v′ � ���� � �����$� �������� �� G
2 � G∗ � ���"� � ������ ���� �����

�� ������� �� �����$� v′ 3 '���� G′ = G∗ − v′ 3 &� � v′ � �������� �� G∗ 2

G′ ��� � � Π
)���"�3 +����  ������ ��� G′ �  ��� �� �� ��� ��6 ��������

��� ��0���"�� ����6���� ����0����2 �� ����2 ���� �������� u ∈ F ′ 2 G′ − u
�

� Π
)���"�3 �������2 ��� $����������2 ��� ������ � �����$� x ∈ F ′ ���

��� G′ − x ��� ���� � Π
)���"�3 ���� G′′ � ���"� ������ � �����$� x ���#��0 $�����������3 '���� G′ � � ��0���"� ����6��� �� G′′ 2 � ���� G′′ − x

��� � � Π
)���"�2 �# ��� G′ − x

� � ��0���"� ����6��� �� G′′ − x � Π
�


������#���3 !��� � ���$� ��� x
����� ���� �������� �� G′′ 2 ���� �2 x /∈ F ′ 2 � �

$����������3 &���������� ����2 G′ � � ��0���"� �� G ����0��� � �������
� Π
2 �������� � $�������� �� ������� �3
1��� � $� ��������� �� �� �� �� ������� �2 �� �� ��� � ��#$��� A

�
$
� ��� n ��6��2 $��� � � ������� ��  #�� � � �� �� T (m,n)

2 �������
� � $� ��������� ����� �� �� �� �� .�

nT (m,n)�3

&� � ��� ���2 $�������� �� � $������� ��� ���"�� $������ � � ���"� G
��� $����� �� +����� �383

a

b c

d

e

f

g

+����� �38/ '�� ��� �� ���"� ��� $�����3
����$���� � ������� � � G

�� �� $� � ���$�� F = ∅ �
V = {a, b, c, d, e, f, g}3 �� ���� $� � ���� �� ��$��
� ��� �����$��
�� V

��� ��������� ����$���#�$�2 �� �� �� ��������� ���������/

��� �����$� � ��$��
���

V = {b, c, d, e, f, g}&� � G − a ��� � $�����2 �� �� � ��$����� �� �����$� a
�� G

2
�� �������� �� +����� �3�3
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b c

d

e

f

g

+����� �3�/ G = G − a3

��� �����$� � ��$��
���
V = {c, d, e, f, g}&� � G − b ��� � $�����2 �� �� �
��$����� �� �����$� b

�� G
2 �� ��������

�� +����� �3:3

��� �����$� � ��$��
���
V = {d, e, f, g}&� � G − c

� $�����2 �� �� F = {c}3

c

d

e

f

g

+����� �3:/ G = G − b3

��� �����$� � ��$��
���
V = {e, f, g}&� � G − d

� $�����2 �� �� F = {c, d}3

��� �����$� 	 ��$��
���

V = {f, g}&� � G − e
� $�����2 �� �� F = {c, d, e}3

��� �����$� � ��$��
���
V = {g}&� � G − f

� $�����2 �� �� F = {c, d, e, f}3

c

d

e

f

+����� �3�/ G = G − g 3

��� �����$� � ��$��
���
V = ∅&� � G − g ��� � $�����2 �� �� �
��$����� �� �����$� g

�� G
2 �� ��������

�� +����� �3�3

8�



1��� �� ����� ��� � ���"� G
���� � ����� ���� � ��0���"� ����6��� ���

�����$�� ���������� � F 3. �� �� ��$���#��� ���� � ��$��
�$� ���� �� � ���"� $����� � ��
.�

m + n� ��0������ � �����
�� �� ��	�� � $��������3 4���2 � �� �� ��
���$���� ���� ���� ��� ��� � �� .�

n3�3
�� ����� �� ����� � ��������2 ����)�� ������ � �������� ���������/

������� ��� 
8� � 	

��	�� �	 �
��
���
 Π(i, j, k)��
��
 ∈ FPT 	�
�
������	
 	

	
�	���	 �	
	����
�� Π

��	 ������ ��� ��
���	
����
 	

 �
��
����
 	

����
 
���


�

��� 1��� �������� � ���0�� � ��  ����$���� Π(i, j, k)
)���"�2 �� ���� ���)

��� � ������ ��� ��������� ��� ��� ���
� �� $
����� � � Π
)���"�2 �� ���
�)

 �� �� �����  ��� �� i �����$�� � j �������2 � ���$������  ��� �� k �������3
�� � ��� ���� $��� �$�����2 �� �� ��� G

� � Π(i, j, k)
)���"�2 � ��� ���# "����

� $��� $����#���3
����
 � / '�$������ � ��0���"� H

�� G ����0��� � ������� � Π3
����
 � / �����$�� G

2 ��������� � � ������ �� � �����$� �� H
2 ��

���$������� � � ������ � H 3
� $�������� �� ������� � � 	0���3 �� G

"�� � Π(i, j, k)
)���"�2 �  �)

���$���� �� G ���� ��� "�$�� ���� �0���� $� �������)�� � ���"� ����������
$� � ���"� ��������3
1��� ���� �� �� � $� ��������� �� �� �� �� ������� �2 ���$��� ��

���� 0��� ��� Π
� ��$��
�$���� � � �� �� �� .�

nv�3 ���� 2 ����
����� � �3�2 ���� �� ��$������ � G � ��0���"� ����0��� � �������
� Π � � �� �� �� .�

nv+1�3 &� � v
� � �� ���  #�� � �� �����$��

�� �������� ��0���"� ����0��� � ������� � Π
2 ������ ��  #�� � (

v
2

)

 ������� �� �� ���$����� �� ������� � � ������ �� H
2 � ��  #�� � v

��"�������  ������� �� ������� � �����$� �� H 3 &���������� ����2 �� ��
��� � �� ��� ����� �� ���"�� ������� ���� ���$��� ���� �$� � � ��  #�� �
(

v
2

)j+k
vi =

.�
vi+2j+2k�3 4���2 � �� �� ����� �� ���$���� �� ������� � � ��.�

vi+2j+2knv+1�2 � ��� � ���$� ��� � ������� � � ���"�� � ���� ������ ���2�# ��� v, i, j � k
��� $��������� ������������� �� m � n3
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,��������� �� ��� ��� �� $������� Π
��� ���"�� ���
�2 ���� � ���"� G

�� +����� �3
2 ���� � ���� ������ �� �������� � ���0�� � ��  ����$����
Π(1, 1, 0)

)���"� �������� ��  #�� � � �����$� � � ������2 �� �$���$�����
��������3

a e

c
b d

f

g

+����� �3
/ '�� ��� �� � ���"� ��� ���
�3

&���� ����2 G /∈ Π
2 �# ��� ������ �� ��������� ��0���"�� ����0����/

{b, c, d, f, g}2 {a, b, c, g} � {c, d, e, g}3
����$���� � �����
 �� �� ����� �� ����� � �382 �� �� ���$��� ����

F = ∅ � V = {a, b, c, d, e, f, g}3 �� ���� $� � ���� �� ��$��
� ��� �����$���� V
��� ��������� ����$���#�$�2 �� �� �� ��������� ���������/

e

c
b d

f

g

+����� �3%/ G = G−a3

��� �����$� � ��$��
���

V = {b, c, d, e, f, g}&� � G − a ��� � ���
�2 �� �� � ��$�����
�� �����$� a

�� G
2 �� �������� ��

+����� �3%3

��� �����$� � ��$��
���
V = {c, d, e, f, g}&� � G − b ��� � ���
�2 �� �� �
��$����� �� �����$� b

�� G
�+����� �3��3

��� �����$� � ��$��
���
V = {d, e, f, g}&� � G − c

� � ���"� ���
�2 F = {c}3
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e

c
d

f

g

+����� �3�/ G = G− b.

��� �����$� � ��$��
���
V = {e, f, g}&� � G − d

� � ���"� ���
�2 F = {c, d}3

��� �����$� 	 ��$��
���

V = {f, g}&� � G − e
� � ���"� ���
�2

F = {c, d, e}3

e

c
d

g

+����� �3�/ G = G− f 3

��� �����$� � ��$��
���
V = {g}&� � G − f ��� � ���
�2 �� �� �
��$����� �� �����$� f

�� G
2

�� �������� �� +����� �3�3

��� �����$� � ��$��
���
V = ∅&� � G − g

� � ���"� ���
�2 �� ��

F = {c, d, e, g}3

���� 2 �0�� �� �� � �� �����
 �� � ��0���"� ����0��� F = {c, d, e, g}3&� � |F | = 4
2 �� �� �� �����
 � � 
 �����0�������� �� �$���$����� �� �������

� � ������ ��# ��� � ���"� $� ����� $� : �����$�� ������ 
 �������� � :
�����0�������� �� ������� �� � �����$� �� F 3 %���� ����� �� ��2 ��������2�9 ���"�� ������� � ������ �� ���"� G

��������3 1��� $���������� �� ��� ���2
���# ��$��
��� � ������� �� �����$� e3

�������� �� �����
 ��2 ���� ����� ���# $� � ������� � ���"�G′ �� +�����
�3�93

�� �� �� ���$�� F = ∅ � V = {a, b, c, d, f, g}3 �� ���� $� � ���� ��
��$��
� ��� �����$�� �� V

��� ��������� ����$���#�$�2 �0�� �� �� ���� ��� 
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a

c
b d

f

g

+����� �3�9/ ���"� G′ �0���� �� G3

��������� F = {b, c, d, f, g}3 ����� "�� �2 �� �� �� ���"�� ������� � ������ ��
G′ 2 �9 ���� ������ �� ������� �� � � ������ � � ���� ������� �� � �����$�3
'�$��
���� � ������� �� ������ (b, g)

2 �� �� � ���"� ���������� G′′ � ������2
��� � � ���"� ���
�3

a

c
b d

f

g

+����� �3��/ ���"� G′′ �0���� �� G′ 3

&� ������� � ���"� ���������� $� � ��������2 $��$��� �� ��� � �����$�
e
����� ���� $� � ������ (b, g)

"�� � � �
��
���

 ���� � ���0�� �
��  ����$���� Π(1, 1, 0)

)���"� �����������3 .0��� ����2 �� ��$��
�� ����)
�������� "��� ����������� ���� $
���� �� � � � ������� �� ���0�� �3 �
���$���� ����� ���$��� ���� ������� �� ������� �� ���"�� $� � � $���$� ����
�� � � #����� �� ���"��3 ���� � �	 x

����� #�����2 ��� ���������� � 
���"� Gx

2 $��� ��
� ����� �	 ���������� � � �����0������� ��  ����$����
�� ���"� Gx

3 �� ���� $� � ��� ��� � ���0�� � �������� ���� � ���"� ��
+����� �3
2 ���� �����# �� ���6 �� #�����2 ��������� 
 ��
��3 1�� ��� ��62
� ��
� ��� ���������� � ���"� G − e �������# �� ��
��3 ����� "�� �2 $���
����� ���������� � � �������� �� ���$��� ����3 �� ������� � � ������� ����
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� ���0�� �2 ���� �����$��# � � � "��
� �� #�����3 %� �������2 �� ��)
��� �� "��
�� ��$������� ���� ���������� � � �������2 �# ��� ����� ������
��$��
�� ���� �����  � �����0������� �� �� �������� � ���0�� � �� �����)
������ � �� ���  #�� � ��� $��������� i, j � k

�� ���0�� �3 &� � � �������
�� $��� ���"� ������������� ��� � �	 �� #������ � � ���$��� ���� �� ����2
���$����� � � �� �� $��������2 � $� ��������� �� �� �� �� ������� �
� ���� ����� ���� �� ��� �� ���"�� ������� ����� #�����2  �������$��� ����
�� �� ��$���#��� ���� �����$�� �� $��� � ����� � � Π

)���"�2 $� � �������
�� ����� � �383

...

... ... ...

... ...

... ...

... ...

G

G1 G2 G6G�

G�1 G�2 G�15

G��

+����� �3�8/ ������� �� ���"�� ���� ���$��� ����3

&�������� �� ����� Π
$� � � "� ���� �� ����� �� ���"�� $������3 4���2

Π
� $���$����6��� ��� � � ����������� 
������#���3 ���� 2 � ���0�� �

�� $������6�����k� $���������� ����� ���� �� ���0�� � ��  ����$����
Π(0, 0, k)

)���"�3 '���������2 � ��������� ����� �0���� �� ����� � �38 ���
���� ��� ����$��� � ���� ���0�� �2 � � ��6 ��� ��� $������� ����0���

F = {H|H � � 0���$�� ��� � �����3 %� ��	�� � $�������2 ���#  �������
���2 ������ �����2 � ���0�� � �� $������6�����k� ∈ FPT 3

8




�������� �
� �������� �� �������������

k�
��� ����������

* ���"�G
� $
� ��� �

��� �� �
��������
 �� ���� $�$�� �� $� ��� ����

 ���� ��� ���� � G ������ � � $����3 G
� ���� �
�	�	�
 ��2 ���� ���� ���

�� �����$�� ��������� (vi, vj)
2
vi, vj ∈ V (G)

2 �� �� ��� (vi, vj) ∈ E(G)3
���� G � ���"� ��� $����� � F � $������� �� ������� ����� �� �����$��

�� V
�� "�� � ��� E ∩ F = ∅ � G′ = (V,E ∪ F )

� $�����3 . $������� F
�

$
� ��� � � �

�������
 �
 ������ �� �
��������
 �� G3 �� |F | ≤ k
2 �����

F
� � � '��

�������
 ��� k��
��������
� �� G3 �� ��� ������� ���
� 

$������� F ′ ��� ��� G′ = (V,E ∪F ′)
���� $����� � |F ′| < |F |2 ����� F

� � �
$������6���� ������ �� G3 ������ �� ��� Φ(G)

� �� ��
� �� $������6����
 ��� � �� G3. ���0�� � �� $������6����  ��� � $������� � ��$������ � $�������
 ��� � �� ������� ��� ��� ��� ������ �� ���"� �������� � ����� $�����3 �

� ����	�$�� ����� ���0�� � �� ����� ��� ���� ����$����� � #���0��
�� ���$� 
���3 '  ����� $� ���2 $� � �� ������ �4�!2 ������� �� ���0��)
 �� �������� � ���$���� ���� �� ������2 � � ��� ������ ��������� � � �
 ����6 ������� �� ����$� ������� �������� �� ��� ��� ���$�����3 ������� �
���$���� �� ��� ������2 ��� ����� ��  ����6 �� ������� $� ����� 6��� ��)
�� �� ������ ���)6���3 ��"������� ������ �� ��� ������ ���� �������6��
��"������� $�������� �� ����� ��� ����� ���)6��� ��  ����63 . �� �� �� $� )
������� � � �� �6��� ���� ��$���#���� ��� ����������� �� ������� ���� ��
 ����63 ��� ��  ���2 � � ���� �� ��� ������ ��� ��� � �� ���  ��� �
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�� ��� ����� 6��� ��� �����$
���� $� ��� 6��� � �����#���3
������� 
�8�2 ,��� ������ ��� � ���0�� � �� ��$������ � � ���� ��

��� ������ ���� � �  ����6 �� ����$� �������� n × n M = (mij)
��� ��� �

 ��� � �� ����� ��� ����� ��� 6��� � �������6��� � ����������� �� ���0�� �
�� $������6����  ��� � � � ���"� ��� ����$������G = (V,E)

$��� �����$�
vi
$����������  �)��� � ���
� � �)��� � $����� �� M

2 �� ���� (vi, vj) ∈ E
��

� �� ���� �� Mi,j 6= 03
������  ��� � ����	�$��2 � ���0�� � �� $������6����  ��� � �� 

���� �������� ��������� ���� ����� ��%93 ��� %1)$� ������� "�� $����$)
������ � ��%
 
�:�2 ��� ���$���� $� � ���0�� � �0���� ��� ����2 ������
�����5�5�� 
�
� ������ ��� $� ����� � $������6����  ��� � �� � ����
���"� � � ���0�� � %1)$� �����3 ���� 2 �� ������������� ����� ���0�� �
������ )�� $����������� � $������6����  ��� � ��0 �� ��������� ������$�����

��/

�3 '�$������ � � ������������  ��� �� ���� ��������� �� ���0�� �2 �
��� ���� ��� "���� � � �� �� ������ ���3

83 ���$�0��� �� � ���0�� � � ����#��� ��� ���	 ���� ���2 � ��� "�� �������
��� &�� 
8� �2 ������������ ����2 ��� ������2 �
� �� � ������ 
�8�
������ ��� ���# ����� ����� $��������3 %���� �0������ �� ���0�� �2
���� �� ������������ � ��0�� �� � ���"� G = (V,E) �

��� ��� �����"��)
 ��� � � ���"� $����� ���� ������ �� ��  #�� � ' ������� ������
' � � $�������� �������� �2 $��� � �������� ���� ��� �����2 ��$������
� $������� � �� �������2 |F | ≤ k

2 ��� ��� G = (V,E ∪ F )
���� � 

���"� $�����3

�3 ���$�0��� �� � ���0�� � ���� ��� ������ ��� ��� � ������� � ������)
 ���3 ' 89992 �3 %����6��2 , �
� �� � ,3 �
���� 
��� ��0��$��� �
��� ���� ������� � ������ ����� ������ ��� ���� � ���0�� � �� $����)
��6����2 0������ �� ������� � ������������ � 
�8�3 ����� Φ(G)

�
�� ��
� �� $������6����  ��� � �� ���"� G

�� �������2 � ���������
��� � ������� � ��$����� � � ������� �� �� ��
�  #�� � 8(Φ(G))2 3
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��� �������������� ����� ������

* �����$� x
�� G

� $
� ��� ���	������ �� ��� $������� �� �����$�� ����)
$����� adj(x)

����6 � ��0���"� $� ����� �� G
2 �� ����2 � $������� adj(x)"�� � � � �����	 ���� ��$������� ����  ��� ���3

����$ �� ��
�� � ��������� ���� 4�55��5��5�� � 7����� ���
8� ������� 
��� ���"�� $������ �� �� ��� � �����$� �� ���$��� ��� ������� $���� ����
 ���� ���� ������3 7������� ����� �������� 
�92 $��3 :��2 � �� "��� �� ��� �
$���������� �� � ���"� � � � ����������� 
������#���2 +��5����� � �����
�� ��
�� �������� � ���$��� ���� ��������� ���� � ��$��
�$� ����
�� ���"�� $������3 '��� ���$��� ���� ��$���6� �������� ���� � �����$�
�� ���$��� � � ��� ��� �� ���"�2 ��� ��� ���
� �����$� ��� ����� ������
���� � ���"� �������� $������ �� ��� ���2 � ���� ���#���2 ��� ������
���
� �����$� �� ���$��� �$��$������ ����� ��� � ���"� �������� ��� �
$������3 1��� ������ � $�������� ����� ���$��� ���� �� ��	�� � ����� �2
����� ������ $��$�����3

���� G = (V,E) � ���"� ��� ����$������2 � σ = [v1, v2, . . . , vn] � �
��������� �� ���� �����$��3 ��6� �� ��� σ

� � 	���	�� 		
� 	��
 �	 	�����
���
 �	 �
���	� ��� 

�	���
 		
� 	���� �� $��� vi

� � �����$� �� ���$���
�� ��0���"� ����6��� G{vi,...,vn}

3 .� ����2 $��� $�������

Xi = {vj ∈ adj(vi)|j > i}
����6 � ��0���"� $� �����3 1�� ��� ���2 � ���"� G1

�� +����� :3� ������
� ����� � ���"���� �� ��� ������ σ = [a, g, b, f, c, e, d]3 1��� �� "�$�� ����
����� ��� ���� ����� � ��� � ���$�3 %� �������2 � ���"� G1

������ �

����� �� ���"����� �� ��� ������ ��"�������3 ' $������������2 � ���"� G2

��� ������ �����$� �� ���$���2 ���� ��� ������ ���
� � ��������� ���"����3
* ��0$������� S ⊂ V

� � �		�
��

 �	 �
���	� ���� �����$�� a � b
��� ����$����� ��� ��� �		�
��

� �� � �� ���� �� S

�� ���"� ������ a � b
� ���� $� �������� $������ ���������3 �� ���
� ��0$������� ��	���� ��
S
"�� � ��� ���������2 ����� S

� � �		�
��

 �	 �
���	� ������� �� a �
b3 1�� ��� ���2 �� ���"� G2

�� +����� :3�2 � $������� {y, z} � � ���������
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a b c d

efg

p

x

r

y
q

z

G2G1

+����� :3�/ ���� ���"��/ � $����� �G1� � � ��� $����� �G2�3

 ��� �� �� p � q
2 � � $������� {x, y, z} � � ���������  ��� �� �� p � r 3 ' 

G1
2 �� �� ��� ���� ���������  ��� �� ������ $������������ 82 ����� �����

���� �����$�� ����$�����3 '��� "��� ��� �� ������� �$���� � ����� �� ���"��
$������2 $� �  ������� �� ����� � :3�3
������� ��� 
�9� �	�� G �� �
��
 �
 ��
	��
���
 �� �	�����	� �

�����
��� �
 	������	��	��

��� G
 �

���

���� G 	
���� �� 	���	�� 		
� 	��
 �	 	�������
 ��� �
 ����� ������	

�
���	 ���	������ 	
�	 ������
 
 	���	�� �	 	�������


����� ������	
 �		�
��

 �	 �
���	� ������� ����� �� ����
��
 �
�	�	�
 �	

G


�

��� (iii) ⇒ (i) ���� [a, x, b, y1, y2, . . . , yk, a] (k ≥ 1) � $�$�� �� ���� ��
G = (V,E)3 �������� a − b

���������  ��� �� ��$������� ���� $���� ��
�����$�� x � yi

2 ���� ���� i3 4���2 (x, yi) ∈ E
2 ����� � � $���� �� $�$��3

(i) ⇒ (iii) ���� S � a − b
���������  ��� ��2 � GA

� GB
�� $� ��������

$������ �� GV −S
��� $���� a � b

2 �����$���� ����3 &� � S
�  ��� ��2

$��� �����$� x ∈ S
� ����$���� � ���� �����$� � A � � ���� �����$� � 

B 3 1��� �������� ������ (x, y) ∈ S
2 ������ �� $� ��
�� [x, a1, . . . , ar, y]

� [y, b1, . . . , bt, x]
2 ���� $��� ai ∈ A � bi ∈ B

2 �� ��� "�� � ��� �����
$� ��
�� ������ ��  ������ $� ��� ����� ���������3 '����2 �� �� ���
[x, a1, . . . , ar, y, b1, . . . , bt, x]

� � $�$�� �� ���� �� $� ��� ���� ����  ����

�9



:2 � ���$���� ��� ��� ��$������� ���� �� � � $����3 1��� �������� ��
��������� �� ����$��2 �� �� ��� (ai, bj) 6∈ E �2 ����  ��� ������� �� r �
t
2 �� �� ��� (ai, aj) 6∈ E � (bi, bj) 6∈ E 3 4���2 � ���$� $���� �������� �

(x, y) ∈ E 3

1��� ������ �� �� ��� � ���$�����2 ���$��� �� �� �������� �� �/
���� ��� 
�9� �
�
 �
��
 �

��� G = (V,E) 	
���� �� �
���	 ���	������
��� �
 ����� �	 G

�
  ��� �����	� 	��
 	�	 �	� �
�� �
���	� ���	�������
�
 �����	��	�

�

��� &��� G
���� � ���"� $� �����2 � ��������� ����� ������� ����3

���� �)�� ��� G ������ ���� �����$�� ��� ����$����� a � b � ��� � �� �
� ���������� ���� ����� �� ���"�� $�  ���� �����$�� ��� G3 ���� S � 
a − b

���������  ��� ��2 � GA
� GB

�� $� �������� $������ �� GV −S
���

$���� a � b
2 �����$���� ����3 1�� �������2 �� � ��0���"� GA+S

������
���� �����$�� �� ���$���� ��� ����$�����2 ����� � ����� � A

��# ��� S
����6 � ��0���"� $� ������2 �� � ��	���� GA+S

� $� ����� � ��������
�����$� �� A

� �� ���$��� � GA+S
3 ��� �����2 $� � adj(A) ⊆ A + S

2 � 
�����$� �� ���$��� �� GA+S

� A
� �� ���$��� �� 0� � G3 �� ���� ����2

B
$���� � �����$� �� ���$��� �� G3 !��� ����� � �� �3

&���������� � ����� �� ����� � :3�/
(i) ⇒ (ii)

*����6���� � �� �2 �� G
� $�����2 ����� ��� �� � �����$�

�� ���$��� x3 &� � GV −{x}
� $����� � $�  ���� �����$�� ��� G

2 ��� �� 2
��� �������2 � � ��������� ���"����3 �$���$������� � �����$� x �� ���$��
����� ����� �2 �0�� �� � � ��������� ���"���� ���� G 3
(ii) ⇒ (i) ���� C � $�$�� �� ���� �� G

2 � x
� �����$� �� C

$� �  ����
����$� �� ����� � ���"����3 &� � |adj(x)∩C| ≥ 2

2 � "��� �� x
��� �� ���$���

������� ��� ������ � � $���� � C 3

1��� �� �� 0� $���� ���������� ���� ���"������ ���� ���"�� ��� $��)
����3 1��� � �����$� v

2 � �	
������� D(v)
� � $������� �� ������� �������

��



���

D(v) = {(x, y)|x ∈ adj(v), y ∈ adj(v), y /∈ adj(x), x 6= y}.

. ���"� Gv
�0���� �� G ���

��� ������ �� ������� ���� ��� ����� �� �����$�� � adj(v)
���� ����$�����

����� ��2 �

���� ������� �� v � �� ���� ������� ��$�������

� � �
��
 ��	�������
 �� G3 .� ����2

Gv = (V − {v}, E(V − {v}) ∪ D(v)).

1��� � ���"� ��������Gα = (V,E, α)
����� α

� � � ��������� ��� �����$��
�� G�2 � 	

�	��
 �	 	�������


P (Gα) = [G = G0, G1, G2, . . . , Gn−1]

� � � ������$�� �� ���"�� �� ��� ������ �������� ��$������ ���� ���

G0 = G
2

Gi = (Gi−1)xi

���� i = 1, 2, . . . , n − 13 �� Gi = (Vi, Ei)
����

i = 0, 1, . . . , n − 1
2 � �

�������
 F (Gα)

� ������� ���

F (Gα) =
n−1
⋃

i=1

τi,

���� τi = D(xi)
� Gi−1

2 � � �
��
 �	 	�������
 G∗
α

� ������� ���

G∗
α = (V,E ∪ F (Gα)).

.� ����2 � �� �������� �� � ���"� ��� $�����2 F (Gα)
��� ����� ����

�� ������� ��� ���$������ �� �$���$����� �� ���"� �� ����� �� ���� � ���$����
�� ��� ������ ���� ���2 � $��� ����� i

2 � �����$� viα

�� �������� �� ���$���
� ������ ���� ����� �� ��� ��� ������3 4���2 ���� � ���"� G = (V,E)

2
� � ��������� α

�� V
� ���"���� �� F (Gα) = ∅3&� � ��� ���2 �� ���"� G2

�� +����� :3�2 α1 = {x, q, z, p, y, r} �����6
� F (Gα1

) = {(p, r), (y, z)}2 ��� � � � $������6����  ��� �3 &�����������
� ��������� α2 = {p, q, r, x, y, z}2 ���� �� F (Gα2

) = {(x, y), (x, z), (y, z)}2

�8



��� ��� �  ��� � ��  ��� ��2 � � ��6 ��� {(x, y), (y, z)} ⊂ F (Gα2
)

�� 0� $������6� G3

1��� $� ����� �� �� ������� � G∗
α

2 ���$��� �� ��� ��������� $��$�����3
�� ������ ��� �� �� ���� ��� ��$�������� � 
�:�/
' Gα

2 � $������� �� �����$�� �
�
�
���	��	 �����	��	 �� � �����$�
v
� ������� ���

madj(v) = adj(v) ∩ {w ∈ V |α−1(v) < α−1(w)},
����� α−1(z)

� ����$� �� �����$� z �� ��������� α3
� ������� v → w

������$� ��� w ∈ madj(v)3

���� ��� 
�:� �	��
Gα = (V,E, α) �� �
��
 

�	���
 ���
 (v, w)


��� �
	��� �	

G∗
α = (V,E ∪ F (Gα)) �	 	 �
�	��	 �	 	�����
 �� ������


µ = [v = v1, v2, . . . , vk+1 = w]
	�

Gα
��� ��	

α−1(vi) < min(α−1(v), α−1(w)), 2 ≤ i ≤ k.

���� ��� 
�:� �	�� Gα = (V,E, α) �� �
��
 

�	���
 ���
 E ∪F (Gα)



 �	�

 �
�����
 E∗
�	 �
	���� ��� ��	 E ⊆ E∗

	

(v → w em E∗) ⇒ (m(v) = w ou m(v) → w em E∗),


��	
m(v)

 
 �
���	 u
�
� �����


α−1(u) ��� ��	 v → u
	�

E∗ 

. �������� ������� � ��� � 4� � :3: ���� $� ����� �� ������� � G∗
α

���� �������� ���"� �������� Gα = (V,E, α)3 �� A(v) = {w|v → w � Gα}
���� ���� v ������ � ������� � ���$��2 ����� A(v) = {w|v → w � G∗

α}
���� ���� v ������ � ������� � ��� ���3

�4�.,!��. +!44/ �	����
�

	 / ���� i := 1 �
� n − 1 ���� �	����

v := α(i)�
m(v) := α(min{α−1(w)|w ∈ A(v)})�

��



�����
��
 / ���� w ∈ A(v) ���� �� w 6= m(v) �	
�
���$����� w � A(m(v))��� �� +!44�

&��"�� � 
�:�2 � ������� � �$� � ���� ��� � ��� ������ � .�
n + m′�2

���� m′ � � �� ��� �� ������� �� G∗
α
3

������ ���0�� �� ��$��
�$��� ���� %1)$� ������ ���� ���"�� ��0�)
��#���� ��� ����#���� ���� ���"�� $������3 ������ �� ��%8� ���������� ����)
��� �� ��$������ ���� ��$������ ����� �� $������  ��� ���2 $������  #�� ��2
$��������  ��� �2 $�������� �������������  #�� �� � $�0������ �� $�����
 ��� � � ���"�� $������3 ���� ���� ��� � � ��������� ���"���� � ����2
�������� 
�:�� � "#$�� � ��� ����� �� ������� �� �� ������ ���� ���� ���)
$������ � � �� �� �� .(n + m)3 �#���� $������ � ��������� �� ���"��2
$� � #������2 5)#������ � ���"�� �� ��������� ��� $������2 � � ������� � ��
��$��
�$� ���� ���� ���"�� $������ ���� ��� �����6��� �� "�� � ��$����� ����
� ��$��
�$� ���� �� ���"�� �� ���������3

��� ������������ ����� ������

���������� � 4� � :382 ���� �� �0������ ���2 ���� � ���"� $�����

G = (V,E)
2 ��� �� ������� ��� "����$� � �����0������� �� ��$��
�� �� � 

�����$� ������ ����  ���� ����2 ���� $��� ������� �� ����� � ���"���� σ
��G3

!��� ��� ��� ��� ������ � ��$��
� �� � ����� ����� �����$� vn
2 ��������)

� �� ���� � ������� �� σ 3 �� ���� ����2 ���� �� ��$��
�� �������� ���)
��$� vn−1

����$���� � vn
2 � ����#)�� �� (n − 1)

)��� � �������3 ����� "�� �2
��������� �� $��������� σ

�� ��#� ���� "�����3 *����6���� ���� �	��$�2 ,���2
������ � 4��5�� 
�:� ����������� � ��%
 � ������� � �4'& 7+�� $� $� ��������� �� �� �� �� .�

n + m� ���� ��$������ ���������� ���"�����2
������ � ���$���� ����$���#�$� �� ���� ����$��� �� ���$���� � ��������3' � ���0��
� �� ��%
2 ������ �� ������� �����  ����� �� ���$����
� ���"��2 �� 0� $� �� �� �� .�

n + m�2 ��� ���� ��� �����6��� ����
��$��
�$� ���� �� ���"�� $������2 $
� ��� 		
��
�
 �	 ��
���������	 �����

�:



�� ��&��3 ���� �����
�� ��0�� ���� ������� �2 ��$������ ��� � ��� �������2
���� ��� ��$�������� � 
���3
����� �	����� 	� ������� �����

���� � ���"� G
2 � 		
��
�
 	� ��
��
� � G

� � ���$���� ��� ��
���$�� � � �����$� s � ����� ���$� ���� ��� ��� �� ������� �� G

2 ������
� �������� ������� �/

�4�.,!��. 7+�/ �	����
���$����6�� 
 �� ��6���
���	�

(s) := 0�
 ��$�� s

$� � ����������
������� � � 
 ���
�	���	
� 
 �� ��� ������� ��6�� ���� �	����

�� ���� � ��� ���� �����$� v
�� 
 ���

	�	�

�
 / ���� $��� w ∈ adj(v) ���� �� w
� ��� ��������� �	
� �	����

���$����� w �� � �� 
 ���
���	� �

w�/	 ���	�
(v) + 1�

 ��$�� (v, w)
$� � � � ������ �� #������

 ��$�� w
$� � ����������

�� �� �� 7+��

� $��� �����2 � ������� � ��$��
� � � ������ ��$������ �� �����$� ��)
$������ 
#  ��� �� ��3 . �����$� �� ����� ����� �� ������ ���� ��� � 
�����$� ��� �� 0� �# "�� ��$������ �� � ���� �����$�2 ��� ������# � ���
$���������� ��$������3
������� � ���$���� ����� ������� �2 � ���$��� ���� 	�	�

�
 ������ $���

������ ����� ���� ���� ��6��� � � ���� w ∈ adj(v) � ����� ���� v ∈ adj(w)3
�� ���$���� �� ���� ������� � ��0�� � ���"� G

2 �� �� $� � ���������/

��� � $������ �� � � #����� �������� �� G
2 ���� ����� ������� (v, w)

����
��� w ����� � ���)�������� ������ � ���$��� ���� 	�	�

�
 � ���$�����
$� w ∈ adj(v)

2 �

��



���� � �����$���� ���� ��� �����$�� �� G � ���	�� / ����� v � �����$�2
���	�

(v) = i
�� �  ���� $� ��
� �� s ��� v ������ $� ��� ���� i3

1��� �� �0������ ��� � ��$��
� �� ������ � ��� ��������� � ��0���#���3
&���������� ����2 � ������� � 7+� � ��������  ��������� ��� �����$�� ��
����� �� ����$��$���3
����� �	����� �	�������� 	� ������� ���� ����

%� ������ ����$���#�$� �� 7+�2 ����$��� �� ��$��
�$� ���� �� ���"��
$������2 �� �����$�� �� ���"� �� ������� ��� �� ������ �� n ��� �3 �������
� ���$����2 � $��� �����$� v

� ����$���� � 
����
 "�� ��� ��� � $�������
�� �� ���� ����$������� �� {1, 2, . . . , n}2 ��������� �� "�� � ��$���$����3
����� ���� �	�����2 L1 = [p1, p2, . . . , pk]

� L2 = [q1, q2, . . . , ql]
2 �� ��

��� L1 < L2
��2 ���� ���� j

2
pi = qi

���� i = 1, 2, . . . , j − 1 � pj < qj
2

�� �� pi = qi
���� i = 1, 2, . . . , k � k < l 3 L1 = L2

�� k = l � pi = qi
2
1 ≤ i ≤ k 3

• ������� ���������� ��� � ���$� � �������������  ��� ��� �

�	����	�
���������
&�������� � �������� ����� � �� ���������/

�4�.,!��. 4'& �/ �	����
����0�� � �	���� ∅ � ����� �� �����$������� i := n �
� � ���� �	����
�	�	�� / ��$��
� � �����$� ��� �� ����� v

$�  ���� 
����
�
����	
���� ����0�� � v

� �� ��� i�
α(i) := v �

�	���	/ ���� $��� �����$� ��� �� ����� w
��� ��� ������ � 

$� ��
� [v = v1, v2, . . . , vk+1 = w]
$� vj

��� �� �����
� 
����
(vj) < 
����
(w) ���� j = 2, 3, . . . , k ����

���$����� i �� 
����
(w)��� �� 4'& ��

�




'��� ������� � $����	� � � ��������� α ���� � ���"�G = (V,E)
���$���)

 ���� ��� �������� � $�����	� � �	���� L(v)
$� � ����� ���� �� 
����
(v)

���� $��� v ∈ V 3 * � ��������� ������ ��� ���� ������� � � $
� ���


�	���
 �	���
�
�
��3 � $������� $� ���$��� �� ���$��� ���� �	���	 �
��$���#��� ������ � ���"� G

�� ������� ���� ��� ��� $�����2 �# ��� � �0��)
���� �� ������� � � ��$������ � � ���������  ��� ��2 � ��� ���"���� �����
���� ���� ��� ��������3
1��� ����0���$�� �� � $�������� �� ������� �2 ���$��� �� �� ������ ��)

��������2 $���� ������ ���� ��� ��$�������� � 
�:�/
������� ��� 
�:� �	��G = (V,E) �� �
��
 	

G′ = (V,E∪F )
�

��� ���


F
 �� �
��������
 ������� �	 	 �
�	��	 �	 ���� f ∈ F

 ��� �

�� �����
�	 �� ������
 	�

G′ 

���� ��� 
�:� �	�� G = (V,E) �� �
��
 �
� 

�	���
 �	���
�
�
�� α
	


� 
����
� L(v)� v ∈ V


��� �	
Li(v) < Li(w)� 	��
 Lj(v) < Lj(w) 	�
� �
�
 1 ≤ j ≤ i



���� Li(w) ≤ Lj(w) 	�
� �
�
 j ≤ i


����� �	
α−1(w) = j < α−1(v) = i� 	��
 
� Li(w) < Li(v)

	
L(w) < L(v)�


� Li(w) = Li(v)
	

L(v) ≤ L(w)


���� �	
L(w) < L(v)

�
�
α−1(w) = j

	
α−1(v) = i� 	��
 
� j < i

�
�

Li(w) < Li(v)� 
� i < j
�
�

Lj(w) = Li(v)


��� j ∈ L(w) �	 	 �
�	��	 �	 α−1(w) < j
	 	�����
 �� v = α(j), w

������

[v = v1, v2, . . . , vk+1 = w] ��� ��	 Lj(vi) < Lj(w)

	

α−1(vi) < j � 2 ≤ i ≤ k


�� ������ ��� ����� ����� �� � ��� �������3 �� ������������ ��� � ��������� ��� ��������� ��� �	����� � �� ������� �� ���� 3 ����� � ���� ���� � 
� ���$��� ���� �	�	�� �� ������� �3 � ����������� ��� ����� �� ���2 ���� ��� ���$��� ���� �	���	2 � ������$� ��� �� �	����� �����6���� ������6����
��� � � ���$���� �� ���$��� ���� �	���	 ������� �� ���� ��� �	�����
������� � ��� �� ���� �� ������6����3

�%



���� ��$ 
�:� �	 α
 ��� 

�	���
 �	���
�
�
�� �	

G = (V,E)� 	��
�
	�

G∗
α
� L(w) = {α−1(v)|w → v} 	�
� w ∈ V



������� ��� 
�:� �	�� G = (V,E) �� �
��
 �
� 

�	���
 �	���
�
�
�� α
	 
����
� L(v)� v ∈ V

 ���
� ������	
 �
	��� (v, w) ∈ F (Gα)
 ��� �

��

����� �	 ����� ������
 µ = [p, v, q, w]
	�

G∗
α



.� ����� �� :3� � :3� � ���$� � ������ ���� �� ��������3
������� ��� 
�:� �	�� G = (V,E) �� �
��
 �
� 

�	���
 �	���
�
�
�� α


���
 α

 ��� 

�	���
 �������

� � ��� ������� ���� ��� ��$������� � 
�:� � ������ �� �� ��
���$���� �� .�

nm� � ������ �� .�
n + m�3

• ������� ���������� ���"�����

&� � ���� ���������  ��� �� �� � ���"� $����� � �� 0� ���"����2
���� �� ������ G ���� ��� �� ��� � ���"���� ������� � � ��������� α ������
� ������� � 4'& � � �������� �� F (Gα) = ∅ ������ +!443 '���������2 
#
� �  ������  ��
��3 �� G

� ���"���� � α
� � � ��������� ����$���#�$�2

����� F (Gα) = ∅ �2 ���� 4� � :3%2 L(w) = {α−1(v)|w → v} � G3
�� ����$���� � ���$��� ���� �	���	 �� 4�� �2 ���� ��/

�4�.,!��. 4'& 7+�/ �	����
����0�� � �	���� ∅ � ����� �� �����$������� i := n �
� � ���� �	����
�	�	�� / ��$��
� � �����$� ��� �� ����� v

$�  ���� 
����
�
����	
���� ����0�� � v

� �� ��� i�
α(i) := v �

�	���	/ ���� $��� �����$� ��� �� ����� w ∈ adj(v) ����
���$����� i �� 
����
(w)��� �� 4'& 7+��

��



����� "�� �2 4'& 7+� ��# ����� � � ��������� α ���2 ���� �0��������
�$� �2 ���# ���"���� ��G

"�� $�����3 4���2 ���� �� ���� 4'& 7+� ���� �����
� � ��������� � ����� ���� � ������� � +!44 ���� $��$���� ��� $������6����3
�� ���� "�� ��6��2 ����� � ���"� � $����� � � ��������� � ���"����3 &���
$����#���2 � ���"� ��� � $����� � � ��������� α

�0���� ���� ��� ���  ��� ��3
&� � $����� �������� ����2 ���� ������� � ������ �� �� �� ���$���� ��

.
(n + m)

2 �����6���� ������ �� .(n + m)3

1��� �������� � ���$���� �� ������� �2 $�������� �� � ���"� G � ������/

j

ih

g

f

ba

c

e

d

+����� :38/ ���"� $����� G3

����� $�����2 ��� ������ � � ���� ���"���� �� ��� ������ ���� ���$��3
����$���� � ������� �2 �� �� ���$��� ���� ����� �� �	����� ������ � ∅ �
���
� �����$� �� �����3 ���� 2 �� �	 ��������2 ���� �� ��$��
�� ��������
�����$�3 '�$��
���� � �����$� g

2 �� �� �� ��������� ���������/

��



��� �����$� � ��$��
��� ������ ����� �� �� ���/
�����$�� 
����
� �� ������

a ∅
b ∅
c ∅
d ∅
e {10}
f {10}
g ∅ �9
h {10}
i {10}
j ∅

��� �����$� � ��$��
��� ������ {e, f, h, i}/
�����$�� 
����
� �� ������

a ∅
b {9}
c {9}
d {9}
e {10, 9}
f {10} �
g ∅ �9
h {10}
i {10}
j ∅

��� �����$� 	 ����$������/
�����$�� 
����
� �� ������

a ∅
b {9}
c {9, 8}
d {9}
e {10, 9} �
f {10} �
g ∅ �9
h {10}
i {10}
j ∅

:9



��� �����$� � ��$��
��� ������ {h, i}/
�����$�� 
����
� �� ������

a ∅
b {9}
c {9, 8}
d {9}
e {10, 9} �
f {10} �
g ∅ �9
h {10} %
i {10, 7}
j {7}

��� �����$� � ����$������/
�����$�� 
����
� �� ������

a ∅
b {9}
c {9, 8}
d {9}
e {10, 9} �
f {10} �
g ∅ �9
h {10} %
i {10, 7} 

j {7, 6}

��� �����$� � ����$������/
�����$�� 
����
� �� ������

a {5}
b {9, 5}
c {9, 8} �
d {9, 5}
e {10, 9} �
f {10} �
g ∅ �9
h {10} %
i {10, 7} 

j {7, 6}

:�



��� �����$� � ��$��
��� ������ {b, d}/
�����$�� 
����
� �� ������

a {5}
b {9, 5, 4}
c {9, 8} �
d {9, 5} :
e {10, 9} �
f {10} �
g ∅ �9
h {10} %
i {10, 7} 

j {7, 6}

��� �����$� � ����$������/
�����$�� 
����
� �� ������

a {5, 3}
b {9, 5, 4} �
c {9, 8} �
d {9, 5} :
e {10, 9} �
f {10} �
g ∅ �9
h {10} %
i {10, 7} 

j {7, 6}

��� �����$� � ����$������/
�����$�� 
����
� �� ������

a {5, 3}
b {9, 5, 4} �
c {9, 8} �
d {9, 5} :
e {10, 9} �
f {10} �
g ∅ �9
h {10} %
i {10, 7} 

j {7, 6} 8

:8



���� �����$� � ����$������/
�����$�� 
����
� �� ������

a {5, 3} �
b {9, 5, 4} �
c {9, 8} �
d {9, 5} :
e {10, 9} �
f {10} �
g ∅ �9
h {10} %
i {10, 7} 

j {7, 6} 8

���� 2 ��$����� �� �� � �� ���$���� �� ������� � � ��������� ���"����
α = {a, j, b, d, c, i, h, e, f, g} �� G3

��� ������������� �� 	�����
� �� ����������
����

k�
%���� ����� ����������� �� � ������� � ������������ � 
�8�2 $� � �����

�� �����0������� �� ���0�� � �� $������6�����k�3
����� �� ��������� ���	�� ���� � ���

1�� ���� ����2 ���$��� �� �� ���� � �� ��� ����� �� �������������  ���)
 ��� ���� � ���� $�$�� C 3 1��� �����2 $�������� �� � �������� �� �/

���� ���� 
�8� �����	 ��� �


	�	
������� ��� 	��
	 �
���������	� �����
���� �	 �� ����
 �
� � �
���	� 	 �
�

	� ����
��� �
� l − 2

��� ���	
�
�

������ �� ��� cl
�

l
)��� � ���	

 �	 �����
2 $��� "	� ��� � cl =

(

2l
l

)

1
l+1
3 �� �$���� $� 
:2 �#�3 8
8�2 �� �� ���

cl =
4l

√
π l3/2

(

1 + O
(

1

l

))

.

:�



� ������ ����� �������2 ���� �� $��$���� ��� cl < 4l 3 ����� bn
� �� ���

�� #������ 0��#���� $� n �	� ��������2 �� �� ��� bn
�����"�6 � ��$�����$��

b0 = 1, bn =
∑

i+j=n−1 bibj
2 $��� �������2 ������� 
�8�2 � bn = cn

3 4���2 �� ��
$� � ���������/

���� ���� 
�8� � ���	

 �	 �
���������	� �������� �	 �� ������
  cl−2 ≤
4l−2 

. ������� � ����� ����� ��# ���������� ����� �� � � #����� �� 0��$�2 � 
��� $��� �	 $���������� � � ��������"� �� G3 � ���6 ����� #����� � �
��	���� ���"� G3 1��� ����� �� ��
�� �� � �	 ������� x

2 ��� $���������� �
� ���"�G′ 2 � ��$���#��� ��$������ � 0���$� C � G′ 3 . �	 x

���# � ��
�
���� $��� ������������  ��� �� �� C 3 . ���"� $������������� � � ��
� ��
x
� �0���� ���$�������)�� � G′ � ������������  ��� �� $�������������3 ��

|C| = l
2 �����2 ���� 4� � :3��2 � �	 x

���# cl−2

��
��3 &��� "��
� �� #�����
$���������� � � ��������"� $����� �� G3 ���� 2 $��� ������������  ��� ��
�� G

� ������������ ��� ����  ���� � � "��
�3
&��"�� � ���� �������� ����2 � 0���$� ���� ��� ��$������� � �� ��

�� .�m + n�3 ���� 2 ������� 
�8�2 ���� �� ����� ����� �� �������������
 ��� ��� � �� �� �� .�|C|� ��� ������������3%� �������2 � ������� � ������ �� ���� �� �	� �� #����� �� 0��$� ��� $��)
�������� � ��������"�� ��G

$� ��  #�� � k ������� ���$������3 �� ���� 
�	 ����� "�� � � � � "��
�2 ����� � � k

)������������ �� G
"�� ��$�������3

&��� $����#���2 ���� ��� ������3
������� ���� 
�8� �
��� �� k ��
���������	� �������� �	 �� �
��
G 	
�	�
�	
 	��
��
���� 	� �	�	
 �	 ��24km

� 

�

��� ���� T � � ��0#����� �� #����� �� 0��$� ����������� ���� ������� �3
1��� � �	 x ∈ T

2 ���� Gx = (V,Ex)
� ��������"� �� G

$�������������2 dx� $� ��� ����  #�� � �� � $� ��
� �� x ��� � � "��
� �� T
2 � ax =

 ���{|Ef | − |Ex| / f
� � � "��
� ���$������� �� x})3 ������ �� ��� fx

�
�� ��� ����� �� "��
�� ����� �� ���$�������� �� x3 � ������ �� ����������2 ��+����� :3�2 �� �� dx = 3 � fx = 53

::



x

dx

1 2 3

4 5

+����� :3�/ '�� ��� �� � � ��0#����� ����������� ���� ������� �3
&�������� �� � �������� �������2 ������� ��� �������/ fx ≤ 4dx+ax 3

���� �)�� ��� � ������� � �#���� ���� ����� �� ��
�� �� � �	 x3 ���� l
� $� ��� ���� �� � $�$�� ����$���� � x3 ���� dmax =  ���dy | y

� � 
��
� �� x} � amax =  ��{ay | y

� � ��
� �� x}3 *����� � 
��	����
�� �������2 � �� ��� �� "��
�� �� �������� ��� cl−2

��
�� �� x
� �� �)

���� ��� 4dmax+amax 3 *����� � 4� � :3��2 �� �� ��� fx
� �� ����� ���

4l−24dmax+amax = 4dmax+1+amax+l−3 3 &� � dx = dmax + 1 � � �� ��
� ��
���� ������������  ��� �� �� � l

)$�$�� �
l − 3

2 �� �� ��� � �� ��� �����
�� "��
�� ���$�������� �� x

� �� ����� ��� 4dx+ax 3
1��$��� �� ����� ���� �� � ����� �� �	� �� #�����3 � "#$�� ��� ���2 ��

���� $���2 ���� �� � � #����� $
���3 ���� 2 $����������� ����� T
$� �

���� � #�����2 �� ��/

�� 3 �	�(T ) ≤ 2fx − 1

≤ 2 · 4dx+ax

1��� �� ���� dx
2 ���� �� �0������ ��� � #����� �� 0��$� �������# ������

 #�� � ������ � �� ��� �� ������� �$���$������� � $��� ����� "��  ��� �3
���� 2 �� ����� �� 0���$�� ��$�������� ����� � ���6 ��� � "��
�  ��� ���)
����� "��� �� $� ��� ���� : ��  ���� ���������2 ���� �� ������ � ������
�$���$������ � $���  ������ �� �����3 &� � � ������� � ���$��� ��� � �
k
)$������6����2 �� �� dx ≤ k �2 ����  �� � ��6��2 �0�� �� ax ≤ k 3

:�



��0���������2 �0�� �� ��� � �� ���  #�� � �� �	� �/

�� 3 �	�(T ) ≤ 2 · 42k

1��� $��� �	 �� #�����2 � ��$���#��� ��$������ � 0���$� � ����� �� ��
��
$�������������� � $��� ������������  ��� ��3 &� � ����� �������� ����2
���� ���� ��� "���� � �� �� �� .�

n + m�3 &� � m =
.�

n2�2 �� �� ��� �
�� �� ����� �� ���$���� �� ������� � � �� .�

24km�3

%� �������2 � ������� � ���� ������ �  �� � k
)������������ �$��� �������

�#���� ��6��3 '��� ������	�$�� ���� ��� ��� ����� �� �6������)�� �� ����)
���� � $
�$����)�� � $��� ������� �0���� �� ���� �# 
���� ���� ��$�������
�����3

����� �� ��������� �� ����� ������������� ����������

%���� ����� ���# ���$���� � ������� � �������� $� �� �� �� ���$����
�� .�

k2nm + f(k)�3&��� � ���"� G
���� ����� ��� $������6��� $� ��  #�� � k �������2 ����

������� � �����$���� � $������� �� �����$�� �� G � ���� ��0$�������� A �
B
2 ���� ��� � �� ��
� �� A

� �� .�
k3� � ��� ������ 0���$�� � G ���

$�����
� �����$�� � B 3


��
����	�	�� � �����
. ������� � �����6� ���� ���$��� ����� ����$�����2 ���� ������ P1

2
P2
�

P3
2 ���$������ � ������$��/

(P1)
���
����
 ��
��
� ���			��	��	��

'��� ���$��� ���� ���$�� $� B = V � A = ∅3 ,������� ����2 ��� ��$��)
��� � 0���$� � GB

2 ������ � ������� � �&� ������ :3��2 ��� ��� ���2 �
 ��� ���� �����$�� ���� A3 ���� 2 ������ P1

��� ���2 � ��0���"� ����6���
��� B

� $�����3

:




. ������� �  ���� � $������� ��� �� ��� ��"������ ���	 �$� $
� ���
cc
2 ��� �� �6��� � �� ���  ��� � �� $����� ��$���#���� ���� �����������6��

G3 ��	� ����$��� � $�$�� �� $���� Ci
2

cc
� ��$�� ������ �� |Ci| − 33

��2 � ���� ����� �� ���$���� �� ������� �2 ����� �� cc > k
2 ���� �#��

$� �������� ��������3 1�� ����� ����2 P1
��� ��� ������ ��� 
�����  ���

0���$�� � B � cc =
∑j

i=1(|Ci| − 3) ≤ k 3
� $� ��������� �� �� �� ����� ���$��� ���� � �� .�

km�2 � � ��6 ���
� ����$��� �� $�$�� �$���� � �� �� ������ � � �� ��� �� $�$��� ����$�����
� �� ��  #�� � k

2 �# ��� $��� � ����� � �������#��� ���� �$���$� � ��
����  ���� � ������3 . �� ��
� �� $������� A ��	� � ���$���� �����
���$��� ���� � �� .�

k�3

(P2)
���
����
 ��
��
� �
�	�
� �
� ������
� ���			��	��	��

'��� ���$��� ���� ���$��� ��� 0���$�� ��� ��������� �� $�������� A �
B
2 � $���� ����  ���� ���� �����$�� $����$������ � B 3 ���� C ���� $�$��2

|C| = l 3 �� l > k+3
2 � ������� � �#�� $� �������� ��������3 &��� $����#���2

���� ��0$� ��
�  ��� �� �� C
$������� �� ���� �����$�� �� B

�  �����
���� A

�� ��� �� ��
� "�� �� ����  ���� � ��� ����2 �� $������� ����  ����
���� �����$���3 . ��$�� ���� �� cc

��������# �� ��������� �� $�$�� C 3 1���
����$��$�� �� ���� ��$�� ����2 ���$��� �� �� �������� �� �/
���� ���� 
�8� �	��� C �� ��
��
 	

p �� ������
 	�
C

�	 �
�	
��	��


l ��� ��	 1 ≤ l ≤ |C|−2
 �	

l = |C|−2� 	��
� 	� �
�� �
��������
 �������
�	

C � 	����	� 		�
 �	�
� l− 1
�

��� �����	��	� � 		�
 �	�
� �� �
���	 �	

p
 �	

l < |C| − 2� 	��
� 	� �
�� �
��������
 ������� �	
C � 	����	� 		�


�	�
� l
�

��� �����	��	� � 		�
 �	�
� �� �
���	 	� 	

�

��� �� l = |C| − 2
2 ����� 
# �� ���� � �����$� �� C ��� ��� ������$�

� p3 4���2 ���� $���� � � � ������������  ��� �� �� C
���# ��$������ �

���� �����$� �� p3 &� � ����� $��� � 0���$� ������ $� ��� ���� l + 2
2

���� �� l + 2 − 3 = l − 1
$����� ��$������� � p3

�� l < |C| − 2
2 ����� � ����� �� �# ��� ������� �� $� ��� ���� ��

$� ��
�3 &� � $��� 0���2 �� �� ��� � �� � �0��� ���� � �#���� ���� l = 1

:%



�$� ��� ���� 1�2 �# ��� � ��$���#��� 
���� � � $���� ��$������ � ����  ����
� ��� �����$�� � p3 � +����� :3: ������� ���� ��������3

x

y

v

t

A B

p

possíveis cordas incidentes

caminho entre x e y

+����� :3:/ &��� 0��� ���� ����� �� 4� � :3��3
���� �)�� ��� � �� � ���� ���������� ���� ���� $� ��
� $� $� ���)

 ����  ���� ��� l 3 ���� p � $� ��
� $� $� ��� ���� l � (a, b) � �
$���� ��$������ � p

2 ��� ������ � $�$�� C � ���� $�$���2 C1
� C2

3 �� �� ����
$����/

&��� �/
a, b ∈ p3 ���� l1

� $� ��� ���� �� ��0$� ��
� �� p ��� $���$�� a
� b3 �� ����� �� ������������2 ���� �� ���� �� ��� l1 = |C1| − 13 ���� p′
� $� ��
� ����� �� ����� �� �� p �������� ������� �� (a, b) � C2

2 � ����
l2 = |p′|3 '�������� ����  ���� l1 − 2

$����� ��$������� � p � C1
2 �2 ���


��	���� �������2 l2 $����� ��$������� � p′ � C2
3 ���� 2 � �� ��� ����� ��

$����� ��$������� � p
���# ����  ���� (l1 − 2) + l2 + 1 = l

2 ����� � ������
���$������ �� ���� �� ������� $�������������  ������ (a, b)3 � +����� :3�
�� ������ � ��� ��� ����� $���3

x1

x2

c

b

x5

x4

x3

a

p

p = a x3 x4 x5 b c

C1 = a x3 x4 x5 b a

C2 = a b c x1 x2 a

l = |p| = 5

p' = a b c

l1 = 4

l2 = 2

+����� :3�/ &��� � �� 4� � :3��3

:�



&��� 8/ a ∈ p
2
b /∈ p3 ���� p1 = p ∩ C1

� p2 = p ∩ C2
3 1��� ����  ���� � 

pi
2
i = 1, 2

2 �� �� |pi| < |Ci| − 23 !��� �$����$� ������2 $� � l < |C| − 2
2

���� �� �� ��� ����  ���� ���� �����$�� ��� ������$����� � p3 * ����� �
� ��	���� �����$� b3 . ����� ������$��# � � ��� ���� $�$���2 ������� �����
$�$�� � � ������$�� �� ����  ���� � ������� ��� ������$����� � p3 �� 
����� �� ������������2 ���� |p1| < |C1| − 23 ����$���� � 
��	���� �� �������
� C1

� ������ � ����� �������� ����� �� � � C2
2 $��$���)�� ��� � �� ���

����� �� $����� ��$������� � p
� ����  ���� l1 + (l2 − 1) + 1 = l 3 � +�����

:3
 ������� � ��� ��� ����� $���3

x1

x2

c b

x4

x3

a
p

p = c x2 a x3 x4 d

C1 = a b x1 c x2 a C2 = a x3 x4 d b a
d

l2 = 3l1 = 2

p1 = c x2 a p2 = a x3 x4 d

+����� :3
/ &��� 8 �� 4� � :3��3

�����
� �� ���C
���� � l

)$�$�� �� $���� ��� $�����
� j ≥ 1
��0$� �)

�
��  ��� ��� ��������� p1, p2, · · · , pj
2 $��� � �� $� ��� ���� ����  ����

� 2 ��� ����� � B 3 ���� li = |pi|
2
i = 1, · · · , j 3 .0��� ����2 �� l1 = l − 2

2
����� j = 1

2 �� ����2 ������ �� ���� � ��0$� ��
�3 &��� $����#���2 �� ��
li < l − 2

2 ���� ���� 1 ≤ i ≤ j 3 *����� � �� � ��������2 ��$�� ����)��
cc
�� ��������  ������/ �� ������� � ���$� ��0$� ��
�2 cc � ��$�� ������

�� �� (l1 − 1)
2 �� l1 = l − 2

2 �� �� l1
2 �� l1 < l − 23 &��� $����#���2 cc �

��$�� ������ ����  ���� ����� ����� 1
2

∑j
i=1 li

�� "���� 1
2

� ��$���#��� ������
� � $���� ���� ��� $������ ���� ��6�� �� �� ��	���2 � � ��6 ��� � 0�� ��
����� �� ����� $���� ���� ��� �����$�� �� ���� pi� �  ��{li | 1 ≤ i ≤ j}3%� +����� :3%2 ��� ��� ���2 �� �� 1

2

∑j
i=1 li = 4 < l3

3 %���� $���2 cc �����
��$�� ������ �� �3

P2
��� ��� ������ cc

�  ���� ��� k
�� ������ ��� ������  ��� $�$���

����� ����3 1��� ����$��$�� �� $� � ����$��� � 0���$� C
$� �����$��

$����$������ � B
2 ���$��� �� �� �������� �0��������3

:�



xy

A

B
l1 = 2

l2 = 1

l3 = 5

+����� :3%/ ��0$� ��
��  ��� ��� ��������� � C 3

 !������ ���� 
�8� �����	 �� ��
��
 C
�
� 		�
 �	�
� �
�� �
���	�

�
��	�����
� 	�
B �	 	 �
�	��	 �	 	�����
 ��� �
	��� (x, y)� x ∈ A� y ∈ B

	 �� ������
 	��
	 �� �
���	 	�
(N(y) − N(x)) ∩ B

	 �� �
���	 	�

N(x) − N(y)
��	 	���� �������	
 
��

� �
���	� 	�

N(x) ∪ N(y)


1��� ����$��� �� �� ��� $� ��
� ������2 ���� ��/ ������� N(x)∩N(y) �
(N(y)−N(x))∩A

�� G� ��$������ �� $� �������� $������ � G
����6����

��� �� ��� �����$��� � $
�$�� �� ������ � �����$� � (N(y) − N(x)) ∩ B �
� �����$� � N(x) − N(y) ��  �� � $� ������� $�����3 '��� ���$����
��$������ �� �� �� �� .�

m� ��� ������2 ������� ��� � ��� ������ ��  ���
���2 �� � $� ��
� �������2 ����� � ���$���� ���# $� � ����� � 0���$� �������
�� (x, y)

��� ��� � ����� ��6��
� �� y
�� 0� ���# � B 3. �� ��� �� �����$�� ���$������� �� $������� A

������ �� ����$��� ��
$��� $�$�� ��� P2

� �� ��  #�� � ���� ��6�� � �� ���� �� cc3 &� � cc
���$� �  ���� ��� k

2 � �� ��� ����� �� �����$�� � A ������ P2
��� ���

��� ���$� .�
k�3

(P3)
�����
����
 �
	���� 	��	������ 	�

GA
�

1��� $��� ��� �� �����$�� ��� ����$����� y, z ∈ V
2 ���� Ay,z

� $�������
�� ����� �� �����$�� x

���� ��� y, x, z ������� $����$����� ���� � ���� 0���$� � G3

���� ���� 
�8� �	� 	�
� ����� 	�
 y, z ∈ A� (y, z) /∈ E � �	�
� ��	 |Ay,z| >

2k� 	��
 � �
	��� (y, z)
	��� 	� �
��� �� k��
���������	� �	 G



�9



�

��� ���� ���� ��� (y, z) ��� ������ � � � k
)������������ G = (V,E)

�� G
2 ����� ���� ������� � � $���� � E − E

��$������ � $��� �����$�
� Ay,z

3 &� � ������ ���� �����$�� $� ������
� � � $����2 �� ��

|E − E| > k
2 � � $����������3

�� ������� (y, z) ��� �����"�6� � 4� � :3�� ��� ����� 	��	������3 1���
� � ������ y, x, z

��� ��� (y, x) ∈ E
2

(x, z) ∈ E � (y, z) /∈ E
2 ���� ��

����� ���� �� y, x, z �����$� $����$����� ���� � ���� 0���$� � �� ��
������2 � � ��6 ��� ���� �$���� �� � �� ���� �� y � z �������� � � �
 �� � $� ������� $����� ��	� � ������� �� N(x) − {y, z} �� G3

. ���$��� ���� P3
��� ���� $��$��� �� $�������� Ay,z

���� ���� ��� y, z ∈
A
2
(y, z) /∈ E 3 ������2 ���� $��� ��� y, z ∈ A

��� ��� |Ay,z| > 2k
2 � ������

(y, z)
� ���$������ � G′ 3 +���� ����2 ����� �� �����$�� � $��� $������� Ay,z��� ��� |Ay,z| ≤ 2k

��� ���$������� � A3
�� $� ���������� �� �� �� �� P2

� P3
��� ����0���$���� � ������/

���� ���� 
�8� ��� � 	�	���
 �	
P2

�	�� �� �	�	
 �	 ��knm
� ��� �

	�	���
 �	 P3
�	�� �� �	�	
 �	 ��k2nm

�

�

���
��� 1��� $��� ������ (x, y)

2
x ∈ A

2
y ∈ B

2 � �������� ��$������ � 0���$�
������� �� (x, y)

$� �����$�� $����$������ � B � �� �� ������3 .
�� ��
� �� $������� A

� �� ��� �� .�
k�� ���� 2 � �� ��� ����� �� �������

��$������� $� �����$�� � A
� �� ��� �� .�

kn�3 1��� $��� � � ������
�������2 �����# ��� ��$���#��� ���$���� � ����� �$� � � � ��62 ������� � �
$� ��������� ����� �� �� �� �� .�

knm�3
��� &� � � �� ��
� �� A ������ P3

$� ��� ��� ���$���� � �� .�
k�2 �

�� ��� �� ������� y, x, z
���� ��� (y, x), (z, x) ∈ E

2
(y, z) /∈ E

2
y, z ∈ A

2 �
�� .�

k2n�� ���� ��� k �����$�� $� 0������ ���� � ���� ��6�� .�
n� �����$��

���������3 1��� $��� ������2 � ��$���#��� �����$�� �� ������ � $� ��
�
����� y � z ��	� � ������� �� N(x) − {y, z} �� G3 &� �  ��$������
�������� ����2 ���� ���� ��� "���� �������$����)�� �� $� �������� $������
�� G ��� �����$�� ��������� � ����� $
�$���� �� y � z ����� ��  �� �

��



$� ������� $�����2 � ��� ������ � ����� �� �� �� ������3 ���� 2 �
$� ��������� ����� �� �� �� �� P3

� �� .�
k2nm�3

� $� ��������� ����� �� ���$��� ���� �� �����$���� ���� � �� �����
���� $� ��������� �� P3

3 ����� �� ��� $
� ���2 � �� ��
� �� $�������
A
� .�

k�3 . ���$��� ���� P3
���� ���$����� .�

k� �����$�� �� $������� A
���� $��� ��� �� �����$�� � A ��������  ��� ���$����3 '����2 � $�������
A �������# .�

k3� �����$�� ��	� � ���$��� ���� �� �����$���� ����3
���� ES

� $������� �� ������� �����$���� ����$����� ��� P3
� G′ =

(V,E ∪ES)3 ������ �� ��� A2
2
B2
� �������� �� $������� �� �����$�� �����

�� ���$���� �� P3
� ��� A

2
B � �������� ����3

1��� ����0���$�� �� � $�������� �� ����� � �� �����$���� ���� � � $� )
������� �� ������� �2 ���$��� �� �� �������� �� �/

���� ���$ 
�8� �	�� G = (V,E) �� �
��
 	
v ∈ V

 �	��
F �� �
�����
 �	

�
	���� 	��
	 �
���	� �	 G ��� ��	�
�� ���� �
	��� e ∈ F

 ��� �

�� �	 �� ��
��
 Ce

�	
G


���
F ∩ E = ∅

����
v
�
  	��
	�����	 �	 �	����� �
	��� e ∈ F


�	�
�	�
� 	

 G+ 
 �
��
 
����
 �	

G 		�� ����
 ��� �
	���� �	
F
 �	

	�����
 �� ��
��
 C
	�

G+ �
�
v1, v, v2


�


	��
 �
��	�������	��	 	�
C �

	��
� �	�
� � 	
����������	��
�� �����	 �� ��
��
 	�

G
�
 ���� v1, v, v2


�


	� �
��	�������	��	� 
�
�� �����	 �� ��
��
 De = v, x1, . . . , xt, v

	�
G ��� ��	 
 ������


p =

x1, . . . , xt
 	�
�	 �	 �� ����


Ce
	�
� ����� e ∈ F � 	

p
�
��� ��� ���

	��
	�����	� �	 e


�

��� ���� C � 0���$� � G+ �� ���� v1, v, v2
�$���� $����$�����)

 ����3 &����������� �� ������� ��� $� ��� C
2 �� �� 8 $���� ���������/

&��� �� ����� �� ������� ������$� � V (G)3 4���2 � ��	���� C
� �

0���$� � G �� ���� v1, v, v2
�$���� $����$����� ����3 &� � ��� ���2

�� ���"� G+ �� +����� :3�2 �� �� C = v1, v, v2, d, v1
3
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a

b

c

d

v1

v2

v e

+����� :3�/ '�� ��� �� � $�$�� ���� � &��� �3
&��� 8� '����� ����  ���� � � ������ �� C ��� ��� ������$�� � G

2 ������)
$����2 ��������2 � F 3 ���� e1, . . . , ek

���� �������3 &� � $��� ������ ei
�

� � $���� �� ���� 0���$� Cei

� G
2 ���� �� �������� C

$� � �� +�����
:3�3

v1

v2

v

y1x1

yk

xk

x2y2

e1

e2

ek

C

Ce
1

Ce
2

Ce
k

+����� :3�/ !������$���� ��� ������� e1, . . . , ek
� C ���� &��� 83

1��� � � ������ e = (x, y) ∈ F
2 ���� P 1

e
� P 2

e

�� ���� $� ��
�� � Ce

����� x � y
2 $� x � y

�� ������ �� $��� $� ��
�3 &� � Ce
� � 0���$�2

���� ���� ������ e
��� ��� v ∈ Ce

2
v ��� � ����$���� � ���
� �����$� � 

P 1
e

�� � P 2
e
3 .0��� ����2 v ��� ������$� � ���
� 0���$� Cei

, 1 ≤ i ≤ k
2

���� v ∈ C � ��� ���� ��� ����� � �� ���
� � ������ e ∈ F 3

&��� 83�� 1��� ���� ������ e ∈ F
��� ��� v /∈ Ce

2 ������ � $� ��
�

Pe ∈ {P 1
e , P 2

e }
��� ��� v ��� � ����$���� � G � ���
� �����$� � Pe

3
&�������� �� � $�$�� C 3 ��0��������� $��� ������ ei ∈ F �� ����� �� C ���

Pei
, 1 ≤ i ≤ k

2 �0�� �� � $�$�� C ′ � G
���� ��$������� ���� �� $����

�� �� ����� $� � ����������� �� ��� v ��� � ����$���� � ���
� �����$�
� C ′ − {v1, v2}3

��



v1

v2

v

y1x1

yk

xk

x2y2

Pe
1

Pe
2

Pe
k

C�

+����� :3�9/ &�$�� C ′ �������$��� � G ���� &��� 83�3
&� � �� ������� � F ��� ��� ��$������� � v

2 �� ������� (v, v1)
� (v, v2)

������ � G3 &� � C ��� ������ $�����2 (v1, v2) /∈ E 3 ���� 2 �� ���������
$����� �� C ′ � G ���� ���/ �� $� � ����� � � Pei

� ����� � Pej�
1 ≤ i, j ≤ k, i 6= j�2 �� 8� $� � ����� � � Pei

� ����� � u ∈ C
2 ��� ���

u /∈ Pei

3 1��� ��2 ��������2 ���$����� C ′ 2 �������� �� v � ������ ���� $�����
$� � �����
��� ���� ������ � v

2 �������2 ����� "�� �2 � $�$�� �� $�����

C ′′ 2 ��� � � 0���$� � G �� ���� v1, v, v2
�$���� $����$����� ����3 �

+����� :3�� ������� � ��� ��� ����� ���$����3

v1

v2

v

y1x1

yk

xk

x2y2

Pe
1

Pe
2

Pe
k

C��

+����� :3��/ 7���$� C ′′ �������$��� � ������ �� C ′ 3

&��� 838/ 1��� ���� � ������ e = (x, y) ∈ F
2
v
� ����$���� � � �����$�

u1 ∈ P 1
e
� � � �����$� u2 ∈ P 2

e
3

&� � C
� � 0���$� � G+ 2 v ��$������� ���� � ��� ����$���� � x

��
� y � G3 *����6���� � ��� ��� �� +����� :3�82 ������� �� ��� v ����$����

�:



v1

v2

v

e

C

y x

u2

u1

e2

ek

+����� :3�8/ �����$� v ����$���� � u1
� u2

���� &��� 8383

� x
2 $��� v1 = x3 �� ����� �� ������������2 ���� �� ���� �� ��� v

� ���
����$���� � x

2 � ��� u1
� u2

��� �� �����$��  ��� ��	�� �� �� x
������ �����

�� �����$�� � P 1
e
� P 2

e

2 �����$���� ����2 ��� ��� ����$����� � v 3 De
� � 

0���$� � G
$���������� �� �����$� v � �� ����� �� �����$�� �� $� ��
� �����

u1
� u2

������� �� x � Ce
2 $� � ��������� �� +����� :3��3

v1

v2

v

e

C

y x

u2

u1

e2

ek

não adjacente

De

+����� :3��/ 7���$� � G ������� �� x � Ce
3

� $�������� �� ����� � �� �����$���� ���� � �0���� ���� �������� ���)
�� �/

������� ���� 
�8� �����
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�

��� � ����� � ���� ��� $����������3 �����
� �� ��� ������ � 0���$�
C ∈ G′ ��� ��� C∩B 6= ∅2 � ���� v � �����$� � C∩B 3 ������ �� ��� v1

�

��



v2
�� ���� ��6��
�� �� v � C 3 . $�$�� C

$���� ��$������� ���� ����  ����
� � ������ �����$���2 ����2 $��� $����#���2 C ��������� � G � v

����� ����
 ����� ���� A

2 �� � ������ (v1, v2)
����� ���� ���$������ $� � � � ������

�����$���3 ���� F
� $������� �� ������� �����$���� � C 3 1��� �������� ��

������ �����$���2 ���� $��� ������ e = (x, y) ∈ F
2 ������ � 0���$� Ce

� 
G �� ���� e

� � � $����3 ��� ��  ���2 �� P 1
e
� P 2

e

��� �� ���� $� ��
��
$���$����� x � y � Ce

2 ����� P 1
e

�� P 2
e

$������� �� � ���$� �����$� ze ∈ B2
3

&� � v ���# � B
2 ���
� � ������ �����$��� � ��$������ � ���3 ����$���� �

4� � :3�%2 �� �� ��� � � ��� ��������� �����0�������� �$����/
��� '����� � G � 0���$� �� ���� v1, v, v2

�$���� $����$����� ����3
���� 2 �� v

������� ��� ����  ����� ���� A
�� � ������ (v1, v2)

������� ���
���� ���$������ $� � �����$���2 $���$����6���� � � $����������3

�8� '����� � 0���$� De
� G �� ���� v � ze

�$���� $����$����� ����
���� ���� e ∈ F 3 &� � v � ze

����� � B2
2 � 0�� ������� ��� ����

 ������ ���� A ��� P2
2 � �0�� �� ���� ���� � � $����������3

����	��������	�� � �����
* � ��6 ��� � ���"� �# ���
� ���� �����$������2 � ���$����� ����� ���$����

��� �k − a�)������������� � � ���"�  ���� $� � $������� �� �����$�� A
2

���� a
� � �� ��� �� ������� �����$���� ���$������� ������� � ������� � ��

�����$���� ����3 '��� � � $������� �� ��	�� � ����� �2 $��� ����� ��$������
�� ����� � :3�/
������� ���� 
�8� �	�� A,B ��� 	�
���
 �
 �
�����
 �	 �
���	� V

�	
�� �
��
 G = (V,E)� ��� ��	 
� �
���	� �	 �
�
 ��
��
 	�

G
	��
 �
����
�

	�
A
 �� �
�����
 �	 �
	���� F

 ��� �
��������
 ������� �	
G �	 	

�
�	��	 �	 F
� 

 ��� �
��������
 ������� �	

GA


�

��� ���� F � � ������������  ��� �� �� GA
3 � ��$���#��� ������ ���

G′ = (V,E ∪ F )
� $�����3 1�� $����������2 ���� G′ ��� $����� � ���� C � 

0���$� � G′ 3 &� � G′ ����6��� � A
� $�����2 C ∩ B 6= ∅3 1�� 
��	����2

G ��� $���� 0���$�� $� �����$�� � B 3 &���������� ����2 C ��� ����
������� � G

2 �2 ���� 2 ��� $���� ����  ���� � � ������ �� F � |C∩A| ≥ 23
���� v � �����$� � C ∩ B 3 1��� ����� � :3�2 $��� ������ e ∈ F

� � �

�




$���� �� � 0���$� Ce
�� G

2 $���� �����$�� ����� � A3 &� � F
� � �

������������  ��� �� �� GA
2
v ��� � ����� ����� �� ���
� � ������ �� F 3*����� � 4� � :3�%2 $��$���)�� ��� ��$������� ���� ������ � 0���$� ���

$�����
� v � G
2 � ��� $�������6 � 
��	���� �� ����� �3

1��� ������ � ����� �������2 ���� F � � ������������  ��� �� �� G3 ����
F ′ ⊆ F � � ������������  ��� �� �� GA

3 1��� ��� ���� ����� �� �����2 F ′

�� 0� ��������� G3 &� � F
�  ��� ��2 $��$���)�� ��� F ′ = F 3

����� �� ������� 
�
��
. ����� ���� �� ������� � ���$��� ��� �k− a�)������������� �� $�������

�� �����$�� A3 ���� ������������� ���� ��� ��$�������� ������ � ������� �
���$���� �� ����� :3:3�3 &� � |A| =

.�
k3�2 � �� �� �� ���$���� �����

����� � �� .�
k624k�3 . �� �� ����� ��� ���� ������ �� ���$��� ���� ��

�����$���� ���� � �� .�
k2nm�2 ������� � �� �� ����� ���� � ������� � ��.�

k2nm + k624k�3

�%



�������� �

���������� ��� ��������� ���
���� �������� �� ������
�����������

��� ����������

* ���"� G
� ���� ��� � �
��
 ���
�	
��
 ������	
� �� $��� � � �� ����$� �������� $������ "�� � � $�����3

���� � ���"� G = (V,E)
�� �������2 � ���0�� � �� ���� ������ ���

 ����$���� �� ������� �1�)�� $������� � ������ G � � ����� �� $������
��������� ������� ��  ���� �� ��� �� ���������� ���$������ �(�� ��$�������
�� $������� �� ������� �� G3 &� � $��� ����$���2 �� �� � ���0�� � ��
���� ������ ��� �� ���� �� ������� �1�),�2 �� ���� � ���"� G

���� ���
�����"�� ��� ������ ������� �� ������� �� �������3 ���� ���0�� �� ��� %1)
$� ������3
' ���� ������� ���� ����6���� − 1�)��

k� � 1�),�k�2 �� �� $� �
������� � ���"� G � � ������� ��� �������� k 3 ���� 2 � 1�)��

k� $�������
� �����"�� �� G � � � ����� �� $������ ��������� ���$������ ��  #)
�� � k ���������� ������� �� �� ����� �� $������� E

2 �������� ���2 ��
1�),�

k�2 ���� �� ��� ��  #�� � k
�� ����� �� �������3 %���� $�������2

����� ������������ ���� ������� �� ���� ���� ���� ����6�����2 ��������� ���
-3 ���  �� ��3 � 
���2 $���� $� ���������� �� �� �� ��� �� .�

2.27k +n3�
� .�

1.77k + n3�2 �����$���� ����3 ' � 0��2 ��� ���� ���� �0�� )�� � 

��



��$��� ���� � ���0�� �3 ' �������2 �  ����� �� 0��$� � #����� � ����$���
�� ��$��� �0����3

��� �����
����� � ���	� �
���

.� ������� �� �� 0��$� � #����� ������������ � ������ ���0��
� ��
"�� � ��$������2 ���� � �� ��� �� $
� ���� ��$������� � ���� ���� �� ���
�� �	� �� #����� $�������������3 '��� �� ��� � "�� ��� ��� ��$�����$���
�������� � 
� �������2 $� $���$������ $���������3 ������� 
���2 ��� �������
������	��$� � ����� ����� ����� ���6�� �� ������ �� $���$�������$�3 �� � ����)
��� � ������� � ���0�� � �� �� ��
� s � $
� � � �� ��	���� ��$������ ����
���� ���0�� �� �� �� ��
�� s − d1

2
. . .
2
s − di

2 �����2 �d1, . . . , di� � ���� ���� �	�

 �	 
���
���
 �� ��$�����3 '�� $����������  ��$�����$��

ts = ts−d1
+ . . . + ts−di

���� ts
������ � �� ��� �� "��
�� �� #����� �� 0��$� ��� ������� � � ���)

�	�$�� �� �� ��
� s � tj = 1 ���� 0 ≤ j < d
2 $� d =  ��(d1, . . . , di)

3 '���
��$�����$�� $���������� �� 	
������
 ��
���	
�����


zd = zd−d1 + . . . + zd−di .

�� α
� � � ���6 �� ������ �� $���$�������$� ��� �� ����� �0������  #�� �

� � ��������2 ����� ts
�

αs ��� � "���� ������ ���3 α
� $
� ��� ���	

 �	


���
���
2 ��� $���������� �� ����� �� �� ��$���� (d1, . . . , di)
3 ��� �����2

�� α
� � � ���6 �� ����2 ����� ts =

.�
αs�3 ����� �� �� ���� �� �� ��$�����

��� �����$���� ����� $������� ��� ���6�� �� ����3
1�������2 � �� ��
� �� #����� �� 0��$� � �� .�

αk�2 ���� k
� � ���	 ����

� α
� �  ���� �� ��� �� �� ��$���� ��� ��# �$�����3 %� 1�)��

k�2 ��� ��� )
���2 ���#  ������� ��� ���� �� ��� � ������ ��� ���� 838%2 ������$����
�� ����� �� �� ��$���� ��2 82 82 �2 ��3%�� ������� �� ������������ � ������2 ���# ����� � � ��0��� T ���� ��)
 �6���� ��"�� ����� ��0�� �� ������� �� ���"�2 ��� ��� T

�� � � �������
���� $��� ��� �� �����$�� u2 v ∈ V

2 ��� ���� ��� ��6�� �� ��� � ��� ���������
�������/

��



�		
���	��	�/ %���� $���2 � ������ (u, v) ∈ E � � ������� � ��� ����
 ��� �� ���)��� ��
�	

������/ %���� $���2 � ������ (u, v) /∈ E � � ������� � ��� ����  ���

���$���#)��3
���� �� ����� ���2 �� ��� ��� �� ������� �� �� ��� � � ������ (u, v)

�� $������� E
2
T [u, v]

� �������� ���� ����0���2 � � ��6 ��� ��� "�6 ���)
���� ���������6�� ������� ������ ���� �� ������3 ��  �� � "�� �2 �� ���
��� �� ������� �� ���$���� � � ������ (u, v) � E

2
T [u, v]

� �������� ����
��� ������3 ����� ��� ������2 ������ ����� �� � ������ �� �� ���� ��
�������2 ���� �)�� ��� ����� ������� ����� "�����2  �� � ��� ���  ��$����)
��� �����$��� ����3

��� ������ �� �����
k�

* � 
	�
� �	 
	���
 ��0������2 � �� �� ������ ���2 � � ���� ����	�)
$�� (G, k) ���� � 1�)��

k� ��� � � ����	�$��  ��� �� ���� (G′, k′)
2 ��� ���

(G, k)
� � � ����	�$�� $� �������� �������� �� � �� ���� �� (G′, k′)

�� )
0� � "��3 ���� �����2 G ���� ��� �����"�� ��� � $������ ��������� ����
�������(������ �� ��  #�� � k ������� �� � �� ���� �� G′ ����� ��� �����"��)
 ��� � $������ ��������� ���� �������(������ �� ��  #�� � k′ �������3 * �
����	�$�� ���� � ���� ���
� ��� $�������� �� ������ �� ������� ����� ��
����$� � ���� 
	������ � ������� � ����� ������3 * ���0�� � ���� ����6���
��� $� � 1�)��

k� ������ k
� ���	 ����� ������ � ����	
 ��2 ��	� � ����)

$���� �� ������ �� �������2 � ����	�$�� ����6��� ���������� ����� �� ��
�
f(k)

2 ����� f � � "����� ��� ������� �� ���� �� k 3
1��� $��� � � ��� ������ �� ������� ���� � 1�)��

k� ������������
� ������2 ��� $�������� ���# ���$�����2 0� $� � � �� �� �� ���$����
��$���#��� ���� ��� �����3 ������� �� ��� ���2 ���#  ������� ��� � ��$��� ��
���0�� � $������� �� ��  #�� � 2(k2 + k) �����$�� � (k3 + k2) �������3' 0��� �� ������ �� ������� �� 0� ����� �����
��
 ������� �� ���"�2
���� �� $��������� � ����	�$�� ���������� $� � ���	��
����3 !��� �� ���� ��
"��� �� ���2 ���� $��� ������ ���$������2 � ���	 ���� �� ��� ����� ��$��)
 ������ �� � 3 1��� $��� �����2 � � ���$��� ���� ���� ��� ���2 ������
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� � ������ � ���$������ �� �� �����2 � ����� �� ���	 ���� � ��$�� ������
�� � 3
%� "�� ������ ��� ������2 � ����� � �������� ��� ��������3 ����� � 

���"� G = (V,E) � � ��� �� �����$�� vi, vj ∈ V
2 � �����$� z ∈ V

� ������

�
��� � vi

� vj
�� (z, vi) ∈ E � (z, vj) ∈ E 3 �� ���� ����2 z ∈ V

� ������

�
 �
��� � vi

� vj
2 �� z 6= vi

� z 6= vj
�2 �� (z, vi) ∈ E

2 �� (z, vj) ∈ E
2  ��

��� � 0��3

����� � 1��� ���� ��� �� �����$�� u, v ∈ V
/

�3 �� u � v
��  ��� �� k ��6��
�� $� ���2 ����� � ������ (u, v)

�� ���
������$�� � E

2 ���������� � T [u, v] := ��� ������3 �� (u, v) /∈ E
2

����� � ���$���� ��3

83 �� u � v
��  ��� �� k ��6��
�� ��� $� ���2 ����� � ������ (u, v) ���

���� ������$�� � E
2 ���������� � T [u, v] := ����0���3 �� (u, v) ∈ E

2
����� � �� ��� ��3

�3 �� u � v
��  ��� �� k ��6��
�� $� ��� �  ��� �� k ��6��
�� ���

$� ���2 ����� � ����	�$�� ���� ��� �� �������3
���� ��� 
��� � �	�
� �  �


	��

�

���
���� �� .� �����$�� u � v

��  ��� �� k ��6��
�� $� ���3 �� � ������ (u, v)"���� ��$����� �� E
2 �����2 ���� $��� ��6��
� $� � z

�� u � v
2 ����  ����

� � ��� ������� (u, z), (v, z)
�� 0� ����� �� ��� �� �����3 !���2 ����������2

��$��������� ��  ��� �� k + 1
�� ����� �� �������2 $����������� �  #�� �

�� k  ����$����� �� ������� ��� ������3���� �� .� �����$�� u � v
��  ��� �� k ��6��
�� ��� $� ���3 �� � ������

(u, v)
"���� ��$����� � E

2 �����2 ���� $��� ��6��
� ��� $� � z
�� u

� v
2 ����� ��$���#��� ������ � � ��� ������� (u, z) � (v, z)3 �� ����� ��

������������2 ���� z ��6��
� � u � ��� ��6��
� � v 3 '����2 ����� ��$���#���
�� ���� � ������ (u, z)

�� E
�� ���$����� � ������ (v, z) � E 3 &� � ������ 

����  ���� k + 1 ��6��
�� ��� $� ���2 ����� ��$���#���� ����  ���� k + 1


�



 ����$����� �� $������� �� �������3
���� �� .� �����$�� u � v

��  ��� �� k ��6��
�� $� ��� �  ��� �� k
��6��
�� ��� $� ���3 � ������ ��� ������ ��� $���� � � 82 �� �� ��� ����� 
��$���#����  ��� �� k  ����$����� �� �������2 ����� ���� ��$���� � ������
(u, v) � E ������ ���� ��$���)�� �� E 3

1��� �� ����� ��� � ,���� � �� ����$� � �������� ��� �� �����$�� {u, v}
$��� �� ��� �� �����$�� ��� ��� ��6��
�� � u

�� v
��� � � 0��� � ���� ��� 2k 3

����� � 1��� ���� ������ �� �����$�� u, v, w ∈ V
/

�3 �� T [u, v] = ��� ������ � T [u,w] = ��� ������2 ����� � ������ (v, w)
2

$��� ����� ��� ������2 �� ��� ��� ���$������ � E � T [v, w] := ��� �)
�����3

83 �� T [u, v] = ��� ������ � T [u,w] = ����0���2 ����� � ������ (v, w)
2

$��� ������2 �� ��� ��� �� ����� �� E � T [v, w] := ����0���3
� $�������� �� ,���� 8 � 	0���3 � ��#���� �� �� �� �� ���$���� ��

����$���� ��� ,����� � � 82 ��� �� �# �� "�� � �����$�����2 � "���� � ������3
���� ��� 
��� �� �
��
 	
�	 �	
 �
���� 

���
 	� �� �	�	
 �	 ��n3

� 	�
�� �
��
 
	�����
 	� 
	���
 �� �	�
�� � 	 �

�

��� � ����� �� �# ���� ������������ �� � ������� � ��� ����6 � 
���� ���"� G = (V,E) � � ���"� G′ = (V ′, E ′)

����6��� � ������� �
,����� � � 8 � � �� �� �� .�

n3�3 . ������� � ���$���� �� ,����� �3� ��38 �2 $� � ������� ��"���� ���$�����2 �� 0� �� ,����� �3� � 83
������
�� ���� ���� �� ���� ����

�������� �� ����

• �����6 �� ����$��$��� �� G3

• ���� �������� ((n − 1) × n)/2
2 $
� ���� C � N

����2 ���� $��� ���
�� �����$�� {vi, vj}

2 $� i < j
2
C[i, j]

$���� � �� ��� �� ��6��
��
$� ��� � vi

� vj
� N [i, j]

2 � �� ��� �� ��6��
�� ��� $� ���3


8



• 4����� ��$������� ���� �� �6���� �� ����� �� �����$�� ��� ��� $��)
������� � ���� ��������� �� $������� �� ������� E

�� � ���� 
��������� �� $�������3 ���� ���$��� ����2 ���  ������� �� ������

Lc,0, Lc,1, . . . , Lc,k
2 � Lp

2 ���� Lc,r
2

0 ≤ r ≤ k
2 $���� �� ����� ��

�����$�� ��� �� ����� ���� r ��6��
�� $� ���3 � ����� Lp
$���� 

�� ����� �� �����$�� ��� �����  ��$���� ���� ���� $���������� $� �
��� ������� ���� ,���� �3� �� ���� ,���� 8� ��� ��� ���2 ��� ���� 
 ��� �� k ��6��
�� $� ���3 �� ���� ����2 ���  ������� �� ������

Ln,0, Ln,1, . . . , Ln,k
2 � Lf

2 ���� Ln,s
2

0 ≤ s ≤ k
2 $���� �� ����� ��

�����$�� ��� �� s ��6��
�� ��� $� ���3 � ����� Lf
$���� �� �����

�� �����$�� ��� �����  ��$���� ���� ��� �� ������� ����� ���� ���� 
����0���� ���� ,���� �38 �� ���� ,���� 83

• ���� �������� ((n − 1) × n)/2
2 $
� ���� Pc

� Pn
3 * ��� �� ���)

��$�� {vi, vj}
2

i < j
2 ���# $������ � ��  #�� � � � ����� ������

Lc,0, Lc,1, . . . , Lc,k
3 �� {vi, vj} ������� $������ � � � ������ ������2

����� � ������� �� ������� Pc[i, j]
$���� � �������� ���� ���� ��)

����� �� �����3 �� {vi, vj} ��� ������� $������ � ���
� � ������ ������2
����� Pc[i, j]

$���� � �������� ����3 ������� ����2 Pn[i, j]
$���� 

�� � �������� ���� �� � �������� ���� � � ������� �� {vi, vj} � 
� � ����� ������ Ln,0, Ln,1, . . . , Ln,k

3

�������������� ���� �)�� ��� �  ����6 �� ����$��$��� �� G
� ����3 1���

$��� ��� �� �����$�� vi, vj ∈ V
2
i < j

2
C[i, j] � N [i, j]

��� ���$����6���� $� 
� �� ��� �� ��6��
�� $� ��� � ��� $� ���2 �����$���� ����2 ��  ����6 ��
����$��$���3 7������ ������ �� ����2 � ��� �� �����$�� {vi, vj}

� ���$������
 ����� ����������3 �� vi

� vj
�� r ��6��
�� $� ���2 0 ≤ r ≤ k

2 �����

{vi, vj}
� ���$������  ����� Lc,r

3 �� vi
� vj

��  ��� �� k ��6��
�� $� ���2
����� {vi, vj}

� ���$������ � Lp
3 ������� ����2 {vi, vj}

� ���$������ 
����� Ln,s

$��� vi
� vj

���
� s ��6��
�� ��� $� ���2 0 ≤ s ≤ k
2 ��

���$������ � Lf
$��� ���
�  ��� �� k ��6��
�� ��� $� ���3 �� � 

��� �� �����$�� � ���$������ � � � ��� ������ Lc,0, Lc,1, . . . , Lc,k
2 ����� � 

�������� ���� ���� ������� � �� �6����� ���� ���� ��� �� �����$�� � Pc[i, j]�������� ���� � Pn[i, j]
�� � ��� �� �����$�� "�� ���$������ � � � ���


�



������ Ln,0, Ln,1, . . . , Ln,k�3 ��2 ����� ����� �� �� �������� ������� �2 � ���
�� �����$�� {vi, vj}

������6�� C[i, j] > k � N [i, j] > k
2 ����� � ������� �

��� ���2 ���������� ��� ���� ����	�$�� ��� �� ������� ������  ,���� �3�3

1��� �������� �� � ���$����6����2 $�������� �� $� � ������� � ���"� G
��

+����� �3� � k = 23

v1

v2 v4

v3 v5

v6

+����� �3�/ ���"� ��� ���� �����3
� ������ ��  ����6 �� ����$��$���2 ���� $� � �������2 �� ���������� ��

����� ��� ���$����6���� $� � � ������3 � ��0��� T
���# � �����2 ��� �����

$����� ����� �� ���� �������� ��6���3

& /

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v1 1 1 2 0 1
v2 2 1 0 1
v3 1 0 1
v4 1 0
v5 0

% /

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v1 1 1 1 4 3
v2 0 2 3 2
v3 2 3 2
v4 3 4
v5 1

Lc,0 :

v1
2
v5 → v2

2
v5 → v3

2
v5 → v4

2
v6 → v5

2
v6

Lc,1 :

v1
2
v2 → v1

2
v3 → v1

2
v6 → v2

2
v4 → v2

2
v6 → v3

2
v4 →

v3
2
v6 → v4

2
v5

Lc,2 :

v1
2
v4 → v2

2
v3


:



Lp : ∅

Ln,0 :

v2
2
v3

Ln,1 :

v1
2
v2 → v1

2
v3 → v1

2
v4 → v5

2
v6

Ln,2 :

v2
2
v4 → v2

2
v6 → v3

2
v4 → v3

2
v6

Lf :

v1
2
v5 → v1

2
v6 → v2

2
v5 → v3

2
v5 → v4

2
v5 → v4

2
v6

Pc
/

� � � � � �

� Lc,1(1) Lc,1(2) Lc,2(1) Lc,0(1) Lc,1(3)

� Lc,2(2) Lc,1(4) Lc,0(2) Lc,1(5)
� Lc,1(6) Lc,0(3) Lc,1(7)
� Lc,1(8) Lc,0(4)
� Lc,0(5)

Pn
/

� � � � � �

� Ln,1(1) Ln,1(2) Ln,1(3) ∅ ∅
� Ln,0(1) Ln,2(1) ∅ Ln,2(2)
� Ln,2(3) ∅ Ln,2(4)
� ∅ ∅
� Ln,1(4)


�



%�� �������� Pc
� Pn

2 � ������� Lc,i(j)
��� Ln,i(j)� ����$� � ��������

���� � �)��� � ��� ���� �� ����� Lc,i
��� Ln,i�2 0 ≤ i ≤ k 3

���������� � ������ ���# ���$���� � � �������� �� ������� �3 . ��)
����� � ��� ��� ������ �� ������ Lp

� Lf
�������� ��6��� �� ������ k

���� �� ����� ��������3 �� ����  ���� � � ����� ��� ������� ��6��2 � ���
�� �����$�� $������ � Lp

�� Lf
���# ���������� ��� ���$������3 &���

�������� �� ������� � ���$���� � ������ ����� �� �����$��3 ���# ���$����
$� � ���$����� � ��� �� �����$�� {vi, vj}

2
i < j

2 ����������� �� Lp
3 .

���$���� ���� �� � ��� �� Lf
� �����6��� �� "�� � ��#����2 $��"�� �

�� �������� � ��� ���3
1��� � ��� �� �����$�� {vi, vj}

�� Lp
2
vi
� vj

���  ��$���� ���� ���� 
$���$����� ��� � � ������ ��� ������ ������  ,���� � ��  ,���� 83 &���
� ������ (vi, vj)

����� ��� ������ �� $������� �� �������2 ����)�� �$���$���#)
�� � ��$�� ����� � ���	 ���� k � � � �������2 $���������� T [i, j] :=
��� ������3

������ �� ���$���� � � ���� ������ �� $������� �� �������2
��� � ��$���#��� ������6�� �� $��������� �� ��6��
�� $� ��� � ��� $� ���3&��� ���� $������� ���� ��������2 ���� )�� ������6�� �� 0� �� ���)

���3

������ �� ������ � ����� �� � � ������� � T
2

�0� ���$���)�� ������ �� ���� ���� ����� ����� ��$���#��� � � ����$���� ��
,���� 83

&����������� ���2 ���� �)�� ��� "�� ���$������ � � ���� ������ (vi, vj)
3

���� k
� ���	 ���� ����� $� ��� ����� ������2 �� ����2 ��� ��$�� ������3

1��� ������6�� �� $��������� � ������ �� �� ������ �� ��� ��� ������6����2
$�������� �� �� ���� �� �����$�� vl

2
vl 6= vi

� vl 6= vj
2 ���� ���2 ���� {vi, vl}

� {vj, vl}
2 �� $��������� �� ��6��
�� $� ��� � ��� $� ��� �����  ����3

&� � � � ���� ������ "�� ���$������2 ���� �� $��������� �� ��������� ����)
����� ��� ����� �� ������������2 ���� �)�� ��� i < j < l�/







• . �����$� vl
� � ��6��
� $� � � vi

� vj
3 '����2 $�������)��N [i, l] :=

N [i, l]−1
2
C[i, l] := C[i, l]+1

2
N [j, l] := N [j, l]−1

2 � C[j, l] := C[j, l]+13
� ������ �� ��� ���2 �� �$���$���#��� �� � ������ (v3, v6)

�� ���"� ��
+����� �3� �

i = 3 � j = 6�2 ���� � �����$� vl = v4
2 �������� �� � ���/

N [3, 4] = 1
2
C[3, 4] = 2

2
N [4, 6] = 3 � C[4, 6] = 13

v1

v2 v4

v3 v5

v6

+����� �38/ �$���$� � �� ������ (v3, v6)
3

• . �����$� vl
� ��6��
� �� ������ � �����$� ������ � ��� {vi, vj}3 �� 

����� �� ������������2 ���� vl
��6��
� �� vj

� ��� ��6��
� �� vi
3 '����2

$�������)�� N [i, l] := N [i, l] − 1
2

C[i, l] := C[i, l] + 1
2 � N [j, l] :=

N [j, l] + 13 �������� � ��� ��� ��������2 �� $��������� �� vl = v5
2

�0�� �� $� � ��������� ��� ������6�����/ N [3, 5] = 2
2
C[3, 5] = 1 �

N [5, 6] = 23

• . �����$� vl
��� � ��6��
� �� vi

�� �� vj
3 '����2 $�������)��N [i, l] :=

N [i, l] + 1 � N [j, l] := N [j, l] + 13 �������� ���� ���� � ��� ��� �
$����������� ����� vl = v2

2 �0�� �� N [2, 3] = 1 � N [2, 6] = 33

�� � ����� �� � � ������� � C  ����2 ������6� �� �� ������ Lc,r,

0 ≤ r ≤ k
2 � Lp

3 �� � ����� �� � � ������� � N  ����2 ������6� ��
�� ������ Ln,s, 0 ≤ s ≤ k

2 � Lf
3 � ������6���� ������ ������ � ���$���� �������

�� ��� ��� �� ��$�� ���� �� C[i, l]3 �� C[i, l]
"�� ��$�� ������ ���� � 

����� �� ��  #�� � k + 1
�����2 $��� $����#���2 � ��� �� �����$�� {vi, vl}

�#
������� � Lp�2 � {vi, vl} ������� $������ � � ��� ������ Lc,r

2
0 ≤ r ≤ k

2 �����

{vi, vl} �
��# $������ � Lc,C[i,l]−1

�� ������� �� ���� ����� �� C[i, l]�3 ,�)
 ��� �� {vi, vl}

�� Lc,C[i,l]−1
2 ������ � �������� �� �6����� � Pc[i, l]

3 ��
� ���� ����� �� C[i, l]

������6�� C[i, l] = k +1
2  ��� �� � ������� ���� � � 

�� ����� Lp
� $��� $����#���2  ��� �� � ������� ���� � � �� ����� Lc,C[i,l]

3


%



'����2 �� ��� �� {vi, vl}
�� Lp

� �� ��� �� � �������� �� �6����� � 
Pc[i, l]

2 � � ��6 ��� ��� ���#  ��� ��$���#���3
&� �� $��������� � ������ ������6����2 ����� �� � ����� Lc,k

������ � 
������� �� ����� ������ �� k� �� ���� �� ����� Lp

2 �# ��� k
���# ��$�� ������

�� � � ������� � �� ����� �� �����$�� $������� � Lc,k
�������� � �����"�6��

� ,���� �3�3 ��  �� � "�� �2 ����� �� � ����� Ln,k
�� ���� �� ����� Lf

2
������  ,���� �383 '����2 ������6� �� k

2 ��$�� �������)� �� �3
&����������� �0�2 ����� �� �� � ������ ��� ������ (vi, vj)

�����
��$���#��� � � ����$���� �� ,���� 82 $� � � ������3 %��� ����2 $��������)
 �� $��� �����$� vl

2
vl 6= vi

� vl 6= vj
2 � ����� �� �� (vi, vl)

� ��� ������  ��
��� (vj, vl)

2 �� ��$�)�����3 �� ����� �� ������������2 ���� (vi, vl)
� ������

��� ������3 �� ����� ��� ������� $������ � Lp
�� Lf

2 �	� ���$���� �� �
��� �� �����$�� ��� ��� ������ {vj, vl}

 ����� Lp
3

� 0�� �� ������ ��� � �0� ���� ��� "����� � � �� �� �� .�
n�2 ������)�� �  ����6 �� ����$��$��� � �� �������� Pc

� Pn
3 !��� $� ����� � ���$����� ��

�������� ��� ���$���� � ��� �� �����$�� {vi, vj}3 ����
�� ���� � ���$������2

��� ������� $������������� � �� ����� �� Lp
3

� �������� ��0����� �$� � � �������� ��� ��� k ���� � ����� ��������
�� Lp

� Lf
������ ��6���3 �� � ���	 ���� k ��$����� � ����� ��������

����� ��� Lp
� Lf

������ ��6���2 ����� � ����	�$�� ���� ��� �� �������3
�� Lp

� Lf
�� ������� ��6��� �������� k ≥ 0

2 ��� ������ ���
� ��� ��
�����$�� �������� ���� � ���� � ,���� � �� � ,���� 8 �� �������3 4���2 �
���"� ���������� � ����6��� � ������� � ,����� � � 83

&� � ��� ���2 ����� ��0������ �� ��������� �� ���$���� �� ������� �
���� � ���"� �� +����� �3�3

�� ��	
��
� . ��� {v1, v5}
2 ����������� �� Lf

2 � ���$������3

− &�������)�� T [1, 5] := proibida3 &� � � ������ (v1, v5)
�# ��� �������

� G
2 0���� �� ���� � ��� �� Lf

3

− �����$�)�� ��� � ,���� 8 ��� �� ����$�3


�



�� ��	
��
� . ��� {v1, v6}
2 ����������� �� Lf

2 � ���$������3

− &�������)�� T [1, 6] := proibida
2 0������� �� ���� � ��� �� Lf

3

− �����$�)�� ��� � ,���� 8 ��� �� ����$�3
�� ��	
��
� . ��� {v2, v5}

2 ����������� �� Lf
2 � ���$������3

− &�������)�� T [2, 5] := proibida
2 �� ������ � ��� �� Lf

3

− � ,���� 8 ��� �� ����$�3
�� ��	
��
� . ��� {v3, v5}

2 ����������� �� Lf
2 � ���$������3

− &�������)�� T [3, 5] := proibida
2 �� ������ � ��� �� Lf

3

− � ,���� 8 ��� �� ����$�3
�� ��	
��
� . ��� {v4, v5}

2 ����������� �� Lf
2 � ���$������3

− &�������)�� T [4, 5] := proibida
2 �� ������ � ��� �� Lf

3

− � ,���� 8 ��� �� ����$�3
�� ��	
��
� . ��� {v4, v6}

2 ����������� �� Lf
2 � ���$������3

− &�������)�� T [4, 6] := proibida
2 �� ������ � ��� �� Lf

3 &� � �
������ (v4, v6) ∈ E

2 ���� � �� ����� �� ���"�3

− �����$�)�� ��� � ,���� 8 ��� �� ����$�3
������  �� ���� �� (v4, v6)

2 �� $��������� �� ��6��
�� $� ��� � ��� $�)
 ��� ���� ��� ������6����3 1��� ����2 $�������� �� �� ��������� ���������2
�� ������ � ���$����� �� ������� � ������ i < j < l�/

• . �����$� vl
� ��6��
� $� � � vi

� vj
3 '����2 $�������)�� C[i, l] :=

C[i, l]−1
2
N [i, l] := N [i, l]+1

2
C[j, l] := C[j, l]−1 �N [j, l] := N [j, l]+13%� ��� ���2 ��� 
# ���
� �����$� ��� �� ��$���� ����� $���3

• . �����$� vl
��� � ��6��
� �� vi

�� �� vj
3 '����2 $�������)��N [i, l] :=

N [i, l] − 1 � N [j, l] := N [j, l] − 13%� ��� ���2 ��� 
# ���
� �����$� ��� �� ��$���� ����� $���3

�



• . �����$� vl
� ��6��
� �� ������ � �����$� ������ {vi, vj}3 ����

vl
��6��
� �� vj

 �� ��� �� vi
3 &�������)�� C[i, l] := C[i, l] − 1

2

N [i, l] := N [i, l] + 1 � N [j, l] := N [j, l] − 13%���� ��������2 ��$����� )�� �� �����$�� v1
2
v2
2
v3
� v5

�� ��� ���3 .
������� � �����6�2 �����2 �� ��������� $�����������/
− ��� v1

/
C[1, 6] := 0

2
N [1, 6] := 4 � N [1, 4] := 03

− ��� v2
/
C[2, 6] := 0

2
N [2, 6] := 3 � N [2, 4] := 13

− ��� v3
/
C[3, 6] := 0

2
N [3, 6] := 3 � N [3, 4] := 13

− ��� v5
/
C[4, 5] := 0

2
N [4, 5] := 4 � N [5, 6] := 03

��	� $��� ��������� � C
�� � N

2 �� ������ ��� ������6����3 ������ ���
���������� �������� �$� �2 �� ���������� �� ����� ���������� �� ���� ����
�� ��� ��� ��$����� )�� �� �������� "�� �/

� /

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v1 ∅ ∅ ∅ proibida proibida

v2 ∅ ∅ proibida ∅
v3 ∅ proibida ∅
v4 proibida proibida

v5 ∅

& /

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v1 1 1 2 0 0
v2 2 1 0 0
v3 1 0 0
v4 0 0
v5 0

% /

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v1 1 1 0 4 4
v2 0 1 3 3
v3 1 3 3
v4 4 4
v5 0

Lc,0 :

v1
2
v5 → v2

2
v5 → v3

2
v5 → v4

2
v6 → v5

2
v6 → v1

2
v6 →

v2
2
v6 → v3

2
v6 → v4

2
v5

%9



Lc,1 :

v1
2
v2 → v1

2
v3 → v2

2
v4 → v3

2
v4

Lp :

v1
2
v4 → v2

2
v3

Ln,0 :

v2
2
v3 → v1

2
v4 → v5

2
v6

Ln,1 :

v1
2
v2 → v1

2
v3 → v2

2
v4 → v3

2
v4

Lf :

v2
2
v6 → v3

2
v6

* � ��6 ��� �� ������ Lc,k
� Lp

2 ���� $� � Ln,k
� Lf

2 �# ���
� ����
������2 ���� �� ��$�� ����� k

2 ��� ���� � ����� 13

�� ��	
��
� . ��� {v2, v6}
2 ����������� �� Lf

2 � ���$������3

− &�������)�� T [2, 6] := proibida
2 �� ������ � ��� �� Lf

3

− �����$�)�� ��� � ,���� 8 ��� �� ����$�3
�� ��	
��
� . ��� {v3, v6}

2 ����������� �� Lf
2 � ���$������3

− &�������)�� T [3, 6] := proibida
2 �� ������ � ��� �� Lf

3

− � ,���� 8 ��� �� ����$�3

�� ��	
��
� . ��� {v1, v4}
2 ����������� �� Lp

2 � ���$������3

− &�������)�� T [1, 4] := permanente
2 �� ������ � ��� �� Lp

3

− �����$�)�� ��� ��� 
# ��$�������� �� ,���� 8 ��� ����$���3

%�



��� ��	
��
� . ��� {v2, v3}
2 ����������� �� Lp

2 � ���$������3

− &�������)�� T [2, 3] := permanente
2 �� ������ � ��� �� Lp

3

− �����$�)�� ��� ��� 
# ��$�������� �� ,���� 8 ��� ����$���3
&� � � ������ (v2, v3)

����� ��� ������$� �� $������� E
2 ��� � �$���)

$������2 �������� ��$���#��� � ������6���� �� C
2
N � ��� ������3 ��	� �

������6���� � � ����� ��� ������ Lc,k
� Lp

2 0� $� � Ln,k
� Lf

2 ��$�� ����)��
k
2 ��� ���� � ����� 03

& /

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v1 2 2 2 0 0
v2 2 2 0 0
v3 2 0 0
v4 0 0
v5 0

% /

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v1 0 0 0 4 4
v2 0 0 4 4
v3 0 4 4
v4 4 4
v5 0

Lc,0 :

v1
2
v5 → v2

2
v5 → v3

2
v5 → v4

2
v6 → v5

2
v6 → v1

2
v6 →

v2
2
v6 → v3

2
v6 → v4

2
v5

Lp :

v1
2
v2 → v1

2
v3 → v2

2
v4 → v3

2
v4

Ln,0 :

v2
2
v3 → v1

2
v4 → v5

2
v6 → v1

2
v2 → v1

2
v3 → v2

2
v4 →

v3
2
v4

Lf : ∅

%8



��� ��	
��
� . ��� {v1, v2}
2 ����������� �� Lp

2 � ���$������3

− &�������)�� T [1, 2] := permanente
2 �� ������ � ��� �� Lp

3

− 1��� ,���� 82 $������� )�� T [1, 3] := permanente � T [2, 4] :=

permanente3
��� ��	
��
� . ��� {v1, v3}

2 ����������� �� Lp
2 � ���$������3

− +�6)�� ���� ���� T [1, 3] := permanente
2 �� ������ � ��� �� Lp

3

− 1��� ,���� 82 $�������)�� T [3, 4] := permanente3
��� ��	
��
� . ��� {v2, v4}

2 ����������� �� Lp
2 � ���$������3

− +�6)�� ���� ���� T [2, 4] := permanente
2 �� ������ � ��� �� Lp

3
��� ��	
��
� . ��� {v3, v4}

2 ����������� �� Lp
2 � ���$������3

− +�6)�� ���� ���� T [3, 4] := permanente
2 �� ������ � ��� �� Lp

3
&
��� �� �� � �� ���$���� �� ������� � $� k = 0 � �� ������ Lp

�
Lf
��6���3 4���2 � ���"� ���������� �� +����� �3� � ����6��� � ������� �

,����� � � 83
v1

v2 v4

v3 v5

v6

+����� �3�/ ���"� G′ �0���� � ������ �� ���"� �� +����� �3� ���� ����$����
�� ������� �3 �� ���
�� ������
���� ���������� �� ������� ����0���� � ��
���
�� � �������2 �� ������� ��� �������3

����� �� ��������� � ���$����6���� ��� ������ � ��������2 ���� �2 � $������ 
��� �� ���� �� ��6��
�� $� ��� � ��� $� ��� ���� $��� ��� �� �����$��
���� ��� "���� � � �� �� �� .�

n3�/ 1��� $��� ��� �� �����$�� {vi, vj}
2

$�������� �� ����� �� �����$�� vl
���� ��� vl 6= vi

� vl 6= vj
3 * � �������

���� {vi, vj}
� ���$������ ��� ������ ����������� � � �� �� $��������3

%�



* � �������� �� ������� � ����� ��  #�� � � �� �� �� .�
n�2 �# ��� ��

�������� ��� ������ ���� ��� �$������� �  ������ � � �� �� $��������2
������ �� ��������� �� �6������ ��� �������� Pc

� Pn
3 ��� �����2 � ��������

������� �� ���� � ���� ��0�� ����� �� �����$�� �� V 3'����� ��  #�� � n2 ��������� �� � ���� $��� ��� �� �����$���2 �#
��� $��� ��� � ���$������ ��  #�� � � � ��62 ���$������ �� Lp

�� �� Lf
3

&��$������2 � �� �� ����� ���� � ������� �� � ���� ���"� � �� .�
n3�3

��� �� ������
�� ���� ���� �� ���� ���

� ����� � ������ $� ����� � $������� �� ������ �� ������� ��������
����� �����/

����� � ,� ���� ����� �� $� �������� $������ ��� ���� $������
�� ���"�3

� $�������� �� ,���� � � 	0���3 � $� ������� ��� $� �������� $������
�� � ���"�2 $
�$���� �� ����� ��� $������2 ���� "�$�� ���� ��� "���� � � 
�� �� ������/

���� ��� 
��� � �	�
� � 	
�	 �	
 	�	������ 	� �� �	�	
 �	 ��n� 

.0��� ����2 ���� � ��$��� �� ���0�� � ��� ������2 �� ,����� � � � ����� 
���$������3 � ,���� 8 �� 0� � ������ � $���� ��� ��� �� "#$�� ����$�0�)
������2 ������� ��� $���������� ������� � ���$���� �� ,���� �3 ���� 2 ��
,����� � � � $�������� � ������� $������� �� ������ �� ������� "#$���
� ������2 ��� ���� � � ��$��� �� ���0�� � $� .�

k2� �����$�� � .�
k3�

�������2 ����� $� ���#��� � � �� �� �� .�
n3�3. ����� � � ������  ����� � $�������� ��� ������2 �������� ��� ����6��

� ���"� � ������� � ,����� � � � $����6 � � ��$��� ���� � 1�)��
k�3

������� ��� 
��� � �����k
� 	
���� �� ����	
 ��	 �
��� �
 �����


2(k2 + k)
�
���	� 	 �
 �����


k3 + k2
�
	����� 	
�	��
 �	
 	��
��
��
 	�

�� �	�	
 �	 ��n3
�

%:



�

��� ���� G = (V,E) � ���"� ����6��� � ������� � ,����� � � �3 �� 
����� �� ������������2 ���� G

$�����3 &��� $����#���2 $��� $� �������
$����� ����� ���$������ �������� ����3 &� � � ,���� � �� ��� ����� ��
$������ �������� �� ���"� ����2 G ��� � � � $�����3 ���� 2 � ��$���#��� ��
 ���� � �  ����$���� �� ������ ���� �����"�� �� G � G′ = (V,E ′)

2 ���
$������� � $������ ���������3 ���� k ���� �� ���  ��� �2 "�� ��� ��� ka

������� � kd
�� ����� �� �������3 1��� 
��	���� �� ��� G

� ����6��� � 
������� � ,����� � � �2 ���#  ������� ��� $���������� ��� n ≤ 2(k + 1) · k
� ��� m ≤ 2

(

k+1
2

)

k 3

���� n > 2(k + 1) · k 3 �� ��2 �����2 ���� $���� ���������/ ka = 0
��

1 ≤ ka ≤ k 3

���� �� ka = 03 �� �� kd
�������� �� �������2 1 ≤ kd = k

2 ����
�����"�� �� G � G′ 3 ���� VC ⊂ V

� $������� �� �����$�� �� � � $����� ��
 ���� �� ��
� � G′ 3 .� �����$�� � VC

�� 0� "�� � � � $����� � 
G
2 �# ��� ka = 03 &� � G

� $�����2 ������ ����  ���� � �����$� u ∈ VC$���$���� � � �����$� v /∈ VC
3 '����2 �� v ��� ���# $���$���� � ���
� 

����� �����$� u′ ∈ VC
2 $� u′ 6= u

2 �� ������ � �����$� u′ ∈ VC
2 $� u′ 6= u

��� ��� (u′, v) ∈ E 3

���� ���� .�����$� v ��� ���# $���$���� � ���
� ����� �����$� u′ ∈ VC
2

$� u′ 6= u
2 $� � ��� ����$��� �� +����� �3:3

VC

u

v

G

+����� �3:/ �����$� v ��6��
� �� ���� � u � VC
3

1��� �� �� ���� � �� ��
� �� $����� ��� |VC | ≥ n/(kd + 1)
/ ������

�
kd
�������� �� �������2 G

� �����"�� ��� � � ���"� G′ $������� ��
 #�� � kd + 1

$������3 &���������� ����2 � � $����� ��  ���� �� ��
�

%�



� G′ $���� ����  ���� n/(kd+1) �����$��3 *����� �� 
��	����� �# $������/
n > 2(k + 1) · k (∗)

2
kd ≥ 1 (∗∗)

2 � kd = k (∗∗∗)
2 �0�� ��

|VC | ≥ n/(kd + 1)
(∗)
> (2(k + 1) · k)/(kd + 1)

(∗∗)

≥ (2(k + 1) · k)/(2kd)
(∗∗∗)
= k + 1.

4���2 |VC | ≥ k + 2 � u
�� ����  ���� k + 1 ��6��
�� − ����� �� �����$��

u′ ∈ VC
2 $� u′ 6= u − ��� ��� ��� ��6��
�� �� v 3 !��� $�������6 � 
��	����

�� ��� G
� ����6��� � �������  ,���� �3

���� ���� '����� � �����$� u′ ∈ VC
2 $� u′ 6= u

��� ��� (u′, v) ∈ E 3

VC

u

v

G

u�

+����� �3�/ �����$� v ��6��
� � u � u′ � VC
3

1��� �� �� ���� � �� ��
�  ��� � �� $����� ��� n/kd
/
G
� �����"�� ���

� � ���"� G′ $������� ��  #�� � kd
$������3 &���������� ����2 � �

$����� ��  ���� �� ��
� � G′ $���� ����  ���� n/kd
�����$��3 *�����

�� 
��	����� �# $������/ n > 2(k + 1) · k (∗) � kd = k (∗∗)
2 �0�� ��

|VC | ≥ n/kd

(∗)
> (2(k + 1) · k)/kd

(∗∗)
= 2(k + 1).

4���2 |VC | > 2k +2 � ��  #�� � k
������ �����$�� ����� $���$����� � v

�����
v /∈ Vc

� ��  #�� � k ������� ���� ��� �� �������3 '����2 u
��  ���

��� k + 1 ��6��
�� ����� $����� ��� ��� ��� ��6��
�� �� v
2 $�������6���� �


��	���� �� ��� G
� ����6��� � �������  ,���� �3

���� �� 1 ≤ ka ≤ k 3 &� � ka + kd = k
2 �� �� kd < k 3 %���)

 ����2 ���� VC ⊂ V
� $������� �� �����$�� �� � � $����� ��  ����

�� ��
� � G′ 3 &� � G′ $���� ��  #�� � kd + 1
$������2 �� �� ���

|VC | ≥ n/(kd + 1)3 ����� kd < k
2 $���������� ����2 |VC | ≥ n/k 3 *����� �

%




������� n > 2(k + 1) · k 2 �0�� ��

|VC | > 2(k + 1).
��3��

&� � �� �����$�� �� VC

"�� � � � $����� � G′ � ��  #�� � ka
�����

������� ��� ���$������� �� �����"�� ���� �� G � G′ 2 ������ � G ��
 #�� � k ����� �� �����$�� {vi, vj}

2 $� i < j � vi, vj ∈ VC
2 ��� ��� �����

$���$����� ��� � � ������3 4� 0����� ���2 ��� 
��	����2 |VC | > 2(k + 1) �
|{{vi, vj}|vi, vj ∈ VC , i < j, (vi, vj) /∈ E}| ≤ k

2 $�������� �� �������� ����
�� $���� � ��� ka = k � ��� ka < k

/

���� ���� ka = k 3 '����2 VC = V
����� G

� $����� � ���
� � ������ "��
�� ������ � G′ $������� �� � � ���$� $�����3 &� � ka = k ≥ 1

2 ������ ����
�����$�� vi, vj ∈ V

2 $� i < j
2 ���� ��� (vi, vj) /∈ E 3 &� � V

$����  ���
�� 2(k + 1) �����$��2 ������  ��� �� (

2(k+1)
2

) ����� �� �����$��2 ����� ��� ��
 #�� � k

������ ����� ��� ����� $���$����� ��� � � ������3 &� � {vi, vj}� � ������ �����2 �� �� ��  #�� � k − 1 �����$�� ��� ����$����� � ����
 ���� � �����$� ������ � ��� {vi, vj}3 ���  ��� �� 2k �����$�� ������������$������ i � j�2 ��� ����� 2 �����2 ����  ���� k + 1 ��6��
�� $� ��� �
vi
� vj

� G
2 ������� �� "��� �� ��� � ,���� � ������� ��� ����$���� � �

$����������  
��	���� �� ��� G
� ����6��� � �������  ,���� �3

���� ���� ka < k 3 4���2 ���� �� $��$���� ��� ������ ���� �����$��

u ∈ VC
� v /∈ VC

���� ��� (u, v) ∈ E 3 ������  ��������� �3�2 ������  ���
�� 2(k +1) �����$�� � VC

3 ������ ����2 ������ ����  ���� 2(k +1)−ka −1
�����$�� u′ ∈ VC

���� ��� (u′, u) ∈ E
�����2 �� ���� $���2 ����� �� ka

�������
���$������� ��� ��$������� � u�3 ��� �����2 ������ ��  #�� � kd

�����$��

u′ ∈ VC
���� ��� (u′, v) ∈ E

��� ���� $���2 ����� �� kd
������� ��� v �

���� �����$� u′ ∈ VC �3 &���������� ����2 �� �� ����  ����
2(k + 1) − (ka + kd) − 1 = 2(k + 1) − k − 1 = k + 1

�����$�� u′ ∈ VC
���� ��� (u′, u) ∈ E  �� (u′, v) /∈ E 3 !��� � ���$� ��� u

�� 
����  ���� k + 1 ��6��
�� � G ��� ��� ��� ��6��
�� � v

2 � � ,���� � ��
����$����3

%%



' � 0�� �� $���� �ka = 0 � 1 ≤ ka ≤ k�2 "�� �0���� � � $���������� 

��	���� �� ��� G

� ����6��� � �������  ,���� �3
' ������� �� $������� �� ������� �� $� ������� $�����2 �0�� �� � �

$����������  
��	���� �� ��� m > 2
(

k+1
2

)

k
�� � � "�� � ��#����  "����

���� � $������� �� �����$��3
,��� ����2 � ���"� ����6��� $���� ��  #�� � 2(k2 + k) �����$�� � ��

 #�� � 2
(

k+1
2

)

k = k3 + k2 �������2 ��� ��������� ������� � $��� $����#���3
. �� �� �� ���$���� ����� ������ ���� ��� 4� �� �38 � �3�3

��� �������
� �� ���� �
 
����� 	��� � ���
��

k�
� ����� 0#��$� �� ������� � � �������$�� � � �
�	�� �	 �
�� ��
2 ��� $��)

����� �� ���� �����$��2 � �� ��$�� � #����� � ��0$����2 � � �� ���"�6��
� $������2 ���$������� �� �� ������ ������� ����� �� ���� �����$�� $������)
�����3 ���� 2 ��� ����$���� ��$������ ���� $
� ���� �� ������� � ��0��
����	�$��� �� ����$����2 � � ��6 ��� � ����� �� ���	 ���� � ��$�� ������
�� ����  ���� � 3 ����� �� ���$��� � ������� � � ������ �� $��� ����� ��
�� ��$����2 � ��$��� �� ���0�� � � $� ������ $��"�� � ���$���� �� �����
��������3 . �� �� �� ���$���� �� ������� � �2 �����2 ����� ����� ����$����)
 ���� ���� �� ��
� �� #����� �� 0��$� ����������3 � ������2 ���# ���������
� � ���������� �� �� ��$���� ������ ��� $����6 � � � #����� �� 0��$� $� 
�� ��
� �� .�

3k�3 1�������� ����2 ���#  ������� � � ���������� � ���$�
 ��� ���0�����2 �������#��� ��� � � #����� �� 0��$� $��� �� ��
�2 �� ����
$���2 � �� .�

2.27k�3
����� ���������� �	 ��������� 
����

. ����� $������ �� ���������� ���$���� ����� ����� � � �� � � ������3

���� ��� 
��� �� �
��
 G = (V,E)
�
�����	 �	 �����	� ��������� �	 	

�
�	��	 �	 �
 	�����
	� �
�� �
���	� u, v, w ∈ V ���� ��	 (u, v) ∈ E �

(u,w) ∈ E � ��� (v, w) /∈ E


%�



���� 2 �� � ���� ���"� ��� $�������� �� $������ ���������2 �����
���� �� ��$������ ���� � � ������ �� $������ � ������� �� �� �� ���� ��
� � ������2 � � �� �����"�� #)�� � $������ ���������3 &� � ������� ��
������� �2 ��� "����$���� � ���"� G = (V,E) � � ������� ��� �������� k 3. ���$��� ���� ��"�� � $� � ����� �� G ���� ��� �����"�� ��� � � �
����� �� $������ ��������� ���� �� ���� �� ������ �� ��  #�� � k �������3

������
���
) �� � ���"� G

�# "�� � � ����� �� $������ ���������2 ����� ��"�� � �
������� � �������3

) &��� $����#���2 �� k ≤ 0
2 ����� ��� � �������� ��$������ � � �������

����� �� � �� #����� �� 0��$�/ ,������3
) &��� $����#���2 ���������� u, v, w ∈ V

���� ��� (u, v) ∈ E
2
(u,w) ∈

E
2  �� (v, w) /∈ E 3 ,�$������ ����2 $
� � � ���$��� ���� ��� ����

����	�$��� � ������2 ��� $������� �� ���"�� G′ = (V,E ′)
$� �������

��� �������� k′ $� � ����$��$���/
�7�� E ′ := E − (u, v) � k′ := k − 13 &�������� T [u, v] := proibida3

�78� E ′ := E − (u,w) � k′ := k − 13 &�������� T [u,w] := proibida
2

T [u, v] := permanente � T [v, w] := proibida3

�7�� E ′ := E+(v, w) � k′ := k−13 &�������� T [u, v] := permanente
2

T [u,w] := permanente � T [v, w] := permanente3
� ������ �� �7��2 � �������� �0��� 3

$����������� ���������2 $� �
��������� �� +����� �3
3

&����������� � �� ����$� �� �7��2 �� ����2 E ′ := E − (u,w) � T [u,w] :=

proibida
2 �0�� �� �� 0� 3

$�����������/ �� $���� ��� � �0� �� +������3
 � � $��� �78�3 1�� ���� ��6��2 ���� �� ������� � �� ����$� �� �7�� �
����������� �� ������ ���� � $��� �78�3

� $�������� ����� ���$��� ���� � 	0���3 ��� �� �� �� ���$���� � �����)
���� ���� �������� ����������/

%�



B1

u

v w

u

v w

u

v w

u

v w
(a) (b) (c)

+����� �3
/ &����������� �0����� � ������ �� �7��3 �� ���
�� ������
����
����$� ������� ����0���� � �� ���
�� � �������2 ������� ��� �������3


�������� ��� 
��� � �����k
� 	
�	 �	
 
	�
����
 	� �� �	�	
 �	 ��3k ·

k2 + n3
�

�

��� . ���)���$���� ���� �����6��� �� ���$��2 � � �� �0��� � ��$��� ��
���0�� �2 ���� ��� "���� � � �� �� �� .�

n3�3 1�������� ����2 � � ���)
���� � � #����� �� 0��$�2 $��� �� ��
� � $���� ���� �� ����� ��� .�

3k�3 ."���� k2 � ��$������� �� $���� $� ����$����� ����$������ � $��� �	 �� #�����/
1�� ���� ���� ���� �� ���2 � � ����� �� ���)���$���� ���� ���$�����2
� �������� $�������� � � ����� ��$������ �� ����� �� ������� �� $������2 � 
� �� �� �� .�

n3�3 ��� �����2 ������ �� $��� �	 �� #����� ���$��� ��
���6�2 � � ������ � �� ����� �� ���$������2 �������2 ��������2 � ��$����)
���� �� ������6���� ��� ������ �� $������3 �� �$���� $� � ����� � �3:2
� ���"� ������ .�

k2� �����$��3 &� � ������� ��"����2 � �������� �����$��
��� � ������ �� � ������� �� � � ������ ���� "�6�� $� ��� ����� ��
���������� ��  #�� � .�

k2� ����� ������� �� $������3 *����� ��$��$���� �����
� ���� $� 0������ $� ������ ����� ���� ��$������� ���� �����
�� ������� �� $������2 ���� )�� �����6�� .�

k2� ������6����� ����� ����� � ��
��0��� � � �� �� �� .�k2�3
��������� ��$ 
��� � �����k

� 	
�	 �	
 
	�
����
 	� �� �	�	
 �	 ��3k +

n3
�

�

��� ������� 
���2 �� $��� �� � ��$��� �� ���0�� � �� �� ��
� ����)
�� ���2 �0���� ��� � ���$���� ���������� �� �� ����� � ��$��� �������
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� ���$���� �� ������� � �� 0��$� � #�����2 �� ��� ��� ��������2 � "����
������ ��� �� ���	 ���� k ���� ��� ��0�������� ��� � "���� $��������3
����� �	�������� � 	��������� �	 ���������

%���� ���� ����������2 � � ������ �� $������ $������� ����� �������$���3
'���������2 ������ �� �� ��$���� ���$������ ��� �����$���� ���� ����� ��
��������� ���������2 0������� � � ������ $��� � $���3 � ��#���� � ����6���
��� ��$������� ������ "����$� 2 �����2 �  ��
�� �� ��� �� ���� $��� ���� �
�� �� �� ���$����3 !��$��� ����2 ��������� )�� ���� ��������� ����$����� ���
���� ��� ����������2 $�����������)�� � � ������ �� $������/

�&�� .� �����$�� v � w ��� ������ ������ ��6��
�� $� ���2 �� ����2 6 ∃x ∈
V, x 6= u

2 ��� ��� (v, x) ∈ E � (w, x) ∈ E 3

�&8� .� �����$�� v � w ������ � ��6��
� $� � x 6= u
2 � (u, x) ∈ E 3

�&�� .� �����$�� v � w ������ � ��6��
� $� � x 6= u
2 � (u, x) /∈ E 3

v w

u
G

v w

u
G�

 NGÇG�(v)  NGÇG�(w)

+����� �3%/ %� $��� �&��2 � ������ �� ������ (v, w) ��� ���$��� ��� $������)����3 ����2 G � � ���"� ���� � G′ � � � ������� ���� � 1�)��
k� ����$���� G

2 �0���� ���� ������ �� ������ (v, w)3 �� ���
�� ������
���� ���������� �� ������� �� ������ �� �����"�� ���� �� G � G′ � �� ���
�� � �������
���������� �� ������� ���$�������3 � ����� ������� ������ ����� ��� ���"���� �����$����2 ��� �������� ��� ��� ���������� �� ���� �������3
&����������� � $��� �&��2 ���#  ������� ���� �� � � ������ ��� � ��)

 ��$���� � ������ ���� $���� ���$����� �� ����� �3:3� − �7�� � �78�2 �
���$�����3

��



���� ��� 
��� ���
� �� �
��
 G = (V,E)� �� ���	�

 �
 �	�����
 k
	

�
���	� u, v, w ∈ V � ���� ��	 (u, v) ∈ E � (u,w) ∈ E � ��� (v, w) /∈ E
 �	

v
	

w
�
 �
�	�
������ �	���� ������
 �
��� ���� �	

u
�� 	��
� 
 ���


�	 �����
 ���� �
 	
�	 �	
�
 ��� �
���
 �	��

 ��	 �� �
� ���
� ���� 	
����� 	
�	��
� 	

����
� �	
 
�����


�

��� &�������� �� � ������� G′ �� 1�)��
k� ���� G

���� � ������ (v, w)"�� ���$������ ���� +����� �3%�3 � ������� NG∩G′(v)
� ����� ���� ������� �

$������� �� �����$�� ��� ��� ��6��
�� � v � G � � G′ 3 �� ����� �� ����)
��������2 ���� �)�� ��� |NG∩G′(w)| ≤ |NG∩G′(v)|3 1��� ��2 �����2 $��������
� ���� ���"� G′′ � ������ �� G′ 2 �� ������ ����� �� ������� ����$����� � w 3.0��� ����2 G′′ �� 0� � � � ������� �� 1�)��

k� ���� G3 &� �������
� $���� �� �����"�� ���� �� G → G′′ $� � �� G → G′ 2 �� ��/

• −1 ��� ��� ���$����� (v, w)
2

• +1 ��� �� ���� (u,w)
2

• −|NG∩G′(v)| ��� ��� ���$����� ����� �� ������� (w, x)
2
x ∈ NG∩G′(v)

2

• +|NG∩G′(w)| ��� �� ���� ����� �� ������� (w, x)
2
x ∈ NG∩G′(w)3

.� ��������� �����$�� ��� ��� ��6��
�� �� w � G′  �� ��� ��� ��6��
��
�� w � G

"��� � ������2 � � ��6 ��� �� ���� �� ������� � $���� ��
�����"�� ���� �� G → G′ 3
4���2 � $���� �� �����"�� ���� �� G → G′′ ��� �  ���� ��� � �� G → G′ 2

���� � $���� ���������� � �� ��� ��$���#��� �� ������� � �������� �� �������3

���� 2 ������ � $��� �&�� � �������$���2 � $
� ��� ��$������ � "����
���� �� ���"�� G1 = (V,E − (u, v)) � G2 = (V,E − (u,w))

2 $��� � � �����
$� � ����� �� ���	 ���� ��$�� ������ �� � 3
1��� � $��� �&8�2 $� � ��� ���� �� � �� �� � �$���$� � �� ������ (v, w)3&� � ������� � ���$���� �� ��2 �� �� � �� ���� �� (u, v) � �� (u,w)

2 ���)
��$���� ����2 $� � ��������� �� +����� �3�3
%� ��� ���� �� �2 � ������ (v, w)

� ���$������2 ��������� � ��� �� �����$��
$� � ��� ������2 $��"�� � ��������� � ©� 3 . $���� ����� ��0$��� � �3
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+����� �3�/ ,� ��$���� �� $��� �&8�3 �� ���
�� � ������� ���������� 
������� ��� �������2 �� ������
���� ���������� ������� ����0����3

%� ������� �� �2 {v, w} � $��������� $� � ����0��� � � ������ (u, v)
� �� �����2 $� � ��������� � ©� 3 '��� �������� $��� � � ���� ������
�� $������/ u, v � x3 1��� �������� ���� $������2 � �����6��� � � �������
�� ��$����3 &� � � ������ �� (u, v)

� ����0���2 ������ �� ���� ���� �� ��
� ���� $�����������/

− ,� ���� (v, x)
2 $� � ��������� � ©� 3 . $���� � 83

− &�������� {v, x} $� � ��� ������ �������� �78�� � �� ���� (u, x)3
������  ,���� 8 �� ����� �3�2 � ������ (w, x)

�� 0� � �� �����2
$��"�� � ©� 3 . $���� ����� ��0$��� � �3

%� ���$���� �� �2 $�������)�� {v, w} $� � ����0��� � {u, v} $� � ���)
 ������2 �� ������ � ������ (u,w)

�©� �3 � ��������� ����� $��� � �� ����$� �� $��� ��������2 ���������� ���� �� �� �� $����� 8 � �2 �����$���� ����3
1�������2 � ����� �� �� ��$���� �0���� ���� � $��� �&8� � (1, 2, 3, 2, 3)3

1��� � $��� �&��2 � �� ��$���� � "���� $��"�� � ��������� �� +����� �3�3%� ��� ���� �� �2 � ������ (u, v)
� �� �����2 $� � ��������� � ©� 3 .

$���� ����� �� � � �3
%� ������� �� �2 {u, v} � $��������� $� � ��� ������ � � ������ (u,w)

� �� �����2 $� � � ©� 3 ������  ,���� 82 � ��� �� �����$�� {v, w} �

��



v

u

w

x

3

v

u

w

x

4

v

u

w

x

1

x

v

u

w

2

-1

v

u

w

x

5

-2

v

u

w

x

6

-3

v

u

w

x

7

-3

v

u

w

x

8

-2

+����� �3�/ ,� ��$���� �� $��� �&��3
$��������� $� � ����0���3 &���������� ����2 � � ���� ������ �� $������
u, v, x

�� ��� �������� ��������2 $� �  ������ �� ������ �� � �� ����
����� �� �����$��3 &� � � �� ���� �� (u, v) ��� � ��� �����2 ������ ����
�� �� ��������� ���� �������� ���� $������/

− ,� ���� (v, x)
2 $� � � ©� 2 $� $���� 83

− &�������� {v, x} $� � ��� ������3 !��� � ���$� ��� � ������ (u, x)
�� 

��� ��� ���$������ � (w, x)
�� ��� ��� �� �����2 ������  ,���� 82

$� � � ©� 3 . $���� ����� �� � � �3
%� ���$���� �� �2 {u, v} � {u,w} ��� $���������� $� � ��� �������2 �

(v, w)
� ���$������2 $� � � ©� 3 .� �����$�� u,w, x

"�� � 2 �����2  ���
� � ������ �� $������3 1��� �������)�� �� �� ���� (u,w)

2 �� �� ���� �� ��/

− ,� ���� (w, x)
2 $� � � ©� 3 ���� 2 � �� ���� �� ������ (v, x)

�� )
0� � ��$���#���2 $� $���� ����� �3 ���$����� ����2 � ��� {u, x} �
$��������� $� � ����0���3

− ���$����� (u, x)
2 $� � ��������� � ©� 2 $� $���� 83 ���$����� ����2

{u, x} � {v, x} ����� )�� ��� �������3
1�������2 � ����� �� �� ��$���� ���� � $��� �&�� � (1, 2, 3, 3, 2)3' ���� �2 �0�� �� � ����� ���� ���� � �� ��$����2 $� � �����

�� ���� $��� (1, 2, 2, 3, 3)
2 ��� ������� �� �� ��� �� �� ��$���� 2.273 &� �

�:



� ������� � ��$������ �#�� $��� � ����� �� ���	 ���� ������ � �����  ����
��� 6���2 � #����� �� 0��$� �0���� ������ � �� ��
� �� .�

2.27k�2 $� �
������� �� ����� � � ������3
������� ��� 
��� ������k

� 	
�	 �	
 
	�
����
 	� �� �	�	
 �	 ��2.27k+

n3
�

����� �	������� �	��������

�� ������ � ������ ��� ������ � $� ��������� �� �� �� �� ���� $���2
� � ��6 ��� ��� 
# ��������� �� ��� ���� � ����� ���
� � ��� ����$���3 %�
�������2 ���� ���� ��� ������ � � � � ��� ������� ��#��$�2 �# ��� ���
�� $���� $� ����$����� 0���� � ���� ������ � ����6�� ������$����� ���� �
�� ��
� �� #����� �� 0��$�3

����� �� ���������
• �� (u, v) ∈ E � u � v ��� ������ ���
� ��6��
� $� � 2 ��� $������
���� �� ��/ �� � ������ (u, v)

� �� �����2 �� ����� �� ������� ����$�����
� u
�� v

���$��� (u, v)� ��� �� ������2 �������� � ��� {u, v} $� � � 8)
$�����3 &� � � ���� ������� �� ���� � ����� �� 4� � �3�2 � "#$�� ���
��� � � ������� 	�� � ���� ��� ��$������� � � ������ ���� �� ��3
'��� ������� ��� �� ���� �  ��
�� ��� � �� ����� � �3� �$��� �&���31�� ��� ���2 �� u � v

������ � 0�� ���� 3
2 � ������� $���������� ��

����� �� �� ��$���� (1, 4) � �� �� ��� �� �� ��$���� 1.393

������ �� ������
' ������ $����2 ���
� � �� ��$���� � ��$���#���2 � � � ����	�$�� G

$� ���	 ���� k ���� ��� ��0�������� ������ ���� ��� � � ����	�$�� �� )
����$��� G′ $� ���	 ���� k′ 3 � $�������� ��� ������ � ������ ���� ���
"�$�� ���� �����2 ������� ��� ������ ���������� � �� ���� �������� �� ����)
$��3
���� u, v, w, x, y �����$�� ���������3

• �� d(u) = d(v) = 1 � N(u) = N(v) = {w}2 $� � ��������� �� +������3�9 ���2 ����� � ������ (u,w)
� �� ����� � $�������)�� k′ := k − 13

��



• �� d(u) = 1
2
d(v) = 2

2
N(u) = {v} �N(v) = {u,w} �$��� �0� �� +������3�9�2 ����� (v, w)

� �� ����� � k′ := k − 13

• �� d(u) = 2
2
d(v) = d(w) = 3 � N(u) = {v, w}2 N(v) = {u,w, x}2

N(w) = {u, v, y} �$��� �$� �� +����� �3�9�2 ����� (v, x) � (w, y)
���

�� ������ � k′ := k − 23

w

v

N(w)

u
wv

N(w)
u u
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v x
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(a) (b) (c)

+����� �3�9/ ,����� 
�������$�� �� �������3

����� �� ������
�
���� �� �� ��$����� �� #����� �� 0��$� ��� ���$��� ��� ��������2 ��

������ ���� ��� ���� $����6�� � � � �������2 �� ������ �� ��0� ���2 ����
�������� ������� � ���� ���� ����� $����6��2 � �������� ��$������ �����
�������2 ����  ���� ��� 0�� ������ ���3

• ���� G0
� ���"� �������� �� ������� � G

� ���"� �� ������ $������� ��
������� �3 �� G

$���� � �����$� v
��� ��� dG(v) ≥ 2dG0

(v)
2 �����

� �� ��$���� $������� ���� ��� � �����2 �# ��� � $���� ��$������ � �
������� 	�� � � ����� �� � �� #�����3 � $�������� ����� ����� �� 
�� "��� �� ���2 ���� �������� ������� G′ �� 1�)��

k� �� G
2 � ��������

$�������� ����� ������� G′′ 2 �� ������ ����� �� ������� ����$����� � v
� G′ 3 &���� ����2 � $���� �� �� �����"�� �� G0

� G′′ ��� �  ����
��� � $���� �� �� �����"�� �� G0

� G′ 3

��� �������
� 	��� � �����
k�

� ������ �� ������� � �� ������� � � �� �� ���� � 1�)��
k�2 �������

�� ����� �3:3�2 ���� �� �0��� � ������� � $� �� �� �� ���$���� ��
�




.�
2k + n3� ���� � 1�),�k�3 ���� � � ������ �� $������ u, v, w ∈ V

2 �
�������� �� � � ������ ��� � ��� �����3 4���2 ��� $������ �� ���� ����
�� ��/ �� ���)�� � ������ (u, v)

�� � ������ (u,w)3 %� ��$����� ����� �����2
���#  ������� ��� � �� ��� �� �� ��$���� ���� ���  ��
����� �� 8 ����
�3%%3
&� � �� ����� �3:382 ���$�� �� � ������� � ���� �������$���� �� ������

�� $������ u, v, w ∈ V
2 $� (u, v) ∈ E

2
(u,w) ∈ E

2  �� (v, w) /∈ E
2 �

��������� �� ���� $����/
�&�� .� �����$�� v � w ��� $� ������
� ���
� ��6��
� $� � ��� ��

u
2 ���� �2 6 ∃x ∈ V, x 6= u

/
(v, x) ∈ E � (w, x) ∈ E 3

�&8� .� �����$�� v � w ������ � ��6��
� $� � x 6= u � (u, x) /∈ E 3

�&�� .� �����$�� v � w ������ � ��6��
� $� � x 6= u � (u, x) ∈ E 3

&����������� � $��� �&��2 ��������� �� ���� ��0$����/
�&�3�� .� �����$�� v � w ��� ������ ������ ��6��
�� ��� �� u

/
'����2 ��� � ��$���#��� �����6�� ���
� � �� ��$����� 0���� �� ����
��0������� ���� � � ��� �������2 (u, v)

�� (u,w)
2 � �������� � $������3

�&�38� * ��� ���� �����$��2 v �� w
2 ������ � ��6��
� x 6= u

2 ��� ��� (u, x) /∈
E 3 ���� ���� ��� v ������ ��� ��6��
�2 �� ����2 (v, x) ∈ E

2
(w, x) /∈ E

� (u, x) /∈ E
2 �� �� ���� �� ��/

− ,� ���� � ������ (u, v)3 . $���� ����� �� � � �3
− &�������� � ��� {u, v} $� � ��� ������ � �� ���� � ������

(u,w)3 &���������� ����2 � ������ (v, x)
�� 0� �� ��� ���

�� �����3 . $���� ����� �� � � 83

�&�3�� ����� �� ��6��
�� �� v � w
�� 0� ��� ��6��
�� �� u3 ���� x � 

������ ��6��
��3 ���� �)�� ��� (v, x) ∈ E
2
(w, x) /∈ E � (u, x) ∈ E 3

��� $������2 �����2 ���� �� ��/

• ,� ���� (u,w)
2 $� $���� �3

�%



• &�������� {u,w} $� � ��� ������ � �� ���� (u, v)3 &� � ���
������ ������ ����� w � x � {u,w} � ��� ������2 � ������ (u, x)
�� 0� �� ��� ��� �� �����3 . $���� ����� �� � � 83

4���2 � ����� �� �� ��$���� �� ���� $��� ���� �&�� � (1, 2)3

1��� � $��� �&8�2 �� �� � ������� � ���� �� ��3 %� ��� ����2 �� ��� ��
� ������ (u, v)

2 $� $���� �3 %� ������� �� �2 $������� �� {u, v} $� �
��� ������ � �� ��� �� (u,w)3 %� �������2 ���� �������� ��$���� � �
���� ������ �� $������/ u, v, x3 &� � {u, v} � ��� ������2 � ���$� �������
���� � $������ � �� ���� (v, x)3 . $���� ����� �� � � 83&���������� ����2 � ����� ���� � $��� �&8� � (1, 2)3
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+����� �3��/ ,� ��$���� �� $��� �&�� �� ������� � �� 0��$� � #�����
���� � 1�),�k�3 �� ���
�� � ������� ���������� ������� ��� �������2 ��
������
���� ���������� ������� ����0����3

1��� � $��� �&��2 � ����$��� � � ������� � ���� �� ��2 $��"�� �
��������� �� +����� �3��3
%� ��� ���� �� �2 � ������ (u, v)

� �� ����� �©� �� +����� �3���3 !���
$��� � � ���� ������ �� $������ x, u, v 3 1��� �������)��2 
# ���� "�� ��/

− ,� ���� (v, x)
2 $� � � ©� 3 . $���� ����� �� � � 83

��



− &�������� {v, x} $� � ��� ������ � �� ���� (u, x)
2 $��"�� �©� 3 '����)

�����2 ���� � ���$� ��� (w, x)
�� 0� �� ��� ��� �� �����3 . $����

� �3
%� ������� �� �2 {u, v} � $��������� $� � ��� ������ � � ������ (u,w)

� �� �����2 $� � � ©� 3 !��� $��� � � ���� ������ �� $������ x, u, w 3 1���
�������� ���� $������2 
# ���� "�� ��/

− ,� ���� (w, x)
2 $� � � ©� 3 . $���� ����� �� � � 83

− &�������� {w, x} $� � ��� ������ � �� ���� � ������ (u, x)
�©� �3 !���� ���$� ��� (v, x)

�� 0� �� ��� ��� �� �����2 � � $���� ����� �3
1�������2 � ����� �� �� ��$���� ���� �&�� � (2, 3, 2, 3)3

&� ������� �� ���� $����2 �� �� ��� �&�� $�������� � ���� $���3 ��� �����$���������� �� �� ��� �� �� ��$���� 1.773 ������� ���� �� ����� � �3�2
�0�� �� � �������� ����� �/

������� ���� 
��� � �����k
� 	
�	 �	
 
	�
����
 	� �� �	�	
 �	

��1.77k + n3
�

��



�������� �

������������� �����

�# $��$� �� ����6� ����2 ������ � +������ ������������ � � ����
"�� � �� �������� � $� ��������� �� ���0�� �� $� ����$������2 ������� ��
� ����� ���� �� ������� �� ���0�� �3 ����� �����2 ������������� �� ����
�  ���� �� ���0��
���� ��������� ���� �� 0��$� �� ����� � � ���������
���������� ���� ���0�� �� ���2 ������� � ������ $�#���$� �� $� ���������2
��� ����� $� � %1)$� ������3 '��� "��� ���� ��� �0������� ���� �����������
�� ��0��$����� ����$�������  $� ��������� ���� ����6���2 �����$����)��
�������� ���� ���0�� �� ���� ����6���� � ������ �� �������0�������3 1��
���� ��6��2 �$���� ����#��� � �����6���� �� � ������ $� ����� �� ����� ��
����$����� "� ����� �� $� ��������� ���� ����6���2 ����� ���� $� ��� )
���� �� ���0�� �� ������$����� � ���� "� �����3
'��� ����������� ���� $� � "�$� ����$���� � $����� +1�2 ���� ���$��� ��

���0�)�� ������� �� ���������� �0����� ���� ������ ���0�� �� %1)$� ������3
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