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Resumo

Neste trabalho estudar-se-4 a existéncia e unicidade de solugoes globais, o comporta-
mento assintético da enrgia e a analise numérica de um sistema misto associado a equagao

de Benjamin-Bona-Mahony com viscosidade interna, isto é
U + Uy + Uy — Uggt — /gux:c =0 em Qa

onde @) é o retangulo [0, L] x [0, com L > 0, T' > 0 arbitrario e > 0 uma constante

real.
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Abstract

In this work one studies the existence and uniqueness of global solutions, asymptotic
behavior of energy and the numerical analysis of a mixed system associated with the

Benjamin-Bona-Mahony equation with internal viscosity, namely
Up + Uy + Uy — Uggr + BUze =0 em Q)

where ) is the rectangle |0, L[ x [0,7[ with L > 0, T" > 0 arbitrary and S > 0 a real

constant.

v



Conteudo

1 Introducao

1.1 Propostade Pesquisa . . . . . .. .. ... ...

2 Resultados Basicos

2.1 Espacgo das Distribui¢oes Escalares . . . . .. .. ... ... ...
2.2 Convergéncia em C§°(£2) . . . . . . . .o
2.3 Convergéncia e Derivacgo em D' (Q2) . . . . . . . . ...
2.4 Espagos de Sobolev . . . . ...

2.4.1 Convergéncia em LP enodualde LP . . . ... ... ... ....
2.5 Espacgos L? (0,T; X) e Distribui¢oes Vetoriais. . . . . . . ... ... ...
2.6 Outros Resultados Uteis . . . . . . . .. ... .. ... ...

3 Aspéctos Tedricos da BBM Viscosa
3.1 Existéncia de Solugbes Aproximadas . . . . . . . . . ... ... ... ..
3.2 Estimativas sobre as solugoes aproximadas . . . . . . . .. ... ... ..
3.2.1 Primeira Estimativa . . . ... ... 00000
3.2.2  Segunda Estimativa . . . . . .. ..o
3.3 Limite nas solugoes aproximadas . . . . . . .. ... ... ...
3.3.1 Limite nas parcelas lineares de (3.8) . . . . .. ... ... ... ..
3.3.2 Limite na parcela ndo linear de (3.8). . . . .. ... ... ... ..
3.4 Verificagao dos dados iniciais . . . . . . .. ...
3.5 Unicidade de solugoes . . . . . . . . .. ..o

3.6 Estabilidade assintotica da energia . . . . . . . . ...

4 Aspéctos Numéricos da BBM Viscosa
4.1 Método de Elementos Finitos . . . . . . . .. ... ... ... .. ...,

4.1.1 Formulacao Variacional . . . . . . . . .. ... 0L

ek

© N Ot ot ot oW w W

13
14
16
16
18
19
19
21
23
24
25



4.1.2 Metodo de Faedo Galerkin . . . . . . . . . . ... ... ... ... 28

4.1.3 Problema Aproximado . . . . . ... ... ... ... ... .. .. 28
4.1.4 Funcao de Interpolacao . . . . . . . . ... 30
4.1.5 Caélculo das Matrizes . . . . . . . . . . ... ... .. ... ... 32
4.1.6 Calculando os elementos da matriz A . . . . . . . . ... ... 33
4.1.7 Calculando os elementos da matriz Bix: . . . . . . . . . . .. ... 35
4.1.8 Calculando os elementos da matriz Cy: . . . . . . . . . . . ... 39

4.2 Método das Diferengas Finitas . . . . . . .. .. ... .00 42
421 Notagao . . . . . . . . 42
4.2.2 Familiade Métodos . . . . . . . .. ..o 43
4.2.3 Linearizando o sistema (4.12) . . . . . . ... ... 43
4.2.4 Calculando os elementos da Matriz E,ﬂ ............... 46

5 Simulagoes Numéricas 51
5.1 Simulagbes Numéricas . . . . . . . . . ... 51
5.1.1 Exemplo 1. . . . . . . . .. 52
5.1.2 Exemplo 2: . . . . . 56

vi



Capitulo 1
Introducao

A equagao de Benjamin-Bona-Mahony (abreviada por BBM)
U + Uy + ULy — Uygy = 0

descreve aproximadamente a propagagao unidimensional de ondas longas de agua em
determinados sistemas dispersivos nao lineares.

Neste trabalho sera investigado, uma versao alternativa da BBM, a saber, a BBM
Viscosa. Em termos fisicos, na BBM viscosa, agrega-se a acao de uma forca externa
atuando contrariamente & superficie da coluna da onda viajante. Assim, a equagdo a ser

investigada ¢ modelada por
U + Uy + Uy — Uyt — Plgg =0,

onde # > 0 é uma constante real. A parcela —fu,, representa um amortecimento da onda,
e isto permite provar que o problema misto (1.1) tem solugao global no tempo, isto é, uma
soluc@o de (1.1) ¢ definida em [0, 7 para T" > 0 arbitrario. Além disso, o amortecimento
possibilita mostrar que a energia total do sistema (1.1) decai exponencialmente com o
passar do tempo.

A BBM foi introduzida em 1972 no trabalho de Benjamin-Bona-Mahony [1]| como
uma equagao alternativa para descrever as ondas viajantes, até entao, modelada pela

equagao de Korteweg-de Vries - KdV [6], dada por
Up + Uy + Uy + Ugzr = 0.

H& na literatura centenas de trabalhos, tanto teéricos quanto ntmericos, investi-
gando aspéctos qualitativos sobre as solugoes de diversos problemas relacionados com as
equagoes BBM e KdV. Ao longo, desta dissertacao, cita-se e comenta-se alguns desses

importantes trabalhos.



1.1 Proposta de Pesquisa

Propoe-se investigar o seguinte problema misto
U (2, 1) + ug (2, t) +u (2, t) g (2, 1) — Ugt (T, 1) — PUige (x,8) =0 em Q

u(0,t) =u(L,t) =0 para t >0, (1.1)

u(z,0) =ug (z) com z € 0,L],

onde @ é o retangulo |0, L[ x [0, com L > 0, T' > 0 arbitrario e > 0 uma constante
real.

Como resultada do estudo do problema (1.1) sera mostrado:

e Existéncia de solugoes globais fracas;

e Unicidade das solucoes;

e Anaélise do comportamento assintético da energia associada;

e Anélise numérica das solugoes.



Capitulo 2
Resultados Basicos

Neste capitulo apresenta-se os pré-requisitos necessarios para desenvolver os capitulos

subseqiientes.

2.1 Espaco das Distribuicoes Escalares

Definicao 2.1 Dada uma func¢ao continua, ¢ : @ C RY — R, onde Q é um aberto,
denomina-se suporte de ¢ ao fecho em Q do conjunto dos pontos x tais que ¢ (x) # 0.

Simbolicamente

supp () = {z € G o (z) £0} -

Representa-se por C§°(§2) o espago vetorial das fung¢oes continuas e infinitamente

derivaveis em (2, com suporte compacto em ().

2.2 Convergéncia em C{°(1))

Dado §2 como acima, considere o espago vetorial topologico C§°(2). Diz-se que uma
seqiiéncia (¢y,),oy de fungdes em Cg° (€2) converge para ¢ em Cg° (£2) quando forem

satisfeitas as seguintes condigoes:

i) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K, VveN

i) D%, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice «.



O espago vetorial C§° (€2) munido da nocdo de convergéncia definida acima, sera
representada por D (€2) e denominado de espaco das fungoes testes.

Denomina-se distribuicao escalar sobre € a toda forma linear 7' : D (©2) — R con-
tinua com respeito a topologia de D (). Isto significa que se uma seqiiéncia (¢, ),
convergir, em D (Q2) para ¢, entao,

T (py) — T'(p) em R.

O valor da distribui¢ao T' na funcao teste ¢ seréa representado por (T, ).

O conjunto das distribui¢oes escalares sobre () ¢ um espago vetorial real, denotado
por D'(Q)), denominado espaco das distribuigdes escalares sobre €.

Dado um aberto €2 do RY denota-se por L” (2) , 1 < p < oo, o espaco vetorial das
(classes de) fungoes mensuraveis u :  — R tais que |ul” é integravel no sentido de

Lebesgue em (), equipado com a norma

/p
il = ([ lrar)

No caso p = oo denota-se por L™ (2) o espago vetorial das (classes de) fungdes mensu-
raveis a Lebesque e essencialmente limitadas em (2, isto é, existe uma constante C' > 0
tal que

lu(xz)] < C quase sempre em €,

onde quase sempre significa a menos de um conjunto de medida nula.

Neste espago considera-se a seguinte norma
[ull oo ) = sup ess |u(z)] Vue€ L™ (Q).

O espaco LF (22), 1 < p < oo, com sua respectiva norma, é um espago de Banach.
Em particular, quando p = 2, tem-se que L? (€2) é um espago de Hilbert cuja norma e

produto interno serao definidos e denotados, respectivamente por

il = ( [ futo)ae ) e ) = ey s

Lema 2.2.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L}, (Q). Entio T, = 0 se, e somente se,

u =0 quase sempre em ).

Demonstragao: Ver [3]. |



2.3 Convergéncia e Derivagao em D’ ({))

A seqiiéncia de distribuigoes escalares (7),),.y converge para a distribuigao escalar T'
em D’ (§2) quando
(T, ¢) — (T,p) em R, Vp € D(Q).

Com esta nogao de convergéncia, D’ (£2) é um espago vetorial topologico e tem-se as

seguintes cadeias de imersoes continuas e densas

D(Q) — LP(Q) — L;

loc

(Q) = D' (Q) para 1<p<oo.

Dada uma distribuigao 7' em D’ () e dado um multi-indice o € N¥ define-se a

dertvada distribucional de ordem o de T como sendo a forma linear e continua D*T :
D (©2) — R dada por

(DT, @) = (—1)!*'(T, D*¢) para todo ¢ € D ().

2.4 Espacos de Sobolev

2.4.1 Convergéncia em L? e no dual de L*

Diz-se que uma seqiiéncia (¢, ) converge para  em L? (Q) se [l¢, — ¢|1pq) — 0, para
1 <p < 0. Se p e q sao indices conjugados, isto ¢, % + % =1com 1 < p < oo, entao o
dual topologico de L (2), que sera de notado por [LP ()], é o espaco L4 (R2). No caso
de 1 < p < 00 0 espago vetorial LP (§2) é separavel e, para 1 < p < 0o, é reflexivo. Para

demonstracdo destes e outros fatos relacionados aos espagos L (2) consulte Brezis [3].

Teorema 2.1 Sejam (fy),cy C LP () e f € LP (Q), tais que

an - f“LP(Q) — 0.

Entao existe uma subseqiiéncia (fn,)pey d€ (fn),en que converge quase sempre para f em

Q, e existe h € LP () tal que |f,, (z)| < h(z), Yk € N quase sempre em .
Demonstragao: Ver [3]. |

Definicao 2.2 Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H wuma

seqiiéncia de elementos (w,,) de H tais que

1) [|wnlly =1 Vn, (wp,wn)=0 Vn,m, m#n;

i1) O espago gerado pela (wy), oy € denso em H.



Sejam m > 0, um numero inteiro positivo e 1 < p < co. O espago de Sobolev de
ordem m , modelado sobre L? (Q2), aqui denotado por W™ (§2), é por defini¢ao o espago
vetorial das (classes de) fungdes de LP (2) para as quais suas derivadas até a ordem «,
no sentido das distribuigoes, pertencem a LP (€2), para todo multi-indice a, com |a| < m.

O espago W™P () sera equipado com norma
1/p
HUHWWP(Q) = ( Z ||D°‘u||’£p(ﬂ)> , 1<p<oo
|| <m

e quando p = oo, define-se

||U||meoo(9) - Z ||Dau||L°°(Q)‘
|| <m
Proposicao 2.1 Os espagos lineares W™P () equipados das respectivas normas acima

sao espacos de Banach.

O espago WP () é um espago reflexivo se 1 < p < oo e separéavel se 1 < p < co. No
caso particular em que p = 2, o espago W™?2 () é um espaco de Hilbert, que é denotado

por H™ (2). Simbolicamente
H™(Q) = {ue L*(Q); D € L*(Q) ,Va,|a| <m}

cuja norma e produto interno sao dados respectivamente, por

lul

ooy = (X 105 ) e (@)= Y (D% D) g
la|<m la|<m

O espago H™ (2) com a estrutura topologica acima, é um espago de Hilbert, contin-
uamente imerso em L?(Q).

O dual topologico do espago Wy () é representado por W9 (Q) se 1 < p < o0
com p e ¢ indices conjugados. Se ¢ € W™™4(Q) entdo ¢ |p) pertence a D’ ().
Quando p = 2, VV(;W”2 (Q) & denotado por HJ"(2), cujo dual é o espago denotado por
H=™(Q). A caracterizagdo de W~ (Q)). ¢ dada por:

Teorema 2.2 Seja T' € D' (2). Entao, T € W™ (Q) se, e somente se, existem g, €
L1(Q) tais que T = > D%g,.

laj<m

Demonstragao: Ver [3]. |



Lema 2.4.1 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q@ C RY um aberto limitado em al-

guma dire¢ao. Se u € H} (), entdo existe uma constante C > 0 tal que
2 2
ulz2(0) < C1VUll2g) -
Demonstragao: Ver [3]. |

Observagao 2.1 Usando a desigualdade de Poincaré conclui-se que em H} (), as nor-

mas ||ull 1) € [Vulgzq) sio equivalentes.

2.5 Espacos L (0,7T; X) e Distribuigoes Vetoriais

Sejam X um espago de Banach real com a norma ||-|| -, 7" um ntmero real positivo e
Xe a fungdo caracteristica do conjunto E. Uma fungao vetorial ¢ : (0,7) — X, é dita
simples quando assume apenas um numero finito de valores distintos. Dada uma fungao

simples ¢ : (0,7) — X com representagao canonica

k
P ()= XEpi
=1

onde E; C (0,7) é mensuravel, i = 1,2, ..., k, dois a dois disjuntos, m (E;) < oo e ¢; € X,

1=1,2,..., k. Define-se a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

/0 Pyt =3 m(E) g

Diz-se que uma fungao vetorial v : (0,7) — X ¢ Bochner integravel

(B -integravel) se existir uma seqiiéncia (¢, ),y de fungoes simples tal que:

i) ¢, — uem X, qs. em (0,7);
T
@) lim [ () = @m (8)[| x dt = 0.
0

k,m—o00

Uma fungao vetorial u : (0,7) C R — X é fracamente mensurdvel quando a fungao
numérica t — (P, u (t)) for mensuravel, V& € X’ onde X’ é o dual topolégico de X. Diz-
se que u é fortemente mensurdvel quando u for limite quase sempre de uma seqiiéncia
(¢v),en de fungdes simples. Em particular, quando u for fortemente mensuravel, entao

a aplicacdo t — |lu (t)||y é mensuravel a Lebesgue.



Denota-se por LP (0,7;X), 1 < p < oo, o espago vetorial das (classes de) fungoes
u: (0,7) — X fortemente mensuraveis e tais que a funcio ¢t — |lu (t)||% ¢ integravel a

Lesbegue em (0,7T"), munido da norma

T 1/p
P ( [ o dt) -

Quando p =2 e X = H ¢ um espago de Hilbert, o espago L? (0,T; H) é também um

espago de Hilbert cujo produto interno é dado por

(0, 0) oo zorny = / (u(5) v (s))p ds.

Por L*(0,7;X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungoes
u: (0,7) C R — X que sdo fortemente mensuraveis e tais que t — |[ju (t)||y € L= (0,T).
A norma em L* (0,7"; X) é definida por

HUHLOO(O,T;X) = sup ess ||lu(t)|y-
te(0,T)

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < 0o, entao L? (0,7; X') é um espago reflexivo
e separavel, cujo dual topologico se identifica ao espaco de Banach L (0,T; X'), onde p
e p' s@o indices conjugados, isto é, % + z% = 1. Mais precisamente, mostra-se que para
cada u € [LP (0,T; X)), existe u € L¥ (0,T; X') tal que

T
(u, @)(Lp(o,T;X))’pr(o,T;X) - /0 (@ (t), (1) xrexdt.

No caso, p = 1, o dual topoldgico do espago L' (0, T'; X) se identifica ao espago L™ (0, T; X”).

O espaco das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denominado espago
das distribuigdes vetoriais sobre (0,7") com valores em X, o qual serd denotado por
D'(0,T; X).

Definicao 2.3 Seja T € D' (0,7; X). A derivada de ordem n € definida como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

arr n d" o ,
—_— = (-1 T, — D T).
(Gre) =0 (155 wee D )

Por C°([0,T];X), 0 < T < oo representa-se o espago de Banach das fungoes con-

tinuas u : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||U||(JO([0,T};X) = trerf&}qg} [Ju ()]l -

8



Por C? ([0, T]; X) denota-se o espago das fungdes u : [0,T] — X fracamente continuas,
isto ¢, a aplicacdo t — (v, u (t)) x» x ¢ continua em [0,7],Vv € X".
Quando X = H ¢é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a

continuidade da aplicacdo t —— (u (t),v), para Vv € H.

Teorema 2.3 (Aubin-Lions) Sejam By, B, B; espagos de Banach, By e By reflexivos,
a 1mersao de By em B € compacta, B imerso continuamente em By, 1 < pg, p1 < 00, €,
W o espago

W={uel”(0,T;By); v € L”(0,T;B)}

equipado da norma |[ully, = |/l e o 7.5y + 1@ Leromyy - Entao W € um espago de

Banach, e a imersao de W em LP° (0,T; B) é compacta.
Demonstragao: Ver [7]. |

Observagao 2.2 Uma conseqiiéncia do Teorema de Aubin-Lions 2.3: se (u,), oy € uma
seqiiéncia limitada em L? (0,T; By) e (u),) oy € uma seqiéncia limitada em L? (0,T; By)
entdo (u,),ey € limitada em W. Dai, seque que existe uma subseqiiéncia (u,,), .y de

(ty) ey tal que u,, — u forte em L?(0,T;B).

Proposicao 2.2 Sejam V e H espacos de Hilbert, V' continuamente imerso em H,
ue LP(0,T;V)euw € LP(0,T; H), com 1 < p < o0, entdo

ue C°([0,T]; H)nC? ([0,T];V).

2.6 Outros Resultados Uteis

Sejam D C RN¥*1 e F': D — RY. Diz-se que F satisfaz as condi¢oes de Carathéodory

sobre D quando

e F(t,T) é mensuravel em ¢, para cada T fixo;
e [(t,T) ¢ continua em Y, para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D, existe uma funcdo real integravel my (t) tal que
|F'(t,T)] < mg (t), para todo (t,T) € D.

Definicao 2.4 Uma solugcao no sentido estendido do problema de Cauchy

X' = F(t,X)
X (to) == XO

¢ uma fung¢ao ® = ®(t) absolutamente continua tal que, para algum [ real, tenha-se

9



i) (t,P(t) eR, Vt e [to— B,to+ 0];

1) D'(t) = F(t,D(t)) para todo t € [to—5,to+ (], exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Considere-se o retangulo R = {(¢,T) € R¥™; |t —to| < a, |T — To| < b}, coma,b >

0. Entao tem-se os seguintes resultados:

Teorema 2.4 (Carathéodory) Seja I : R — RY satisfazendo as condigoes de Carathéodory
sobre R, entao sobre algum intervalo |t —to| < 5 (8 > 0), existe uma solug¢ao no sentido

estendido do problema de valor inicial

X' = F(t,X)
X (to) == To.

Corolario 1 (Prolongamento de solugao) Sejam D = [0,w] x B, com 0 < w < 00
e B={TeRY;|T|<b}, b >0 eF nas condigoes de Carathéodory. Seja ® (t) uma
solucao de

X' =F(t,X)
X (0) = Xy, |Xo| <.
Suponha que em qualquer intervalo I onde ® (t) estd definida, se tenha, |® (t)] < M,

para todo t € I, M independente det e M < b. Entao ® tem um prolongamento até
[0, w].

Lema 2.6.1 (Lions) Sejam Q um aberto limitado do RY xRy, g,, e g fungdes de L1(Q),
1 < q < +oo, tal que ||gm||ze@) < C, gm — g quase sempre em Q. Entdo g, — g na
topologia fraca de L1(Q).

Demonstragao: Ver [7]. |

Lema 2.6.2 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial) Sejan (-) uma fun¢ao
nao negativa, absolutamente continua em [0, T.

i) Sen satisfaz para t q.s. a desigualdade diferencial
n(E) <v ) +e)n(t), (2.1)
onde ¢ (t) e ¢ (t) sao fungoes nao negativas e integraveis em [0,T], entdo

Nt <e I e(s)ds [77 0) + /0 t¢ (s) e~ Joer ds]
(2.2)

< cheone [y o)+ [ w(s) |
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para todo 0 <t <T.
i5)  Em particular, se ' < ¢n em [0,T] en(0) =0, entdo

n=0 emn [0,7]

Demonstragao: Multiplicando ambos os membros de (2.1) por e_fo P fom-se

a

ds <77 (3) e—fosgo(r)dr) = (77/ (S) — (S) n (S)) e—fosw(r)dr < 'l/] (S) 6—f08<p(7’)dr

para 0 <t < T quase sempre.

Conseqiientemente, para cada 0 <t < T, conclui-se

mw=4wwﬂmm+ﬁzﬁwwwwmﬁsJM“ﬂMm+A%ww4

para 0 <t < T quase sempre. [

Lema 2.6.3 (Desigualdade de Gronwall - Forma Integral) Sejam u, ¢, fungées

reais nao negativas em [0,T] satisfazendo

u(t) <(t)+ /0 Y (o)u(o)do (2.3)

para todo t € [0,T]. Entdo para todo t € [0,T] tem-se

u(t) <)+ /0 U (s)p(s) Jevrrings

Demonstracgao: Considerando o funcional auxiliar

n@)zjjw@wmwd&
Assim, de (2.3)
7 (8) = () u(t) <o (1) (0 (t) + (). (2.4)

Definindo
F(t) = n(t)e Jovdr (2.5)

obtém-se



Integrando ambos os membros,

/ Y (s ) e~ Jo v g

De (2.5) obtém-se
/ ¢ €f P(T) d'rds

mas de (2.3) u (t) — ¢ (t) < n(t) e assim

t
+ [ oo
0

e obtém-se o resultado desejado.
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Capitulo 3
Aspéctos Teoéricos da BBM Viscosa

O objetivo deste capitulo é determinar existéncia e unicidade de solugoes globais do
seguinte problema de valores iniciais e de fronteira:
g (2,1) + ug (2,1) + w (2, t) up (2, 1) — Ugyy (x,) —
By, (x,t) =0 em 0, L[x[0, 0o,
(3.1)
u(0,t) =u(L,t) =0 paratodo t€ [0,00],

u(z,0) =wuo(z) em ]0,L][

onde L e (3 sdo constantes reais positivas. Um problema de valor inicial e de valores de
fronteira ¢ chamado de Problema Misto.

A existéncia e unicidade de solugoes globais, em ¢, para o problema misto (3.1) é
estabelecida assumindo o dado inicial ug pertencente a H] (0, L).

O conceito de solugao para o problema (3.1) é dado pela seguinte definigao.

Definicao 3.1 A fun¢ao u :]0, L[x]0, co[— R € solugdo fraca do problema misto (3.1)

Se

we L2 (0,00 HE(0, L)), w € L3S (0,001 HE(0, 1)), (3.2)

loc loc

a funcao u satisfaz a identidade integral

/0 (ue(), 0) B(1)dt + / (4 () 0) (1)t +

T . T (3.3)
/ (u(t)ug(t),v) 6(t)dt + / (uge(t), ve) O(t)dt + ﬁ/ (ug(t),v,) O(t)dt = 0,
0 0 0
para todo v € H}(0,L) e 6§ € L*(0,T). Além disso, u satisfaz a condigdo inicial
u(z,0) = ug(x) para todo x €]0, L|. (3.4)

13



Teorema 3.1 Se uy € Hy (0,L) entdo o problema misto (3.1) possui uma tinica solugdo

no sentido da Definigao 3.1. Além disso, a energia do sistema (3.1) dada por
B(t) = 5 {lu(®) + e (1)) (35)
satisfaz a desiqualdade
E(t) < E(0) exp{—Tt}, (3.6)
onde T = min {%, g} ¢ definida em (3.43).

A demonstracao do Teorema 3.1 é baseada nos métodos de Faedo-Galerkin; Energia

e Lyapunov, seguindo as seguintes etapas:

1) Existéncia de solugbes aproximadas;

1) Estimativas sobre as solugoes aproximadas;
i44) Limite nas solug¢oes aproximadas;
iv) Verificacao dos dados iniciais;

v) Unicidade de solugoes;

vi) Estabilidade assintotica da energia.

3.1 Existéncia de Solugoes Aproximadas

A demonstragao da existéncia de solugoes do problema misto (3.1) sera feita por meio
do método Faedo-Galerkin. Assim, considera-se (;),. uma base hilbertiana de Hy(0,L)
e para cada m € N denota-se por V™ = [, ..., 0] 0 sub-espago de Hj gerado pelos
primeiros m vetores de () en.

O Problema Aprozimado associado a (3.1) consiste em encontrar ™ € V™ definida

por
um(x,t) = Z Gim(t)i(z) com g, € CH(0,T), (3.7)

solucao, para cada m, do problema

(u" (), ) + (i (1), ) + (u™ (B) i (1), )
+ (ugi (£) , a) + B (ug" (1), pa) = 0, (3.8)

u™ (2,0) = ug' (x),

14



para todo ¢ € V™. A condigao inicial do sistema (3.8) em V™ ¢ definida a partir de (3.7)

por
u™(z,0) = ug( Zgzm i

onde as constantes g;,(0) podem ser escolhidas por ¢;,(0) = (uo, ¢;). Logo,

m

ug'(x) = > (o, i) i), (3.9)
i=1
Note que (-, ) em (3.9) representa o produto intermo de L?*(0,L). Como V™ é um
subespago denso em H} (0, L) e ug € H}(0, L) tem-se

ul" — ug forte em Hy(0, L). (3.10)

As solugées aproximadas u™ do problema (3.8) sdo determinadas por meio do Teorema de
Carathodory 2.4. De fato, mostrar que as fung¢oes u™ existem em [0, L] x [0, oo, consiste
em determinar a existéncia das fungoes g;,, em [0, co[ dado que a fungao ¢; é, para cada
i, conhcida. Assim, substituindo (3.7) em (3.8) obtém-se

Zgzm [ ©i, ©) + (Piz, )] + Gim (t) (Qiz, ©) +
(3.11)

No sistema acima as variaveis estao separadas. Portanto, a indicacao de derivada sub-
indexada 51gu1n1ﬁca . Ou seja, @, =

SC

Tomando, em partlcular, © = p; em (3.11) resulta

Gim () [(©1, 03) + (@iz iz)] + Gim () (Pias i) +

(3.12)
Z gzm g]m (902'90]':(:, 902) + /ngm (t) ((pma Sowc) = 07
com i = 1,...,m. Como (¢;),y € uma seqiiéncia ortonormal em Hg(0, L) entéo
2Gir, (t) + [1+ Blgim + gim (1) = 0.
Dai, de (3.8) e (3.9) resulta
295 (t) + [1 + Blgim + g2, (t) = 0,
G 1)+ (15 Bl + 02, 1) -

9im (0) = (ug, p;) para i=1,....m.
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Definindo

]t’ XOm = [(u0>¢1)> (u0a¢2)> SR (u0’¢M)]t’

[[1 + 6]gzm( ) + gizm (t)} )

Xm(t) = [glm(t)? g2m(t)? R gmm(t

~—

F(Xn(t) =

[\Dl}—‘

e substituindo-as em (3.13) tem-se, equivalentemente, o seguinte problema de Cauchy

d
%Xm(t) + F (Xm(t)) =0,

(3.14)

A fungao F satisfaz as condigoes de Carathéodory, por ser independente do tempo, e
por tratar-se de um polinémio na variavel X,,. Aplicando o Teorema de Carathéodory
2.4 | obtém-se uma solugao local ®,, do problema (3.14) no intervalo [0, t,,), para algum
tm € (0,T] e para cada m € N.

As solugoes P, determinam as solugoes aproximadas u™(z, t) sobre o intervalo [0, t,,)

definidas em (3.7).

3.2 Estimativas sobre as solucoes aproximadas

As solugoes aproximadas locais 4™ serao estendidas a todo intervalo [0, 7] por meio

da Primeira Estimativa estabelecida a seguir.

3.2.1 Primeira Estimativa
Fazendo ¢ = u™ em (3.8); tem-se
(ut(,u >+u2,” ) u™ (t >+

(umu >+(ut um (t )+ﬁ(uy(t),uy(t)) — 0. (319
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Analisando cada parcela de (3.15) tem-se
L
o (W), um () /u (e,8) u™ (a,8) dx = /at‘“ (.02 da
J— - _ 2.
- 4 (/ im0 dr ) = 5 O
1 [to 5
o (D)0 (D) = /u @ty (o) do =5 [ 5 (o,t) 2 do
0 0 a:L’

1 92 |E
Sl @ | =0

o (umuly (t),u™(t) = /0 (u™ (z, 1)) u™ (x,t) doz = % lu™ (z,t)]2 ’ = 0;

o (W().un (1) = /u (e )l (2, 1) di

= o | ok = 3 o
. B ()W) = Bl

Substituindo as identidades precedentes em (3.15) resulta
57 [ OF + [ (1] + Blug (1) = 0. (3.16)
Integrando (3.16) de 0 a t € [0, t,,) obtém-se
t
[u (O + [u ()] + 5/ g ()1 ds = Jug'|* + ug,|”
0

A convergéncia em (3.10) assegura que a seqiiéncia (uf'),,.y ¢ limitada em Hg (0, L).

Assim, existe uma constante real positiva Cj independentemente de m tal que
t
(O + [ (1) + 6/ ()2 ds < Co para todo ¢ € [0, £) (3.17)
0

Observagao 3.1 A estimativa (3.17) € suficiente para o uso do Coroldrio 1, sobre Pro-

longamento de Solugoes. De fato,

Oy = /OL<u< *do = / (Zgzm o (x) ) do
:if 1) gy (1 /OL%(x)soj(x)dx:ngm(t)

17



De (3.7)y tem-se que gy, € C°([0,T]) para T > 0 arbitrdrio. Logo, a solug¢io ®,, de
(5.12) satisfaz
D | < Ju™(t)] < C.

Dai obtém-se o prolongamento das solu¢oes ®,,, ao intervalo [0,T] e portanto obtém-se,

também, o prolongamento para as solugoes aprorimadas u™(x,t).

Da Observagao (3.1) tem-se a existéncia das solugoes aproximadas, para todo m € N,

sobre o intervalo [0, 7] para T > 0 arbitrario ou [0, co[. Logo, de (3.17) pode-se escrever
™ ()] + g (O] + ﬂ/ ju ()| dt < Co. (3.18)
0

Daf a norma ||um||Loo(o,T;Hg(o,L)) = esstsBIDT[ [ull (t)] < oo. Ou seja,
€|0,

(W™),pey € limitada em  LgS. (0,00; Hy (0,L)) N L, (0,00; Hy (0,L)) . (3.19)

3.2.2 Segunda Estimativa
Fazendo ¢ = u}" (t) em (3.8); tem-se
(s .7 0) ) + (o ) ) +
(uma)u;n(t),u;n(t)) + (u (t) s (¢ >) +ﬁ( (1) uzi(t)) = 0.

Integrando por partes a segunda e a terceira parcelas da identidade acima e usando as

condigoes de fronteiras tem-se

(e () () = = (" (¢

Portanto,

[ () + |y ()] = =B (u (1) ugy (1) + (@™ () gy (1)) + 5 (@™ (1) wi (1))

Obtém-se, agora, estimativas superiores para as parcelas do lado direito da identidade
precedente. De fato, usando a desigualdade de Poincaré [v]75( 1) < L?|vs[72( 1y, & qual

¢ valida para todo v € H}(0,L), e as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young com
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p=p’ =2, resulta

=B ) )] < B 0)] = VBl O
< PP+ P
[ (5,0 ()] < W OP + FhBP < PP + 0P

1

S (@ P )] < Ll OF + [ (P

Substituindo estas trés tltimas desigualdades na identidade precedente, tem-se

[ OF + 3 1y (OF < (5 + 12) o (O + |0 (0

Note que |[u™ (15)]2‘2 = [|u™ (t)||4L4(0’L) e como H} (0,L) estd imerso continuamente em
L*(0, L), existe uma constante C; > 0 tal que
[0l a0,y < Chlva| para todo v € H;(0,L).
Em particular, para u™ (t). Substituindo este resultado na desigualdade acima tem-se
()P + 5 i (O < (8 + L) i (O + 301l ()]
Dai e de (3.18) tem-se que o segundo membro ¢ limitado. Assim, existe uma constante

real Cy > 0 independente de m e de t tal que
m 1 m
Ju" ()] + 7 [Uat (O < Cs.

Dai, ||lu} = ess sup |uly (t)| < oo. Logo,

||Lo<> (0,7:H3(0,L)) t€]0, T

(U)o € limitada em LgS. (0,00; Hy (0,L)). (3.20)

3.3 Limite nas solucoes aproximadas

As estimativas (3.19) e (3.20) sdo suficientes para a passagem ao limite, quando

m — 00, 1o sistema aproximado (3.6).

3.3.1 Limite nas parcelas lineares de (3.8)
De fato, Do Teorema 2.1 e estimativa (3.19) existe uma subseqiiéncia de (u™), .y,

a qual serd também denotada por (u™) que converge na topologia fraco estrela de

L>(0,T; H (0, L)) para u, isto &,

meN

u™ = uw em L*(0,T;H;(0,L)) quando m — oco. (3.21)
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Também, do Teorema 2.1 e estimativa (3.20) existe uma subseqiiéncia de (u}"),,
a qual serd também denotada por (u}") que converge na topologia fraco estrela de

L>(0,T; Hj (0, L)) para &, ou seja,

meN

u = ¢ em L% (0,T;Hy(0,L)) quando m — oo. (3.22)

Interpretacao das convergéncias (3.21) e (3.22): A convergéncia em (3.21) sig-

nifica

—

(W™, ) oo (0.7;H}(0,L)) x L1 (0,T;H-1(0,L)) (U, ) oo (0.T;H}(0,L)) x L1 (0,T;H-1(0,L)) *

para todo ¢ € L' (0,7; H'(0,L)). Em particular, para ¢ (z,t) = v(z)6(t) com 6 €
D(0,7)C L?(0,T) Cc L' (0,T) e ve H}(0,L) C H(0, L), resulta

T
/0 <Um (t) >H1(0L xH~ 1(OL dt%/ H1 (0,L)xH~— 1(0L)9(t) dt.

Sendo u™, v € H} (0, L) tém-se pelo teorema da Representacao de Riesz que

(W™ (8), 0y o,y xm 10,0y = (U (£) 5 0a) -

Valendo resultado analogo para (u (t),v) HY(0,L)x H-1(0,r) - Dal, pode-se escrever

/0 (ul' (t) ,v,) 0 (¢) dt—>/0 (ug (t),v,) 0 (t) dt. (3.23)

que significa (u™ (t),v,) — (u, (t),v,) em D' (0,T) para todo v € Hj (0,L). Assim,

xT

sendo o operador diferencial é continuo no espago das distribuigoes, tem-se

d d
7 (ul (t),v,) — pr (ug (t),v,) paratodo v, € L*(0,L).

Ou ainda,
(u™ (), vy) — (ug (t),v,) paratodo v, € L?(0,L),

xt

pois u" ewu € L?(0,T; H} (0, L)). Analogamente, conclui-se usando (3.22) que
(uhy (1) ,ve) — (& (t),v,) paratodo v, € L*(0,L).

Da unicidade do limite obtém-se que & = u;, e assim

u = u, em L*®(0,T;Hy(0,L)) quando m — oo. (3.24)
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Portanto, tem-se em particular, para § € D (0,T) e v € H} (0, L) que

/ (W (8),02) 0 (1) dt — / (1t (8) ,02) 6 (8)
0 0 (3.25)

/0 WP (1) o) 0 () dt — / (ue (£),0) 0 (1) dt.

quando m — oo. Finalmente, de modo analogo tem-se de (3.23) que
T T
/ (ug' (t),0)0 () dt — / (ug (£),v) 0 (t) dt. (3.26)
0 0

3.3.2 Limite na parcela nao linear de (3.8).

De (3.21) e (3.24) obtém-se, em particular, que

u™ =y fracoem  L?(0,7;H}(0,L)) quando  m — oo, (3.27)
u® = u;  fracoem  L?(0,7;L*(0,L)) quando m — oo, .

respectivamente. Pelo teorema de Rellich-Kondrachoff tem-se que imersao de H{ (0, L)
em L?(0,L) ¢ compacta. Fazendo By = H} (0,L), B= L*(0,L) e B; = L*(0,L) com

po = p1 = 2 e aplicando o Teorema de Aubin-Lions 2.3 conclui-se que a imersao de
W={v;velL?(0,T;H;(0,L)) e v €L*(0,T;L*(0,L))}

em L*(0,T;L*(0,L)) = L*(Q) ¢é, também, compacta. Portanto, convergéncia na topolo-

gia fraca de W ¢ transformada em convergéncia forte em L* (Q). Assim,

u™ — u forteem L?(Q) quando m — oo. (3.28)
A parcela nao linear de (3.8) pode ser reescrita por
(u™ (@) (t), @) = (i (), u™ () @) = (u (1), [w™ () —u(t)] ) + (ug" (), u(t)p).

Fazendo, em particular, ¢ (z,t) = v (z) 0 (t) com § € D (0,T), v € Hy (0, L) e integrando
de 0 a T, resulta

/0 (™ () u(t)v) O(1)dt. (3.29)
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Mostra-se agora que as integrais do lado direito de (3.28) sao convergentes. De fato,
a primeira é limitada superiormente, usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, como

segue

’/0 (uy' (t), [u™(t) — u(t)] U)Q(t)dt‘R g/ ()] 0] 0.0y 0™ (£) — ul(®)] |0(8) [t <
C sup |0(t)|r u” Ol U Bl d
tE[OI;“]| ) / Juz" ()] ] [u™(t) ()| dt <

Cl|U|L°o(0,T;Hg(0,L)) |ug' |L2(0,T;L2(0,L)) u™ — u|L2(o,T;L2(0,L)) ,

onde C' & a constante definida pela imersio continua de Hg(0,L) em L>*(0,L) e

Cy = C sup |0(t)|g. Dai, usando (3.27); e (3.28) obtém-se
te[0,7

T
/ (ul (), [u™ (t) — u(t)]v) O(t)dt — 0 quando m — oo. (3.30)
0
A segunda integral do lado direito de (3.29) converge porqué de (3.27); tem-se
u™ — u, fracoem L? (0, T; L* (0, L)) quando m — oo,

e além disso, uvf € L?(0,T;L? (0, L)). Assim,
T
| @ u v — / e (1), (1)) (1), (3.31)
0
quando m — oo. Substituindo (3.31) e (3.28) em (3.29) resulta

/O (W™ () u™ (t) ,v) 0(t)dt —> /O (u (t) s (t),v) 0(t)dt. (3.32)

Passagem ao limite no sistema (3.8);. Se, em particular, ¢ (z,t) = v (z) 6 (t) com
6 €D(0,T),ve H}(0,L) em (3.8); e integrando de 0 a T', entao

/0 [(u;n(t) L)+ (Ul (0),0) + (ul () uw(t),v) +
(ully (1), ve) + 6 (ul (1) ,va) |6 (1) dt.

Fazendo m — oo nesta identidade integral e usando (3.25), (3.26) e (3.32) obtém-se

(ot (8) 02) + B (1 (1), 2) [0 (1) . (3.33)



para todo @ € D (0,T) e para todo v € H} (0,L). Como D (0,7T) é denso em L' (0,T),
tem-se que (3.33) ¢ valida para todo 6 € L' (0,T) e para todo v € H] (0, L). Isto prova
a identidade integral (3.3)

A afirmagdo (3.2) ¢ uma conseqiiéncia de (3.19) e (3.20). De fato, usando (3.19)
e (3.21) resulta que u € Lf° (0,00; Hy (0, L)) N L2 . (0,00; L*(0,L)) e de (3.24) tem-se

loc loc

U € L?:c (0, (O o H(:)l (0, L)) O
Observagao 3.2 Do Teorema 2.2 tem-se que (3.33) significa que
(e (£) ,0) + (e (1) ,0) + (u () we (2) ,0) + (uar () s v2) + B (s (1) ,02) =0, (3.34)

em D' (0,T) para v € H} (0, L). Ou ainda, usando a densidade de D (0,T) em L' (0,T)
pode-se afirmar que a identidade (3.34) € verificada em L> (0, T) para todo v € H} (0, L) .
Observa-se, ainda, que para cada t € (0,T) tem-se de (3.24) que ug (t) € L*(0,L). Dai
obtém-se que —ugzy € H™1(0, L) pelo teorema 2.2. De modo similar —ug, € H~'(0,L).
Usando este fato, conclui-se de (3.34) que

Up + Uy + Uy — Uggy _/gu:c:c =0

no sentido de L= (0, T; H™*(0,L)) =

3.4 Verificacao dos dados iniciais

A convergéncia (3.21) assegura, em particular, que u™ — u em L (0,T; L? (0, L)).
Isto significa para todo ¢ € L' (0,T;L? (0, L)) que

/0 (u™ (t),p)dt — /0 (u(t),p)dt. (3.35)

A convergéncia (3.35) vale, em particular, para toda fungao ¢ (z,t) = v (z) 6 (t) sendo
ve L*(0,L), 0 € C'(0,T) com 6 (0) =1 e §(T) = 0. Assim, substituindo esta fungao

em (3.35) e integrando por partes ambas integrais resulta

— (u™(0),v) — /0 (ui" (t),v)0(t)dt — — (u(0),v) — /0 (ue (t),v)0(t)dt  (3.36)

De (3.24) tem-se, em particular, que u™ = u; em L™ (0,T; L? (0, L)). Isto significa para
todo ¢ € L* (0,T; L* (0, L)) que

/0 (" (1), o) dt — /0 (s (1) , ) d. (3.37)
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A convergéncia (3.37) vale, em particular, para toda funcao ¢ (x,t) = v(x)6 (t) sendo
veL*(0,L), 0 €C(0,T) com §(0)=1 e 6(T)=0. Assim, tem-se

/0 (ug™ (t),v) 6 (t)dt —>/0 (ug (t),v)0(t)dt. (3.38)
Adicionando (3.36) e (3.38) obtém-se
(u™ (0),v) — (u(0),v) paratodo ve& L*(0,L).

Portanto, significando que ™ (0) — u (0) em L? (0, L).
Por outro lado, de (3.10) tem-se u™ (0) — wg forte em H}(0,L). Em particular

u™ (0) — ug em L? (0, L), e como o limite fraco ¢ tinico, conclui-se que u (0) = ug.

3.5 Unicidade de solucoes

Sejam u e v duas solugoes do problema (3.1) no sentido da Defini¢ao 3.1. Denotando
w = u — v, tem-se que w satisfaz o problema
Wi + Wy + (Wly — VV;) — Wagt — BWee =0 em  L>(0,T; H-1(0,L))
(3.39)
w(z,0)=0.

De (3.1); tem-se w € H} (0,L). Dai, e de (3.39); a dualidade

(Wi(t) + we () + (uuy — Vo) (1) — Waar(t) — Bwaa(t), w(t»H*l(O,L)ng(O,L) =0

estd bem definida. E como conseqiiéncia do teorema da Representacao de Riesz tem-se

<U>w>H*1(O,L)><H3(O,L) = (v, w)r2(0,1)- Portanto, pode-se escrever

(w (1), w(t)) + (o (t), w(t)) + (War (), we(t)) + B |wa(t)]?

10, ) (3.40)
= = ([, = o) (), w(t) = =5 (5= [w2(®) = 0*(®)] . w(t)).
Usando as condigoes de fronteiras (3.1) tem-se
1t 2, 1 2 |F

(wal®).w(®) = 5 [ o bl do = 5 ol | <o
Além disso, integrando por partes a parcela do lado direito de (3.40) resulta

d

— [w®F + [ ()] + Blua(OF = ([0® = v*] (1), w0, (1)) - (3.41)

dt
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O lado direito de (3.41) ¢ limitado superiomente como segue

|([w? = v (1), we ()| = ([ () + v (O] w (£), we (1)) <

< [ et + 0@l s (0l o 2.0l da
< [l Ol im0y + 10 Ol ey [0 O [ (1)
< C [luWligon + 10 Ol | 1w O e @)

< C [l fommy0.09) + 1l oreamyony) | 1o ) e (8]

De (3.2); tem-se que ||u||Lw(07T;Hé(O7L)) + ||U||L°°(0,T;H3(0,L)) < 00. Substituindo em (3.41)

e usando que 3w, (t)]* > 0 obtém-se

d 2 2

7 w0 OF +lw. OF] < Crlw @) Jwe (0)]

< [lw@®F + fw. (0]

Aplicando a Desigualdade de Gronwall 2.6.2 obtém-se

[w (O + |w, (1)]7 < D72 [lw (0) + w. (0)]°] =0,
pois sendo w(z,0) = 0 tem-se que w,(x,0) = 0. Logo, w (z,t) = 0 em |0, L[x [0, T] para
T > 0 arbitrario =
3.6 Estabilidade assintética da energia

Como observado na Sessao 2.5 a dualidade
(ue(t) 4+ ua(t) + uug(t) — Uger(t) — Buea(t), u(t»H*l(O,L)xHé(O,L) =0

faz sentido. Usando o teorema da Representagao de Riesz tem-se

(wi(1), u(t)) + (ua(t), u(t)) + (wiia(t), u(t)) = (Uaar(t), u(t)) = Bltaa(t), u(t)) = 0.
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Modificando cada integral acima e usando as condigoes de fronteira (3.1), resulta

i) ) = 5[ gl ol =55 ol
w0.u®) = 5[ sluokd=3lutok| <o
wOwOu®) = [ ) e = luok] =0
e ()00 () = 5 5 DO
e (1), u (1) = Blua(0)
Portanto,
@ + b (OF] + 8 lus(t) = 0. (3.42)
Note que
Bl = P + 5 )P = o (o) +2 o)

> T {Ju(t)? + |ua(8)]?}

na primeira desigualdade imediatamente acima usou-se a desigualdade de Poincaré
|v|%2(07L) < L3|vx|2LQ(O’L), a qual é vélida para todo v € H}(0,L), e T =min {52, 2}.
Dai de (3.5) e (3.42) resulta

d
%E(t) +TE(t) <0 paratodo t>0. (3.43)

Dali, tem-se p
7 {E(t)eTt} <0 paratodo t>0.

Integrando de 0 a ¢ obtém-se, finalmente, (3.6) e a demonstracao do Teorema 77 esta

concluida =
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Capitulo 4
Aspéctos Numéricos da BBM Viscosa

Neste capitulo sera desenvolvido o estudo numérico do problema misto (1.1) por meio
dos Métodos de Elementos Finitos na variavel espacial e Diferengas Finitas na variavel

temporal.

4.1 Meétodo de Elementos Finitos

Nesta sessdo analisa-se numericamente o problema misto (1.1) na variavel espacial.

4.1.1 Formulacao Variacional

No problema (3.1) a equagao (3.1); é homogénea, isto é, o segundo membro é uma
funcao f = 0. Por conveniéncia numérica serd considerada f uma fungao regular nao

identicamente nula, a saber
ug (x,t) + ug (z,t) +u (2, t) uy (T, 1) — Ugye (2, 1) —

Py, (x,t) = f(z,t) em 0, L[x]0, 00,
u(0,t) =u(L,t) =0 paratodo t € [0,00],

u(z,0) =wup(z) em ]0,L[

Portanto, multiplicando (4.1); por w e integrando de 0 a L, obtém-se a formulagao

() + (Gow) + (3w)-

(i) ) -0, ¥ v

variacional dada por

(4.2)
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onde (+,-) ¢ o produto interno de L*(0, L).

4.1.2 Metddo de Faedo Galerkin

Denota-se por (¢;)ieny uma base hilbertiana de Hj(0, L) formada pelas fungdes de
interpolagao definidas pelas splines cubicas. Seja V,, = [p1, @2, ..., ©m], um subespago
gerado pelos m primeiros vetores da base (¢;);en. O Problema aproximado associado a

(4.1) consiste em encontrar solugoes

m

up(z,t) = um(z,t) = > di(t)pi(z) em V™, (4.3)

i=1

onde d;(t) sdo incognitas a serem determinadas, isto é, os nds sdo pontos discretos
do intervalo [0, L]. Tomando m divisdes em [0, L] define-se h = h; = z;41 — x; para

i=1,...,m,com h=1/m.

4.1.3 Problema Aproximado

O problema aproximado associado a (3.1) ¢ definido por (4.2) em V™. Ou seja,
( /O0uy, ouy, ) ( Ouy, )
(o) + (Gem) + (g

83uh 82uh .
(G ) — (G2 ) = (J0.w) em @ (4.4)
up(0, t) = up(L, t) =0 paratodo t >0,

L un(z, 0) = upo(z) em (0, L).

Tomando em particular w = @y em (4.4) tem-se:

(20 ) (20 2) (2 ) -

(883;?5?’%) - 5(?;;%%) = (f(t), ox).

(4.5)
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Usando a defini¢ao de u™ citada em (4.3) na equacdo (4.5) e resolvendo as integrais de

cada parcela separadamente, obtém-se:

<8u8ht(t)’gok> - /j%(édi@)%@))%@)dx

_(8;55(9? ) = - OL%[aiZat(gdi@)%(fﬂ))}wk(@d;ﬁ
N _83;5(gdi(t)%@))@k(x)‘j
! /OL 82?% (2: di(t>%0i($)> (n), (x)dx

= [ do e, @) 0, e
= DAt (@) (1)) Vik=1,.m.
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5(Gma) = =5 [ 22 (T dta)] e

- (4.10)
= 6Zdi<t)<<¢i>m,<gpk>z> Vk=1,...m.

Substituindo (4.6)-(4.10) em (4.5), obtém-se:

m m

D di®) (piron) + D dilt) (94), 00) +

i=1 i=1
m m

D dit)di (1) (i (95),,98) + D (1) ((#4),. - (0r),) + (4.11)

i=1 i=1
m

BY dilt) ((91), (pr),) = (F(),pr) Visk=1,.om.

i=1

Dai, define-se:

Air = (@i 01 ; Bir = ((¢i), , ¥k) ;

Bijr = (0i (95),.00) s Civ = ((0i),+ (01),) -

Note que A, Bir e Cy, sao matrizes quadradas de ordem m e Eijk‘ ¢ um tensor de 3*
ordem. Assim, obtém-se de (4.11) o seguinte sistema nao linear de equagoes diferenciais

ordinarias na variavel temporal ¢t dado por:

(Ai + Ci) d'(t) + (Bi + BCi) d(t) + Bijpd®(t) = F(t) (4.12)
d(0) = dy '

¢
onde d(t) = [dy(t), ..., (dm(t)]* € o vetor incognita e F, = (f(t), gok) ¢ um vetor de ordem
m X 1 denominado wvetor for¢a global.

O sistema de equagoes diferenciais ordinarias (4.12) seré resolvido pelo Metodo das

Diferengas Finitas, ap6s um processo de linearizagao.

4.1.4 Funcao de Interpolacao

A matriz global para ser calculada, precisa-se definir explicitamente as fungoes ;
base do subespago V,, do espago H}(0,1). A escolha de ¢; ¢ essencial para a otimizagao
do sistema nao linear. No ajustamento e interpolacao de fungoes, a aproximacgao por
polindmios é muito conveniente, ja que os polindmios possuem a propriedade de fungao

analitica, que nos torna possivel calcular as derivadas de qualquer ordem. As fungoes
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splines sao polinémios de grau k£ com continuidade da derivada de ordem k — 1 nos noés
comuns entre segmentos. Uma Spline Cubica, é uma fungao polinomial continua por
partes, onde cada parte ¢ um polindémio de grau 3 no intervalo [x;_;, z;| com ¢ variando
em {2,3,...,m — 1}, com primeira e segunda derivadas continuas. Assim, as curvas nao
tém picos e nem trocam abruptamente de curvatura nos nés. Desde que os elementos da
matriz sdo fungoes derivaveis, escolhe-se as ¢.s como sendo fungoes trigonométricas ou
polinomiais, para as quais as condicoes de fronteira sao satisfeitas. O objetivo principal
na escolha da ¢ ¢é fazer com que a matriz seja uma matriz especial com muitos elementos
nulos obedecendo uma certa ordem. Esse tipo de matriz é denominada matriz esparsa e
o sistema resultante, em geral é bem condicionado. Em razao da formulagao variacional
possuir um termo de grau 3, as fungoes base ¢; que serao tomadas nesse problema sao
polindémios cibicos por partes, também conhecidos como B-spline definidas a seguir.
Considera-se as fungoes base ¢; do subespago V™ do espago HE(0, 1). Introduzido no

Método de Faedo Galerkin, as fungoes de interpolacao cibica sao dadas por:

( (2 — 259
% se T € [Ti2,Ti];
1 3(x—wi1) 3(r—x-1)? 3(x—12i4)> _
Z + m + 4h2 - 4h,3 se T & [xi_l,xi],
Bi(z)=¢ 1 3(wit1 —2) | 3(in —2)® 3wy — ) )
() 1 + m + 2 — e se T € [T, Tig1l;
3
xX; — X
% se T € [Tit1, Tiyol;
L 0 se x ¢ [Ii_g,xi+2].

Assume-se que os pontos discretos do intervalo [0,L] estdao igualmente espagados, ou
seja, tem-se uma malha uniforme de comprimento h = z;;1 —x;, com 1 =0 e x, =1

para todo ¢ = 1,2, ...m. cuja derivada :

( 3(x — z4_2)?
4h3
3 3(5(7 — xi—l) 9(5(7 — Ii_1)2

— + - se T € [Ti—1,Tl;

4h 2h? 4h3

0B; 2
= ) Mt g

3(xipe — x)?
—% se T € [Tit1, Tiyal;

se T € [Ti—g, Ti1];

| 0 se = ¢ [T, Tiyal.
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Mostrar-se que B;(x) de fato é uma base para os splines cubicos, ou seja, toda spline
cubica pode ser escrita como combinagao linear das B-Splines. Nota-se que para as
fungoes By, By, B, B,, € B,.1, precisa-se introduzir os pontos nodais auxiliares:
T_ 9, T_1, X0, Tmil, Tma2 € Tymys, que dependem dos valores na fronteira. Considera-
se o intervalo (0, L) com z; = 0 e z,,, = L com os valores de fronteira nulos. As fungoes
Bs, ..., B,,_2 se anulam nas fronteiras de cada intervalo que as definem, mas as fungoes

By, By, B,,_1 e B,, nao satisfazem. Com esse objetivo, considere:

~.

pi(z) = Bi(z),
p1(z) = Bi(z) — 4By(z), pa(w) = By(x) — Bo(x), (4.13)
me—l(x> = Bm—l(x) - Bm—i—l(x)v me(x> = Bm(x) - 4Bm+1(x>‘

=3,...,m—2,

Tem-se que B;(z;) = 1 e Bij(x;1) = Bi(z;41) = 1/4, entao é facil de verificar que
©1(0) = ©2(0) = @m-1(L) = pm(L) = 0 e portanto satisfazem os valores de fronteira.
Dessa forma a solu¢do aproximada é um polindmio cibico tal que u™(0) = u™(L) = 0.
Onde V™ ¢é o subespago gerado por V™ = [¢1, @2, ... pm], dado por :

m

u™(z,t) = Zdi(t)%(:c) com ¢, € V™.

i=1

As fungoes B; podem ser representadas geometricamente como mostrado na figura

1
4.

i1
H H H H H 14
L ] L J L J L J

Ti—2 Ti—1 Ti-1 Z; Z; Tit1 Tit1 Tit2

Figura 4.1: Funcao base local: spline ctibico

4.1.5 Calculo das Matrizes

Para o calculo das matrizes A;,, By e Cj, usa-se as fungoes base splines ctuibicas
definidas anteriormente. Cada matriz do sistema ¢ uma matriz heptagonal e portanto
tem-se que calcular genericamente todos os elementos para todas as matrizes a;; com

1—7| <3ea; =0para|i—j| > 3.
J
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4.1.6 Calculando os elementos da matriz A;;:
L
Ao = [ eiahorlalde.
0

A matriz Ay, = (ai)y € simétrica, 10go @41 = Gip14, Giiva = Qitoi € Qi3 = Qi3 Para
todo i =3,...,m — 2, tem-se:

L L Tit2
wia/%@%@mz/quwz/ pi(x)da
0 0 Ti_2

7

Ti_1 T Tit1 Ti42
:/ goi(:)s)2dx+/ goi(:c)zdxjt/ goi(:)s)2d:)3+/ wi(r)*dx
Ti—2 Ti—1 T; Tit1

h N 207h N 207h N “h 151k
112 560 560 112 140 °

e Para o elemento a; ;41 tem-se:

L T2
Aii+1 = Qit1, I/ %( 90z+1 / 90z+1 )d
0

T; Tit1 Tit2
:/’%<%H m+/ %H>M+/ i) i (2)de
Ti—1 Ti41

129h N 933h N 129h 1191k
2240 2240 2240 2240 °

e Para o elemento a; ;42 tem-se:

L Tit2
Qji+2 = Qj12 Z/ ©i(2)piya(x)da :/ ©i()pira(x)dx
0 z;

Tit1 Tit2
:/ wmwm@w+/ oi(2)pisa(x)dn

% Tit+1

_ 3h N 3h  3h
112 112 56

e Para o elemento a; ;+3 tem-se:

L Ti42
Qji+3 = Aj13,4 Z/ ©i(z)piys(x)dx :/ ©i(x)pirs(x)dx
0 Tit1

Ti42 d h
= /mi+1 0i(z)piys(x)dr = 2940°

Os elementos da matriz A;, proximos da fronteira, isto é, x = 0 e x = L sao calculados
das seguintes formas:

e Para o elemento aq; tem-se:
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ap = /OL o1(x)p1(x)de = /OL ¢1(7)*dr = /I2 ©1(7)*dx + /1‘3 o1 (7)?dx

x1 €2
_1Th b 31k
80 112 140°

e Para o elemento a1, tem-se:

= = [ @@= [ @i [ awe@a

z1 T2

_23h n 129 T73h
© 80 2240 2240°
e Para o elemento a3 tem-se:

w=an = [ a@a@i= [ @@ [ a@pes@a

1 2

_ b 3h 20
40 0 112 560°

e Para o elemento asy tem-se:

agy = /OL pa(x)po(x)dr = /x2 oo ()2 dx + /I3 @o(w)?dx + /1‘4 o () dx

z1 T2 z3

_1Th 29Th b 41k
15 560 112 40 °

e Para o elemento Gyp—1,m—1 tem-se:

L L
S / (@) s (y)dz = / o (2)2d
0 0

:/ ) gpm_l(z)zdx+/ i gom_l(x)de+/ Om—1(x)dz

Tm—3 Tm—2 Tm—1
_ b, 297h 1Th ALk
112 0 560 0 15 40

e Para o elemento Qypm tEM-SE:

o = /0 " (@) () = / T (@) + / " on(2)da

Tm—2 Tm—1

__h  17h_ 31k
112 80 140°

e Para o elemento Gy m—1 tem-se:
L
Amm—1 = Am—1,m :/ @m(x)QOm—l(x)dx
0

-/ T () om (@) + / " (@) (@)

Tm—2 Tm—1

~ 23h N 129h  773h
80 0 2240 2240°
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e Para o elemento a,, ,—2 tem-se:
L
Umm—2 = Am—2m :/ @m($)¢m—2($)dx
0

-/ T () oma (@) + / " (@) (@)de

Tm—2 Tm—1

_ b 2n
40 0 112 560°

Agora, na forma matricial a matriz A,,y,, ¢ dada por:

[ 31h  T73h  29h h 0 0 |
140 2240 560 2240 o
7r3h 41k 1191 3R h

2240 40 2240 56 2240
29h 1191k 151h 1191h

560 2240 140 2240 0
Ay = | 3h 1191A . 3h h
2240 56 2240 56 2240
h _ . 151h 11910  29h
2240 140 2240 560

3h 1191k  41h  773h
56 2240 140 2240
0 h 20h  773h  31h
i 2240 560 2240 140

4.1.7 Calculando os elementos da matriz B;;:

By = / i) (n), (2)de.

Sendo Bj;, = (bix)y tem-se:

L Tit2

i(2) (pi), (2)do = vi(x) (i), (x)dz

Ti—2

—

bz’i
Ti—1 i

pi() (i), (w)de + [ pi(2) (@i), (z)dx

Ti—2 Ti—1

[ e 0, @an+ [ @) 0, )
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e Para o elemento b; ;11 tem-se:

biiy1 = /0 %(l’) (%’H)x (9C)d$ = /IZ+2 %(l’) (%‘H)x (x)dx

Ti—1

= /x ©0i(x) (Pig1), (x)dr + /IZ+1 ©i(z) (piy1), (z)dz + /%M 0i(z) (i), (x)dx

49
64

e Para o elemento by, tem-se:

L Ti42
bit1, :/ vir1(z) (¢ / Vir1(z )x (z)dx
0

T l‘z+1 Ti4-2
:/'wm<> m+/ pin(a )A@M+/ pinn (@) (), (2)da

Ti—1 Ti41

@

64

e Para o elemento b; ;1o tem-se:
L Tit2
bass = [ 0@ (oa), 0o = [ (o) (9112), (0)da
0 x

%

— /%Hl ©0i(2) (it2), (x)dx + /mi+2 ©0i(2) (piv2), (x)dx

Ti+1

_ 7
407

e Para o elemento b2, tem-se:

muaéwmwmumm=/wwm@mn@m

%

— /%iﬂ Qira() (i), (x)dx + /%iﬂ Piya(r) (i), (x)dx

__7
40
e Para o elemento b; ;3 tem-se:
L Tit2 1
biass = [ 0@ (ora), (@)de = [ (@) (orna), () = o
0 Tit1

e Para o elemento b;;3,; tem-se:
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by = / pisal() (p2), (@)de = / T ial®) (pisa), (2)i(a)da

Ti+1

= /Ii+2 Pirs(T) (pi), (x)dx

Tit1
B 1
320°

e Para o elemento by; tem-se:

b= [ et o0, @ds = [ eata) (o0, @da+ [ rle) (1), () =0,

x1 x2

e Para o elemento b5 tem-se:

e = [ 10 (pa), o = [ @) (), @da + [ i) (), ()

1 T2

13
320

e Para o elemento by tem-se:

bor = /0 p2(x) (1), (w)dr = / . (02), (@)1 (2)dz + / h (2), ()1 (z)d

z1 T2

_ 133
3207

e Para o elemento by tem-se:

by / 2(2) (92), (2)da

_ / " al@) (), (2)dr + / " al@) (), (w)da + / o2(2) (ip2), (2)de

z1 z2 T3

= 0.

e Para o elemento b3 tem-se:

= [ o1 (@)gs(a)de = | e@ads s [ @

x1 )
_ 1
80

e Para o elemento b3; tem-se:

b = [ a(@)pn(a)de = | e+ [ a@ed

x1 )
__B
80"
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e Para o elemento by, ,,—2, tem-se:

bz = [ () mala)d = [ en@ena@e+ [ en@on-sta)is

Tm—2 Tm—1

13
80
e Para o elemento b,,_2,, tem-se:

b = [ () (@) = [ enstwren@e+ [ ens@nta)is

Tm—2 Tm—1

13
- 80
e Para o elemento b,,_; ,,—1 tem-se:

b1 = / o (2) (Pms), (2)da

— /Im2 Pm-1(2) (Pm-1), (x)dz + /xm1 Pm-1(2) (Pm-1), (x)dz

T —3 Tm—2

N / " (@) (Pmr), (@)da

=0.

e Para o elemento by, ,,, tem-se:

b = / () (pm), (2)d = / T (@) (o), (@)d + / " onl@) (o), (@)da

Tm—2 Tm—1

=0.

e Para o elemento by, ,,,—1 tem-se:

bt = / () (Do), (2)dz

— /Im1 em(@) (Pm-1), (I)daﬁL/% () (Pm-1), (x)d

Tm—2 Tm—1

133
320

e Para o elemento b,,_; ,, tem-se:

b1 — / s (z) (), (2)d

- /Im1 Pm-1(2) (Pm), (x)dz + /x Pm-1(2) (o), (x)dz

Tm—2 Tm—1

133
© 3207
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Agora, na forma matricial a matriz B,,«,, € dada por:

i 133 13 1 :
0 5% w3 0 o O
133 . 61 7 1
7320 80 40 320
B et
80 80 64
Bp—|_+ _*~ ® ... 7 1
320 40 64 40 320
1. 4913
— . = =
749 . 133
40 64T 32
1 13 133
0 0 g e e O

4.1.8 Calculando os elementos da matriz Cj;:

Cip = / i) (1), (2)d.

A matriz Cj, = (i) € simétrica , ou seja, Cy, = Cj;. Deste modo,

e = / (00), (@) (1), (x)de = / " 00, () (0), (2)da

Ti—2

Ti—2

. /-T'H»l ((pl)x (=) ((pl)x (2)d 1 /%i+2 ((pz)w (x) (‘Pt);p (v)dz

Ty

9 o1 o1 9

~ R0h T 80n 80K ' 80h
e Para o elemento Cii+1 = Ciy1, tem-se:

3

s

= [ 00, @) (e = [ (00, (0) (i), ()
— [ ) @) ), (@)

[ @@ e, @it [ 0. @) ), e

21 8T N 21 9
160k 160k  160h  32h°
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e Para o elemento c¢; ;49 = ¢;42,; tem-se:
L Tiqo
s = [ (00, (@) (Pusa)s @)dn = [ (90, (@) (pusa), ()
0 T

= [ e @ [ 0, 0) i), i
R 9 Z

40 40h 20h°

e Para o elemento ¢; ;43 = ¢;43,; tem-se:

@m=4<mxmwmgmmafmmumwmn@m

- /% (i), (%) (Pits), (v)de = _%'

Ti+1

e Para o elemento ¢;; tem-se:

%=A<wmwwm@mE

~ [T, @, @do+ [0, 0 (1), (2)ds

1 T2
111 9 3

=t =
80h ~ 80h  2h

e Para o elemento ¢ = ¢o1 tem-se:

mzé(%h@@%@ﬂr

~ [T, @ e, @do+ [ (21, (0) (02), ()

z1 z2

21 33 69

16n T 80n ~ 40h°

e Para o elemento ¢35 = c¢3; tem-se:

cm=A<%n@M%nmw

3 40 3

e Para o elemento ¢y tem-se:
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L

en= [ (2)(p0), (x)dr = / (), (@) (92), (2)dat

/ (), (@) (), ()da + / " (a), (1) (p2), (2)da
243 741 9 105

= 16n Tson Tsh T an

e Para o elemento ¢,,—; ,—1 tem-se:

L
et = / (Pnr)e (&) (P, do
e Para o elemento Cm,m tem-se:

- / (o), () (), (x)da
o

" (o) (@) (), (2)d + / " (o (@) (o), (2)dz
111

Tm—2

Tm—2

9 741 243 105

(Pmmi), &) (omor), )+ [ T )y (@) (), (2)
(P 5h T 80h T 16k Ak

+ 1), () (Pm-1), (¥) =

m

3
S0 T son an

e Para o elemento ¢, -1 = €p—1,, tem-se:
L
nant = [ (o), (@)onos(a)d
0
Tm—1 Tm
— [ G @@+ [ (o), (@ons(a)ds

Tm—2 Tm—1

33 21 69

80h + 16h  40h°

Agora, na forma matricial a matriz C,,,, é dada por:
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o3 6 3 3 .
2h  40h 8h  160h
69 41h 9 9
40h 40 32k 20h
30 39 )
8h 32h  2h 32h
N B B I
160k 20h 20h  160h
9 3
0 “3n 8k
9 9 69
20 32h 40h
o .. o -3 3 @ 3
I 160h  8h  40h o2h

4.2 Meétodo das Diferencas Finitas

Neste sessao sera desenvolvido o estudo numérico do problema misto (1.1) por meio
do Metddo de Diferencas Finitas na variavel temporal.

Considere d € C™™(0,T), onde d(t) ¢ o vetor incognita definido no Capitulo 4. Do
teorema de Taylor pode-se expandir a fungao d(t) da seguinte forma:

ft+At) = f(t)+ Atf'(t) + (A2—?2f”(t) + (Ag—?gf’”(t) + .. (4.14)
Despreza-se os termos de poténcia maior ou iguais a 2 de At em (4.14). Entao a aproxi-
magao para primeira derivada ¢ dada por
d(t + At) — d(t)
At

A aproximacao acima é conhecida como sendo uma Diferenca Adiantada e possui erro de

d(t) = (4.15)

aproximacao de ordem O(At).

4.2.1 Notacao

Supoe-se d(t) uma fun¢ao da variavel independente ¢ € [0,7] e seja a seguinte dis-
cretizagao uniforme: 0 =ty <t; <ty < .. <t, =T,sendoh = z;11—x;e At =t 1—1,
que sdo denominados passos. Assim, At = T'/N e cada elemento discreto obtém-se da

seguinte maneira:

tn =to+nAt, n=1,2,..., N.

42



Denota-se a funcao d(t) nos pontos discretos (t,) da seguinte forma:
d(t,) = d(nAt) = d = d".

Dai, a diferenca adiantada (4.15) é reescrita por

od 1 n " dn-i-l —qm
<E)t:tn ~ At (d 1 _ g ) = (T) com erro  O(At). (4.16)
Logo,
dn+1 o dn
d/(tn) - (T) com €erro O(At) (417)

Por abuso de notacao, usa-se de agora em diante o simbolo = no lugar de ~. Note
que, ao ser aplicado o Método dos Elementos Finitos no espago no sistema (4.12), este
torna-se um sistema de EDO’s com variavel temporal. Esse novo sistema sera resolvido
pelo Método das Diferencas Finitas no tempo. Considere entao o sistema de m equagoes

diferenciais ordinarias nos tempos discretos t,, onde t, = nAt e n=0,1,..., N.

4.2.2 Familia de Métodos
Considere a seguinte notacao
d(t) = d(t,) = d" onde d" = 0d" ™ + (1 —6)d", com 0<6<1.
Em particular tem-se:
(i) O Esquema de Euler, para 6 = 0;
(ii)) O Esquema de Crank-Nicolson, quando 6 = 1/2.

Nsse trabalho, sera usado apenas o Método de Crank-Nicolson.

4.2.3 Linearizando o sistema (4.12)

Os sistemas nao lineares do ponto de vista numérico nao apresentam bons resultados
e sao de dificil resolugao. Para facilitar a solucionar esse problema, adota-se os seguintes

procedimentos, visando a lineariza¢do do tltimo termo do sistema nao-linear (4.12).
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Procedimento 1. Linearizando o termo u do produto uu, - Faz-se

a seguinte linearizagao no tempo t = t,,.

1

§]§ng)d?+l (4.18)

onde sz = (gmkd?) ¢ uma matriz de ordem m x m. Como dj(t) = (di*" — d?)/ At para

o tempo t = t, tem-se substituindo as duas aproximagoes no sistema nao linear (4.12)

que
(00 (g ) o (34 500) (T )
(5 (%) - <“9>
d(0) = dy,

onde F" = F(t,). Como a solugdo ¢ conhecida no tempo t,, entao os termos d" sao

conhecidos e dessa forma multiplica-se a equagao (4.19) por At e obtém-se:

4 dn

(AM+C@)Qﬁ“=wﬁ)+(BM+60M+E%J<J—§—J>At:AUW, (4.20)

para k = 1,2, ...,m. Dai, sendo o sistema (4.20) linear tem-se

«AM+C%)+<&ﬁ+ﬂgq+gwy§>fﬂzz

A (4.21)
AP + (A + Cry) = (Biy + ACw; + Biy ) 5 )"

Procedimento 2. Linearizando o termo u, do produto uu, -
Considere gk,(t) = (Eijkdj(t)). Logo, By; ¢ uma matriz quadrada de ordem m. Assim,

os sistema (4.12), em t = ¢,,, torna-se

(3 3

1~ P e
o B+ ) = S By + 5 Bidi (4.22)

onde B = (Ewkd;‘> Como di(t) = (d!** —d?)/At, em t = t,, entdo substituindo as
duas aproximagoes no sistema nao linear (4.12) resulta

p

(e ) (575 o () (17575«
(gm)<d?“é+d?>zzﬁm7 (4.23)
| d(0) = do
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Organizando os termos do sistema linear (4.23) relagao ao vetor incognita d tem-se

((Aki + Chi) + (Bki + BCY + Ekl> %)d”"’l =

N (4.24)
AtF™ + ((Akz + Chi) — (Bki + BCki + Bki) T)d"

Observacgao: E importante ressaltar que as matrizes ij e Ekl sao, em geral, dife-

rentes.

Procedimento 3. Tornando o Tensor Simétrico - A simetrizacio ¢

feita da seguinte forma:

By, = %((%(x)agpaja(?x) ) @k) + (Spj(f)a%;x)a S%)) = Bjir, (4.25)

Note agora que
By; = Bijed; = Bijrd; = By

De maneira analoga ao procedimento 1, pode-se definir FZJ- = Bj;id}. Substituindo no

sistema nao linear (4.12), obtém-se o seguinte sistema linear:

((Aik; + Cix) + (Bik + BCy, + ij) %)dnﬂ =

(4.26)
AtF" + ((Azk + Ci) — (Bik + BC, + ij) %)dﬂ

Pelo fato de apresentar um melhor resultado computacional, o procedimento 2 sera uti-
lizado. Assim, o sistema (4.24) ou, equivalentemente, o sistema (4.26) serdo resolvidos
pelo Método de Crank-Nicolson.

Faz-se n = 0 em (4.24) para a inicializacdo do método iterativo, isto é

<(Aik + Cix) + (Bik + BCi + §m> %)dl =

(4.27)
AtF° + ((Azk + Cir) — (Bik + BCq + Ekl) %)do-

As matrizes A;., Bir, Cir € Ekl sao conhecidas, o passo de tempo At é dado e d° ¢ a
posigao inicial da onda, a qual é, também, conhecida.

Como as matrizes sao nao-singulares entao o sistema linear de m equagoes tem uma
tinica solucao d* = (di,d}, ..., dL).

Para calcular as solugdes nos tempos n =1,2,..., N. Basta resolver o sistema (4.27)

para cada n.
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4.2.4 Calculando os elementos da Matriz Em

Note que a matriz Ekl = (Ek2> ¢ quadrada, heptagonal e de ordem m. Esta matriz

provém da linearizagao do Tensor de 3% ordem

Eu‘k = (%(y)&%jéy) ) S0k>-

A seguir seré calculado os elementos da matriz ék, De fato,

. gzz = Zbijidj, parai=1,2,...,m fixo,
j=1

m
L4 bi,i+1 = Zbiji+1dj7 para 1= 1, 2, e, — 1 ﬁXO,
j=1

o ’gi’i+2 = Zbiji-i-de) para 1= 1, 2, e, — 2 ﬁXO,
j=1

o E,Hg = Zbiji-i-?)dj) para 1= 1, 2, e, — 3 ﬁXO,
j=1

m
L4 bi+1,i = Zbi"‘ljidj’ para 1= 1, 2, N (e 1 ﬁXO,

j=1

_ m
L4 bﬂ_gﬂ‘ = Zbi-i'?jidj’ para 1= 1, 2, N (e 2 ﬁXO,

j=1

o ’gi_i_g’i = Zbi-l—?)jidja para 1= 1, 2, e, — 3 fixo.
j=1

Com os resultados acima definidos, pode-se calcular cada elemento da matriz E;ﬂ

Com efeito,
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e Para o elemento b;; tem-se:

B - f(/ o), o) ) d </<P ) Dpia)ds ) di

= L L
+ (/ SOZ ( )SOZ( ) i—2 T (/ 807, ( )QOZ( )d ) dz—l
0 0
L L
T (/ (@) (penn), (@)pn(2) ) +(/ @) (prs), (D)pi(a >d)di+2
0 0
L
+ </0 wi(z S01+3 (x )sz(fl?)dfﬂ> dits
81 5947 5947 81 1
- 5376d 1120d"2 - 8960d Lt 8960d’+1 * 1120d’+2 * 5376d’+3

parat =4,5,...,m — 3.
e Para o elemento b; ;41 = b;y1,; tem-se:

B = Z( / o @i ) = [ oo <a:>soi+1<x>dx) i

+ </ ), (2)pit1(7) ) i1+ </OL% (z)pi1(w )dx) d;
],

+ ( / (Pit1), (z)pit1 () ) z+1+< L% (Pit2), ()%H(x)dx) dis

" </ (Pirs), (2 )%H(as)d;)g) diys —

271 0947 0947 271 43

17920 ~1792%1 T 17920% T 17920 % T 1792%2 T 17920 %+

parai = 3,9,...,m — 3.

e Para o elemento b; ;2 = b2, tem-se:
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. i ([ o e, Deatrie) dy = ([ i) (o), Dputoic) i

[ et @enaoite) it ([ o) (). @pusaloic) dis

_|_

/OL vi(z) (Pits), (:c)gom(x)dx) 0oy

_ 9 di | — 81d.+ 81 . _id.
4480 7Y 2240 T 2240 T 4480 TP

+

parat =2,5,...,m — 3.

e Para o elemento b; ;13 = b;y3,; tem-se:

< o)
( (Pit1), (@)pirs(x )d+1+</0<ﬁ (pit2), (¥)pirs(x di)ﬁ)d+2
(e

(Pira), (T)pirs(x dx)d+3

1 1 1
dip1 +

d; — ——d;; dits.
10752 2560 2560 +10752 i

parat=1,2,....,m.

e Para o elemento by; tem-se:

m

-3 Ul (o)), @)= ( | U1 () (), (i) d

=1

+ ( /0 ’ e1(2) (3), (:c>s01(x)dx) ds + < /O ’ 01(2) (1), (x)apl(x)dx) dy

5897 - 377 37
268802 T 6720™ T 1792

e Para o elemento 612 bgltm e:

m

by = ; </0L ©1(7) (05), (93)%02(9:)dx) dj = </0L 01(2) (1), (x)%(x)dz) d
([ e e @t >dx) i ([ ) 60, @t ) 4

([ i)

B 5897d+12223d 1087d 43
53760 53760 7680 T 17920
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e Para o elemento by, tem-se:

m

=3 S @) (), @)= ( | o) (1), (@)ealoic) d

=1

+(AZM@@%@MWMQiﬁ(Amewm@meQ@

g o) (), @eateis) d

12223 . 1267, 81 . L
26880 * 1 1920 % 1120 ' " 5376

e Para o elemento b,,_; ,,—1 tem-se:

m

s = 30 ([ enns(0) (09, Doma(o)ie ) o
_ ( [ nal®) e, @imes (a1 )
= ([ s (ones), om0 ) oy
([ s (o2, om0 )

L
N ( | ona@) o, <x>som_1<x>dx) »
0
1 81 1267 12223
kil N

—dm— 110 dm— m— Aroon m:-
5376 T 1120 T 1920 26380
e Para o elemento Emm tem-se:

m

B = 3 ([ onle) (00, @enterir )

_ (/ o) (o), (@)l ) s+ ([ o) (s, (@)¢nla)ds ) dy

L 37 377 5897
= ([ nle) (nt) (D) ) s = (o =
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e Para o elemento by, ,,,—1 = by—1,m tem-se:

’gm,m—l - Z(

=1
L

/OL om(z) (©5), () Pm-1 (:L")d:):) d,

<

Om(T) (Pm-3 z (x)gom—l(x)dx) dm—3
0

( |

gl |

+ ( /OL Pm(@) (Pm-1), (g:)gpm_l(x)dx) i
( <

=
AS

)
(0) () (@)1 () )
(
(

[ onte o), ner(2)de )

43 1087 12223 5897
= s + ——d

o IR ininiely Rl )
179203 * 76802 T 53760" ! ~ 53760 ™
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Capitulo 5
Simulacoes Numéricas

Neste capitulo serd mostrado algumas simulagdes numeéricas para uma melhor visu-

alizagao e caracterizagao do problema misto associado a equagao BBM Viscosa.

5.1 Simulacoes Numéricas

Inicialmente observa-se que, se u(z,0) = ug(z) = 0 entdao o problema (3.1) tem uma
tnica solucao u(z,t) = 0, pois as condi¢oes de contorno sdo nulas e a equagao (3.1); é
homogénea. Neste caso, ndo ha interesse numérico. De fato, sendo ug(z) = 0 tem-se no

processo iterativo d° = 0. Assim, de (4.27) teria-se
~ \ AL\
((Aik + Ci) + (Bik + BC + Bki) 7>d =0,
e como as matrizes acima sdo nao-singulares, obtém-se d* = 0. Portanto,
d=(d°d",...,d") =0 para todo t.

A forga externa atuando no sistema (3.1) é nula. Todavia, para constatar que a
solugao aproximada esta sendo obtida corretamente, sera analisado dois exemplos com a
forga nao nula. Assim, considera-se o sistema (4.1). Para determinar-se a forga externa
f de (4.1), basta substituir uma solugao exata, escolhida previamente, na equagao (4.1).
A solucao aproximada sera denotada por u;, e a exata por u. ApoOs os calculos dessas
solugoes e a constatagao de que a medida do erro entre elas é pequeno, retorna-se ao
problema original (3.1).

Além do exposto acima, serd analisado nesta secgdo o comportamento do erro da
solugao aproximada para o problema (3.1). Portanto, sera usado o Método de Crank-

Nicolson, por ser o mais preciso e depois constroi-se as tabelas de erro.
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Para isso, fixa-se os passos de tempo At = 0.01 e At = 0.001 respectivamente, e

faz-se variar o espagamento h = 1/(m — 1), para m = 11,21, 51,101, 501 e 1001, onde m

¢ o nimero de nos do intervalo [0,1]. E os valores correspondentes de h para os nimeros
de n6s m dados, sao respectivamentes h = 0,1; 0,05; 0,02; 0,01; 0,002; 0,001.
O erro na norma discretizada de L>(0,T; L?(0, L)) é denotado e definido por

Eoo

para todo ¢ =

problema (4.1).

=t |ui,n — w2 0,7502(0,0)) = esssup |ui(tn) — ui(tn)| 120 1)
tn€[0,T]
1/2

L
= ssup ([ futonta) (ot )
] 0

tn€[0,T

l,....m e n=1,...,N, onde u™(x;,t,) é a solugdo aproximada do

5.1.1 Exemplo 1.

Neste exemplo considera-se a solugao exata u(z,t) para (3.1) dada por

u(z,t) = (z* — 2%) exp(—t?) (5.1)

com posicao inicial da onda dada por

u(z,0) = 2* — 22 (5.2)

e os valores de fronteira

w(0,8) = u(1,t) = 0 (5.3)

As solugoes exatas e aproximadas estao proximas e bem representadas na figura 5.4

com os seguintes dados, no ponto x = 0.5, At = 0.1, h = 0.1 para t € [0, 1]. Nesta figura,

os valores de At e h foram aumentados e os valores de m = 11 ¢ N = 11 foram assim

definidos para uma melhor visualizacao da representacao grafica entre as solugoes exata

e aproximada.
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-0.06

-0.08

-0.1

-0.12

-0.14

-0.16

-0.18

0.2 ] ] ] ]

Figura 1: Representa a u(0.5,t) e a solu¢do aproximada u™(z, t)

A proximidade das solugoes deve-se ao fato do erro ser muito pequeno, ou seja
ELOO(O,T;L2(Qt)) - 0000054
E evidente a eficiéncia do método numeérico utilizado, ja que é seguro a constatacao

de que a solugao do problema (3.1) esta sendo calculada de maneira correta.

Convergéncia Numérica. Analiza-se agora o comportamento do erro da solugao

aproximada para o problema (3.1) com At = 0.01 e At = 0.001 , respectivamente.

At h Ere,r:12(0,1)) At h Ereomr.12(0,1))
0.01] 0.1 0.000546 0.001 | 0.1 0.000522
0.01 | 0.05 0.000255 0.001 | 0.05 0.000256
0.01 | 0.02 0.000097 0.001 | 0.02 0.000105
0.01 | 0.01 0.000046 0.001 | 0.01 0.000054
0.01 | 0.002 0.0000027 0.001 | 0.002 0.000011
0.01 | 0.001 0.000006 0.001 | 0.001 0.000006

Conclui-se que o Método Numérico empregado é eficiente e seguro para se encontrar a
solugdo aproximada do problema (3.1), pois quanto mais divide-se a malha o erro diminui
de valor cada vez mais.

O termo —[(u,, atuando internamente na BBM, funciona como uma viscosidade no

fluido. Além de possibilitar o calculo do decaimento da energia em um intervalo de

93



tempo infinito. Portanto, gracas a viscosidade tem-se solugoes globais. Usando as tabelas
de convergéncia acima calculadas, observa-se que para o valor de At = 1/1000 e para
h = 1/1000, encontra-se o menor erro. De posse desses resultados fixados, faz-se variar
o 3 para {1, 1/10, 1/100, 1/1000}, posteriormente calcula-se o erro Eye(o,r;12(0,1)) Para

verificar o que ocorre com os valores do erro.

At h B Erec0,1:12(0,1))
0.001 { 0.001 | 1.0 0.000006
0.001 | 0.001 | 0.1 0.000009
0.001 | 0.001 | 0.01 0.000009
0.001 | 0.001 | 0.001 0.000009

Constata-se para f = 1.0 que o erro é menor, pois os demais valores de 3 devido
as aproximacoes décimais do programa continuam maiores, consequentemente para esse

valor de # = 1.0 tem-se um melhor resultado.

s ll(X,t) -
e N
P S
R R R R R
SIS
g S SSSSSSSSS———
. R R R R AR R
S S SSSENSSSSSSSS————
RIS T
RIS
_O 05 — R RIS
RSS2
0.1 T S N
] N O N N
0.15 RS
i AR
QRIS ST
02 SRR 2
0.25 R
. Rz
’...."// 1

Figura 2: Representa a fungao u(x,t), posicao da onda ao longo do tempo.
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0.05

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

-0.25
0

Figura 3: Representa a solugao aproximada para os tempos:
t=00,t=02,t=053,t=07Tet=1.0

Decaimento da Energia. Ja definida no inicio desse trabalho, o decaimento continuo

da energia para o problema (3.1) é dado por

L L
3 {aOF + P} =3 [ a0+ 3 [ (e lids
0 0

Obtido o resultado acima, escreve-se agora o decaimento discreto da energia , que tera
apenas a solucao aproximada que por sua vez sera calculada pontualmente, discretizando
assim o valor da energia em cada tempo. Como a forga é nula, usa-se o Método do

Trapézio para calcular a integral da energia, como segue:
L L
E(t,) = l/ \u(zi, tn) |[ad + l/ U (23, 1) [2dT =
2 Jo 2 Jo

h[<| u(zy, tn)[? +22|u (i, t)|? + |[u(@pm, ty )|2>}+

m—1

[ ( UW(Tit1, o u(%iﬂ))?

i=1

Com o resultado desse decaimento discreto, encontra-se a energia para todo tempo t,

e a representacgao grafica do decaimento exponencial ¢ dada por
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0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

Figura 4: Decaimento exponencial da energia

5.1.2 Exemplo 2:

Considera-se a solugao exata u(z,t) para (3.1) dada por:

w(.t) = sen(wxizcos(ﬁt) (5.4)

com posicao inicial da onda dada por

sen(mx)
u(z,0) = = (5.5)
e valores de fronteira
u(0,t) =u(l,t) =0 (5.6)

As solugoes exatas e aproximadas estdo proximas e bem representadas na figura 5,
abaixo, com os seguintes dados: = = 0.5, At = 0.05, h = 0.05 para t € [0,1]. Nessa
figura os valores de At e h foram aumentados por uma questao de conveniéncia e melhor

visualizacao do grafico.
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0.15

0.1

0.05

-0.05

-0.1

-0.15 | | | |
0

Figura 5: Representa a u(0.5,t) e a solu¢do aproximada u™(z, t)

A proximidade das solu¢oes deve-se ao fato do erro ser muito pequeno, isto é
ELOO(O,T;L2(Qt)) - 0000016
Comprova-se mais uma vez a eficiéncia do método numérico utilizado, ja que é seguro

a constatagao de que a soluc¢ao do problema (3.1) esta sendo calculada de maneira correta.

Convergéncia Numérica. Analiza-se o comportamento do erro da solugao aproxi-

mada para o problema (3.1) com At = 0.01 e At = 0.001 respectivamente e encontra-se:

At h Ere,r:12(0,1)) At h Ereomr.12(0,1))
0.01] 0.1 0.001912 0.001 | 0.1 0.001949
0.01 | 0.05 0.000474 0.001 | 0.05 0.000508
0.01 | 0.02 0.000053 0.001 | 0.02 0.000077
0.01 | 0.01 0.000050 0.001 | 0.01 0.000016
0.01 | 0.002 0.000050 0.001 | 0.002 0.000001
0.01 | 0.001 0.000050 0.001 | 0.001 0.000001

De maneira analoga ao exemplo anterior constata-se mais uma vez que o método
utilizado ¢é eficiente e seguro, pois o erro ¢ inversamnete proporcional as divisoes das
malhas.

Agora, faz-se variar o  para encontrar o melhor erro Erer.12(0,0))- Veja a tabela

abaixo.
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At h B | Erer12(0,0)
0.001 | 0.001 | 1.0 0.000001
0.001 | 0.001 | 0.1 0.0225685
0.001 | 0.001 | 0.01 0.028985
0.001 | 0.001 | 0.001 0.029324

Constata-se que para o valor de § = 1.0, tem-se um melhor resultado.
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0.04
0.02

u(x,t) —

S
NN RN

0.12 T T [ 1

t=0.00 ——

£=0.20 -----
0.1F t=0.53 ------ -

£=0.77 oo

t=1.00 -
008 — ///”’ \\\\\ —
0.06 SN i
0.04 |- e e Sl TN s
002 /7t NN
0 ¥ ' | | | | )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 7: Representa a solugao aproximada para os tempos:
t=0.00,t=0.20,t=0.53,t=0.77 e t = 1.00.
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Decaimento da Energia. Para este exemplo o grafico do decaimento da energia as-

sociada ao problema (3.1) ¢ estabelecido por

0.003 T T T E’I(tn) —

0.0025
0.002
0.0015

0.001

0.0005

Figura 8: Decaimento exponencial da energia.
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