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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é determinar a solu¢ao numérica da equagao de Ben-
jamin - Bona - Mahony em dominios cilindricos e nao cilindricos. Também serao apresen-
tados os resultados tedricos de existéncia e unicidade do problema. Simulacoes Numéricas

e a computacao grafica sao apresentados.



Abstract

The main purpose of this work is find the numerical solution of Benjamin - Bona -
Mahony equation in cylindrical and non-cylindrical domains. We will also show results
of existence and uniqueness for this problem. Numerical Simulations and the graphic

computation are presented.
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Capitulo 1

Introducao

A equagao de Benjamin — Bona — Mahony (abreviada por BBM) descreve aproximada-
mente a propagacao unidimensional de ondas longas de agua em determinados sistemas
dispersivos nao lineares. Neste trabalho, estamos interessados em obter a existéncia e
unicidade da solugao e o estudo numérico da Equagao de Benjamin — Bona — Mahony
num dominio cilindrico e nao cilindrico. Resultados de existéncia e unicidade de solucao
para a equacao de BBM foram estabelecidos em [2]. Resultados numéricos, segundo
meu conhecimento, ainda nao foram estabelecidos. Para encontrar numericamente uma
solugao, aplicaremos o método de Elementos Finitos, usando splines ctibicas como funcao
base no espaco e o método de Diferencas Finitas no tempo para obtermos uma solucao

aproximada.

1.1 Apresentacao do Problema

Queremos determinar uma solucao u : () — R satisfazendo:

U+ (U4 u?)y — Uggr = 0 em@
u(z,t) =0 em 2 (1.1)
u(z, 0) = uo(z) Vz € [a(0),5(0)]



mudanca de variaveis u(z, t) = v(y, t) onde y=

onde () representa o dominio nao cilindrico definido por:

Q = {(z,t) e R%at) <z < B(t), Vt>0},
e sua fronteira lateral por:

S = U_{a®), 8} x {t}

0<t<
Também definimos as segoes €y, = (a(t), B(t))
sendo « , B € C*([0,T]; R), tal que «a(t) < B(t), Vt>0.

(1.2)

(1.3)

Trabalhar diretamente com o problema (1.1) , origina certas dificuldades devido a

ser solucionado diretamente.

natureza varidvel do dominio de integracao @ , a qual torna o problema (1.1) dificil de

Para contornar estas dificuldades, seguindo o trabalho desenvolvido em [2] trans-

r — at)
()

Considerando as seguintes identidades:

v Oz dy dy \ vy
Pu(z,t) 0 (u(x,t) 9 (10%
m%tzé( w2):& ?@J
w1 ()
3 Oy? A2 0t \ Oy?
L (o
v oyr g y®  Oy*ot

T
_1o <6v<y,t>) _10 (13_) _ 1o
v

formamos o problema (1.1) num problema equivalente em dominio cilindrico mediante a

sendo  (t) = B(t)—a(t).

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)



O problema transformado é o seguinte:

(o + LPow+v’) 1 0v _ (a'+77y) v + 2—7/8—20 + —(O/Jr,’yly)@ =0 emQ
ot v Oy v? Oy*0t vy Oy P Oy? v 0y?
v(0,t)=v(1,t) =0 VYt>0

| v(y, 0) =w(y) em Q=(0,1)

(1.8)

onde @ = (0,1) x (0,7)

1.2 Descricao dos Capitulos

Este trabalho é constituido de sete capitulos.

No capitulo 2 apresentaremos algumas notacgoes e conceitos preliminares que serao
utilizados ao longo deste trabalho.

No capitulo 3 estudaremos a existéncia e unicidade para o problema (1.8).

No capitulo 4 é apresentado o Método de Elementos finitos e as fungoes base utilizados.

No capitulo 5 é apresentado o Método de Diferencas Finitas .

No capitulo 6 sdo apresentados algumas simula¢oes numéricas para o problema (1.8)

No capitulo 7 estudaremos a equagao de BBM num dominio cilindrico.Exemplos

Numéricos serao apresentados.



Capitulo 2

Notacoes e Conceitos Preliminares

Neste capitulo apresentamos os pré-requisitos necessarios para desenvolver os capitu-

los subseqiientes, cujos detalhes podem ser encontrados em [10, 11]

2.1 Espaco das Distribuicoes Escalares

Definicao 2.1. Dada uma funcdo continua, ¢ : Q@ C RV — R, onde Q) é um aberto,
denomina-se suporte de ¢ ao fecho em Q do conjunto dos pontos x tais que p (z) # 0.

Simbolicamente

supp (¢) = {x € Q; 0 (x) # 0} -

Representa-se por C§°(§2) o espago vetorial das fungoes continuas e infinitamente

derivaveis em (), com suporte compacto em 2.

2.2 Convergéncia em C§°(1))

Dado € como acima, considere o espago vetorial topoldgico C§°(2). Diz-se que uma
seqiiéncia (), oy de fungdes em C§° (©2) converge para ¢ em Cg°(€2) quando forem

satisfeitas as seguintes condigoes:
i) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K, VveN



1) D*p, — D“p uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espago vetorial Cg° (£2) munido da nocdo de convergéncia definida acima, serd
representada por D (2) e denominado de espago das fungoes testes.

Denomina-se distribui¢io escalar sobre Q a toda forma linear 7' : D(2) — R
continua com respeito a convergéncia definida em D (). Isto significa que se uma

seqiiéncia (¢, ),y convergir, em D (§2) para ¢, entao,

O valor da distribui¢ao 7" na funcéo teste ¢ serd representado por (T, ).

O conjunto das distribuigoes escalares sobre {2 é um espago vetorial real, denotado
por D'(Q2), denominado espaco das distribuicdes escalares sobre (2.

Dado um aberto Q do RY denota-se por L? (Q2) , 1 < p < 00, o espaco vetorial das
(classes de) fungoes mensurdveis u : Q — R tais que |u’ é integrdvel no sentido de

Lebesgue em §2, equipado com a norma

il = ([ b ar) "

No caso p = oo denota-se por L™ (€2) o espago vetorial das (classes de) fungoes men-
suraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em €2, isto é, existe uma constante C' > 0
tal que

lu(x)] < C quase sempre em .
Neste espaco considera-se a seguinte norma
[ull oo ) = sup ess |u(z)] Vue€ L™ (Q).
O espago LP(2), 1 < p < oo, com sua respectiva norma, é um espago de Banach.

Em particular, quando p = 2, tem-se que L? (2) é um espago de Hilbert cuja norma e

produto interno serao definidos e denotados, respectivamente por

|U|:||U||L2(Q):</Q |u<x>|2dx)1/2 ¢ () = [u@)v@)ds

Lema 2.2 (Du Bois Reymond). Seja u € L} (Q). Entao /u(x)v(x) dr = 0
Q

Vv € D(Q) se, e somente se, u =0 quase sempre em ).

Demonstracao. Ver [3]. O



2.3 Convergéncia e Derivagao em D’ ({))

A seqiiéncia de distribuigoes escalares (7)), .y converge para a distribuicao escalar T
em D’ (2) quando
(T,,¢) — (I'p) em R, Vp € D(Q).

Com esta nogao de convergéncia, D’ (£2) é um espago vetorial topoldgico e tem-se as

seguintes cadeias de imersoes continuas e densas
D(Q) — L (Q) — L. (Q) — D' () para 1<p< oo

Dada uma distribuicao 7' em D’ (Q) e dado um multi-indice o € N¥ define-se a
deriwada distribucional de ordem o« de T como sendo a forma linear e continua DT :

D () — R dada por

(DT, @) = (—1)!*'(T, D*¢) para todo ¢ € D ().

2.4 Espacos de Sobolev

2.4.1 Convergéncia em L? e no dual do *

Diz-se que uma seqiiéncia (¢, ) converge para p em L? (Q) se |l¢, — @[ ppq) — 0, para
1 < p < oo. Sep e qsao indices conjugados, isto €, 119 + é =1com 1 < p < oo, entao
o dual topolégico de L? (), que serd denotado por [LP (2)]’, é o espaco L7 (). No caso
de 1 < p < o0 0 espago vetorial LP (€2) é separavel e, para 1 < p < 0o, é reflexivo. Para

demonstracao destes e outros fatos relacionados aos espagos L? (2) consulte Brezis [3].
Teorema 2.3. Sejam (fy),cn C LP () e f € LP(Q), tais que
1fn = fllzo@) — 0

Entao existe uma subseqiiéncia (fn,)pey de (fn),en que converge quase sempre para f em

Q, e existe h € LP () tal que | f,, (z)| < h(z), Yk € N quase sempre em ().

Demonstracao. Ver [3]. O



Definicao 2.4. Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma

sequiéncia de elementos (w,) de H tais que
1) |lwnllg =1 Vn, (wn,wm)=0 Vn,m, m#n;

1) O espago gerado pela (wy), . € denso em H.

Sejam m > 0, um nimero inteiro positivoe 1 < p < oo. O espago de Sobolev de ordem
m , modelado sobre LP (2) é por definicdo o espago vetorial das (classes de) fungoes
de L?(Q2) para as quais suas derivadas até a ordem m, no sentido das distribuigoes,
pertencem a LP (€2), para todo multi-indice o, com |a] < m. O espago WP (Q) serd
equipado com norma

ulhrney = (2 1Dy ) 1< p < o
la<m

e quando p = oo, define-se

HUHWW’(’O(Q) = Z HDQUHL‘X’(Q)‘

laj<m

Proposicao 2.5. Os espagos lineares WP () equipados das respectivas normas acima

sao espacgos de Banach.
Demonstragao. Ver [1, 10]. O

O espago W™P () é um espago reflexivo se 1 < p < oo e separdvel se 1 < p < 0.
No caso particular em que p = 2, o espago W™?(Q) é um espago de Hilbert, que é

representado por H™ (2). Simbolicamente
H™(Q) ={ue L*(Q); D € L* (Q),Va,|a| < m}
cuja norma e produto interno sao dados, respectivamente, por

a, (|2 1/2 «a «a
lllymiey = (D2 1Dl ) e (wo) = 3 (D"u.D™) agq

laj<m laj<m

O espago H™ (§2) com a estrutura topolégica acima, é um espaco de Hilbert, conti-

nuamente imerso em L% (Q).



O dual topoldgico do espago W;™" (Q) é representado por W4 (Q) se 1 < p < 0o
com p e ¢ indices conjugados. Se ¢ € W™™1(Q) entdo ¢ |p) pertence a D’ ().
Quando p = 2, Wénz (Q) é denotado por HJ"(Q2), cujo dual é o espago denotado por
H=™(Q). A caracterizagao de W~ (Q2). é dada por:

Teorema 2.6. Seja T € D' (). Entao, T € WP (Q) se, e somente se, eristem
ga € L1(Q) tais que T = . D%g,.

laf<m

Demonstragao. Ver [1]. O

Lema 2.7 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RN um aberto limitado em alguma

dire¢io. Se u € H} (Q), entdo existe uma constante C' > 0 tal que
2 2
[ull720) < ClIVullz2q) -
Demonstragao. Ver [10, 11]. O

Observagao 2.8. Usando a desigualdade de Poincaré conclui-se que em H} (), as nor-

mas ||ull g1y € IVull2q) sdo equivalentes.

2.5 Espagos L?(0,7; X) e Distribuigoes Vetoriais

Sejam X um espago de Banach real com a norma ||-||y, 7" um nimero real positivo
e xg denotam a funcdo caracteristica do conjunto E C [0,7]. Uma funcao vetorial
v : (0,7) — X, é dita simples quando assume apenas um numero finito de valores

distintos. Dada uma fungao simples ¢ : (0,7') — X com representagao canonica

k
P ()= XEpi
=1

onde E; C (0,T) é mensurdvel, i = 1,2, ..., k, dois a dois disjuntos, m (E;) < oo e ¢; € X,

1=1,2,..., k. Define-se a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

Dizemos que uma funcdo vetorial w : (0,7) — X é Bochner integrével

(B -integrdvel) se existir uma seqiiéncia (p,), .y de fungoes simples tal que:

veN

8



i) ¢, —uem X, qs. em (0,7);

T
i) lim [k () = @m ()]l x dt = 0.
0

k,m—o0

Neste caso, a integral de Bochner (Ver [21]) de u, é por definigao, o vetor de X dado

por

T T
/ u(t)dt = lim w, (t) dt,
0

e Jo
onde o limite é considerado na norma de X.

Uma fungao vetorial u : (0,7) C R — X é fracamente mensurdvel quando a fungao
numeérica t — (@, u (¢)) for mensuravel, V® € X’ onde X’ é o dual topolégico de X. Dize-
mos que u é fortemente mensurdvel quando u for limite quase sempre de uma seqiiéncia
(¢v),en de funcdes simples. Em particular, quando u for fortemente mensurdvel, entao
a aplicac@o t — ||u (t)||y é mensurdvel a Lebesgue.

Denotaremos por LP (0,7; X), 1 < p < 0o, 0 espago vetorial das (classes de) fungoes
u: (0,T7) — X fortemente mensurdveis e tais que a fungao ¢t — |lu (¢)||% ¢ integrdvel a

Lesbegue em (0,7), munido da norma

T 1/p
Hmmwjxf=(érwum&ﬁ) |

Quando p =2 e X = H é um espago de Hilbert, o espaco L? (0, T; H) é também um

espago de Hilbert cujo produto interno é dado por

memmﬂzé<w@w@mw&

Por L*(0,7;X) representaremos o espago de Banach das (classes de) fungoes
u: (0,7) C R — X que sdo fortemente mensuraveis e tais que t — |[ju (t)||y € L> (0,T).
A norma em L* (0,7"; X) é definida por

HuHLOO(O,T;X) = sup ess [lu(t)| x -
te(0,T)

Quando X é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entdo LP (0,7;X) é um espago

reflexivo e separdvel (ver [13]), cujo dual topoldgico se identifica ao espago de Banach



LP (0,T; X"), onde p e p’ sdo indices conjugados, isto é, % + I% = 1. Mais precisamente,

pode-se verificar que para cada u € [L? (0,T; X)]', existe u € L” (0,T; X’) tal que

T
<u7 30>(LP(O,T;X))’><LP(O,T;X) = /0 <ﬂ (t) P (t)>X’><X dt.

No caso, p = 1, o dual topoldgico do espaco L' (0, T; X) se identifica ao espago L* (0, T; X).
Uma demonstragao para este resultado encontra-se em [6].

Para uma maior discussao sobre espagos de fungoes com valores vetoriais consulte [7].

O espago das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denominado espago

das distribuigbes vetoriais sobre (0,7') com valores em X, o qual serd denotado por

D' (0,T; X).

Definicao 2.9. Seja T € D' (0,T; X). A derivada de ordem n ¢ definida como sendo a

distribuicdao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

arr d"e
— =(-D)"(T,—=),V D (0,T).
(Ge) = (1.55) Mo e DO
Por C°([0,7T];X), 0 < T < oo representa-se o espago de Banach das fungoes

continuas u : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||U||(JO([0,T};X) = tgﬁ%}T{] lu ()] x -

Por C? ([0,T]; X) denota-se o espaco das fungées u : [0,T] — X fracamente continuas,
isto ¢, a aplicacdo t — (v, u (t)) x» x € continua em [0,77],Vv € X".
Quando X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a

continuidade da aplicacdo ¢ — (u(t),v), para Vv € H.

Teorema 2.10 (Aubin-Lions). Sejam By, B, B; espac¢os de Banach, By e By re-
flexivos, a imersao de By em B ¢é compacta, B imerso continuamente em By, 1 < py,

p1 < o0, e, W o espaco
W ={ue L?(0,T;By); v € LP(0,T;B;)}

equipado da norma |lully, = |[wllpeeo 7.5y + 1@ Lerorpyy- Entdo W € um espago de

Banach, e a imersao de W em LP° (0,T; B) é compacta.

10



Demonstragao. Ver [8]. O

Observagao 2.11. Como consegiiéncia do Teorema de Aubin-Lions 2.10, se (u,), oy €
uma seqiéncia limitada em L* (0,T; By) e (u),), oy € uma seqiéncia limitada em L* (0, T; By)
entao (uy),ey € limitada em W. Dai, seque que eriste uma subseqiiéncia (U, ).y de

(u), ey tal que u,, — u forte em L*(0,T;B).

Proposicao 2.12. Sejam V' e H espacos de Hilbert, V' continuamente imerso em H, u €

LP(0,T;V) eu € LP(0,T; H), com 1 < p < oo, entaou € C° ([0,T]; H)NC? ([0,T];V).

2.6 Outros Resutados Uteis

Sejam D C RNt e F: D — RY. Diz-se que F satisfaz as condicoes de Carathéodory

sobre D quando
e [(t,Y) é mensuravel em ¢, para cada Y fixo;
e F'(t,T) é continua em Y, para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D, existe uma funcdo real integravel myg (t) tal que

|F (t,T)| < mg (t), para todo (¢, T) € D.
Definicao 2.13. Uma solugao no sentido estendido do problema de Cauchy
X'=F(t,X)
X (to) = Xo
¢ uma fungio ® = ®(t) absolutamente continua tal que se tenha, para algum [ real,
i)  (t,P(t)) e R, Vt e [to— B, to+ F;

i) D'(t) = F(t,D(t)) para todo t € [to— B, to+ F], exceto em um conjunto de medida

de Lebesgue zero.

Considere-se o retangulo R = {(¢,T) € RN |t — o] < a, |T —To| < b} , com

a,b > 0. Entao tem-se

11



Teorema 2.14 (Carathéodory). Seja F : R — RY satisfazendo as condigoes de
Carathéodory sobre R, entao sobre algum intervalo |t —to| < B (8 >0), existe uma

solucao no sentido estendido do problema de valor inicial

X' =F(t,X)
X (to) = TQ

Demonstragao. Consulte [5] O

Corolario 2.15 (Prolongamento de solugao). Sejam D = [0,w]x B, com 0 < w < 00
e B={TeR";|T| <b}, b>0 e F nas condigées de Carathéodory. Seja ® (t) uma
solugao de
X' =F(t,X)
X (0) = Xo, |Xo| <0

Suponha que em qualquer intervalo I onde ® (t) estd definida, se tenha, |® ()| < M,
para todo t € I, M independente det e M < b. Entao ® tem um prolongamento até
0, w].

Demonstrag¢ao. Consulte [5] O

Lema 2.16 (Lions). Sejam Q um aberto limitado do RY xRy, g, e g fungdes de L(Q),
1 < q < o0, tal que ||gm|lLa@) < C, gm — g quase sempre em Q. Entdo g, — g na
topologia fraca de LI(Q).

Demonstracao. Ver [8]. O

Lema 2.17 (Desigualdade de Gronwall - Forma Integral). Sejam u, p,1) fungdes

reais nao negativas em [0,T] satisfazendo

t —i—/ow(a)u(a)da (2.1)

para todo t € [0,T). Entao para todo t € [0,T] tem-se

/ Y (s)p(s) efstw(T)des.
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Demonstracao. Considerando o funcional auxiliar

:/Ot@/)(s)u 5) ds

Assim, de (2.1)
Definindo

obtém-se

F () = —¢ ()5 (t) e o0 4y (1) = Jo ()

portanto usando (2.2)
FI(1) S (1) p (1) e B0

/ (s e —Jo w(m)dT g

Integrando ambos os membros,

Invocando (2.3) obtém-se

/ W (s el windr g o
mas de (2.1) u (t) — ¢ (t) < n(t) e assim
/ (s ef w(m)dr g

e obtém-se o resultado desejado.

Desigualdade de Cauchy-Schwartz para fungées L*((Q)

Sejam f:Q»— R eg:Q— R duas funcoes de quadrado integravel, entao

(2.2)

(2.3)

el =| [ s < | [ 16 \2d:c] [ 1rste |2d:c] = I llslalo
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Capitulo 3

Existencia e Unicidade

Usando o Método de Faedo-Galerkin, estudaremos neste capitulo a existéncia e uni-
cidade de solugao para o Problema (1.1). Assumindo a seguinte hipétese adicional para

as fungoes a(t) e B(t):
Hipdétese 3.1. o/, ' € L'(0, 00)
d9 >0 tal que ~(t)=p(t) —a(t) >y >0, Vt>0.

A existéncia e unicidade de solugoes do problema (1.1) é dada pelo Teorema 3.1 |
mas para isto é feita uma mudanga de varidveis de modo que o problema (1.1) seja

transformado em um dominio cilindrico.

—a(t
Com a mudanca de varidveis: u(z, t) =v(y, t) onde y = <xT(:)<)> O problema

(1.1) é transformado em (1.8), conforme foi feito na introducao.

Sob essas condicoes estabeleceremos os seguintes resultados de existéncia:

Teorema 3.1. Para cada ug € HE(Q0) N H2(Y) existe uma tinica fungio u: Q — TR,

satisfazendo w € L>®(0,T; Hg (%)), uy € L=(0,T; HJ () e

/Autgb dxdt + /A(u + u?), ¢ dadt + /A U Py dadt =0, Yo € L*(0,T; Hy())
Q Q Q

u(z, 0) = up(x), Vz € (a(0),5(0)).
(3.1)
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Pela equivaléncia dos problemas (1.1) e (1.8) bastara provar o lema seguinte:

Lema 3.1. Para cada vy € H}(2) N H?(Q) existe uma tinica fungdo v : Q = (0, 1) x
(0, T) — TR, satisfazendo v € L>=(0,T; H(Q) N H*(Q)), vy € L>(0,T; HY(Q)) e

( A(@w+lg(v+v2)¢+i8_v’8_¢_(o/+7’y) @w

ot oy V2 9y Oy v Oy
27" 0%v o +~'y\ 9%v* O _ 2 es)
e ( = ) - 8_y> dydt =0, Ve LX0,T; HY(Q))

U(y, 0) = UO(y>7vy €
(3.2)

3.1 Prova do Lema (3.1)

Método de Faedo-Galerkin

A idéia da demonstragao consiste em projetar o problema (1.8) em subespagos de
dimensao finita, ou seja, aproxima-lo por problemas andlogos de dimensao finita. Esse
método foi introduzido por Faedo-Galerkin. Faremos a demonstracao desse lema uti-

lizando este método.

Problema Aproximado

Seja (w;);eny uma base especial de Hj(£2) solugao do Problema Espectral

(W;)yy = Niw; em
(3.3)
wi(0) =0 w;(1)=0

eV, o subespago gerado pelos m primeiros autovetores de Hj(€) , ou seja ,

Vin = [w1, ..., wy]. Procuramos v, € V,, tal que

Um(ya t) = Z gzm(t)wz(y) (34)
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seja solucao do problema aproximado seguinte:

( O, d ) Pvn,
(Wawj) + b1 (t) (8—y(vm + Um),wj> — by(t) <m,wj)
Ovp, vy, Py, .
— (al(y,t)a—ijj) + b3(1) (a—ﬁ,wj) + (ag(y, ) R ]> =0, (3.5)

Vm(0) = Vg — g, POIS Vg, converge forte para vy em Hj (),

onde,

o ++ o ++ 1 1 2
ar(y.t) = % as(y.t) = T” )=, b= b0)="5 (36)

Para analise numérica estudaremos no préximo capitulo este problema aproximado
considerando a base de Hj () formada pela fungao de interpolagio (p;) (spline ctibica)

no lugar da base espectral (w;) definida em (3.3).
Substituindo (3.4) e analisando cada termo de (3.5) , obtemos:

Para o primeiro termo de (3.5)

(%m
( > (Z gzm w’“ wJ)
m —
= Zgim(t) (i w;) =Y ghn () Ayj = gl A,
=1 =1

onde A = a;; = (w;, w;) é uma matriz m x m.

Para o segundo termo de (3.5)

9 2
(003 o+ 2. N
m 2 3.8
( Zgzm wz Y j) + bl(t) (Z gzm(t)(wz)) ,’LU]'

)

Para o termo nao linear, temos : utilizando a regra da cadeia

16



(2 Z gzm wz Z glm wl y, W )

= 2b1

— by (¢

Para o terceiro termo de (3.5) podemos escrever:

%):—@@

P,
—by(t) <m>

onde B = —by(t)(Niw;, w;) é uma matriz m x m.

il=1

i,=1

) Z Gim (£) i () (wi(wi)y, wy) =

= —by(t Z Gim (t

Para o quarto termo de (3.5) temos:

(—al(y, t)a;_;, wj) - (al(

= Zglm < ay y7t) (wi>y 7wj> =

onde F =

Para o quinto termo de (3.5)

7wj> =

9%v,,
o0 (58

E concluindo o sexto termo fica:

(a2(y, t)

By,

oy3 '

) (o

t) (Z Gim () gum (t)wi(wi)y, wj)

(Z Gim (D) Asws, wj)

) (Nw;, w;) =

(—ai1(y,t)(w;)y, w;) é uma matriz m x m.

s
(i)

onde C' = ¢;; = bs(t)(\w;, w;) é uma matriz m x m.

/

(t)D.

17

m

1

—-
9, (1) B,

() E,

y,t) Z Gim () Ai(wi)y, wj)

1=

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)



De (3.7),(3.8),(3.9),(3.10),(3.11),(3.12) ¢ (3.13)

Dal resulta o sistema:

(3.14)

onde
A=A+B Ft)=F+C+D+E
sendo A,B,C,D,FE e F matrizes m x m.

De (3.3) observamos que A ¢ uma matriz invertivel.
Multiplicando (3.14) por A~! encontramos um sistema de equacoes diferenciais or-

dinérias dado por:

(3.15)

~ o~ —

G=AF, () = (Ghs s Ghm)
7 om)' = ((vo,w1), ..., (vo, W)

O sistema de equagoes diferenciais ordindrias (3.15) tem solugao local no intervalo
(0, T,,).Essas solugbes sao obtidas por meio do Teorema de Carathéodory (2.14). Para
a andlise numérica dada no capitulo 5 resolveremos o sistema de equacoes diferenciais
ordindrias (3.15) pelo método das Diferengas Finitas. O proximo passo é demonstrar que
as solucoes sao limitadas independentemente de m, permitindo estender a solucao em
todo intervalo (0,7") e obter a convergéncia da sequéncia v,, para v , solugdo do problema

(3.2). Para isso sao necessérias algumas estimativas as quais serao desenvolvidas a seguir.

ESTIMATIVA 1

Considerando w; = v,,,(t) no problema aproximado (3.5), obtemos:
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( aUm a 2 831}771
<W, ’Um) + bl(t) (6_y(vm + Um), Um) — bg(t) (m, Um)
vy, 9%, P, 1
- (al(y,t)—ay 7Um) + b3(1) (a—yQWm) + (a2(3/7t)a—y3,’vm> =0 (3.16)

\ Vm(0) = Vo — g, POIS Vg, converge forte para vy em H} ()
Ob T\ UmyUm) = Q=" Umnm m_:2m_:2 “a, ' Um
serve que , — (Vs Um) el +v g Um ( ek )

Observando as identidades e considerando a defini¢ao(3.6),para o primeiro termo de
(3.16), temos

ov Y1d 9 1d
Zm m | = ——vidy = —— m 2 3.17
<at’v ) /0 thvmy 2.dt HU ” ( )

Do segundo termo de (3.16)

Um Um 9 Um Um vm y Um Um dy
7 Y ,y Yy ,y Yy

3.18
1 ('1d , 1 ['1d , (3.18)
=— | v, +2— | s5v,=0
vJo 2dy vJo 3dy
Do terceiro termo de (3.16)
1 ((8vm) ) /1 1 (avm) ;
-3 7 Um | = — ) Um @y
Y at Yy ) o 7 8t vy (319)
1 Md, ., 1d )
= [ 53R = 55 |
Do quarto termo de (3.16)
/ / 1 /
(_a +’yy(vm)ijm) _ _/ LAY oy
7 Joo 7 (3.20)
v
oy | Om “2
7

Do quinto termo de (3.16),
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27/ 2,y 1
S () = =5 / (U mly
b i » (3.21)
=== [ a)ydy ===l (va)y .
73 0 ( )y 73 H ( )y H

Do dltimo termo de (3.16), usamos integragdo por partes, o fato que

%[(U?ﬂ)y] = (Um)yy(Vm)y € o/ (t) +9/(t) = B'(t), para obter

N —

Oé,—l—"}/y 1 o/+’y’y
< 7 (Vi) yyy, Um | = ; -3 (Vi) yyy Um dy

1 1 7 /
v o ++'y
= %/ (Um)yyvmdy"_/ (Vi) yy (V) ydy
0 0

73
~! 14 1o 1~
= | (m)y |I” —5—3(?]3”)3;(1) + 55(%2%)@;(0) + 253 I (m)y |I”

(3.22)

Substituindo as identidades (3.17), (3.18), (3.19), (3.20), (3.21) e (3.22) em (3.16),

obtemos:
1d , 1. d 5 29 5 3 9
55 1m0 1P+ 5 1 @0 1 =25 1 @) 1P +575 1 (0 |
19 o, , (3.23)

33 (V1) + 55 ()0(0) + 5l n(e) [P= 0.

Multiplicando a equagao (3.23) por 2, encontramos

/

d 1 0% v
LA o 12 4= 1 W) 12) = Z 10 () 12 L2 1 (0,)(8) |12
dt(HU O+ v )y()H) R ACMON el ECDION
ﬁ/
P Y
Pela Hipdtese (3.1) e integrando de 0 a t a equagao (3.23), temos:

N (3.24)

(Um)y(1) + =5 (v7,),(0) = 0.

/ /

[ e (@ 2 01 s < [0 Gt Pt [0 ) 1
(3.25)
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Denotando 7, = nax, |7/ (t)| e lembrando que y(t) > 79,V ¢ > 0 por hipdtese con-

/ /
73(75) < Ivg(t) | < e
) T () T ()
concluimos de (3.25) que:

cluimos que — . Assim, pelo Teorema Fundamental do Calculo

1

21 2 2 2
I m(®) 1P + =55 1 0lt) P 0m0) P+ 1 0 0) .
’72t1 2 2 ‘
+%-0($H@MAﬂH—HwAﬂH>%,

Como v,,(0) — vy em H}(€), existe uma constante Cp, independente de m tal que

1

20y I (om)u(0) 7= Co. (3.27)

I vm (0) 1 +

Portanto de (3.26) obtemos

Il vm(t) 11 +

1 2 ! 1 2 2
gy 1@ 1= o [ (1 @m0 12 = Lot I2) ds 329

onde C; = i
Yo

Aplicando a desigualdade de Gronwall na equagao (3.28) obtemos que

| o () 1% + | (Um)y(t) [IP< Co.eT = Co.

1
v3(t)

Assim, concluimos a estimativa

Uy 6 limitada em L*®(0,T; L*(Q))
(3.29)
(Um)y € limitada em L*(0,T;L*(9))

ESTIMATIVA 2: Tomando w; = —(v,,),, no problema aproximado (3.5) obte-

mos:
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(G ) #0000 (o a2~ )~ 0a0) (2 ()
v,

~ (052~ )+ 350) (52 () + (0200052~ 0 ) =0

Vm(0) = Vg — g, POIS Vg, converge forte para vy em Hi ()

(3.30)

Analisaremos a seguir, separadamente, cada termo da identidade acima.

Do primeiro termo temos:
0v,y, 1d
(G2 (o) = 335 1 e I (331

Do segundo termo de (3.30), usando a definigao b (t) de (3.6) temos

(%(vm + 02y, —(“m)yy>

1
<=
v
1
<=

1 ()t

Aplicando a desigualdade de Schwartz

[ ety = 20|

1
+ =
fy

[ 2ty

(%(vm + 02y, —(Um)yy)

< L1 0y 1 @ | +2§ / O (0 )y ()|

1
v
1 1 !
= — || a)y Il (0m)yy | +2=[vimlL(0,1) | (Um)y|[(Vin) yy|dy

v v 0
Aplicando a desigualdade de Schwartz e Poincaré

1 2

;(Um + U )ys = (Um)yy

1 , (3.32)
<7 I (m)y I (vin)yy | +;Cl I (m)y 1 (vin)yy |

Do terceiro termo de (3.30) e usando a definigao by(t) de (3.6)
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_70

[dt 7 1 (Vm)yy HQ} +% | (Um)yy |I2

Do quarto termo de (3.30) e usando a defini¢ao a;(y,t) de (3.6)
o +1'y

o] + 7]
== I m)y [ (v )yy |l

(Vm)y (Vm)yy|dy

Do quinto termo de (3.30) e usando a defini¢ao de bs(t) de (3.6)

/

! 2 __2_’7 v 2
/0 (ol dy = =25 | (o)) |

2 (o) — () ) = 21

73 73

Do sexto termo de (3.30) e usando a definigao de as(y,t) de (3.6)

o/—i—’y’y 1 OZ,—F’}/y 1d )
(5 o =) = [ (S) s o

1 1 /y/ 1 ,y/
=5 | St =55 1w I

Substituindo as identidades (3.31), (3.32), (3.33), (3.34), (3.35) e (3.36) em

obtemos:

1d 1 20
57 I (om)y II” + ~ @)y U m )y 1+ 71 (RC S RC

/ /
2 Y 9 27 2
o | } 2 G 12 =2 Gl |

[
l
7

I (om)yy I* =

3
1 o] + 1] H
2

~y (Um)y [l (Vm)yy |=0

Dali,
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(3.35)

(3.36)

(3.16)
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s (1 1225 1 ol )

372 1 | (0m)y I
<5572 | O 12 +(1+ a2 +72)7 || (vm)y |l Tyy (3.38)
2
=l W)y P[] (vm)yy |
o
a’ b
Usando o fato de que ab < > + 5
1d , 1 ,
s (1 0 5 1 el 1)
37 1 1 Vm)yy |I?
<577Hw@wW+u+%+ww&nwmuﬁﬂi;%i (3.30)
— H (Wm)y IP1 Wiy |
Por estimativa 1 e Poincaré em (3.40) temos
1d 1
3 (1 12+ 1 o 1)
3.40
371 2 ) 2 (3.40)
57_7_ | (Vi )yy I +Cs + 5= 272 | (Vi )yy I +Ca || (V) yy |l

Isso implica que

o (o 12+ 102 By < 0o (0 iy 1241 0y 12) ()

Integrando de 0 a t e aplicando a desigualdade de Grownvall temos:

72

R ) ECRa= A N TS N FOSM Y

2 i v 2
com @(t) = (vm)y(t) | +72||( m)yyl|

t
o(t) < Cs + 6’7/ o(t)dt = Cge™ = C.
0
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Portanto

1
| (vm)y II? 3 I (m)yy II°< Co.
Assim

(Um)y é limitada em L*(0,T; L*(Q))
(3.43)
(Um)yy € limitada em L>(0,T; L*(2))

ESTIMATIVA 3: Tome w; = 2"

~(t) no problema aproximado obtemos:

ot

( ov,, Ov, 0 o OUp, v, v,
(5?7%)*Wﬂﬁﬁ%*%%ﬁﬁW”ﬂWEE%%W)
ov,, Ovy, 0%*v,, Ov,y, PUp O\ (3.44)
— (Ch(y,t)a—y, W) + b3(t) (a—y27 W) + <a2(y’t)€)—y3’ W) =0

Um(0) = Vo — g, POIS Vo, converge forte para vy em H ()

\

Observando as identidades

Para o primeiro termo de (3.44)

OV, OV, v, OV 19
Zom Zomo) L P 3.45
(G 2 = [ (%) =1 % (3.45)
Para o terceiro termo de (3.44) e usando a definigao by(t) de (3.6)

_i Oum\  Ovm __/li 0o\ Ovm ,
ot w Ot ) Jo 2\ ot yyaty

B vy, 1 Oy, 9

——/(( ))@ n(m)u

Para o 1ltimo termo de (3.44) e usando a defini¢ao as(y,t) de (3.6)

(3.46)
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o +~'y v, ' Oy, Lo/ +4'y v,
(7(Um)yyyvﬁ> :/0 V?’ ot (Um)yydy+/0 - (Vm)yy ot dy
y

73
_ ((U ) a“_m) n <0‘/+7'y(v ) <a”_m) )
73 9y at ,}/3 vy at ”

(3.47)
Substituindo as identidades (3.45) , (3.46) e (3.47) em (3.44) obtemos:
(5 ) e+ (G, e
(S v;>y, (I (5.9

(5 o (5) ) () 5

E ainda , aplicando a desigualdade triangular e de Schwartz no segundo termo de

(3.44) e usando a defini¢ao by (t) de (3.6), temos

1 5y Oup
‘_ (;(Um + v,y W) '

1 8vm ! o0v,,
< — | m)y Il =7 1T+ / supess|vm| |(vm )yl | =~
70 0
va
1 W 2 OV,
< = 2 = . m
<22 I vy |7 +—"— o [l [ (va)y 1 =5~ |
Aplicando a desigualdade de Poincaré
1 OV,
- (St )
vy,
Tor (%m

2
~2
0
Substituindo as estimativas 1 e 2, temos:

e
< S 1| @y 1P +—2— - C [ )y I oy 1 52 |

a ||2 | 2 e

1 2 | 5 2 (3.49)
- - m s Ay S 2 ’
’ (V(U + Uy 5 )‘ — ot 90?4 90 8
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Aplicando a desigualdade de Schwartz e a Estimativa 2 para

?j;,) ((Vm) gy, %—?), termo de (3.48), temos
3y Oy, 8Um
= b 552 < ool 0 1 52
a® b
Usando a desigualdade ab < 5 + 5 temos
3y Qv o, L, Ovy g
-2 (o B0 < 2000+ 51 52 (3.50

Note que na equagao (3.48) podemos escrever

() )

,-)/3

<C (3.51)

foon(3) s

2 2
Aplicando a desigualdade de Schwartz e pelo fato de ab < % + Bl ficamos com

Wy (O
()

1
Tome 5(012)2 | (vm)yy ||2 Cis

1 1 vy,
< 5P I 1 () I 52)

Para o dltimo termo de (3.48)

o ++'y OV,
‘_ ~ ((Um)w ot

Aplicando a desigualdade de Schwartz temos

! vy,
< Zom
) _C/O (Vi) y ey |dy

o ++/ Oy, vy, 3vm
’— L (o | <Ol oy I G2 1S 2C 1 )y D+ 5 1 2 P
avm
<2ACu+ 5 |
(3.53)

Assim |, de (3.49), (3.50) (3.51), (3.52) e (3.53) temos
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(), 1 1521 | %y B
avm 2 at Y < 2

2
1 Oy, 9 9 8vm 9
#Out g () 120+ 51
(3.54)
Implica em
15 =g e P+ 1 () =g () 1P
ot 22 ot
4 v (3.55)
<20% +C+2C% + 20%’4 + Ci3 = C15
Assim
0vm 5 1 Ovp, :
1% 1 () IP<20s = (350
Dai ,
oy, .. . - 9
5 ¢ limitada em L*(0,T; L*(2))

(3.57)

(%) é limitada em L>(0,T;L*(2))
v

Essas trés estimativas (3.29), (3.43) e (3.57) permitem passar o limite na equagao

aproximada (3.5). Obtemos uma solugao fraca v no sentido do lema (3.1)

Das estimativas 1 , 2 e 3 anteriores concluimos, respectivamente, que existe uma

subsequéncia de (v,), ainda denominada por v,,, tal que:

v — v fraco em L>(0,T, H}(Q)),

@ ) (3.58)
Ov _ Ov (0.7, 17
= 5 fraco em L>(0,T, L*(Q2)),
(Vm)yy — Vyy fraco em L*°(0, T, L*(£2)),
(3.59)

< Oy, )
— —
ot ),

(%) fraco em L>°(0,T, L?(2)).
v
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Pelo Teorema de Aubin - Lions podemos obter uma subsequéncia de v,,, ainda deno-

tada por v, tal que

vy — v forte em L2(0,T, L*(2)) (3.60)

e quase sempre em 2 x (0,7).

(Vm)y — vy forte em L2(0,T, L*(2)) (3.61)

e quase sempre em  x (0,7).

Logo como (v2), = 20, (v, ), temos que
m/Y Yy

(v2), — Uz (3.62)

quase sempre em 2 x (0,7).

Também verificamos que / (v2),)2dy = / Qom(wm)y)?dy < ¢ | @)y [ @nday 1<

Assim pelo lema de Lions temos
(v2,)y — v fraco em L*(0,T, L*(Q2)) (3.63)

Convergéncia do Sistema Aproximado
Para concluir o lema (3.1), resta mostrar que v é a solugao da equacao (3.2).

De fato :

Multiplicando a equagao (3.5) por ¥(y,t) = w(y)(t), w(y) € D(Q) C HLQ) ,
0(t) € D(0,T) C L*(0,T) e integrando em y e t,

T ov T r1 1 G| ov
—m,wedt+/ (—vm +—v31 ,w)&dt—i—/ — (—m) ,w, | Odt
| G+ [ (S, + k), ()
T

t

V0 € D(0,T)
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Fazendo m — oo, usando a hipétese (3.1) e os resultados de convergéncia

(3.58)-(3.59) temos:

De (3.58)

/ (8gm ) dt — / ( ) fdt, Yw e H:eVo e L2(0,T) (3.65)
0

De (3.61) e (3.63)

1 T 1
/ —((vm)y + (V2),, w)0dt —>/ (v, + (02)y7;w)9dt, Vw € Hy eV € L*(0,7)
0 0

! (3.66)
De (3.59)
/T%«ag?) >9dt—>/ (( ) >9dt Vw € H eV € L(0,T)
" (3.67)
De (3.59)

T 27/ T 2,.)//
" (), w) Odt — Vyy, —-w | 0dt  Yw € Hy eVO € L*(0,T (3.68)
0 ,_)/3 vy 0 vy ,}/3 0
De (

e (3.59)

T / / T / /
@4 0y gay o TNt v e HEeve € L2(0.T
. 3 yy» Wy o vy ~3 Y 0
(3.69)
De (3.61)

_/OT<(O‘ J;W)( iy >0dt—> / ( O‘+”) >9dt VweHéeve(e&L;)()O,T)
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De (3.65) - (3.70) encontramos que (3.2) é valida pra fungoes 1 (y,t) = w(y)0(t) com
w e H}(Q) e e L*0,T). Assim a igualdade (3.2) para fungoes ¢ € L*(0,T; Hy(2)) é
consequéncia da densidade do conjunto {v 0 € L*(0,T; H}(Q))|v € H},0 € L*(0,T)} em
L*(0, T3 Hy(9))

A unicidade da solugao e a verificagao dos dados iniciais sao mostrados por argumentos
padroes.

que pode ser visto em [2].

3.2 Prova do Teorema (3.1)

Seja v a solu¢ao do problema (1.8) com dado inicial v(y, 0) = v(y). A qual é garantida
a existéncia pelo lema (3.1).

Considere a funcao wu(z,t) = o(y,t), onde =z = «t) + (t)y. Sendo
Uo(y) = uo(a(0) + v(0)y). Das identidades (1.4) - (1.7) e o Teorema de mudanca de
varidveis, temos que a igualdade (3.2) implica a igualdade (3.1). Também da regulari-

(r — )
g

u(x,t) = v(y,t) temos que u € L®(0,T; H} (%)), us € L>(0,T; H} (), provando assim

dade de v dada pelo lema (3.1), do difeomorfismo (x,t) — ( ,t) e da mudanga

o Teorema (3.1).
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Capitulo 4

Analise Numeérica -

Método de Elementos Finitos

Vamos desenvolver um estudo numérico, considerando o Método de Elementos Finitos

na variavel espacial e o Método das Diferencas Finitas na variavel tempo.

4.1 Formulacao Variacional

Passamos a considerar o seguinte problema:

(Ov 10w+v*) 1 Pv (& +7y)dv 29/0%v (¢ +7'y) v
by " Zogar oy T Far T gp Wt em
o v Oy v* 0y*ot Yy 9y Oy v Oy
v(0,t)=v(1,t) =0 Vt>0
| 0y, 0) = wo(y) em Q=(0,1)
(4.1)
Para o problema (1.8) estudado, f(y,t) = 0, aqui por conveniéncia numérica

consideraremos uma f(y,t) nao identicamente nula, mas suficientemente regular para

os préximos capitulos.
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Multiplicando a primeira equagao do Problema (4.1) por w e integrando em Q2 = (0, 1),

obtemos:

b o
i wdy + by (t / wdy + 2b(t / v—wdy — by(t) i mwdy

3 1
—/ al(y,) wdy+bg / wdy+/ az(y,t)g—ygwdyz/ [y, t)ywdy (4.2)
0

Vw e HH Q)

2
caAl - .1 % , .
Por conveniéncia numérica, utilizaremos o termo 21}6— que é equivalente a B
Y

Y
E a1(y,t), as(y,t), bi(t), ba(t) e bs(t) estao definidos em (3.6).

4.2 0O Método de Faedo Galerkin

Neste capitulo, denotamos por ¢;,i € N uma base de H}(Q) formada pelas funcoes de
interpolagao definidas pelas splines ctibicas na se¢ao (4.4) e seja Vi, = [p1, 92, -+, ©m)-
Assim com esta base consideramos o problema aproximado dado na segdo (3.1), isto é,
substituindo w; por ¢; em (3.4) e (3.5).

Logo procuramos uma solugao aproximada do problema (1.8), dado por:

(Y, 1) = vin(y,t) = Zdz(t)%(y) € Vin (4.3)

4.3 Problema Aproximado

Para comprovar nossas solugoes aproximadas obtidas pelo Método de Elementos Fini-
tos precisamos considerar o problema (1.8) com uma funcdo f no lado direito da igual-

dade. Assim temos o problema aproximado seguinte:
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p

8Uh avh avh 83'Uh
<W,w> +b1(t) (a—y,w) +2b1(t) (Uha—y,'lU) —bg(t) (M,UJ)
c%h aQUh 83vh .
- (a’1<y7t)a—y7w> +b3(t) <8—y27w) + (a2<y7t)a—y37w —(f(y,t),ﬂ)), vUJE‘/m
vh(O, t) = Uh(l, t) = O, Vit Z 0

up(y, 0) = vpo(y), em Q= (0, 1).

(4.4)
Analise dos termos em (4.4).
Usando a defini¢ao de by (t) de (3.6) no segundo termo, obtemos:
0 ! 0
(bl(t)—vh, w) = by (t)=—v, w dy
Ay 0 Ay
(4.5)

L ow ow
- “Zdy = —by(t — :
bl(t)/o vp, 3y dy bi(t) <vh, 0y) , YweV,

Para o quarto termo de (4.4), temos

By, L 93wy, w 0%y, ! L 92y, Ow
50 (gagew) = 00 [ gagea =055 - [ aaw)
821)]1 821}h ! 82vh ow
- _ 1) — _ av
b2<t>( (3y3t w) @ <3y(9t w) (©) . Oydt dy dy)
L 9%, Ow 9%v, Ow
= blt o Oydt oy y=ba(0) <M’a_y> Vo € Vin

(4.6)

Para o quinto termo de (4.4) e usando a defini¢ao a1 (y,t) de (3.6), obtemos:
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8vh ! 8vh
_ ) —2 — -
(al(y, ) o ,w) /0 ay(y,t) a9y wdy

Lo ow  Oay(y,t)
= —/0 {—al(y,t)vhw —al(y,t)vha—y — Dy vhw}dy

dy
1 ! ow 0 ay(y,t)
0 /0 {al(yvt)vhﬁ—y + Tyvhw}dy

! ow day(y,t) [*
= a1 (y, t)v,—d +—’/vwd
J, et g+ S5 [ vty

— (al(y, t)op, w>

ow 0 aq(y,t
= (al(yat)vha a_y) + % (Uhaw) Vw € Vm
(4.7)
onde aal(yat) _ l
Y Y
Usando a defini¢ao de b3(t) para o sexto termo de (4.4), podemos escrever
82vh ! 821)h
bt) (G w) = tule) [ 5 way
ovy, ! (%h ow
= baft LY 4.8
3()<w8y 0 Oy 6yd> (48)
ovy, Ow Ov, Ow
= —bs(t ——dy=-b — — -
o) [ 98 ay = o) (52,52 vwew,
Usando a defini¢ao de as(y,t) para o sétimo termo de (4.4), temos
83vh ! 83vh
(ag(y,t) P ,w) = /0 ax(y,t) w5 0 wdy
o) [T Puy /1 Y(t) Py
= wdy + wd 4.9
RGN T SR ORI )
o(t) 1 0P, Ow () [t Oy,
= — dy + wd
V() Jo 9y* Iy w(t) Jo Vo

Para o segundo termo de (4.9), temos
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! 82vh ow
oy? ¥3(t) 8y2 _/0 Oy? ( +y8 )dy)
(

/ 1 92 1 2
= (o e [ v o)
0

73 (t) dy* Oy (4.10)
() L ouy, 8w L 9%y, 0w

- 33() ( y 0y /0 / 3y2h8_y dy)
! ov, Ow ! 0%, Ow

- 505 5) Mé))@#’a_y)

De (4.5), (4.6), (4.7), (4.8), (4.9) e (4.10), temos a seguinte formulagao variacional:

ovy, ow ouy, 9%v, Ow
(i) =0 (10 5y ) 20 (150) (Ma—y)
ow Oay(y,t) v, Ow o [ Dv, Ow
(a0 G )+ 280w, 0) — o (G 50 ) - %5 (G )

! 2
(G ay) Sl 5) = (w). et

_l’_
Q|\g

Agrupando os termos semelhantes, temos:

(50) ) 300 (5.

vy, Ow Ow day(y,t)
+52(t) (wa 8_3/) + (al(yﬂf)vh, a_y> + a—y<Uh,w> (4.12)
day(y,t) (Ov, Ow 9%v, Ow
_ — | — t)—. — | =
Dy oy’ dy (ag(y, ) oy?’ 8y> (f’ w)
Como,

= dit)p Vin, (4.13)
=1

para obtermos a solugao aproximada vy, (y,t) € V,, é necessario determinar os coeficientes

d;(t). De (4.13) deduzimos:

%(y, )= dieily), gyg;(y, t) = ; d;(t) %q; (y) (4.14)



(4.15)

8vh Z di(t &pz 8 vh Z di(t

Substituindo (4.13), (4.14) e (4.15) no problema aproximado (4.12) obtemos:

(Z di(t)ei(y), w) — by (t (Z di(1)ei(y), e )

+201(t) (Z d;(t) i (y) Z d; (t) O%y(y) , w) + ba(t) Z d;(t) a%;y) 88_1;)

+ <a1(y,t) > dilt)ei(w). Z—Z) + aala(;/’t) (Zdl y)w)
8&2 ,t i 8 i aw 02 ;
_ gz ) (;dz(t) %;y)’8_y> — <a2 (y,t Zd Spy y) 0 ) — (f(y,t),UJ), YwelV,

(4.16)

Tomando em particular w = ¢, € V,,, em (4.16):

m

> a0) [ ettt — o) / )5y

+201(8) S di(t)d; (1) /01%( )88( Y o (y)dy + ba(t) Zd’ / 8¢’y )%—dey
+Zdi(t)/Olal(y,t)soi(y)%ikd aa1 w.) Zd / y)erdy
—aa‘gz’t)idi(t)/l agy 6({;0;(1 —Zd (t) / v, aa;§ )88—92’“@

1
=/0 [y, ee(y)dy, VE=12.m

(4.17)

Reagrupando os termos e definindo as matrizes A, B, C , D e E por:

1
A ay — / i (y)on(y)dy,
0

' Pk
B_b,;_/ () 2 (y)dy,
o= w(y)ay(y) y

C / a2 y7

D= /a1 y,t)pi(y %(y)dy,
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Yoy 0
E o= et = | TH@)TE

dois) dy 7 Oy
Bijk = (%(y)%ﬂ—yy, gok>, temos de (4.17)

(y)dy e definindo o Tensor de 3* ordem

E assim obtemos o seguinte sistema nao linear de equacoes diferenciais ordinarias na

variavel d(t) = (dy(t), ..., dn(t)).

8al (ya t)A . aa?(yu t)
dy dy

(A + bz(lf)E) d'(t) + ( —by()B+ D + E- C>d(t) + 20, () Bijy, d2(t) = F

(4.18)

As matrizes A, B,C, D e E sao quadradas de ordem m e d = [dy, d, ..., d,,]" é 0 vetor
incégnit?. F = [F}] é o vetor de ordem m x 1, denominado vetor forga global , com
Fr = / ferdy

O s(ijstema de equagoes diferenciais ordinérias (4.18) sera resolvido pelo Método das

Diferencas Finitas.

4.4 Funcao de Interpolacao

Para o célculo da matriz global, precisamos definir explicitamente as fungoes ¢; , base
do subespago V,,, do espago H}(0,1) . A escolha de ¢; é essencial para a otimizagao do
sistema nao linear .

Para se trabalhar com o ajustamento e interpolacao de funcoes, a aproximacao por
polindbmios é muito conveniente, uma vez que os polinomios tém varias propriedades
interessantes, dentre estas a de fungao analitica, que torna possivel calcular as derivadas,
de qualquer ordem, dos polinomios.

Em geral, as fungoes spline sao polinémios de grau k com continuidade de derivada
de ordem £ — 1 nos nds comuns entre segmentos.

Uma Spline Ctbica, é uma funcao polinomial por partes, continua, onde cada parte
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é um polindémio de grau 3 no intervalo [y; 1,¥;],7 = 2,3, ...,m — 1, que tem a primeira e
segunda derivadas continuas, o que faz com que a curva nao tenha picos e nem troque
abruptamente de curvatura nos nos.

Em razao da formulagao variacional possuir um termo de grau 3 , as fungoes base ;
que serao tomadas nesse problema sao polinomios ctibicos por partes, também conhecidos

como B-spline definidas a seguir:

( (Y —yi2)’
BRTTCE sey € [Yi—2, Yi—1]
i n 3(y ;hym) n 3(y ;h3/2i1)2 _ 3(y ;hzgl)g’ sey € [Yi1,Yi]
Bi(y) = i + 3(yi+41h_ 2 3(yi+41h2_ o 3<y”41h§ y)s’ sy € i Yo
(yi+zh_3 y)37 se Y € [Yi+1, Yisa]
0 sey & [Yi—2, Yira)

\
onde estamos assumindo que os pontos discretos do intervalo [0,1] estdo igualmente
espacados, isto €, temos uma  malha  uniforme de  comprimento

h=vx1—% v=0 ¢ y,=1, 1=12,..m cuja derivada :

(3 Y —Yi- 2
<4—h32)’ sey € [Yi—2, Yi—1]
3 3y—vi1) Wy—wii1)
E + 2h2 4h3 , Seyc [yz—layz]
0B; 3 3(Yiv1 — Y
i — Yit+1 y) 9(y1+1 y)
y T . .
Ay ) 4h 2h2 T AR3 , sey € [y, Yir)
3(Yit2 — Y 2
_%’ se Yy € [Yir1, Yiyo]
0 sey & [Yia, Yitol

\

Pode se mostrar que B;(y) de fato é uma base para os splines ctibicos, ou seja, toda

spline ctbica pode ser escrita como combinacao linear das B-Splines.
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Note que para as funcoes By ,B; , B, € B,,11, precisamos introduzir os pontos nodais
auxiliares: y_ o, Y_1, Yo, Ymi1, Ymi2 € Ymisz, que dependem dos valores de fronteira.
Consideremos como anteriormente, o intervalo 2 = (0, 1) com y; = 0 e y,, = 1 ¢
os valores de fronteira nulos. As funcoes Bs...B,,_s se anulam nas fronteiras de cada
intervalo que as define, mas as funcoes B; , By , B,,_1 e B, nao satisfazem. Com esse

objetivo considere:

wi(y) = Bi(y) 1=3,....m—2
¢1(y) = Bi(y) — 4Bo(y), ©2(y) = B2(y) — Bo(y) (4.19)
Om1(Y) = Bn1(y) = Bui1(y)  @m(y) = Bm(y) — 4Bmi1(y)

1
Temos que B;(y;)) = 1 e Bi(yi1) = Bi(yiv1) = 7 entao é facil de verificar que
©1(0) = v2(0) = @m_1(1) = pu(l) = 0 e portanto satisfazem os valores de fronteira.
Dessa forma a solugdo aproximada é um polinémio cibico tal que v,,(0) = v,,(1) = 0

onde V,, é o subespago gerado por V,,, = [¢1, ¢2, ... ¢m], dada por :
vm = Y di(t)eiy) @i € Vin
i=1

As funcoes B; podem ser representadas geometricamente como mostrado na figura

1
4}

=

Yi Yi+1 Yi+1 Yi+2

Yi—2

Figura 4.1: Funcao spline ctibico
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4.5 Calculo das Matrizes

Vamos agora calcular as matrizes A, B, C, D e E usando as funcoes base, splines
cubicas, ja definidas. Cada matriz do sistema é uma matriz heptagonal e portanto temos
que calcular genericamente todos os elementos para todas as matrizes a;; com |i — j| < 3

e a;; = 0 para |[i — j| > 3.
4.5.1 Calculando os elementos da Matriz A
1
A=a; = /0 wi(y)pi(y)dy.

A matriz A é simétrica, IOgO Qii4+1 = Q41,4 Aii+2 = Q4245 € A 43 = Q4354 Assim,

para ¢ = 3,...,m — 2, temos:

i :/ol %(y)soi(y)dyz/o1 soi(y)zdyZ/W wily)*dy

Yi—2
Yi—1 9 Yi 9 Yit+1 9 Yi4+2 9
=/ ©i(y) dy+/ ©i(y) dy+/ ©i(y) dy+/ wi(y)“dy
Yi—2 Yi—1 Yi Yi+1

_h N 207h N 207h N h 151k
112 560 560  112h 140 °

Para o elemento a; ;117 = 3,...,m — 2, temos:

1 Yi4-2
@iyl = iyl =/ ¢i(y)90i+1(y)dy=/ ©i(Y) it (y)dy
0

Yi—1
Yi Yi+1 Yit2
= / ©i(y)piv1(y)dy + / ©i(y) it (y)dy + / ©i(y)piv1(y)dy
Yi—1 Yi Yi+1

_ 129h N 933h N 129n  1191h
© 2240 0 2240 2240 2240

Para o elemento a; ;12, temos:
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1 Yi+2
Qiiyo = Qiga; :/ %(y)%+2(y)dy=/ ©i(Y) Pira(y)dy
0

Yi

- [T e+ [ aenaiy

Yi Yi+1
I
112 0 112 56

Para o elemento a; ;13, temos:

1 Yit2
Giis = Giygs = / i) pisaly)dy = / i) eiss(y)dy
0

Yi+1

h

Yit+2
fry i PR d = —_—
/ym ©i(y)pivs(y)dy 5210

Os elementos da matriz A proximos das fronteiras y = 0 e y = 1 sao calculados da

seguinte forma:

Para o elemento a1, temos:

an Z/Olsol(y)%(y)dyZ/ol p1(y)>dy
= /w p1(y) dy + /% p1(y) dy

Y1 Y2

_1Th  h 31k

%0 112 10
Para o elemento a9, temos:

1

a2 = Q21 = cpl(y)goz(y)dy

Y2

o1 () a(y)dy + / " o )ea(y)dy

1 Y2

23h N 129h  773h
80 2240  2240°

J
/

Para o elemento a3, temos:
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= /y2 e1(y)es(y)dy + /y3 p1(y)ps(y)dy

Y1 Y2
_ o 3h 2%
40 0 112 560°

Para o elemento asy, temos:

g Z/Olwz(y)wz(y)dyZ/ol pa(y)>dy
=/y2 wz(y)gder/yg ¢z(y)2dy+/y4 pa(y)’dy

Y1 Y2 Y3
_1Th  29Th b _ 4lh
15 560 112 40

Para o elemento a,,_1 ,—1, temos:

1 1
Am—1m—1 =/ som_l(y)som_l(y)dyZ/ Om—1(y)*dy
0 0

Ym—2 Ym—1 Ym
:/ Spml(y)2dy+/ Soml(y)Zdy+/ (pmfl(y)Qdy

Ym-—3 Ym—2 Ym—1

h 297h  17h  41h

112 560 T 13 40

Para o elemento a,, ,, temos:

nn = [ entonto)is = [ oul)d
:/ym_l som(y)Qder/ym Pm(y)>dy

Ym—2 Ym—1
_h N 17h  31h
112 80 140°

Para o elemento a,, ,—1, temos:

1
Amm—1 = Am—1,m _/ SOm(Z/)SDmA(y)dy
0

= / " Om(Y)om—1(y)dy + / " Om(Y)om—1(y)dy

Ym—2 Ym—1

_ 23h N 129 773h
T80 0 2240 2240°
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Para o elemento a,, y,—2, temos:

1
Amm—2 = Am—2m :/ SOm(Z/)SOme(Z/)dy
0

:/%Hwaw%mmmw+/%9%@wwxw@

Ym—2 Ym—1
_h b 20
40 0 112 560°

Assim na forma matricial a matriz A,, ., Sera:

r 31h  T73h 29h h 7
140 2240 560 2240

7r3h  41h 1191h 3R h
2240 40 2240 56 2240

29h  1191h 151R  1191h

560 2240 140 2240 0
g | h 3 19 3h A
2240 56 2240 5 2240
h . . 151h 1191k  29h
2240 140 2240 560

3h 1191k 41h  T773h
56 2240 140 2240
0 h 29h 773k 31h
i o 2240 560 2240 140

4.5.2 Calculando os elementos da Matriz B

Consideremos a Matriz B

Assim
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Para o elemento b; ;11, temos:

1 890‘+1 Yit2 890'+1
bii :/ () —5—(y)d :/ i : d
= ©i(y) ay (y)dy wi(y) a9y (y)dy

Yi 890i+1 Yi+1 890i+1 Yi4+2
= ©i(y) (y)dy + / ©i(y) (y)dy + / ©i(y)
/yi_l 9y Yi Ay Yit1
49
64°

Para o elemento b;;4 ;, temos:

! i vit2 0p;
bij1, _/o ©it1(y) oy (y)dy —/ ©it1(y) 9 (y)dy

Yi—1
Yi 8 i Yi+1 8 i Yi+2
= / 0it1(y) 50 (y)dy + / vit1(y) 50 (y)dy + / wit1(y)
Yi—1 Y Yi Yit1
_ 19
T 64

Para o elemento b; ;12, temos:

1 0Pita Yit2 Diro
bii =/ i : d =/ (W) —5—(y)d
w2 = | ©i(y) ay (y)dy ©i(y) ay (y)dy

Yi

Yit1 0Pt Yit Jpita
= ©i(y) (y)dy + / ©i(y) (y)dy
/yz Ay dy

Yi+1

Para o elemento b;;4;, temos:

1 8¢i Yit2 0901,
bivo; = i dy = i d
+o, /0 n o (y)dy /y Pir2(y) 2y (y)dy

Yi+1 8901 Yi+2 a(pl
= [ i) )y + / pisa(0) 2 () dy
/yi oy v 0y

7
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Para o elemento b; ;13, temos:

1 D Yit2 dop;
biits = / wi(y) g”(@dy: / oi(y) 22 () dy
0 Yy Yit+1

y

Yi+2 a@z
= Yirs(y)——(y)d
/i+1 dy
1
320

Para o elemento by1, temos:
1 8@1 Y2 5% Y3 3901
= dy = —(y)d —(y)d
b1y /0 e1(y) 8y< y)dy = /y v1(y) 2y (y) y+/yQ e1(y) o (v)dy
= 0.

Para o elemento b5, temos:

! 8902
byy = / 22 0)d
12 ; <p1(y) By (y) Yy

- [T e 2w+ [T a2 wi

Y2 dy
133
390"
Para o elemento by, temos:

b = [ a) S )

_ / ", t%(ywy)@ n / : fia—j?<y>sol<y>dy

P

133
©320°

Para o elemento byy, temos:

5222/ 302( )%(22( )dy

/W soz(y)aafj( )dy+/y3 a(y,t)wz(y)%(y)d9+/y4 wz(y)%(y)d@/

Y2 Y3 dy
0.

46



Para o elemento b3, temos:

b13:/0 ©1(y)es(y)dy

- [T e+ [ ewemi

Y1 Y2

13
80

Para o elemento b3, temos:

b31 :/0 w3(y)er(y)dy

- [T etwawis+ [ @y

Y1 Y2
13
-~ 80°

Para o elemento by, ,,—2, temos:

1
bm,m72 :/ SOm(Z/)@mﬂ(?/)dy
0

~ [ en@enaldy+ [ pnlwon-al)y

Ym—2 Ym—1
13
- 80°

Para o elemento b,,_3 ,,, temos:

1
%zm:/wmﬂm%@@
0

— / o Om—2(y)om(y)dy + / " Em—2(Y)Pm(y)dy

Ym—2 Ym—1
13
80

Para o elemento b,,_1 ,,,—1, temos:

1 8@ 1
1,m—1 ; Pm—1 (?/) By (y) Y
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Para o elemento by, ,,,, temos:

1 a@m
bmm—/ a(y,t)om(y)— (y)d
i (v, ) om(y) o (v)
Ym—1 a@m Ym aQOm
= m(Y y)dy + / m dy
[ et G mans [
=0.
Para o elemento by, ,—1, temos:
' Dom-1
bt = [ ) 5 )
Ym=1 OPm-—1 / ym OPm-—1
= m dy + m d
[ ettty [ enm ot
13
320
Para o elemento b,,_1 ,,,, temos:
1 agp
bm— m :/ m— —= d
1, ¢ 1() Dy (y)dy
Ym—1 690777, Ym 690777,
= m— d m— I d
/ym_2 Pm-1(y) Dy (v) y+/ym_1<p 1Y), ~(W)dy
1
320°

Assim na forma matricial a matriz B, x,, sera:
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- 133 13 1 .
0 o = —55 O 0
133 . 61 7 1
320 80 40 320
B . 49 0
80 80 64
p_ | X 7 49 . . 7T 1
320 40 64 0 320
0o L 413
320 64 80
7 49 133
40 64 T T30
13 133
0 0 0

4.5.3 Calculando os elementos da Matriz C

A fungao as(y, t) definida em (3.6) é continua na varidvel y e ¢ . Estamos interessados
s 8290' (9(,0‘
em calcular as(y,t =

custoso devido ao termo as(y,t). Para resolver este problema e usando o fato de que a

(y)dy, o que computacionalmente é um tanto quanto

fungao as(y,t) é continua em y € [0, 1], faremos a seguinte aproximagao

s %p; 0p; - * 0%pi 0p;
[ R s = ute) [ ZE T )y

- r+s
onde a,4(t) = a (L

5 ,t |, o que nao provocara grandes alteracoes em seu resultado |,
pois estamos considerando o intervalo (7, s) pequeno, ou seja , s =7+ h, h < 1.

Vamos usar a aproximacao acima para calcular os elementos da matriz C definida

por:

1 o, D,
S L ) L2 () dy.
C == [ alnn)ZE 0T Wy

Podemos calcular cada termo de C. Assim,
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1 a 8901 Yit2 8%
Cii = a 7t d
| w5505 W% iy

- /fw”a2<y7t>%fl<y>%“;<y>dy+ / ol t)a% )22 )y

oy* 7 Oy
i i D%
+ as(y,t
/y i 2(y,t) 3y (y)

i yors i
b+ [ a0 550
9

Y

) 2 9 9
- 32h2 Ay;—2,yi—1 (t) o 392h2 Ay 1,y (t) 3952 a’yz Yit1 (t) - ﬁayi+17yi+2 (t)

Para o elemento ¢; ;1;, temos:

! D*0;,  Opit1 Yir2 D*0i,  Opit1
i+l = it dy = 't d
o = [ ) G0 5w = [ a0 GEw e
v O%pi, | Opit1 Yirt D*0;,  Opit1
— [ w3505 i+ [ a0 50 Gy
/y Oy> 7 Oy v dy? 7" Oy
yire i, Op;
= [ ) G50 )y
Yi+1
15 _ 27 15 _
= _Wayz;hyi (t) - Wayi,yiﬂ (t) - Wayi+1yyi+2 (t)
Para o elemento Cit1,, temos:
1 82 i 8 Z Yit2 a 7 8 7
= [ o)) g iy = [ el T ) G
v *pin1 8901 vitt 8 Yit1, Opi
— [y T () 22 )y + / (9,6 2L () 225 )y
/y dy? " 0@/2 Ay

Yit2 8290i+1 8901'
+ / as(y, ) 225 () L2 )y
v dy? dy

15 27 15 _
- 3242 Qy; 1,y (t) + 392h2 ayi,yi+1<t> + 32h? Qyi1,yi42 (t)
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Para o elemento ¢; ;12, temos:

1 52 ; Dv; Yit2 o? i 0p;
e = [ @l ZE O 2wy = [ .05 052 )y
0 Yi

dy y? dy
(v *¢i, 0Pt vore RN
= [ a0 GRG0 [ w0505
3 21

= Wayi,yiﬂ (t) + Wayi+lyyi+2 (t)

Para o elemento Ciy2,, temos:

1 82 i 0 4 Yit2 82 7 8 )
Civai = / az(y, ) 22 () 2 () dy = / az(y, 1) 222 () 2L () dy
0 Yi

Oy? dy dy? dy
B Yit1 829014_2 agpz Yi+2 82901'—&-2 6802
= [ S e way + / (v, 1) g5 ) W)y

21 3
_Wayi,yiﬂ (t> + _@ayﬁhywz (t)

Para o elemento c; ;13, temos:

1 82 ; ) ; Yi+2 82 ' 0 i
Cons = / az(y, ) 22 () 225 () gy — / a(y, ) 22 () 22 ()
0 Yi+1

0y? oy y? Jdy
Yit 82%' 0pits
= t /2 (y)d
| et g 0% iy
3 -
= Wayi-!—lvyi-ﬂ (t)

Para o elemento c;;3;, temos:

1 82 DVits 3901, Yit-2 82 ©it3 a‘Pi
s = [ o) G WG WA= [ el )T W) G

vitz D?piys,  Op;
= az(y, 1) (y)—=—(y)dy
/ym dy? dy

3 -
- Wayiﬂ,ywz (t)
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Para o elemento c¢q1, temos:

1 02 B
c11 =/ az(y,t)ﬁ(y)ﬂ(y)dy
0

0y? oy
Y2 0o, . Opy v *¢1, | Op1
= [T a0 GEm G w0 GRS 6

135 _ 9 _
_Wayhyz (t) — Waymya (t).

Para o elemento c¢qo, temos:

1 0? 0
o — / ax(y, ) 224 () 222 )y
0

0y? oy
_ [ Pp1,  Ops v D*01, | Ops
= [Tt GEm G w0 GRS 0
81 _ 15 _

~Topz e (t) = 50050 (0).
Para o elemento co1, temos:

! Opy, | Op1
C21 —/0 as(y,t) By? (y)a—y(y)dy

_ (" Pz, Op1 Y Ppy,  Opy
= [0 GreG s [ GRS 0

2

~ 15 _
- Wayhyz (t) + Waymy:a (t)

Para o elemento c9y, temos:

1 82g02 dps
022—/0 az(y,t)a—yQ(y)a—y(y)dy

B Y2 82802 8(’02 Y3 824'02 8902 Ya 82(’02
—/y 0,05 7w Wy + | 55 (y)a—y(y)dy+/y3 AL

1 Y2

9 _ 9 _ 9 _
—@ayhzﬁ (t) + Wayg,yg (t) - WGZ/&?M (t)
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Para o elemento ¢,,—1 51, temos:

! %P Oy —
Cm—1,m-1 = / a2(y7 t) g 2 L (y) L4 1(y) dy
0 Y

dy
Ym—2 Pm-1,  Opm_1(y) Ym=1 Pom-1, \Opm_1(y)
= t
/ym_3 a2(4, ) =5~ W=, +/ym_2 a2(v:1) =5~ W),
ym 920, 00m_1(y 9 _ 9 _ 9 _
o[ T ) 22 = a1 = g s () G0

Para o elemento c,,,,, temos:

1 82 m ) m
o = [ 0. 5 ) )iy
0 Y

0y?
Ym—1 ag@m a()om Ym 82()0771 8g0m
/M as(y, t) 3 (y) 3 (y)dy+/y 71&2(.% ) By (y) Dy (y)dy
9 135 _

= Waym72vymfl (t) + Waymflyym (t)

Para o elemento ¢, ,—1, temos:

' 0% Pm
Cm,m—1 Z/O az(y,t)a—yg(y)wmfl(y)dy
Ym—1 82 m Ym 82 "
— [ ) e+ [ as(.0% 5 vy
Ym—2 y Ym—1 y

15 81 -
= Waym—Qaym—l(t) _|_ Wa“ym—lyym (t)

Para o elemento Cm—1,m, temos:

! 82(pm—l
Cm—1,m = /0 a2(y7 t) ayz (y)gom(y)dy

Ym—1 62 m— Ym 62 i
=/ as(y. 1) %1@%@@+/ 4, 8) 22 () o () dy
Ym—2
15

dy A dy?

9 _
_Wa/y’mf?vymfl(t) - Waymfl’ym (t)
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4.5.4 Calculando os elementos da Matriz D

Para o calculo dos elementos desta matriz vamos seguir a mesma aproximacao que

foi feita para a matriz anterior, desde que a,(y,t) definida em (3.6) é continua em y.
1 (990 )
D = dy; =/ ar(y, t)i(y) 5 (y)dy.
0 oy

Assim

dii = /0 m(yi)%(@%(@dy: / " al(y,t)wi(y)%(y)dy

Yi—2
Yi—1 8gp< Yi a(p,

— [t Wi+ [ 06052 0y
/yi2 ay Yi—1 ay

. /’yi+1 al(% t)%(y)%_?(y)dy N /yi+2 a; (ya )@z(y) a@fj (y)dy

Yi Yi+1

1 15 . 1 15 .
= ani—%yi—l (t> + 3_2ayi—17yi (t) — 3_20/3/2'72/1'4—1 (t) — ﬁayi+lyyi+2 (t)

Para o elemento d;;1;, temos:

1 (‘3 i Yit2 a ;
diss = [ o 0e "5 iy = [ty 00 5 )y
0 Yi—
Yi i Yi+1 a i
=/ ar(y,t)ei(y) SO“ dy+/ 1y, )piy) gyﬂ(y)dy
Yi Yi

Yit2 a i
+ [l et g; )y

Yi+1

7 183 9 _
= %ayifz,yiﬂ(t) + %a%hyi (t) — %ayhym (t)

Para o elemento d;;, temos:

1 0 z Yit2 o i
tioni= [ a0 ) o iy = [ o000 5 )
0
Yi a z Yit+1 a i
=/ ar(y, )it (y) SO dy+/ 1y, iy )890 (y)dy
Yi Yi )
Yit+2 8 i
+f a1<y,t>¢i+1<y>ai<y>dy
Yi+1 Y

9 . 183 71
= %ayi—%yifl(t) + %a%l,yi (t) — %ayhym (t)
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Para o elemento d; ;12, temos:

1 0 5 Yi+2 0 i
iz = [ 0000 520y = [ a0 0000) 52 )y
0 Y

Yit1 0 i Yit2 0 i
[ e 2w+ [ e 52 )y

Yi
19 9 .
= 160ayi—layi (t) + 160ayi,yi+1 (t)

Para o elemento d;;;, temos:

1 @ ’ Yi+2 a i
dito, :/ al(y,t)%m(y) 52 (y)dy:/ al(yat)%m@)—(p(y)dy
0

Yi dy
Yit+1 a i Yit2 a i
— [ enaa ) Wy [ anlDpan) 5 0)dy
Yi Yy Yit1 Y
9 _ 19

_1_60ayi,yi+1 (t) - ﬁayiﬂ,yiw (t)

Para o elemento d; ;;3, temos:

1 a ; Yi4+2 a i
diirg = / a1 (y, 1) i (1) 2222 (1)) dy = / ar(y ) pily) 2 (y)dy =
0 ay Yi+1 ay

1 .
= %a%yiﬂ (t)

Para o elemento d;3;, temos:

1 o ; Yit2 o ;
diys; = / a1 (y, t)eirs(y) i (y)dy = / ar(y,t)eirs(y) it (y)pi(y)dy
0 ay Yit+1 81/

Yit-2 8 3
:/ ar(y,t)pivs(y) 530/ (y)dy

Yi+1

1 .
= - %a%,yw—l (t)
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Para o elemento d;;, temos:

1
0

dyy :/ al(y,t)sm(y)—a(pl (y)dy

0 Yy

= /y2 al(y,t)sol(y)%—(zl(y)dy+ /y3 al(y,t)wl(y)%(y)dy

a1 Y2

1 . 1 .
= @ayl,yg (t) — 3_2%2,2/3 (t).

Para o elemento d;5, temos:

1
0
diy — / ar(y, o1 () 222 () dy
0 83/

= /w al(y,t)wl(y)%(y)dy+ /y3 al(y,t)wl(y)a—(y)dy

1 Y2

71 9
= @a’yl#& (t) — %ayz,ys (t).

Para o elemento ds;, temos:

1
0
= [ (0. 0020) 5 Wiy
0 Y

~ [T a0 2w+ [ w052 e

Y2

9 71
_@ayl,yz (t) + ﬁayz,ys (t).

Para o elemento dsyy, temos:

Y2 Y3
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Para o elemento d,,—1 ,,—1, temos:

1
OPm—
et = [ ax(y 0 ()25 0)dy
0 Y

s 0o s o
— [ a0 5 iy [ a0 )75 )y

Ym—3 Ym—2

Ym OPm—
[ a0 S )y

Ym—1

1. 15 . 1
= §ay1,y2 (t) — @a’ymf%ymfl(t) - ﬁaymfl,ym (t).

Para o elemento d,, ,,, temos:

i = [ a0 06m) 1)y
:/ym—1 az(y, )som(y)%(y)dwr/ym al(y,t)som(y)%(y)dy

4.5.5 Calculando os elementos da Matriz E

! 0p; 5%’
() dyy.
Dy (y) o (y)dy

E=E;=

Observe que a matriz é simétrica , ou seja, £;; = Ej;. Deste modo,

Y Op; | Op; / Yit2 Oy, O0p;
/0 2y (y) 2y (y)dy Oy (y) 2y (y)dy

Yi—1 8901 8801 /yz 890@ 8901
= d
/y oy (v) (y)dy
Yi+1 8901 8902 Yit+2 6901 6801,
T / v) / 1)y
w0y
9 51

son Tson T 80h + 80h 2h
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Para o elemento €; ;41 = €41, , temos:

YOp; . Opin1 /yi+2 0p;, 0Vit1
€iit1 = dy = - d
= 5, (y) oy (y) S Y) ay (y)dy
Vi 0pi, | 0pii Vit O, . 0pit1 Yit2 O, Opit1
- (y) (y)dy + / (y) (y)dy + / (y) (y)dy
/y dy Ay v Oy Ay i OY Ay
_21_87+21__9
~ 160h  160h  160h  32h°
Portanto,

€ii+l = €Civ14 — __32h'

Para o elemento e; ;12 = €42, , temos:

Y 0pi | Opiio Y2 00 Opiya
e = | G0 520 = [ S0 )y

Yi+1 8901 a@i+2 Yi+2 8@1 a@i+2
- (y) (y)dy + / (y) (y)dy
/yi dy dy Y dy dy

141

9 9 9

40h  40h 20h

Assim,

Cii+2 = Cit24 = T 20R

Para o elemento €; ;13 = €;43,; , temos:

€ii+3 =

YOpi, | Opiys /yi+2 0vi ,  Opits
dy = d
Dy () a9y (y)dy Oy () ay (y)dy

Yit2 0p; | OPits 3
- —(v) (y)dy = ———-.
/y dy dy 160h

141

o8



Portanto |,

3
€ii4+3 = €430 = —m-
! Jipy dip1
en= [ —S-(y)—5-(wdy
o= | )
72 0y dip1 ¥ 0y
= —(y>—(y)dy+/ -
a ay ay Y2 ay
111 9 3
== .
80h  80h  2h
Para o elemento ej5 = e , temos:
! D1, 0y
e —— ()5 (y)dy
P oy ) dy )
Y2 8 a Y3 390
= | S5 W) o
Y1 Y Y Y2 Yy
21 33 69
~ 16h  80h  40h°
Portanto,
69
€12 = €21 = m
Para o elemento ey3 = e3q, temos:
! Opr, | Ops
es= | -5 (y)dy
5= [ GG w)
Y2 8901 6903 /’?/3 8801
- _r° d + -
oy (y) o (v)dy Sy

3 40 3

20n  9h  8h

Portanto,

€31 = €13 = —

99

3

8h’

(y)

(y)

(y)

91
dy

02
dy

O3
dy

(y)dy

(y)dy

(y)dy



Para o elemento ey, temos:

1o 0
6222/ ﬂ(y)ﬂ(y)d?/
0

dy 7" dy
2 0ps, | Opy Y300y, | Ops Y 0py, | Opo
= S Wo-Wdy+ | ——w—o—Wwdy+ [ =)~y
e | R s TR
23 710 10
~ 16h  80h  5h  4h’
Para o elemento e,,_1 y,—1, temos:
1
OPm-1 &Pm—l(y)
m—1m—1 — d
€m—1,m—1 /0 By (y) By Y
— /ym_2 aQomfl (y) agpmfl(y> + /ym_l a()Omfl (y) agpm71<y)
Ym-—3 ay ay Ym—2 ay ay
b [ G Ponaly) 0 T 2310
uma  OY oy 5h ~ 80h  16h 4h "
Para o elemento e,,,,, temos:
Yoom Opm
mm — —a —a d
e Ny (v) o (v)dy
Im=1 00 .  Opm / Ym 0pm . 0pm
= —— W) ——-(W)dy + —— W)= (y)dy
A AU SOUE M Ok 0
9 111 3
= — 4+ —=—.
80h  80h 2h

Para o elemento €,,,,—1 = €m—1.m , temos:

1 a@m
a—y(y)wm_ﬂy)dy

Cmm—1 =
0

_ [T Opm e Opm
= [ eyt [ SR )y

'm—2 Ym—1

33 21 69

80h ~ 16h  40h
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Portanto,

Em,m—1 = Em—1,m —

Assim, na forma matricial a matriz E,,,, sera:

3 6 3 3
2h 40h Sh 160h
69 Alth 99
40h 40 32h  20h
3 .9 3 9
Sh 32h  2h 32h

p—|_3 _9
160h  20h
0
9
20h
3
i 0 " 160h
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Capitulo 5

Método das Diferencas Finitas

Seja f(t) € C"™1(0,T). Do teorema de Taylor podemos expandir a fungao f(t) da

forma:
ft+AR) = f(t)+ A f'(t) + A ")+ Ai()j)?’

) + . (5.1)

Desprezando os termos com poténcia 2 ou superior de At em (5.1) temos a seguinte

aproximacao para a primeira derivada:

f/(t) ~ f(t + AAti B f(t) (52)

A aproximagao (5.2) é conhecida como diferenga adiantada e possui erro de aprox-

imagao de ordem O(At)

5.1 Notacao

Suponhamos que d é uma funcdo da varidvel independente ¢t € (0,7) e seja a seguinte
discretizacao uniforme: 0 =ty < t; < ... <ty =T, onde At = t,,.1 — t,, é denominado

T
passo de tempo. Assim At = N © cada elemento discreto pode ser obtido por,

t, =t,+nAt, n=12_..N
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Vamos denotar a funcao d nos pontos discretos t,, da seguinte forma:
d(t,) = d(nAt) = d"

Com essa notagao a diferenga adiantada (5.2) é dada por:

ad(t) Lo oy (AT —a”
( e ) ~ (A"t —d") = —x; ) comerro O(At). (5.3)
Assim
dn+1 —dr
d(t,) = (T) com erro  O(At). (5.4)

Por abuso de notacgao, usaremos de agora em diante o simbolo = em lugar de ~.

Retornando ao sistema de equagoes diferenciais ordinérias (4.18). Ao aplicar o método
de Elementos Finitos no espaco obtemos um sistema de equacoes diferenciais ordinarias
cuja variavel é o tempo t. Esse sistema entao sera resolvido pelo método de Diferencas
Finitas no tempo. Considere entao o sistema de m equagoes diferenciais ordinarias nos

tempos discretos t,, onde t,, = nAt, n=0,1,..N

. day (y7 t)
Jdy

<A+Mﬂ@d@+<_h@B+D+&%%@

A E_cﬁ@+%ﬁwwf@:F

(5.5)

5.2 Familia de Métodos

Considere a seguinte aproximacao d" dada por :

d(t) = d(t,) = d", onde d" = 0d"*' + (1 — 0)d", 0<6H <1
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. 1 .
Em particular,neste trabalho usaremos 6 = 2 e esse método é conhecido como

Método de Crank - Nicolson.

5.3 Linearizando o sistema nao linear

Sistemas nao lineares do ponto de vista numérico nao apresentam bons resultados e
sao de dificil resolucao. Objetivando solucionar esse problema, adotamos os seguintes
procedimentos possiveis, visando a linearizagao do tltimo termo do sistema nao - linear

(5.5)

Procedimento 1: Linearizando o termo v do produto vv,

No termo nao linear podemos fazer a seguinte linearizagao no tempo t = t,,

B LB wart (5.6)

(d" ASE LB + 5

kig 2

a1 7z .
onde By; = (Bijkd?> ¢ uma matriz de ordem m x m.

(@ — )

Por outro lado dj(t) = A7 7~ para o tempo t = t,,.

Substituindo as duas aproximagoes no sistema nao linear (5.5), obtemos

( n+1
n ( j+ — d?) n nn aa?(y)
<A+b2E>T F| 0B 2By + D+ =g A
ay 2
d(0) = do

Como a solugao é conhecida no tempo ¢, os termos d" sao conhecidos e dessa forma

multiplicando a equacao por At obtemos
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(A + ng) (@ —ar) + ( — BB+ 200 By + D + aaéy(y) A
+1 (5.8)
az (y) a4 dr
——5 E-C f At = AtF, parak =1,2,....m
Yy

Portanto temos o seguinte sistema linear com relagao ao vetor incognita d:

n n nn aa?(y) 8a3(y) At nt+l _
<(A+b2E)+< BB+ 2B + D+ =5 BA- =5 BE-C ) | d

AtF + ((A+ng) - <_b1(t)3+2b?§+D+ dai(y) o 0a3(y) . C) g) .

dy dy 2
(5.9)
denotando a matriz Ekj por B
Procedimento 2: Linearizando o termo v, do produto vv,
Considere agora, a matriz Ekl(t) = (Bijkdj(t)) de ordem m x m.
Do termo nao linear podemos fazer a seguinte linearizacao no tempo t = t,,
~ 1
Big (dr+drtt) = —B,md” += B,md"“ (5.10)

onde Bf;, = (Bijkdﬂ ¢ uma matriz de ordem m x m.

1
—(d*t — d"), para o tempo t = t,,.

Por outro lado d}(t) = AL

Substituindo as duas aproximagoes no sistema nao linear (5.5), obtemos
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)
drtt — o ~ da?
(A+ng>—( o 0 (— B + 26" By + D + aaly(y)A
n n+1 n
_3@2(y)E_C) (di +di> e (5.11)
dy 2
| d(0) = dy

Organizando os termos, teremos o seguinte sistema linear com relacao ao vetor

incégnita d:

5 dai(y) , Oaz(y) At
A+ bWE — B+ 20"B + D L2ZA- 22 - C|= |dt =
<(+2)+<1+1++8y 0 02
AP+ (((A+wE) — [ —wB B+ D+ 20wy 95w p ()AL b
dy Jy 2
(5.12)
denotando éki - B
Observacao: Note que as matrizes E,’;‘l e EZJ. sao, em geral, diferentes.
Procedimento 3: Tornando o Tensor Simétrico
Podemos simetrizar o termo da seguinte forma
1 dp;(y) dpi(y)
B :—( i e, : : ):B-i 5.13
=35 (#il@) o or) + (25 () 9 ©r) ik (5.13)

Note que agora

By, = Byidi = Byd; = By

De forma andloga ao procedimento 1, podemos definir E?k = Bj;,d}. Substituindo

no sistema nao linear (5.5) , obtemos o seguinte sistema linear :
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n n nnR 8(1711(y) aa’g(y) At n+1l __
((A+b2E)+<—blB+leB+D+ 5 Ay, EoC)5 )

_ n n A
AtF + ((A+ng) - <— B+ 208+ D+ aaéy@A - a‘g;”E —C g>d"

(5.14)

Sera usado o Procedimento 2, pois o mesmo apresentou melhor resultado computa-

cional . Resolveremos entao o seguinte sistema linear pelo método de Crank-Nicolson:

" n n B dat(y) ,  daz(y) At
((A+62E)+< bIB+ 2B+ D + Dy A 0 E—-C oY "t =

AtF + <(A+ng) — (—beB+2be§+D+0a5;y)A_ aa(;y( ) 0) A2t>d”

(5.15)

Para inicializacado do método iterativo, fazemos n = 0 em (5.15), e obtemos:

dat(y) . dai(y) At
A+ DE —'B an D it S 2R/ A 24y S =
(( + b5 )+< biB+2bB+ D + o o 5

~ day dal At
AP+ (((A+wE) — [ —wB+omB+py 29y 25W p ()AL b

dy dy 2
(5.16)
As matrizes A, B, C, D, E e B sio conhecidas, o passo de tempo At é dado e d° é

dado pela posicao inicial da onda.

Como as matrizes sao nao-singulares entao o sistema linear de m equagoes tem uma
tinica solugao d' = (dj, d3, ...,d. ). Para calcular as solugoes nos tempos n = 0,1,...N —1,

basta resolver o sistema (5.15) para cada n.

5.3.1 Calculando os elementos da Matriz B

p;(y)
oz

Considere o Tensor de 3% ordem B;j;, = (gpi(y) , <pk>. Definimos B = Bijrd;(t).
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A matriz B é quadrada, heptagonal e de ordem m. Os elementos da matriz sao da

seguinte forma:

m

Z ijid parai=1,2,..m fixo,
Az it = waﬂ parai=1,2,..m — 1 fixo,
AZ it = szﬂH para:=1,2,..m — 2 fixo,

A@ i3 = sz]H_ng, parai=1,2,..m — 3 fixo,

bit1; = E biv1jid;, parai=1,2,..m — 1 fixo,
bito; = E biy25id;, parai=1,2,..m —2 fixoe
biys; = g bivsjid;, parai=1,2,..m — 3 fixo.

Da definicao acima podemos calcular cada termo de B. Para o elemento b, ;, temos:
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1 O3 1 O
+ (/0 ©i(y) g 2(y) z(y)dy> dz—2+(/0 ©i(y) (gyl(y) 1(y)dy> di_1
! 0 % ! 0 %
+ ([ e meman) des ([ 52 waty) ds
0 0 Yy
1 a ;
+ (/ ©i(y) gy+3(y)¢i(y)dy> dit3
0
_ _L. _i. _&47. +&47. +£. +Ld.
T 5376 % 1120077 8960 T 8960 T T 1120 % T B376 T

parai =4,5,....m—3

Para o elemento b; ;11, temos:

hir = ([ o2 ) i ([ o2 waat) iy
+ (/ 022 e b+ [ e G sty
([ a2 ) oo+ [ P22 ) s
([ e )i ) s =
s om s sarom a3

17920d 27 1792571 T 17920% T 179209 T T792% 2 T 17920 %+

parat = 3,5,....,m — 3

Como B ¢ simétrica, b;y1; = b;iy1.

Para o elemento b; ;12, temos:
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bijsr = i ( /0 1 wi(y)%—?(y)%z(y)dy) dj = ( /0 1 wi(y)ag—;l(y)s@i+z(y)dy) di

/0 1 soi(y)aai" (y)%+z(y)dy) d; + ( /0 1 soi(y)ag;” (y)soz-+z(y)dy) dito

! 0piys3
‘Pz(y) (?J)SOH-? (y)dy diys
0 oy

9 81 81 9
= ——= d ,— d. dio— ———d. .
123071 T 220" T 9240%2 T qag0 %+

parat=12,5,....m—3

Como B ¢ simétrica, biy2; = b; ;1.

Para o elemento b; ;13, temos:

bigs = Y. ( /0 1 wi(y)%—?(y)soi+s(y)dy> dj = ( /0 1 @i(y)%fj (y)soi+3(y)dy) d;

1 1 1 1
- _ d; — diq + ——d, ——
10752 95607+ T o560 %2 T

parat=1,2,...m

Como B ¢ simétrica, b;y3; = b;iy3

Para o elemento b1, temos:

m

J=1

N (/01 ¢1(y>%%z3(y)¢l(y)dy) ds + (/01 wl(y)%(y)wl(y)dy) dy

5897d+377d_ 37
26880 > ' 6720 ° 1792
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Para o elemento b5, temos:

b = Em: (/01 wl(y)%(y)¢2(y)dy) d; = (/01 wl(y)%(y)wz(y)dy> dy

8T +12223d +1087d N 3
T UB3760 U 53760 2 T 7680 ° T 17920 ¢

Como B é simétrica, by = bqs.

Para o elemento byy, temos:

o sz; ( /0 ' %(y)%_‘%;j(y)gpl(y)dy) d; = ( /0 1 wz(y)%(y)w(y)dy) d
+ /0 1 wz(y)%(y)wz(y)dy> ds + < /01 ¢2(y)%(y)¢2(y)dy) “
+ ( /0 1 wz(y)%(y)wz(y)dy> ds
12223 1267 81 1

= - do — ——
26880d1+ 1920™ ~ 1120™ T 5376

ds.

Para o elemento by, ,,,—1, temos:
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bm—l,m—l =

(/ | S‘)m—1<y>%—‘§<y>gom_1<y>dy) d

Cm-1(y) By (y)som-l(y)dy) {—

NE

Cm-1(y) By (y)som-l(y)dy) dm—3

1 00,
+ Om-1(Y) %y 2(y)swm_l(y)dy) dm—2
1 a -
+ som_l(y)aiéy(y)som_l(y)dy) dm
0
1 81 1267 12223

53767 T 1120%™3 T 120" 2 T 26830

Para o elemento b,,,,, temos:

)

b = i ( /0 1 wm(y)%(y)¢m(y)dy) d;

i=1

= ( /0 1 som(y)a%";?’ (y)som(y)dy) dyns + ( /O 1 som(y)a%’gz (y)som(y)dy) s

! OO 37 377 5897
= (/ ©m(y) %y 1(y)som(y)dy) dm—1 d d d
0

1792 ™ 36720 ™2 T 26880 Y

! 8()Omfl )
| =)o a0y )
1 o "
+ /0 wm(y)%(y)som_l(y)dy) dm
43 1087 12223 5897

Y a0 .
179203+ 76302 T 53760"™ ! ~ 53760 ™

Como B é simétrica, by—1,m = bmm—1-
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Capitulo 6

Simulacoes Numéricas

Neste capitulo serao mostrados exemplos numéricos para ilustrar algumas carac-
teristicas do problema associado a equacao de Benjamin - Bona - Mahony. Vimos que
resolver o problema (1.8), ou seja , encontrar uma solugao aproximada vy (y,t) implica
em resolver o problema (1.1) , ou seja, encontrar u(x,t) ja que os dois problemas sao
equivalentes.

Para os exemplos a seguir , consideraremos a condigao inicial v,(y,0) diferente de
zero. Se vy(y,0) = 0 para o problema original, isto é, f = 0 entao é facil verificar pelo
sistema linear (5.15) que s6 teremos como solugao do sistema a solugao trivial, ja que as
matrizes sao nao -singulares. O que nao é interessante.

83

. . ~ Ve 3 /7 U
A maior dificuldade em encontrar a solu¢ao numérica é o termo e Para controlar
Y

esse termo, o coeficiente ay(y,t) deve ser tomado suficientemente pequeno, isto significa

que 7(t) deve crescer muito vagarosamente quando ¢ cresce.

6.1 Exemplo 1

Neste exemplo consideraremos a solugao exata v(y,t) para (1.8) dada por:

v(y,t) = sen (mwy) cos(nt) (6.1)
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com posicao inicial da onda dada por:

v(y,0) = sen (my) (6.2)

e os valores de fronteira

v(0,t) =v(1,t) =0 (6.3)

Para determinar uma solugao numérica aproximada precisamos definir as fungoes a(t)

e ((t) que caracterizam os valores de fronteira do problema. Assim definimos:

aft) = =1+ 0.01e~ D (6.4)
(§]
B(t) =1—0.01e” ¢ (6.5)
Assim,
v(t) = B(t) — a(t) = 2 — 0.02¢~ D (6.6)
E ainda
7(0) = 1,9926
€
tlim Y(t) =2

Note que essas particulares fungdes permitem obter o coeficiente as(y, t) (definido por
3

(3.6)) do termo g—yg

74



As Figuras 6.1 e 6.2 representam o movimento dos extremos «(t) e [3(t)

1

0.999

0.998

0.997

0.996
0

-0.996

-0.997

-0.998

Figura 6.2 : fronteira «(t)

No problema (1.8) estudado nessa tese f = 0, mas por razdes numéricas vamos con-
siderar inicialmente uma forca nao - nula, obtida a partir da construcao de uma solucao
exata do problema , objetivando uma comparacao entre a solucao exata construida e a
solucao aproximada obtida pelo método aplicado.

Observemos que a solugao exata (6.1) satisfaz a condi¢do inicial de (4.1). Para

construirmos a forga externa f(y,t), basta substituirmos (6.1) em (4.1)
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T 1
solucao aproximada
solucao exata -----

Figura 6.3: v,(0.5,%) e a solucdo exata

A solucao aproximada vy, (y, t) foi encontrada através da resolugao do sistema algébrico
(5.15). Para isto, foi implementado um programa computacional em linguagem C. A
transformagao x = yvy(t) + a(t) permite encontrar uma solu¢ao aproximada vp,(y,t) em
um dominio nao - cilindrico.

A Figura 6.3 representa as solugoes exata e aproximada no ponto y = 0.5, para
At = 0.01, h = 0.002. Assim , temos que a solugao aproximada encontrada para o
problema (1.8) estd bem préxima da solugao exata conhecida, conforme constatamos na
Figura 6.3. A partir desse resultado temos a seguranga que a solu¢do do problema (1.8)
estd sendo obtida corretamente. Assim passamos a estudar o problema quando a forca

externa é nula.
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77
e i

Figura 6.4: u(x,t) solu¢do aproximada para (1.1)

Considerando, agora, a forca externa nula, podemos encontrar uma solugao aproxi-
mada para o problema (1.1). A Figura 6.4 representa esta solugao, isto é, o deslocamento
da onda em um dominio com fronteira mével ao longo do tempo ¢ € [0, 1] , com At = 0.05
e h =0.05.

A Figura a seguir representa uma solugao aproximada de (1.1) para um z = 0.5 fixo .

1.01

0.99

0.97

0.95

0.93

0.91 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.5: u(0.5,1)

77



1.2 — T T T T T T T 1
04F L N\
0 o L1 L L1 L
-1 -0.6 -0.2 0.2 0.6 1
t=00 — E=05 -
L=0.325 E= 1.0 -

Figura 6.6: solugao aproximada u(x,t) para t = 0.0, 0.25, 0.5 ¢ 1.0

A Figura 6.6 mostra a solugao aproximada para (1.1) fixado os tempos ¢ = 0.0;0.25; 0.5 ¢ 1.0

6.1.1 Convergéncia Numérica

Analisaremos o comportamento do erro da solugdo aproximada para o problema (4.1).
As tabelas a seguir mostra o erro, para 6 = 0.5, isto é, o Método de Crank - Nicolson.

Fixamos os passos de tempo At = 0.01 e At = 0.001 respectivamente. Variamos o
espagamento h = ﬁ, para m = 11,21,51,101,501 e 1001 onde m é o nimero de nds

do intervalo [0,1]. h = 0,1; 0,05; 0,01; 0,005; 0,001.

O erro na norma L>(0,T; L*(€;)) ¢ definido por :

B2 = trg?gg}(H V(Yistn) — Vn(Yi, tn) ||L2(Qt)>
B(t) ; 12
= max vy, tn) — vp(yi, )| “de ,
s ([ ot ) oGt

paratodoi=1,...,men=1,..,N, onde v,(y,t) representa a solugdo aproximada.
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At h | Erer;2(0))
0.01] 0.1 0.007648
0.01 | 0.05 0.007495
0.01 | 0.02 0.005016
0.01 | 0.01 0.003383
0.01 | 0.002 0.001888
0.01 | 0.001 0.001768

At h | Erer2@0))
0.001 | 0.1 0.006902
0.001 | 0.05 0.006780
0.001 | 0.02 0.004274
0.001 | 0.01 0.002586
0.001 | 0.002 0.001282
0.001 | 0.001 0.001198

Note que quanto maior for a divisao da malha , menor é o erro. Com este resultado
podemos ter seguranca de que a solugao aproximada para o problema (4.1) estd sendo

calculada corretamente, o que comprova a eficacia do método numérico empregado.

6.2 Exemplo 2

Neste exemplo consideraremos a mesma solucao exata v(y, t), condigao inicial e valores
de fronteira do exemplo anterior.

Mas , consideraremos o movimento dos extremos agora dados por:

aft) = —1+0.1e" Y (6.7)
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B(t) =1—0.1e” Y (6.8)

Assim
v(t) =6(t) —alt) =2 — 0.2+ (6.9)
E ainda
+(0) = 1,9632
e
lim () = 2

t—o00

Novamente analisaremos o comportamento do erro da solugao aproximada para o

problema (4.1) com At = 0.01 e At = 0.001 respectivamente:

At h ELOO(O,T;LQ(Qt))

0.01 | 0.1 0.012427
0.01 | 0.05 0.012529
0.01 | 0.02 0.012996
0.01] 0.01 0.016860
0.01 | 0.002 0.706521
0.01 | 0.001 diverge

At h ELoo (0,T;L2 (Qt))

0.001 | 0.1 0.011827
0.001 | 0.05 0.012136
0.001 | 0.02 0.012500
0.001 | 0.01 0.016420
0.001 | 0.002 0.696256
0.001 | 0.001 diverge
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Observe que para o exemplo 1 temos que ~(t) € [1.9926,2] e para este exemplo
v(t) € [1.9632,2]. Esta variacao de intervalos acontece devido a mudanga de fronteiras,
interferindo assim os resultados numeéricos.

Ao compararmos os resultados obtidos nos exemplos 1 e 2, concluimos que, o exemplo
1 apresenta bons resultados. Porém para o exemplo 2 implica numa divergéncia nos

resultados da solugao aproximada .

- | .
solugao apr9x1ma(ia
1 solucao exata ----- -

-1.5 ] ] ] ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.7: v,(0.5,t) e a solucdo exata

A Figura 6.7 mostra as solucoes exata e aproximada para um x = 0.5 fixo,
com z = yy(t) + a(t) , At = 0.01 e h = 0.002.
Observe que para essa fronteira a solucao aproximada ja nao estd tao boa quanto

antes. A partir de um certo momento a solugao diverge.

6.3 Exemplo 3

Para este exemplo consideraremos a mesma condicao inicial dos exemplos anteriores

v(y,0) = sen (7y)

com valores de fronteira

v(0,t) =v(1,t) =0
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e a solucao exata agora ¢é dada por:

v(y,t) = sen (my)(cos(mt) + sen (7t))

com
at) = =1 +0.01e~ ¢ (6.10)
(§
B(t) =1—0.01e” ¢ (6.11)
Logo
v(t) = B(t) — a(t) = 2 — 0.02e~ D (6.12)
1.5
' L un(0.5,1) ——
1 v(0.5,t) ----- |
0.5 F -
0 -
0.5 -
1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 6.8

A Figura 6.8 representa as solucoes exata e aproximada no ponto x = 0.5 , com
x = yy(t) + a(t). Consideramos At = 0.001 e h = 0.001. Podemos observar, através da

Figura 6.11, que a solucao exata e aproximada estao bem préximas.
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6.3.1 Convergéncia Numérica

Analisaremos o comportamento do erro da solucao aproximada obtida no exemplo
3. A tabela a seguir mostra o erro, fixando o passo de tempo At = 0.01 e variamos o
1
espagamento h = 7 para m = 11,21,51,101,501 e 1001 onde m é o nimero de nés
m

do intervalo [0,1].Onde o erro esté calculado como anteriormente.

At h ELOO(O,T;Lz(Qt))

0.01] 0.1 0.064613
0.01 | 0.05 0.045585
0.01 | 0.02 0.032971
0.01] 0.01 0.028599
0.01 | 0.002 0.025042
0.01 | 0.001 0.024595

Note que quanto maior for a divisao da malha, menor é o erro. O erro é inversamente

proporcional ao tamanho da malha.

Observe o erro da solucao aproximada , agora para At = 0.001,

At h | Epeco,r;e2(0))
0.001 | 0.1 0.042186
0.001 | 0.05 0.024177
0.001 | 0.02 0.012306
0.001 | 0.01 0.008242
0.001 | 0.002 0.004976
0.001 | 0.001 0.004591

Podemos observar que para At = 0.001 , a medida que refinamos a malha as solugoes
exata e aproximada estao cada vez mais préximas. Além disso, podemos notar que o
erro é menor do que o erro obtido da tabela anterior quando foi usado At = 0.01. Isso

mostra que o erro depende da escolha do passo de tempo At.
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0.98
0.96
0.94
0.92

0.9
0.88

0.86 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.9

Considerando agora, a forca externa nula, podemos encontrar uma solucao aproxi-
mada para o problema (1.1). A Figura 6.9 mostra a solu¢ao aproximada u(x,t) para

z =05, At = 0.001 e h = 0.001.

1.2 I I B B B e —

1 H S -
0.8 | /(/,,(::,’,.f,-"" \\ -
0.6 - / \\ _
0.4 ” \‘\{Qz-;, .
0.2 / ¥

0
-1 -08 -06 -04-02 0 02 04 06 08 1

0.0 — t=0.75-----
0.5 —-—-- t=1.0

t
t
Figura 6.10 solugao aproximada wu(z,t) para alguns tempos fixos

A Figura 6.10 mostra a solugao aproximada u(z, t) fixado os tempos t = 0.0, 0.5,0.75 e 1.0,
com At =0.01 e h =0.1.
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Capitulo 7

Equacao de BBM num dominio

cilindrico

O objetivo deste capitulo é estudar o Problema associado a BBM, como visto anteri-

ormente , mas agora num dominio cilindrico.

Consideraremos o seguinte problema:

onde Q = (0,1) e

utilizaremos a equacao

que é equivalente a

( 2 3
ou Ou %_8u 0 em O

ot Tor T or oot
w(0,t) =u(l,£)=0 em Vt>0 (7.1)

u(z, 0) =up(z) em Q=(0,1)

\

() representa o cilindro € x (0,1). Por conveniéncia numérica

( Ou  Ou ou Pu
E+%+2u%_—ax28t_o em (@)

u(0,t)=u(l,t)=0 em Vt>0 (7.2)

| u(z, 0) =wug(z) em Q=(0,1)
(7.1).

O problema (7.2) esté definido no dominio cilindrico Q . Assim, pode-se estabelecer

a existéncia de solugoes pelo método de Faedo-Galerkin.
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Portanto, denotamos por ¢;,7 € N uma base de H{ () e seja V,, = 01, ©a, - . ., 0] um
subespago de H{ () formado pelos m primeiros vetores base do espago Hi(Q) N H?(Q).

Procura-se uma soluc¢ao aproximada do problema (7.2), dado por:

m

un (2, 1) = up (2,1) =Y di(t) () € Vi (7.3)

7.1 Problema Aproximado

Aproximamos o Problema (7.2) pelo problema de determinar, no espaco das solugoes

Vim, uma fungao u, = up(x,t) tal que

( ouy, ouy, ouy, 83uh .
<E’“’) * (%“’) 2 (“eT“’) - <—8x28t’w) =0

w(0,t) =u(l,t)=0 em Vt>0 (7.4)

| un(y, 0) = vpo(z) em Q=(0,1)

para todo w € V,,.

Integrando por partes temos:

% _ 8_w +2 % + _82uh 8_w -0
at " " D oz Oxot’ Or ) (7.5)

Procuramos uma solugao aproximada do problema (7.5) dada por:
up(z,t) = Z di(t)pi(y) € Vim, (7.6)

Para obtermos a solugao aproximada uy(x,t) € V,, é necessario determinar os coefi-

cientes d;(t). De (7.6) deduzimos:

8uh

B0 =2 da), o (a,t) = >4 %) (7)
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avh Z d 8901

Substituindo (7.6), (7.7) e (7.8) no problema aproximado (7.5) obtemos:

+2 ij d;(t)d; (1) /1 sw(:::)a%jf)sok(x)dx + idg(t) /01 &g‘f) %dx —0, VYk=12.

(7.10)

Reagrupando os termos e definindo as matrizes A, B e E, temos:

A=ay= /01 i(x)or(z)d

B =by = /0 gpl(x)ﬂ(x)dx

Yo Opy
E = e;;(t) = /0 5y (&) (2)de

dpj(z)
ox

Definimos, ainda, o Tensor de 3* ordem B;j; = <gpz(a:)

calculados anteriormente.

Assim,
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(A+ E)d'(t) — Bd(t) + 2B;jd*(t) =0 (7.11)

As matrizes A, B, e E sdo quadradas de ordem m e d = [dy,ds, ..., d,]" é o vetor
incognita.

O sistema de equagoes diferenciais ordinérias a seguir, apds o processo de linearizacao,
serd resolvido pelo Método das Diferencas Finitas.

Consideremos entao o sistema de m equacoes diferenciais ordindrias nos tempos dis-

cretos t,, onde t, =nAt, n=0,1,..N

(A+E)d'(t) + (—B 4 2By)d(t) = 0
d(0) = do,

(7.12)

onde By (t) = (Bijds(t))

Usando diferenga adiantada (5.4) no sistema de equagoes diferenciais (7.12), temos:

dnJrl —qn -
A+E <7> + (=B +2By)(#d" + (1 -6)d") =0
(A+B) (S ) + WO+ (1 - 0)d) -
d(0) = dy
Multiplicando por At e tomando # = —, temos o esquema de Crank-Nicolson:
~ At 1 ~
(A+E)+ (-B+2Bw)5 ) d' = (A4 E) — (~B +2By)) a°
2 (7.14)
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7.2 Simulagoes Numéricas

Nesta secao encontraremos uma solugdo para o problema (7.2).Esta solugao aproxi-
mada depende da condicao inicial e de fronteira que sao estabelecidas para o problema.
Como a priori nao conhecemos essa solucao aproximada, precisamos de um parametro
para verificarmos que a solucao aproximada que encontramos é valida. Para isso

consideremos o problema

(( Ou  Ou ou u
o 2u—

ot Tor T e T amgr —9@t) em Q

w(0,t) =u(l,t) =0 em V>0 (7.15)

| u(z, 0) =up(z) em Q=(0,1)
nas mesmas condigoes de (7.2), onde teremos a fungao forga g(z,t) que funcionard como
esse parametro. Essa forca faz com que haja um equilibrio no problema, e assim podemos

obter uma solugao aproximada e comparar com a solugao exata u(x, t) que serd conhecida.
Exemplo 1
Consideraremos a solu¢ao exata do problema (7.15) como sendo:

u(x,t) = sen (mx) cos(mt) (7.16)

com condic¢ao inicial dada por:

u(z,0) = sen (mx) (7.17)

e os valores de fronteira

u(0,t) =u(l,t) =0 (7.18)
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Figura 7.1: u,(0.5,) e a solucdo exata

Assim , temos que a solugao aproximada encontrada para o problema (7.15) est4 bem
proxima da solucao exata conhecida. Com isso temos a certeza que o método empregado

e a implementagao numérica aplicados estao corretos.

Agora passaremos a estudar o problema (7.2), onde a forca externa é nula.
O grafico apresentado a seguir representa o deslocamento da onda quando a forca

externa é nula com At = 0.05 e h = 0.05.

oo

Figura 7.2
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Figura 7.3
Esta figura representa o grafico de uy(0.5,t) quando a forca externa é nula.

A figura a seguir mostra a posi¢ao da onda para os tempos t =0, 0.5, 0.75 e 1.0

1.2 T T T T
1 T EEEETTITES n
0.8 ]
0.6 |- .
04l o A\ -
0‘2 _// x\_
0 - | | | | 2

Figura 7.4

7.2.1 Convergéncia Numérica

Analisaremos o comportamento do erro da solugao aproximada. A tabela a seguir

mostra o erro, para 6 = 0.5,isto é, o Método de Crank-Nicolson. Fixamos o passo de
1

tempo At = 0.01 e variamos o espacamento h = 7 para m = 11,21,51,101 e 1001
m p—

onde m ¢ o numero de nés do intervalo [0,1].
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At h | Erer;2(0))
0.01] 0.1 0.007553
0.01 | 0.05 0.002876
0.01 | 0.02 0.002766
0.01 | 0.01 0.001934
0.01 | 0.002 0.001010
0.01 | 0.001 0.001001

Fazendo uma comparacao entre a equacao de BBM em um dominio cilindrico e nao
cilindrico,observamos que para a equacao de BBM num dominio cilindrico temos melhores

resultados numéricos, ja que estamos trabalhando com fronteira fixa.
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