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RESUMO

MAFORT, Rodrigo Lamblet. Problemas de Aloca¢do de Pentominos. Rio
de Janeiro, 2008. Dissertacdo (Mestrado em Informética), Universidade
Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2008.

Este trabalho tem como objetivo apresentar os problemas de alocacdo de pento-
minos e desenvolver uma biblioteca de algoritmos que permita lidar computacionalmente
com os mesmos. Um pentomino € uma figura geométrica plana formada por cinco quadra-
dos iguais, denominados minos, conectados entre si de modo que pelo menos um lado de
cada mino coincida com um lado de outro mino qualquer. A alocacido de pentominos em
um tabuleiro d4 origem a interessantes problemas matemaéticos. Dentre os procedimentos
apresentados, deve-se destacar os algoritmos de construcdo de tabuleiros de formato livre
e, em especial, a andlise comparativa efetuada entre as diferentes versdes apresentadas.
Para ilustrar a aplicag@o da biblioteca de algoritmos implementou-se um protétipo de um
jogo baseado em um dos problemas de alocagdo descritos.

Palavras-chave: Pentominos, Poliminos, Problemas de Alocacdo, Algoritmos.



ABSTRACT

MAFORT, Rodrigo Lamblet. Problemas de Aloca¢do de Pentominos. Rio
de Janeiro, 2008. Dissertacdo (Mestrado em Informética), Universidade
Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2008.

The main goal of this dissertation is to present the Pentomino problems and de-
velop a library of procedures for the implementation of these problems. A pentomino
is a plane figure formed by five contiguous squares of the same size. The allocation of
pentominoes on a board can originate interesting mathematical problems. Among the
presented procedures in this work, the free boards’ construction algorithms and the com-
parative analysis of these algorithms must be emphasized. To illustrate the application of
the library of algorithms a prototype of a game based in one of the described allocation
problems was created.

Keywords: Pentominoes, Polyominoes, Allocation Problems , Algorithms.
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1 INTRODUCAO

Poliminos sdo figuras geométricas planas formadas por quadrados iguais, denomi-
nados minos, conectados entre si de modo que pelo menos um lado de cada mino coincida
com um lado de outro mino qualquer. Dependendo do nimero de minos, o polimino re-
cebe uma denominacao diferente. Os nomes para os poliminos que possuem de um a oito
minos sdo respectivamente monomino, domind, trimind, tetromind, pentominol , hexo-
mino, heptomino e octomino. Este trabalho trata de pentominos.

Existem doze pentominos diferentes e estes sdo nomeados usando letras do alfa-
beto latino de acordo com a semelhanga entre o pentomino e a letra, conforme pode ser
visto na Figura 1.1.

FIF I L P P N | T/ T|T Y

FIF | || L PP NN T Y'Y

F I L P N T Y
I L L N Y
I

U u |V W X Z\Z

uuu Vv W|W X XX Z
ViV |V Wi W X Z|Z

Figura 1.1: Pentominos e seus respectivos homes

IPentomino e Pentominoes foram registrados como uma marca comercial de Solomon W. Golomb,
porém em 1982 ela expirou.
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Pentominos ddo origem a interessantes problemas, dentre os quais os de alocagao,
que serdo discutidos no Capitulo 2. Problemas de alocag@o visam dispor x pentominos em
uma determinada superficie, cuja drea deve ser de no minimo 5z minos. Esta superficie é
denominada rabuleiro. Na Figura 1.2, pode-se encontrar uma solucao para o Problema da
Cobertura Exata (alocar doze pentominos distintos em um tabuleiro retangular).

Cobertura Exata

U u N N N W W T T T
u F N N W W T |
u u F F F X W T |
L F X X X |

L L L L Y X |

Y Y Y Y |

Figura 1.2: Exemplo dos Problemas de Alocacao

No restante deste capitulo, serdo apresentados a historia dos pentominos, os prin-
cipais conceitos e os pentocubos. O Capitulo 2 apresentard alguns problemas de alocagdo.
Além disso, serdo expostos alguns jogos decorrentes dos problemas apresentados, como
estes jogos podem ser utilizados com finalidades educacionais e um levantamento dos
sites disponiveis na rede sobre pentominos.

O Capitulo 3 apresentara e discutird algoritmos que permitem a manipula¢ido com-
putacional dos pentominos e seus problemas. Estes algoritmos constituem a contribui¢ao
principal deste trabalho. Para ilustrar a aplicagao destes algoritmos, um protétipo de um
jogo foi desenvolvido, conforme pode ser visto no Capitulo 4.

1.1. Historia

A primeira mencao histérica aos poliminos se refere ao jogo de domind, cuja
origem € a China. Segundo as lendas, o jogo teria sido inventado por um funciondrio do
imperador Hui Tsung. Uma outra versao diz que este foi criado nos anos de 234 a 181
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a.C, quando teria vivido Huang Ming, um soldado-heréi. O dominé € conhecido na China
como “kwat p“ai”, significando “tabletes de 0sso”.

No ocidente, hd indicios da existéncia do dominé no século XVIII, quando teria
sido introduzido na Inglaterra e Italia pelos viajantes da época. Ainda outra versdo afirma
que o jogo apareceu espontaneamente em diversas partes do globo.

Em 1954, os poliminos foram introduzidos aos matematicos quando Golomb|1]
escreveu um artigo conceituando toda a familia dos poliminos, apresentando também os
problemas decorrentes de cada um, tais como a cobertura de um tabuleiro de xadrez com
dominds e a cobertura de superficies com hexominos.

Em 1957, os poliminos se tornaram mundialmente famosos quando Gardner[2]
escreveu sobre eles em sua coluna na revista Scientific American, criando uma febre en-
tre os leitores. Foram apresentados nesse artigo problemas que até hoje sdo estudados,
como o Problema da Cobertura Exata. Além desses, Gardner expds problemas menos
conhecidos, como o Problema da Triplicacio e o Jogo do Ultimo Encaixe. Um tabuleiro
em particular chamou a atencio de todos: um tabuleiro de dimensdes de 8x8 com quatro
furos. O grande questionamento € se todos os tabuleiros deste tipo sdo passiveis de cober-
tura (descartando os 6bvios, como os tabuleiros com divisdes onde nenhum pentomino
poderia ser alocado). Além disso, Golomb afirma a Gardner que ninguém havia conse-
guido obter uma férmula para o nimero de n-ominos como uma fun¢do de n, problema
em aberto até hoje.

A primeira publicacio que ligou algoritmos aos pentominos foi em 1958, quando
Scott[3] apresentou algoritmos backtracking que resolviam problemas de alocagdo, inclu-
sive os tabuleiros de dimensdes de 8x8 com quatro furos. O artigo mostra detalhadamente
os algoritmos e as podas que podem ser feitas na arvore de probabilidades. Outro artigo
contendo algoritmos que resolvem problemas de alocacdo foi publicado em 1965 por
Fletcher[4]. Diferentemente de Scott, Fletcher apresenta uma maneira de implementar os
algoritmos utilizando macros.

Em 1975, um outro artigo utilizou os pentominos como exemplos da aplicagdo
de algoritmos backtracking, quando Bitner e Reingold[5] apresentam outras técnicas de
implementagao.

Pentominos t€ém sido bastante utilizados na drea da educagdao. Em 1990, Tracy e
Eckart[6] fizeram uma das primeiras sugestdes de uso de pentominos na educacdo. Em
seu artigo afirmam que o uso destes nas escolas traz beneficios, tais como o aprimora-
mento da capacidade de resolu¢do de problemas e da visdo espacial, dentre outros. Ou-
tras possiveis utilizacdes dos pentominos na educagdo foram propostas por Onslow[7],
tais como a pratica da contagem de perimetros e da visdo de congruéncia.

Em 1994, Golomb[8] publicou um livro sobre os poliminos, apresentando toda a
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familia e as no¢des matemadticas que a suportam.

Em 1996, Orman([9] apresentou provas de que, no jogo do Ultimo Encaixe, o
primeiro jogador sempre vence, desde que jogue de maneira 6tima, o que inclui uma
determinada ordem na alocagao.

Outro interessante problema decorrente dos pentominos foi abordado por Anstrei-
cher [10] em 1999. Este problema, denominado Problema da Exclusdo de Pentominos,
busca cobrir uma determinada superficie com monominos de maneira a ndo permitir que
nenhum pentomino possa ser alocado. Anstreicher prova que sdo necessdrios vinte e
quatro monominos necessarios para impossibilitar a alocacdo de um pentomino em uma
superficie de dimensdes 8x8.

No ano 2000, Knuth[11] apresentou, em seu artigo, uma técnica que permite me-
lhorar a eficiéncia dos algoritmos backtracking. Um dos exemplos é um algoritmo que
visa resolver problemas de alocacdo de pentominos.

Um interessante problema de alocacdo foi proposto por Koth e Grosser[12], cujo
objetivo € cobrir paralelogramos “dentados” de drea sessenta com doze pentominos dis-
tintos. Este problema serd melhor conceituado na Secdo 2.5.

Em 2007, Larsen[13] apresentou um novo jogo baseado em pentominos, deno-
minado Battleships. Neste jogo, inicialmente um jogador deve cobrir um tabuleiro de
dimensdes 8x8 com quatro furos, armazenando esta cobertura sem que o primeiro joga-
dor a veja. Posteriormente, o primeiro jogador deve escolher quatro posi¢des do tabuleiro.
O segundo jogador deve entdo dizer ao primeiro quais minos correspondem as posicoes
escolhidas. O jogo segue até que o primeiro jogador consiga descobrir a cobertura efetu-
ada. Quanto menos posicoes lhe forem reveladas melhor € a sua pontuagdo.

Gravier et al.[14] apresenta em seu artigo, publicado em 2007, uma generalizagao
do Problema da Exclusdao de Pentominos em grafos. Esta generaliza¢do visa descobrir
o menor nimero de vértices que devem ser removidos de um grafo (G, de maneira que
todas as componentes isoladas restantes tenham cardinalidade de no méximo um valor x
pedido. Além disso, o autor prova que este € um problema NP-Completo.

1.2. Introducio aos pentominos

Como foi dito, existem doze pentominos distintos, cada um nomeado de acordo
com a sua semelhanga com uma letra do alfabeto latino, como visto na Figura 1.1.

A cada pentomino podem-se aplicar transformacdes, isto €, maneiras de obter ou-
tros esquemas do pentomino. A fun¢do destas transformagdes é adequar um pentomino
qualquer a um espaco. E importante dizer que as transformacdes nio alteram as adjacén-
cias entre os minos e um esquema diferente ndo constitui um pentomino diferente, mas
apenas uma outra forma de representd-lo. Existem duas transformacgdes que podem ser
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aplicadas aos pentominos, que sao as rotagoes e os espelhamentos.

As rotacdes sdo giros de noventa graus em sentido horario. Um exemplo de rota-
cdo pode ser encontrado na Figura 1.3. Rota¢des podem ser aplicadas sucessivamente.

L L{L

L L L
Rotacéo Rotacéo Rotacao

L—— L|L|L|L—>L—— L|L|L|L

L|L L

Rotacao

Figura 1.3: Exemplo de rotacao

Existem dois tipos distintos de espelhamentos: horizontais e verticais. Nos hori-
zontais, considera-se um espelho virtual no eixo horizontal, ou seja, no eixo X. A partir
dai, o pentomino espelhado € a reflexdo do pentomino original. Quanto ao vertical, a
unica diferenca € a posi¢ao do espelho, que estd situado no eixo vertical (eixo y). Assim
como as rotacdes, os espelhamentos também podem ser aplicados sucessivamente.

Na Figura 1.4, apresenta-se um exemplo do espelhamento horizontal e na
Figura 1.5, o espelhamento vertical.
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Espelho

Espelho
Figura 1.4: Exemplo de espelha- Figura 1.5: Exemplo de espelha-
mento horizontal mento vertical

Cada pentomino tem varios esquemas obtidos pela aplicacdo de sucessivas rota-
coes e espelhamentos. A Tabela 1.1 apresenta o nimero de esquemas distintos de cada
pentomino.

Pentomino | Rotacdes | Espelhamento | Total
F 4 4 8
I 2 0 2
L 4 4 8
p 4 4 8
N 4 4 8
T 4 0 4
U 4 0 4
\Y% 4 0 4

W 4 0 4
X 1 0 1
Y 4 4 8
Z 2 2 4

Tabela 1.1: 63 possiveis esquemas de pentominos
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Todos os esquemas dos pentominos podem ser obtidos através de rotacdes e espe-
lhamentos horizontais. A Tabela 1.2 apresenta uma ordem de transformagdes para cada
pentomino que permite obter todos os esquemas deste. Existem diversas ordens que per-
mitem obter os mesmos esquemas.

Transformacgao

Pentomino | 1¢ | 2% | 3% | 4% | 5* | 6% | 7¢

F R|IR|R/ H|R|R|R

I R

L R|IR|R/ H|R|R|R

P R|IR|R/ H|R|R|R

N R|IR|R/ H|R|R|R

T R|R|R

U R|R|R

\Y% R | R |R

w R|R|R

X

Y R|IR|R/ H|R|R|R

Z R|H|R

Tabela 1.2: Seqliéncia de transformacoes para obtencao de todos os esquemas

E importante destacar que a ordem na qual as transformagdes sio efetuadas resulta
em esquemas diferentes. A Figura 1.6 ilustra um caso onde foram aplicadas seis rotacdes

e um espelhamento horizontal em duas ordens distintas.

F

F|F

F

F

RRRHRRR

F

F

F

RRRRRRH

Figura 1.6: Exemplos de esquemas diferentes obtidos pelo mesmo numero de

transformacoées




1. INTRODUCAO 23

1.3. Pentocubos

Até o momento, foram descritos apenas problemas que envolvem figuras planas,
porém os pentominos podem ser utilizados em problemas 3D, bastando adicionar uma
dimensao a cada mino. Portanto, cada mino serd um cubo, e cada pentocubo serd consti-
tuido de cinco minos (cubos).

Assim como 0s pentominos planos tém drea cinco, os pentominos 3D tém volume
cinco, ou seja, a superficie que os contera deve ter volume cento e quarenta e cinco.

Além dos doze pentocubos que simplesmente adicionam uma dimensao aos pen-
tominos conhecidos, dezessete novos pentocubos foram obtidos, uma vez que minos po-
dem ser colocados em posicdes antes ndo consideradas. A Figura 1.7> apresenta estes
dezessete novos pentocubos. Sendo assim, existem vinte € nove pentocubos.

Figura 1.7: 17 novos pentocubos

Além dos movimentos de rotacdo e espelhamento, os pentominos 3D também
podem ser rotacionados no eixo Z, o que garante mais esquemas.

Fonte: http://www.recmath.com/PolyPages/PolyPages/Pictures1/pentacubes.gif. Acesso em: 07 out.
de 2008



2 PROBLEMAS DE ALOCACAO

A alocagdo de pentominos em superficies pré-determinadas déd origem a interes-
santes problemas, descritos neste capitulo. Serdo apresentados alguns problemas de alo-
cacdo, tais como a Cobertura Exata e o Problema dos 20.

Inicialmente, serdo apresentadas caracteristicas que permitem uma melhor com-
preensdo dos problemas. Na Sec¢do 2.6, serdo expostos jogos que decorrem dos proble-
mas de alocacdo. Em seguida, os aspectos educacionais dos jogos serdo tratados. Na
Secdo 2.8, encontram-se alguns sites interessantes sobre os pentominos.

Como foi dito na Sec¢do 1.1, o primeiro artigo que apresentou os problemas de alo-
cacdo foi publicado em 1954 por Golomb[1]. Neste artigo, Golomb mostra um tabuleiro
de dimensdes 8x8 que deve ser coberto utilizando-se doze pentominos € um tetromino.
Posteriormente, em 1957, Gardner[2] expde outros problemas de cobertura exata de pen-
tominos, como o Problema da Triplicacdo, o problema do tabuleiro 8x8 com quatro furos
e 0 Jogo do Ultimo Encaixe. A primeira mencio conhecida ao Problema dos 20 data de
1994, quando Golomb[8] apresentou sua defini¢do em seu livro.

Antes de apresentar os problemas de alocacdo, € necessario definir algumas carac-
teristicas peculiares aos mesmos que permitirdo melhor compreendé-los.

2.1. Caracteristicas dos problemas

Foram definidas quatro caracteristicas comuns a todos os problemas de alocacao.
Sao estas:
1. Cardinalidade do conjunto:

e Todos os 12 devem ser dispostos.
e Somente um subconjunto deve ser disposto.
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2. Repetigdes:

e Sdo permitidas, isto €, cada pentomino pode ser disposto varias vezes.

e Sdo proibidas, ou seja, cada pentomino s6 pode ser alocado no maximo
uma vez.

3. Cobertura:

e O tabuleiro deve ser totalmente coberto, ou seja, ndo existirdo espagos
vazios no final da cobertura.

e Sdo permitidas dreas vazias no final da cobertura, isto €, sdo permitidos
espacos sem pentominos alocados.

4. Forma do tabuleiro:

e Exata, o contorno externo € previamente conhecido, com forma regular.

e Livre, isto é, seu contorno externo permite depressoes e elevagdes e em
seu interior sdo permitidos orificios.

Deve-se ressaltar que a interdependéncia de caracteristicas € possivel. Por exem-
plo, se um tabuleiro cuja drea é maior que sessenta unidades deve ser totalmente coberto,
repeticoes precisam ser permitidas.

Os problemas descritos nas proximas se¢des serdao definidos seguindo as caracte-
risticas apresentadas.

2.2. Cobertura Exata de Superficies

O objetivo deste problema é cobrir toda uma superficie, dada como entrada, com
exatamente todos os pentominos, sem repeti¢cdes. Tal problema exige, entdo, que todos os
doze pentominos sejam alocados, sem repeti¢des, de maneira que o tabuleiro, de formato
exato, fique totalmente coberto.

Na Figura 2.1, podem-se encontrar um exemplo de tabuleiro retangular e uma de
suas coberturas.
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Tabuleiro de 10x6

| X | X | X

<|<|=<]|=<

clclz|z|z|ls|=s| 4|44

Vazio Preenchido

Figura 2.1: Exemplo da Cobertura Exata

Uma observacdo importante é a drea da superficie que, para a cobertura exata,
deve ser igual a sessenta unidades, uma vez que cada pentomino utiliza cinco unidades e
existem doze pentominos a serem alocados. Somente para as superficies exatas e retan-
gulares podem-se enumerar todas as possibilidades de dimensdes, que sado:

-3x20
-4x15
-5x12
- 6x10

Claramente as superficies retangulares de 1 x 60 e 2 x 30 ndo podem ser cobertas,
uma vez que existem pentominos que nao se encaixariam.

Uma outra vertente desse problema busca encontrar todas as solu¢des para uma
determinada entrada, e ndo apenas uma, ou provar que nao existe solu¢iao. O algoritmo
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para resolver este problema claramente é um algoritmo backtracking. Para esta vertente é
possivel enumerar todas as solu¢des de cada tabuleiro. A Tabela 2.1 apresenta o nimero
de coberturas possiveis para cada tabuleiro exato e retangular, segundo Fletcher[4].

Tabuleiro | Solugdes
20x3 2
15x4 368
12x5 1010
10x6 2339

Tabela 2.1: Numero de solugées de cada tabuleiro retangular

O Problema da Cobertura Exata inicialmente foi proposto por Golomb em 1954
[1]. Além disso, este problema € a base de um jogo computacional, conhecido como o
Jogo do Ultimo Encaixe. Este jogo também foi proposto e comercializado por Golomb
com o nome de Pentominoes. Em 1996, Orman[9] provou em seu artigo que neste jogo o
primeiro jogador sempre vence, desde que jogue de maneira otima.

Um outro problema baseado neste foi abordado por Scott [3]. Neste caso o ta-
buleiro € uma superficie de dimensdes 8x8 com um furo de dimensdes 2x2 no centro.
Dado este tabuleiro, o objetivo € descobrir todas as coberturas possiveis. Para sua resolu-
cdo, foi criado um algoritmo backtracking. Tal algoritmo € um dos primeiros algoritmos
backtracking conhecidos. Posteriormente, outros tabuleiros com furos aleatérios também
foram estudados. No ano 2000, um novo algoritmo backtracking que resolve este pro-
blema em segundos foi proposto por Knuth [11].

2.3. Problema dos 20

Um outro problema de alocagdo conhecido é o Problema dos 20. Seu nome ¢é
devido a divisao do conjunto de pentominos em trés conjuntos distintos de quatro pen-
tominos e, como cada pentomino tem &rea cinco, o tabuleiro ocupado por cada conjunto
tem drea total igual a vinte.

Este problema visa cobrir totalmente trés tabuleiros iguais, de formato livre e pre-
viamente fornecidos (a) com trés conjuntos de quatro pentominos distintos, um de cada
vez (b), sem repeticdes. A Figura 2.2 exemplifica este processo.

Deve-se acrescentar que a interse¢do dois a dois dos conjuntos de pentominos que
constituem o Problema dos 20 € vazia e a unido dos mesmos resulta no conjunto de todos
0s pentominos.
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a)
Dado um tabuleiro, preencha-o com
trés conjuntos de quatro pentominos.

V| V|V

VIZ|V|W|[|W

VIVIW|IW|NIN/|[N

VIV W|N

UuluU]|X

Uujpxi|X b) Resultado:
O tabuleiro foi preenchido com trés

UujuiX Y'Y conjuntos de quatro pentominos
distintos.

I I I I I

L{L]|F

LIF|F|F|T

LIP|PIE|T|T|T

L{P|P|P|T

Figura 2.2: Exemplo do Processo do Problema dos 20

Como foi dito anteriormente, os pentominos sdo divididos em trés grupos que
serdo utilizados para cobrir trés tabuleiros idénticos. Existem casos onde o tabuleiro ndao
permite trés coberturas distintas. A Figura 2.3 mostra um desses tabuleiros.
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Figura 2.3: Exemplo de tabuleiro que nao permite 3 coberturas

No tabuleiro da Figura 2.3, h4 posicoes criticas, escurecidas na figura, cujo for-
mato sé pode ser coberto por pentominos especificos que, no caso, sao o pentomino N e o
pentomino W. Sendo assim, existirdo apenas duas coberturas. Na primeira, o pentomino
N ocupard a posic¢ao critica e na outra o W ocupar4.

A Figura 2.4! mostra exemplos de tabuleiros cobertos. Como se pode perceber,
nao existem exigéncias quanto a forma do contorno fornecido.

Uma variacdo do Problema dos 20 é o Problema dos 30 que se diferencia do
primeiro apenas no nimero de pentominos de cada subconjunto, ou seja, o Problema dos
30 tem dois conjuntos de seis pentominos, enquanto o Problema dos 20 tem trés conjuntos
de quatro pentominos.

2.4. Problema da Triplicacao

Outro problema de alocacdo menos conhecido é o problema da triplicagdo, no qual
dado um pentomino qualquer A, deve-se cobrir totalmente a forma triplicada de A com
nove pentominos distintos dentre os onze restantes.

A Figura 2.5 apresenta as formas triplicadas dos pentominos W e P j4 preenchidas.

'Fonte: http://pentomino.wirisonline.net/bestanden/20p/image001.gif. Modificada. Acesso em: 07 out.
de 2008
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U

ZZ[X|X]|X

VIN|N|N|X
VIVI|IV|[N|[N

\Y,

T

PPLL|LL

Z|Z[U|U]|U

PIP|Z]|Zz

Exemplos do Problema dos 20

Figura 2.4
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Figura 2.5: Exemplo do Problema da Triplicacéo

Este problema € proposto por Golomb[8] em 1994. Existe uma variacdo do mesmo
que difere do original apenas pela forma a ser coberta. Enquanto o problema original tri-
plica a forma do pentomino, esta varia¢do visa cobrir a forma duplicada deste utilizando
quatro pentominos dos onze disponiveis. Deve-se observar que os tabuleiros com o for-
mato dos pentominos X e V duplicados ndo possuem coberturas possiveis.

2.5. Cobertura de Paralelogramos Dentados

Neste problema, proposto por Koth e Grosser[12], deve-se cobrir totalmente um
paralelogramo “dentado” de drea sessenta com doze pentominos distintos. A drea de um
paralelogramo € calculada através de uma multiplica¢@o de sua base b por sua altura h. Ja
nos paralelogramos “dentados”, a drea € obtida através da multiplicagdo de sua base b, o
nimero de “dentes” d e a altura desses “dentes” s, isto €, Area =60 =bxh =bxd*s.
Nota-se que os valores de b, d e s devem ser multiplos de sessenta. No artigo de Koth e
Grosser, podem-se encontrar todas as variagdes possiveis de paralelogramos “dentados”.

A Figura 2.6 ilustra dois paralelogramos “dentados”. As dimensdes (b, d, s) do
primeiro sdo (10, 6, 1), enquanto as do segundo, (6,2, 5).
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X
X | X
W|F X
W w
W W P
EEEERERER:
=
TIT/7T Y
T HRYY
:;‘“LY
Ll L|L Py
N|N/|N
NIN|F|F
U u FIF IV
U FlvV
u u VARARY,

Figura 2.6: Exemplos de paralelogramos “dentados”

2.6. Jogos decorrentes dos problemas

Diversos jogos se encontram disponiveis na rede. Na Secdo 2.8, encontram-se al-
guns enderecos. Alguns dos jogos apresentados t€m aplicacdes educacionais. A Sec¢do 2.7
mostra alguns beneficios causados por tal aplicagao.
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Jogo da Cobertura Exata de Superficie

Nuamero de Jogadores: 1

Objetivo: Encaixar todos os pentominos em um tabuleiro conhecido de tamanho igual a
sessenta unidades (espago ocupado por todos os pentominos).

Regra: E permitido aplicar a cada pentomino as operacdes de rotacio e espelhamento de
maneira a encontrar o esquema que encaixe nos espagos vazios.

Jogo do Ultimo Encaixe

A partir do Problema da Cobertura Exata, pode-se obter um jogo conhecido como
o Jogo do Ultimo Encaixe. Neste jogo, existem dois ou mais usudrios que, a cada rodada,
tentam alocar um pentomino de maneira a ocupar o maior espago possivel. Nele, perde
o jogador que ndo conseguir alocar um pentomino. A Figura 2.7 apresenta um tabuleiro
totalmente coberto, utilizando cinco pentominos. Pode-se perceber que nenhum outro
pentomino pode ser alocado. Golomb [1] afirma que cinco é o menor nimero de pento-
minos que podem cobrir um tabuleiro de modo que nenhum outro pentomino possa ser
alocado.

C

<|=<|=<|=<

V
V |

Figura 2.7: Exemplo do Jogo do Ultimo Encaixe

Pode-se notar que a cobertura obtida pode conter os doze pentominos, resultando
assim em um problema de cobertura exata. Neste caso, o vencedor serd sempre o tltimo
jogador.
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Nuamero de Jogadores: 2 ou mais.

Objetivo: Ser o dltimo jogador a efetuar uma alocagao no tabuleiro.

Regra: A cada pentomino podem ser aplicados operacdes de rotacio e espelhamento de
maneira a encontrar 0 esquema que encaixe nos espacos vazios. Cada jogador
efetua um encaixe e entdo passa a jogada para os outros jogadores que também
devem fazer um encaixe. A partir dai, essa operacdo se repete até que nao seja
possivel encaixar mais pecas €, neste caso, esse jogador € considerado o perdedor.

Jogo dos 20

Assim como no Problema dos 20, o jogo automaticamente constréi um tabuleiro
aglutinando quatro pentominos e o fornece ao usudrio que deve preenché-lo, usando os
pentominos ndo utilizados.

Nuamero de Jogadores: 1 ou mais.

Objetivo: Cobrir um tabuleiro dado com trés conjuntos de quatro pentominos distintos.

Regra: Dado um tabuleiro, deve-se cobri-lo utilizando quatro pentominos distintos. Apés
essa cobertura, estes pentominos sdo excluidos do conjunto dos pentominos que
podem ser utilizados na proxima cobertura. Dados os pentominos restantes, deve-
se cobrir o tabuleiro mais uma vez. Apds isso, existem apenas quatro pentominos
disponiveis. Deve-se cobrir outra vez este tabuleiro com estes quatro pentomi-
nos restantes. Se, em um determinado momento, uma cobertura nao for possivel,
pode-se retornar a uma cobertura anterior, esvazid-la e refazé-la, utilizando novos
pentominos.

Jogo dos 30

Este jogo utiliza-se de todas as regras definidas para o Jogo dos 20. Sua unica
diferenca, conforme definido no Capitulo 2, € o nimero de pentominos que, no Problema
dos 20, sdo quatro e, no Problema dos 30, sao seis.

2.7. Jogos educacionais

A utilizacdo de jogos educacionais que envolvem pentominos tem como obje-
tivo o desenvolvimento do raciocinio l6gico e geométrico, isto €, o desenvolvimento de
habilidades de visualiza¢do e percep¢do de figuras geométricas. Além disso, os jogos
envolvem a prética de relacdes espaciais e a criacao de estratégias de resolucdo de pro-
blemas, desenvolvendo assim as capacidades de visualizacdo, de percepcao espacial, de
andlise e criatividade. Com isso, o jogador terd um pensamento mais analitico e dedutivo.
Uma das primeiras sugestdes de uso de jogos que envolvem pentominos data de 1990,
quando Tracy e Eckart[6] apresentaram os beneficios de sua aplicacdo. Ainda em 1990,
Onslow[7] apresentou outras sugestoes de atividades baseadas nos pentominos e seus be-
neficios, tais como a melhoria na percepg¢do espacial e o desenvolvimento da capacidade
l6gica.
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2.8. Recursos na rede

Sdo muitos os recursos disponiveis na rede sobre pentominos. Nesta se¢do serao
apresentados jogos decorrentes de pentominos na rede e algumas pédginas interessantes. O
ultimo acesso a estes sitios aconteceu no dia 8 de outubro de 2008. A maioria das piginas
apresentadas estd em inglés.

Jogos Disponiveis

Na Secdo 2.6, foram apresentadas a descricdo e as regras de alguns jogos de-
correntes de pentominos. Alguns destes jogos ja foram implementados e se encontram
disponiveis na rede. A seguir, alguns destes serdo exibidos.

Polyominoes

Disponivel em: http://www.kevingong.com/Polyominoes/.

Este jogo foi desenvolvido por Kelvin L. Gong e engloba dois jogos distintos: o
Jogo do Ultimo Encaixe e o Jogo da Cobertura Exata de Superficies.

O Jogo do Ultimo Encaixe pode ser utilizado de duas maneiras neste aplicativo.
Na primeira, ndo existe disputa e para ganhar basta ser o Gltimo a encaixar um pentomino.
Ja a segunda possibilidade consiste em um pdodio entre o computador e o jogador.

O Jogo da Cobertura Exata também pode ser jogado de duas maneiras distintas.
Na primeira, o aplicativo cria uma superficie e pede que o jogador a preencha de pentomi-
nos. Na outra, o jogador deve tentar encaixar o menor nimero de pentominos, de maneira
a ndo permitir que sejam colocados mais pentominos.

Este jogo esta disponivel para download e para jogos on-line, bastando escolher a
opg¢ao “Java Version”.

Tetris

Disponivel em: http://clickjogos.uol.com.br/Jogos-online/Classicos/Tetris/.

A definicdo original do jogo envolvia apenas tetrominos, porém existem algumas
versOes mais atuais que envolvem os pentominos. O jogo Tetris surgiu em 1985 na Russia.

Basicamente, o jogo de Tetris visa a constru¢@o de linhas horizontais ininterruptas.
Para que estas linhas sejam formadas, as pecas (tetrominos ou pentominos) caem € sao
guiadas pelo jogador, que pode rotacionar ou espelhar as pecas para que estas se encaixem.
Quando uma linha inteira € completada, esta é retirada e o jogador recebe pontos. O fim
do jogo acontece quando as pecas chegam ao topo da superficie determinada.
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Chasing Vermeer

Disponivel em: http://www.pentomino.nl/main.asp?action=download

Este é um jogo baseado na cobertura exata de superficies, porém as superficies
podem ter tamanhos diferentes das sessenta unidades. Quando a superficie tem tamanho
inferior a sessenta podem sobrar pentominos sem implicar falha.

Sites sobre pentominos

Serdo apresentadas algumas paginas disponiveis na rede sobre pentominos. Ini-
cialmente serdo expostos sitios focados na definicdo dos pentominos e dos problemas
decorrentes.

http://en.wikipedia.org/wiki/Pentomino

P4gina muito completa, contendo todas as definicdes importantes, tanto dos pro-
blemas que envolvem pentominos quanto de toda a familia de poliminos.

http://pentomino.wirisonline.net/indexe.html

Excelente pagina sobre os pentominos. Descreve detalhadamente a maioria dos
problemas de alocag@o conhecidos, como, por exemplo, o Problema dos 20. Este sitio
apresenta também algumas aplica¢des educacionais dos pentominos.

http://www.mathematische-basteleien.de/pentominos.htm

Define os pentominos e seus problemas. Entre estes problemas existem alguns
incomuns, como o Problema do Anel, no qual se busca encontrar o maior anel fechado
formado pelos doze pentominos. Outro problema apresentado € o Problema da Cobertura
de Figuras Furadas, isto €, cobrir uma figura com diversos furos com os doze pentominos
sem repeti¢oes.

http://www.andrews.edu/ calkins/math/pentos.htm

Texto muito bom sobre os pentominos, bem explicado e com boas referéncias.
Apresenta detalhadamente todas as definicdes importantes para a compreensao do tema.
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http://www.recmath.com/PolyPages/index.htm

Apresenta os poliminos, inclusive os 3D(policubos). Além disso, este sitio tam-
bém expde outras figuras geométricas bastante incomuns, como os Octacubos

http://www.gamepuzzles.com/polyintr.htm

Pé4gina pertencente a uma empresa que fabrica jogos baseados em pentominos.
Apresenta toda a histéria dos pentominos e referéncias importantes de maneira extrema-
mente detalhada.

http://www.ericharshbarger.org/pentominoes/

P4gina bastante interessante, pois apresenta alguns problemas incomuns, tais
como o maior perimetro possivel para um aglutinado.

http://www.monmouth.com/ colonel/pentodd/

Apresenta a definicdo de um novo problema, que consiste em formar figuras si-
métricas com um nimero impar de pentominos, isto €, formar figura com algum eixo de
simetria. Como exemplo pode-se considerar o pentomino I, que apresenta simetria lateral
e € constituido de apenas um pentomino.

http://www.ericharshbarger.org/lego/pentominoes.html

Apresenta a utilizagdo de pecas de Lego para construir os doze pentominos. Além
disso, expoe diversas outras construgdes feitas com Lego, como, por exemplo, um tabu-
leiro de xadrez.
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http://www.sasked.gov.sk.ca/docs/midlmath/g842note.html

Apresenta possibilidades do uso de pentominos na educacdo de geometria, tais
como a pratica da visdo de congruéncia e simetria, entre outras.

http://www.cimt.plymouth.ac.uk/resources/puzzles/pentoes/pentoint.htm

Esta pagina mostra alguns dos problemas ji apresentados de maneira ilustrada,
inclusive o Problema da Triplica¢do e Duplicagao.

A partir de agora, serdo apresentados sites voltados a jogos baseados nos pento-
minos.

http://www.fwend.com/pentomino.htm

Apresenta um jogo online de cobertura de tabuleiros. Os tabuleiros sdo pré-
estabelecidos e divididos em niveis de dificuldade. O usudrio deve cobrir os tabuleiros
sem deixar espacos vazios € sem repetir pentominos.

http://kevingong.com/Polyominoes

Apresenta o jogo Polyominoes. No jogo o usudrio deve alocar um nimero pré-
determinado de pentominos em tabuleiros também pré-terminados.

As paginas apresentadas a seguir t€ém como objetivo cobrir tabuleiros
computacionalmente.

http://www.xs4all.nl/ gp/PolyominoSolver/Polyomino.html

Apresenta um programa que cobre tabuleiros expostos e previamente criados com
poliminos.
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http://math.hws.edu/xJava/PentominosSolver/

Este sitio contém um aplicativo que visa cobrir tabuleiros exatos de dimensdes
diversas.



3 ALGORITMOS BASICOS DE MANIPULAGCAO

Geralmente, os problemas e jogos que envolvem pentominos consideram a aloca-
cdo de pentominos em tabuleiros. Para a implementa¢do computacional destes problemas
e jogos, precisam ser desenvolvidos procedimentos responsdveis pela aplicagcao de trans-
formagdes aos pentominos, constru¢ido de tabuleiros e a disposicdo destes pentominos
nestes tabuleiros.

O conjunto de transformacgdes vdlidas é composto de rotacdes e espelhamentos
horizontais e verticais. Ja a disposi¢do de pentominos engloba a alocagdo, validagio,
remog¢do e movimentacdo dos mesmos. A construcdo de tabuleiros é responsdvel por
preparar os tabuleiros que serdo utilizados.

Sendo assim, existem trés classes de procedimentos, que sado:

- transformacdes de pentominos;
- disposi¢do de pentominos em tabuleiros;
- construgdo de tabuleiros.

Para lidar com estes procedimentos computacionalmente, é necessario criar es-
truturas de dados para armazenar pentominos e tabuleiros. A Secdo 3.1, apresenta estas
estruturas. Em seguida, na Secao 3.2, os procedimentos que permitem aplicar transforma-
coes aos pentominos sao mostrados. Na Secao 3.3, sdo expostos algoritmos que permitem
a alocacdo e a remocdo de pentominos em tabuleiros. A Se¢do 3.4 exibe um algoritmo
para a construcao de tabuleiros de forma exata. A Secdo 3.5 apresenta quatro versoes de
um algoritmo de constru¢do de tabuleiros de formato livre e uma anélise comparativa dos
mesmos.

3.1. Estruturas de dados

A estrutura de dados utilizada para representar cada pentomino € um vetor de
cinco posicdes, onde cada posicao € um registro com duas varidveis inteiras denominadas
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x e y. O nimero de posi¢des se deve ao nimero de minos, que é cinco. Este vetor que
representa computacionalmente o pentomino é denominado v Posicoes.

Cada posig¢do do vetor corresponde a um mino do pentomino, e os valores de x e y
dessa posicdo do vetor armazenam a posicdo deste mino no plano. E importante destacar
que o eixo x cresce para a direita e o eixo y cresce para baixo, o que implica que a posi¢ao
(0,0) esteja no canto superior esquerdo.

A Figura 3.1 exemplifica esta estrutura de dados.

w

Figura 3.1: Exemplo da representacdao computacional de um esquema do Pento-
mino F

A representacdo computacional do tabuleiro utiliza uma 4rea de trabalho, drea esta
que contém o tabuleiro. A area de trabalho € uma matriz quadrada, cujos lados devem
ter tamanho suficientemente grande para armazenar o maior tabuleiro possivel para aquele
determinado problema.

Para o Problema dos 20, a matriz deve ter dimensdes iguais a trinta e quatro unida-
des, uma vez que este € o dobro do comprimento do maior tabuleiro formado por quatro
pentominos, ilustrado na Figura 3.2. Entretanto, para melhor visualizacido, os exemplos
deste capitulo t&ém tabuleiros com dimensdes menores.
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Figura 3.2: Maior cadeia de 4 pentominos

Cada posi¢do da area de trabalho recebe um caracter “b” quando a posi¢ao estd
vazia e pertence ao tabuleiro, “0”(zero) quando ndo pertence ao tabuleiro, ou o nome do
pentomino alocado na posigao.

A Figura 3.3 exemplifica essa representacao computacional.
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Figura 3.3: Exemplo da representacao computacional do tabuleiro

3.2. Transformacoes de pentominos
Existem trés transformacdes de pentominos:

- rotacoes;
- espelhamentos horizontais;
- espelhamentos verticais.

Os procedimentos que implementam as transformagdes t€m como entrada o para-
metro pento, que representa o pentomino a ser transformado.
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Rotacgdes sdao giros de 90° em sentido horario aplicados a pentominos. Com-
putacionalmente, sua execugao altera os valores de x e y de cada posi¢dao do vetor que
representa o pentomino e sua implementacio pode ser vista no procedimento a seguir.

Algoritmo 1 Procedimento Rotacionar(pento)

(o)

% Seja MAXy o maior valor de y contido no vetor;
parai:=1 até 5 faca

old.x := pento.vPosicoes|i].x;

old.y := pento.vPosicoesli].y;

pento.vPosicoes|i].x == MAXy — old.y;

pento.vPosicoes|i].y := old.x;

A complexidade desse algoritmo é O(1). A Figura 3.4 ilustra a sua execugao.

0o * 1 2
% 1
0 a b 3 y 0
% 2
] W i
1 S I]
¥ c d c v 1
% 1
d ¥ 1
2 a L 1
=] W 2
Y
0o * 1 2
% 2
0 c a y 1
% 2
] W 2
% 1
y 1 e d a C ¥ 0
% 1
d W 1
% 0
2 b E Y 1
Y

Figura 3.4: Exemplo de aplicacao do algoritmo de rotacao



3. ALGORITMOS BASICOS DE MANIPULACAO 44

Espelhamentos visam obter a reflexdo dos pentominos utilizando espelhos virtuais
e sdo classificados como horizontais e verticais de acordo com a posicao do espelho.

No vertical, o espelho se localiza no eixo y (vertical) e o pentomino espelhado € a
reflexdo do pentomino original. O procedimento € visto a seguir.

Algoritmo 2 Procedimento Espelhar_V (pento)
% Seja MAXx o maior valor de z contido no vetor;
para::=1 até 5 faca

old.x := pento.vPosicoes|i].x;

old.y := pento.vPosicoesli].y;

pento.vPosicoes|i].x == MAXx — old.x;

pento.vPosicoes|i].y := old.y;

A Figura 3.5 mostra um exemplo da aplicacao desse algoritmo.
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Figura 3.5: Exemplo de aplicacao do algoritmo de espelhamento vertical

Ja no espelhamento horizontal, o espelho estd situado no eixo z (horizontal). Sua
implementagdo pode ser encontrada no Algoritmo 3.

Algoritmo 3 Procedimento Fspelhar_H (pento)

o)

% Seja MAXy o maior valor de y contido no vetor;
parai:=1 até 5 faca

old.x := pento.vPosicoes|i|.x;

old.y := pento.vPosicoesli].y;

pento.vPosicoes|i].x = old.x;

pento.vPosicoesli].y := MAXy — old.y;

A Figura 3.6 mostra um exemplo da aplicacao desse algoritmo.
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Figura 3.6: Exemplo de aplicacao do algoritmo de espelhamento horizontal

Ambos os algoritmos tém complexidade O(1).

3.3. Disposicao de pentominos no tabuleiro

Nesta secdo sdo apresentados algoritmos que permitem dispor os pentominos no
tabuleiro, isto é, permitem a alocagdo, a remog¢do e a movimentagdo de pentominos. A
movimentagdo € constituida de uma remocao seguida de uma realocacao.

O procedimento de alocagdo € fundamental, tendo em vista que é executado cada
vez que um pentomino entra no tabuleiro ou é movido. Para a alocagdo propriamente
dita, é necessario primeiramente validar o posicionamento do pentomino considerado. O
procedimento validar é responsavel por esta validacdo prévia.

O procedimento de validagdo verifica se a colocagc@o de um pentomino no tabuleiro
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dado viola as restricdes quanto a alocagdo, ou seja, se 0 pentomino ultrapassa as bordas
do tabuleiro ou se o pentomino se sobrepde a algum outro ja alocado, isto é, possuem
pelo menos um mino ocupando a mesma posicao no tabuleiro. O algoritmo que se segue
tem como entrada a drea de trabalho v M atriz, cujas dimensdes sdo iguais a tamMatriz,
o pentomino cuja alocagdo estd sendo validada, denominado pento, e a posi¢ao (x, y) na
qual o pentomino seréd alocado. A alocagdo serd feita a partir da posicao (z, y), isto €, o
mino correspondente a posi¢ao (0,0) da representacdo computacional do pentomino sera
alocado na posicdo (z, y) e os demais em suas posicdes correspondentes.

O teste € dividido em dois passos:

1. Testar se algum mino ficard fora do tabuleiro. (a)

2. Testar se todas as posi¢des que o pentomino ocupard estdo vazias, garantindo que
ndo existirdo sobreposic¢des. (b)

Algoritmo 4 Fungio Validar(vMatriz, pento, z,y) : booleano
disponivel := Verdadeiro;
parai:=1 até5 faca
se (z + pento.vPosicoes[il.y < 1) OU (z + pento.vPosicoes[i].y > tamMatriz)
OU (y + pento.vPosicoes|i].xz < 1) OU (y + pento.vPosicoes|i|.x > tamMatriz)

entdo (a)
disponivel := Falso;
senao
se vMatriz[z + pento.vPosicoesi].y,y + pento.vPosicoes|i].x] # “B”
entao (b)

disponivel := Falso;
retornar disponivel ;

A complexidade deste procedimento € O(1). Sua execugdo estd exemplificada
na Figura 3.7. Nesta figura, inicialmente se alocou o pentomino V' na posi¢do (4, 3),
em seguida se alocou o pentomino F' na posi¢do (4,4). Feito isso, tentou-se alocar o
pentomino P na posi¢do (3,2). Neste caso, pode-se perceber que um mino ficou fora
do tabuleiro (posi¢do (3,2)) e outro ficou sobreposto (posi¢do (4, 3)), sendo assim, o
procedimento de validacdo retornarda F'ALSO, coibindo assim esta alocagdo. O mesmo
raciocinio vale para a tentativa de aloca¢do do pentomino / na posic¢do (2,7), onde um
mino ficou fora do tabuleiro (posi¢do (2, 7)).



3. ALGORITMOS BASICOS DE MANIPULACAO 48

(a) E

o [ V]|V]|V 1

Figura 3.7: Exemplo de aplicacao do algoritmo de validacao

A alocacdo de um pentomino € feita através de uma sobreposicao, ou seja, o pen-
tomino a ser alocado serd sobreposto ao tabuleiro, tendo como posicao inicial o valor de
(x,y). As demais posi¢des sdo calculadas de acordo com essa posi¢do inicial.

O procedimento de alocagdo tem como parametros de entrada a drea de trabalho
vMatriz, que contém o tabuleiro, cujas dimensdes sdo iguais a tam M atriz, o pentomino
a ser alocado, denominado pento, a posicao na qual o pentomino serd alocado (x, y).

Algoritmo 5 Procedimento Alocar(x,y, pento,vMatriz)

se Validar(vMatriz, pento.vPosicoes, x,y) = Verdadeiro entao
parai:=1 até5 faca
vMatriz[r + pento.wPosicoes[i].y,y + pento.vPosicoes|i].x]| =
pento.nome;

O procedimento de alocagdo tem complexidade O(1).

Assim como o procedimento de alocacdo, a remog¢ao também ¢é de extrema impor-
tancia, pois é executada sempre que um pentomino €é removido ou realocado.

O procedimento de remocao tem como parametros de entrada a drea de trabalho
vMatriz, que contém o tabuleiro, cujas dimensdes sao iguais a tam M atriz, o pentomino
a ser removido, denominado pento, e a posigdo (x, y) na qual o pentomino a ser removido
foi anteriormente alocado.
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Algoritmo 6 Procedimento Remover(vMatriz, pento, x,y)
parai:=1 até5 faca
vMatriz|x + pento.vPosicoes[i].y,y + pento.vPosicoes|i].x] := “B" ;

A complexidade do algoritmo de remocgdo é O(1).

3.4. Construcao de tabuleiros

Como foi dito no Capitulo 2, existem dois tipos de tabuleiros. O primeiro tem for-
mato exato e seus lados sdo previamente conhecidos. J4 o segundo tem formato livre, isto
€, seu contorno externo permite depressdes e elevacdes e em seu interior sdo permitidos
orificios.

Os tabuleiros sdo utilizados em dois modos distintos, que sao:

Modo Construcao: Responsdvel por criar os tabuleiros utilizando regras previamente
estabelecidas. Permite acesso livre a toda drea de trabalho e a inclusao e exclusao
de posi¢des no tabuleiro. Sdo permitidos apenas os valores “b” e “0”.

Modo Utilizacao: Responsdvel por cobrir o tabuleiro previamente criado. Permite
acesso somente as posi¢cdes pertencentes ao tabuleiro e a conversdo de posicoes
vazias em posi¢des ocupadas e vice-versa.

A partir de agora, o estudo da construcao de tabuleiros € feito utilizando o Modo
Construcao.

A construcdo de tabuleiros retangulares € bastante simples, uma vez que suas di-
mensdes sdo previamente conhecidas. Sao estas:

- 3x20
-4x15
-5x12
-6x10

O procedimento de constru¢do de tabuleiros retangulares € responsavel pela trans-
formacdo de sessenta posi¢Oes da drea de trabalho vMatriz em posi¢des vazias, isto €,
atribuir o valor “b” a estas posicdes. A funcio a seguir apresenta o algoritmo de constru-
cdo de tabuleiros retangulares. Suas entradas sdo as dimensdes A (altura) e [ (largura) do
tabuleiro. Sua saida € o tabuleiro ja formado, pronto para o Modo Utilizagao.
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Algoritmo 7 Funcdo Gerar_Tabuleiro_Retangular(h,l : inteiro) : T Matriz
para ctl :=1 até tamMatriz faca
para ct2 := 1 até tamMatriz faca
vMatriz|ctl, ct2] := “0";
paractl : 1 até h faca
para ct2 :=1 até| faca
vMatriz|ctl, ct2] := “B";
retornar vMatriz;

A complexidade do algoritmo é O(tamMatriz*), uma vez que tamMatriz é
maior ou igual a maior dimensao do tabuleiro a ser construido, conforme pode ser visto
na Sec¢do 3.1.

A construcdo de outros tipos de tabuleiros exatos segue a idéia geral apresentada
nesta se¢ao com variagdes condizentes com o formato desejado.

3.5. Construcao de tabuleiros de formato livre

E tomada como base, nesta se¢io, a construgio de tabuleiros de formato livre,
isto €, formados pela aglutinacdo de 2 < n < 12 pentominos, sem repeticdes. O valor
da varidvel n € modificado de acordo com o problema de alocagao, por exemplo, para o
Problema dos 20 o valor de n é quatro, enquanto para o Problema dos 30 seu valor € seis.

A construgdo de tabuleiros € feita de forma iterativa, isto €, pentomino por pento-
mino. A cada iteracdo um novo pentomino deve ser acrescentado ao tabuleiro ja formado.
Este processo deve seguir algumas regras que garantem que a saida do mesmo atendera
as exigéncias. Tais regras serdo apresentadas a seguir.

Antes de apresentar os algoritmos, é necessario definir alguns conceitos.

3.5.1. Aglutinados

Como foi definido anteriormente, os pentominos sao formados por cinco minos,
que sdo quadrados. Cada um desses minos tem quatro lados que serdo denominados
contatos. Dois pentominos sdo adjacentes se t€m pelo menos um contato em comum.
Estes contatos sdo denominados infernos, enquanto os outros sao externos.

Aglutinados sao grupos de pentominos onde cada pentomino € adjacente a pelo
menos um outro pentomino. Um exemplo pode ser visto na Figura 3.8, onde os pentomi-
nos U e P tém dois contatos internos cada.
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Figura 3.8: Aglutinado de 2 pentominos

Aglutinados nao podem ter componentes isoladas, isto é, pentominos sem con-
tatos internos. A geracdo de tabuleiros livres pode criar componentes isoladas, como a
Figura 3.9 ilustra. Nesta figura inicialmente se alocou um pentomino F' na posi¢ao (3, 3)
e, posteriormente, tentou-se aglutinar um pentomino X na posi¢éo (6, 3), que é uma po-
si¢do contigua ao pentomino, resultando, assim, no erro encontrado no exemplo.

Figura 3.9: Origem das componentes isoladas

A constru¢do de um aglutinado equivale a construcao de um tabuleiro de formato
livre.

O perimetro de um pentomino ou aglutinado corresponde ao ndmero de seus con-
tatos externos. Denota-se o perimetro de um pentomino ou aglutinado A qualquer por
Per(A). O perimetro dos pentominos é previamente conhecido, uma vez que as rota-
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¢oes e os espelhamentos ndo modificam o nimero de contatos externos. Na Tabela 3.1,
encontra-se o perimetro de cada pentomino.

Pentomino | Perimetro
12
12
12
10
12
12
12
12
12
12
12
12

N XE<LCHZor —~ o

Tabela 3.1: Perimetro dos Pentominos

A Figura 3.10 mostra um aglutinado de dois pentominos, cujo perimetro € igual a
dezoito unidades. Observa-se que, na face externa, o perimetro totaliza quatorze unidades,
embora o perimetro seja dezoito. Essa diferenga de quatro unidades é devida ao perimetro
da abertura no interior do aglutinado. Sendo assim, o perimetro é a soma do perimetro
externo e do perimetro de orificios internos, quando estes existirem.

U U
U uju

Figura 3.10: Perimetro do aglutinado

Lema 3.1. A adjacéncia de dois contatos implica que o perimetro serd menor em duas
unidades do que o perimetro sem essa adjacéncia.
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Prova.
Considere dois pentominos A e B quaisquer sem contatos em comum. Considere também
o perimetro de A, Per(A) e o perimetro de B, Per(B) .

Sabe-se, por defini¢do, que o perimetro é a contagem de contatos externos do
aglutinado. Crie a adjacéncia entre um contato de A e um contato de B. Observe que
este contato de A agora tornou-se interno, logo Per(A) deve ser decrementado em uma
unidade. O mesmo raciocinio vale para Per(B). Como Per(A) e Per(B) perderam uma
unidade cada, seu somatério diminuiu em duas unidades. O

Lema 3.2. Seja A um aglutinado de n < 12 pentominos distintos.

10n + 2 Se o pentomino P ¢ A
<
Per(4) < { 10n Se o0 pentomino P € A.
Prova.
Caso 1: O pentomino P nio estd contido em A.

Seja um aglutinado A formado por dois pentominos. Como eles tém, no
minimo, um contato interno seu perimetro é Per(A) < 12+ 12 — 2 =
22 =10n + 2.

Suponha o lema viélido para um aglutinado A’ com n — 1 pentominos.
Entao

Per(A") <10(n—1) +2=10n — 8.
Ao acrescentar um pentomino ao aglutinado pelo menos um contato ex-
terno do aglutinado e um contato externo do pentomino se tornam internos.
Entao
10n —-8—-14+12—-1=10n+ 2.

Caso 2: O pentomino P estd contido em A.

O pentomino P tem perimetro de dez unidades, diferentemente dos outros
pentominos. Essa diferenca de duas unidades deve ser decrementada do
total. Logo, o perimetro de um aglutinado que inclua o pentomino P sera
duas unidades menor. Como o total sem o P vale 10n + 2 e deve-se debitar
duas unidades, o total do perimetro do aglutinado onde o pentomino P esta
incluido € de no méximo 10n + 2 — 2 = 10n.

O

Com base nos Lemas 3.1 e 3.2, pode-se concluir que quanto menor for o perimetro
de um aglutinado de n pentominos mais compacto ele é.
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Lema 3.3. O perimetro de qualquer aglutinado de n pentominos é par.

Prova.

Sabe-se que o perimetro de todos os pentominos € par. Além disso, qualquer adjacéncia
entre dois contatos implica reducdo do perimetro em duas unidades. Sabe-se também que
a soma ou a subtracao entre dois niimeros pares resultard em outro nimero par.

Sendo assim, pode-se afirmar que a diferenca entre o somatério dos perimetros
dos pentominos Y,.,; € 0 somatorio dos descontos por adjacéncias entre contatos X,q;

resultard em um ndmero par.
]

O menor perimetro para um aglutinado de quatro pentominos € dezoito unidades,
uma vez que esse € o perimetro do menor retangulo que comporta esses quatro pentomi-
nos. A Figura 3.11 mostra esse retangulo e uma de suas possiveis coberturas.

S
<lmlc|c|r

<l c| e
n|lm|lclclr

Figura 3.11: Menor perimetro de um aglutinado de 4 pentominos

Existem casos onde o perimetro de um aglomerado antes da aloca¢do de um novo
pentomino, ¢ menor do que o perimetro apds esta alocagdo. Conforme o Lema 3.1, a
adjacéncia de dois contatos reduz o perimetro em duas unidades, ou seja, a criacao de mais
contatos internos diminui o perimetro. Sendo assim, caso uma aloca¢do transforme um
grande ndimero de contatos externos em internos, o perimetro serd reduzido. A Figura 3.12
apresenta um exemplo deste caso.
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Perimetro = 30 Perimetro = 24

Figura 3.12: Exemplo de reducao de perimetro apos alocacao

Para calcular o perimetro de um determinado aglutinado, o procedimento
Perimetro foi implementado. Sua entrada € a drea de trabalho vMatriz e suas sai-
das sdo um vetor, denominado PeriLista, com todas as posicdes validas, sem repeti¢coes,
do perimetro do aglutinado existente e um valor inteiro, conhecido como peri, referente
ao perimetro do tabuleiro.

O procedimento Perimetro varre a drea de trabalho, parando ao encontrar uma
posic¢do (z,y) com valor “0”. Ao parar, o procedimento verifica as posi¢cdes ao redor da
mesma. Caso a posi¢do acima pertenca a drea de trabalho e seu valor seja “b” deve-se
inserir a posi¢ao (x,y) em PeriListaRep. Este mesmo processo se aplica as posigcdes
situadas a direita, abaixo e a esquerda da posi¢ao (x,y). Ao final da varredura, a variavel
PeriListaRep conterd apenas as posicoes validas do perimetro, isto €, posigdes perten-
centes a area de trabalho, cujo valor atribuido seja “0”. Deve-se notar que uma mesma
posi¢do (z,y) pode ser inserida em PeriListaRep miltiplas vezes. O perimetro peri é
calculado pela soma da dimensdo de PeriListaRep com o nimero de contatos no limite
da 4rea de trabalho.

Para evitar multiplas consideracdes de uma mesma posi¢do, as repeticdoes con-
tidas em PerilistaRep devem ser removidas. Para isso, deve-se varrer todo o vetor
PeriListaRep. Dada uma posicdo (z,y), deve-se inseri-la em PeriLista e pular to-
das as posi¢Oes iguais a esta. Ao encontrar uma posi¢do diferente, deve-se aplicar este
mesmo processo até finalizar a varredura de PeriListaRep. Este procedimento s6 € pos-
sivel, pois o vetor PeriListaRep € construido de maneira ordenada. Deve-se observar
que, na maioria dos casos, o tamanho de PeriLista ndo representa o perimetro. Este
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valor € retornado através da varidvel peri.

A Figura 3.13 ilustra um caso onde o tamanho de PerilLista e o valor de peri
sdo diferentes. No exemplo, o tamanho de Perilista é onze, enquanto o valor de per:
¢ trinta e quatro. Esta diferenca de vinte e trés unidades representa o nimero de posi-
coes repetidas excluidas de PeriLista (sete) e de posicdes que ndo pertencem a drea de
trabalho (dezesseis). Um exemplo da insercdo de posi¢des repetidas pode ser visto na
posicdo (2,4). Quando esta posi¢do é considerada, seu valor é “0” e, por isso, seu entorno
serd testado. A posi¢do acima tem valor “B” e, por isso, a posi¢do (2,4) serd inserida
em PeriListaRep. A posi¢do a direita também tem valor “B”, isto é, (2, 4) serd inserida
novamente. O mesmo vale para a posicdo a esquerda. Pode-se perceber que a posi¢ao
(2,4) foi inserida trés vezes, causando uma repeticdo em PeriListaRep.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

—_

© 0o N o O A W DN

—
o

Figura 3.13: Exemplo de caso onde existe diferenca entre o tamanho de PeriLista
e o valor de peri

O algoritmo desenvolvido remove as posi¢coes repetidas de PeriLista. O pro-
cedimento utiliza duas listas para manipular as posi¢des pertencentes ao perimetro. A
primeira é denominada PeriListaRep e contém todas as posi¢cdes pertencentes a area de
trabalho contiguas ao perimetro, isto é, PeriListaRep contém posicdes repetidas. A se-
gunda lista é obtida removendo as posi¢des repetidas de PerilListaRep e € denominada
PeriLista.
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Descrigdo do algoritmo

Passo 1 Varrer todas as posi¢des da matriz vMatriz; para as posi¢des (x,y) cujo va-
lor seja “07, isto €, as posi¢cdes ndo pertencentes ao aglutinado, deve-se testar as
posicdes acima, a direita, abaixo e a esquerda. Casos estas pertencam a drea de
trabalho e seu valor seja igual a “B” deve-se incluir (z, y) na lista PeriListaRep;

Passo 2 peri := |PeriListaRepl;

Passo 3 Varrer todas as posi¢cdes contiguas aos limites da drea de trabalho. Caso a posi¢ao
contenha o valor “Bb” deve-se incrementar em uma unidade o valor de perz.

Passo 5 Varrer PerilListaRep inserindo em PertLista uma unica vez cada valor de
PeriListaRep, removendo, assim, as repeticoes.

Passo 4 Retornar peri e Perilista;
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Algoritmo 8 Procedimento Perimetro(vMatriz, PeriLista, peri)
{Passo 1:}
PeriListaRep := 0);
para ctl := 1 atétamMatriz faca
para ct2 := 1 atétamMatriz faca
se vMatrizlctl, ct2] = 20" entdo
sectl > 1 entao
se vMatrizlctl — 1, ct2] = “B” entdo
inserir(PeriListaRep, ctl, ct2);
se ct2 < tamMatriz entao
se vMatriz[ctl, ct2 4+ 1] = “§” entdo
inserir(PeriListaRep, ct1, ct2);
se ctl < tamMatriz entado
se vMatriz[ctl + 1,ct2] = “B” entdo
inserir(PeriListaRep, ct1, ct2);
se ct2 > 1 entao
se vMatriz[ctl, ct2 — 1] = “B” entdo
inserir(PeriListaRep, ctl, ct2);
{Passo 2:} peri:= |PeriListaRep|;
{Passo 3:}
para ctl :=1 atétamMatriz faca
se vMatriz[ctl, 1] = “B” entdo peri := peri + 1;
se vMatriz[ctl, tamMatriz] = “B” entdo peri := peri + 1;
se vMatriz[l,ctl] = “p” entdo peri := peri+ 1;
se vMatriz[tamMatriz, ctl] = “p” entdo peri := peri + 1;
ctl :=1;
enquanto ctl < |PeriListaRep| faca
inserir(PeriLista, PeriListaRep|ctl].x, PeriListaRep|ctl].y);

enquanto (PeriLista[|PeriLista|]] = PeriListaRep[ctl]) E (ct1 <
| PeriListaRep|) faca
ctl :.=ctl +1;

{Passo 4:} retornar peri, Perilista;

Deve-se ressaltar que a saida deste procedimento € uma lista ordenada e sem re-
peticdes. Nao € necessdrio aplicar métodos de ordenacdo para que a lista seja ordenada,
uma vez que sua construcdo € feita seguindo uma ordem tal que o resultado seja uma lista
ordenada. Para garantir a inexisténcia de repeticdes, aplica-se um método que as remove
sem desordenar a lista.

Sua complexidade é O(tamMatriz*) e sua execugdo estd ilustrada na Figura 3.14.
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ctl=1

ct2=1 vMatriz
vMatriz[ct1,ct2] = “0" (invalida)

PeriListaRep =[]

Repeti¢do do algoritmo até ctl=1 e ct2=3

ctl=1
ct2=3
vMatriz[ct1,ct2] = “0”
PeriListaRep =[] —

1) ct>1;

2) ct2< tamMatriz; vMatriz[1,3] <> vMatriz[1,4]
PeriListaRep.inserir(1,3)

3) ctl< tamMatriz; vMatriz[1,3] = vMatriz[2,3]

4) ct2>1; vMatriz[1,3] = vMatriz[1,2]

PeriListaRep = [ (1,3) ]
Fim da repeticéo

PeriListaRep =[(1,3), (1,7), (2,3), (2,7), (3,3), (3,3), (3,7), (4,2), (4,7), (5.3), (5.3), (5.7), (5.7).
(6.4), (6,4), (6,8), (7,4), (7,6), (7,6), (7.7), (8,5)]

peri := |PeriListaRep| = 21

Durante o teste das margens, ct1=4

vMatriz[ctl,1] <> “b”
vMatriz[ctl,tamMatriz] <> “ &”
vMatriz[1,ctl] = “b”

peri ;= peri +1 = 22
vMatriz[tamMatriz,ctl] <> * &”

Fim dos testes das margens da area de trabalho

peri =24

PeriListaRep =[(1,3), (1,7), (2,3), (2,7), (3,3), (3,3), (3,7), (4,2), (4,7), (5,3), (5,3), (5,7), (5,7),
(6.4), (6,4), (6.8), (7.4). (7.6), (7.6), (7.7), (8,5)]
PeriLista =[]

Repeti¢do do algoritmo até ct1=5

ctl=5
PeriLista = [(1,3), (1,7), (2,3), (2,7)]

PeriLista.inserir(3,3)

PeriLista[ |PeriLista| ] = PeriListaRep[ctl] ((3,3)=(3,3))
ctl:=ctl+1;

Fim da repeticdo da remocao das repeticdes

PeriLista=[(1,3), (1,7), (2,3), (2.7), (3,3), (3,7), (4.2), (4,7), (5,3), (5,7), (6,4), (6.,8), (7.4),
(7,6), (7,7), (8,5)]

Retornar peri e PeriLista

Figura 3.14: Exemplo do funcionamento do procedimento Perimetro
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Como foi dito no inicio desta se¢do, os tabuleiros sdo utilizados em dois modos
distintos. No Modo Utilizacdo, permite-se apenas acessar € modificar as posi¢des per-
tencentes ao tabuleiro contido na drea de trabalho, ou seja, durante esta etapa permite-se
alocar e remover pentominos nas posicdes vazias do tabuleiro. Sendo assim, o algoritmo
de validacdo neste modo deve apenas verificar se todas as posi¢des que seriam ocupadas
por uma determinada alocagdo s@o vazias e pertencem ao tabuleiro. Essa validagdo foi
definida na Secao 3.3.

Durante o Modo Construgio, € permitido acessar e modificar todas as posicdes da
area de trabalho. Seu objetivo € criar tabuleiros aglutinando pentominos, de modo que
nao existam sobreposi¢des de pentominos e pentominos isolados do restante do agluti-
nando. Sendo assim, um método de validacdao para o Modo Constru¢cao deve testar se
todas as posi¢des que serdo ocupadas pelo pentomino a ser aglutinado nao pertencem ao
aglutinado existente, isto €, o valor destas posicdes na matriz que representa a area de
trabalho contém o valor “0” e testar se este novo pentomino a ser aglutinado terd contatos
internos.

A valida¢do no Modo Construgdo consta de trés passos.

Passo 1 Testar se algum mino ficard fora do tabuleiro.

Passo 2 Testar se todas as posi¢des que o pentomino ocupard ndo pertencem ao agluti-
nado existente, garantindo que ndo existirdo sobreposi¢des.

Passo 3 Testar se o pentomino terd contatos internos.

O algoritmo a seguir mostra os detalhes desta validacdo. Suas entradas sdo a
matriz vMatriz, que representa a area de trabalho onde o tabuleiro esta sendo construido,
a posi¢do na qual o pentomino serd aglutinado (pos,,pos,) e o pentomino pento cuja
aglutinacdo estd sendo validada. O algoritmo € semelhante ao Algoritmo 4, exceto pela
implementagdo do Passo 3.

Para verificar se o pentomino a ser aglutinado terd contatos internos, deve-se inici-
almente calcular os pontos que este ocuparia se fosse aglutinado. Posteriormente, deve-se
obter a PeriLista do aglutinado existente. Feito isso, deve-se testar se alguma das po-
sicdes calculadas € igual a uma posicado pertencente a PeriLista, pois as posi¢des desta
representam as posi¢cdes contiguas ao aglutinado existente.
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Algoritmo 9 Fungdo ValidarConstrucao(vMatriz, pos,, pos,, pento) : booleano
PosValida := Verdadeiro;

ctl :=1;
enquanto (PosValida = Verdadeiro) E (c¢t1 <=5) faca
{Passo 1:}

se pos, + pento.vPosicoes[ctl].y > tamMatriz entdo
PosValida := Falso;
se pos, + pento.vPosicoes[ctl].y <1 entdo
PosValida := Falso;
se pos, + pento.vPosicoes|ctl].x > tamMatriz entdo
PosValida := Falso;
se pos, + pento.vPosicoes|ctl].x <1 entdo
PosValida := Falso;
{Passo 2:}
se PosValida = Verdadeiro entdo
se vM atriz|pos, +pento.vPosicoes|ctl].y, pos, +pento.vPosicoes|ctl].x] #
“0” entao
PosValida := Falso;
ctl :=ctl +1;
{Passo 3:}
se posV alida = Verdadeiro entao
paractl :=1 até5 faca
posAlocaMinolctl].x := pos, + pento.vPosicoes|ctl].y;
posAlocaMinolctl].y := pos, + pento.vPosicoes|ctl].x;
posValida := Falso;
Perimetro(vMatriz, PeriLista, peri);

ctl .=1;
enquanto (ctl < |PeriLista|) E (posValida = Falso) faca
ct?2 :=1;

enquanto (ct2 < 5) E (posValida = Falso) faca
se (PeriLista[ctl].x = posAlocaMinolct2].x) E (PeriLista[ctl].y =
posAlocaMino[ct2].y) entdo
posValida = Verdadeiro;
ct2 = ct2 +1;
ctl :=ctl+1;
retornar posValida;

Como foi dito anteriormente, quando o Modo Construcao € utilizado, todas as po-
sicdes da drea de trabalho podem ser alteradas. Seus possiveis valores durante este modo
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sdo “B” e “0”, que representam, respectivamente, pertence e nao pertence ao tabuleiro.

No Modo de Utilizagdo, uma posicao vazia pode ser modificada aplicando-se o
algoritmo de alocacdo. J4 no Modo de Construcdo, as modificagdes na area de trabalho
acontecem aglutinando pentominos ou removendo pentominos do aglutinado existente.

Os tabuleiros sdo criados pentomino a pentomino, isto é, um primeiro pentomino €
posicionado e os outros sao aglutinados a este. Para efetuar a aglutinacio dos pentominos,
o Algoritmo 10 foi criado.

Este algoritmo tem como pré-requisito a validade da alocagdo, isto €, esta fungdo
s6 pode ser executada caso a fun¢do ValidarConstrucao retorne Verdadeiro.

As entradas do procedimento Aloca — Desaloca sdo a posi¢do (z,y) na qual o
pentomino pento serd aglutinado e a matriz vMatriz que representa a area de trabalho
e o parametro nome. O parametro nome somente pode assumir dois valores: “B” ou
“0”. Seu valor indica que o pentomino serd aglutinado ou removido, respectivamente.
Deve-se ressaltar que para a remo¢ao de um pentomino do aglutinado a posi¢do (z,y) e
o vetor v Posicoes, que representa o pentomino pento, devem ser iguais na aglutinacdo e
na remocgao.

Algoritmo 10 Procedimento Aloca — Desaloca(z,y, pento, vMatriz, nome)
se (nome = “B”) OU (nome = “0") entao
para::=1 até)5 faca
vMatriz|x 4+ pento.vPosicoes|i].y,y + pento.v Posicoesli].x| :== nome;

3.5.2. Algoritmos de construcao

A funcdo dos algoritmos de construgdo é fornecer tabuleiros, cujas formas sdo
obtidas através da aglutinacdo de n pentominos distintos, definidos de maneira randomica.

Serdo apresentadas quatro versdes do algoritmo de construcdo. As versodes 1.1 e
1.2 s@o heuristicas aleatérias, enquanto as versdes 2.1 e 2.2 sdo heuristicas gulosas. A
versdo 1.1 aglutina os n pentominos de maneira totalmente randomica sem se preocupar
com a qualidade do tabuleiro construido. A versdo 1.2 implementa uma melhoria a ver-
sdo 1.1. Nesta melhoria, o tabuleiro construido é submetido a uma averiguacdo de sua
qualidade que pode aprové-lo ou ndo. J4 a versdo 2.1 agrega conhecimento a construcao,
isto €, ao invés de medir a qualidade do tabuleiro apds a sua construgio, esta versao busca
a cada aglutinacdo melhorar ao maximo a qualidade do tabuleiro. A versdo 2.2 incorpora
uma nova melhoria aos resultados, baseando-se em uma particularidade do algoritmo de
aglutinagdo.

A entrada dos algoritmos de construcdo € o nimero de pentominos 2 < n < 12
que formam o aglutinado. Sua saida € a matriz v M atriz que representa a rea de trabalho,
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na qual o tabuleiro est4 contido.

Em todas as versdes implementadas, existem instru¢des em comum, por isso estas
foram agrupadas no procedimento /nicializar. Sua funcdo € inicializar a drea de traba-
lho, sortear os n pentominos, ordend-los em uma lista Pent, que indicard a ordem em
que serdo considerados para formar o aglutinado que constitui o tabuleiro, aplicar de 0 a
3 rotagdes e 0 ou 1 espelhamentos verticais e horizontais a cada pentomino. Cada posicao
dessa lista € composta por dois campos, sdo estes:

pentomino Armazena o pentomino a ser considerado. A este pentomino podem ser apli-
cadas rotagdes e espelhamentos.

tocado Nuimero de pentominos ja aglutinados quando este pentomino foi processado pela
ultima vez. A principal fun¢do deste campo € evitar loops infinitos, conforme serd
visto durante as descri¢des dos algoritmos.

Algoritmo 11 Procedimento Inicializar(vMatriz, Pent)
para ctl :=1 atétamMatriz faca
para ct2 :=1 atétamMatriz faca
vMatriz[ctl, ct2] ;== 0;
para ctl := F até Z faca usado|ctl] := Falso;
paractl :=1 atén faca
repita
temp := random(F, Z);
Até que usadoltemp| = Falso;
Pent[ctl].pentomino := temp;
Pent[ctl].tocado := 0;
usadoltemp] := Verdadeiro;
para ct2 := 1 até random(0,3) faca
Rotacionar(Pent|ctl].pentomino);
para ct2 := 1 até random(0,1) faca
Espelhar_V (Pent[ctl].pentomino);
para ct2 := 1 até random(0,1) faca
Espelhar_H (Pent[ct1].pentomino);

A fungdo deste algoritmo de constru¢do € retornar um tabuleiro de formato livre,
formado pela aglutinacio de n pentominos. O valor de n varia de acordo com o problema
de alocagdo no qual o tabuleiro serd utilizado, por exemplo: para o Problema dos 20
o valor de n € quatro. Este tabuleiro de formato livre serd construido em uma drea de
trabalho.



3. ALGORITMOS BASICOS DE MANIPULACAO 64

3.5.3. Algoritmo de construcao: Versao 1.1

Este algoritmo aglutina os pentominos de maneira randémica respeitando as res-
tricdes quanto a alocagdo e a definicao de aglutinado, a qual pode ser vista na Se¢do 3.5.1,
garantindo que nio existam pentominos isolados dos demais.

Os n pentominos sorteados s@o inicialmente colocados em uma fila e serdo con-
siderados nesta ordem. Se, em um determinado momento, a alocacdo do pentomino nao
puder ser efetuada, ele serd substituido pelo proximo da fila e perdera seu lugar, indo para
o fim da fila. Se, ao voltar a ser considerado, nenhum outro pentomino tenha sido alocado
(é aindicacao de que o algoritmo entrou em [oop), o tabuleiro, entdo, deve ser descartado.
Para este processamento, cada posicao da fila armazena além do pentomino um valor in-
teiro correspondente ao nimero de pentominos ja alocados. Este campo € inicializado
com 0.

Descricdo do algoritmo:

Primeiro pentomino
Chamar procedimento [Inicializar(vMatriz, Pent), alocar o primeiro
pentomino (Pent[l]) na posi¢do (tamMatrizDIV2), atribuindo 1 a
Pent[1].tocado.

Demais pentominos

Seja Pent[ctl] o pentomino sendo considerado. Chamar o procedimento
Perimetro. Sortear uma posi¢io (x,y) de PeriLista. Chamar o procedimento
ValidarConstrucao para a posi¢do (z,y). Caso a fungao retorne Verdadeiro,
entdo deve-se alocar o pentomino Pent[ct1].pentomino na posigdo (z,y), atuali-
zar o valor de Pent|ctl].tocado e repetir este passo para os demais pentominos.
Caso a funcdo retorne Falso, deve-se eliminar esta posicao de PeriLista e refazer
o sorteio até encontrar uma posi¢ao cujo retorno seja Verdadeiro. Se PeriLista
for esgotada, o elemento Pent|ctl]| passa para o fim da fila, seu valor de tocado
¢ atualizado e o proximo elemento € considerado, o que s6 ocorre se o valor de
tocado deste novo pentomino for diferente do nimero de pentominos ji alocados.
Se nao houver um pentomino a considerar, o tabuleiro deve ser descartado.

Baseado na descri¢ao do processo de construgdo, o Algoritmo 12 foi desenvolvido.
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Variaveis utilizadas:
ctl

ct2

descartar

vMatriz
Pent

PeriLista

tamPeriLista

POSg

POS,

PosValida

Contador de iteracdes. Indica qual pentomino estd
sendo alocado e quantos ja foram alocados (ct1—1).
Contador tempordrio de tipo inteiro.

Variével do tipo booleano. Quando seu valor € ver-
dadeiro o tabuleiro deve ser descartado e o algo-
ritmo deve voltar ao inicio.

Area de trabalho.

Fila que armazena os pentominos sorteados € o nu-
mero de pentomino alocados durante o dltimo pro-
cessamento deste pentomino.

Vetor que armazena as posicdes contiguas ao peri-
metro do aglutinado existente.

Varidvel que armazena o tamanho de PeriLista ini-
cial, isto é, antes que qualquer posi¢do seja remo-
vida.

Varidvel inteira que armazena a posi¢do em que O
pentomino deve ser alocado.

Varidvel inteira que armazena a posi¢do em que O
pentomino deve ser alocado.

Varidvel do tipo booleano utilizada durante a vali-
dacdo da alocagao.

65
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Algoritmo 12 Fungdo Gerar_Tabuleiro_V1.1(n) : vMatriz

ctl :=1;
descartar := Falso;
repita
se ctl =1 OU descartar = Verdadeiro entao
ctl :=1;

descartar := Falso;
Inicializar(vMatriz, Pent)
meto = tamMatriz DIV 2;
Aloca — Desaloca(meio, meio, Pent[1].pentomino,vMatriz, “B");
Pent[1].tocado :=1;
Perimetro(vMatriz, PeriLista);
senao
repita
tamPeriLista := |PeriLista|;
posicao := random(1,tamPeriLista);
pos, := PeriLista[posicaol.x;
pos, = PeriLista[posicao).y;
PosValida = ValidarConstrucao (vMatriz, posy, posy,
Pent[ct1].pentomino) ;
se PosValida = Falso entao
PeriListal[posicao| := PeriLista[tamPeriListal;
tamPeriLista := tamPeriLista — 1;
se tamPeriLista = 0 entao
Pent[ctl].tocado := ct1;
remover(Pent, ct1, pentoTemp);
inserir(Pent,n, pentoTemp);
se Pent[ctl].tocado > ct1 entdo
descartar := Verdadeiro;
senao
Perimetro(vMatriz, PeriLista);
Até que PosValida = Verdadeiro OU descartar = Verdadeiro;
se descartar = Falso entao
Aloca — Desaloca(pos,, pos,, Pent|ctl].pentomino, vMatriz, “¥");
Pent[ctl].tocado := ctl;
Perimetro(vMatriz, PeriLista);
ctl :=ctl +1;
Até que (ctl > n) E (descartar = Falso);
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A Figura 3.15 exemplifica a execucdo do algoritmo.

Alocar o pentomino F na posigao (3,3), atualizando seu contador de pentominos alocados.
Chamar o procedimento Perimetro para o calculo de PerilLista

\ Pent=[ (F,1), (X,0), (U,0), (P,0) ]
ct1 =1

PeriLista = [ (2,4), (2,5), (3,3), (3,6), (4,2), (4,5), (5,3), (5,5), (6,4) ]
TamPerilLista= 9

Aleatorio = 4

Pos x=3

Pos_ y=6
ValidarConstrucao(vMatriz,3,6,Pent[2].pentomino) = Falso

Alocacao Incorreta

PerilLista[4] := PeriLista[9]
TamPerilLista = TamPeriLista -1 =8
PeriLista = [ (2,4), (2,5), (3,3), (6,4), (4,2), (4,5), (5,3), (5,5) ]

Aleatorio = 6

Pos x=4

Pos y=5

ValidarConstrucao(vMatriz,4,5,Pent[2].pentomino) = Verdadeiro

Alocacao Correta

Alocar o pentomino X na posicao (4,5), atualizando seu
contador de pentominos alocados.

O algoritmo segue para os demais pentominos.

Figura 3.15: Exemplo do funcionamento da versao 1.1 do algoritmo

A Figura 3.16 ilustra um caso onde o tabuleiro € descartado. J4 a Figura 3.17
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expde um caso onde um pentomino ndo pode ser alocado, € enviado para o fim da fila
Pent e em um outro momento é alocado, construindo um tabuleiro ao final do processo.

ctl=1

Pent = [ (X,1), (W,2), (F,3), (N,0) ]
| | PeriLista = [ (2,4), (3,3), (3,5), (3,6), (4,2), (4,7), (5,3), (5,5),
(5,8), (6,4), (6,6), (6,9), (7.7), (7.9), (8,6), (8,10),
(9,7), (9,8), (9,10), (10,9) ]

Pent[4].pentomino =

EE

O algoritmo tenta sucessivamente alocar o pentomino N, porém ndo consegue
em nenhuma posicéo. Ao final deste processo o tabuleiro seréa descartado.

Figura 3.16: Exemplo do descarte do tabuleiro por sucessivas posicoes incorre-
tas

Pent = [(W,1), (N,0), (V,0), (L.0)]

Pentomino W alocado na posigéao (5,5);

Tentativa de alocagao do pentomino N resulta em falha;

Pentomino N passa para o fim da fila;
W | W Pent = [(W,1), (V,0), (L,0), (N,1)]

Pentomino V & o préximo;
Pent[V].tocado < ct1 (0<1)

Pentomino V alocado na posigao (6,4);
Pent = [(W,1), (V.2), (L,0), (N,1)]

Pentomino L & o préximo;

Pentomino L alocado na posicéo (8,3);
Pent = [(W,1), (V.2), (L3), (N,1)]

Pentomino N é o préximo;

Pentomino N alocado na posicao (8,7);
Pent = [(W,1), (V.2), (L3), (N.4)]

2| =

Fim; (tabuleiro construido)

Figura 3.17: Exemplo da aplicacao da fila de pentominos
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Observou-se, utilizando alguns exemplos dentre os quais os exibidos na
Figura 3.18, o baixo nivel de coesdo dos aglutinados resultantes do Algoritmo 12. Isto
ocorre porque o algoritmo ndo efetua nenhum teste durante ou apds a construcao dos ta-
buleiros para regular o perimetro final. Resolveu-se, entdo, avaliar melhor a atuacdo do
algoritmo, efetuando uma bateria de testes.

Perimetro dos Pentominos Isolados: 46 Perimetro dos Pentominos Isolados: 48
Perimetro do Tabuleiro: 40 Perimetro do Tabuleiro: 34
Perimetro dos Pentominos Isolados: 48 Perimetro dos Pentominos Isolados: 48
Perimetro do Tabuleiro: 42 Perimetro do Tabuleiro: 38

Figura 3.18: Tabuleiros construidos pela versao 1.1 do algoritmo

A Tabela 3.2 ilustra o resultado dessa avaliacdo. Esta tabela foi obtida através da
construcdo sucessiva de dez mil tabuleiros. Foram destacadas cinco faixas de perimetro.
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A primeira faixa contém apenas tabuleiros com perimetro igual a dezoito, uma vez que
estes sdo os melhores tabuleiros possiveis e devem ser destacados.

Intervalos de perimetros | Numero de tabuleiros | % de tabuleiros
18-18 0 0%
19-24 40 0,4%
25-30 1047 10,47%
31-36 5094 50,94%
37-42 3819 38,19%

Tabela 3.2: Resultados da versao 1.1 do algoritmo

A média dos perimetros dos tabuleiros € de 35,667, o que comprova o baixo nivel
de coesdo dos tabuleiros construidos. Sendo assim, para melhorar estes resultados foi
definido um teste de qualidade a ser incorporado ao algoritmo, conforme serd visto na
Secdo 3.5.4.

3.5.4. Algoritmo de construcio: Versao 1.2

Para melhorar os resultados obtidos pela Versdao 1.1 do algoritmo, foi definido
um teste de qualidade, isto é, o tabuleiro obtido no final do processo de construgdo sera
submetido a uma medi¢do que pode aprova-lo ou reprova-lo.

Para testar a qualidade de um tabuleiro, utiliza-se seu perimetro. Quanto menor
o perimetro, mais aglutinado € o tabuleiro, isto €, mais faces internas existem, como foi
provado no Lema 3.1. Para um determinado tabuleiro ser aprovado, seu perimetro deve
ser menor do que o perimetro solicitado.

Descricdo do algoritmo:

Passo 1 Chamar a funcio Gerar_Tabuleiro_V1.1(n).

Passo 2 Avaliar qualidade do tabuleiro construido.

Passo 2.1 Tabuleiro Reprovado: Descartar o tabuleiro e retornar ao Passo 1.
Passo 2.2 Tabuleiro Aprovado: Retornar tabuleiro e fim do algoritmo.

A Figura 3.19 ilustra a aplicacao do teste de qualidade.
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Resultado Final

Perimetro: 40
T Perimetro Solicitado: 30

Tabuleiro Reprovado.

— Retornar ao Passo 1.

Figura 3.19: Aplicacdo do teste de qualidade da versao 1.2 do algoritmo

A Figura 3.20 exemplifica tabuleiros construidos pela versao 1.2 do algoritmo
e seus respectivos perimetros. Pode-se perceber claramente nas figuras que o nivel de
coesdo do tabuleiro € inversamente proporcional ao perimetro.

Como foi dito anteriormente, este algoritmo descarta tabuleiros que ndo atendam
ao perimetro pedido. Isto claramente melhora os resultados do algoritmo, porém eleva
o tempo de retorno, uma vez que o algoritmo terd que repetir a construgdo até que um
tabuleiro com qualidade suficiente seja construido. Esse fato pode ser comprovado na
Tabela 3.3, que demonstra o nimero de tabuleiros descartados por qualidade insuficiente.
Esta tabela foi obtida pela constru¢do sucessiva de dez mil tabuleiros para cada intervalo
de perimetro. As colunas Menor e Maior representam, respectivamente, 0 menor € o
maior nimero de tabuleiros reprovados por qualidade insuficiente para obter um tabuleiro
aprovado. A coluna Média representa a média de tabuleiros reprovados para cada tabu-
leiro aprovado. O perimetro 18 foi omitido, pois o algoritmo ndo encontrou nos testes
tabuleiros com esta qualidade mesmo se for solicitada.

Tabuleiros descartados por qualidade
Perimetro | Menor | Maior Média
19-24 2 3531 662,3
25-30 0 149 12,908
31-36 0 7 0,855
37-42 0 0 0

Tabela 3.3: Tabuleiros descartados por intervalo de perimetro

Considerando os testes para a constru¢do de tabuleiros com perimetro menor que
trinta (média entre o maior € o menor perimetro possiveis), a média de descartes é de
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Perimetro do tabuleiro: 42

Perimetro do tabuleiro: 34

Perimetro do tabuleiro: 28

Perimetro do tabuleiro: 24

Figura 3.20: Tabuleiros construidos pela versao 1.2 do algoritmo
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12,908, isto é, para cada tabuleiro construido outros 12,908 sdo descartados, ou seja, es-
tes tabuleiros descartados tem perimetro maior que trinta unidades. Devido ao niimero de
descartes ser elevado para o ponto médio dos perimetro, um novo algoritmo foi desenvol-
vido.

3.5.5. Algoritmo de construcao: Versao 2.1

Com base nos resultados obtidos nas Versdes 1.1 e 1.2, pode-se agregar mais
conhecimento aos algoritmos de construcdo. As versdes anteriores sorteavam a posi¢ao
na qual os pentominos seriam alocados, isto €, ndo avaliavam os resultados antes de alocar.
Esta nova versao escolhe a posi¢do para a alocagdo do pentomino de modo a minimizar
o perimetro apds esta alocacdo. Este algoritmo, diferentemente do anterior, ndo efetua
testes de qualidade, uma vez que a validade € garantida a cada alocacdo. Portanto, esta
nova versao € uma heuristica gulosa, enquanto os algoritmos anteriores eram aleatérios.

A entrada do algoritmo é o nimero de pentominos 2 < n < 12 que formam o
aglutinado. A saida € a drea de trabalho vMatriz, de dimensdes tam M atriz contendo
um tabuleiro com 5n espagos vazios.

Primeiro pentomino
Chamar procedimento [Inicializar(vMatriz, Pent), alocar o primeiro
pentomino (Pent[l]) na posicdo (tamMatrizDIV2), atribuindo 1 a
Pent[1].tocado.
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Demais pentominos

Criar uma lista PeriLista com as posi¢des contiguas ao perimetro do aglutinado
existente. Atribuir —1 a pos, e pos, e 0o a menor. Cada posi¢io de PeriLista
deve ser validada. Caso seja vdlida, deve-se medir o perimetro apds essa agluti-
nacdo virtual e eliminar esta posi¢do de PeriLista. Se o resultado for menor que
menor, deve-se armazenar essa posi¢do em pos, € pos, € o perimetro resultante
em menor. Se PeriLista for esgotada sem encontrar um perimetro menor, o pen-
tomino Pent[ctl]| passa para o fim da fila, o valor de Pent|ctl].tocado recebe o
nimero de pentominos ja alocados e o préximo pentomino da fila é considerado,
0 que s6 ocorre se Pent[novol.tocado for diferente do nimero de pentominos ja
alocados. Se ndo houverem pentominos a considerar o tabuleiro deve ser descar-
tado. Se, no final desse processo, menor for menor que co entdo deve-se aglu-
tinar o pentomino nesta posicao, atribuir o nimero de pentominos ja alocados a
Pent|1].tocado e retornar ao inicio do procedimento para os demais pentominos.
Em caso contrario, o tabuleiro deve ser descartado.

A diferenca entre as Versoes 1.1 e 2.1 estd no processamento de posi¢des nas quais
a aglutinacdo € vélida. Na Versdo 1.1, quando a aglutinacdo de um pentomino ¢ vélida
em uma posicao, esta € imediatamente efetuada e o algoritmo, entdo, segue para os de-
mais pentominos. J4 na Versao 2.1, quando uma aglutinacdo é vélida, esta é simulada e
o perimetro € aferido. Caso este novo perimetro seja o menor ja obtido, esta posi¢do é
armazenada. Quando todas as posi¢des forem processadas, o algoritmo, entdo, aglutina
0 pentomino na posicao armazenada, garantindo assim que o perimetro apés esta agluti-
nacao serd o menor possivel para a ordem de pentominos dada. A partir dai, o algoritmo
segue para os demais pentominos. Essa diferenca tem dois efeitos, um positivo € um ne-
gativo. O efeito positivo € a garantia de que o tabuleiro formado € o melhor possivel para
a ordem de pentominos dada, uma vez que isto € garantido a cada aglutinacdo. O efeito
negativo € a necessidade de varrer toda a lista de posicdes contiguas ao aglutinado exis-
tente, elevando, assim, a complexidade do algoritmo, uma vez que, em seu melhor caso,
a Versao 1.1 testa somente trés posi¢des enquanto a Versao 2.1 testa todas as posi¢cdes de
PeriLista. Contudo, o efeito positivo compensa o negativo.
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Algoritmo 13 Funcdo Gerar_Tabuleiro_V2.1(n) : vMatriz

ctl :=1;
descartar = Falso;
repita
se ctl =1 OU descartar = Verdadeiro entao
ctl :=1;

pm = tamMatriz DIV 2;
Inicializar(vMatriz, Pent)
Aloca — Desaloca(pm, pm, Pent[1].pentomino, vMatriz, “%");
Pent[1].tocado := 1;
senao
menor := 00; ct2:=1;
Perimetro(vMatriz, PeriLista);
repita
tmp, := PeriLista|ct2].x;
tmp, := PeriLista[ct2].y;
PosValida = ValidarConstrucao (vMatriz, posy, posy,
Pent[ctl].pentomino) ;
se PosValida = Verdadeiro entao
Aloca— Desaloca(tmp,, tmp,, Pent[ctl].pentomino, vMatriz, “%");
temp := Perimetro(vMatriz);
Aloca— Desaloca(tmp,, tmp,, Pent|ctl].pentomino,vMatriz, “0");
senao
temp = —1;
setemp > 0 Etemp < menor entao
menor :=temp; pos, :=tmp,; posy, = tmpy;
ct2 = ct2+1;
se ct2 > |PeriLista] E menor = oo entio
Pent[ctl].tocado := ctl;
remover(Pent, ct1, pentoTemp);
inserir(Pent,n, pentoTemp);
se Pent|ctl].tocado > ct1 entao
descartar := Verdadeiro;
senao
ct2 :=1;
Até que ct2 > |PeriLista| OU descartar = Verdadeiro;
se descartar = Falso entao
Pent[ctl].tocado := ct1;
Aloca — Desaloca(pos,, pos,, Pent|ctl].pentomino, vMatriz,“¥");
Perimetro(vMatriz, PeriLista);
ctl .=ctl +1;
Até que ctl > n E descartar = Falso
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Resultados e conclusoes:

A Figura 3.21 ilustra a execucdo da versdo 2.1 do algoritmo de construcio de
tabuleiros.

Alocar o pentomino L na posicao (5,5), atualizando seu contador de pentominos alocados.
Chamar o procedimento Perimetro para o calculo de PerilLista

|| Pent=[ (L,1), (U,0), (P,0), (1,0) ]
] PeriLista = [ (4,5), (5,4), (5.6), (6,4), (6,6), (7.,4), (7.6), (8,4), (8,7),
] (9.5), (9.6) ]

ValidarConstrucao(vMatriz,Pent[2].pentomino,4,5) = F

Posigéo%lcorreta
temp=-1

ValidarConstrucao(vMatriz,Pent[2].pentomino,5,6) = V

&

Posicao Correta

<

Aloca-Desaloca(5,6,Pent[2].pentomino,”b");
temp:=Perimetro(vMatriz);
Aloca-Desaloca(5,6,Pent[2].pentomino,”0*);

Temp >0
Menor < -1
Menor = 20
pos_x =3
pos_y=4

segue
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Pent=[ (L,1), (U,0), (P,0), (1,0) ]
Menor = 20
pos_x =3

— pos_y=4

ValidarConstrucao(vMatriz,Pent[2].pentomino.vPosicoes,6,6) = V

4

Posicao Correta

L&

Aloca-Desaloca(6,6,Pent[2].pentorino,”b*);
temp := Perimetro(vMatriz);
Aloca-Desaloca(6,6,Pent[2].pentomino,”0“);

Temp =18
Temp < Menor
Menor = 18
pos_x=6
pos_y=6
descartar = falso

O algoritmo segue para as demais posi¢oes.

Menor = 18
pos_x =6
pos_y= 6

Aloca-Desaloca(6,6,Pent[2].pentomino,”b*);
Pent[2].tocado := 2;

O algoritmo segue para os demais pentominos.

Figura 3.21: Exemplo do funcionamento da versao 2.1 do algoritmo

A Tabela 3.4 mostra a avaliacdo da versdo 2.1 do algoritmo. Os dados da tabela
foram obtidos através da construcdo sucessiva de dez mil tabuleiros. Pode-se perceber que
a maioria dos perimetros dos tabuleiros construidos por esta nova versdo se encontram
entre vinte e cinco e trinta e seis enquanto os construidos pela versao 1.1 se situam entre
trinta e um e quarenta e dois, o que € uma melhora significativa.
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Intervalos de perimetro | Numero de tabuleiros | % de tabuleiros
18-18 0 0%
19-24 642 6,42%
25-30 4647 46,47%
31-36 4209 42,09%
37-42 502 5,02%

Tabela 3.4: Resultados da versao 2.1 do algoritmo

A média dos perimetros dos tabuleiros é 30, 72.

Embora a melhora seja bastante considerdvel em relacdo a versao 1.1, pode-se
aprimorard-la ainda mais.

3.5.6. Algoritmo de construcio: Versao 2.2

Este novo aperfeicoamento € baseado em uma caracteristica do procedimento de
alocacdo. Uma alocacgao € feita através de uma soma de deslocamentos, isto €, baseada
em uma posi¢do (z,y). A alocagdo se dd somando as posi¢des armazenadas no vetor
vPosicoes a posicdo inicial, conforme foi visto na Secdo 3.3. Por esta razdo, as novas
posicdes serdo sempre maiores ou iguais aos da posicao inicial. Esta questdo implica que
ndo sejam possiveis alocagdes feitas a partir de posi¢des situadas acima e a esquerda do
aglutinado. A Figura 3.22 ilustra um caso onde esta caracteristica se torna evidente. No
exemplo, inicialmente se alocou o pentomino P na posicdo (3, 3) e depois se tentou aglu-
tinar o pentomino X nas posi¢des contiguas ao perimetro do pentomino P. Percebe-se
entdo que a aglutinagdo somente ocorre a direita (posicao (3, 6)) e abaixo (posi¢do (5,4))
do pentomino P. Quando se tenta aglutinar o pentomino X acima (posi¢do (2,3)) e a
esquerda (posicdo (3,2)) do pentomino P, ocorrem sobreposi¢des, tornando esta agluti-
nacdo invélida.
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Superior Direita

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1
2 X 2
3 NNER 3 Pl P|P X
4 S P 4 Pl P|x X
5 5 X
6 6
7 7
8 8

Inferior Esquerda

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1
2 2
3 P P P 3 Y PP
4 PP 4 X | x| P
5 X 5 X
6 X | x| x 6
7 X 7
8 8

Figura 3.22: Exemplo da falha na alocagao

Para contornar esta caracteristica uma nova regra foi criada. Esta nova regra con-
siste em criar mais trés pontos de alocacao para cada ponto inicial, isto é, para cada ponto
(x,y) pertencente a PeriLista sdo adicionados novos trés pontos, que permitirdo ao al-
goritmo de construgdo efetuar alocacdes em qualquer lado do aglutinado existente. Estes
novos pontos sdo obtidos utilizando as dimensdes Max X e MaxY do pentomino a ser
alocado, que respectivamente significam o maior valor de X e de Y pertencentes ao vetor
vPosicoes, que representa o esquema atual do pentomino. A Figura 3.23 apresenta estes
novos pontos.
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(x-Maxy, y-MaxX) (x-Maxy, y)

(X, y-MaxX) < x,y)

Figura 3.23: Novos pontos da alocacéao

A Figura 3.24 ilustra o cdlculo de novos pontos para um caso onde se deseja obter
todas as posicdes nas quais o pentomino 7' deve ter sua aglutinacdo testada.

Uma vez que para cada posicdo de Perilista sdo criadas outras trés, seu tama-
nho aumenta em trés vezes. Considerando que o algoritmo testa cada posi¢do da lista, a
remogdo de posicdes repetidas também € necessdria neste método. Muitos desses novos
valores j4 pertenciam a PeriLista anteriormente. Para remover as posi¢des repetidas em
tempo linear, deve-se previamente aplicar um método de ordenagdo. Utiliza-se a ordena-
cdo por caixas, uma vez que sua complexidade € linear e todos os valores pertencem a um
intervalo conhecido, que varia de 1 até tamMatriz.

Passo 1 Para cada posicdo (x,y) de PeriLista incluir os valores (r,y — MazX),
(x — MazY,y — MaxX) e (x — MazY,y) no final de PeriLista, caso estes fi-
quem dentro da area de trabalho;

Passo 2 Aplicar a ordenagdo por caixas a PeriLista.
Passo 3 Remover as posicoes repetidas.

O Passo 1 tem complexidade O(n), onde n € o nimero de pentominos ja alocados.
Jd 0 Passo 2, tem complexidade O(tamMatriz), uma vez que esse é o nimero de caixas.
O Passo 3 tem complexidade O(n), uma vez que varre toda a lista criada pelo Passo 1.
Sendo assim, a complexidade é de O(tamMatriz + n).

Os passos executados por esta versdo sdo idénticos aos da versao 2.1, exceto pela
atualizacdo de PeriLista de acordo com as novas regras criadas.

A Tabela 3.5 apresenta os resultados da versdo 2.2 do algoritmo. Os dados da
tabela foram obtidos através da construcao sucessiva de dez mil tabuleiros.
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Célculo dos novos pontos para a alocagéo do
pentomino T

2 U|F|F
3 F
4 UlF

PeriLista = [ (1,5), (1,6), (1,7), (1,8), (2,4), (2,9),
(3.4). (3.8), (44), (4.8), (5,5), (5,6), (5.7) ]

Pentomino T:
MaxX = 2
MaxyY =2

Considerando PeriLista[1]:

@}I—zw:s:zz): ::(Zm»e}:szz:
ar
ws2) K )

Ap0s o processamento de todas as posicoes,
ordenacdo e remogéao das duplicadas:

PeriLista = [ (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (1,8),
(2,2), (2,4), (2,6), (2,7), (2,8), (2,9), (3,2), (3,3), (3,4),
(3,5), (3,6), (3,7), (3,8), (4,2), (4,4), (4,6), (4,8), (5,3),
(5.4), (5,5), (5,6), (5,7) ]

Figura 3.24: Exemplo do calculo de novos pontos para versao 2.2 do algoritmo
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Intervalos de perimetros | Numero de tabuleiros | % de tabuleiros
18-18 11 0,11%
19-24 2853 28,53%
25-30 6694 66,94%
31-36 442 4,42%
37-42 0 0%

Tabela 3.5: Resultados da versao 2.2 do algoritmo

A média dos perimetros dos tabuleiros € de 26, 51.

Percebe-se pelos resultados que a modificacdo efetuada melhorou os resultados.
Na versdo 2.1, a maioria dos perimetros fica entre vinte e cinco e trinta € uma unidades.
Ja na versdo 2.2, a maioria fica entre dezenove e trinta unidades, o que ¢ uma melhora
significativa considerando o aumento de processamento. Deve-se ressaltar que a versao
2.1 gerou quinhentos e dois tabuleiros com perimetro entre trinta e sete e quarenta e
dois, que sdo os piores tabuleiros que podem ser construidos. J4 a versdo 2.2 ndo gerou
nenhum tabuleiro com essa qualidade. Comparando o nimero de tabuleiros com a melhor
qualidade percebe-se que a versdo 2.2 gerou onze tabuleiros, enquanto a versao 2.1 nao
gerou nenhum.

Sendo assim, pode-se dizer que a melhora dos resultados foi suficiente para com-
pensar 0 aumento no tempo gasto para a construgdo.

3.5.7. Comparacoes entre os algoritmos

Pode-se observar uma evolugdo dos resultados das quatro versdes, uma vez que a
cada modificacdo implementada os tabuleiros se mostram mais compactos. A Tabela 3.6
apresenta os resultados das versdes 1.1, 2.1 e 2.2 dos algoritmos. A versdo 1.2 foi omitida,
pois o teste de qualidade inviabiliza esta comparacio, uma vez que todos os resultados sdo
filtrados pelo teste de qualidade.

18-18 19-24 25-30 31-36 37-42

Versdo | N° | % N° % N° % N° % N° %
1.1 0 0 40 0,4 | 1047 | 10,47 | 5094 | 50,94 | 3819 | 38,19
2.1 0 0 642 | 6,42 | 4647 | 46,47 | 4209 | 42,09 | 502 | 5,02
2.2 11 | 0,11 | 2853 | 28,53 | 6694 | 66,94 | 442 | 4,42 0 0

Tabela 3.6: Tabela comparativa entre as versées do algoritmo de criacao de ta-
buleiros de formato livre



4 O JOGO DOS 20: UM PROTOTIPO

Neste capitulo, é apresentada a implementagdo de um jogo para computador, ba-
seado no problema dos 20. Neste jogo, um tabuleiro com drea equivalente a quatro pen-
tominos € exposto ao jogador. Dado este tabuleiro, o usudrio deve cobri-lo trés vezes
utilizando quatro pentominos distintos em cada cobertura. Cada vez que um tabuleiro
for totalmente coberto, os quatro pentominos utilizados serdao descartados do conjunto de
pentominos disponiveis para a proxima cobertura. Se uma determinada cobertura for im-
possivel utilizando os pentominos disponiveis, o jogador pode retornar a um tabuleiro ja
coberto, esvazid-lo e refazer esta cobertura utilizando outros pentominos. Deve-se acres-
centar que os tabuleiros fornecidos permitem trés coberturas (jogo ideal).

No final da terceira cobertura, o jogo salvard o tempo que o jogador levou para
cobrir os tabuleiros e ird classificad-lo em um ranking. Serdo salvos neste ranking o nome
do jogador, o tempo que este levou e as trés coberturas efetuadas.

Ap6s o término das trés coberturas ou a comando do jogador, o jogo descartard o
tabuleiro corrente e construird outro, liberando os doze pentominos para novas coberturas.

O jogador poderad solicitar auxilio do computador para cobrir o tabuleiro corrente
com os pentominos disponiveis ou solicitar que o computador demonstre as trés cobertu-
ras.

O jogo dos 20 também pode ser jogado em rede. Nesta modalidade, um joga-
dor atuard como servidor e os outros como clientes. O servidor criard um tabuleiro e
o propagaré para os clientes. Apds a confirmagdo de recebimento dos clientes, o servi-
dor autorizard o inicio do jogo. O vencedor serd o jogador que cobrir os trés tabuleiros
primeiro, utilizando as regras descritas anteriormente. O vencedor, seu tempo € suas co-
berturas serdo inseridos no ranking de cada jogador. Caso todos os jogadores solicitem
um novo tabuleiro, o processo € reiniciado, isto €, um novo tabuleiro serd construido no
servidor e propagado para os clientes.
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4.1. Implementacao de um protétipo

Para ilustrar a utilizacdo dos procedimentos apresentados no Capitulo 3,
desenvolveu-se um protétipo do Jogo dos 20. Este prot6tipo ainda ndo conta com todos os
recursos do Jogo dos 20 ideal, proposto na se¢do anterior. No estdgio atual é construido
um tabuleiro utilizando a versdo 2.2 do algoritmo de construcdo de tabuleiros exposto
no Capitulo 3. Em seguida, este tabuleiro é apresentado ao jogador que deve preenché-
lo utilizando quatro pentominos. Para cada alocacdo que o jogador efetua, o algoritmo
de alocacao € executado. A critério do usudrio podem ser aplicadas transformagdes aos
pentominos, executando sobre um determinado pentomino o algoritmo correspondente
a transformacdo solicitada. Apds o preenchimento, é exibido para o jogador o tempo
que este levou para cobrir o tabuleiro e é perguntado se o usudrio deseja um novo tabu-
leiro. Em caso afirmativo, o tabuleiro reverte os pentominos a seus respectivos esquemas
iniciais, constréi um novo tabuleiro e o fornece ao usudrio, reiniciando o processo. A
Secdo 4.2 apresenta os recursos que, posteriormente, serdo anexados ao prototipo.

Detalhamento da interface do protétipo

A Figura 4.1 ilustra a tela inicial do protétipo. Pode-se observar uma barra de
comando no lado direito da figura. Nesta barra estdo situados os botdes de controle, que
sdo, respectivamente, de cima para baixo:

Limpar Limpa o tabuleiro, removendo todos os pentominos.

Novo Jogo Constréi um novo tabuleiro para ser preenchido.

Rotacionar Rotaciona o pentomino em foco.

Espelhamento Horizontal Aplica um espelhamento horizontal no pentomino em foco.
Espelhamento Vertical Aplica um espelhamento vertical no pentomino em foco.
Resolver Cobre automaticamente o tabuleiro.

Ranking Exibe o ranking dos jogadores (nao implementado).

Rede Inicia o jogo em rede (nao implementado).

A Figura 4.2 ilustra a movimentacdo do pentomino X. No jogo, para mover os
pentominos deve-se clicar na imagem do pentomino e o arrastar para a posicao de destino.

Na Figura 4.3, o pentomino X foi solto na posi¢ado final. Apds soltar o pentomino
em uma determinada posi¢do, este € alocado nesta posicao, se a alocagdo for vdlida. A
remocao € efetuada de maneira semelhante. O usudrio deve clicar no pentomino alocado
e o arrastar para fora do tabuleiro.

A Figura 4.4 ilustra a aplicacdo de um espelhamento vertical no pentomino F.
Para aplicar os procedimentos de transformacdo basta clicar no pentomino, colocando-
o em foco, e clicar nos botdes desejados ou utilizar os atalhos de teclado (Crl+R para
rotacdo, Crl+H e Crl+V para espelhamento horizontal e vertical, respectivamente). A
aplicacdo de espelhamentos e rotacdes também pode ser efetuada através de um menu
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Pop-up aberto quando se clica com o botdo direito do mouse sobre a imagem de um
pentomino, conforme ilustrado na Figura 4.5.

Na Figura 4.6, pode-se observar um tabuleiro totalmente coberto. Ao final da
cobertura o jogo emite uma mensagem informando que o tabuleiro foi preenchido, o
tempo levado desde a construgdo do tabuleiro até a finalizacdo de sua cobertura, conforme
a Figura 4.7 ilustra. Além disso, 0 jogo questiona se o usudrio deseja iniciar um novo
jogo. Em caso negativo, o jogo mantém o tabuleiro coberto e aguarda instru¢des do
usudrio, conforme pode ser observado na Figura 4.8. Em caso positivo, o jogo cria um
novo tabuleiro e o fornece ao jogador, conforme pode ser visto na Figura 4.9.

O recurso da cobertura automadtica de tabuleiros (botdo resolver) foi implementado
para cobrir apenas um tabuleiro. A versao final desta func¢do deve cobrir os trés tabuleiros
do jogo ideal. Quando o usudrio solicita a cobertura do tabuleiro, uma das coberturas
possiveis ¢ demonstrada de maneira animada, isto €, o usudrio pode visualizar as trans-
formagdes dos pentominos, sua movimentacao e sua sucessiva alocagdo. A Figura 4.10
ilustra um passo da animag¢ao que resulta em uma cobertura do tabuleiro.
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Figura 4.1: Prototipo: Tabuleiro em branco
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Figura 4.2: Protétipo: Movendo o pentomino X
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Figura 4.3: Prototipo: Pentomino X ja alocado
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Figura 4.4: Protoétipo: Preparando o pentomino F para alocacao
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Figura 4.5: Prototipo: Menu pop-up de transformacées
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Figura 4.6: Protétipo: Tabuleiro totalmente coberto
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Figura 4.7: Prototipo: Mensagem ao final da cobertura
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Figura 4.8: Protétipo: Interface ao final da cobertura
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Figura 4.9: Prototipo: Outro tabuleiro gerado
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Figura 4.10: Protétipo: Cobertura automatica de tabuleiros

Detalhamento da implementacao do protétipo

A linguagem utilizada na implementacdo do protétipo é o Delphi. Os procedi-
mentos descritos no Capitulo 3 sdo a base para a implementagdo do jogo.

Foram implementadas duas classes. A primeira, denominada 7Pentomino, contém
os métodos de manipulacdo dos pentominos (rotacdo e espelhamentos) e a representacao
computacional dos pentominos, apresentados no Capitulo 3. Cada objeto desta classe
representa um pentomino distinto.

A outra classe € denominada TTabuleiro e contém os métodos de manipulagdo de
tabuleiros. Cada objeto da mesma armazena um tabuleiro e doze pentominos, um de cada
tipo. Nela estdo os algoritmos de alocacdo, validacdo, remog¢do e as quatro versdes do
algoritmo de construcao de tabuleiros, além dos algoritmos neste utilizados. Todos estes
algoritmos foram descritos no Capitulo 3.

A Figura 4.11 apresenta as duas classes e seus respectivos métodos e atributos.
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TPentomino * 1 TTabuleiro
-vPosicoes PY -vMatriz
-Nome -vF : TPentomino
-Perimetro -vl : TPentomino
i -vL : TPentomino
+rotacionar() v |
-vP : TPentomino
+espeihar_H( —XN : TPentomIino
+espelhar_V() -vT '.TPentomino
+max_x() : !
+max_y() -vU : TPentomino

-vV : TPentomino
-vW : TPentomino
-vY : TPentomino
-vZ : TPentomino

+Validar()

+Alocar()

+Remover()

+Perimetro()
+ValidarConstrucao()
+Aloca-Desaloca()
+Gerar_Tabuleiro_V 1.1()
+Gerar_Tabuleiro_V 1.2()
+Gerar_Tabuleiro_V 2.1()
+Gerar_Tabuleiro_V 2.2()
+Resolver()

Figura 4.11: Diagrama de Classes do Jogo dos 20

4.2. Recursos ainda nao implementados

Alguns recursos presentes no jogo ideal ainda ndo foram implementados. E im-
portante ressaltar que estes recursos constituem aprimoramentos do protétipo ja existente.
O primeiro trata das multiplas coberturas, isto €, o jogo deve oferecer ao usudrio trés tabu-
leiros idénticos para que este os cubra, conforme a definicdo do Problema dos 20. Atual-
mente o jogo oferece apenas um unico tabuleiro. Para permitir o perfeito funcionamento
desta funcionalidade deve-se garantir que todos os tabuleiros expostos ao jogador tenham
trés coberturas. Como o estdgio atual do protdtipo oferece apenas um unico tabuleiro
formado pela aglutinacdo de quatro pentominos, esta verificacao foi dispensada, uma vez
que € garantido que o tabuleiro tem pelo menos uma cobertura, que € constituida pelos
pentominos que formaram o aglutinado.

Outro recurso que deve ser implementado € o jogo em rede, pois assim pode-se
oferecer ao usudrio a possibilidade de jogar acompanhado, estabelecendo uma competi¢dao
na qual ganha o jogador que terminar as trés coberturas mais rdpido. Para armazenar
os resultados dos jogadores, deve-se implementar um ranking, que permitird ao usurio
visualizar as coberturas anteriores e seus respectivos tempos.
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Esta dissertacao teve como foco um membro em particular da familia dos polimi-
nos: os pentominos. Inicialmente, no Capitulo 1, além da apresentacdo dos pentominos,
sua histdria foi abordada e introduzidos os conceitos de problemas de alocagdo e de trans-
formagdes de pentominos. Além disso, os pentocubos foram apresentados.

No Capitulo 2, foram apresentadas caracteristicas peculiares aos problemas de
Alocacdo e, em seguida, definidos. Também foram expostos alguns jogos baseados nestes
problemas, como, por exemplo, o Jogo dos 20. Os recursos na rede que envolvem os
pentominos foram devidamente exibidos e comentados.

A seguir, no Capitulo 3, foram expostos procedimentos que permitem implemen-
tar os problemas de alocacdo descritos. Para tanto, novas estruturas de dados foram cri-
adas para armazenar os pentominos e os tabuleiros. Feito isso, houve a explanacdo de
procedimentos capazes de aplicar transformacdes aos pentominos, isto €, executar rota-
coes e espelhamentos. Dando seguimento, houve a descri¢do de algoritmos para alocar
e remover pentominos. Finalmente, foram propostos procedimentos para a criagdo de
tabuleiros exatos e de formato livre. Quatro versdes distintas para a constru¢cdo destes
foram descritas. A cada nova versdo, implementou-se uma modificacdo para melhorar os
resultados obtidos pela anterior. Além disso, efetuou-se uma andlise comparativa entre as
diferentes versdes do algoritmo.

No Capitulo 4, o jogo ideal baseado no Problema dos 20 foi descrito e seu pro-
tétipo apresentado. Algumas funcionalidades do jogo ideal ainda nao foram implemen-
tadas, como, por exemplo, a possibilidade de multiplas coberturas. Este prot6tipo tem
como principal objetivo ilustrar a aplicacdo dos algoritmos expostos anteriormente.
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Este trabalho tem como contribui¢io uma biblioteca de algoritmos que permite
lidar com os pentominos e seus problemas de alocacdo computacionalmente. O foco
do mesmo sdo os pentominos e, por isso, a biblioteca de algoritmos foi desenvolvida
apenas para estes. Um interessante trabalho futuro € sua extensdo para toda a familia dos
poliminos.

A finalizagdo do protétipo do Jogo dos 20 e a averiguacdo dos reais beneficios de
sua aplicac¢do educacional também sao propostas a serem desenvolvidas.
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