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Introducao

A teoria classica de otimizacao presume certa diferenciabilidade e fortes hipoteses
de regularidade como pode ser visto em Fletcher dﬂ] Contudo, estas hipoteses estao
longe de acontecer na pratica, onde em muitos casos a propria fisica do problema
impoe um modelo nao diferenciavel. Problemas de otimizacao nao diferenciaveis
aparecem em muitos campos de aplicagdo, como por exemplo, em Mecanica [2],
Economia [3], Controle Otimo [4]. A origem da ndo diferenciabilidade pode ser
dividida em quatro classes, [3]: inerente, tecnoldgica, metodoldgica e numérica.

No caso da nao diferenciabilidade inerente, considera-se que o fendomeno original
contém nele mesmo vérias descontinuidades e irregularidades. Um exemplo tipico,
sdo as mudancas de fase do material no processo de moldagem continua do ago (veja
da]) e modelos lineares por parte em economia (veja [1]).

A nao diferenciabilidade tecnoldgica num modelo é usualmente causada por
algumas restricoes tecnoldgicas extras.  Estas restricbes podem causar uma
dependéncia nao diferenciavel entre as varaveis e as fungoes, ainda que, as fungoes
originais sejam continuamente diferenciaveis. Estes tipos de exemplos sao chamados
de problemas de obstéculo em otimizacao de formas (veja [§]).

Exemplos de nao diferenciabilidade metodologica aparecem no métodos de funcao
penalidade exata, e métodos de decomposicao de Lagrange.

Finalmente, existem problemas que podem ser analiticamente diferencidveis mas
numericamente nao diferenciaveis. Estes problemas sao, em geral, chamados de “stiff
problems” os quais sao numericamente instaveis e se comportam como problemas nao
diferenciaveis.

Para problemas onde nao se tem a diferenciabilidade em todos os pontos do
dominio da fung¢do, existe uma area da Programacao Matematica denominada
Otimizacao Nao Diferenciavel (Nonsmooth Optimization), que utiliza técnicas, que
substituem o Calculo Diferencial classico, oriundas de uma area da Matematica
chamada de Andlise Convexa, ﬂa}

Existem grandes dificuldades quando se lida com func¢des nao diferenciaveis e,
em muitos casos, essas fung¢oes tem minimo onde o gradiente nao esta definido.
Ratificando tal ideia, nao é preciso ir muito longe para entender melhor as

dificuldades causadas pela nao diferenciabilidade. Para tanto, basta considerar a



funcao valor absoluto f(x) = |x|, com x € R, nota-se que f nao ¢é diferencidvel na
origem, justamente o ponto onde ocorre o minimo. Entao, se para esta funcao, for
aplicado qualquer método de otimizacao diferenciavel, este nem sequer reconhecera
o ponto de minimo x = 0, pois nestes métodos o minimo precisa satisfazer o famoso
resultado de Fermat

Vi) =0,
que ¢é, na verdade, uma condi¢ao de otimalidade necessaria.

Diante do exposto, vem sendo desenvolvidos uma série de métodos para lidar com
este tipo de problema como pode ser visto, por exemplo, nos trabalhos de Kelley
dﬂ}, Kiwiel E] E] e Makela ‘ﬁ

Os métodos considerados mais eficientes e confidveis quando a fungao objetivo
¢ convexa, sao os métodos de Feixes, (veja , ] ou ]), estes métodos sao

baseados na teoria de subdiferencidis desenvolvida por Rockafellar |9] e Clarke [16].

|, Lemaréchal |, entre outros.

O que estes métodos tem em comum é que, em cada iteracao, requerem a utilizacao
de um tnico subgradiente além do valor da fun¢do, onde suas ideias basicas se
concentram em aproximar o subdiferencial (que é o conjunto dos subgradientes) da
funcao objetivo, usando informacgoes dos subgradientes armazenados em iteragoes
anteriores no chamado feixe. A histéria destes métodos comeca com o método
chamado e-steepest descent apresentado por Lemaréchal em 1976, . Para ter
uma melhor compreensao da discussdo do caso convexo, veja [11] ou [18§].

Problemas envolvendo fung¢des nao convexas e nao diferenciaveis sdo mais dificeis
de lidar. Contudo, durante as ultimas trés décadas, consideraveis progressos tem
sido realizados nessa area, Um passo crucial foi a tese de doutorado de Clarke em
1973. Corroborando com tal progresso sabe-se que um calculo eficiente, bem como
condigoes de otimalidade aplicaveis, em termos de construcoes convexas locais, pode
ser desenvolvido para a classe de fungoes localmente Lipschitz continuas, veja [16],

] ou [20].

Problemas convexos com restri¢goes nao diferenciaveis sao ainda mais complexos
e poucos métodos sao encontrados na literatura. Problemas convexos com restrigoes
consideradas “fdceis”, tais como restrigoes lineares, podem ser resolvidos inserindo-
se tais restri¢bes diretamente em cada problema quadratico (veja H, Iﬂ]) Para o
problema convexo com restri¢des mais gerais, uma forma bem popular, para métodos
de feixe, é encontrar um minimo irrestrito para a chamada improvement function

], esta abordagem foi utilizada em [24] e nos capitulos 5 e 6 de [L1]. Outra
estrategia é resolver um problema irrestrito equivalente com o uso de uma funcao
objetivo de penalidade exata [25]. Em [26,127] uma estratégia de filtros [28] é sugerida
como alternativa ao uso da fun¢ao de penalidade num método de feixes.

Neste trabalho sao apresentados trés alternativas de algoritmos para Otimizacao

Nao Diferenciavel: O primeiro algoritmo, considera o caso convexo sem restrigoes,



o qual foi inicialmente proposto por Freire @] em sua tese de doutoramento em
2005. Em seguida, apresenta-se um algoritmo que lida com problemas nao convexos
sem restricoes. O terceiro e ultimo algoritmo considera problemas convexos com
restri¢oes de desigualdade convexas.

Os métodos sao hibridos, neles sao utilizadas algumas ideias do método classico
de planos de corte de Kelley |L0], para realizar aproximagoes das fungoes nao
diferenciaveis. E em cada iteragao, utiliza-se o método de pontos interiores e dire¢oes
vidaveis FDIPA, desenvolvido por Herskovits em [30], para gerar dire¢oes de descida
viaveis.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No Capitulo 1, reservado as
preliminares, sao definidas a notacao e alguns resultados basicos da Analise Nao
Diferenciavel, generaliza-se as condi¢oes de otimalidade para o caso nao diferenciavel,
em seguida, faz-se uma revisao bibliografica para Otimizacao Nao Diferenciavel onde
estao incluidas algumas técnicas mais recentes e por fim é apresentado o Feasible
Direction Interior Point Algorithm (FDIPA).

No Capitulo [2 apresenta-se o algoritmo para problemas nao diferenciaveis
convexos sem restricoes. No Capitulo B propoes-se um método para a resolugao
do problema

{ minimize f(x)

sujeito a x € R"

onde f : R® — R é uma funcao localmente Lipschits continua. Constam ainda,
o estudo da convergéncia global e os resultados da experiéncia computacional. No

Capitulo M propoe-se um método para a resolucao do problema restrito

xeR”

{ minimize f(x)

sujeito a  ¢(x) <0

onde f,c : R" — R sao fungdes convexas em geral nao diferencidveis. FEste
método é uma extensao direta do método desenvolvido por Freire em [29], pois sao
acrescentadas restri¢coes de desigualdade como acima e sao resolvidas uma sequéncia
de problemas auxiliares que vao sendo definidos a medida em que as restrigdes
funcionais vao sendo aproximadas por planos de corte.

No Capitulo [ é feita uma aplicagdo do método apresentado no Capitulo [ para
Otimizacao Topoldgica de estruturas reticuladas robustas.

Finalmente, sao apresentadas as conclusdes do trabalho obtidas até o presente

momento e os possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo, sao introduzidas algumas notagoes, conceitos e resultados basicos
necessarios ao estudo da andlise nao diferenciavel, cujas ideias estao baseadas
principalmente nos trabalhos de Clarke @] Makela ] e Lemarechal @ Entao
generaliza-se os conceitos de diferencial para fungoes convexas e localmente Lipschitz
continuas, respectivamente. Com isso, sao generalizadas as condigoes classicas
de otimalidade para o caso nao diferenciavel. Em seguida, faz-se uma pequena
descricao de alguns métodos classicos bem como alguns métodos mais recentes, para
otimizacao nao diferenciavel. E finalmente, apresenta-se o Feasible Direction Interior
Point Algorithm (FDIPA), um método para otimizagao nao linear desenvolvido por
Herskovits em Q} As demonstracoes dos resultados apresentados neste capitulo

podem ser encontradas nos trabalhos citados acima.

1.1 Notacoes e Definicoes Basicas

Todos os vetores sao considerados como vetores coluna. Denota-se o produto
interno usual por x’y e por ||x|| a nmorma no espago Euclidiano n-dimensional,

i.e.,
1
Il = xxéz(zx) |

onde x € R" e x; € R é a i-ésima componente do vetor X.

A bola unitaria com centro em x € R™ e raio » > 0 é denotada por
B(x;r) ={y e R" | [ly —x[| <r}.

Um conjunto S C R™ é dito convexo se \Xx + (1 — ANy € S,ondexey € Se
A € [0, 1]. Geometricamente, se esta dizendo que todo segmento de reta que une os
pontos X e y esta inteiramente contido em S sempre que x,y € S. Se S} e Sy sdo

conjuntos convexos em R™ e A\, Ay € R, entao A1 S7 + A5, também é convexo. Se



S; C R™ sdo conjuntos convexos para ¢ = 1,2,...,m, entdo sua intersecao N*,S; é
também um conjunto convexo.
Denota-se por conv(S) o fecho convexo de S C R", i.e., a interse¢ao de todos
os conjuntos convexos que contém S, ou ainda,
k k
conv(S) ={x eR"| x=) A\x;, Y _N=1 x;€R", \ >0}
i=1 i=1
O fecho convexo de um conjunto S é o menor conjunto convexo contendo S e S é
convexo se e somente se S = conv(S). Além disso, o fecho convexo de um conjunto
compacto é compacto.

Uma funcao f : R” — R é dita convexa se

FOx+ (1 =Ny) < M(x)+ (1= N fly), (1.1)

onde x e y estdo em R" e A € [0,1]. Se a desigualdade for estrita em (II]) para todo
x,y € R"tal que x #y e A € (0,1), a fungao f é dita estritamente convezxa.
Um conjunto C' é denominado cone se contém todos os multiplos positivos de
seus elementos, i.e., se x € C'e A > 0, entao Ax € (. Pela defini¢ao, se C' ¢ um
cone nao vazio, necessariamente 0 € C.
O cone tangente (de dire¢oes tangentes) de um conjunto convexo C' pode ser

definido como

V {te} C Ry, {ti} — 04,
Te(x):=qd e R"| I {d*} c R, {d*} — d, tal que
x + t,d* € C para todo k € N

O cone normal (cone de diregdes normais) de um conjunto convexo C' em

x € C' é o conjunto
Ne(x):={deR"| d"(x-%) <0 VxeC}.

Uma funcao f : R® — R é dita localmente Lipschitz continua com constante

L >0 em x € R” se existe um numero positivo € tal que

[f(y) = f(@)] < Ly -z,

para todo y,z € B(x,¢). No que segue utiliza-se a denominagao curta localmente
Lipschitz.
Se f:R™ — R é uma funcao convexa em x € R", entao f é localmente Lipschitz

em X.



Uma funcao f : R” — R é dita inferiormente semi-continua(resp. superior)

num ponto x € R" se, para cada sequéncia (x;) C R com (x;) — X, tem-se

f(x) < kh_}rglo inff(xk)<resp. f(x) > kh_}rgo inff(xk)>.

Uma fungao que é semi-continua superior e inferior é uma funcao continua.
Agora serao revistos alguns conceitos basicos da teoria das func¢oes diferenciaveis:
Uma funcao é dita diferencidvel em x € R" se existe um vetor V f(x) € R" e uma

funcao € : R” — R tal que para todo d € R,
flx+d) = f(x)+Vfx)'"d+|d]d),

onde o vetor V f(x) é o vetor gradiente de f em x e £(d) — 0 sempre que ||d|| — 0.

O vetor gradiente tem a seguinte férmula

vit = (S0, U

9 . ~ . . .
onde as componentes gf‘), 1 =1,2,...,n sao as chamadas derivadas parciais
T

da funcao f. Se uma funcgdo é diferenciavel e suas derivadas parciais sao todas
continuas, entao a funcao é dita continuamente diferencidvel.
O limite

f/(X; d) — lim f(X + td) — f(X)

t—0 t
(se existe) é chamado de derivada direcional de f em x € R™ na direcao d € R".
Se uma funcao f é diferencidvel em x, entdo a derivada direcional existe em cada
direcaio d € R" e
f'(xd) = Vf(x)"d.

Se, ainda, f for convexa, entdo para todo y € R”
fly) = f(x) + Vi) (y —x).

Uma funcao f : R® — R ¢é dita duas vezes diferencidvel em x € R" se
existe um vetor V f(x) € R", uma matriz simétrica V2f(x) € R™" e uma fungio
£ :R™ — R tal que para todo d € R",

flx+d)=f(x)+Vf(x)'d+ ;dTVQf(X)d +dfe(a),



onde £(d) — 0 sempre que ||d|| — 0. A matriz V2 f(x) é chamada de Hessiana de

f em x e é definida por

Pfx) .. 9
8x§ 0x10Xn
V3 f (x) = : . :
Prx) .. X
0%, 0X1 ox2
P*f(x)

onde as componentes e 1,7 =1,2,...,n sao as chamadas deritvadas parciais
de segunda ordem da funcao f. Se uma funcao é duas vezes diferenciavel e suas
derivadas parciais de segunda ordem sao todas continuas, entao a funcao é dita duas
vezes continuamente diferencidvel.
Uma matriz A € R™" é chamada definida positiva se A = AT ie., A é
stmétrica e
xTAx > 0

para todo vetor x € R".

Considere um mapeamento F' que associa cada x € X C R™ a um conjunto do
R™, ou seja, x — F(x) C R". Denomina-se tal mapeamento de multi-funcgdo.

O dominio de F ¢é definido por dom F := {x € X : F(x) # 0}.

Diz-se que F' é fechada se seu grafico (i.e., a unido de {x} x F(x) C X x R")
¢ um conjunto fechado. Dize-se ainda que ela é localmente limitada perto de
x* se para alguma vizinhanca V' de x* e algum conjunto limitado B C R", tem-se
V Cdom F e F(V)C B.

Seja F' uma multi-funcdo fechada e localmente limitada em x*. Entao, F é
semi-continua exterior(resp. semi-continua interior) se, para todo € > 0, existe

uma vizinhanga Vi« de x* tal que x € Vi+ implica
F(x) C F(x*) + B(0;¢) <F(x*) C F(x)+ B(O;e)).

Além disso, se F' é semi-continua exterior e interior, entao ela é continua.



1.2 Analise Nao Diferenciavel

A teoria da Analise nao diferenciavel para fungoes convexas esta baseada na
chamada Analise Convexa, e por esta razao faz-se uma breve introducao baseada nos
conceitos de convexidade(veja Rockafellar B]) Primeiramente define-se o conceito
de subdiferencial de uma fun¢do convexa e depois estende-se os resultados para

funcoes localmente Lipschitz nao convexas.

Definigao 1.1. O subdiferencial de uma func¢ao convexa f : R™ — R num ponto

x € R"™ € o conjunto dos vetores s € R" tais que

8cf(x):{SER”| fly) > f(x)+s'(y —x) para todoyG]R”}.

Teorema 1.2. Seja f: R" — R uma funcao convera. Entao a derivada direcional

existe em qualquer direcio d € R"™ e satisfaz

P — i L1 = S0

t>0 t

Apresenta-se algumas relages existentes entre o subdiferencial e a derivada

direcional.

Teorema 1.3. Seja f: R™ — R uma funcao convexra. Entao para todo x € R"
(i) f'(x;d) = max {sTd | s€ acf(x)} para todo d € R™,
(i7) O.f(x) = {S eR"| f'(x;d) >s"d para todo d € R"},

(1ii) O.f(x) é um conjunto ndo vazio, convexo e compacto tal que 0, f(x) C B(0; L),

onde L > 0 é a constante de Lipschitz de f em X.

O préximo teorema mostra que realmente o subdiferencial é um generalizacao

da derivada classica.

Teorema 1.4. Se f: R" — R é uma funcao convexa e diferencidvel em x, entdao

Ocf(x) ={Vf(x)}.

Teorema 1.5. Se f: R®™ — R uma fungdo convexa entao para todo y € R"

fly) =max {f(x) +s"(y = x) | x €R", s € Af(x)}. (1.2)

Em Otimizacao nao diferenciavel, os chamados métodos de feixe sao baseados
na teoria do e-subdiferencial, cuja definicdo é uma adaptagdo do conceito de

subdiferencial.



Definicao 1.6. Seja f : R" — R wuma funcao convera. A e-derivada direcional
de f em x € R" na direcio de d € R™ ¢é definida por

td) —
fi(x;d) = inf flxttd) = f(x) + =
t>0 t
Definicao 1.7. Seja € > 0, o e-subdiferencial de uma fun¢io convexa f : R — R

em x € R™ é o conjunto
O-f(x) = {s ER"| f(y) > f(x)+s"(y —x) — ¢ para todo y € R”}.

Cada elemento s € 0. f(x) é chamado e-subgradiente de f em x.

Para funcgoes localmente Lipschitz nao necessariamente existe a nocao de
derivada direcional classica, por isso, primeiramente define-se uma derivada
direcional generalizada (veja Clarke[16]). Dando sequéncia estende-se o conceito

de subdiferencial para fungoes localmente Lipschitz.

Definigao 1.8 (Clarke). Seja f : R™ — R wma fungao localmente Lipschitz em
x € R". A derivada direcional generalizada de f em x na direcio d € R™ é

definida por
fly +td) — f(y)
; :

f7(x;d) = lim sup

t—0

Defini¢ao 1.9 (Clarke). Seja f : R™ — R wma fungdo localmente Lipschitz em

x € R". O subdiferencial de f em x € o conjunto de vetores s € R" tal que
of(x) = {S e R"| f°(x;d) > s’d para todo d € ]R"}.

Cada vetor s € Jf(x) é chamado de subgradiente de f em x.

Teorema 1.10. Seja f: R" — R uma funcdo localmente Lipschitz em x € R™ com

constante L. Entao
(i) f°(x;d) = max {sTd | s€ af(x)} para todo d € R™,
(ii) Of(x) € um conjunto nao vazio, convero e compacto tal que Of(x) C B(0; L).

O proximo teorema mostra que o subdiferencial para fungoes localmente

Lipschitz é uma generalizacao do subdiferencial de uma fung¢ao convexa.
Teorema 1.11. Seja f : R" — R uma fungdo convexa. Entdao
(i) f'(x;d) = f°(x;d) para todo d € R" e

(ii) Ocf (x) = Of(x).



Os dois seguintes teoremas mostram que o subdiferencial realmente ¢ uma

generalizacao da derivada classica.

Teorema 1.12. Seja f : R® — R uma funcao localmente Lipschitz e diferencidvel

em x € R™. Entao

Vf(x) € df(x).

Teorema 1.13. Se f: R" — R ¢ continuamente diferencidvel em x € R™. Entdo

0f (x) = {Vf(x)}.

Teorema 1.14 (Rademacher). Seja U C R™ um conjunto aberto. U ma fungdo
f U — R que é localmente Lipschitz em U ¢é diferencidvel em quase todos os

pontos de U (i.e., é diferencidvel a menos de um conjunto de medida nula).

Devido ao Teorema de Rademacher sabe-se que para fungoes localmente Lipschitz
o gradiente existe em quase todos os pontos do dominio da func¢ao. De posse desta
informacgao, pode-se reconstruir o subdiferencial como sendo o fecho convexo todos
os possiveis limites de gradientes nos pontos {x*} que convergem a x.

E usa-se a notacao {1y para representar o conjunto dos pontos onde f nao é

diferenciavel.

Teorema 1.15. Seja f : R® — R wma fungdo localmente Lipschitz em x € R™.
Entao

Jdf(x) = conv {s € R"| ewiste {x*} c R™\ Qy tal que x" = x e Vf(xF) — s}.
(1.3)

Agora define-se o Goldstein c-subdiferencial de uma fungdo localmente

Lipschitz, de modo analogo ao que fizemos para fungoes convexas.

Definicao 1.16. Seja f : R™ — R wma funcao localmente Lipschitz em x € R" e

seja € > 0. Entao o Goldstein c-subdiferencial de f ¢ o conjunto

0 f(x) = conv{0f(y) | y € B(x;¢)}.

Cada elemento s € 9% f(x) é chamado e-subgradiente de f em x.
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1.3 Condicoes de Otimalidade

Nesta secao generaliza-se as condi¢oes de otimalidade de primeira ordem classicas
para os casos de otimizacgao restrita e irrestrita. E mostra-se as condi¢oes necessarias

para uma funcao localmente Lipschitz atingir um minimo local.

Definicao 1.17. Um ponto x € R™ é um minimo local de f, se existir ¢ > 0 tal
que f(x) < f(y) para todoy € B(x,¢).

Definigao 1.18. Um ponto x € R™ é um minimo global de f, se satisfaz f(x) <
f(y) para todo y € R™.

Inicia-se com as condicOes necessarias basicas para o problema de otimizacao

irrestrito. Nota-se que para fungoes convexas as condi¢oes também sao suficientes.

Teorema 1.19. Se f : R" — R ¢é Localmente Lipschitz em x e atinge wm minimo

local em x, entdo
(i) 0 € 0f(x),
(ii) f°(x;d) >0 para todo d € R™.

Um ponto x € R" satisfazendo 0 € 0f(x) é chamado um ponto critico ou

estactondrio de f.

Teorema 1.20. Se f: R™ — R € uma funcao conveza, entdo as sequintes condicoes

sao equivalentes:

(i) f atinge um minimo global em x,

(ii) 0 € Ocf(x),
(1ii) f'(x;d) > 0 para todo d € R™.

Teorema 1.21. Se f : R" — R ¢é Localmente Lipschitz em x e atinge wm minimo

local em x, entao

0 € 9% f(x).

Teorema 1.22. Se f: R" — R € uma fungdo convezxa, entdo as sequintes condigcoes

sao equivalentes:
(i) 0 € 07 f(x).
(i) x minimiza [ com e >0, i.e., f(x) < f(y) + € para todo y € R™.

Agora, mostra-se as condigbes necessarias correspondentes para o caso de
problemas com restrigoes. Uma dificuldade existente em métodos de otimizagao
iterativos é a de encontrar uma direcao tal que os valores da funcao objetivo vao

sempre decrescendo quando nos movimentamos naquela direcao.
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Definigao 1.23. A direcio d € R" é uma diregdo de descida para uma funcao

f:R™ = R num ponto x € R", se existe t. > 0 tal que para todo t € (0,t.],

fx+td) < f(x).

Lema 1.24. Seja f : R™ — R uma funcao localmente Lipschitz continua em x € R™.

A direcio d € R™ é uma direcio de descida para f em x se s'd < 0 para todo
s € 0f(x).

Contudo, em otimizacao com restricoes nao ¢ suficiente encontrar qualquer
direcdo de descida, pois nao se pode violar as restricdes. Logo, precisa-se definir
a nocgao de direcdo viavel. Considere o seguinte problema com restricdes de

desigualdade

xER (1.4)
sujeito a ¢(x) <0

{ minimize f(x)
onde f,c:R" — R.
Definicao 1.25. A direcio d € R™ € uma diregao vidvel para um problema do tipo
(I-4) se existe t. >0 tal que para todo t € (0,1.]
x+td € Q2

onde Q = {x € R" | ¢(x) < 0} € a regido vidvel.

Lema 1.26. Seja ¢ : R™ — R, uma funcao localmente Lipschitz continua em x € §2.
A direcio d € R™ é uma diregio vidvel em x para o problema (1.4) se r’d < 0 para
todo r € Jdc(x) tal que c(x) = 0.

Teorema 1.27 (Condicao de otimalidade para minimizar uma func¢ao convexa num
conjunto convexo). Sejam f:R™ — R uma fungio convexa e C' C R™ um conjunto

convezro. Entdo x € R™ é um minimizador de f em C se, e somente se,
Is € 0f(x) tal que s"(x—%x)>0 ¥xeC (1.5)
ou equivalentemente
0 € 0f(x) + Ne(x), (1.6)
onde N¢(X) € o cone de dire¢oes normais.
Demonstragdo. Veja em Solodov B], pagina 168. O

De fato, na pratica, o conjunto C' definido pela restricio tem uma forma
especial. O Corolario generaliza as condigdes de otimalidade necessarias Karush-
Kuhn-Tucker (KKT)
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Corolario 1.28. Seja ¢ : R" — R wuma fungdo tal que c(x) = max{¢(x) | i =
1,....,m} onde cada ¢; : R — R € convezxa e suponha que c¢(z) < 0 para algum
z € R". Seja

C:={xeR"|c(x)<0}.

Suponha que f : R"™ — R é convexa. Entdo as sequintes condigcoes sao equivalentes:
(i) [ atinge seu minimo global sobre C' em X,

(ii) Existe p; > 0 para i =1,...,m tal que p;c;(x) =0 e

=1

Demonstracao. Veja dﬁ], pagina 74. ]

Um ponto x é chamado um ponto KK T associado ao problema (L)) se é viavel
e satisfaz a condigao de otimalidade KKT do Teorema [L.28|

1.4 Otimizacao Convexa Nao Diferenciavel

Inicia-se com uma pequena introducao aos métodos classicos para otimizacao
convexa nao diferenciavel. A nao diferenciabilidade produz uma série de dificuldades
adicionais: A primeira aparece na determinacdo da direcdo de busca, pois, nem
sempre, a direcao obtida é de descida e consequentemente, a busca linear nao faz
sentido. Outra, é a dificuldade de estabelecer critérios de parada implementaveis.

Os métodos abordados nesta secdo se concentram na resolucdo do seguinte
problema irrestrito

(1.8)

sujeito a x € R"”

{ minimize f(x)

onde f: R™ — R é uma funcao convexa nao necessariamente diferenciavel.

De modo geral, os algoritmos que serao vistos estao baseados na geracao de
iterados x* através da busca de possiveis direcdes de descida d¥, tamanhos de passo
t* e consequente atualizacio x**!' = x* 4 t*d*. Nota-se ainda que estes métodos
diferem principalmente nas estratégias que conduzem a determinacao das diregdes
de descida.

1.4.1 Métodos de Descida

Os métodos de descida se baseiam na geragiao de uma sequéncia {x*} com a

garantia de decréscimo da funcgao objetivo f em cada iteracao. As direcoes a serem
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tomadas sao, portanto, as de descida, caracterizadas na Secc¢ao O Algoritmo é

descrito a seguir:

Algoritmo 1.1. Método de Descida

1. Tome x' € R"™ ¢ seja k = 1.

2.(critério de parada formal) Se 0 € Of(x*), pare.
3.(Descida) Encontre uma diregio de descida d* de f em x*.

4.(Busca linear) Encontre um tamanho de passo t* > 0 tal que
f(x"+tFdh) < f(xN).

5.(Prézimo iterado) Defina x*+1 = x* + t*d*.

6.(Loop) Tome k =k + 1 e vd para o passo 2.

Observa-se que o critério de parada oferecido pelo passo 2 é puramente formal,
pois a obtencdo de todo o subdiferencial é algo excessivo. Critérios de parada
implementaveis serao vistos posteriormente com detalhes nos algoritmos de planos
de corte e métodos de feixe. Por ora, nota-se apenas que num ponto x dado, a melhor
descida d* possivel (i.e., a direcdo de maxima descida) é a solucao do problema

min f’(x";d) ou min  max (s;d).
lld]l=1 ld]=1 s€df(x)
Geometricamente, isso significa que a direcdo de maxima descida é justamente a

que estd relacionada com ao hiperplano H ortogonal a projecao de {0} em € 9f(x*).

Mais precisamente, d* = —*/ H’yk , onde v* = Py (xr) (0).

Contudo ha um problema que norteia o método de maxima descida, é o fato
da sequéncia de iterados {x*} poder oscilar e convergir para um ponto nao 6timo.
Referindo-se a [31](secao VII.2.2) para verificar, através de um exemplo numérico,
que o método pode, de fato nao convergir. Para uma melhor compreensao, lembra-se
que o algoritmo de descida converge se (f(x¥)) é decrescente e se {x*} possui um
ponto de acumulacao x*, que é minimizador de f. Considera-se, entao, a seguinte
sequéncia:

0 = {dist(0; Of(x")}.

O subdiferencial 0f(x) visto como uma multi-funcao, é fechado, i.e., possui o

grafico fechado:

xF — x* . .
{ o Eaf(xk)—> o = s" € 0f(x"). (1.9)

Dessa forma, se dp — 0, entdo 0 € Jf(x*) e x* é ponto de minimo. Para
assegurar que 0 — 0, a multi-funcdo x — 0f(x) deveria ser continua (i.e., semi-

continua interior e exterior).
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A semi-continuidade exterior estd garantida pela propriedade (LH). Contudo, o
subdiferencial nao possui a propriedade da semi-continuidade interior, ou seja, nao
é verdade que

k N *
o — existe s¥ — s* tal que s* € Of(x"). (1.10)
s* € 0f(x*)

para mais detalhes veja ] secao 8.2.2.
Dai a importancia do e-subdiferencial, pois, além de aproximar o subdiferencial
0f(x),jaque df(x) C 0-f(x), visto como uma multi-fungao, é semi-continuo interior

e exterior: A semi-continuidade exterior estd garantida, pois seu grafico é fechado:

xF — x*
Ek — Ex = s" € 0., f(x"). (1.11)
st e df(xF) — s

Como f é localmente Lipschitz continua, tem-se para € > 0 fixado que

Vr>0,40>0 :ka—x*

<0 = 0.f(x") C O-f(x*) + B(0,7),

o que garante que (g,x) — 0-f(x) é semi-continua interior em x*.

Portanto, uma possivel maneira de contornar a nao convergéncia do método
de descida ¢é utilizar 0.f(-), com € > 0, no lugar de df(x). Tais algoritmos sao
denominados de e-descida [18]. Desta forma, estes algoritmos geram sequéncias
(x*) tais que (f(x*)) é decrescente e {dist(O; 8€kf(x’“))} — 0 com g — 0.

Veja o algoritmo:

Algoritmo 1.2. Método de e-Descida

1. Tomex!' €R", ¢ >0 e seja k = 1.

2.(critério de parada formal) Se 0 € 0. f(x*), pare.

3.(Descida) Encontre uma diregio de e-descida d* de f em x*.

4.(Busca linear) Encontre um tamanho de passo t* > 0 tal que
f(xF 4 tRdr) < f(xF) — e

5.(Prézimo iterado) Defina x*+1 = x* + t*d*.

6.(Loop) Tome k =k + 1 e vd para o passo 2.

Neste algoritmo, f(x*) — —o0o ou o algoritmo termina numa iteracio k. tal que
xF ¢ e-6timo. Esse é o algoritmo de e-descida mais simples, existem variantes do

método que permitem escolhas de € = ¢, a cada iteracgao.

15



Nota-se que o e-subdiferencial também nao é usualmente conhecido por inteiro e
portanto o algoritmo ainda nao é implementavel. Nas préximas se¢oes, serao vistos
outros algoritmos que tentam contornar essa questao.

Conclui-se esta secao mostrando, através de um exemplo, que a propriedade de
semi-continuidade interior de 0.f(x) é valida apenas para ¢ > 0. Considera-se a
funcao modulo dada por f(x) = |x].

Na figura abaixo o grafico da esquerda ilustra a multi-fungao df(x), enquanto
que a da direita representa O.f(x) para ¢ > 0 fixo. Nota-se por exemplo, que o
conjunto df(0) = [—1, 1] é muito "maior” do que df(x) = {1}, quando x > 0. Por

outro lado, 0. f(x) nao explode quando x se aproxima do ponto 0.

S S

1

Figura 1.1: Semi-continuidade interior do e-subdiferenciél

1.4.2 Meétodo de Subgradientes

Como observado na se¢ao anterior, a determinacao de todo o subgradiente é algo
excessivo ou impossivel computacionalmente falando, e uma forma de contornar esse
problema ¢ exigir menos, ou seja, pedir o calculo de apenas um unico subgradiente.
Tal exigéncia esta relacionada ao que chama-se de caiza preta, que é utilizado como
base em diversos algoritmos para problemas nao diferencidveis, onde dado x* € R",
a caixa preta é responsavel por gerar f(x*) e um subgradiente s* € 9f(x¥).

A ideia do método de subgradientes provém do método de Cauchy, lembre-se
portanto deste método diferenciavel: De posse das devidas hipoteses, o método de
Cauchy encontra uma direcio d* tal que f(x* +d*) < f(x*). A intencio é escrever

o problema (L§)) na forma

{ minimize f(x* +d)— f(x")

sujeitoa d € R"

que tem uma solucao d* # 0. Devido a expansao de primeira ordem de Taylor

f(xF+d) = f(x) = f/(x";d) + ||d] (),
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onde £(d) — 0 quando ||d|| — 0 e a identidade f'(x*;d) = V f(x*)Td, obtém-se as
seguintes versoes equivalentes

minimize f’(x*;d) - minimize V f(x*)Td

sujeito a [|d|| <1 sujeito a [|d|| < 1.

o

onde a restricio adicional ||d|| < 1 é necessaria, pois a funcio f/(x*;-)

positivamente homogénea. Dai considera-se a direcio d* = —V f(x*)/ HV f (xk)H

ON

Com isso, no caso nao diferenciavel, a ideia do método de subgradientes

considerar o vetor oposto ao subgradiene fornecido pela caixa preta, i.e.,
d" = —s*/ HskH

Porém, tal direcao nao é necessariamente de descida, conforme pode ser visto na
Figura abaixo, que mostra curvas de nivel para fun¢des minimizadas em zero,
diregoes de descida devem fazer produto escalar negativo com o subdiferencial 0 f(x)

inteiro e nao apenas com um unico subgradiente s.

A

Figura 1.2: Direcoes de descida: caso diferenciavel e nao diferenciavel

A Figura da direita (caso nao diferencidvel), mostra um exemplo em que a dire¢ao
s, fornecida pela caixa preta, é um vetor extremo do cone associado a Jf(x) e em
tal exemplo, a direcao oposta —s claramente nao ¢ descida.

Apesar deste algoritmo nao assegurar necessariamente o decréscimo da funcao
objetivo a cada iteracao, escolhas adequadas dos tamanhos de passo podem garantir
a convergéncia ao método. Contudo, a fixagdo do comprimento de passo para uma
iteracio k antes que o ponto x* seja calculado, dificilmente pode dar uma boa
escolha. Diante o exposto, esta maneira de remover a dificuldade associada ao
decréscimo da fungao objetivo é puramente formal visto que se trata de uma medida
paliativa, apenas para resolver a analise de convergéncia tedrica.

Veja o algoritmo:
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Algoritmo 1.3. Método de Subgradientes

1. Tome x' € R" ¢ seja k = 1.

2. (caiza preta) Calcule s* e f(x*).

3. (critério de parada) Se 0 € df(x*), pare.

4.(Busca linear) Encontre um tamanho de passo t* > 0 adequado.
5.(Prézimo iterado) Defina x*+1 = x* — t* Hz:H :

6.(Loop) Tome k =k + 1 e vd para o passo 2.

Para compreender o Passo 4 do Algoritmo [[L3] define-se primeiro x* como o

conjunto de solucdes 6timas. Da definicdo de subdiferencial, se s* € 9f(x*) entdo

fx) = f(xF) = ()" (x —x")

o que implica em (—s*)T(x* —x*) > f(x*) — f(x*) >0 Vx € R™

k k

Desta observacao, conclui-se que o angulo entre —s* e x*—x" é agudo e, portanto,

k+1

para t¥ > 0 suficiente pequeno, tem-se x**! mais préximo de x* do que x*. E isso

motiva a escolha de uma sequéncia {t*} satisfazendo klim th = 0.
—00

Mais precisamente vale o seguinte resultado:

k+1 x*

< HX"’ —x*

Lema 1.29. Seja x* uma solugio de rrelliRr}L f(x). Entao Hx

xk — f(x*
sempre que 0 < tF < 2W.

No entanto ressaltasse que essa estratégia nao garante a convergéncia do método.

k+1

Outra observacao deve ser feita na escolha de t*: Como Hx - ka = t* segue que

se x! é o ponto inicial, entdo ka+1 — X1H < >t
j=1
o0
Logo, para todo, k € N, x* € B(x!,r) onde r = 3 t;.
k=1
Assim, o método encontrard a solucdo x* somente se x* € B(x!,r). Para

oo
contornar este problema, impoe-se Y tp = 400.
k=1

Teorema 1.30. Suponha que o conjunto X* das solucoes do problema m]iRn f(x),
xeR™

1

seja ndo vazio e limitado. Entdo para qualquer ponto inicial x', a sequéncia (x*)
[o¢]

definida por x* = x¥ + t* S: com t* satisfazendo lim t* = 0 e > t, = 400 €
sl k—o0 k=1

limitada e todos os seus pontos de acumulagdo pertencem a x*.

Outra deficiéncia consiste no fato dos métodos de subgradiente nao possuirem
nenhuma regra de parada confiavel. Por exemplo, um critério de parada que utiliza
HV f(xk)H < ¢ para algum ¢ > 0 fixado, ndo podem ser utilizados em métodos
nao diferenciaveis pois esta situacdo pode nunca acontecer. Para ver isto basta
considerar f : R — R definida por f(x) = |x|. Tem-se HVf(xk)H =1, VxF#£0,

nao importando o quanto x* esteja préximo da solucdo x* = 0.
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A tnica atragao de métodos de subgradiente é sua simplicidade (quando o célculo
de subgradientes é facil). Nem sequer requerem uma busca linear. Um estudo

ﬁfundo sobre os métodos de subgradiente pode ser encontrado em dﬂ], M] ou

.

1.4.3 Método de Planos de Corte

Ao contrario do método de subgradientes, a ideia do método de planos de corte é
aproveitar as informacoes obtidas nas iteragoes anteriores para definir um modelo da
funcao objetivo. Esse modelo sera 1util para obter candidatos a dire¢oes de descida,
logo, a cada iteracao k, tem-se um modelo linear por partes fk de f construido da

seguinte forma:

fi(x) = max {f(x') +(s)"(x - x')}. (1.12)

i=1,...,
Nota-se que a igualdade acima se deve ao teorema e que a cada iteracao k,

adiciona-se ao modelo uma funcao afim f(x*) + (s*)7(x — x*).

I

f(x2)+<s2,-—x2>

/

Figura 1.3: Iteracoes do método de planos de corte

O méximo de todas as fungoes que definem f; é claramente uma funcao convexa

e linear por partes. Além disso,

fo<fonn e  f<f

para todo k, ou seja, fk se aproxima de f por baixo a cada iteracao.

Feito isso, pode-se utilizar o modelo f; para encontrar o préximo iterado x**!,

como solugao do seguinte problema

xFt! € arg min fr(x), (1.13)
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onde S é um conjunto compacto, convexo que contém um ponto minimo de f.
Ademais, o modelo ainda nos permite ter um critério de parada implementéavel

através do calculo do decréscimo nominal, definido por

0p = f(xP) = feor(x"). (1.14)

Observa-se que o algoritmo termina quando 0 é pequeno.

Vejamos agora como fica o algoritmo.

Algoritmo 1.4. Método de Planos de Corte

Sejam tol > 0 uma tolerancia dada e S C R".

Tome x* € S e seja k = 1. Defina fo = —oc.

(caiza preta) Calcule s e f(xF).

(Decréscimo nominal) Calcule 8 = f(x*) — fo_q(xF).
(Critério de parada) Se 6 < tol, pare.

(Prézimo iterado) Defina x*** € arg melg} fk(x)

A

(Loop) Tome k =k + 1 e vd para o passo 3.

Assim como no método de subgradientes, o método de planos de corte nao
garante o decréscimo da fungao objetivo a cada iteragao. Tal fato pode ser observado
quando introduz-se uma funcio afim “quase horizontal” ao modelo fk, por esse
motivo dize-se que o algoritmo nao estd livre de instabilidades. Veja a Figura [[.4]

abaixo.

f(x2)+<s2,~—x2>

Figura 1.4: Introdugdo de uma funcao afim quase “horizontal”

Observe que a introducio da fungio afim f(x3) + (s*)7(- — x3) gera um ponto
x* tal que f(x?) > f(x?).
Verifica-se ainda que o modelo acumula um ntimero crescente de fungoes afins

que definem o modelo, o que dificulta a resolucao dos problemas do passo 6, mesmo
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se essas forem lineares. Além disso, em alguns momentos varias dessas restrigoes

ficam quase idénticas umas as outras.

1.4.4 Método de Feixe

O método de Feixe reconcilia as caracteristicas dos métodos de descida e
planos de corte, garantindo ao mesmo tempo o decréscimo da funcao objetivo e
a estabilizagdo. O modelo é construido de modo andlogo ao utilizado no método
de planos de corte. Porém, tenta-se evitar o acimulo grande de fungoes afins que
causam mau condicionamento. E isso é feito adotando-se duas sequéncias de pontos
distintas:

Uma sequéncia formada pelos chamados centros de estabilizagio {x*} C R™ que
decrescem de fato a funcao objetivo. E supoe-se que, em adicdo para um ponto de
iteragao corrente x*, tem-se alguns pontos testes y; € R" (das ultimas iteracoes)
e subgradientes s; € 0f(y;) para j € Ji, onde o conjunto de indices J; é um
subconjunto nao-vazio de {1,...,k}. Assim como nos planos de corte, a fungao

objetivo ¢ aproximada por um modelo de planos de corte

v

fi(x) = max {f(y,) +s] (x —y;)}. (1.15)

JE€Jk

O préximo iterado candidato é entdo definido por
Vi1 = aF +dF,
onde a direcdo de busca d¥ é calculada por

. 1
d"* := arg min {fk(xk +d)+ dTMkd} . (1.16)
deRrn 2

O papel do termo de estabilizacao %dTM rd é para garantir a existéncia da solugao
d;, e manter a aproximacao local suficiente. Como instabilidades ocorrem quando
o movimento a partir de x* é muito grande, a matriz M, simétrica regular n x n

destina-se a acumular informacao a respeito da curvatura de f numa bola ao redor

de x*.

Definicao 1.31. Um iterado (ponto candidato) yry1 torna-se um centro de

estabilizacio (i.e., x*!

= Yis1) somente se uma condi¢ao do tipo Armijo €
satisfeita, ou seja,

f(¥rt1) < f(Xk) — moy,

onde 0y, € o decréscimo nominal calculado na itera¢io k e m € (0,1). Nesse caso, o
passo realizado é chamado passo sério. Caso contrdrio, é tomado x**1 :=x* e o

passo é denominado passo nulo.
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O respectivo decréscimo nominal serd 6 = fy(yi1)— f(xF). Em ambos os casos,
na Definicao [L3T] um plano de corte é acrescentado ao modelo ka, pois define-se
o conjunto Jy,1 := Jy U{k + 1}.

Com as defini¢oes acima é possivel descrever o método.

Algoritmo 1.5. Método de Feire
Sejam tol > 0 uma tolerancia dada e m € (0,1).

e sejam k=1 e 6 := oo.

Tome x
(caiza preta) Calcule s' e f(x').

(Construgio do modelo) Construa o modelo f.
(Critério de parada) Se 6 < tol, pare.

(Ponto candidato) Calcule yp. 1 := 2 + d.
(Decréscimo nominal) Defina 6 := fi(yrs1) — f(xF).

(Teste de Descida) Se f(yri1) < f(xF) —mdy:
k+

e S S T

V= yui1, (passo sério).
k+1

Faca x
Caso contrdrio faga x*1 :=x* (passo nulo).
9. (Atualiza¢io do modelo) Construa fkﬂ adicionando s ao modelo.

10. (Loop) Tome k =k + 1 e vd para o passo 5.

Nota-se que o problema estabilizado (LI0) é de programacao quadratica convexa,
usualmente resolvido através do seu dual, que possui um conjunto viavel com uma
estrutura mais simples. Para mostrar esse problema dual, convém antes considerar
o modelo fk referindo-o ao centro de estabilizacao. Para isso, considere as seguintes

definic¢oes:

Definicao 1.32. Dada uma iteragcio k do método, o feixe é o conjunto das

informagoes obtidas, i.e.,

{(yj: f(y)),85) + s €0f(y)), J€Jx}-

Definicao 1.33. Considere uma iteracio k do método. Para cada indice j do feixe,

0 erro de linearizagao ¢ dado por ef := f(x") — f(y;) —s] (x* —y;).

Feito isso, pode-se substituir a caracterizagao do modelo fk dado em (IIH) pelo

seguinte modelo:

fr(x) :f(xk>+rig3§{—6?+8f(x—xk>}- (1.17)

Apesar do problema (LI6) ser um problema de otimiza¢ao nao diferenciavel,

devido a sua natureza linear por partes, é possivel reescreve-lo como um
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(diferenciével) subproblema de programagcao quadrética

minimize v + %dTMkd
(PQ)

sujeito a ef + szd <v paratodo j€ J;

Dualizando este problema chega-se a um problema equivalente quando se

determina multiplos )\é? para j € Ji resolvendo o problema

minimize 3 [ > )\ksj] M ! [ ] YA e
jE€Jk jE€Jk (PD)
sujeitoa > A\; =1, A; >0
JE€Jk

Os problemas (PQ) e (PD) sdo equivalentes e tem solugoes tunicas, para mais
detalhes veja ] Do ponto de vista computacional, a escolha do conjunto de
indices ¢ um ponto crucial, pois se os métodos armazenam todos os subgradientes
anteriores, ou seja, se Ji, = {1, ..., k}, isso poderia causar grandes dificuldades como
por exemplo um problema (PQ) muito grande.

No que segue, apresenta-se uma pequena descricao de alguns métodos de feixe
onde é possivel ver suas modificagoes. Para evitar detalhes técnicos, procura-se dar
foco as principais diferencas na escolha da aproximacao por plano de cortes fk, o}

k

erro de linearizagao €} ou a matriz de estabilizacao M.

1.4.5 Meétodos de Feixe com Métrica Variavel Diagonal

A ideia dos métodos com métrica variavel diagonal esta baseada na introducao de
um parametro de ponderagao no termo quadratico da fungao objetivo do problema
quadratico, para acumular alguma informagao de segunda ordem sobre a curvatura
de f ao redor de z,. Portanto a matriz de métrica variavel M, é considerada na
forma diagonal

M k= Uk] s

com o parametro de ponderagao uy > 0.

Baseado no algoritmo de ponto proximal de B] e no trabalho de B], o método
de feize proximal foi apresentado em [34], onde também uma técnica de interpolagao
quadrética para atualizar uy foi introduzida.

Um resultado similar foi concluido em dﬂ onde o método de feize com regioes
de confianca foi desenvolvido combinando a ideia do feixe com o classico método de
regioes de confianga de @, @]

Além disso, o método quase-Newton diagonal “poor man’s” de @] e 0 método
de feize proximal de |38] baseados na Regularizagdo de Moreau-Yosida estao nesta

classe de métodos de feixe.
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Estes métodos diferenciam-se basicamente nas estrategias para atualizar o

parametro uy.

1.4.6 Meétodos de Feixe com Métrica Variavel

O desenvolvimento de métodos de segunda ordem para otimizacao nao
diferenciavel tem chamado a atencao de alguns pesquisadores durante toda a sua

historia. Varias tentativas de empregar
M, como um matriz “cheia”

com algum tipo de atualizacdo tem sido propostos por alguns autores. Ja em
seu trabalho pioneiro B] Lemaréchal apresenta uma versao do método de Feixe
com métrica variavel, utilizando a formula ao classica do BFGS com atualizacao
secante para otimizagao diferenciavel (veja p.135). Devido ao desapontamento
com os resultados numéricos obtidos em E_-a esta ideia foi abandonada por
aproximadamente duas décadas. Depois, baseado na regularizacao de Moreau-
Yosida, atualizacao BFGS e na técnica de busca em curva, um método quase-Newton
foi proposto em @} De acordo com as experiéncias numéricas em [41], vé-se que os
métodos de Feixe com métrica variavel trabalham razoavelmente bem. Um trabalho
mais recente baseado no método de feixe com métricas variaveis usando atualizagao
BFGS, foi proposto em [42], a ideia do método é usar somente trés subgradientes
(dois calculados em x* e y, 1, e um agregado, contendo informacoes das tltimas
iteragoes). O proposito disso, segue do fato que a dimensao do problema quadratico
é trés e, com isso, o problema pode entao ser resolvido com calculos simples. Os
testes numéricos em [42] mostram que a técnica é comparavel com os métodos de
feixe com métrica variavel diagonal em niimero de avaliagoes da funcgao, contudo o

tempo computacional pode ser significativamente menor.

1.4.7 Métodos de Feixe - Newton

Um avanco na dire¢do de métodos de feixe com informacgoes de segunda ordem
foi dado em ], onde ao invés de um modelo de planos de corte linear por partes

(CIH), os autores introduzem um modelo quadratico da forma

Fuo) = max { £(3,) 1 (x = 97) + os(x = 3 My -y} (120

JEJk
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onde p; ¢ um pardmetro de amortecimento. A dire¢ao de busca é encontrada no

problema (LTI0) foi entdo trocada pelo problema
k. [ F ok
d" .= arg min {fk(x + d)} : (1.21)

1.4.8 Métodos de Feixe com Dados inexatos

Existe também variantes do método de feixes para casos onde a fungao objetivo
e o subgradiente possuem dados inexatos. Supoe-se que para cada ponto x € R” e

e > 0 é possivel calcular o valor aproximado da fungao f.(x) satisfazendo
f(x) —e < fo(x) < flx)
e um e-subgradiente s. do e-subdiferencial
0-f(x) ={s € R"| f(y) > f(x) +s’(y —x) —¢, paratodoy € R"}.

Entao o modelo de planos de corte em ([LIH) pode ser substituido por um modelo

de planos de corte aproximado

fu(x) = max { f., (y;) + (s:,) " (x = y,) -

Jj€Jk

onde s, € 0., f(y;) para todo j € Jp e ¢ — 0.
Em [44] o modelo de plano de corte generalizado de ] foi estendido para dados
inexatos, em outras palavras
M = 1.

Depois o método de feixe proximal de M] com
M, k = ukl

foi estendido em @] onde também alguma experiéncia numérica foi reportada.

1.5 Otimizacao Nao Convexa Nao Diferenciavel

Nesta secao considera-se o seguinte problema de otimizacgao irrestrito

o (1.22)
sujeito a x € R"

{ minimize f(x)
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onde a funcao objetivo f : R” — R é suposta localmente Lipschitz continua. Note

que f nao precisa ser convexa. O subdiferencial de f agora é definido por
Of(x) = conv{lim Vf(x') | x' = x and Vf(x') existe.} (1.23)
71— 00

Lembrando que para as fungoes localmente Lipschitz continuas tem-se a seguinte
condicao necesséaria de otimalidade: Se f, localmente Lipschitz continua, atinge um

minimo local em x*, entao
0 € of(x"). (1.24)

A nao convexidade tras algumas dificuldades, como por exemplo: Os métodos
nao podem garantir a otimalidade local das solugoes, pois somente alguns
candidatos, chamados pontos estaciondrios, satisfazem a condicao (L24). Outro
fato que deve ser levado em consideracao, é que no caso convexo, o modelo de
planos de corte era uma estimacao da fungao objetivo e o erro de lineariza¢do nao
negativo media o quao boa era a aproximacao do problema original. No caso nao
convexo, estas propriedades nao sao mais validas: e;? pode ser muito pequeno ou
negativo embora o ponto teste y; esteja longe do ponto de iteragao corrente xF e
assim o subgradiente correspondente s; seria inutil. Por estas razoes, as principais

modificacdes para os métodos nao convexos se concentram no erro de linearizacao.

1.5.1 Regras de eliminacao de subgradientes

k
70
Definigao (L33). Este procedimento ja era feito nos métodos de gradiente conjugado

Alguns métodos sao propostos simplesmente ignorando o erro de linearizacao e

], onde por exemplo, o seguinte tipo de regra de eliminagao é proposta
Jr = {1 < <k|x" =yl <o}

onde 9, tende para zero. Em dﬁ] um método de feixe transladado, é proposto sem
qualquer tipo de regra de eliminac¢ado, pois o erro de linearizagdo é sempre nao-
negativo, ou seja,

By = fly;) = fF(x*) = 0.

Um regra de eliminacao mais complicada é proposta em H], Capitulo 4, para
métodos de planos de corte generalizados. O erro de linearizacao é substituido por

seu valor absoluto

By = lef| = If (") = f(y;) —sj (x" —y;)| paratodo j € Jp,
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e o algoritmo elimina a informacao dos subgradientes anteriores sempre que
di|| < mg - max{s®
Vi Y
J€Jk

onde mg > 0 é uma tolerancia para resetar, definida pelo usuario e
she= o~y + X I x| (1.25)

=]

é a medida da distancia estimada de ||x* —y;|| sem a necessidade de armazenar os

pontos testes y;.

1.5.2 Subgradiente com medida local

No que segue, introduz-se outra estratégia popular para evitar as dificuldades
causadas pela nao convexidade. Para adicionar alguma informacao local ao modelo,

o erro de linearizagao é substituido pelo subgradiente com medida local

6]’“ = max {e?, v|z* — yj||2} (1.26)

em ] para o método e-steepest descent. O pardametro de medida da distancia v > 0
pode ser definido como zero quando a funcao f é convexa. Os autores também
propoe o uso de uma medida da distdncia (L25]) evitando o armazenamento dos

pontos testes y;, ou seja, trocando (L26]) por

5;“ := max {e?, 7(32‘?)2} :

1.6 Otimizacao Convexa Nao Diferenciavel com

Restricoes

Considera-se o seguinte problema de otimizacao

xER™ (127)
sujeito a ¢;(x) <0, i=1,..,m,

{ minimize f(x)

onde a funcao objetivo f : R® — R e as restri¢oes funcionais ¢; : R — R sao
supostas convexas. Para este problema, considera-se que ele satisfaz a Condicdo de

Qualificacao de Slater, i.e., se

c(y) <0
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para algum y € R", onde ¢ : R" — R é a fung¢do restricao total, definida por

c(x) ;== max ¢(x). (1.28)

i=1,....m

Teorema 1.34. Se o problema (ILZ7) é convero e satisfaz a condicao de qualifica¢io
de Slater, entio (ILZ7) atinge seu minimo em X* se e somente se existe o

multiplicador de Lagrange 0 < p € R™ tal que p;c;(x*) =0 para todoi=1,....,m e

0€af(x*)+ iuﬁci(x*).

i=1

Demonstragio. Veja ] O

1.6.1 Meétodo de Linearizacao de Restricoes

Nos métodos de feixe, a forma mais popular de se lidar com as restrigoes é

encontrar um minimo irrestrito da chamada improvement function ],

H(x;y) = max{f(x) = f(y), ¢(x)}.

O modelo, a partir de planos de corte, da fungdo H(x;y) é determinado

linearizando a func¢ao objetivo e a restricdo, considerando

Hy(x) = max{f(x) = f(xi), &(x)}, (1.29)
onde
Ci(x) = max {ely) +1f(x—y))}- (1.30)

er; € 0c(y;). A diregao de busca encontrada em ([LI6) é substituida por
. > 1
d, = arg min {Hk(xk +d)+ 2dT]Wkd} . (1.31)

Esta abordagem foi empregada no contexto do método de plano de corte
generalizado, ou seja, para
My =1,

no trabalho de Mifflin M] Versoes salvando e armazenando subgradientes com
estratégias de agregagao foram introduzidas em ﬂﬁh, Capitulos 5 e 6.
Em [13] a abordagem de linearizacao da restri¢ao foi usada com o método de
feixe proximal, ou seja, com
My = w1,

com uy > 0.

28



1.6.2 Meétodo de Funcao Penalidade Exata

Uma outra estratégia em otimizacao nao diferenciavel com restrigoes é utilizar a

fungao de penalidade exata [49],

e(x;a) == f(x)+ iai -max{c;(x),0}.

i=1

O modelo de planos de corte da func¢ao de penalidade exata é entao definido por
Ee(x;ap) = fr(x) + > af - max{(x), 0}.
i=1

onde
& (x) = max {e;(y;) + vl (x — ;) }

JE€Jk

er;; € dc(y;). A direcdo de busca é entao obtida por

1
dy := arg 515{1711 {ék(xk +d) + 2dTMk,d} . (1.32)

1.7 Algorimo de Pontos Interiores e Direcoes
Viaveis

O algoritmo que apresentado nesta se¢ao foi proposto por José Herkovits em @,
], e denominado FDIPA (Feasible Direction Interior Point Algorithm). Proposto
para lidar com problemas de otimizacao nao linear diferenciavel, o FDIPA converge
globalmente para pontos Karush-Kuhn-Tucker. E um método diferenciado, pois néo
¢é necessaria a solugao de subproblemas quadraticos, e nao se trata de um método
de penalidades ou barreira, ou filtros.

Apesar de ser uma técnica para problemas diferenciaveis, neste trabalho, os
sistemas internos do FDIPA sdo amplamente utilizados na determinacao de diregoes
viaveis de descida para os métodos que estao sendo apresentados nos capitulos
seguintes.

Considera-se o seguinte problema de otimizacao nao linear diferenciavel com

restri¢oes de desigualdade:

xeR™ (133)
sujeito a  g(x) <0

{ minimize f(x)

e caracteriza-se suas solucoes, onde f : R — R e g : R® — R™ sao fungoes

diferencidveis. Denota-se por Vg(x) € R"™ a matriz das derivadas de g, Q =
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{x € R"| g(x) <0} o conjunto vidvel e introduzindo a variavel auxiliar A € R™,
chamada variavel dual ou multiplicador de Lagrange, defini-se a funcao Lagrangiana
associada ao problema (L33))

L(x,X) = f(x) + A g(x),
cuja matriz Hessiana é dada por

H(x,A) = V2f(x) + g \iV2g(x).

Representa-se por I(x) = {i | gi(x) =0} o conjuzﬁéo de indices cujas restri¢oes
sdo ativas e se diz que x é um ponto reqular se os vetores Vg;(x) para i € I(x) forem
linearmente independentes.

Dado um ponto interior inicial, o FDIPA gera uma sequéncia {x*} de pontos

interiores tais que
FFY) < f(xF) e g:(x*) <0 para i=1,..,m

que converge para o conjunto de pontos KK'T do problema. Em cada iteracao uma
dire¢do é definida de modo que também seja de descida para a funcao objetivo,
em seguida, o sistema é perturbado para introduzir uma deflexdo na direcdo de
descida no sentido do interior da regiao viavel de modo a obter ainda uma direcao
de descida viavel de €2. Uma busca linear inexata nessa direcdo para a funcao
objetivo determina o préximo ponto interior, garantindo a convergéncia global.

Para isso, sao assumidas as seguintes hipoteses:

Hipétese 1.1. Seja Q = {x € R" | g(x) < 0} o conjunto viavel. Entao existe um
numero real a tal que o conjunto Q, = {x € Q| f(x) < a} é compacto e tem interior

denotado por int(€,).
Hipétese 1.2. Cada x € int(2,) satisfaz g(x) < 0.

Hipdtese 1.3. As funcoes f e g sdo continuamente diferencidveis em €, e suas

derivadas satisfazem uma condicdo de Lipschitz.

Hipoétese 1.4. (Condicao de Regularidade) Um ponto x € Q, é chamando regular
se os gradientes V g;(x), para i tal que g;(x) = 0, sdo linearmente independentes. O

FDIPA requer a hipdtese de regularidade numa solugao local de (1-33).

Defini¢ao 1.35. Um campo de diregoes d(x) definido em Q é chamado um campo
uniforme de diregoes vidveis do problema (I.33), se existe um tamanho de passo
T >0 tal que x +td(x) € Q for allt € [0,7] e para todo x € §.

Herkovits mostrou em B] que d é uma dire¢io viavel se d?Vg;(x) < 0 para
qualquer 7 tal que g;(x) = 0. A Defini¢ao [[37 introduz uma condigdo para que

um campo de vetores d(x), que é mais forte do que simplesmente viabilidade de
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qualquer elemento de d(x). Quando d(z) constitui um campo uniforme de diregoes
vidveis, ele suporta um segmento viavel [x, x + 0(x)d(x)], tal que #(x) é limitado
inferiormente em 2 por 7 > 0.

Se x* é um ponto regular e minimo local para o problema (L33]), entao existe
A" € R™ tal que

V(") + Vg(x")A" =0 (1.34)
G(x A" =0 (1.35)

A >0 (1.36)

g(x*) <0 (1.37)

onde G(x) = diag[g1(x), ..., gm(X)] é uma matriz m x m.
Considerando as equagoes (L350) e (L30), e fazendo
y=0A) e &y)= (V) +Vgx)A, G(x)A)
obtém-se
H(x,A) Vy(x)

VI = | \wem Gi)

onde A = diag[\y, ..., \p] é uma matriz m x m.

Uma iteragao de Newton para resolver o sistema de equagoes lineares ®(y) = 0,
com o ponto y* = (x*, A¥) na iteracio k, define um novo ponto y*+1 = (x#*1 AF1)
solugao do sistema linear

Ve(y")(y —y")' = —o(y")"
que pode ser reescrito como

X—Xk

A=\

B* Vg(x*)

ANVg(xh)T  G(xF) ’ (1.38)

| V) + V(A
G(xF)N

onde substitui-se H*(x*, A\¥) por B

De fato, a matriz simétrica B*¥ € R™ ™ pode ser considerada como uma
aproximacao da matriz Hessiana obtida por alguma técnica quase-Newton ou pela
propria matriz identidade. Contudo, como requerimento para a convergéncia global
do presente algoritmo, B* deve ser definida positiva.

Introduzindo algumas modificagdes na iteragao (L38) obtém-se, para um dado

par (x*, \F), uma nova estimativa com valor da fungio objetivo menor. Com isto,

defini-se uma direcdo d,, no espaco primal por d, = x*+1 — x*.
Entao obtém-se o sistema linear
B*d, 4+ Vg(x") A, = =V f(x") (1.39)
AV g(xF)Td, + G(x)Ae =0 (1.40)
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A solucao (d,, A,) deste sistema, fornece uma dire¢ao d,,, e uma nova estimativa
A, para A. Em ], Herskovits provou que d,, é uma direcao de descida para f, ou
seja, que ATV f(x*) < 0.

Entretanto, d, pode nao ser uma direcao viavel, pois quando alguma restri¢ao
se aproxima de zero, d, tende a uma dire¢cao tangente ao conjunto viavel.

De fato, reescrevendo a equagao (L40) tem-se

o que implica em Vg;(x*)Td, = 0 para todo i tal que g;(x*) = 0.
Para evitar este problema, adiciona-se um vetor negativo no lado direito de (40

e define-se um novo sistema em (d, \)

B*d 4+ Vg(x*)A = =V f(x") (1.41)
APV g(x)Td + G(xM)A = —p"A” (1.42)

onde p* > 0, d é a nova direcdo e X é a nova estimativa de A.
Neste caso, ([[42) é equivalente a
MV g (xX)Td 4 gi(x)\s = —pFA\F para i=1,...,m
e, consequentemente
Vgi(x*)Td = —pF <0

para as restri¢oes ativas tais que A # 0. Logo d ¢ uma diregao vidvel.

Figura 1.5: Dire¢ao de busca do FDIPA
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A inclusdo do termo negativo do lado direito da equagao (LAU) produz uma
deflexdo em d, proporcional a p, na diregdo do interior da regiao viavel. Para
garantir que d seja uma direcdo de descida, p seve ser escolhido convenientemente,
veja [51].

Observa-se que & direcio d e A podem ser obtidos resolvendo-se os sistemas de

equacao lineares (IL39)-(L40) e (L4I)-(T42) de modo que sao definidos
d=d,+pdsg e A=A+ pAs.

Agora se estd em condigoes de apresentar o FDIPA.

1.7.1 Feasible Direction Interior Point Algorithm

ALGORITMO - FDIPA
Parametros: &, € (0,1), ¢ >0, v € (0,1).

Dados: (Inicializacao)
x € 0°, 0 < Ay <R*, BY € R™" simétrica e definida positiva.

Passo 1: (Calculo da direcao de busca)

i) Calcule (dq, A,) resolvendo o sistema linear

Bd, + Vg(x)A = —V f(x)
AVg(x*)Td, + G(x)Aq =0

Se d,, = 0 pare.

ii) Calcule (dg, Ag) resolvendo o sistema linear

Bdg + Vg(X)Ag =0
AVg(x)ng + G(X))\g =—A

iii) Se d}V f(x) > 0 entao

2 dIvf(x
p:min{gondanz;@—l) f”}

djV f(x)
Caso contrario,
pP=¢ Hda”g
iv) Calcule a direcdo de busca d = d, + pdg e A = A, + pAg

Passo 2: (Busca Linear)

2

Calcule ¢, o primeiro elemento da seqiiéncia {1, v, 02,13, ...} que satisfaz
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fx+td) < f(x) + iV f(x)"d,
e gi(x+td) <0 se A>0,

ou gi(x +td) < g;(x) caso contrario, onde 7 = 1, ...

Passo 3: (Atualizagoes)
i) Faca X :=x+td

e defina os novos valores de A > 0 e B simétrica, definida positiva.

ii) VA para o passo 1.

A seguinte atualizacao para A foi considerada em B],

\i i= max [Ayi; €||da|?], € >0, parai=1,..m.
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Capitulo 2

Algoritmo para Otimizacao

Convexa Nao Diferenciavel

Introduz-se o algoritmo para otimizacao convexa nao diferenciavel, que foi
apresentado inicialmente em 2005, na tese de doutorado de Freire [29]. Contudo,
neste trabalho, foram realizadas algumas modificagoes em relacao ao trabalho de
Freire, como por exemplo, a introducao do “passo sério de descida maxima”,
hipoteses, e consequentemente partes da demonstracao da convergéncia global do
algoritmo. Por fim, foram feitos novos testes numéricos e uma analise comparativa
do desempenho com outros algoritmos tracando seu performance profiles, usando
como medida de performance o nimero de iteracoes e avaliagoes da fungao.

Ressalta-se que nao serao citados os detalhes das modificaces entre o algoritmo
apresentado por Freire e o que por hora esta sendo apresentado, uma vez que, o
objetivo deste trabalho ¢ dar continuidade na pesquisa e no aprimoramento das

técnicas inicialmente apresentadas por Freire em sua tese de doutoramento.

2.1 Meétodo

Neste estudo considera-se o seguinte problema de otimizacao:

(P.1)
sujeito a x € R",

{ minimize f(x)

onde f : R" — R ¢é uma funcao convexa, nao necessariamente diferenciavel. Seja
Jf(x) o subdiferencial dﬁ] de f em x. No que segue, assumi-se que um subgradiente
arbitrario s € df(x) pode ser calculado em qualquer ponto x € R".

Uma caracteristica especial da otimizacao nao diferenciavel é o fato de que
o gradiente Vf(x) pode mudar descontinuamente, e ainda, ndo precisa ser

necessariamente “pequeno” na vizinhanca de um extremo local da funcao objetivo,
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como o leitor pode ver em ﬂE, Iih Por esta razao, que os métodos de otimizacao
classicos, baseados no gradiente, ndo podem ser utilizados de forma direta. Tendo
isso em vista, novos métodos tem sido propostos para resolver o problema ,
como pode ser visto no capitulo 2 ou, por exemplo, nos trabalhos de Kiwielﬂ
Makéla ]

Nesta nova proposta de algoritmo, sdo combinadas algumas ideias do classico

Y

método de planos de corte de Kelley [10], os passos “sério"e “nulo"do método de feixe
tradicional [11] com os sistemas internos do FDIPA - algoritmo de pontos interiores e
diregoes viaveis desenvolvido por Herskovits @, @], para criar um método adequado
a resolucao de problemas convexos nao diferenciaveis. A escolha desta abordagem foi
feita com base na nao utilizacdo de qualquer tipo de subproblema de programacao
quadratica, func¢oes de penalidade, barreira, ou mesmo filtros.

A metodologia utilizada estd baseada na substitui¢dao do problema (P.I) por um
problema equivalente restrito (PE.]) com uma fungao objetivo linear e com restrigoes

de desigualdade nao diferenciaveis,

minimize F(x,z) =z
(x,z)eR"+1 (PEl)
sujeito a  f(x) < z.

onde z € R é uma variavel auxiliar. Dessa forma pretende-se criar um algoritmo
que gere uma sequéncia decrescente de pontos vidveis {(x*, 2%)}ren C int(epi f) que
convirja para o minimo de f(x). E para isso, o algoritmo gera uma sequencia que
satisfaz

< e f(xM) < 2F para todo k.

Utilizando as ideias do método de planos de corte dﬂ], o algoritmo gera uma
aproximagao linear por partes das restrigoes de (PE.]) da seguinte forma: Considere

o plano de corte

gi(x,2) = fly) + () (x—y;) —z, i=0,1,....(

onde y; € R" sao pontos auxiliares, s; € df(y;) sao subgradientes nestes pontos e ¢

representa o numero de planos corrente. Agora defina,
g[(xa Z) = [90<X7 Z)? '-'7g€(X> Z)]T7 gé R xR — RK‘H
e o problema auxiliar corrente

minimize F(x,z) =z
(x (PA1)
sujeito a  g,(x, z) < 0.
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Ao invés de resolver este problema, o presente algoritmo utiliza os sistemas
internos do FDIPA para determinar uma dire¢do de busca df para (PA.I]). Com
o FDIPA a diregao de descida df pode ser calculada ainda se o problema auxiliar
(PA.I) néo tiver um minimo finito. E portanto, ndo é necesséria a utilizagdo de um
termo quadratico estabilizante como é feito nos métodos de feixe, como pode ser
visto em [15].

Quando usado para lidar com problemas de programacao linear (como (PA.T])),
o FDIPA se comporta de forma similar aos métodos de ponto interiores para
programagcao linear @], desta forma, esta ¢ uma boa alternativa para resolver este
tipo de problema.

Em cada iteragao, um programa auxiliar (PA.J]) linear é definido substituindo a
restrigio f(x) < z por planos de corte. Com isso, obtém-se uma dire¢ao de descida
vidvel para (PAJ]), e um tamanho de passo é calculado.

O maior passo vidvel é dado por t = max{t | gf((x*, zF) +td}) < 0}. Como ¢

) { max, }
J4 a

Entdo, um novo iterado (x*1, zF*1) ¢é definido de acordo com o seguinte
procedimento: O algoritmo produz pontos auxiliares (y;, wy) e quando um ponto
auxiliar esta no interior do epigrafo de f, se diz que foi realizado um “passo sério”
e este ponto serd o novo iterado. Caso contrario, continua-se com o mesmo iterado
e se diz que foi realizado um “passo nulo”. Em todos os casos, um novo plano de
corte é adicionado e o procedimento se repete até que um passo sério seja obtido.

Com a direcdo de descida e um tamanho de passo calculados, um novo ponto
auxiliar com respeito a (PAJ]) é calculado. Para isso, considera-se os pontos da

forma:

(X s 241) = (x5, 2%) + tdy (2.1)

vidveis com respeito ao problema auxiliar (PA.T]). Depois calcula-se o préximo ponto

auxiliar fazendo,
(Y?+17w§+1) = (Xkyz )+ Hted£> (2.2)

onde p € (0,1). Se (yer1,wer1) ¢ vidvel com respeito a (PEI]) e descente para f,
atualiza-se a solucao (i.e. faz-se (X¢11,2011) = (Yer1,wey1)) € diz-se que o passo é
um passo sérto de descida vidvel.

Se 0 novo ponto auxiliar é vidvel com relagao a (PE.), mas nao ¢ de descida
para f, considera-se que o ponto de iteracdo corrente (x*, 2¥) estd longe da fronteira

do epigrafo de f. E neste caso, ao invés de usar a dire¢ao calculada pelo FDIPA,

37



utiliza-se a dire¢do de descida “rdpida” —e. (onde e, = [0, ...,0,1]7 € R""!) para
obter um ponto ainda estritamente viavel e suficientemente préximo da fronteira do
epigrafo. Assim, para a préxima iteracio faz-se f(x**!) = f(x*) e pode-se provar
que a nova direcao de busca gerada pelo FDIPA é também de descida para f. Este
passo é chamado de passo sério de mdxima descida.

Se nenhum dos casos acima citados acontece, o algoritmo realiza um passo nulo.
Neste caso, a solugao nao é atualizada, mas um novo plano de corte é calculado em
(Ye11,wer1) € uma nova diregao vidvel com respeito a ([PAT) é calculada usando o

FDIPA. Entao o procedimento se inicia novamente.

2.1.1 Nonsmooth Feasible Direction Algorithm
ALGORITMO - NFDA

Parametros: Escolha uma tolerancia aproximada final £ > 0. Selecione os
pardmetros de controle ¢ > 0 e £ € (0,1) para o limite da deflexdo. Selecione
os multiplicadores p € (1/2,1) para o tamanho de passo e o tamanho méximo

de passo tyax > 0.

Dados: (Inicializagdo) Escolha um ponto estritamente vidvel (x° z%) €

int(epi f), um vetor positivo inicial A’ € R e uma matriz simétrica definida
positiva BY € RM+Dx(+) Seja y0 = x% k =0e £ = 0. Calcule f(x°).

Passo 1: (Plano de Corte inicial) Calcule sf € df(x*) e um novo plano de

corte
gg(xk, zk) = f(xk) — 2k
Considere
k
So
Vgg(xk, Zk) — c ]Rn—&-l7

-1

defina

go(x",2%) = [go(x", ") € R, e
Vgy(x", 2*) = [Vg5(x*, 2)] e R,

Passo 2: Calculo da Diregao de Descida Viavel df para (PA)

i) Calcule df , e AF . resolvendo

a,lr
B*dE , + Vg (x*,2MAL , = —VF(x,2) (2.3)
A? [VQIZC(Xk? Zk)]Td];,é + G§<Xk7 Zk)AIch,Z =0. (24)
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Calcule df;, e Ag,b resolvendo

B¥df, + Vg (x*, 2F)Af, =0 (2.5)
Aj[Vgy(x", 2 )]Tdﬁﬂ'Ge(X z ))‘M ==X, (2.6)

onde

)\lgc, ()‘]oilw '7>‘(’§¢,€>7 >‘,B€ ()\,8 17"'a>‘,’/§’,é)7 )\g = ()\If7>)\]£€>7
AS o= diag[M, o M, Gl(x, 2) = diaglgb (%, 2), . g%, 2]

i) Se (df,)"VF(x,2) >0, faca p = o[|dX ||*.

Caso contrario, faca

=i {ilas I (€~ ) (G e | 27)
iii) Calcule a dire¢ao de descida viavel
df =dt, + pdj,. (2.8)
Passo 3: Calcule um tamanho de passo
t5 = min {tmax, max{t | g5 ((x*, %) +tdf) < O}} (2.9)

Se
o <

entdo pare com (x*, 2¥) como sendo a solucdo. Caso contrério, faca

(Y§+1> w?—i—l) = (Xk> Zk) + Mt?d?

e calcule o valor correspondente f(y%).

Se f(yfi1) > wf,, entdo tem-se um passo nulo: vd para o Passo 6). Caso
contrario, faca d* = df, df =dF,, df=db, AL=AL, Ai=A} et =0

als ol
Se f(x*) > f(yF.1) v& para o Passo 4, sendo: va para o Passo 5.

i - - ” k1 k1) _ (k k
Passo 4: (Passo sério de descida vidvel) Faca (x*'', 2"t = (yj,,,wy ) e

f(xFY) = f(yk,). Defina Aj*' > 0, a matriz B¥*! simétrica e definida

k

positiva, faga k =k + 1, £ = 0, y§ = x* e v4 para o Passo 1.
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Passo 5: (Passo sério de maxima descida) Faga

(x5 = (x5, 25) — (" = f(xX))VF(x,2) e f(xMT) = f(xF). (2.10)

Defina At > 0, a matriz B*! simétrica e definida positiva, faca k = k + 1,

k

(=0, yk =x"e va para o Passo 1.

Passo 6: (Passo nulo) Faga (x", 2F*1) = (x*, 2F), calcule s}, € 0f(yf,,),

um novo plano de corte e seu gradiente

9§+1<Xka Zk) = f(y§+1) + (S’;H)T(Xk - y?Jrl) — 2.

Considere
k
Set1
k E _ky _
VgZJrl(X y % >_ 9

—1

determine

Vg (x", 2" = [Vag (x*, 2%), ., Vap (x*, 2), Vgi, (xF, 2)) € RO,

Defina ¢ = ¢ + 1 e va para o Passo 2.

Os valores de A e B devem satisfazer as seguintes hipoteses:

Hipodtese 2.1. Existem numeros positivos oy e o9 tais que
o1 ||d|]? < dTBd < o, ||d]|?, para d € R™

Hipétese 2.2. Existem niumeros positivos NI, \%, tais que N < \; < N, para
1=0,1,...,¢
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2.2 Analise da Convergéncia

Nesta secao, realiza-se a demonstracao da convergéncia global do presente
algoritmo. Primeiramente, se mostra que a direcio de busca df é uma direcio
de descida viavel para a z. Entao, prova-se que o nimero de passo nulos em cada
iteracdo ¢é finito. Isto é; Como (x*,z*) € int(epi f), depois de um nimero finito de
sub-iteracoes, obtém-se (x**1 zF*1) € int(epi f). Consequentemente, a sequéncia
{(Xk,zk)}keN ¢ limitada e estd no interior do epigrafo de f. KEntao, mostra-se
que qualquer ponto de acumulacao da sequéncia {(Xk, zk)}keN ¢ uma solucao do
problema (P.l). Tem-se ainda que HdkH = 0 somente num ponto estacionario e que
HdkH — 0 quando k — oo, fato este que justifica o critério de parada no passo 3).

Finalmente, mostra-se que para pontos de acumulagao (x*,z*) da sequéncia
{(xk, zk)}keN, a condigao de otimalidade 0 € Jf(x*) é satisfeita.

Em alguns momentos, alguns indices serao omitidos para simplificar a notacao.
Hipétese 2.3. O conjunto {x € R" | f(x) < f(x°)} é compacto.

Hipétese 2.4. Para todo (x,z) € int(epi f) e todo i tal que g;(x,z) = 0 os vetores

Vi(x, 2) sao linearmente independentes.

Observa-se que as solugoes d,, A,, dg, € Ag dos sistemas lineares (23] , e
([Z3), [20) sao tnicas. Este fato é uma consequéncia do lema provado em [52, 53] e
enunciado como segue:

Lema 2.1. Para qualquer vetor (x, z) € int(epi f) e qualquer matriz positiva definida

B € RHDX(HD) - g matriz

B Vg(x, z)]
AlVg(x,2)]" Glx,2) |

¢ nao singular.

E segue do resultado anterior que d,,dg, A, e Ag sao limitados no conjunto
definido na Hipétese 231 Como p é limitado superiormente, tem-se A = A, + PAB

é limitado.
Lema 2.2. A dire¢io d, satisfaz dIVF(x,z) < —dlBd,.
Demonstragao. Veja a demonstragao do Lema 4.2. em @] O

Como consequéncia, tem-se que a dire¢cao de busca d,, é de descida para a funcao

objetivo F(x, z), (i.e., para (PAT]) e (PE.I)).
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Lema 2.3. A diregio d definida no Passo 2, item iii) do algoritmo é uma dire¢io

de descida para (PEI) e (PA).

Demonstrag¢ao. Por definicao d = d,, + pdg, logo se pode escrever
d"VF(x,2) =dVF(x,2) + pdf VF(x, 2).
dIVF(x,z)
djVF(z,z)
do algoritmo. E como d, é uma direcao de descida para F, pelo Lema 2.2 obtém-se

No caso em que dgVF(x, z) > 0, tem-se que p < (£—1) , veja o Passo 2

d'VF(x,2) <dIVF(x,2) + (£ = 1)dLVF(x, z)
=¢&dlVF(x,2) <0.

(note que d"VF(x, z) = 0 somente se d, = 0). Agora, supondo que dfVF(x, z) <
0, tem-se que a inequacio d? VF(x, z) < d!VF(x, z) < 0 é verdadeira. Portanto,

d é uma direcao de descida para F. O

Embora a direcao d, calculada no Passo 2 do algoritmo, seja de descida para
(PE) e (PA.J), isso nao significa necessariamente que ela seja de descida para
(PI). Na verdade, no préximo Lema mostra-se que o algoritmo é descida em relagao
a funcao objetivo f. Em seguida, prova-se que, quando o ponto de iteragao corrente
esta suficientemente proximo da fronteira do epigrafo de f, a direcao d é também

de descida para o problema (P.II).

Lema 2.4. Seja (x*,2%) € int(epi f) o ponto na k-ésima iteragio do algoritmo. Para
k>1, tem-se
fFY < F(xM) e 2L < 2k

Além disso, o prézimo iterado (x*, zF*1) € int(epi f).

Demonstracio. A atualizacio do ponto (x*,2*) é feita no Passo 4 ou Passo 5 do

k—l—l’ k—l—l)

algoritmo. No Passo 4, faz-se (x"*! z = (y§.1,w},,) somente se,

f(ylg+1) < w§+1 € f(Xk) > f(Y§+1)

portanto apds a atualizacio, tem-se que f(x**1) < 2kl e f(xM1) < f(xF).
Além disso, tem-se que (d*)TVF(x, z) < 0 pelo Lema[Z3 de onde d* < 0 e como

k+1

o proximo componente 2" é calculado pela formula

= 2Rt ds

com p,t* > 0, segue que zF < 2
Por outro lado, no Passo 5, usa-se a direcao de descida rapida —e, como direcao
de busca. Logo, da equacio ([ZI0) segue x*1 = x* e 281 = 2F — y(2F — f(aF)),
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para p € [0,1] e 2% — f(2¥) > 0. De onde, novamente tem-se 2**1 < 2% e f(xF*1) =
fak) < 2kt O

Lema 2.5. A sequencia {(x*,2%)}ren gerada pelo algoritmo é limitada.

Demonstracido. A sequencia {(x*, 2%)}ren é limitada, pois 251 < 2 para todo k e
por ela estar contida no conjunto limitado dado por
epi(f) N{(x,2) e R"™ | 2 < '} O

Lema 2.6. Seja (x*,2%) € int(epi f) um ponto suficientemente préximo da fronteira
do epigrafo de f (i.e. 2F— f(xF < utkd®) ). Se (x*,2%) ndo é um ponto estaciondrio,
entdo a direcio d* definida em (Z3) é uma direcio de descida para o problema (PI)).
Demonstragio. Como (x*,2%) € int(epi f), segue que 2* = f(x*) + ¢, para algum
e, > 0. Também tem-se que d* < 0 pelo Lema O proéximo iterado em z

é calculado pela formula 2** = 2% 4+ ptkd® com p,t* > 0. Logo, se pode escrever

k+1 k

A =2k —ey = (f(x¥)+€1)—€z, onde e, = —ut*d® > 0. Quando €, é suficientemente

pequeno (i.e. €; < €3) obtém-se que 21 — f(x*) < 0.
Agora f(xF+1) < 2K+ pois (xF+1) 2FH1) € int(epi f) pelo Lema 241
Portanto combinando-se os resultados obtém-se que f(x*™!) < 21 < f(x¥) e

d* é uma direcdo de descida para f por definicdo. O]
Lema 2.7. A direcio d definida em (Z.8) é limitada.

Demonstragio. A escolha de p (veja ([27)) assegura que se tenha
p < o|dal® para algum ¢ > 0. (2.11)
Por outro lado, do Lema e da Hipotese 211, obtém-se que
—dIVf(x,2) > o1 [[dal,

e portanto, devido a (Z7)),

: (1—=¢&)o 2
p 2 min {90, W } [dal”,

se djVf(x,2). Devido a 1) e como dg é limitada, existe um limite inferior

Ylow > 0 tal que

P Z PLlow ||daH2-
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Portanto, pela limitacao de d,, a deflexdo dada por p é positiva limitada como

acima. De ([2.8)) e (2I1]), tem-se

]l = lda + pd|i
< [|dall + [lpds]l
< lldall + ¢ lIdal* lds|
= (L + ¢ lldall - ldsl)) ldall

Portanto, existe § > 1 tal que ||d|| < 0 |/d|| é vilida. E devido a limitacdo de d,,

temos que d é limitada como acima. O
O Lema seguinte é apenas um exercicio que sera repetido aqui.

Lema 2.8. Seja X C R™ um conjunto convexo. Considere xo € int X ex € X.
Seja {XF}rew C R™\ X uma sequencia, tal que X* — X. Seja {x*}ren C R™ uma
sequencia definida por x* = x¢ + u(X* —x¢) com p € (0,1). Entdo existe kg € N
tal que x* € int X, para todo k > k.

Demonstragio. Observa-se que x* = x¢ + pu(x* — x¢) — x0 + p(x — x0) = %,

quando k — oo. Como o segmento [xg,X] C X e p € (0,1) temos que x,, € int X
e, como consequéncia existe § > 0 tal que B(x,,d) C int X. Como xF — x,, existe
ko € N tal que x* € B(x,,d) C int X, para todo k > k. O]

OBS 2.1: A sequencia {(x},2})}sen definida em (ZI)) para k fixo, estd num
conjunto limitado. De fato, pelo Lema 21 existe r > 0 tal que [|(x, 2)|| < r para
todo ponto no conjunto dado por int(epi f) N {(x,z) € R"™ | 2 < 2°}. Entdo para
qualquer passo sério tem-se ||(x*,2%)|| < r. Para a sequencia de baixo, dada por
(x},2F) = (x*,2%) + td com ¢ limitado por ty.x e ||d|| limitado por um valor D,
segue que, pela desigualdade triangular ||(x%, 25)|| < ||(x*, 2%)|| + Dtmax, entdo a

sequencia { (x5, 2F)}sen estd numa bola centrada na origem e raio 7 + Dt yay.

Proposicao 2.9. Considere a sequencia {(x¥,2F)}ien definida em (Z1) para k

fizado. Se (X*,Z%) é um ponto de acumulagio desta sequencia, entdo z* = f(x*).

Demonstragio. Pela construcao da sequencia {(xF, 2¥)}icn, segue que, num ponto

de acumulagao tem-se que f(x*) > z¥. Logo, suponha que z¥ < f(#*) e considere

uma subsequencia convergente {(x¥, 2F) }ien — (X, 2%) tal que {sf},env — 8, onde

1771
N C N. Estas sequencias existem porque, tanto {(x¥, 2¥)}icny como {sF};en estio

177

num conjunto compacto pela Hipdtese O plano de corte correspondente é
representado por f(x¥) + sl (x —x¥) — 2 = 0. Entdo, 2(x*) = f(xF) + sl (xF —xF) é

a projecdo vertical de (X*, 2¥) no plano de corte. Tomando o limite quando i — oo,
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tem-se que z(x*) = f(x*). Assim, para i € N’ > L suficientemente grande, (x*, 2¥)

esta sobre o i-ésimo plano de corte. O que contradiz a suposi¢ao inicial. O]

Proposigdo 2.10. Seja (x*,2F) € int(epif). O prézimo iterado (x*1, 2F1) €

int(epi f) € obtido apds um nimero finito de sub-iteragoes.

Demonstracio. A demonstracao inicia com a observacao de que no passo 4 do
k+1 k1Y _ (K k k k .
) = (¥i41, wiy,) somente se, wy',y > f(ygy,) (e, num

passo sério ), e consequentemente (x*1, 2**1) € int(epi f).

algoritmo, tem-se (x"** z

Entao resta mostrar que este ponto é encontrado apdés um ntmero finito de
iteracoes. A sequencia {(xF, 2¥) }ien ¢ limitada por construgao e, pela Proposigao 29,
ele possui um ponto de acumulacio (X*, %) tal que z* = f(x").

Considerando a sequéncia definida em (Z2l),

(i wf) = (8, 29) + (b, 2f) — (29|, e (01)

segue do Lema [Z8, que existe iy € N tal que (y*, wF) € int(epi f), for i > ig. Mas
esta é exatamente a condicao para um passo sério, o que completa a demonstracao.
O

Lema 2.11. Existe 7 > 0 tal que g,((x,2) +td) < 0,V t € [0,7] para qualquer
(x,z) € int(epi f) e qualquer dire¢cio d dada pelo algoritmo.

Demonstragio. Denote por b o vetor tal que b; = sI'x; — f(x;) for all i = 0,1, ..., £.
EI]téO, gé«xa Z) + td) = (VQE(Xv Z))T(Xu 2) - b7 pois

9i(x,2) = f(yi) + 8] (x —y:) =
= flyi) +s{x—slyi—
= (s{, — 1 (x, )—siyi+f(yi)
= (Vgi(x,2))" (x,2) = b,

para todo i = 0, 1, ..., /. O tamanho de passo ¢ é definido na equagao (2.9)) no Passo
3) do algoritmo. Como a restrigdo do problema auxiliar (PA.Jl) é linear, para que
a condicao de busca linear do lema seja satisfeita, a seguinte inequacao deve ser

verificada:

gi((x,2) + t;d) = (Vai((x, 2) + t:d)T ((x, 2) + t;d) — b,

= (Vgi((x,2))" ((x,2) + t:d) = b;
2))'(x,2) = bi + :(Vai((x,2))"d
+t;(Vgi(x,2))"d <0, paratodoi=0,1,...,~¢.

92.12
= (Vai((x, 212
= gi(x,2) +
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Se (Vgi(x,2))Td < 0 a inquacio é satisfeita para todo ¢t > 0. Caso contrario,
segue de iii) no Passo 2) que, (Vgi(x,2))'d = (Vgi(x,2))" (d, + pdp).
Mas de (24]) e (Z0) tem-se que

A067/
(Vi(x, 2)) o = —gi(x, 2) 5=,

Ag,i
(Vgi(x,2))"ds = —1 — gi(x, 2) )/:j

Entao ([ZI2) é equivalente a

Ai
gi(x,2)(1 — tl)\—) — pt; <0.
Como pt; > 0, a ultima inequacao serd satisfeita quando t; < \;/ A
Por construcdo, A > 0 é limitado, A é limitado superiormente. Logo, existe
0 < T < tmaee/p tal que 7 < A\;/); para todo i = 0,1,...,/. Portanto, para todo
t € [0,7] a condigdo de busca linear g;((x,z) + td) < 0 esta satisfeita para todo

i=0,1,..0. 0

Lema 2.12. Seja d¥, um ponto de acumulagio da sequéncia {dX }ren. Entdo df, = 0.

Demonstragio. Do Passo 3) do algoritmo, tem-se que (x"™1 2F1) = (xF 2%) +
pt(dy, df), logo
= P uthd (2.13)

A sequéncia {zk}keN é decrescente e limitada pela Hipétese 2.3l Agora, denota-se
por z* hm 2" e N C N tal que {tF}ren — t*. E segue do Lema EIT] que t* > 0.
Quando k: —> 00, k € N' na equagao (ZI3) tem-se que z* = z* + ut*d:, e portanto
d: = 0. Da Proposicao [Z3] segue que

0= d: = (d)TVF(x 2) < £(d5)TVF(x, 2) = £, <0
para algum & € (0,1) e portanto d’, = 0. Além disso, pelo Lema 22 tem-se que
0=d;, = (d})"VF(x,2) < —(d})" Bd;, <0,

e como B ¢é definida positiva, tem-se que d}, = 0. O

Segue do resultado anterior que d* = d* + pkdg — 0 quando k — o0, k € N,
pois pr — 0 se d® — 0.

Lema 2.13. Seja (s, —1)T o gradiente de uma restricio ativa num ponto de

acumulagdo (x*,2*) da sequéncia {(x*, 2¥)}ren. Entdo s € Of(x*).
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Demonstrag¢io. Note que no ponto de acumulagao (x*, z*), tem-se que f(x*) = z*,
logo a primeira restricao go(x*,z*) é ativa e sg € Jf(x*) por construgao (veja o
Passo 1 do algoritmo).

Suponha que a restrigao g;(x, z) = f(y:) + (s:)” (x — y;) — z é ativa em (x*, z*),
parai>les; € 0f(y;). Entdo gi(x*, 2*) = f(yi) + (s:)" (x* —yi) —2* = 0.

Como f é convexa, se pode escrever

Fx) = flyi) + (s0)" (x = yi)
= flyi) = f(x7) + F(x7) + ()" (x — i) = (s0)" (x = x") + (8) " (x — x7)
= f(x*) + (s0)" (x = x") + [f(yi) + (s0)" (%" = yi) = f(x7)]
= f(x*) + (s)T(x — x*) 4+ g;(x*, 2%), pois f(x*) = 2"
= f(x*) + (s)"(x —x*), pois g(x*,2*) =0.
Logo f(x) > f(x*) + (s;)T(x — x*), e portanto s; € 9f(x*) O

Proposicao 2.14. Para qualquer ponto de acumulagio (x*,z*) da sequencia
{(xF, 2%) }ren, tem-se que O € Of (x*).

Demonstragao. Considere a sequencia

Y = {y87 y?? ) y807 Y(1)7 Yi7 t Yé17 """ ? y’g? y’f? A y?’“? }7

de todos os pontos obtidos nas sub-iteragoes do algoritmo. Como esta sequencia
¢ limitada, se pode encontrar subsequencias convergentes. Em particular, como
xktl = yifk, pode-se afirmar que existe Y C Y que converge para x*.

Considere Y¥ = Y N {yk,y%,...,y%}. Entio segue de (Z3) no Passo 2) do

algoritmo, que
ok ok
. k ook : ko
lim > A:sf=0 e ]}1_{1010 Z'E:o An; = 1. (2.14)

ai®i
k—o00 “
=0

Defina IF = {i | y¥ € Y*}. Consequentemente \f;, > 0 para i € TF e k

suficientemente grande. Entao,

: ko ok o : ko
kh_)Iglo Z ApiSi =0 and kh_)rgo Z Ani = L. (2.15)
ielk ielk

Considere o ponto auxiliar y¥ e o subgradiente s} € 0f(y¥) tal que i € I*. Logo,

pela definicao de subdiferencial [16], pode-se escrever

F) = flyi) + (s7) " (x = y7) = F(x") + (s7) " (x — x") — g,
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onde € = f(x*) — f(y*) — (sH)T(x* — y*¥). Como x¥ — x* e y¥ — x* para
i € I*, tem-se que klim e = 0. Portanto, sF € 852 f(x¥), onde . f(x) representa o
ﬁ

e-subdiferencial de f, [16]. Note que se pode escrever

(Z A) fe) 2 (Z A’;i) FOE) + (3 Meash) T = %) = 3 Miet,

ielk ielk ielk i€lk
e
k AL k\T k
(0%
fx) > f(x") + (3 ESi) (X = X7) —ep,
eIk et Aai
k i
Z' Ik Nee
onde £, = 1670‘;]“ Como
Zz‘eﬂk )\ai
limel =0 e lim Y M, =1
k—o0 k k—oo Z at ’
iclk
A\F &
. _ . k _ ot
tem-se que khm er = 0. Agora, considerando s” = >, 7)&52-.
e Dielk Aai

Segue da equacdo ([ZIH) que s* € 0., f(x*) e que 0 € df (x*).

2.3 Resultados Numeéricos

O algoritmo NFDA foi implementado em MATLAB e os experimentos numéricos
foram realizados num microcomputador com 2GB de RAM para um conjunto fixado
de parametros.

Na secao 2311 utiliza-se uma colecao bem conhecida de problemas testes que
podem ser encontrados em [13] ou [54]. Para realizar comparagoes de performance,
foram considerados alguns solvers classicos. Por fim, na Se¢ao realiza-se uma
analise dos resultados obtidos, seguindo a metodologia do tr@amento do perfil de

.

desempenho de cada método, introduzida por Dolan e Moré

2.3.1 Testes Numéricos

Na Tabela 2Tl estao os problemas teste considerados para analisar a performance
do algoritmo. Estes problemas estao descritos em detalhes no Apéndice [Al ou nos
trabalhos [54] ou [13].

Os parametros utilizados nos testes sao:

B=1, pn=07, ¢=01 &¢=07 and ty. =1
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Tabela 2.1: Tabela de Problemas

No. Problema n fort
1 CB2 2 1.9522245
2 CB3 2 2
3 DEM 2 -3
4 QL 2 7.20
5 LQ 2 -1.4142136
6 Mifflin1 2 -1
7  Rosen 4 -44
8 Shor 5) 22.600162
9 Maxquad 10 -0.8414083
10 Maxq 20 0
11 Maxl 20 0
12 TR48 48  -638565.0
13 Goffin 50 0

Tabela 2.2: Solvers utilizados na comparagao

Solver  Autor(s) Método Referéncia
MI1FC1 Lemarechal Steepest Descent  [56]
BTC Schramm & Zowe Bundle Trust [19]
PB Makela Proximal Bundle [13]
SBM Luksan & Viéek  Standard Bundle [42]

O algoritmo para quando HdZH < & = 107% Este fato estd justificado na
Proposicao 2121 A atualizagao para o vetor de multiplicadores A\ se da de acordo

com a seguinte formulagao: Considere, para todo i =0,1,.... /¢,
A i= max [A; €|lda?], € > 0. (2.16)

Com o intuito de melhorar os resultados numéricos em cada iteragao k, adiciona-
se ao conjunto de planos de corte definido pelo algoritmo os ultimos 5n planos
previamente computados a k-ésima iteracao. Ou seja, para a sub-iteracao ¢ o
algoritmo trabalha com no maximo ¢ + 5n planos de corte.

O algoritmo foi comparado com os solvers citados na Tabela

Para os resultados apresentados nas Tabelas 23, 24 e [Z5 considera-se a

seguinte notacao:
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NI - o nimero de iteracoes,
NF - o ntimero de avaliacoes da funcao e subgradientes computados,
f* - o valor 6timo (conhecido) da funcgao,

f - o valor encontrado pelo algoritmo.

Tabela 2.3: Resultados para o ntimero de iteragoes

Solver SBM MI1FC1 BTC PB NFDA
Problema n NI NI NI NI NI
CB2 2 31 11 13 15 13
CB3 2 14 12 13 15 24
DEM 2 17 10 09 07 22
QL 2 13 12 12 17 27
LQ 2 11 16 10 14 15
Mifflin1 2 66 143 49 22 21
Rosen 4 43 22 22 40 49
Shor 5 27 21 29 26 51
Maxquad 10 74 29 45 41 115
Maxq 20 150 144 125 158 272
Max1 20 39 138 74 34 70
TRA48 48 245 163 165 152 317
Goffin 50 52 72 51 51 79

Tabela 2.4: Resultados para o nimero de avalia¢oes da funcao

Solver SBM MI1FC1 BTC PB NFDA
Problema n NF NF NF NF NF
CB2 2 33 31 16 16 14
CB3 2 16 44 21 16 25
DEM 2 19 33 13 08 22
QL 2 15 30 17 18 28
LQ 2 12 52 11 15 16
Mifflin1 2 68 281 74 23 22
Rosen 4 45 61 32 41 50
Shor 5 29 71 30 27 52
Maxquad 10 75 69 56 42 116
Maxq 20 151 207 128 159 273
Maxl 20 40 213 84 35 71
TRA48 48 251 284 179 153 318
Goffin 50 53 94 53 52 80
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Tabela 2.5: Resultados para o valor da fungao objetivo

Solver SBM MIFC1 BTC PB NFDA

Problema n f f f f f r
CB2 2 1.95222 1.95225 1.95222 1.95222 1.9522 1.95222
CB3 2 2.00000 2.00141 2.00000 2.00000 2.0001 2
DEM 2 -3.00000 -3.00000 -3.00000 -3.00000 -2,0863 -3
QL 2 7.20000 7.20001 7.20000 7.20001 7.2000 7.2
LQ 2 -1.41421 -1.14142 -1.41421 -1.41421 21.4139  -1.41421
Mifflinl 2 -0.99999 -0.99996 -1.00000 -1.00000 -0.9998 -1
Rosen 4 -43.99999 -43.99998 -43.99998 -43.99994 -43.9999 44
Shor 5 22.60016 22.60018 22.60016 22.60016 22.6002  22.60016
Maxquad 10 -0.84140 -0.84135 -0.84140 -0.84140 20.8414  -0.84140
Maxq 20 0.16712e-06 0.00000 0.00000 0.00000 3.1780e-7 0
Maxl 20 0.12440e-12 0.00000 0.00000 0.00000 2.8315¢-4 0
TR48 48 -638530.48 -633625.5 -638565.0 -63856 -638564.99  -638565
Coffin 50  0.11665e-11 0.00010 0.00000 0.00000 1.3372e-4 0

Pelas tabelas acima, quando se compara os resultados do algoritmo NFDA com
os dos solvers da Tabela percebe-se que o nimero de iteragoes, o numero de
avaliagoes da funcao e o valor final da funcao objetivo obtido pelo novo método é
compativel com os resultados apresentados por estes algoritmos ja estabelecidos na
literatura.

Contudo, ressaltamos que o novo algoritmo ¢ simples de ser implementado e
resolve os problemas de forma robusta e eficiente, no sentido de que foram utilizados
0s mesmos parametros para resolver todos os problemas.

E como alternativa, a nova metodologia apresenta a diferenca de nao precisar
resolver subproblemas de programacao quadratica. Este fato, alude a possibilidade
de vantagens, como por exemplo, a diminuicao do tempo computacional e outros

fatos que sao abordados na conclusao.
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2.3.2 Performance Profile

Para uma boa apresentacdo visual da comparacao entre a performance dos
solvers, utilizou-se o performance profiles, |. Como medidas de performance,
foram consideradas o nimero de iteracdes e o niimero de avaliagoes da funcao.

As Figuras 2] e 222 mostram o performance profiles para os solvers considerados
utilizando as medidas mencionadas. O performance profile |, compara a
performance de n, solvers de um conjunto S com respeito a solugao de n, problemas
de um conjunto P, utilizando algumas medidas de performance tais como nimero
de iteracoes, nimero de avaliagoes da func¢ao, tempo de CPU, etc.

tp,s denota a medida de performance requerida para resolver o problema p com

o solver s. Para cada problema p e solver s, define-se o performance ratio value

Tps = L
P2 min{t,,:s €S}

se o problema p ¢ resolvido pelo solver s; caso contrario, r, s = ras, onde 7y € um
parametro suficientemente grande.
A fungao de distribuicao p, : R — [0, 1], para o performance ratio r, ; representa

a performance total do solver s para resolver o conjunto de problemas teste P. Esta
funcao é definida por

1

ps(T) = —{p:rps < T},

My
onde |{-}| ¢ o nimero de elementos no conjunto {-}. O valor de p,(1) indica a
probabilidade do solver s ser o melhor método (entre todos os que pertencem ao

conjunto 5), utilizando ¢, ; como medida de performance.
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—¥— M1FC1
—#—BTC
—A—PB
—B— SBM
—O— NFDA
T

1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.1: Performance Profiles: niimero de iteracoes

Figura 2.2: Performance Profiles: niimero de avaliagoes da funcao
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Capitulo 3

Algoritmo para Otimizacao Nao

Convexa e Nao Diferenciavel

Neste Capitulo propoe-se um algoritmo para resolver problemas de otimizacao
irrestrita com fungoes nao necessariamente diferencidveis ou convexas. Considera-se

o seguinte problema

{ minimize f(x) (P.2)

sujeito a x € R",

onde f: R™ — R é uma funcao localmente Lipschitz continua.

O método proposto para resolver (P.2)), combina o tradicional método de planos
de corte de Kelley BE,) ], com o FDIPA, B], apresentado na Secao [ do
Capitulo[ll E ainda, algumas ideias dos métodos de feixe (, , ]) sao utilizadas.
De fato, usa-se o passo sério e nulo e armazenam-se os planos de corte num feixe.
Neste trabalho realiza-se uma extensao para o caso nao convexo do algoritmo
apresentado no Capitulo

A teoria dos gradientes generalizados com Clarke dﬁ] se mostrou um bom
instrumento para ir além e generalizar as ideias quando se esta lidando com fungoes
nao diferencidveis e nao convexas, (veja B] ou Eﬂ]) Contudo, generalizar o método
de planos de corte , I57] para o caso nao convexo nao é uma tarefa simples,
mas é aparente que algumas das ideias validas no caso convexo também sejam
lteis no caso nao convexo. Por exemplo, em @], a nao convexidade é superada
construindo-se aproximacoes poliedrais inferiores e superiores da fungao objetivo, e
nos métodos de feixe, a forma mais comum de lidar com as dificuldades causadas
pela nao convexidade é usar o assim chamado subgradiente localmente mensurado
ao invés do erro de linearizagao (veja dﬂ, , ]) No presente trabalho, o emprego
direto de um novo plano de corte pode, no caso nao convexo, cortar o ponto de
iteragao atual e, portanto, algumas regras adicionais para a utilizacao dos planos de

corte Sa0 necessarios.
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A nao convexidade tras também algumas caracteristicas adicionais para o
problema, uma das quais é que a fungao objetivo pode ter varios minimos e maximos
locais, Como em todo método “nao-global” de otimizacao, prova-se a convergéncia
para um ponto estacionario. Isto ¢, um ponto satisfazendo a condi¢ao necessaria
de otimalidade 0 € Jf(x), onde 0f(x) é o subdiferencial de f, @] Além disso,
prova-se que o algoritmo encontra um ponto estacionario x* tal que f(x*) = f(x1),
onde x; ¢ um ponto de partida determinado. Em outras palavras, o algoritmo é um
método de descida. Naturalmente, no caso convexo, o ponto estacionario é também

um minimo global do problema.

3.1 Método

A nao diferenciabilidade da func¢ao objetivo gera uma serie de dificuldades bem
conhecidas, logo como parte da metodologia, substitui-se o problema original (P.2))

por um problema equivalente (PE.2)), linear sujeito a uma restri¢ao nao diferencidvel

minimize F(x,z) =z
(x,z)€R"+1 (PE2)
sujeito a  f(x) < z.
Encontra-se a solu¢ao de (PE.2) construindo uma sequéncia de problemas
auxiliares lineares que vao sendo estabelecidos a medida em que se vai aproximando
o epigrafo da fungao f(x) por planos de corte.

Na k-ésima iteragao, tem-se (x*, z*) € int(epi f) e o seguinte problema auxiliar

minimize F(x,z) =z
(x:2) (PA.2)
sujeito a  g,(x, z) < 0.

onde g, : R**! — R’ ¢ dada por

g€<x> Z) = [91 (Xv 2)7 ey gg(X, Z)]Tv

para

onde os pontos y¥ € R™ para i = 1,...,¢ sdo pontos auxiliares, s¥ € Jf(y¥) sdo

subgradientes arbitrarios nestes pontos e £ é o nimero de planos de corte corrente

€m uso.
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O problema auxiliar (PA.2]) ndo serd resolvido, na verdade é possivel que ele nem
tenha solucdo. Entdo, como no FDIPA (veja Capitulo [[7)), para cada problema
auxiliar (PAZ2)), o algoritmo gera uma diregao de descida vidvel d* = (d% d*) da
seguinte forma:

Resolve-se os dois sistemas lineares:

Bkd, + Vg (x, 2)Aa = —e.
AFIVGE(x,2)|Tdy + G¥(x,2)k A0 = 0

e
Bkdg —I— VQ?(X, Z)Aﬁ = O
AR[Vgh(x,2)|]Tds + GF(x, 2) A = —AF
onde
e, =1[0,0,...,0,1]" = VF(x,z) € R""!
A= (AE LA, A= (L AL), A= (AL LA,
A= diagNi, o M), Gh(x, 2) 1= diaglgh(x, 2,y g (x, 2)].
Feito isso, define-se
d*=d,+pds e A=, +pAg,
onde
dle,
0<p<(§—1)dTe , para &€ (0,1).

Um tamanho de passo e um novo ponto auxiliar (y§,,, wf,;) vidvel com respeito
a (PA.2) sao calculados de acordo com o que segue:

Quando o novo ponto é vidvel com respeito a (PE.2) e de descida para F, ai
atualiza-se a solugdo, ou seja, faze-se (x*™, ") = (y§,,,wf ) e se diz que foi
realizado um passo sério de descida vidvel.

Mas se o novo ponto é vidvel com respeito a (PE.2) e ndo é de descida para
f, considera-se que o ponto de iteracdo corrente (x*,2*) esta longe da fronteira do
epigrafo de f. E neste caso, ao invés de usar a direcao calculada pelo FDIPA, usa-se
a dire¢ao de maxima descida —e, (e, = [0,0, ...,0, l]T € R™*!) para obter um ponto
estritamente viavel e que esteja proximo da fronteira do epigrafo. Desta forma,
tem-se f(x**1) = f(x*) no novo ponto e a préxima diregdo de busca gerada pelo
FDIPA seré de descida para f, e chama-se este passo de passo sério de mdxima
descida.

No caso de um passo sério, o algoritmo limpa todas as informagoes obtidas dos

planos de corte armazenadas até entao.
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v

Figura 3.1: Encontrando o proximo iterado do Algoritmo.

Porém, se nenhuma dessas alternativas acontece, realiza-se o equivalente ao
passo nulo nos métodos de feixe, ou seja, faz-se (x*+1 2#*1) = (x* 2¥). No entanto,
nao se atualiza a solu¢do, um novo plano de corte é calculado e uma nova direcao de
descida vidvel com respeito a (PAy;1.2) é calculada usando os sistemas do FDIPA.
Em seguida, o algoritmo recomeca seu procedimento novamente.

Devido a nao convexidade, pode acontecer que o novo plano de corte torne o
ponto de iteragdo corrente (x*, 2*) invidvel(veja Figura B]). Neste caso, ignora-se o
plano de corte, retorna-se ao longo da direcao de busca e calcula-se um novo plano de
corte. Este procedimento de retorno continua até que o ponto de iteragao corrente
seja vidavel com respeito ao plano de corte (para fazer com que o método seja mais
eficiente, de fato, verifica-se viabilidade do ponto (x*, (f(x*) + 2¥)/2)). Devido a
funcao objetivo ser localmente Lipschitz continua, este tipo de plano pode sempre

ser encontrado, veja a Figura
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(x7 Z)

'.(F(X)+ z)
: 2

Figura 3.2: Determinacdo de um plano viavel.

3.1.1 Nonsmooth Feasible Direction Nonconvex Algorithm

Apresenta-se o algoritmo NFDNA para resolver problemas de minimizacao do
tipo (P.2). No que segue, assumi-se que em cada ponto x € R™ pode-se avaliar f(x)

e um correspondente subgradiente arbitrario s € df(x).

ALGORITMO - NFDNA

Parametros: Escolha uma tolerancia aproximada final € > 0. Selecione os
parametros de controle o > 0 e & € (0,1) para o limite da deflexdo. Selecione
os multiplicadores p € (1/2,1) para o tamanho de passo e o tamanho maximo

de passo tpax > 0.

Dados: Seja k = 1 o contador de iteracoes e £ = 1 o contador do ntimero
de planos de corte. Escolha um ponto inicial estritamente viavel (x,z) €
int(epi f), um vetor positivo inicial A' € R’ e uma matriz simétrica definida
positiva B! € R+Dx(+1)  Geja y! = x!. Calcule f(x).

Passo 1: (Plano de Corte inicial)

Calcule s} € 9f(x*), e o primeiro plano de corte

gl(xk7 Zk) - f(xk) - Zk, gl(x, Z) € R.

Faca
s}
Vg (x",2*) = e R".
-1
Defina g, (x", 2F) = [ (%", 2F)] e R,
e Vg, (x*, 2F) = [Vgi(xF, 27)] € R™T.
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Passo 2: (Encontrando a Dire¢io) Calcule d* = (d¥,d*) € R, uma direcdo
de descida vidvel para (PA.2):

i) (Direcao de descida) Determine d, € R*™! e A, € R’ resolvendo o sistema

de equagoes lineares

B*d, + Vg, (x* M)A, = —e. (3.1)
AF [Vgg(xk, zk)]Tda + Gk(xk, zk))\a =0, (3.2)

ii) (Dire¢io viavel) Determine os valores dg € R"*! e Az € R resolvendo os

sistema linear de equagoes

BFds + Vg, (x*, 2") A5 = 0 (3.3)
AV g, (xF, 2] dg + GR(xF, 2R )N = —AF. (3.4)

Se el'ds > 0, entédo

—1)eld
= mi d. |’ €= Verda | 3.5
p=min {ola, P, &2 | (35)

z

Caso contrario,
p=clldal’. (3.6)
iii) (Direcao de descida viavel) Calcule a diregao de busca

d*=d,+pds e A=A+ pAs (3.7)

Passo 3: (Tamanho de passo e atualiza solu¢ao) Calcule o tamanho de passo
t* = min{tnay, max{t|g,((x",2") +td") < 0}}.
Se
|df[ <e et <t
entdo pare com (x*, 2*) como sendo a solucio final. Caso contrério, defina

(ylg+1a w?—&-l) - (Xk7 Zk) + :U’tkdlz

e calcule o valor correspondente f(y%, ;).

Se wi,, < f(yF,1), 0 passo ndo é sério: vd para o Passo 6.

39



Caso contrério, verifique: Se f(x") > f(y},,), va para o Passo 4.

Senao, va para o Passo 5.

Passo 4: (Passo sério de descida vidvel)
Faca (XkH:ZkH) = (Y§+1vw§+1)-
Apague todos os planos de corte e atualize B* e \*.

Facak=k+ 1,/ =1 e va para o Passo 1.

Passo 5: (Passo sério de maxima descida)
Defina (x*+1 2F1) = (xF %) — u(2F — f(xF))e, e f(xF1) = f(xF).
Apague todos os planos de corte e atualize B¥ e \F.

Faca k =k +1, ¢ =1 e va para o Passo 1.

Passo 6: (Passo Nulo)

i) (Erro de Linearizagao) Calcule sf,; € 9f(y},,) e um erro de linearizagao
a=f(x") = fyii) = (8507 (<" = yi)-

ii) (Procedimento de retorno) Se av < g¥(x*, 2¥)/2 retorne ao longo do vetor

d* até que um “ponto vidvel” seja encontrado: ou seja , faca

(Yoo, wiyy) = (xF,2%) + nut*d®,

n = 0.8n e va para o Passo 6(i).
iii) (Planos de corte para passos nulos)
Calcule o novo plano de corte e seus derivados
gl (o, 24) = —a+ () — 2+
gk (x5, 24) = ((s§,)T, —1)T.
Defina
Gl (X, 24) = [gh(xE, 24), ., gh (b, 2), gh,  (xF, 24)]T € REH
e
gk, (6, 25) = [Vgh(xh, 28), .., Vgh(x*, 25), Tk, (x, 24)
Vi (x,2) € RUHDXEHD

Faca ¢ = ¢+ 1 e va para o Passo 2.
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3.2 Analise da convergéncia

Nesta secao, estuda-se a andlise da convergéncia do algoritmo NFDNA. Mostra-
se que a direcdo de busca d* definida em (37)) é uma direcao de descida para F (i.e.,
para (PA2) e (PE.2)). Entao, prova-se que, quando o ponto de iteragao corrente esta
préximo o suficiente da fronteira do epigrafo de f, d* serd uma direcao de descida
também para f (i.e., para (P2)). Em seguida, mostra-se que o niimero de passos
nulos em cada iteragao ¢ finito, e que a sequéncia (x*, 2¥).ey é limitada. Finalmente,
demonstra-se que todo ponto de acumulacdo (x*,2*) da sequéncia {(x*, 2%)}ren é
estacionario para f (nota-se que, se a fungao objetivo é convexa, entao o ponto serd
um minimo global para o problema (P.2)).

Assumi-se que a fungao objetivo f é localmente Lipschitz continua, e as seguintes

hipdteses sao fabricadas:

Hipétese 3.1. Eristem nimeros positivos wy e wy tais que wi ||d|]” < d”Bd <

ws ||d|]* para todo d € R™ (veja [53] para menos condicdes restritivas para B).

Hipétese 3.2. Erxistem nimeros positivos N1, X%, e gmax tais que 0 < \; < A2,

i=1,...,0, e\ >\ para todo i tal que g;(x,2) > Gumax.
Hipétese 3.3. O conjunto {x € R" | f(x) < f(x')} é compacto.

Hipdétese 3.4. Para todo (x,z) € int(epi f) e todo i tal que g;(x,2) = 0 os vetores

Vi(x, 2z) sdo linearmente independentes.

Inicia-se a andlise teérica do NFDNA observando que as solucoes d,, Ay, dg, €
Ag dos sistemas ([B1]), 32), e (33), (B:4) s@o tnicas. E isto é uma consequéncia do

Lema 3.1 em [52] enunciado como segue:

Lema 3.1. Dado um ponto (x,z) € int(epif), qualquer matriz B € RO +Dx(n+1)

definida positiva qualquer vetor nio negativo A € RY tal que \; > 0 se g;(x,2) = 0,

a matriz

M — B Vgg(x, Z)
AVGe(x,2)T  G(x,2)

¢ nao singular.
Segue do resultado anterior que dg, Ay, dg, € Ag s@o limitados superiormente.

Lema 3.2. A diregio d,, definida por (31) e(323) satisfaz
dle, = dlVF(x,2) < —d.Bd,.

Demonstragao. Veja a prova do Lema 4.2. em @] O
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Como consequéncia do lema anterior, segue que a diregao d, ¢ uma direcao de

descida para F' (i.e. para (PE.2) e (PA2)).

Proposicao 3.3. A direcio d definida em (37) é uma diregio de descida para

(PE2) e [BA2).

Demonstra¢io. Como consequéncia de ([3.7), e tendo em mente que e, = VF(x, z),
d"VF(x,2) =dLVF(x,z) + pdjVF(x, ).

Como p < (£ — 1)dIVF(x,2)/(djVF(x,2)) com £ € (0,1), se djVF(x,2) > 0
(veja (3H)), e como d, é uma diregdo de descida para F' pelo Lema B2, obtém-se

d'VF(x,2) <dLVF(x,2) + (€ = 1)dLVF(x, z)
=¢d,VF(x,2)
<0.

(nota-se que d”VF(x, z) = 0 somente se d,, = 0).
Por outro lado, se djVF(x,z) < 0 (veja 80)), obtém-se a inequacéo
d’VF(x,z) <dIVF(x,z) <0.

Portanto, d é uma direcao de descida para F'. O

Embora d, calculada no Passo 2 do algoritmo, seja uma direcao de descida para
(PE2) e (PA2), ela ndo precisa necessariamente ser de descida para (P2)). Na
verdade, no préximo lema, mostra-se que d é de descida também para (P.2)), ou
seja, os valores da funcao f em pontos gerados pelo algoritmo nao crescem. Pois,
prova-se que, quando o ponto corrente estd suficientemente proximo da fronteira do

epigrafo de f, a diregdao d, a partir deste ponto, ¢ uma dire¢ao de descida para (P.2)).

Lema 3.4. Seja (xg, z) € int(epi f) um ponto corrente gerado pelo algoritmo. Para

todo k > 1, seque que
f(XkJrl) < f(Xk) e ZkJrl < Zk.

Além disso, o prézimo ponto (x*1, 2**1) € int(epi f).

Demonstragio. O ponto corrente (x*,2%) é atualizado no Passo 4 ou no Passo 5

do algoritmo. No Passo 4, tem-se que (x*™',2*) = (y},,,w},,) somente se
wy ., > f(yha) e f(xF) > f(yF.,). Portanto, obviamente, tem-se z*t1 > f(x**1)
(ie. (xF1 M) € int(epi f)) e f(xM1) < f(xF). Além disso, (d¥)Te, < 0 pela

+1

Proposigao B3 Portanto, d* < 0 e o préximo componente 2™ ¢ calculado pela
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férmula (veja Passo 3 do algoritmo)
= 2F itk d

onde p,t* > 0. Portanto zF! < 2%
Por outro lado, no Passo 5, usa-se a direcao de descida maxima —e, como direcao

de busca e portanto, x**!' = x* e, naturalmente, f(x**1) = f(x*). Tem-se ainda
(e ),

onde p € (0,1) e 2¥ — f(x*) > 0 pois (x*,2*) € int(epi f). Portanto, tem-se

novamente que 2" < 28 e 2K > f(xF) = f(xFH1). 0

Lema 3.5. Seja (x*, 2%) € int(epi f) um ponto suficientemente prézimo da fronteira
do epi f (i.e., 2% — f(x*) < —putkd). Se (x*, 2%) ndo é um ponto estaciondrio, entdo
a diregao d* definida por (37) é uma direcio de descida para o problema ([P2) (i.e.
para f).

Demonstragio. Como (x*, zF) € int(epi f), tem-se que zF = f(x*) + ¢ para algum

€1 > 0. Também tem-se que (d*)Te, < 0 pela Proposicio B3] e portanto, d* < 0. O
préximo iterado é calculado pela formula (x**1, 251 = (x* 2%) + ptk(dX, d¥) com
p,t* > 0. Portanto, zF*1 = 2F — ey = f(x*) +€; — €3, onde denota-se e, = —putFd* >
0. Quando ¢; é suficientemente pequeno (i.e. € < €) tem-se obviamente que
A1 — f(x¥) < 0. Também segue que f(x*1) < 21 pois (x¥*1, 2F+1) € int(epi f)
pelo Lema 34l Agora combinando as duas coisas obtém-se f(x*1) < A+ < f(xF)

e d* é uma direcdo de descida para f por definicdo. O]
Corolario 3.6. A segiiéncia {(x*, 2%)}ren gerada pelo algoritmo é limitada.

k+1

Demonstragcio. Como z < 2% para todo k € N e pela Hipétese B4l a sequéncia

{(x*, 2%) }ren estd limitada no conjunto (epi f) N {(x,z) € R | 2 < 21} O
Lema 3.7. A dire¢ao d definida em (373) é limitada.

Demonstragio. A escolha de p (veja (B0) e (B0)) assegura que se tenha
p < oldal? para algum o > 0. (3.8)
Por outro lado, do Lema e da Hipdtese 3.2, obtém-se que

_dgez Z Wi ”daH27
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e portanto, devido a (33), tem-se

p > min {97“‘5)“1}||da||2,

d%e,

se dfe, > 0.

Devido a (3:6) e como dg ¢ limitada, existe um limite inferior g;.,, > 0 tal que

1% 2 Olow ||do<||2 .

Portanto, pela limitacao de d,, a deflexdo dada por p é positiva limitada como

acima.

De 1) e (B3), tem-se

1]l = llda + pd]i
< [ldall + [[ods]|
< Jldall + o lldall* l1ds]
= (1+ elldall - fIdsl)) lldall -

Portanto, existe § > 1 tal que ||d|| < 0|d.]|| é valida. E devido a limitagao de d,,

tem-se que d ¢é limitada como acima. O

No préoximo lema, mostra-se que no Passo 6 do algoritmo, um ponto (yy1, Wey1)
é encontrado depois de um ntmero finito de loops dentro do passo, de modo que, o
ponto corrente (X, z) € int(epi f) seja vidvel com respeito ao plano de corte calculado

no ponto yp41.

Lema 3.8. Eziste (ypi1,wer1) € R™™ tal que f(x) — 2z < a, onde a = f(x) —
f(Yer1) — stii(x — yes1) € sex1 € Of (yes1). Este ponto é encontrado apds um

numero finito de loops.

Demonstra¢io. Suponha por contradigdo que (yy1,wey1) vidvel ndo pode ser

encontrado. Um ponto (Y414, wer1,) ¢ calculado pela formula

(Yet1, Wer1i) = (X, 2) + miptd

onde p,t >0, m =1n € (1/2,1), e g1 = 0.8n; (1 =2,3,...). Como (Y415, Wet1,i)

viavel nao é encontrado segue que
fx) = 2> f(%) = f(Yerri) = Sip1,(X — Yerri) = i

para todo i € N.
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Como 7,11 < n; para todo 7, tem-se 7; — 0. Isto implica que y;41,;, — x. Como

f ¢ localmente Lipschitz continua, segue que |f(ys14) — f(x)] = 0 e, portanto,
também o — 0. Mas f(x)—z < 0 pois (x, z) € int(epi f). O que é uma contradigao.
O

Lema 3.9. Eziste 7 > 0 tal que para todo (x,z) € int(epi f) e para todo d € R™*!
gerado pelo algoritmo, tem-se g,((x, z) +td) < 0 para todo t € [0, 7).

Demonstragio. Denota-se por b um vetor tal que b; = s'y, — f(y;) para todo
i=1,...,0. Agora g,(x,z) = (Vg,(x,2))T(x,z) — b, pois

gi(x,2) = f
f
=(sj, —1)7(x,2) =s{yi + f(v)
= (Vgi(x,2))"(x,2) = b;

YZ) ( _Yi)_
yz)—i—s x—s Vi— 2

(
(

para todo i = 1,...,¢. Por construcao, tem-se que
t <max{t; | gi((x,2) +t,d) <0, i=1,..., ¢}

Agora combinando estas duas observagoes, e observando-se que Vg;(x,z) nao

depende do ponto (x, z) mas dos pontos auxiliares y; (i = 1,...,/), obtém-se

9i((x,2) + tid) = (Vgi((x. 2) + t:d))" ((x, 2) + t:d) = b;
(V )7((x,2) + t;d) — b,

)

+ 1

i(x, 2
(Vgi(x,
9i(x,2) +

Q

)
2))"(x,2) = bi +1:(Vgi(x, 2))"d (3.9)
i(Vgi(x,2))7d <0

para todo i = 1,...,¢. Se (Vgi(x,2))'d < 0, a equagdo acima ¢ satisfeita com
qualquer ¢; > 0. Considera-se o caso quando (Vg;(x,2))'d > 0. Por ([B1), segue
que (Vgi(x,2))'d = (Vgi(x,2))"(da + pdp), e de B2) e B4) obtém-se

/\ai
v.gi(xa Z>Tda - _gi<x7 Z) )\" € (310)
T Agii
Vgi(x,2) dg = —1 — gi(x, 2) Y (3.11)
Agora combinando ([33), 3I0), e (BI1) obtém-se
)\ai + pA )i 5\1
9i(x, ) — tigi(x, 2)% = pti = gi(x,2)(1 - tz‘x) —pti <0,
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onde se tinha denotado \; = Aai + pAgi. Obviamente pt; > 0 e gi(x,2) < 0.

Portanto, a inequagao é satisfeita se

>

t;

<

&

Agora, X é limitado pela Hipotese B3 e A, Ag e p s@o limitados (veja a prova
do Lema [B.7)). Portanto, A é limitado e existe 7 > 0 tal que /\i/;\i > 7 para todo
i=1,...,¢. Portanto, para todo t € [0, 7], segue que g¢;((x,z) +td) < 0. ]

O préximo lema mostra um resultado técnico que sera usado posteriormente.

Lema 3.10. Seja X um conjunto convezo e sejam x° € int X ex € X. Seja {x*} C
R"\ X uma sequéncia tal que X* — X e seja x* definida por x* = x° + u(x* — x°)

para algum p € (0,1). Entao existe kg € N tal que x* € int X para todo k > k.
Demonstragdo. Veja o Capitulo 2 Lema O

Lema 3.11. Seja (y,w) um ponto de acumulacio da sequencia {(y;,w;)}ien gerada

pelo algoritmo. Entao w = f(y).

Demonstra¢io. Um novo ponto auxiliar (y;, w;) é calculado no Passo 3 do algoritmo.
Se w; > f(y;) realiza-se um passo sério (i.e. se vai para ao Passo 4 ou Passo 5).
Portanto, no ponto de acumulagao tem-se w < f(y). Suponha agora que w < f(y).
Considere o plano de corte fs,(x) = f(J) + si(x — ¥) para algum s; € df(y). Seja
fs, uma nova restrigio para (PA2) (i.e. gi(x,2) = fs,(X) — 2).

Denota-se por r = D((y,w); fs,) a distancia entre o ponto (¥,) e o plano f;,.
Como w < f(y) tem-se que r > 0. Seja B = B((y, w); 7). Obviamente, Bnfs, =0.

Agora, (ys,w;) € epi fs, para qualquer i e B C (epi fs,)¢. Portanto (y;, w;) € B.

O que é uma contradigao. O

Lema 3.12. Seja (x*,2%) € int(epi f). O prézimo iterado (x*+1, 2F+1) € int(epi f) é
encontrado apos um nimero finito de iteragoes (i.e. loops do Passo 6 para o Passo

2 do algoritmo).

Demonstragio. O novo ponto (x*1, 2**1) estd no interior do epi f pelo Lema B4
Portanto, necessita-se mostrar somente que o novo ponto é encontrado depois de um
numero finito de iteragoes.

Um novo ponto auxiliar (y;,w;) é encontrado ap6s um nimero finito de loops
dentro do Passo 6, pelo Lema B8 Se w; > f(y;) tem-se um passo sério (Passo 4 ou
5) e, obviamente (x**1 2**1) € int(epi f). A sequéncia {(y;, w;)}ien é limitada por
construgao logo existe um ponto de acumulacao (y,w). Pelo Lema BI1] este ponto

de acumulacao esta na fronteira do epigrafo de f.
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Denota-se por fs,(x) = f(y:) + sf(x —yi) o plano de corte correspondente a
i-ésima restricdo e por f(x) = max{f,,(x) |i=1,...,¢} a funcio linear por partes
definida pelo maximo de todos os planos de corte no ponto de acumulacao (y,w).
Pelo Lema existe ip € N tal que (y,,,w;,) € int(epif). Mostrar-se-a que
(Viy, Wi,) € int(epi f) ainda que o epi f nao seja convexo.

Por absurdo, supoe-se que (yi,,w;,) ¢ int(epif), ou seja, que f(yi,) > wi,.
Um passo nulo ocorre e adiciona-se um novo plano de corte. Agora (y;,,w;,) estéd
num segmento de reta que liga o ponto de acumulagao (y,w) e o ponto de iteracao
corrente (x*,2%), abaixo do epigrafo de f. Portanto, o novo plano de corte torna
o ponto (y,w) invidvel (ele ndo pode tornar o ponto de iteragao corrente invidvel).
Mas entao (y,w) nao pode ser um ponto de acumulacdo, o que é um contradigao.

R

Portanto, tem-se que (y;,,w;,) € int(epif) e ainda defini-se (x"*!, z

(¥i,,w;,) (no Passo 4 do algoritmo) ou um passo sério de mdzima descida ocorre

(Passo 5 do algoritmo). O
Lema 3.13. Seja d¥, um ponto de acumulagio da sequéncia {d* }ren. Entdo di, = 0.

Demonstracao. Por construcao tem-se que

(Xk+17 Zk+1) _ (Xk, Zk) 4 Mtkdk ou

(Xk+17 Zk+1) = (Xk7 Zk) - N(Zk - f(Xk>>eZ'

A sequéncia {(x*, 2¥)}reny € limitada pelo Coroldrio BBl Denotando x* =
limg oo X* € 2° = limy_,00 2* e seja K C N tal que {t*}rex — t*. Isto segue do
Lema onde tem-se t* > 0.

Quando k — oo, k € K segue que

2" ="+ put*d, ou
2= (1= )2 + pf ).

ou seja, tem-se que df = 0 ou z* = f(x*). Contudo, devido ao Lema B3], o dltimo
nao acontece (d* é uma dire¢ao de descida para f ou d* = 0). Portanto d = 0.

Pela Proposicao B3] segue que
0= d: = (d")Te. = £(d5)Te. = £d,, <0
com algum § > 0 e assim d}, , = 0. Além disso, pelo Lema [3.2] tem-se
0=d;. = (d;)Te. < —(d2)"Bd;, <0
e como B ¢ definida positiva, pode-se concluir que d}, = 0. ]
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Lema 3.14. Seja (s, —1)T o gradiente de uma restricio ativa no ponto de
] g

7

acumulagdo (x*,2*) da sequéncia {(x*, 2¥)}ren. Entio s; € Of(x*).

Demonstra¢io. Como no ponto de acumulacgao (x*,z*) tem-se que f(x*) = z* a
primeira restricao g;(x*, z*) é ativa e s; € df(x*) por construgao (veja Passo 1 do
algoritmo).

Suponha agora que a restricdo g;(x*, z*), i > 1, é ativa. Denota-se por fs (x) =
f(y:) + sf(x —y;) o plano de corte correspondente na restrigdo ativa. Ou seja,
fs,(x*) = 2*. Na vizinhanca do ponto de acumulacao x € B(x*;¢), para algum o >
0, tem-se que fs,(X) é uma aproximacio inferior da funcio objetivo f(x) ou s; = 0
(no caso do algoritmo ja ter parado). Portanto tem-se que para todo x € B(x*;0),
o>0,es; €0f(y:)

F(x) = flyi) +s{ (x = i)
= fyi) = F(X) + f(XT) 48] (x —yi) = 8] (x —x7) +5] (x —x7)
= J(x7) 8 (x = x7) + flyi) 57 (x7 —yi) — f(x)
= f(x7) +8{ (x = x") +g;(x", 2")
= f(x") +si (x —x),

pois f(x*) = z* e g;(x*, 2%) =

Agora, se for utilizado x = x* 4+ tv, onde v € R", ¢t > 0 pode-se escrever
(%) - F(x*) > sT(x - x7) = tsTv

para todo x € B(x*;0) e obtém-se

S +tv) — f(X)

f°(x*;v) = lim sup

x! —x* t
£10
* t _ *
ey £ 1) = )
£10 t
ts!
> lim sup BV _ s!'v,
£10
Portanto, pela definicao de subdiferencial s; € 0f(x*). ]

No préximo Lema mostra-se que, devido ao problema auxiliar ser convexo, )\Z é

positivo ou zero na solucao.

Lema 3.15. Para k suficientemente grande, tem-se que )\’; > 0.
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Demonstragao. Considera-se o seguinte problema de otimizagdo convexa
minimize ®(x,z) s.t. g,(x,2) <0,

onde ®(x,2) = 2z + dIBx. Um ponto KKT (x?,2?) do problema satisfaz

Vz+ Bd, + Vg,(x®,22)A* =0 (3.12)
Go(x®,2")A%? =0 (3.13)
A >0 (3.14)
g.(x,2) <0. (3.15)
O sistema ([B1))-([32) no Passo 2 do algoritmo pode ser reescrito como
Vz 4 Bd® + Vgh(x" 2M)AE =0
Gy (x", 25)Aq = ¢,
onde ¢* = —A¥[Vgh(x*, 2%)]Td*. Quando d* — 0 tem-se que ¢* — 0 e entdo, para

dado g1 > 0, existe K; > 0 tal que
NS —X®|| <&, parak > K.

Entdo como A® > 0 por (FI4) deduz-se que }\Z > 0 para k suficientemente grande.
O

Teorema 3.16. Para qualquer ponto de acumulagio (x*,z*) da sequencia
{(x*, 2%) }pen tem-se que 0 € Of(x*).

Demonstragio. Considere as equacoes [B.I) e (B2). Quando £ — oo tem-se que
d? = 0 pelo Lema [3.I31 Portanto, obtém-se

Vg, (x*, 2 )\ = —e, e g;(x"2")A, =0,

onde denota-se por A, o vetor de multiplicagdo de Lagrange correspondente a d7, e
por g;(x*, z*) a restri¢cdo correspondente.

Como

* * * * 1T
€ Aa - P\a,lﬂ)‘a,%“'? a,f] )

k% S1 So ... Sy
VQZ<X X ) = [_1 1 _1]

obtém-se

¢
DAsi=0 e Y N =1
i=1

i=1



Agora denota-se por Z = {i | g (x*,2*) = 0} o conjunto dos indices das restrigoes
ativas e por J = {j | gj(x*,2*) < 0} o conjunto das restrigdes inativas em (x*, z*).

Com isso, segue que

g;(x*,2")\,; =0 paratodoi€Ze
g;(x*,2")\, ;=0 paratodo j€ J.

Portanto Aj, ; = 0 para todo j € J e além disso

D=0 e D A =1

1€L €L
Pelo Lema B4 tem-se que s; € 0f(x*) para todo ¢ € Z. Pela convexidade do
subdiferencial e como A} ; > 0 pelo Lema [3.13] para todo i € Z obtém-se que

0=> \_s; €df(x").

i€l

3.3 Resultados Numéricos

Nesta secao apresenta-se os resultados numéricos obtidos com o método NFDNA
desenvolvido na secao B.1.11
Assim como no FDIPA, é possivel a obtencao de diferentes versoes do algoritmo

variando as regras para atualizacdo das matrizes Vg*, B e do vetor \.

3.3.1 Implementacao

Apagando todos os planos de corte depois de cada passo sério, o algoritmo
trabalha bem na teoria. Na pratica, isso torna o método menos eficiente. Contudo,
quando o método resolve problemas convexos nao existe perda de toda a memoria,
i.e., ndo é necessario apagar todos os planos de corte, pois no caso convexo os planos
sao sempre aproximagoes por baixo do epigrafo da fungao objetivo e portanto isso
nao causa qualquer problema.

No caso nao convexo, os planos de corte nao sao necessariamente aproximacoes
inferiores para a funcao objetivo. E com isso, pode acontecer que um plano deixe
de fora o ponto de minimo. Isto estd ilustrado na Figura Bl Para preservar a
eficiéncia e evitar que um plano deixe um minimo de fora da regiao viavel quando
se esta resolvendo um problema nao convexo, o algoritmo limpa a memoria somente

ap6s 10, 20, ou 40 iteragdes (dependendo do problema).
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O algoritmo foi implementado em MATLAB em um microcomputador Pentium
IIT de 500MHz com 2GB de RAM. Os parametros considerados foram os seguintes:
Primeiro foram definidos B=1, £ =0.1, ¢ = 0.1 para todos os problemas e entao
foram selecionadas as melhores combinacoes para os valores € = 107* ou ¢ = 1075,
@ =0.7, 0.75 ou 0.8 e tyax =1 ou 10. individualmente dependendo do problema.
O ntmero maximo de planos de corte armazenados foi um conjunto de 5xn sem
qualquer procedimento de agregacao (veja |13, 58] para possiveis procedimentos de

agregacao). A atualizagdo considerada para o vetor A é a mesma do FDIPA @]

3.3.2 Resultados Obtidos

A performance do algoritmo NFDNA foi testada com um conjunto de problemas
teste que sao amplamente utilizados para testar novos solvers em otimizacao nao
diferenciavel. Estes problemas testes podem ser encontrados no trabalho de Luksan

e Vicek [54]. Todos os problemas, exceto o de Rosenbrock, sdo nao diferencidveis.

Na Tabela sao apresentados os resultados da comparagao com os solvers
citados na Tabela B2 Como é possivel ver, o novo algoritmo resolve todos os
problemas de forma robusta e eficiente. E em termos do nimero de avaliagoes da
funcao e valor obtido para a funcao objetivo os algoritmos apresentam resultados
similares.

Além disso, como parte da metodologia que estd sendo proposta, tem-se a
diferenca que nos outros solvers é necessaria a resolucao de um subproblema
quadréatico em cada iteracdo. Fato que é evitado com o NFDNA. E como ji
mencionado, isso sugere que em termos de uso de tempo computacional a eficiéncia
do NFDNA pode ser melhor do que a destes outros solvers. Naturalmente, mais

testes devem e vao ser realizados.

Na Tabela B sao utilizadas as seguintes abreviagoes:
n - representa a dimensao do problema em questao;
+ - representa problemas convexos;
— - representa problemas nao convexos;
ps - € o nimero de passos Serios;
pn - é o nimero de passos nulos;
nf - é o nimero de vezes que f(z) e s € Of(x) foram calculados;
f* - valor final da funcao objetivo obtido com o algoritmo;

fPt - o valor 6timo do problema como relatado em [54].
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Tabela 3.1: Problemas teste.

No. Problema n Convexo ps pn nf i fort
1 Rosenbrock 2 — 73 31 146 7.8129¢7 0
2 Crescent 2 — 33 1 43 0.0078 0
3 (B2 2 + 14 6 21 1.9522 1.9522
4 CB3 2 + 15 9 25 2.0001 2
5 DEM 2 + 17 2 20 -2.9997 -3
6 QL 2 + 31 2 34 7.2000 7.20
7  LQ 2 + 2 12 -1.4139 -1.4142
8  MifHinl 2 + 11 19  -0.9999 -1
9  Mifflin2 2 — 10 9 20 -0.9999 -1
10 Wolfe 2 + 43 10 54 -7.9999 -8
11 Rosen 4 + 45 14 60  -43.9999 -44
12 Shor 5) + 49 23 73 22.6001 22.6001
13 Colville 1 5) — 95 114 210  -32.3484 -32.3486
14 HST78 5 — 851 384 2048 -2.9194 -2.9197
15 El-Attar 6 — 200 287 1028 0.5599 0.5598
16  Maxquad 10 + 12 53 66 -0.8414 -0.8414
17 Gill 10 — 148 649 806  9.7859 9.7857
18  Steiner 2 12 + 26 65 92 16.7038 16.7038
19 Maxq 20 + 84 282 367 1.4695¢7% 0
20  Maxl 20 + 80 32 113 2.1196e % 0
21  TRA48 48 + 22 103 126 -638564.99 -638565.0
22 Goffin 50 + 28 43 72 5.8786e® 0
23 MXHILB 50 + 197 8 206 2.9024e=° 0
24 L1HILB 50 + 66 39 106 1.6129¢° 0
25 Shell Dual 15 — 536 856 1652  32.3489 32.3486
Tabela 3.2: Solvers utilizados na comparagao
Solver  Autor(s) Método Referéncia
NCVX Fuduli, Gaudioso & Giallombardo Cutting Plane extension [20]
NCNS  Gorgone New Bundle Method [59]
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Tabela 3.3: Resultados da Experiéncia Numérica.

Solver NCNS NCVX NFDNA

No. |nf f* nf  f* nf  f* fort
1 54  5.137e7¢ 70 5.009¢~7 146 7.812e77 0

2 53 5.112¢7° 22 8.022¢7° 43 0.007 0

3 16 1.952 18 1.952 21 1.952 1.952
4 14 2 15 2 20 2 2

5 13 -3 21 -2.999 20 -2.999 -3

6 15 7.2 28 7.2 34 7.200 7.20
7 15 -1.414 9 -1.414 12 -1.413 -1.414
8 165 -0.999 127 -0.999 19  -0.999 -1

9 14 -0.999 13 -1 20  -0.999 -1

10 43 -7.999 21 -7.999 54 -7.999 -8

11 33 -43.999 29  -44 60 -43.999 -44
12 27 22.600 44 22.600 73 22.600 22.600
13 36 -32.348 47 -32.348 210 -32.348 -32.348
14 237 -2.919 159 -2.919 2048 -2.919 -2.919
15 172 0.559 152 0.559 1028  0.559 0.559
16 90 -0.841 56 -0.841 66 -0.841 -0.841
17 308 9.785 164 9.785 806  9.785 9.785
18 96 16.703 196 16.703 92  16.703 16.703
19 187 1.561e™© 293 1.660e~" 367  1.469¢7° 0

20 23 4.493e715 44 1.110e~ % 113 2.119¢4 0

21 1662 -638514.8 1662 -638565 126 -638564.99 | -638565
22 56 1.984¢~ 13 148 1.142¢ 13 72 5.878¢7° 0

23 24 1.764e7° 33  1.768¢7° 206 2.902e7° 0

24 30  1.709¢7° 104 6.978¢7 106  1.612e° 0

25 642 32.348 1497 32.349 1652  32.348 32.348
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Capitulo 4

Uma Técnica para otimizacao
nao diferenciavel convexa com

restricoes

Neste capitulo propoe-se um método que utiliza e estende a técnica apresentada
no Capitulo ] para otimizacao convexa e nao diferenciavel.

Considera-se o seguinte problema de otimizagao

xeR"™ (PB)
sujeito a ¢(x) <0,

{ minimize f(x)

onde a funcao objetivo e a restricdo de desigualdade f,c : R® — R sao supostas
convexas, e nao necessariamente diferenciaveis. Nota-se que nao existe perda de
generalidade na formulacao do problema (P.3]) com somente uma restrigao escalar,
pois se necessario, ¢(x) pode ser definida como o méximo de uma quantidade
finita de fungoes convexas, e portanto respaldando o caso de multiplas restrigoes
de desigualdade.

Naturalmente, problemas de otimizagdo nao diferenciavel com restrigcoes sao
mais complexos, e poucos métodos praticos de resolucao podem ser encontrados
na literatura. Problemas convexos com restri¢oes consideradas “faceis”, tais como
restrigoes lineares, podem ser resolvidos inserindo-se essas restri¢coes diretamente
no problema quadratico, como pode ser visto num trabalho de Kiwiel, @] Para
problemas convexos com restri¢goes mais gerais, como no problema (P.3]) acima, uma
possibilidade é resolver um problema equivalente sem restrigoes, definido com uma
fungao de penalidade exata, como pode ser visto em [25]. Um algoritmo que combina
as ideias dos métodos de feixe proximal com uma estratégia de filtro para avaliar

um ponto candidato é proposto em ] Mais recentemente, um método de feixe
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proximal por pontos invidveis que nao se utiliza de func¢des de penalidade ou um
filtro, foi apresentado em [61].

Neste trabalho, propdes-se uma técnica, para resolver o problema (P.3)),
combinando as ideias do tradicional método de planos de corte apresentado por
Kelley em @ algumas ideias do método de feixes , ] com os sistemas internos
do FDIPA, Q]

A ideia é substituir o problema convexo restrito e nao diferencidvel (P.3)), por

um problema equivalente (PE.3) com duas restri¢oes ndo diferencidveis, ou seja,

considerar
=z

~—

minimize F(x,z
(x,2)

sujeito a  f(x) < z (PE.3)

c(x)

IA
o

O método se baseia na metodologia de aproximar as restricdes funcionais do
problema equivalente (PE.3]) por planos de corte. Esta aproximacao ¢ feita com a
constru¢ao de uma sequéncia de problemas auxiliares (PA.3). Em cada iteragao,
uma direcao de busca, para o problema auxiliar corrente, ¢ calculada utilizando os
sistemas internos do FDIPA.

O algoritmo proposto esta descrito na Secao [l e os resultados numéricos para

um conjunto de problemas teste sao apresentados na Segao

4.1 Meétodo

A descricao do método segue com as seguintes ideias: O algoritmo gera uma
sequéncia de pontos {(x*, 2%)} € int(Q), onde a regido vidvel Q é o dominio definido
por

Q={(x,2) eR"™ | f(x) <z, e cx)<0}.

A sequéncia gerada satisfaz,
2 < 2k c(x*1) <0 para todo k,

e converge para a solugao global (x*,2*) do problema (P.3]). De fato, o algoritmo
gera uma sequéncia de pontos auxiliares {(y;, w;)}, que contém {(x*, %)} como uma
subsequéncia. Os pontos pertencentes a {(x*, z¥)}, sio chamados pontos sérios. Em
cada ponto sério (x*, 2¥), é criado um modelo aproximado de (PE.3) baseado nos
planos de corte no ponto corrente (x*, %), e alguns pontos auxiliares (y;, w;).

Sao empregadas algumas ideias do método de planos de corte para gerar
aproximagoes lineares das restri¢oes do problema equivalente (PE.J). Sejam y;, i =

0,1,...,¢ pontos auxiliares observados até a f-ésima iteracao, Com isso, pode-se
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formular o seguinte problema:

minimize F(x,z) =z
(x:2)

sujeitoa 2 > f(y;) +sl(x—y;) i=0,1,...,¢

0>c(y;)+r](x—y;) i=0,1,...¢

onde s; € df(y;) e r; € dc(y;) sdo subgradientes no ponto y;.
A partir disso, é necessario arrumar o problema de modo que seja possivel utilizar

as ideias do FDIPA. Entao define-se os planos de corte da seguinte forma:

gi(x,2) = f(y:) + (si)T(x —yi)—z, i=0,1,....¢
hi(x,2) = c(y;) + (r) (x —y;), i=0,1,...,¢

E claro que tem-se algumas propriedades interessantes, tais como:

fy)+s'x—y)<fx) e cly)+r'(x—y) <c(x), s€dfly), redcy),

fx) = max{f(y:) + ()" (x =yi) [ i = 1,....0} < f(x),
&(x) = max{c(y;) + (r) (x —yi) |i=1,...,0} < c(x).

Portanto, planos de corte podem ser utilizados para a construcao de
aproximacoes para as restricoes do problema equivalente. Ou seja, é possivel
considerar uma aproximagcao poliedral da regiao vidvel do problema equivalente:

OF = { (xF,2F) e R | fy) + ()T (xF —yy) <2F) i=1,..¢0

o(yi) + ()" (x* —yi) <0, i=1,...0}

No ¢-th iterado, defini-se o conjunto de restrigoes (lineares) funcionais por:

gE(X7 Z) = [QO(Xa 2)7 "'7g€(X7 Z)]Ta g[ :R" xR — Rf-l-l

ho(x,2) := [ho(x,2), ... he(x,2)]",  he:R® x R — R
Entao o problema auxiliar pode ser expressado da seguinte forma,

mir(lirriize F(x,z) =z
sujeito a  g,(x,2) <0 (PA.3)

h(x,2) <0.
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Gerando uma Diregcdgo de Descida Vidvel Como no FDIPA @], 0
algoritmo encontra uma direcio de descida df = (d¥,d*) € R"*! para a fungao

objetivo considerando a seguinte condigao necessaria de otimalidade Karush-Kuhn-

Tucker, para o problema (PAZ3):

onde A e 1, denotam os vetores de variaveis duais

AZ - <>\07 ---7)\Z)a € ny = (nOa "'7"72)7

onde G(x,z) = diag[go(x, 2), ..., ge(x, 2)] e H(x,2) = diag[ho(x, 2), ..., he(x, 2)] s@o
matrizes diagonais. Uma iteracao quasi-Newton para resolver o sistema de equagoes
nao-lineares (A1I)-(@3]) pode ser definida por

B Vg (x*, 2F) Vhe(x*,2F) || xEH -
AF[Vg (xF, 28T GRHxF 280 AL AR | =
SEVh(xF, 29T 0 H*(xF, %) nt g
VF(xh, 25) 4 Vg, 2N 4 Vhy(xt, )t
= — | G(xF, 2"\ (4.4)
H(x*, 2*)n*
onde (x*, \*, n*) é o ponto atual, (xF+1, AFT nk+1) ¢ a nova estimativa, A} e XF sdo

as matrizes diagonais A} = diag|[\o, ..., \¢], ¥ = diag[no, ..., n¢], e B* é uma matriz
definida positiva.

Fazendo d¥ = x*™1 — x* pode-se expressar ([E4]) como um sistema linear em

termos de d*, A" e nf*1 dado por
BFdE 4+ Vg, (x", )N L Wb (xF, 2 nftt = —VF(xF, 2F) (4.5)
A [Vg (x", 25)]Tdg + GE(x*, A0 = 0 (4.6)
SEVhe(x", 2)"dg + Hy (x", 2 )me™ = 0 (4.7)

e tem-se o seguinte resultado para d¥:
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Lema 4.1. Para a direcio d,, definida em pelo sistema ({f.0)-({{-7), tem-se que
(do)'VE(x,2) < —(da)TBd,.

Demonstragio. De fato, multiplicando a equacao (&3) por d,, obtém-se
(do)'Bd, + (da)TVg,(x, 2)Aa + (do) T Vhe(x, 2)n, = —(do)'VF(x,2)  (4.8)

E das equagoes ([0]) e (L7) tem-se que

(da)"Vg,(x, 2) = —(Xa)" (Ar) ' G(x, 2)

(da)"Vhe(x, 2) = —(n,)" (8) " H (x, 2)

donde, substituindo estas equagoes em (g]), obtém-se

(do)'VF(x,2) = —(da)" Bda + (M) (M) T'G(x, 2) A
+ (1) (30) " H (%, 2)m,.

e segue o resultado pelo fato de que (Ay)™'G e (3;)"'H sao negativa definidas

devido a viabilidade estrita de (z¥, 2%). O

Devido ao Lema anterior e por B* ser uma matriz definida positiva, tem-se que
d* é uma direcio de descida para F (i.e., para (PE3J) e (PA3)).

Contudo, do sistema (f8)-([ZT) segue que para qualquer restricao ativa, d* serd
ortogonal ao subgradiente associado e, consequentemente, pode ser uma direcao
invidvel. Portanto, é necessaria a realizacdo de uma deflexao em d¥, para o interior

da regiao viavel por meio do vetor d’é definido pelo seguinte sistema de equagoes

lineares:
Bkdg + Vgg(xk, zk))\g + Vﬁg(xk, z"“)n’Ei =0 (4.9)
Aj[Vg,(x*, 2" d} + G (%", zk))\g = (4.10)
S Vhe(x", 2" df + Hy (x", )y = —n” (4.11)

A direcao de busca é calculada fazendo,

d* =dt + p*d}. (4.12)
e também

AF = XE + oA, (4.13)

n" =ne + p'ng. (4.14)
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Aqui, o limite de deflexdo p* > 0 (veja ([fIT)) é selecionado de tal forma que a
condicao
VE(x" MTdF < ¢VE(xP, ZF)TdE for €€ (0,1),

com & € (0,1) pré-definido, seja satisfeita (veja Lema 4.3 em @]}
Portanto, tem-se que VF (x*, 2%)Td* < 0 e, de ([&0)-(ET) e [EIT)-(EIZ), e com

as definicoes de d¥, \¥ e n* | é possivel escrever

AE[Vg (x5, 29T d + GE(x, 2F)AF = —AF
SEVho(x, 2T + HY (xF, 25)nb = —n*

de onde se obtém que Vg;(x*, 2F)TdF < 0 e Vh;(xF, 2F)Td* <0, i =1,..,¢ para
as restrigdes ativas. Portanto a direcio d* definida em ([@IZ), é uma direcdo de

descida vidvel para (PE.3) e (PA.3).

Gerando um passo vidvel. O ntimero real t§f > 0 é definido como o maior

valor tal que:

g((xF ) +efdf) <0 e h((xF,2F) +thdf) <o.
Se o ponto (x*, 2%) ndo é 6timo, defini-se o ponto
(X§+1a 25+1> = (x*,2%) +tpdg, (4.15)
e 0 novo ponto teste (yei1,wes1) é definido como:
(Yo, wes) = (x*, 2%) + ptgdy, (4.16)

onde 0 < p < 1 é um parametro fixado.
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Agora, o algoritmo tem os seguintes possiveis cendrios:

a) O ponto auxiliar é vidvel para (PE.3]). Entao este passo serd chamado de passo
sério, e o algoritmo define (x**1, 2**1) = (y,,1, wey1), atualiza-se o valor de k
e define-se um novo problema auxiliar (PA.3) considerando um plano de corte

no ponto (x*+1, ZE+1),

b) O ponto auxiliar é invidvel para (PE.3)). O passo é chamado de passo nulo,
o algoritmo faz (x*1, 2#1) = (x*, 2¥), e define-se um novo problema auxiliar

(PA.3)) considerando um plano de corte no ponto (yey1, wes1).

4.1.1 Nonsmooth Feasible Direction Constraint Algorithm

ALGORITMO - NFDCA

Parametros: Escolha a tolerdncia aproximada final ¢ > 0. Selecione os
pardmetros de controle ¢ > 0 e v € (0,1) para o limite de deflexdo. Selecione
os multiplicadores o € (1/2,1) para o tamanho de passo e o tamanho méximo

de passo tyax > 0.

Dados: Escolha um ponto estritamente vidvel (x°,z°) € int(Q), vetores
positivos iniciais A° e n° € R’ e uma matriz simétrica definida positiva
RO c R(n-{—l)x(n-&-l).

Sejay? =x% k=0e ¢ =0. Calcule f(x°) e ¢(x").

Passo 1: Calcule s, € 0f(y¢), r¢ € Oc(yy) e os planos de corte

ge(x",2%) = flye) + (s0) " (x" —ye) =2 e he(x", 2") = cye) + (r)" (x" — ).

Defina
Sy ry
Vgg(xk,zk) = e th(xk, zk) =
—1 0
Defina
g,(x*, 2") = [go(x*, %), .., go(xF, 2F)]" € R,
Vg, (xF, 2F) = [Vgo(xF, 2%), ..., Vge(xF, 2F)] € ROFDX(EHD
e

B€<Xka Zk) - [ho(Xk, Zk)a X hZ<Xk7 Zk)]T < Ré+17
Vhy(xF, 2F) = [Vho(x*, 2%), ..., Vhe(xF, 2¥)] € ROFDx(ED),
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Passo 2: (Diregao de Busca) Calcule df = (d%,d*) € R""', uma direcio
vidvel para (PA3):

i) (Diregao de Descida)

Determine d®, A* e n¥ através do sistema de equacdes lineares (E5)-@).

ii) (Direcao Viavel)

Determine df, }\g e Ml através do sistema de equacoes lineares (39)-(ETT).
iii) Faca

VF(x*, 25)Tdyg ; k k\T gk
VF(xF, 4)Td5 | if VF(x*,2%)"ds >0

min |¢l|dg % (§ — 1)

p= (4.17)

P dei 1 2, Caso contrario.

iv) (Diregao de Descida Vidvel)
Calcule a direcio de descida vidvel df, A e n}

dj = df + p*dj,

AJ = AL+ pF AL,

n" = ng + p'nj.
Passo 3: Determine o tamanho do passo t* fazendo

£ =max {t | g,((x",2") +tdf) <0 e hy(x" +1df) <0},
th = min{t, tyax}-
Se
o < -

entdo pare com (x*, 2¥) como solucio final. Caso contrério, faca
(y€+17 w€+1) = (ka Zk) + :utkd??

e calcule os correspondentes valores f(yy) e c(ye).

Se

J(yes1) <wegr e c(yer) <0,

va para o Passo 4, caso contrario va para o Passo 5.

Passo 4: (Passo Sério) Defina (x*1, 2**1) = (yo, 1, wei).
Atualize B* e A,
Facak=k+1,¢=/{+1, e vd para o Passo 1.
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Passo 5: (Passo Nulo) Compute s;y1 € f(ye11), Ter1 € Oc(yer1) € um novo

plano de corte em (yy41, Wey1),

g€<xka Zk) - [go(xk’ Zk)a sy gZ(Xk> Zk)a g€+l(xka Zk)]Ta

ho(x*, 28) = [ho(x*, 2%), o he(xXF, 29), B (x5, 29)]7, e

VQE(Xka Zk) - [V.QO(Xk7 Zk)7 s Vge(Xk, Zk)7 v9€+1(xk> Zk)]

th(Xk, Zk) = [VhO(Xk7 Zk)? ) V]’Lg(Xk, Zk)a Vhf-‘rl (Xk7 Zk) :

Faga ¢ = ¢ + 1 e va para o Passo 2.

4.2 Analise da Convergéncia

Nesta secao demonstra-se a convergéncia global do algoritmo proposto na

Secao [ I1l Para isso, sdo consideradas as seguintes hipoteses:
Hipotese 4.1. O conjunto QN {(x,2) € R | 2 < 2°} ¢ compacto.
Hipétese 4.2. Para o problema ([P3) vale a condig¢ao de qualificagio de Slater [@/

Hipétese 4.3. Existem nimeros positivos o e oo tais que oy ||d||2 < d'Bd <
oo ||d||? para quaisquer d € R,
Hipétese 4.4. Existem mimeros positivos \', \°, e n’, n¥ tais que N1 < X\, < X% e
nt <ni<n® parai=01,..., (.
Hipétese 4.5. Para todo (x, z) € int(2), o conjunto

{Vhi(x,2), i=0,1,..., 0} U{Vy(x, z), para todo i tal que g;(x,z) = 0}

¢ linearmente independente.

Inicia-se a analise teérica do método observando que as solugoes d¥, )\2, nt e
dk, A5, 0k dos sistemas (@) e (ET)-(ETII) sao tinicas. Este fato é consequéncia
direta do Lema 3.1 em [52] enunciado como seque, usando a notagao do paper:

Lema 4.2. Para qualquer (x,z) € int(Q), e B € R"TVX+) definida positiva, a
matriz -
B Vg(x,2) Vh(x,z2)
M(x,B,An) = |A[Vg(x, 2)]"  G(x,2) 0o |,
Y[Vh(x, 2)]" 0 H(x, z)



¢é nao singular.

Observa-se que, como a matriz B ¢ limitada por hipétese, x* est4 num conjunto
compacto, A¥ e n* sdo limitados (veja @]), a matriz M (x, B, A, n) é limitada fora

do zero e portanto, d*, )\Z, nk, df, )\Z, 7715 sao limitados superiormente.

Lema 4.3. Seja (x*,2%) € int Q um ponto de iteragio gerado pelo algoritmo. Para
todo k > 1, tem-se que

< b e o(xFTY) <.

Além disso, o prézimo ponto iterado (x**1, 28*1) estd no interior de Q.

Demonstragio. Quando o algoritmo gera a direcao de descida (veja segao[d.]]), tem-
se a propriedade de que (d*)TVF(x,2) < 0, de onde segue que d* < 0. Pela
construgao do novo ponto em (IIM]), tem-se que

AL =2k 4 ptkd®) onde p,th >0,
logo, zF*1 < 2F,

O ponto corrente (x*, z¥) é atualizado no Passo 4 do algoritmo. Ao atualizar o
ponto corrente com um “passo sério”, faz-se (x", 2*) = (y§,,, wy, ) somente se,
wy, > f(yh) e e(yf,) < 0. Donde obtém-se de imediato que

FOEY) = FyH) < wky, = 24 e (k) = elyhy,) < 0.

Portanto, (x*1, 2**1) € int(Q). O

OBS 4.1: Note que a sequencia {(x%, 25)}sen definida em (EI5) para k fixo,
estd num conjunto limitado. De fato, pela Hipétese 4.1l e Lema [43] o conjunto
Qo :={(x,2) € Q| 2 < 2} ¢ limitado. Logo, existe r > 0 tal que ||(x, 2)|| < r para
todo ponto em €2 (que é o mesmo que dizer que €y estd numa bola centrada na origem
e deraio r). Entao para qualquer passo sério tem-se ||(x*, 2¥)|| < r. Para a sequencia
de baixo, dada por (x}, 2F) = (x*, 2F)+td com ¢ limitado por ¢y € ||d|| limitado por
um valor D, segue que, pela desigualdade triangular ||(x}, 25)|| < [[(x*, 2%)||+ Dt max,

entdo a sequencia { (x5, 2) }sen estd numa bola centrada na origem e raio 7 + Dt ..

Lema 4.4. Seja (X*, 2*) um ponto de acumulagio da sequencia {(x5, 25) }oen definida

em (Z-13) para k fizo. Entdo (X*,Z%) é um ponto pertencente a fronteira de €.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, considere que a sequencia {(x¥, 25)}ren
converge para (5’(’“, 2’“) (caso necessario, considera-se uma subsequencia apropriada).
Pela defini¢do da sequencia {(x}, z})}sen tem-se que o ponto (x},,z},,) ¢ vidvel
com respeito ao planos de corte 2¢ do problema auxiliar nimero ¢. Logo se pode

escrever que

koS k Ti(ok _ ok
0 = e(xf) + 1/ (x;, — x})
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Tomando o limite sobre esta expressao, quando m — oo, obtém-se:

sk

2= f(xh) + 7 (R —xp),

>
- 4.19
0 > e(xk) + 27 (%5 — x}). 1

Agora, considerando o limite quando ¢ — oo, e levando em consideracao que os

subgradients sao limitados, tem-se:
(4.20)

Portanto (x*, zF) € Q. Pela definicio da sequencia {(x}, 2F)}sen, nenhum dos pontos
(xF, 2F) estdao no interior de Q. Entdo, o limite (x*, %) nao pode estar no interior

de €2 donde segue o resultado. O]

Lema 4.5. Seja (x*,2F) € int Q. O préwimo ponto de iteragio (x*+1, 2**1) estd no

interior de §2 e € encontrado apds um numero finito de iteracoes.

Demonstragio. Pelo Lema B3, um novo iterado (x**1, z5*1) est4 no interior de 2.
Entao, basta mostrar que ele é encontrado apés um numero finito de iteragoes.
Considera-se a sequéncia { (x5, ZF) }sen definida em ([TH) e tal que, { (X5, 25) }en C
R™ ~ Q2. Por construgao, esta sequéncia é limitada e portanto possui um ponto
de acumulacio, denotado por (x*,2%). Como (x*,7%) € Q (veja o Lema E4), e

(x¥, 2%) € int Q, pode-se construir uma sequéncia {(x},25)} tal que:
(x¢s 2¢) = (x",2%) + (%6, 20) — (x",2M)],

para a qual (pelo Lema 28], tem-se que existe £, € N tal que (x},zf) € int(Q),

para todo £ > {,. Portanto, pode-se fazer x**! = x} e 2! = 2 para £ > £y, o que

completa a demonstracao. O]

OBS 4.2: Como consequéncia do Lema HEEH a sequencia {(x*, z%)}ren estd
inteiramente contida no interior de Q. E pelo Lema B3] tem-se que 2" < 2F < 20,
Portanto, a sequencia {(x*, 2¥)}rcn estd contida no conjunto limitado €y definido
na OBS 4.1.

Lema 4.6. Eziste 7 > 0 tal que para todo (x,z) € int(Q2) e para toda dire¢io
d € R™! gerada pelo algoritmo, tem-se que g((x,2)+td) <0 e h((x,z)+td) <0
para todo t € [0, 7).

Demonstragio. Como no lema ZTI1] tem-se que g,(x,z) = (Vg,(x,2))T(x,2) — b,
onde b; = sly; — f(yi) es; € 0f(y:), para todo i = 0,1, ..., (.
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E de modo andlogo, faz-se,

hi(x,2) = cyi) + 1] (x —yi), parar; € c(ys);
(yi) +rix —rly;
(r:)", 0)"(x,2) = riyi + e(yi)

Vhi(x,2))7(x,2) — ¢, onde ¢; =1y —clyi), Vi =0,1,.... L,

(
(

pode-se escrever: hy(x, z) = (Vhy(x,2))7(x, 2) — c.

Por construgao, o algoritmo define o tamanho de passo ¢ fazendo:
t = min {tmax, max{t | g,((x,2)+td) <O e hy(x+tdf) <0}}.

Agora combinando estas duas observagoes, e nota-se que Vg;(x, z) e Vh;(x, z) nao

dependem do ponto (x, z), mas dos pontos auxiliares y; (i =0,1,...,/), obtém-se

gi((x,2) + t:d) = [Vgi((x, 2) + t:d)]" ((x, 2) + t:d) — b
= gi(x,2) + t;(Vgi(x,2))'d <0 (4.21)

= (Vhi(x,2))"(x, z) —¢; +ti(Vhi(x,2))'d (4.22)
= hi(x,2) + t;(Vhi(x,2))'d <0, Vi=0,1,...,¢

Se (Vgi(x,2))Td < 0 e (Vhi(x,2))Td < 0, as equagoes do lema sao satisfeitas
para qualquer t; > 0.
Portanto, considera-se que (Vg;(x,2))'d > 0 e (Vhi(x,2))'d > 0. Por [E&I2),

tem-se que
(Vai(x,2))"'d = (Vgi(x,2)) (da+pds) e (Vhi(x,2))"d = (Vh(x,2))" (da+pdp).
Mas

)\ai )\ )
L e Vgix,2) ds = —1— gi(x, 2)=> (4.23)

Vgi(X, Z)Tda = _gi(xa Z) \s

Vhi(x,2)Tdy = —hi(x, z)na’i e Vhi(x,2)7ds = —1 — hy(x, z)n’g’i. (4.24)

i i
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Agora, combinado as equagoes (£23) com (L2I)) e [E24) com (E22), obtém-se

que _
Aai Ag.i Ai
gi(x, 2) — t;gi(x, 2)-;;05 —pt; = gi(x, 2)(1 — tz)\*) —pt; <0,
e -
i, ) — tihi(oc,2) 2t — (2 (1 - ti;’v — pt; <0.
onde \; = Aai + PAgi € i = Nai + pna,i- Como pt; > 0, gi(x,2) < 0 e hi(x,2) <0,
tem-se _
i i
< e 1,0 <.
Ai i

Agora, A e m sao limitados pela Hipotese Ll e Ay, Ag, m,, M5 € p sdo limitados.
Portanto, e 7 sao limitados e existe 7 > 0 de modo que )\i/xi >Ten/n >T
para todoi=1,...,7.

Portanto, para todo t € [0, 7], tem-se ¢;((x, z)+td) < 0e h;((x,2)+td) <0. O

Lema 4.7. Seja d?, um ponto de acumulagio da sequéncia {d* }ren. Entdo df, = 0
Demonstragcio. A demonstracao é analoga a do Lema [2.12] O

Lema 4.8. Sejam (sT, —1)T e (v, 0)T gradientes de restricées ativas no ponto
de acumulag¢io (x*,2*) da sequéncia gerada pelo algoritmo, entio s € Of(x*) e
r € dc(x*).

Demonstragio. A demonstracao de que s € df(x*) ja foi feita no Lema I3l Resta
mostra que v € dc(x*). Seja h(x,2) = c(y) + rf(x — y) uma restricio ativa em
(x*,2%), onde r € dc(y). Logo, h(x*,z*) = c(y) + rI'(x* —y) = 0.

Como a restri¢ao ¢ é convexa, para todo x € (2

c(x) = c(y) +r'(x —y)
(

Como c(x*) < 0 segue que ¢(x) > ¢(x*) + rl(x — x*), para todo x €
e portanto r € dc(x*).
[

No lema seguinte mostra-se que, devido o problema auxiliar ser convexo, )\z e

n’; sao nao-negativos na solucao.

Lema 4.9. Para k suficientemente grande, tem-se que )\Z >0, ent >0.
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Demonstragao. Considere o seguinte problema de otimizagao convexa
minimize ®(x,2) sujeito a g,(x,2) <0, hy(x,2) <0,

onde ®(x,2) = F(x, 2) + d. Bx. Um ponto KKT (x®, 2?) deste problema satisfaz

Nota-se que os sistemas ([@3]), [@6]) e (@) do algoritmo podem ser reescritos como
VF(x,2)+ Bd: + Vgh(x", 2F)A\F + Vﬁlz(xk, Fnt =0
Gr(xM 2M)As = o,
Hy (x*, %), = 5,
onde of = —Af[VgE(, 29))7dh, e gf = —Sf(Vhy (<", )7 dE.

Quando df — 0 tem-se que ¢f — 0 for i = 1,2 e entdo, para dados 1,9 > 0,
existem Ky, Ky > 0 tais que

AL =A%) <& fork>Ki e |nfl—n®|<e fork> K,

Entdo como A®* n® > 0 por @Z3) e E26) deduz-se que A n* > 0 para k

suficientemente grande. O

No préximo resultado mostra-se que todo ponto de acumulagao (x*,z*) da
sequencia {(x*,2%)}ren satisfaz a condigao de otimalidade para minimizar uma

funcao convexa num conjunto convexo, dada no Teorema [L.27]

Teorema 4.10. Seja (x*,z*) um ponto de acumulac¢io da sequéncia {(x*, 2*)}ren.
Entao, 0 € Of(x*) + Nqo(x*), onde No(x*) é o cone normal de Q em x*. E portanto

x* € o minimizador de f em Q. (veja Teorema [27)

Demonstragio. Considere a sequencia

Y= {YSay(1)7 "'7YQ0’yé7y%7 "'aY%h """ 7y]87y]f7 "'aylgka }a
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de todos os pontos obtidos nas sub-iteragoes do algoritmo. Como esta sequencia é
limitada, se pode encontrar uma subsequencia convergente. Em particular, como
k+

xFl = y’gk, pode-se afirmar que existe uma subsequencia Y C Y que converge para

x*. Considere Y¥ =Y N {yk,y%,...,¥%}. Agora, Defina I* = {i | y* € Y*}.
Considerando as equagoes ([LH), [@6) e [@T). Quando & — oo tem-se que
d’ = 0, pelo Lema L7l Logo obtém-se,

Vg;(x*, 2, + Vhy(x*, 2" )0l = —VF(x", "),
g, (x*, 2 )AL =0,
BZ(X*7 Z)n, =0,

onde denota-se por A%, 1%, os vetores multiplicadores de Lagrange correspondentes

_ 7 * .~
a df e por g;(x*,z*) e h,(x*, z*) as correspondentes restri¢oes.

Como
_ S1 So9 ... Sy =k rr ro ... Iy
\V4 *X*7Z* = , € Vh X*,Z* =
9i( ) [—1 -1 ... —1] o ) [0 0 ... 0]
AZZ[ Z,lv 2,27"" Z,E]T € 77;:[77;,17772,27"'777;,€]T
obtém-se

¢ ‘ ‘
* . * * .
D Asi= =2 mar e Y N =1
i=1 i=1 i=1
E considerando apenas os indices ¢ € I*, e definindo
* * —k ok *
K= Mo € Ty = Tag/H
i€l*
tem-se

YoNsiHp Y =0 e Y A=Y i, =1 (4.27)

i€ll* iel* iell* iel*

Pelo Lema B4 tem-se que s; € Jf(x*) e r; € dc(x*) para todo i € I* e pela
convexidade do subdiferencial pode-se escrever

S = Yerr \ji8ionde s € 0f(x*) e ri= 3.1, onde r € de(x¥).

Com esta notagao é possivel notar que, pela equagao [@L21), —r € Jf(x*).

Como r € Jc(x*), pela defini¢ao de subdiferencial, tem-se que

c(x) > ¢(x*) +r’(x —x*), para todo x € Q. (4.28)
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Se ¢(x*) < 0, entao x* € int(£2) e com isso, No(x*) = {0} e portanto tem-se que
0 € 0f(x*) de forma analoga ao que foi feito no Capitulo 2

Agora, supondo que ¢(x*) = 0, como ¢(x) < 0, pela equagao ([L2g]), tem-se que
—r’(x —x*) > 0 para todo x € Q2 o que significa que —r € Nqo(x*) (Veja defini¢ao
de cone normal no Capitulo 1).
o

Portanto mostrou-se que existe —r € Jf(x*) tal que —r* (x — x*) > 0 para todo

x € 0, o que pelo Teorema ¢ equivalente a 0 € Jf(x*) + No(x*). O

E com este resultado a prova da convergéncia esta completa.

4.3 Resultados Numéricos

Nesta secao sao apresentados os resultados preliminares obtidos com o método
NFDCA descrito na Se¢ao [Tl Os detalhes dos problemas teste sdo apresentados
na TabelaT] os resultados preliminares sao apresentados na TabelalZ2le o resultado

da comparacao com outros solvers estd na Tabela

4.3.1 Experiéncia Computacional Preliminar

Para validar a experiéncia computacional inicial do algoritmo NFDCA, realizou-
se uma implementagao em MATLAB, num micro computador com 500MHz e 2 GB
de RAM. Para avaliar sua performance, foi utilizada uma bateria de problemas testes
que podem ser encontrados no trabalho de Schittkowski @], Luksan e Vlcek M],
Kiwiel [34], e estao descritos em detalhes no Apéndice [Bl Esta colegao de problemas
é considerada “padrao” em otimizagao convexa nao diferencidvel. Foram adicionados
alguns problemas do livro de Schittkowski @] que foram identificados com convexos.
Note que estes problemas sao originalmente diferenciaveis. E foram transformados
em problemas nao diferenciaveis ao se considerar o maximo das restrigoes.

Os parametros utilizados nos testes foram os seguintes:
B=1¢=10" pn=08, o=1, p=0.1.

A performance do algoritmo é avaliada com base no numero de avaliacoes das
restrigoes e fung¢ao objetivo como em [27]. E para isso, esta sendo utilizada a seguinte

expressao

f Xbest o f <
—10g10(| ( fEX) ( )D

#ORcalls ’

RELACC :=
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onde xbest

é o melhor ponto encontrado pelo algoritmo e #OR ;s € 0 nimero de
avaliagoes necessarias para determinar o ponto x*!. E quando f(X) = 0, troca-se
o denominador no logaritmo por 1.

O valor da expressao RELACC pode ser interpretado como o nimero exato de
digitos adquiridos por chamada ao oraculo utilizada.

Por exemplo, se 0 RELACC for 2 entao vocé ganha 2 digitos exatos a mais por
cada avaliacao da funcao. Quer dizer, se a solucao exata for: 1.23456789 e a solugao
atual for 1.2XXXXX (os X sao digitos ndo exatos da solugao aproximada) entao
chamando 2 vezes o oraculo o algoritmo é capaz de melhorar a solucao aproximada,
que terd entao 2x2 digitos exatos a mais, ou seja, sera 1.23456XX.

Os seguintes solvers foram considerados para a comparacao da performance do
algoritmo:

CLEVEL e NLEVEL - sao duas variantes do Level Bundle Method em M]

CPBFM - Constraint Prozimal Bundle Filter Method em ﬂﬁ]

Todos os parametros utilizados foram os parametros sugeridos pelos respectivos
c6digos. E neste caso, também foram utilizados um conjunto maximo de 100
chamadas para o oraculo, ou seja, avaliagoes das funcgoes objetivo, restrigoes e
subgradientes. E uma tolerancia para a determinacao do 6timo igual a 1074,

Os resultados obtidos mostram que para uma comparacao inicial, o algoritmo
NFDCA obteve uma boa performance em relagao aos trés solvers acima citados. Em
todo caso, o algoritmo resolveu todos os problemas testes da Tabela [4.], onde foram
utilizados os mesmos pardmetros. E claro que mais testes devem ser realizados na
tentativa de melhorar o desempenho do algoritmo.

Para o NLEVEL observou-se algumas falhas, que aparecem como 0.000 na
Tabela E.3]
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Tabela 4.1: Problemas Teste

No. Problema n c¢(z) Ponto Inicial f(z*)

1 Maxquad 10 lin  (0,0,0,0,0,0,0,0,0 00 -0.36816644
2 Rosen 4 cvx  (0,0,0,0) -44

3 Wong?2 20 cvx  (2,3,5,5,1,2,7,3,6,10) 24.306209
4 Wong3 20 cvx (%) 133.72828
5  Probl2 2 dif (0, 0) 230

6  Prob29 3 dif (1,1, 1) 292

7 Prob3s 3 cvx  (0.5,0.5, 0.5) 1/9

8 Prob76 4  cvx  (0.5,0.5, 0.5, 0.5) -4.6818

9 Prob100 7 cvx  (1,2,0,4,0,1,1) 680.630057
10 Probl13 10 evx  (2,3,5,5,1,2,7,3,6,10) 24.306209
11 Prob227 2 cvx  (0.5,0.5) 1

12 Prob228 cvx (0.0, 0.0) -3

13 Probh264 4 cvx (0.0, 0.0, 0.0, 0.0) 44

14 Prob284 15 ecvx O -1840

15 Prob285 15 cvx O -8252

16 MiniMax 4 cvx (15, 22,27, 11) 23.886767
17 MiniSum 6 cvx  (0,0,0,0,0,0) 68.82856
18  Streit 4  cvx (0,0,0,0) 0.7071068
19 Colville 6 cvx (0,0,0,0,0,0) -23.0448869
20 [I-Conditioned LP 30 lin 0 0

(*)-(2,3,5,5,1,2,7, 3, 6, 10,

2,2,6,15,1,2, 1,2, 1, 3)

Na Tabela 1] utilizou-se a seguinte notacao:

n - representa a dimensao do problema em questao;
lin - abreviacao para linear;

cvx - abreviacao para convexo;
dif - abreviacao para diferenciavel;

fopt _

o valor 6timo conhecido do problema.
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Tabela 4.2: Resultados Preliminares do NFDCA

Problema ps pn  nf f* RELACC
Maxquad 19 29 48 -0.368 0.079
Rosen 23 27 30 -44.000 0.252
Wong2 106 112 218 24.306 0.028
Wong3 175 191 366 133.728 0.018
probl2 22 4 26 -30.000 0.360
prob35 23 27 50 0.111 0.087
prob76 22 13 35 -4.682 0.155
probl00 91 127 218 680.741 0.017
probl13 65 59 124 24.282 0.024
prob227 12 4 16 1.0000 0.393
prob228 14 4 18 -3.000 0.355
prob264 32 19 51 -44.000 0.162
prob284 190 248 438 -1840.000 0.019
prob285 200 218 418 -8252.000 0.019

Abreviagoes: ps - o niimero de passos sérios;
pn - o nimero de passos nulos;
nf - o nimero de avaliagoes da restri¢oes e func¢ao objetivo;
f* - o valor final da funcao objetivo.

Tabela 4.3: Valores do RELACC

CLEVEL NLEVEL CPBFM NFDCA

Maxquad 0.09 0.09 0.15 0.079
Rosen 0.15 0.19 0.12 0.252
prob12 0.08 0.00 0.33 0.360

prob100 0.08 0.00 0.06 0.017

prob113 0.03 0.09 0.08 0.024

prob227 0.18 0.20 0.38 0.393

prob228 0.10 0.17 1.88 0.355

prob264 0.03 0.10 0.14 0.162

prob284 0.03 0.00 0.22 0.019

prob285 0.07 0.00 0.15 0.019
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Capitulo 5

Otimizacao Topoldgica Robusta de

Estruturas Reticuladas

Nesta se¢ao apresenta-se uma aplicacao do algoritmo NFDA, apresentado no

Capitulo 2], para o problema de otimizagao topolégica robusta.

5.1 Introducao

A otimizacao estrutural pode ser aplicada a todos os tipos de estruturas, desde
estruturas bem simples até uma barra engastada ou até estruturas bem mais
complexas, como uma estacdo espacial. Essas estruturas podem ter uma, duas
ou trés dimensoes. A principio tratam-se apenas de estruturas reticuladas, que por
sua simplicidade sao mais didaticas e permitem um estudo sistematico.

Uma estrutura reticulada, ou trelica, ¢ um dos principais tipos de estruturas
de engenharia. Ela oferece, ao mesmo tempo, uma solucao pratica e econdémica a
muitas situagoes, especialmente no projeto de pontes e edificios. Uma trelica é uma
construcao 2D ou 3D composta por finas barras elasticas ligadas umas as outras por
nos - pontos de um conjunto finito, do plano ou do espaco, inicialmente considerado.
Quando estas estruturas sao sujeitadas a uma dada carga - distribuicao de forcas
externas aplicadas sobre os nds - a estrutura se deforma até que as forgas internas
(axiais), compensem as cargas externas. A treliga deformada capacita certa energia
potencial, e esta energia - a complacéncia - mede a rigidez da trelica, sua capacidade
de suportar a carga.

A otimizacdo topoldgica de estruturas reticuladas busca selecionar uma
configuragdo Otima de um sistema de estruturas (mecanica, engenharia civil,
aeroespacial). Este é um tema cldssico que vem crescendo rapidamente ao longo
dos tltimos anos. O problema tradicional consiste em encontrar a configuragao

6tima que minimiza a energia de deformacao maxima da estrutura sujeita a um
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conjunto de estados de carga. As varidveis de projeto, em geral, sdo: o tamanho da
barra, o conjunto de coordenadas nodais da estrutura e o volume total das barras
consideradas inicialmente.

O projeto 6timo assegura o melhor comportamento possivel da estrutura sobre
determinadas cargas (ou forcas). Contudo, pode acontecer que pequenas forgas
nao considerados na estrutura, causem uma deformacao inapropriada da estrutura.
Portanto, um projeto robusto deve assegurar um comportamento razoavel sobre

todos as possiveis cargas de pequena magnitude.

5.2 Modelos em Otimizacao Topolégica

No modelo supoe-se n pontos nodais (m graus de liberdade), ou seja, pontos do
plano ou do espago tridimensional. Sao consideradas b barras ou arestas possiveis, ou
seja, conexoes entre os nos que podem ser barras da estrutura. Estas barras podem
ser todas as possiveis entre os nds num subconjunto delas. Sao dados também
os apoios, isto é, as restricoes ao deslocamento para cada um dos nds, e um ou
varios estados de carga que a estrutura deve suportar. As variaveis fundamentais
do problema sao os volumes do material que se atribuem a cada aresta, podendo
dispor também de um dado volume méaximo de material. O objetivo é encontrar
a distribuicao 6tima de material, i.e., a distribuicao de volume que corresponde a
melhor estrutura reticulada de acordo com um determinado critério. Na solugao
do problema, algumas das possiveis arestas (ou barras) podem ficar com volume
de material nulo, por isso, se dizem que os modelos utilizados sdo de Otimizacao
Topoldgica.

Denota-se a;, [; a area da secao transversal e o cumprimento da barra de nimero
j, respectivamente, e assume-se que todas as barras sao feitas de material elastico

linear com coeficiente de elasticidade (modulo de Young) E;. Desse modo, o volume

da estrutura é dado por V = ?:1 a;l;.  Contudo, para simplificar a notagao,
introduz-se o volume da barra, x; = a;l;, j = 1, ..., b, como as varidveis de projeto.

Entao a condicdo de equilibrio ou equilibrio estdtico é expressada por

Bq = p.

onde ¢ o vetor de forcas e p é o vetor de forca nodal. A estrutura é escolhida de
modo que a matriz de equilibrio B tenha posto completo e entao que b > m. A

matriz de rigidez da estrutura é escrita da seguinte forma

b
K(z) =) z,K;
j=1
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onde z;K; ¢ o elemento da matriz de rigidez para a barra de nimero j, escrita em
coordenadas globais. Nota-se que K; = l—g’bjbjr onde b; ¢ a j-ésima coluna de B.
j
O problema de determinar a menor complacéncia da estrutura iara um dado

volume de material tem uma formulacao bem conhecida, Bendsge

minuilglize pTu
b
sujeito a Y z;Kju=p (5.1)

Jj=1

b
Y z;=V
j=1

X, > 0, j: 1,...,b.

onde p representa o vetor global de cargas nodais atuando sobre a estrutura
reticulada, u é o vetor global de deslocamentos nodais, K; é a contribuicao da matriz
de rigidez da estrutura da barra de nimero i calculada para um volume unitério.
Neste modelo as varidveis sao os deslocamentos u e os volumes das barras
expressados pela varidvel vetorial z € R?. Como solucdo, temos que z obtido, é
a distribuicao de volume que maximiza a rigidez da estrutura relativa a carga p.
A equacao 22:1 r;Kju = p é a equacao de equilibrio do problema. A equacao
b
j=1
soma dos volumes ¢ igual a quantidade de volume de material que se deseja repartir

x; =V é a uma restrigao para a distribuicao de volume, a qual expressa, que a

entre as barras. Essa equacao pode ser substituida pela seguinte equagao:

b
Y <V, (5.2
Jj=1
e esta versao ¢ a utilizada neste trabalho e conduz sempre a mesma solucao, quando
se considera a do caso anterior.

Um problema é considerado bem formulado se para areas unitarias a matriz de

rigidez é nao singular, ou seja, quando se tem que

b
SUK; > 0. (5.3)
j=1

No que segue se utilizard esta notagdo para indicar que uma matriz é definida

positiva e se indicara com o simbolo “ > 7 quando a matriz for semidefinida positiva.
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Na referéncia @], Bendsge define o seguinte problema e mostra sua equivaléncia
com o problema (G.1]):

>0

b
inf {¢(m) =plu= max [2pTu —uT > ijju] } ) (5.4)
b j=1
Z z;=V ’

A fungdo ¢(x) é a energia de deformagdo da estrutura quando estd na
configuragao de equilibrio estando aplicada a carga p. Aqui, ¢(z) valerd infinito
quando nao existir uma configuracao de equilibrio, ou seja, a estrutura nao poderd
suportar a carga p (para este caso é necessario que a matriz K(z) seja singular, isto
s6 pode acontecer se um ou varios dos volumes x; for zero).

E importante notar que para um valor da varidvel z tal que a funcio o(z) seja
limitada superiormente pode ser encontrado o argumento u (nao necessariamente
unico) para o qual se obtém o méaximo de ¢(x) em (B4]), por outro lado, esse
argumento wu verificard necessariamente a equacao de equilibrio Z?Zl z; Kju = p.
Neste trabalho, se optard por um procedimento que itere na variavel x (com z
estritamente positivo em cada iteragao) e de modo a diminuir em cada iteragao o
valor da funcao ¢(x) até chegar a solugdo com uma certa tolerancia. Em cada passo
se devera encontrar um valor de u que seja argumento maximo na equagao de ¢ em
(B4) (isto sempre acontecera, dado que o valor da fun¢ao ¢(z) é limitado pelo valor
inicial) e portanto defina a fun¢ao ¢(z). Este valor de u é facil de se achar quando
x é estritamente positivo, pois segue de resolver o sistema dado pela equagao (5.5

onde a matriz K(z) é definida positiva
K(z)u = p. (5.5)

Estas consideragoes nos permitem formular o seguinte problema:

minimize ¢(z) = plu(z) (5.6)
b
sujeitoa Y x; <V (5.7)
j=1
2,20, j=1,..b. (5.8)

Salienta-se que o problema (5.4]) é convexo. Isto segue do fato de que a funcao
complacéncia ¢(x), é expressada como o supremo (maximo) sobre uma familia de
fungoes (lineares neste caso) convexas.

Resta agora, achar uma expressao que proporcione um subgradiente da funcao

¢(x). Contudo para valores onde x > 0, tem-se que a funcao ¢(z) é diferencidvel.
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Entdo considerando que ¢(z) = pTu(z) e K(z)u(x) = p, segue que

9¢(x) rOu(z) T du(z)
— = K .
2 ) o) K () (5.9)
) 0K (1) ou(x)
x u(x
B, u(z) + K(z) B =0 (5.10)
Agora, substituindo a equacao (.I0) na equacao (B.9), obtém-se
9¢(x) _ r 0K(z)
o, —u(x) B, u(z) (5.11)
Além disso, como K(z) = 30_, 2;K;, tem-se que 8132(:7) =K.
Portanto, obtém-se que
9¢(x) _ T
o u(z)" Kyu(z). (5.12)

5.3 Modelo de Otimizacao Topolégica Robusta

O modelo considerado aqui foi proposto inicialmente por Ben-Tal e Nemirovski
em @], para um tratamento com programacao semidefinida. Nesta secao apresenta-
se uma aplicagdo do Algoritmo NFDA (Capitulo ) no projeto de estruturas
reticuladas robustas.

Um modelo utilizado para otimizagao topoldgica considera estruturas submetidas
a um conjunto de carregamentos, que chamaremos de cargas “priméarias”, e olha para
o volume de cada barra que minimiza a complacéncia estrutural. Neste trabalho é
considerada a robustez da estrutura. Uma estrutura pode ser considerada “robusta”
se é razoavelmente rigida, para os estados de carga dados (cargas primadrias) e
também para os estados de carga que compreendem todas as possiveis cargas de
pequena magnitude (cargas secundarias) que podem eventualmente atuar sobre a
mesma, Ben-tal e Nemirovski [66].

A complacéncia a ser minimizada é a pior possivel produzida para uma carga
em um dos dois conjuntos. Nesta se¢ao realiza-se uma formulagao alternativa que
lida com o problema de otimizacao convexa nao diferencidavel e é resolvido com o
Algoritmo NFDA.

O modelo considera estruturas com duas ou trés dimensoes com n ndés e m
graus de liberdade, submetido a um conjunto finito de condi¢oes de carregamento
P = {p',p* ...,p°} tais que p' € R™ para i = 1,2,...,s, e seja b o nimero de

barras iniciais (ou possiveis). As varidveis de projeto sdo os volumes das barras,
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denotados por z;, j = 1,2,...,b. A matriz de rigidez ¢é

onde K; € R™*™ 5 =1,2,...,b, sa0 as matrizes de rigidez reduzidas correspondentes

as barras de volume unitario. Para obter um problema bem posto, a matriz

b
> K deve ser definida positiva @] A complacéncia relatada para a condicao
j=1

de carregamento p' € P pode ser definida como em [65]:
oz, p") = sup{2u’p’ — "' K(x)u, ucR™}. (5.14)

Seja (ZAﬁ(a:) = sup{¢(z,p’), p' € P} a pior complacéncia possivel para o conjunto
pi

P. Um modelo de energia para otimizagao topoldgica com varias condigoes de

carregamento pode ser colocada na seguinte forma:

min ()

b
st. Y z; <V, (5.15)
j=1
x; >0, j=1,...,b

O valor V> 0 é a quantidade maxima de material a ser distribuida na estrutura.
Ao invés de maximizar ¢ no dominio finito P, considera-se o modelo proposto
por Ben-Tal e Nemirovski [66] que maximiza ¢ no elipsoide M de condigdes de

carregamento, definido abaixo:

M={Qe | ecRY ele<1}, (5.16)
onde

[Q] - [plu"'7psarf1>"'7rfq_s]- (517)
Os vetores {p', ..., p*} devem ser linearmente independentes e 7 f?, representam o i-

ésimo carregamento secundario. O valor r é a magnitude do carregamento secundario
e o conjunto {f*,..., f97%} deve ser escolhido como sendo uma base ortogonal de
um subespaco linear ortogonal ao subespaco gerado por P. O procedimento para
escolher uma base conveniente é explicado com mais detalhes no Exemplo 1.

O procedimento para uma escolha base { f!,..., f7°} conveniente sera explicado

depois. Para este modelo tem-se que

d(z) = Sl;p{qb(x,p) , pE M}
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Um projeto robusto é entdo obtido resolvendo-se (G.I5) com ¢(z) previamente

definida. Em |, estd demonstrada a equivaléncia entre as duas seguintes
expressoes:
T > o(z) (5.18)
e
14 T
A= Y )0 (5.19)
Q K(z)

onde I? é uma matriz identidade de tamanho R? x R?, 7 € R e A > 0 é a notagao
utilizada quando a matriz A é semidefinida positiva.

Como o epigrafo de ¢ coincide com o conjunto {(r,z) | A(r,z) = 0}, e este
ultimo é convexo, Vandenberghe and Boyd, [67], tem-se que qg é uma funcao convexa.

Desse modo para Otimizacao Robusta é possivel utilizar o modelo proposto
por Ben-Tal e Nemirovski [66], e resolver o problema (B.I5]) usando o algoritmo
NFDA para Otimizacao Nao Diferenciavel. Note que este problema tem restrigoes
de desigualdade lineares. Logo, para resolver este problema é necessario incluir todo
o conjunto de restrigoes do problema inicial no problema auxiliar (PA.Jl). E ainda,
o ponto inicial 2° deve ser interior para a regido viavel definida pelas restricoes de

desigualdade lineares. Resta mostrar como calcular a fun¢ao ¢ num ponto interior

.
Segue que o problema (B.19) é equivalente a:
K(r)—QQT =0, (veja l6d)). (5.20)
Entao, a equivaléncia entre (FI8) e (20) mostra que ¢(z) é igual a 7 que resolve
o problema:

{I@nT (5.21)
st. 7K(r) - QQ" = 0.

Como estd sendo considerado K(x) = 0, tem-se um chamado Problema de
autovalor generalisado. Consequentemente, qg(x) ¢ o maior autovalor generalizado
do sistema (QQT, K(x)), @] Existem rotinas eficientes para avaliar os autovalores
generalizados, [6§].

Se o maior autovalor A é simples, a fungao QAS é diferenciavel. Contudo, se este for
multiplo, a funcao gg geralmente é nao diferenciavel. Em ambos os casos, é possivel
calcular os subgradientes requeridos, veja @H}

Sao considerados quatro problemas teste. Em todos os quais o médulo de Young

do material é E = 1.0 e o volume maximo é V = 1.0.
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Exemplos

Exemplo 1
6 2
;% 777777777 3L;5 7777777 L
N Ve | N -
NN /
N/ \ N/ \
N | N\ |
/N /N
/ s N

Figura 5.1: Trelica do Exemplo 1.

O primeiro exemplo considera a estrutura reticulada da Figura 5.1. O tamanho
de cada barra horizontal e vertical é igual a 1.0 e a magnitude das cargas ¢é
1.0. Os carregamentos secundarios tem magnitude r = 0.3 e define-se uma base
do complemento ortogonal do subespaco gerado por P (denotado por L(P)), no
subespaco linear F' gerado pelos graus de liberdade 2 e 4. De acordo com a
numeracao dos graus de liberdade da Figura 5.1, o carregamento priméario e a matriz

A =[et,e? €3, e'] de vetores da base de F sio:

00 0 0

00 0 0

1 0 0 0

PO e B KU
0 00 0 0

0 00 0 0

0 00 1 0

0 00 0 1

Determina-se uma base ortonormal {fi, fa, f3} do complemento ortogonal de
L(P) em F. Como cada um dos vetores f* estd em F, eles satisfazem f' = Av’
para algum v* € RY. Como sdo normais a p', os vetores v’ satisfazem (p*)T Av® = 0.
Entdo, se pode encontrar {v!, v? v3} como sendo uma base ortonormal do niicleo

de (pY)TA. Esta base pode ser encontrada utilizando a Decomposicio por Valores
1

0

- 1T : i 4Tl 2 .03 0
Singulares, [12], de (p')" A. O resultado obtido para v* é [v', v*, v?] = 0
1

o —m o o

0
0
0
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O resultado final é:

0 0 0 0

0 0 0 0

0 03 0 0

1 1 .£2 .3 -1 0 0 0
Q=rforforfl=1 0 o 4
0 0 0 0

0 0 03 0

0 0 0 03

A Figura 5.2 mostra a estrutura 6tima obtida para o Exemplo 1 e a Figura b3

mostra a evolucio dos quatro maiores autovalores dos sistema (QQT, K(z)).

450
)\2

400 —a— ]

350 —a—1,

Eigenvalues
N
a
o

N

(=]

o
T

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Iteration

Figura 5.3: Exemplo 1 - Evolucao dos quatro maiores auto-valores.
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Exemplo 2

Figura 5.4: Trelica do Exemplo 2.

Este exemplo considera a mesma estrutura reticulada do Exemplo 1, e uma
condigao de carregamento como mostra a Figura 5.4, A magnitude das cargas
primarias é 2.0 e as cargas secundarias tem magnitude r = 0.4 e define-se uma
base do complemento ortogonal de L(P) no subespaco linear de F' de todos os graus

de liberdade da estrutura.

Eigenvalues

s O L L I L
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Iteration

Figura 5.6: Evolucio dos quatro maiores auto-valores do sistema (QQ”, K(z)).
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Exemplo 3
Este exemplo consiste de uma estrutura tri-dimensional com nés fixados no plano
horizontal z = 0 e nés livres no plano horizontal z = 2. A estrutura tem 8 noés de

coordenadas com N = 4.

x =cos(2mi/N), y=sin(2ni/N), =2=0, ie{l,...,N},

x = ;cos(2mi/N), y=5sin(2ri/N), z2=2, ie€{N+1,...,2N},

Todas as possiveis barras entre os nos livre-livre ou livre-fixo sdo considerados.
A condicao de carregamento consiste de quatro forgas atuando simultaneamente e

aplicadas nos nés no plano z = 2. A forga no né ¢ é com p = 0.001.

pi = <1/,/N(1 i p2)> [sin(2mi /N), — cos(2mi /N), —pT, i€ {N+1,...2N},
(5.23)
As cargas secundarias possuem uma magnitude 7 = 0.3 e definem uma base do
complemento ortogonal de L(P) no espago linear F' de todos os graus de liberdade

da estrutura.

Figura 5.7: Estrutura 6tima obtida no Exemplo 3

300

250

200

Eigenvalues
=
a1
o

Iteration

Figura 5.8: Evolucio dos seis maiores autovalores do sistema (QQT, K(x)).
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Exemplo 4
Este exemplo é similar ao anterior. As coordenadas e forgas nodais sao dadas
pelas equagoes (0.22) e (23], respectivamente, mas com N = 5 e p = 0.01. As

cargas secundarias tem magnitude r = 0.3 e definem uma base para o complemento

ortogonal de L(P) no espago linear F' de todos os graus de liberdade da estrutura.

Figura 5.9: Estrutura 6tima obtida no Exemplo 4.

350 T
—%—A
300 e )\2,
Ay
—8— A, 1
——A

200( Al

250

150 1

Eigenvalues

100 J

o% 7 f . .
0 5 10 15 20 25 30 35
Iteration

Figura 5.10: Evolugio dos seis maiores auto-valores do sistema (QQT, K(x)).
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Tabela 5.1: Resultados dos exemplos de otimizacao.

‘ NB NI NF F
Exemplo1l | 10 36 90 258.24
Exemplo 2 | 10 37 161 278.40
Exemplo 3 | 22 25 35 110.56
Exemplo4 | 35 35 112 135.27

Notacao: NB: nimero de barras;

As Tabelas Il e mostram os resultados numéricos obtidos.

NI: niimero de iteragoes;

NF: niimero de avaliagoes da funcao;

F: valor 6timo da funcao objetivo.

Tabela 5.2: Volumes das barras de estrutura 6tima.

Exemplo 1 Exemplo 2 Exemplo 3 Exemplo 4
barra  volume barra volume barra volume barra volume
5-3  2.478e-1 5-3 2.448e-1 1-6 1.247e-1 1-7 1.000e-1
6-4 1.276e-1 3-1 1.195e-1 1-8 1.246e-1 1-10 9.926e-2
4-2 1.25le-1 64 2.448e-1 2-5 1.246e-1 26  9.947e-2
54  3.715e-3 42 1.195e-1 2-7 1.247e-1 2-8 1.003e-1
6-3 24781 54 1.265e-2 36 1.246e-1 3-7  9.922e-2
3-2  2478e-1 6-3 1.265e-2 3-8 1.247e-1 3-9 1.002e-1
32  2.368e-1 4-5 1.247e-1 4-8  9.943e-2
4-1  9.195e-3 4-7 1.246e-1 4-10 1.001le-1
56 4.842e-4 56 1.003e-1
5-7  4.343e-4 59  9.935e-2
5-8  4.847e-4  6-7 2.573e-4
6-7 4.847e-4 68 2.169e-4
6-8 4.343e-4 6-9  2.366e-4
-8  4.842e-4 6-10 2.530e-4
7-8  2.548e-4
79  2.345e-4
7-10  2.162e-4
89  2.728e-4
810 2.137e-4
9-10 2.669e-4
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Capitulo 6
Conclusoes

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar uma alternativa
metodoldgica, em forma de novos algoritmos, para resolver problemas de otimizagao
nao diferenciaveis. Inicialmente, procurou-se dar continuidade ao trabalho
apresentado por Freire em sua tese de doutoramento @], onde o mesmo apresenta
um algoritmo de direcoes viaveis e planos de corte para otimizagdo convexa
nao diferenciavel. Neste sentido, introduz-se um algoritmo para o problema
de otimizacao nao convexa e nao diferenciavel, e em seguida, apresenta-se um
algoritmo para otimizacao convexa nao diferenciavel, com restricbes convexas nao
diferenciaveis. Finalmente, considera-se o problema de Otimizagao Topologica de
estruturas reticuladas robustas, como exemplo de aplicagao desta nova metodologia

por hora proposta.

6.1 Contribuicoes deste trabalho

Com relacao ao trabalho de Freire @], como pode ser visto no Capitulo 2]
realizou-se um novo estudo com relagao as hipdteses inicialmente utilizadas,
e consequentemente, uma nova prova da convergéncia global do algoritmo foi
necessaria. Com isso, novos testes numéricos e uma comparagao com alguns métodos
bem conhecidos da literatura foi apresentada. Este Capitulo resultou no artigo
intitulado: A Feasible Directions Method for Nonsmooth Convex Optimization, feito
em parceria com os professores Willhelm P. Freire (Universidade Federal de Juiz de
Fora - UFJF) e Alfredo Canelas (Universidad de la Reptblica - UDELAR), que foi
aceito para publicacao na revista: Structural and Multidisciplinary Optimization,

Springer.
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No Capitulo Bl introduziu-se um novo algoritmo para otimizagdo nao
diferenciavel nao convexa, chamado NFDNA - Nonsmooth Feasible Direction
Non Convex Algoritmo. Mostou-se a convergéncia global para fungoes
localmente Lipschitz continuas. Este Capitulo resultou no artigo intitulado:
Globally ~ Convergent  Cutting Plane Method for Nonconvex  Nonsmooth
Minimization, realizado em parceria com a professora Napsu Karmitsa
(Universidade de Turku, Finldndia), que foi aceito e serd publicado na
revista: Journal of Optimization Theory and Applications: Volume 148, Issue
3 (2011), Page 528. O artigo ja estda disponivel eletronicamente no Link:
http://www.springerlink.com/content /v680w60k616120x7.

Um novo algoritmo para a otimizagao convexa nao diferenciavel com restrigoes de
desigualdade convexas nao diferencidveis foi apresentado no Capitulo @ Intitulado
NFDCA - Nonsmooth Feasible Direction Constrained Algoritmo, o algoritmo teve
sua convergéncia global realizada, bem como, testes numéricos e sua comparagao
com outros algoritmos ja estabelecidos.

Esta nova metodologia tem aspectos similares ao do tradicional método de planos
de corte de Kelley Mjg Contudo, no método de Kelley um conjunto compacto
S contendo o ponto de minimo de f precisa ser determinado, para garantir a
existéncia de uma dire¢cdo que minimize o problema linear auxiliar. Por outro
lado, ao minimizar o problema linear auxiliar, este pode ser ilimitado inferiormente
na iteragao inicial. Nos métodos aqui apresentados, a direcao de busca para o
problema auxiliar é calculada usando o FDIPA. Com o FDIPA a direcao de busca
pode ser computada ainda se o problema auxiliar nao tiver minimo. Portanto, nao
é necessario determinar qualquer restricao artificial.

Os algoritmos: NFDA, NFDNA e NFDCA sao simples de implementar. Na
experiéncia computacional preliminar verificou-se que todos os problemas propostos
foram resolvidos de forma robusta e eficiente, para cada algoritmo. A robustez,
no sentido de que foram utilizados o mesmo conjunto de parametros, por cada
algoritmo, na resolucdo de uma bateria de problemas teste, respectivamente
proposta. Fato preponderante para a resolucao de problemas de otimizagao voltados
a Engenharia.

Ressalta-se que, a principal caracteristica desta nova metodologia, ¢ a nao
necessidade de resolver um subproblema de programacao quadratica em cada
iteracao. Como no FDIPA, sao considerados dois sistemas de equacoes lineares, que
utilizam a mesma matriz, para determinar uma direcao de descida viavel, e mais,
nao se faz necessaria a utilizagdo de qualquer tipo de funcao penalidade, barreira ou
filtros.

Conclui-se que o estudo realizado neste trabalho, serve de base para a introducao

de uma nova metodologia para abordar problemas de otimizacao nao diferenciaveis,
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ou pelo menos de uma alternativa, através de planos de corte, pontos interiores

e diregoes viaveis. Lembrando que hoje, a maioria dos métodos existentes se

baseiam nas ideias dos métodos de feixe. Ou que, pelo menos, precisam lidar com

subproblemas de programagao quadratica em cada iteragao.

6.2

Trabalhos Futuros

Como parte dos estudos futuros estao os seguintes tépicos:

Estudar possiveis regras de atualizacao da matriz B;

Nenhum estudo sobre a velocidade da convergéncia foi realizado e este 4 um

assunto que merece mais atencao;

Desenvolver um algoritmo para otimizacao nao diferenciavel com restrigoes de

desigualdade para func¢oes localmente Lipschitz continuas.

A auséncia do subproblema quadratico e a simples resolucao de sistemas
lineares internos (como no FDIPA) com a mesma matriz, alude a possibilidade
de lidarmos com problemas de larga escala. Neste contexto, ja ¢ existem
alguns trabalhos, como [73] onde os autores descrevem um método de feixe
com pontos interiores com memoria limitada. Em 2008, Overton e Lewis M]
utilizaram uma formulag¢do BFGS para lidar com problemas nao diferenciaveis,
e mais recentemente, E] propos uma formulagao BFGS com uma busca linear

inexata e memoria limitada para problemas de larga escala.

O FDIPA se comporta bem na solucao de problemas nao lineares, e portanto
pode ser interessante adicionar um termo quadratico estabilizante, similar aos

usados por métodos de feixe tradicionais, aos modelos aqui apresentados;
Aplicagoes na Engenharia: Explorar mais problemas que possam ser resolvidos
com os algoritmos aqui apresentados, como por exemplo:

Minimizacao do maior autovalor. Muitas aplicagoes requerem a solugao
do problema
minimize f(X) := Apax (A(X)); (Py)

onde A(+) é uma matriz real simétrica m x m, que depende linearmente de x €
R™, e Amax(A(x)) denota o maior autovalor de A(x). As seguintes propriedades

sao validas (veja [19]):

— [ é convexa;
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— f é nao diferencidvel em x, se o maior autovalor f(x) tem multiplicidade

maior que 1;

— se v é um autovetor de A(x) para o autovalor f(x) e ||v||]z = 1, entdo um
subgradiente de f em x pode ser calculado utilizando o produto interno

VVT .

Otimizagao estrutural com autovalores. A maximizacao do autovalor
fundamental de uma estrutura é um problema classico da engenharia
estrutural. Contudo, o problema de autovalores generalizado ¢ tipicamente
na forma:

K(x)w = A\AM(x)w,

onde K(x) e M(x) sdo matrizes simétricas, semidefinida positivas, que
dependem continuamente do parametro x.  Este problema vem sendo
extensivamente tratado na literatura em engenharia desde os anos 60, veja

]. A principal dificuldade é a dependéncia nao diferencidvel do autovalores
como funcao da variavel de projeto x. Em Otimizacao Topolégica, existe ainda
uma outra dificuldade que é o fato das componentes de x poderem ser zero.
Fato que pode tornar as matrizes correspondentes K(x) e M(x) singulares. O
problema de otimizacao de autovalores generalizados também é um problema

classico de A@ebra Linear, quando a matriz M(x) é positiva definida para

.

Otimizacao multi-objetivo:  Estender as ideias aqui apresentadas para

todo x, veja

considerar problemas da forma:

{ minimize f(X) = (fl(x)a e fs(X))T (PMO)
<0

sujeito a  g;(x) para i=1,...,m.

onde a funcao objetivo f; : R™ — R e as fungoes de restricdo ¢g; : R® — R sao

supostas convexas.
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Apéndice A
Problemas Irrestritos

Neste Apéndice apresenta-se uma bateria de problemas testes que podem ser

encontrados nos trabalhos de ﬂﬂ, @}

Tabela A.1: Tabela de Problemas

No. Problema n  Convexo fort
1 Rosenbrock 2 — 0
2 Crescent 2 — 0
3 CB2 2 + 1.9522245
4 CB3 2 + 2
5 DEM 2 + -3
6 QL 2 + 7.20
7  LQ 2 + -1.4142136
8  Mifflinl 2 + -1
9  Mifflin2 2 — -1
10 Wolfe 2 + -8
11 Rosen 4 + -44
12 Shor 5 + 22.600162
13 Colville 1 5 — -32.348679
14 HS78 5 — -2.9197004
15 El-Attar 6 — 0.5598131
16 Maxquad 10 + -0.8414083
17 Gill 10 — 9.7857
18  Steiner 2 12 + 16.703838
19 Maxq 20 + 0
20 Maxl 20 + 0
21 TR48 48 + -638565.0
22 Goflin 50 + 0
23 MXHILB 50 + 0
24 L1HILB 50 + 0
25  Shell Dual 15 — 32.348679
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A.1 Problemas Teste Convexos

Abaixo estao descritos os problema testes convexos que foram utilizados, para

verificar a performance do algoritmo. Testou-se a confiabilidade do cédigo através

de um conjunto de problemas académicos amplamente utilizados para testar novos

algoritmos.

CB2

Dimensao
Funcao objetivo
Ponto 6timo
Valor 6timo

Ponto inicial

CB3

Dimensao
Funcao objetivo
Ponto 6timo
Valor 6timo

Ponto inicial

DEM
Dimensao
Funcao objetivo
Ponto 6timo
Valor 6timo

Ponto inicial

QL
Dimensao

Funcao objetivo

onde

Ponto 6timo
Valor 6timo

Ponto inicial

2
F(2) = max{a? + 28, (2= 21)% + (2 — a9)?, 2e~*1+e2)
z* = (1.139286, 0.899365)

f(z*) = 1.9522245

zg = (1, =0.1), f(wg) = 5.41,

2
f(z) = max{a] + 23, (2 —21)*+ (2 — 22)?, 2e" ™12}

f(x) = max{5z) +xa, =521 + 19, 2] + 23 + 4aa}
Tt = (O’ _3)

f(z) = max{fi(z), folx), fs(x)}
fi(x) =2t + 23

fo(x) = 23 + 22 + 10(—4xy — 29 + 4)
f3(x) = 23 + 2% + 10(—z; — 225 + 6)

ot = (1.2, 2.4)
flz*) =72
Ty = (—1, 5), f(l’o) = 56
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LQ
Dimensao

Funcao objetivo

Ponto 6timo
Valor 6timo

Ponto inicial

Miffin1
Dimensao
Funcao objetivo
Ponto 6timo
Valor 6timo

Ponto inicial

Rosen-Suzuki
Dimensao

Funcao objetivo

onde

Ponto 6timo
Valor 6timo

Ponto inicial

Shor
Dimensao

Funcao objetivo

Valor 6timo

Ponto inicial

2

f(z) = max{—x1 — z3, —x; — 22+ (23 + 25 — 1)}

f(z) = —z1 + 20 max{z? + 23 — 1, 0}
z* = (1, 0)

flar) = -1

2o = (0.8, 0.6), f(xo) = —0.8.

4

f(x) = max{fi, fi +10fs, fi +10fs, fi + 10fs}
fi(x) = a3 + 22 + 222 + 22 — bxy — dwy — 21wz + Tay
@)=+ 2+ a2 +2d+a —29+ 23— 14— 8
f3(x) fo+2xg+x§+2xi—x1—x4—10

f4(SU) :$%+x%+x§+2x1—x2—x4—5

I* - (Oa 17 2a _]->

fz*)=—44

Ty = (0, O, 0, O), f(.%‘g) =0..

f(x) = max {b; 3 (25 — aiy)?}

1<i<10° ' ;=)
f(z*) = 22.60016
xo=(0, 0, 0, 0, 1), f(xo) =80
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onde

Maxquad
Dimensao

Funcao objetivo

Valor 6timo
Ponto inicial 1

Ponto inicial 2

Maxq
Dimensao

Funcao objetivo

Valor 6timo

Ponto inicial

Maxl
Dimensao

Funcao objetivo

Valor 6timo

Ponto inicial

000O0O
21113
1211 2
1 412 2
32101
02101
1 1111
1 01 21
00210
11200
10

1.7
2.5

3.5

f(z) = max{zT Alx — 27b}

1<i<5

Aj; = Al = ek cos(jk) sin(i), j < k,

Ay = lsin(i)] + > 1A%,

b; = e/l sin(ij),

k#j

fz*) = —0.8414084

-7;0(2):17 Z_la
{L‘()(Z):O, 1 =1,
20
_ 2
f(x) = max T
fl@*) =0
zo(i) =i, i=1,..
20
f(2) = max |z
flz*)=0

zoli) =i, i=1,..

..., 10,
..., 10,

Y ]‘07

, 10,

120

Flwo) = 5337.1
f(xo) =

zo(i) = —i, i=11,..

ey 20

.20



TRA48

Dimensao

Funcao objetivo

Valor 6timo

Ponto inicial

48
48 J 48
flz) = J; j lglifgfs{% - %‘} - = S;T;

f(z*) = —638565

20()) =0, i=1,..,48, f(zo) = —464816.

Os coeficientes a;;, s;, d; sao dados em [78].

Goffin
Dimensao
Funcao objetivo

Valor 6timo

Ponto inicial

Wolfe

Dimensao

Funcao objetivo

Valor 6timo

Ponto inicial

Steiner 2
Dimensao

Funcao objetivo

50 -
f(z) =50 max z; -
fl@) =0
wo(i) =i—255, i=1,..,50, f(zo)=1225.
2
5/ (921 +1623), 1 = [x2]
f(x) = {921 + 16 |z4] 0 < < |z2
921 + 16 |zo| — 29, x1 <0.
fla®) = -8
Ty = (3, 2)
12

f(x) Z\/:B% + a2, + \/(521 — T)? + (G2 — Tom)? +

+ 3 piy(ajn — 7)) + (a2 — Tjam)? +

j=1
m—1

+ Z ﬁj\/(%‘ - %‘H)Q + (l‘j+m - xj+m+1>27 m =6
j=1
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onde

as = 5.5, ag = —1.0
ay; = 0.0, a1g = 2.0, P = 2, P =
a9 = 2.0, a99 = 3.0, P2 =1, Do =
az1 = 3.0, age = —1.0, p3 =1, P3 =
ay; = 4.0, ago = —0.5, P4 =D, Py =3
as; = 5.0, ase = 2.0, ps =1, D5 = 2
agr = 6.0, ago = 2.0, pg =1

Valor 6timo f(z*) = 16.703838

Ponto inicial xo € tal que:

To1 = (@11 + az1)/3 To,(14m) = (@12 + a22)/3

Toj = (Tjo1 +aj + agin) /3 ZoGrm) = (Tjrem + @2+ agy12)/3, 2<j<m—1

Tom = (Tm—1 + Q1 + 21)/3 To,2m) = (Tam—1 + Ama + A22)/3
MXHILB
Dimensao 50
5

Fungao objetivo flz) = max, j;l T
Valor 6timo flz*)=0
Ponto inicial xo(i) =1, i=1,..,50.
L1HILB
Dimensao 50

50 [50
Funcao objetivo fl@) =212 &5

i=1|j=1""
Valor 6timo flz*)=0
Ponto inicial xo(i) =1, i=1,..,50.

A.2 Problemas Teste Nao Convexos

Nesta secao sao apresentados os problema testes Nao Convexos. Todos os

problemas, exceto o Rosenbrock, sao nao diferenciaveis.
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Rosenbrock

Dimensao 2
Fungao objetivo f(z) =100(ze — 27)? + (1 — 21)?
Ponto 6timo = (1, 1)
Valor 6timo flz*)=0
Ponto inicial 0 =(-12, 1),
Crescente
Dimensao 2
Funcao objetivo f(z) = max{fi(x), fa(z)}
onde file) =23+ (wg —1)2 + 29— 1
folx) = =22 — (my — 1)* + 29 + 1

Ponto 6timo z* = (0, 0)
Valor 6timo flz*)=0
Ponto inicial 2% =(-1.5, 2).
Mifflin2
Dimensao 2
Fungao objetivo f(z)=—21 +2(2? + 22 — 1) + 1.75 |23 + 23 — 1|
Ponto 6timo z* = (1, 0)
Valor 6timo flz*) =—-1
Ponto inicial ¥ = (-1, —1).
El-Attar
Dimensao 6

51
Funcao objetivo f(x) = X |zre 2 cos(wst; + x4) + w5~ "6 — g4

i=1

yi = 0.5e7 " — et + 0.5e 734 + 1.5e 1% sin(Tt;) + e 2% sin(5t;),
t;=01(i—1), 1<i<5l

Valor 6timo f(z*) = 0.5598131
Ponto inicial °=(2,2,7 0, =2, 1)
Colyville 1
Dimensao )
Funcao objetivo fle)=fi+ fo+ fas+ fat+fs

5 5 5

filz) =Y dad,  folz) = X 3 cymizy,  fs(x) = X e,
7j=1 i=1j5=1 J=1

1<i<10

fa(x) = 50 max lO, max (bi — 25: aij:vj)]
=1
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onde

16 2 0 1 0 ~40
0 -2 0 p -9
35 0 2 0 0 -0.25
0 2 0 -4 -1 4
. 902 128 4
2 0 -4 0 0 1
S S T R | ~40
402 3 2 A -60
1 2 3 4 5 5
1 1 1
(30 20 -10 32 -10 | 4]
20 39 -6 -31 32 8
C=|-10 -6 10 -6 -10|, d=/|105],
32 31 -6 39 -20 6
<100 32 <10 20 30 | 2]

eTz[—15 —27 —36 —18 —12},

Valor 6timo f(z*) = —32.348679

Ponto inicial 2°=1(0, 0, 0, 0, 1).

Gill
Dimensao 10
Funcdo objetivo f(z) = max{fi(x), fa(z), f3(x)},
fi@) = X =12 +107 32 (a2 = 1),
fola) = 3202 [ﬁw—l) ("21)”—(;:01% (25)”) -1+

+ xl + (22 _I1 - 1)2,

10

falw) = 3 (2 — a2, + (1 - )7,

=2

Valor 6timo f(z*) =9.7857721

Ponto inicial xo(i) =—=0.1, 1 <1i<10.
HS78

Dimensao 5

Funcao objetivo

3
f(x) = v122032475 + 10 ,; |fi(2)]

124



onde

Valor 6timo

Ponto inicial

Shell Dual
Dimensao

Funcao objetivo

Valor 6timo

Ponto inicial

fi(z) = 23 + a5 + 23 + 27 + 2% — 10,
fi(x) = xoxs — Bayws,
fi(z) = 2t 4+ a3 41,

flz*) = —2.9197004
20 = (=2, 1.5, 2, —1, —1).

15
5 5 5
flz) =2 '21 x| + Zl '21 CijTit10Tj4+10—
1= 1=1)=
10 5
_ S b+ 100( S max(0, Py(z)) — Q(x))
=1 =1
10 5
.PZ(I) = Z ajil’j — 2 Z Cijxj—l-l() — Sdixfﬂo — €, ]_ S ’L S 5
=1 =1

15
Q(x) = X min(0, z;),
i=1
fl@*) =0
wo(i) =104, 1<i<15, i#7, x7=060.

As Matrizes A, B, C,d, e sao as mesmas como no Problema Colville 1.

125



Apéndice B
Problemas Com Restricao

Para uma validacao preliminar do cédigo cdédigo desenvolvido na secao [l utilizou-

se o seguinte conjunto de problemas testes. Estes problemas podem ser encontrados
nos trabalhos de Schittkowski @], Luksan M} e Kiwiel @]

Tabela B.1: Problemas Teste

No. Problema n c¢(z) Ponto Inicial f(z*)

1 Maxquad 10 lin (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) -0.36816644
2 Rosen 4 cvx  (0,0,0,0) -44

3 Wong?2 20 cvx (2,3,5,5,1,2,7,3,6,10) 24.306209
4 Wong3 20 cvx (%) 133.72828
5  Probl2 2 dif  (0,0) 30

6 Prob29 3 dif  (1,1,1) -22

7 Prob35 3 cvx (0.5,0.5,0.5) 1/9

8 Prob76 4 cvx  (0.5,0.5, 0.5, 0.5) -4.6818

9 Prob100 7 cvx  (1,2,0,4,0,1,1) 680.630057
10 Probll3 10 evx  (2.3,5,5, 1,2, 7,3 6,10) 24.306209
11 Prob227 2 cvx  (0.5,0.5) 1

12 Prob228 2 cvx (0.0, 0.0) -3

13 Prob264 4 cvx (0.0, 0.0, 0.0, 0.0) -44

14 Prob284 15 cvx O -1840

15 Prob285 15 cvx O -8252

16 MiniMax 4 cvx (15,22, 27, 11) 23.886767
17 MiniSum 6 cvx (0,0,0,0,0,0) 68.82856
18 Streit 4  cvx  (0,0,0,0) 0.7071068
19 Colville 6 cvx  (0,0,0,0,0,0) -23.0448869
20 [1I-Conditioned LP 30 lin 0 0

(*) -

(2,3,5,5,1,2,7,3,6, 10,

2,2,6,15,1,2,1, 2,1, 3)

126



B.1 Problemas com restricoes

MAXQUAD
Dimensao 10

~ . . - ot poot
Fungao objetivo f(x) = 12?2{0{xAz$ bix'}
Restricao

¢i(x) = |x;] — 0.05, para i = 1, ..., 10,
10

Cll(l’) = Z Ty — 005,
i=1

Valor 6timo f(z*) = —0.36816644
Ponto inicial zo(i) =0, i=1,..,10, f(zo) =0.

ROSEN - O problema Rosen-Suzuki encontrado em @}, p.66.
Dimensao 4
Fungao Objetivo  f(x) = a3 + 23 + 2235 + 23 — by — by — 2123 + T4,
Restricao

i+ ad+ i+ al+ o — w3 — x4 — 8

c(x)= max { x}+ 223 + 25+ 227 — 1 — 24 — 10

208+ 22+ i 4+ 20— — x4 — 5
Valor 6timo f(z*) = —44.
Ponto inicial zo = (0, 0, 0, 0).

Os problemas Wong2 e wong3 foram retirados do trabalho de Luksan e Vlcek

], p.-24.
Wong?2
Dimensao 10
Funcao Objetivo  f(x) = max f;(x)

1<i<6

fi(x) = 2% + 22 + 2129 — 1oy — 1629 + (23 — 10)% + 4(24 — 5)*+
25— 3)2 4 26 — 1)2 4+ 502+ T(wg — 11)2 4+ (0 — 10)2 + (210 — T)2 + 45,

(
fa(x) = fi(z) + 10(3(x1 — 2)* + 4(x9 — 3)* + 222 — Twy — 120),
f3(z) = fi(z) + 10(5a? 4 8y + (x5 — 6)? — 2x4 — 40),
fa(z) = fi(x) + 10(0.5(z1 — 8)% + 2(zy — 4)? + 322 — ¢ — 30),
f5(z) = fi(z) + 10(xF + 2(z2 — 2)* — 22129 + 1425 — Gg),
fo(x) = fi(z) + 10(=3xy + 679 + 12(19 — 8)? — Tx10).
Restricao
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c(x) = Iax ci(x),
c1(z) = 4z + bxey — 3x7 + 925 — 105 < 0,
co(x) = 102y — 8xg — 177 + 225 < 0,
c3(x) = =81 + 2x9 + Bxrg — 2299 — 12 < 0.

Ponto inicial xo=1(2, 3,5 5 1,2 7, 3,6, 10).
Valor 6timo f(z*) = 24.306209.

Wong3
Dimensao 20
Fungao Objetivo  f(z) = max fi(x),

1<i<14

fi(x) = 22 + 23 + 21709 — 1421 — 1629 + (23 — 10)? + 4(24 — 5)? + (75 — 3)°+
—|—2(.T6 — 1)2 + 513% + 7(33‘8 — 11)2 + 2(33‘9 — 10)2 —+ (Q?lo — 7)2 + (.1111 - 9)2+
—{—10(3312—1)2+5($13—7)2+4($14—14)2+27($15—1)2+$%6+($17—2)2+

+13(21s — 2)% + (219 — 3)* + 25, + 95,
fa(x) = fi(x) + 10(3(x1 — 2)* + 4(x9 — 3)* + 222 — Twy — 120),
f3(x) = fi(z) + 10(52% + 8y + (x3 — 6)? — 2x4 — 40),
fal@) = filx) + 10(0.5(z1 — 8)2 + 2(x5 — 4)% + 322 — 76 — 30),
f5(x) = fi(z) + 10(2? + 2(z9 — 2)? — 22179 + 1425 — 676),
fo(x) = fi(x) + 10(=3z1 + 629 + 12(x9 — 8)? — T21,0),
f7(z) = fi(z) + 10(z} + 1521, — 8w19 — 28),
fs(x) = fi(x) + 10(4aq + 9xo + Bxly — 9z14 — 87),
fo(x) = fi(x) + 10(3xy + 429 + 3(213 — 6)? — 14214 — 10),
fro(z) = fi(z) +10(142% + 35215 — 79716 — 92),
Fir(z) = fi(2) + 10(1522 + 11215 — 61216 — 54),

T2 4 2wy + 922, — 118 — 68),
l’% — X9 + 191’19 — 201‘20 + 19),
T3 + 513 + 239 — 3029).

=

[\
AA@/—\/—\
e’ e e e N

=
AA@/—\A
e’ e e N N

[S—

(@n)]

t

Restricao

c1(x) = 4z + by — 3x7 4+ 9zg — 105 < 0,
ca(x) = 10y — 8xy — 1727 + 225 < 0,
c3(x) = —=8x1 + 29 + bxg — 2219 — 12 < 0.
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Ponto inicial o= (2, 3, 5, 5, 1, 2, 7, 3, 6, 10, 2, 2, 6, 15, 1, 2, 1, 2, 1, 3).
Valor 6timo f(z*) = 133.72828.

Os problemas 12, 29, 35, 76, 100, 113, 227, 228, 264, 284 e 285 foram retirados
do livro de Schittkowski @]

Problema 12

Dimensao 2
Funcao Objetivo  f(x) = 0.52% + 23 — 1129 — T2y — T2o.
Restricao

c(r) = —25 + 42% + 3.

Valor 6timo f(z*) = -=30
Ponto inicial zo = (0.0, 0.5).

Problema 29

Dimensao 3

Fungao Objetivo  f(x) = —x1x913.
Restricao

c(r) = 2 — 203 — 422 + 48,

Valor 6timo f(z*) = —22.627417
(1, 1, 1).

Ponto inicial T

Problema 35

Dimensao

w

Funcdo Objetivo  f(z) =9 — 8z; — 6xg — 4w + 227 + 223 + 23 + 22129 + 271 73.

Restricao

—xy, —T2, —I3

{ I1+Q32+2$3—3 }
¢(x)= max :

Valor 6timo f(z*) =0.11111111...
Ponto inicial zo = (0.5, 0.5, 0.5).
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Problema 76

Dimensao 4

Fungao Objetivo  f(z) = 2% + .52 + 23 + 5o — x123 + 1374 — 11 — 3T9 + T3 — T4,
Restrigcao

ZE1+2{L‘2+$3+ZL‘4—5

3$1+$2+2$3—$4—4

c(r) = max

—T1, —T2, —I3, —T4

Valor 6timo f(z*) = —4.681818.
Ponto inicial zo = (0.5, 0.5, 0.5, 0.5).

Problema 100
Dimensao 7
Funcao Objetivo
f(z) = (11—10)2+5(21 —12)2+23+3 (24— 11) 2+ 1028+ Tr24+-22 —das 27— 1026 —827.
Restricao
222 + 325 + w3 + 422 + by — 127
Tx1 + 39 + 1023 + x4 — 75 — 282
2311 — a3 + 62F — 87

4a? + 22 — 3wy + 222 + Bag — 112y
1 2 3

c(xr) = max

Valor 6timo f(z*) = —4.681818.
Ponto inicial zro = (1.0, 2.0, 0.0, 4.0, 0.0, 1.0, 1.0).

Problema 113

Dimensao 10

Funcao Objetivo

f(z) = 23 + 23 + x129 — 1421 — 1629+ (23 — 10)* + 4(24 — 5)* + (25 — 3)*+
+2(xg — 1)% + b2 + T(xg — 11)* + 2(zg — 10)* + (219 — 7)* + 45.

Restricao

4x1 + dxe — 3x7 + 928 — 105

102y — 8x9 4+ 1727 + 223

8x1 + 2x9 + drg — 2219 — 12

3(x1 —2)* + 4(xg — 3)* + 223 — Twy — 120

523 + 8wy + (x5 — 6)% + 2w4 — 40

0.5(z1 — 8)% + 2(wy — 4)* + 322 — 26 — 30

22+ 2(z9 — 2)? — 22179 + 1475 — 616

3x1 + 619 + 12(xg — 8)% — Tayg

¢(x)= max
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Valor 6timo f(z*) = 24.3062091.
Ponto inicial ro=(2, 3,5, 5, 1,2, 7, 3,6, 10)

Problema 227

Dimensao 2

Fungao Objetivo  f(z) = (71 — 2)? + (29 — 1)?

Restrigcao
2
ri—x
¢(x)= max L . (-
—r1 + x5

Valor 6timo f(z*) = 1.00000
Ponto inicial o = (0.5, 0.5).

Problema 228
Dimensao 2

Funcao Objetivo  f(x) = 23 + x

Restricao
X1+ To — 1
¢(x)= max sy :
x]+x5—-9

Valor 6timo f(z*) = —3.00000
Ponto inicial zo = (0.0, 0.0).

Problema 264

Dimensao 4

Fungao Objetivo  f(x) = 23 + 22 + 223 + 23 — by — Dy — 21wz + Tay
Restricao
R e R R N e ]
c(x)=max § —9+ ]+ 223 + 25 + 225 — x1 — 2y
—5+ 223 + 23 + 22+ 20 — w9 — 14
Valor 6timo f(z*) = —44.00000
Ponto inicial zo = (0.0, 0.0, 0.0, 0.0).

Problema 284

Dimensao 15
Funcao Objetivo  f(x) = —-Cx*xx(l:n—1)
Restricao

c(r) = max {hi, ha, hs, ha, hs, he, hz, hs, hg, hio}.

onde

ro=x(1:n—1)2
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hle( )
ha = A(2,:)
hs = A(3,:)
hy = A(4,:)
hs = A(5,:)
he = A(6,:)
hr = A(7,:)
hs = A(8,:)
hy = A(9,)

crzz[zo 40 400 20 80 20 40 140 380 280

80 40 140 40 120],

B = {385 470 560 565 6457 430 485 455 390 460},

100 100 10 5 10

90 100 10 35 20

70 50 55 25

20 0 65 35

. 50 10 70 60 45
40 0 50 95 50

30 60 30 90 O

20 30 40 25 40

10 70 10 35 25

5 10 100 5 20

Valor 6timo f(z*) = —1840

Ponto inicial

Problema 285
Dimensao 15
Funcao Objetivo

Restrigcao

100
100
45
35
30
25
65

40
35

10

15

10

25
35
50
60
35
60
25
10
30
35

flz)=—-Cxaz(l:n—-1)

95

65

95

zo(i) = 0.0 para 1<i<15.

10
25
30
15

45
70
20

70

95 5 45 20 O

20 40 25 10
60 10 30 0 40
0 75 35 30 65

75 100 75 10
15 20 0 5
20 25 70 15 15
30 30 5 65 20
25 0 15 50 55
20 10 35 10 30

c(z) = max {hy, he, hs, ha, hs, he, hr, hs, ho, hio}.
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onde h;, para 1 <17 <10, B e A sao as mesmas do Problema 284 e C' como segue
C = 1486 640 758 776 477 707 175 619 627 614 475 377 524 468 529} .

Valor 6timo f(z*) = —8252
Ponto inicial zo(i) = 0.0 para 1<i<15.

Problema Minimax Location
Dimensao 4
Func¢ao Objetivo

flz) = 1H<1?<>§{wi1 ||ai - (9171,%2)”1;,.1 ; Wi2 Hai - (57037$4)||pi2 (21, w2) — (w3, 24) ||}

Restricoes
c1(x) = |[(x1,22) — a1||2 — 144,
coz) = ||(1, 22) — a*|* — 121,
cs(x) = ||(w3, 74) — al||* — 225,
ea() = (s, 1) — a|* — 144
onde

Tabela B.2: parametros

~.

Q; Wiz Pil Wiz Pi2
(11.4,11.6) 20 20 1.0 20
(35.3,13.,5) 1.0 2.0 20 20
(8.8,37.2) 1.3 1.1 085 14
(20.9,30.6) 1.1 15 1.0 1.9
(25.5,28) 15 14 15 1.2
(29.7,27.7) 1.0 20 15 20
(36.2,27.8) 05 1.8 1.0 1.7
( )
( )

45.5,21.3) 0.5 2.0 05 2.0
15.8,282) 05 1.1 05 1.8

© 00 N O Ot =W NN~

Valor 6timo f(z*) = 23.886767,
Ponto inicial xo = (15,22,27,11).
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Problema Minisum Location
Dimensao 6

Funcao Objetivo
f(x) = Z Z wij [[(@oi1, T2;) — &’ || + > H(x%—hm%) - ($2j—1,$2j)Hp

i=17=1 1<i<5<3
Restricao

C(l‘) =5+ Tg —3,

onde p = 1.78, a1 = (2,3), as = (4,2), a3 = (5,4), ay = (3,5), a5 = (6,7),

Wi; = 1, exceto para wiz = Wiy = 6e Wo1 = 2.

Valor 6timo f(z*) = 68.82856,
Ponto inicial o= (0, 0, 0, 0, 0, 0).

Colville

Dimensao )

Funcao objetivo flz) = i > Gty + Z dix; + E €;T;
Restrigcao -

5
ci(r) = b; — 3 ajjzy, onde i =1,...,10,

J=1

ClO—l—z’(x) = —X;, onde i = ]., ey 10,
onde a;j, b;, ¢;j, d; e e; sao os mesmos do Problema Colville dado no Apéndice A.

Valor 6timo f(z*) = —23.0448869,
Ponto inicial zo = (0,0,0,0,1).

Ill conditioned LP

Dimensao 30 20

Funcdo Objetivo  f(z) = 3 ¢i(x; — 1)
i=1

Restricao c(z) = (a")Tz —b; ondei=1,..,30,
; 1 X 1

onde a; = o b; :i;ag , ¢ =—b; — Tl

Valor 6timo f(z*) =0,

Ponto inicial xo = 0.
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