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Problemas de programacao estocastica aparecem em muitas aplicagoes praticas.
Em geral, a formulacao deterministica equivalente desses problemas podem resultar
em problemas de otimizagao muito grandes, que nao podem ser resolvidos direta-
mente. Para o caso particular dos programas estocasticos com recursos, sao con-
sideradas técnicas de decomposi¢ao que podem lidar com aproximacoes na solugao
dos subproblemas. Do ponto de vista da otimizagao nao diferenciavel, essas técnicas
consistem na aplicagdo de métodos de feixes empregados com oraculos inexatos, que
realizam avaliagdes aproximadas da funcao objetivo e de um subgradiente, com erros
de precisao limitados, mas possivelmente desconhecidos.

Ao invés de forcar a terminacdo antecipada na solugao dos subproblemas, para
definir os oraculos inexatos, sdo selecionados alguns subproblemas para os quais a
solucao ¢é exata. Os demais subproblemas sao aproximados por um processo rapido,
que nao envolve a solugdo de um problema de otimizacao. As informagoes aproxi-
madas fornecidas pelos oraculos sao utilizadas para construir lineariza¢oes inexatas
no programa mestre, que sdo bem administradas pelos métodos de feixes inexatos
recentemente desenvolvidos, e pelos métodos de nivel inexatos propostos nesta tese.

Além do desenvolvimento tedérico, garantindo o controle na aproximagao efetu-
ada, sao apresentados resultados numéricos promissores, quando comparados com o

método de feixes exato e com a decomposicao de Benders classica.
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Stochastic programming problems arise in many practical situations. In general,
the deterministic equivalents of these problems can be very large and may not be
solvable directly by general-purpose optimization approaches. For the particular
case of stochastic programs with recourse, we consider decomposition approaches
that can handle inexactness in the subproblem solution. From a nonsmooth opti-
mization perspective, these variants amount to applying bundle methods to oracles
that give inaccurate values for the objective function and a subgradient.

Rather than forcing early termination of the subproblems optimization to define
inexact oracles, we select a small subset of scenarios for which the subproblem
solution is exact, and replace the information for the remaining scenarios by a fast
procedure that does not involve solving an optimization problem. The inaccurate
oracle information creates inexact cuts in the master program, that are well handled
by the recently introduced inexact bundle methods, and by the proposed inexact
level methods.

The proposed approaches are validated by encouraging numerical results on sev-

eral stochastic linear programs found in the literature.
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Capitulo 1

Introducao

Em muitas situagoes realisticas tem-se a necessidade de tomar decisoes na presenca
de incertezas e, além disso, almeja-se que tais decisdes sejam realizadas atendendo
algum critério de otimalidade. Uma area da ciéncia dedicada aos problemas de to-
madas de decisoes sob incertezas é a denominada programacao estocastica que, sendo
uma area multidisciplinar, envolve conceitos e resultados de otimizacao, probabili-
dades, estatistica, e computagcao.

Em termos gerais, a programagio estocastica auxilia na determinagao (sob in-
certezas) de uma estratégia © € R"™, de modo que um objetivo f(z) seja otimizado.
Afim de definir formalmente o campo de estudo deste trabalho, seja t € {1,...,T}
um indice de tempo correspondente ao horizonte de T estagios. Dados os con-
juntos compactos =, C R* para t = 1,...,T, seja F a o—algebra gerada pelo
conjunto = := Z; X ... X Ep. O espaco (£,F) é chamado de espagco amostral,
e & = (&,...,¢r) € (E,F) é denominado cendrio. Dado um estigio de tempo
t € {1,...,T}, cada realizacao & é um evento da varidvel aleatéria &,; desde modo,
o cendrio £ ¢ uma realizacio do processo estocdstico & := {&,},. O problema
de otimizagao baseado no wvalor esperado, e considerando o processo estocdstico &

continuo no espago de probabilidades (=, F, P), tem a forma

min f(r), com f(z) = [ f@.E)dPE). (1.1)

zeX

onde o conjunto viavel X C R™ ¢é assumido ser nao vazio, fechado e convexo, e
a funcao f : X x & — R é suposta ser convexa, e aleatoriamente semicontinua
inferiormente. Adicionalmente, ao longo deste trabalho é suposto que f(z,-) seja
mensuravel e P—integravel.

Quando o processo estocastico é continuo e nao ha uma representacao analitica
para o valor esperado que define a fungéo objetivo em (.1, o problema ¢é intratével
computacionalmente, devido as limitagdes numéricas para o calculo da integral (em

geral multidimensional). Desta forma, o processo estocastico € é discretizado em um



ntimero finito N de cendrios (ou eventos), e para p(¢') a probabilidade de ocorréncia

do cenério &', o valor esperado é aproximado pelo somatdrio

N
() =3 fz,)p(E).
i=1
Naturalmente, quanto mais fina for a discretizacao de €, i.e., quanto maior for o
valor de N, melhor serd a aproximacao do processo estocdstico. Se os cendrios £ € =
1

sdo equiprovaveis, p(£') = ~» € sorteados aleatoriamente segundo a distribuicao de

probabilidades P, pela Lei dos Grandes Nimeros |1, Se¢ao 7.2] tem-se a relagao

lim f¥(z) — f(x),

N—oo

para x € X um ponto arbitrario. Deste modo, para que o problema de otimizagao

estocastica
min fV(z), (1.2)

zeX
denominado aprorimac¢do na média amostral, ou Sample Average Aproximation -
SAA - em inglés [T, Capitulo 5], tenha um conjunto solugao e valor étimo préoximos
daqueles fornecidos pelo problema , é preciso que N seja suficientemente grande.
Por outro lado, quanto maior for o niimero N, mais dispendioso serd o calculo de
fN(x), uma vez que dados * € X e & € Z, calcular o valor da funcio f(z,&%)
envolve geralmente a resolucdo de um ou mais problemas de otimizagao, chamados

de subproblemas ou programas escravos, como ilustrado na Figura [I.1]

“ f(x, &)
/
min_, f"(x) X
P
0 e

Mestre Escravos

Figura 1.1: Decomposicao em programas mestre e escravos.

Para resolver numericamente o problema de otimizagao estocéstica (ou simples-
mente programa estocastico) ((1.1) quando o processo estocéastico é continuo, ou
quando é discreto, mas tem um nimero muito elevado de cendrios (por exemplo

10%), deve-se escolher entre as seguintes opgoes, de natureza oposta:

e uma representacado pobre (com poucos cenérios) do processo estocastico & é

considerada, e o problema de otimizacao ¢ resolvido de forma exata; ou



e uma representagao suficientemente boa (com muitos cenérios) do processo es-

tocéastico & é considerada, e a solugao do problema de otimizacao é inexata.

Este trabalho esta focado em técnicas de decomposicao para programas estocasticos,
que permitem um bom compromisso entre resolubilidade e acuracia na representagao
das incertezas.

Em programacgao estocastica, frequentemente precisa-se resolver problemas de
grande porte com uma estrutura diagonal em blocos, favoravel as técnicas de de-
composicao, tais como a decomposicao de Dantzig- Wolfe e a decomposicao de Ben-
ders [2, Capitulo 11.1]. Em particular, o método L-shaped [3] pode ser visto como
uma decomposicao de Benders aplicada aos programas lineares estocasticos em dois
estagios. Ao longo deste trabalho o método L-shaped é considerado adotando o
ponto de vista da otimizacao nao diferenciavel. Neste sentido, este pode ser visto
como um método de planos cortantes para minimizar uma fun¢do convexa e nao
diferenciavel f, obtida pela soma da fungao objetivo de primeiro estdgio com a fun-
¢ao de recurso do segundo estagio. Usualmente a funcao de recurso é dificil de ser
avaliada, porque envolve o calculo de uma integral multidimensional e, portanto,
muitos subproblemas de segundo estagios devem ser resolvidos, como ilustrado na
Figura|1.1

O algoritmo de planos cortantes apresentado em [4, [5] define o novo iterado
21 € X a partir do conhecimento do valor da funcio f(z7) e de um subgradiente
g(27) € 9f(27) dos iterados anteriores 27, para j = 1,..., k. Fixado um ponto
z, o conhecimento de f(z) e g(z) é referenciado neste trabalho como a informagao
do ordculo, |2, Capitulo 9.3]. Apesar de bastante confidvel, o método de planos

cortantes tem duas principais desvantagens:

(i) instabilidade durante o processo de otimizagao, i.e., iteragdes sucessivas do
método podem nao proporcionar um progresso no processo de otimizagao, no
sentido que o decréscimo no valor da fungdo objetivo é pequeno (ou mesmo
negativo), enquanto pode haver uma grande diferenga entre os iterados da

variavel de decisao;

(ii) nao existe um desenvolvimento tedrico que permita a remogao de cortes (linea-
rizagdo de f) garantindo a convergéncia do método. Assim sendo, o problema
de otimizagao tem cada vez mais restrigcoes e, deste modo, é cada vez mais

dificil de ser resolvido.

Estas duas desvantagens sdo eliminadas pelos métodos de feizes [6l, vol. TI],
os quais podem ser vistos como variantes estabilizadoras do algoritmo de planos
cortantes, que mantém-se convergentes mesmo apos a remocao de alguns cortes.

Uma versao regularizada do método L-shaped proposta em [7] explora, no campo

da programacao estocastica, as ideias do método de feixes. Os métodos propostos



neste trabalho para a programacao estocastica em dois estagios diferem do L-shaped
reqularizado de [7] em um ponto importante: em vez de considerar cortes exatos,

i.e, linearizagoes da forma
FE") +g(M)T (=25,
sao considerados cortes inexatos, dados por
FEgt (=2,

Dado 2% € X, os valores f* e g* sdo obtidos por um ordculo inerato que estima o
valor exato da funcao e do subgradiente com erro de precisdo € > 0 limitado, mas
possivelmente desconhecido. Para lidar com um oraculo inexato, é empregado neste
trabalho o método de feires proximal inexato - MFI, desenvolvido por Kiwiel [§]; e
o método de nivel proximal inexato - MNI, que é fundamentado no trabalho [9], do
mesmo autor. O MFI determina assintoticamente uma e—solu¢gao com um meca-
nismo similar ao método classico de feixes, exceto por um esquema de atenuacao
do ruido quando a inexatidao dos cortes é detectada. O MNI determina assinto-
ticamente uma e—solugdo procedendo similarmente ao método de nivel proximal
(exato), segundo formulado por Kiwiel [9].

Mais especificamente para a programacao estocastica, quando o nimero de ce-
narios N é muito grande (por exemplo 10%), torna-se entdo interessante (se niao ne-
cessario) aproximar a funcio utilizando estimativas f, do valor f¥(z), para z € X.

E desejavel que tais estimativas estejam préximas do valor fV(z), i.e., que

f2 € [fY(2) —ep, f(2) + &), (1.3)

para ef,e, > 0 dois erros de precisao tao pequenos quanto possivel. Como serd visto
no Capitulo [3| (resp. , para que o MFI (resp. MNI) convirja, é importante que o
erro de aproximagao € = £ + ¢, seja limitado (mas nao precisa ser assintoticamente
nulo).

Utilizando estas aproximacoes, seja k um contador de iteracdo e z¥ € X um
centro de estabilidade dado. A cada iteracao, o problema considerado pelo MFI

para obter o novo iterado z**! é dado por

2
)

min ¢(z), com ¢p(z) = fu(z) + L Hz - xk‘ (1.4)

z€X 2t
onde fi(-) := max;ex{f/ + ¢/ (- — 2/)} é um modelo de planos cortantes inexato da
funcao £V, t; é um passo proximal, e J*¥ é um conjunto de indices correspondentes a

algumas (ou todas) iteragoes passadas. J& o MNI define o novo iterado resolvendo



o problema de projecao
2
min ,
zeXk

i

‘Z—[E

para X* C X um conjunto nao vazio, convexo, e fechado; definido por
Xk = {z e X : fu(z) < fE Y, com fE o parametro do nivel, que é atualizado
iterativamente de forma apropriada.

Ao longo deste trabalho, o método de feixes proximal inexato e o método de
nivel proximal inexato sdo, por conveniéncia, referenciados por métodos de feires
nezxatos.

Fundamentado nos Capitulos 3 [ ¢ B o trabalho [10] considera a aplicagao
do MFI aos programas estocésticos em dois estagios. Outras técnicas especiais de
otimizacao para resolver de maneira aproximada este tipo de problemas sdo bem
conhecidas. A seguir é apresentada uma sintese de alguns métodos que tem sido

utilizados ao longo das tultimas décadas, por diferentes autores.

1.1 Meétodos de Otimizacao Estocastica com Re-

solucao Inexata

O principal interesse em utilizar métodos capazes de lidar com oraculos inexatos em
programacao estocastica se deve a possibilidade de reducao do tempo computacional
para resolver os problemas de otimizagao do tipo (|1.2]).

Em programacao estocastica existem diversas maneiras de modelar e manipular
as realizacoes futuras do evento incerto. Por exemplo, quando os parametros in-
certos se prolongam por mais de um estagio ¢ (caso multiestagios), uma arvore de
cendrios é normalmente considerada para representar o processo estocéstico [I1], pp.
21-22]. Quando ha muitos estagios, esta representagdo pode atingir propor¢oes co-
lossais. Assim sendo, alguns métodos de otimizacao estocastica avangam na arvore
de cenarios através de apenas algumas de suas ramificagoes, escolhidas de forma
aleatoria. Esta é, por exemplo, a estratégia adotada pela decomposicdo dindamica
dual estocdstica - SDDP - desenvolvida em [12]; pela decomposi¢io aninhada abrevi-
ada - AND [13]; pela decomposi¢io com amostragem reduzida - ReSa [14]; ou ainda,
pelo método de planos cortantes com amostragem parcial - CUPPS, desenvolvido em
[15]. Todos estes métodos aproximam a fungao objetivo por um modelo de planos
cortantes inexato, como apresentado na Figura (a). O programa mestre é resol-
vido pelo método de planos cortantes, e por isso, as mesmas desvantagens (i) e (ii)
mencionadas anteriormente estao presentes nos métodos citados acima.

Contudo, o caso em multiestagios nao é o Unico em que métodos inexatos de
otimizacao sao considerados. Na programacao linear estocastica em dois estagios

este tipo de estratégia ja foi explorada por Zakeri, Philpott e Ryan [I6] para a



M%) (%)

(a) Método inexato sem controle na imprecisao (b) Método inexato sem controle na imprecisao

(aproximagao inferior)

&1&, >0
(C) Método inexato com controle na imprecisao (d) Método inexato com imprecisdo limitada
4(x) M)
(e) Método parcialmente inexato (f) Método exato

Figura 1.2: Aproximagoes por planos cortantes.

decomposicao de Benders; porém, sendo um método de planos cortantes, esta abor-
dagem também apresenta as desvantagens (i) e (ii). No método proposto pelos
autores, denominado decomposicio inexata de Benders, o conjunto de cenarios é
fixo ao longo do processo de otimizacao. Zakeri, Philpott e Ryan consideram os
problemas de otimizagao linear estocastica em que cada subproblema é de grande
porte, no sentido de possuir muitas varidveis e restrigoes (este é, por exemplo, o
caso em que um programa com multiestagios é reformulado como um programa
em dois estagios). Tais subproblemas sao resolvidos de maneira aproximada pelo
método primal-dual de pontos interiores para a programacao linear [2, Capitulo 4],
fornecendo uma £*—solucao e um *—subgradiente. O erro ¥ > 0, fixado a priori,
serve como teste de parada para a resolucdo de cada subproblema: uma *—solucéo
é encontrada quando a brecha de dualidade de cada subproblema ¢ inferior a &*.
Deste modo, para z* e £ dados, quanto menor for a tolerancia € > 0, maior seré
o esfor¢o computacional exigido para calcular (aproximadamente) a funcio f(z*, &)
(em compensac@o, menor sera a inexatidao do método).

O algoritmo apresentado em [16] é inicializado com um valor ¢! > 0. O método

k+1

iterativamente seleciona 0 < ¢ < ek e faz com que o erro ek tenda a Zero,



encontrando assim uma solugao assintoticamente exata do problema de otimizagao
linear estocéstica considerado. Este método ¢é ilustrado na Figura [1.2]c).

Fundamentados no método de nivel inexato proposto por Fabian [17], Fabian e
Széke [18] propuseram a decomposicao inezata de nivel para a programagao linear
estocastica em dois estagios. A decomposicao inexata de nivel também considera o
tipo de aproximagao introduzida em [16] para calcular as linearizagoes da fungao ob-
jetivo, com a diferenca importante que o método utilizado para resolver o problema
¢ do tipo método de feixes! [19], em vez do método de planos cortantes considerado

m [I6]. Novamente, o erro e¥ > 0 é conhecido e iterativamente tende a zero fazendo
com que o método convirja para uma solucao assintoticamente exata do problema,
como na Figura[L.2{c).

Para resolver o problema (com T = 2), os métodos apresentados em [16], [1§]
proporcionam uma redugao do esfor¢o computacional somente nas iteragoes iniciais.
Com efeito, visto que ¥ — 0, na medida em que o método avanca ao longo das
iteragoes, todos os N subproblemas sao resolvidos de maneira cada vez mais exata.

Oréculos inexatos tem sido também utilizados em parceria com algoritmos que
utilizam amostragens. Em [20] é apresentada a decomposicio estocastica - DE -
desenvolvida por Higle e Sen. A DE é um método de amostragem para os problemas
de otimizacao linear estocastica em dois estagios, e é um tipo de método de planos
cortantes. Em cada iteracio k& do método ¢ sorteado um novo cenario £¥, e resolvido
o seu subproblema associado obtendo a varidvel dual ©*. O método armazena estas
varidveis ao longo do processo iterativo no conjunto Dy, = Dy_1U{u*}, sendo Dy := ().
Para economizar esforco computacional, Dy, é utilizado como o conjunto viavel para
aproximar as solucoes duais dos demais subproblemas associados aos cendrios &7,
para 7 = 1,...,k — 1. Deste modo, o método proposto por Higle e Sen resolve
um Unico subproblema a cada iteracao, e constréi um modelo de planos cortantes
inexato, como ilustrado na Figura [L.2(b).

Baseados na decomposi¢io estocastica, Au, Higle e Sen [2I] utilizam subgra-
dientes p* € 0 fk(zk) para definir o novo iterado do método pela regra zF+1 .=
Py (2% — txp*) (em vez de resolver um programa mestre), onde t; > 0 é o tamanho
do passo, e Py(-) é o operador de projecio sobre o conjunto X. Como p*F é um
subgradiente de fy(2*), p¥ é um subgradiente inezato de fN (%) (com N = k), pela
propriedade de convexidade. Por este motivo, o método proposto em [21] é chamado
de método de subgradiente inexato. Assim como a DE, uma deficiéncia do método
do subgradiente inexato é a auséncia de um teste de parada confiavel.

Com o objetivo de controlar o nimero de hiperplanos (cortes) utilizados para
definir o modelo de planos cortantes, e obter assim uma subsequéncia de pontos

{z*} C {z*} C X para os quais a funcio objetivo tenha valores monotonamente

IMétodo de Nivel ou “Level Method”.



decrescentes, Higle e Sen estenderam a DE para a denominada decomposicdo esto-
castica reqularizada [22]. O método define cada iterado pela regra 2**! := o + td*,
onde t > 0 é uma constante, e d* é uma direcdo obtida resolvendo um problema qua-
dratico, similar ao problema quadratico considerado pelo método de feixes proximal.
O ponto x* é chamado de passo de incumbéncia, e é essencialmente o chamado passo
sério do método de feixes (ver Capitulo [3)).

A decomposigao estocastica regularizada pode ser interpretada como um método
de feixes “aleatério”. Devido a aleatoriedade na escolha dos problemas de segundo
estagios a serem resolvidos, os cortes inexatos satisfazem estimativas estatisticas
que, com probabilidade um, epi-convergem a fun¢ao f para uma subsequéncia de
passos de incumbéncia. Para testar a otimalidade de um ponto z* € X dado, é
utilizada uma heuristica que reconstréi (varias vezes) o modelo de planos cortantes
em ¥, utilizando o conjunto de varidveis duais Dj. Se uma proporcio significativa
das distancias dos modelos reconstruidos ao valor f(z*) (com N = k) for inferior a
uma tolerancia dada, o ponto z* ¢ aceito como uma solucao aproximada do problema
considerado.

Apesar dos passos de incumbéncia serem os passos sérios do método de feixes,
as técnicas propostas neste trabalho sao conceitualmente bastante diferentes da de-
composicao estocastica regularizada. Ao invés de sortear cendrios a partir de um
conjunto infinito de eventos, as técnicas propostas assumem que 0 processo esto-
castico subjacente possui um numero grande, porém finito de cenarios, e estuda
diferentes alternativas para construir cortes inexatos de modo que a imprecisao na
solucao seja controlada. Deste modo, os N cenarios que definem os subproblemas
sao considerados fixos e, portanto, nao sao alterados ao longo das iteragdes. Em vez
de escolher aleatoriamente os cenarios para os quais os subproblemas serao resolvi-
dos, a abordagem proposta neste trabalho seleciona os cenarios a partir de algum
critério de proximidade que permite agrupar cenarios de maneira consistente as hi-
poteses de convergéncia dos métodos de feixes inexatos. Desde que tais hipdteses
sao fracas, muitas estratégias de agrupamentos sao possiveis.

Em comparacao aos trabalhos [I6HIS], as estratégias propostas nesta tese permi-
tem um esforco computacional reduzido em todo o processo iterativo de resolugao
do problema (1.2, mesmo quando o nimero N é muito grande. No entanto, para
certas classes de problemas, o que se pode garantir ¢ a obtencao de solugdes apro-
ximadas de boa qualidade, ao invés de solugoes exatas. Os tipos de aproximagoes
consideradas neste trabalho sao exemplificados nas Figuras|1.2(d) (sendo ¢, igual a
zero em uma classe especial de problemas estudados na Secao e (e) (que pro-
porciona solugoes assintoticamente exatas). As solugoes aproximadas do problema
s@o obtidas sem a necessidade de resolver (pelos menos exatamente) todos os

N subproblemas f(z*, &%), para cada ¥ € X.



1.2 Objetivo e Contribuicoes do Trabalho

O principal objetivo deste trabalho consiste em prover ferramentas matematicas para
a obtencao de solugoes de boa qualidade, para os programas estocasticos convexos
da forma (|1.2]), mesmo quando o processo estocastico subjacente é representado por
uma quantidade consideravelmente grande de cenarios. Com esta finalidade, sao
desenvolvidos oraculos inexatos que sao empregados com alguns métodos inexatos
de otimizagao convexa nao diferenciavel.

A abordagem mais empregada em programacgdo estocastica consiste em obter
uma representacao razoavelmente pobre do processo estocastico (com poucos cené-
rios), e aplicar métodos exatos de otimizacao para resolver o problema de otimizagao
resultante. Neste trabalho, o enfoque é outro: sdo assumidas representagoes suficien-
temente boas do processo estocastico (considerando muitos cenarios), e o problema
de otimizacao resultante é resolvido de maneira aproximada. O principal foco é,
deste modo, os métodos de otimizacao, e nao os métodos de geracao de cenérios.
Por este motivo, é suposto que os cenarios que representam o processo estocastico
sejam fornecidos por métodos de geracao apropriados.

Mais especificamente, a area de atuacao deste trabalho é a otimizagao convexa
nao diferenciavel, onde sao considerados tanto os aspectos tedricos, quanto os as-
pectos computacionais. Como pode ser verificado ao longo deste texto, o contetido
tratado nao esta restrito a nenhum programa computacional especifico, ou a alguma
aplicacao especifica da programacao estocastica. Os resultados numéricos utiliza-
dos para validar os métodos de otimizacao considerados sao, em sua grande maioria,
encontrados na literatura, e sao bastante abrangentes, no sentido que envolvem dife-
rentes areas de aplicacdo, como por exemplo, a fabricacao de produtos para atender
uma demanda aleatoria, ou o gerenciamento financeiro de uma carteiras de investi-
mentos, assumindo medidas de risco.

A seguir sao evidenciadas as principais contribuigoes deste trabalho.

1. Aplicacao do método de feixes proximal inexato, proposto em [§], & programa-
¢ao estocastica. O oraculo considerado difere um pouco do oraculo assumido
em [8]. Por este motivo, é apresentada a analise de convergéncia do método,

adaptada a tais exigéncias.

2. Aplicagdo do método de feixes proximal parcialmente inexato, proposto em
[23], & programacao estocastica. Ao contrario do experimento numérico apre-
sentado em [23] para um problema de otimizagao inteira, o método de feixes
proximal parcialmente inexato utilizando um oraculo especifico para a pro-
gramagao linear estocastica em dois estagios apresenta resultados bastante

satisfatorios.



Assumindo hipoteses adicionais, é mostrado que o método de feixes proximal
parcialmente inexato tem terminacao finita quando a funcdo objetivo f e o

conjunto viavel X sao poliedrais.

Apresentacao de uma abordagem inexata para o método de nivel proximal
desenvolvido em [9]. O método resultante é denominado método de nivel
proximal inexato, e é um método alternativo ao método de feixes proximal

inexato.

Tendo verificado que o desempenho numérico do método de feixes proximal
parcialmente inexato é fortemente dependente da qualidade do oraculo parci-
almente inexato utilizado (este pode ter sido o motivo pelo qual Kiwiel [23] nao
obteve resultados satisfatorios com o método), é desenvolvido neste trabalho o
método de nivel parcialmente inexato. Este nao é um método proximal, e dis-
pensa o conceito de passos sérios e nulos. A anélise detalhada da convergéncia
do método é apresentada. Os resultados numéricos comprovam que o método
de nivel parcialmente inexato é menos susceptivel a qualidade do oraculo, do

que o método proposto em [23].

Sao propostas seis possiveis abordagens para os oraculos inexatos em progra-
macao estocastica. Para o caso linear, alguns destes oraculos sao fundamen-
tados em ideias relativamente simples, que analisam apenas o angulo formado
pelas inclinagoes das fungoes objetivo dos programas lineares definidos para ce-
narios diferentes. Outros oraculos sdo um pouco mais sofisticados, e envolvem

o conceito de métricas probabilisticas em espagos de fun¢des mensuraveis.

E realizada uma analise numérica comparando os métodos e ordculos conside-
rados, com os principais métodos utilizados em programacao estocastica. Ao
todo sdo considerados doze problemas numéricos, e vinte abordagens distin-
tas, que sao variantes do método de planos cortantes, do método de feixes

proximal, e do método de nivel.

Todas as abordagens inexatas e métodos apresentados tem um compromisso fiel

entre a teoria e a pratica. Todas as técnicas consideradas nesta tese sao desenvolvidas

e apresentadas prezando pelo formalismo matematico, e pela pratica computacional.

Além das contribuigoes citadas acima, este trabalho apresenta uma revisao geral

dos conceitos e resultados envolvidos em programagao estocastica.

1.3 Organizacao do Trabalho

O presente trabalho esta organizado como se segue: sdo desenvolvidos no Capitulo

alguns conceitos e resultados tedricos importantes na programagao estocastica (com
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recurso) em dois estagios e em multiestdgios. Tais resultados nao fazem parte das
contribuigoes deste trabalho, e podem ser obtidos em [I, 1T, 24].

E apresentado no Capitulo [3| o método de feizes proximal inexato - MFI, bem
como o seu algoritmo e a andlise de convergéncia. Este capitulo é fundamentado no
trabalho de Kiwiel, [§].

Baseado em [23], é apresentado no Capitulo 4| o método de feizes proximal par-
cialmente inexato - MFPI. Para este método é assumido um oraculo parcialmente
inexato, no sentido que, para determinados iterados z* € X, o valor exato da funcao
f(z*) e um subgradiente g(z*) € df(z"*) sdo disponibilizados. Diferentemente do
MFI, o MFPI determina assintoticamente uma solugao exata (quando existe) para
o problema de otimizagdo considerado.

Fundamentado no método de nivel proximal desenvolvido por Kiwiel [9], é in-
troduzido no Capitulo [f] o método de nivel prozimal inexato - MNI, que é uma
alternativa ao MFI.

Assumindo um oraculo parcialmente inexato, é proposto no Capitulo [ o método
de nivel parcialmente inexato - MNPI, bem como a sua andlise de convergéncia.
Assim como o MFPI, o MNPI determina assintoticamente uma solucao 6tima do
problema de otimizacao considerado.

E considerada no Capitulo [7| a aplicacio dos métodos de feixes inexatos (MFT e
MNTI), e dos métodos de feixes parcialmente inexatos (MFPI e MNPI), aos programas
lineares estocasticos em dois estagios. Sao propostos dois oraculos: um inexato, e
outro parcialmente inexato. E demonstrado que ambos estes ordculos satisfazem as
hipdteses exigidas por cada método.

A aplicacao dos métodos de feixes inexatos e parcialmente inexatos aos progra-
mas nao lineares estocasticos convexos em dois estagios é considerada no Capitulo
Bl Neste capitulo sdo propostos dois ordculos inexatos baseados em sele¢do de ce-
narios, e um oraculo parcialmente inexato baseado na desigualdade de Jensen, para
0s programas estocasticos convexos.

Os programas lineares estocasticos em multiestagios sdo considerados no Capi-
tulo @ E realizada um revisdo da decomposicio aninhada [25], e proposta uma
abordagem dual para a aplicacdo dos métodos de feixes inexatos e parcialmente
inexatos.

Sao apresentados no Capitulo [10] alguns problemas préticos de otimizagao esto-
castica, e sdo comparadas as suas solu¢oes numéricas obtidas pelas técnicas propos-
tas neste trabalho, e pelos principais métodos encontrados na literatura.

Sao reservadas ao Capitulo [I1] as principais conclusoes do trabalho.

Finalmente, com o objetivo de tornar o presente trabalho autocontido, estao in-
cluidos no final do texto algumas definigoes e metodologias relevantes. O Apéndice[A]

contém algumas defini¢Oes e resultados de analise convexa, utilizados ao longo deste
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trabalho. Para tratar a programacao estocastica com o devido formalismo matema-
tico se fazem necessarios alguns conceitos importantes da teoria de probabilidades,
também apresentados no Apéndice [A] O Apéndice [B] contém uma exposigao sucinta
do perfil da performance, um método grafico desenvolvido em [26] para avaliar e
comparar o desempenho computacional de um método de otimizacao. O Apéndice
[C] contém a descri¢ao, a formulagdo, e os parametros de dois programas lineares

estocésticos utilizados para validar numericamente os métodos propostos.
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Capitulo 2
Programacao Estocastica

Um programa estocdstico é um problema de otimizagao onde a fungao objetivo e/ou

o conjunto viavel dependem de parametros incertos, porém, com uma distribuicao

de probabilidades (conjunta) conhecida, e independente da varidvel de decisao.
Intimeros problemas da vida real sao modelados como programas estocasticos.

Dois exemplos classicos sao:

e 0 planejamento de sistemas hidrotérmicos de geracao de energia elétrica, que
possui como fonte de incertezas os pregos dos combustiveis, a demanda de
energia elétrica, e as afluéncias aos reservatorios de agua das usinas hidroelé-

tricas;

e 0 gerenciamento financeiro de uma carteira de investimentos, cuja fonte prin-
cipal de incertezas sao as taxas de retorno de cada ativo financeiro que compoe

a carteira.

Este capitulo esta dividido em trés segoes, segundo as particularidades dos pro-
blemas de otimizagao estocastica com recursos. A Segao contém uma descrigao
das principais caracteristicas de um programa estocastico. Sa@o considerados na
Sec¢ao os programas estocasticos em dois estagios. A extensao deste tipo de
problemas a um ntmero maior de estagios ¢ denominada programagao estocastica
em multiestagios, e é considerada na Se¢ao O material deste capitulo segue as

notagoes e conteudos de [1, Capitulos 2 e 3].

2.1 Consideracoes Gerais

As caracteristicas principais de um programa estocastico (com recurso) podem ser

resumidas como apresentadas em [15]:

(i) um estagio geralmente representa um (ou mais) periodo(s) de tempo;

(ii) o primeiro estagio, em geral, ndo envolve incertezas;
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(iii) no inicio de cada estagio as incertezas sao reveladas, sendo que os
eventos incertos dos estagios seguintes sao conhecidos em um sentido
probabilistico;
(iv) no primeiro estagio as decisoes devem ser tomadas antes das reali-
zagoes futuras;
(v) na medida em que os eventos futuros vao sendo revelados, diretivas

de corregao (recursos) sao retornadas ao primeiro estégio.

Em relacao ao item (i), em geral considera-se como periodo a discretizagao intrinseca
da modelagem do problema, enquanto estdgio é a discretizagdo considerada para o
método de otimizag¢ao. O primeiro estagio em programacao estocéstica geralmente
corresponde ao tempo inicial, instante em que as decisoes devem ser tomadas. Por
isso, todos os parametros que definem o problema no primeiro estagio sao observa-
veis (ou pelo menos estimados com um alto grau de acuracia), e deste modo sao
deterministicos. Estes comentérios esclarecem os itens (ii) e (iii).

Os itens (iv) e (v) correspondem, respectivamente, aos programas estocasticos
com recursos, [, Capitulo 2].

Em [I5] os métodos de programagao estocastica sao divididos em duas classes:
aqueles que definem todo o conjunto de incertezas mediante uma arvore de cenérios,
denominados métodos baseados em drvore; e aqueles que consideram amostragem
durante o processo de otimizagao, denominados métodos baseados em amostragem.
Uma técnica comumente empregada com os métodos baseados em arvore é a Sample
Average Aproximation - SAA - apresentada em [I, Capitulo 5], que consiste em
resolver o programa estocastico subjacente para diferentes arvores de cenarios, de
modo que se obtenha um intervalo de confianga para o valor 6timo do problema
(1)

Em geral, os métodos de otimizacao para resolver programas lineares estocasticos
se dividem nas duas categorias, sendo os métodos baseados em amostragem mais
comuns no caso multiestagios. Com frequéncia os métodos desta classe consideram
uma arvore de cenarios muito grande, e deste modo, sao realizadas amostragens
dos cenarios que serao percorridos, de modo que o problema seja aproximado,
[12, 13, 15, 27]. O presente trabalho pertence a categoria dos métodos baseados em
arvore.

Para definir matematicamente um programa estocastico, sejam F a o—algebra
gerada pelo conjunto fechado =, e £ uma possivel realizacao da variavel aleatéria
¢: (0, F) — (2, F), definida em um espaco de probabilidades apropriado (Q, F, P).
A realizagdo &(w) = £ é chamada de evento aleatério, ou simplesmente, cendrio.
Definindo a medida de probabilidades em = por P(A) := P({w € Q: £(w) € A}),
para todo subconjunto A C Z, tem-se o espago de probabilidades (=, F, P) induzido

por &.
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Uma formulagao amplamente utilizada em programacao estocastica é a minimi-
zagao do valor esperado das fungoes parametrizadas pelos cenérios, f: X X Z — R,

segundo a distribui¢ao de probabilidades P. Procura-se entao resolver o problema

min E[f(x,§)], com X CR". (2.1)

reX

Assume-se a hip6tese de que a funcio f(-,€) seja quase certamente! (q.c.) semicon-
tinua inferiormente para garantir que o valor esperado E[f(z,&)] seja semicontinuo
inferiormente, [I] (ver Defini¢ao [2.4). Deste modo, se domE[f(z,§)] N X C R™ é
nao vazio, e X é um conjunto compacto, o problema possui a0 menos uma
solugao 6tima x*.

A formulagdo do problema é justificada pela Lei dos Grandes Numeros, e
tem a seguinte interpretagdo: em média, a solucao z* é uma decisao 6tima para
qualquer possivel realizacao £ € =.

Existem também formulagoes que consideram somente eventos extremos, e re-
solvem o problema considerando um tnico cenério £ € 2, e f(z) = f(z,£)
(por exemplo, o pior caso). Uma deficiéncia evidente desta formulagao é a obten-
¢ao de solugoes excessivamente otimistas ou pessimistas, de acordo com o cenario é
escolhido.

Um compromisso com as possiveis variagoes dos valores f(z,§), para £ € E e
x € X fixo, pode ser obtido considerando uma funcao nao decrescente e convexa
p: L(E,F,P) — R, que determina uma medida de risco proporcionada pela
decisdo z. O espago L,(=,F,P) para p € [1,00) é determinado pelas fungoes
F—mensuraveis ¢ : = — R, tais que E|p(§)?| < oo. Com este desenvolvimento,

uma formulagdo avessa ao risco para o problema (2.1) é dada por

min p (E[f(z,¢)])-

reX

Um estudo detalhado acerca das medidas de risco p é apresentado em [I], Capitulo
6]. Desde que p seja convexa, a metodologia desenvolvida neste trabalho pode ser
aplicada ao problema acima.

A seguir é considerada a programacao estocastica em dois estagios.

2.2 Programacao Estocastica em Dois Estagios

Seja X C R™ um conjunto nao vazio e independente dos parametros incertos, de-
nominado conjunto viavel de primeiro estagio. Um programa estocastico em dois

estagios pode ser genericamente representado por (2.1)), com a funcao f(-,¢) dada

'Em termos probabilisticos, a expressdo “quase certamente” significa que um resultado vale a
menos de um conjunto com probabilidade zero.
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por

fz,8) == filz) + il fa(y,€), (2.2)

yeX (x

onde X (z,£) C R"™ é o conjunto vidvel de segundo estégio determinado pela multi-
funcao X : R"™ x = == R™. A variavel x representa o vetor de decisdes que devem

ser tomadas antes da realizagdo do evento incerto £. Este primeiro periodo, em que

nao existem incertezas, é denominado primeiro estigio. As fungoes f; : R" — R e
fo: R™ x = — R sdo denominadas func¢oes de primeiro e segundo estagio, respec-
tivamente.

Segundo [2§], “os modelos em dois estigios permitem que se faga uma escolha
inicial (dita de primeiro estégio) antes de se conhecer o valor dos parametros incertos.
Apos o conhecimento dos valores dos mesmos, o agente de decisao faz novas escolhas
(ditas de segundo estagio) que visam corrigir possiveis efeitos negativos gerados pela
decis@o de primeiro estagio (por este motivo, as decisdes de segundo estagio também
sao chamadas de agoes corretivas)”.

O problema — é dito ser um programa linear estocastico em dois estagios

se X é um conjunto poliedral,

filz) =c"z, foly,&) :=q"y, e

X(x,§) ={yeRy?: Te+ Wy =h},

onde os vetores ¢, ¢, h e as matrizes T, W possuem dimensoes compativeis, e com-

poem o cendrio® £ := (q,h, T, W) do problema de segundo estégio.

Definigao 2.1 O problema (2.1)-(2.2)) é dito ser um programa com recurso fixo se

a matriz de recurso W nao ¢ aleatoria.
OJ

Definicao 2.2 O problema — é denominado um programa com recurso re-
lativamente completo se o conjunto vidvel para as varidveis de sequndo estdigio defi-
nido pela multifuncio X (x,€&) é nao vazio para todo x € X e para q.c. todo £ € =.
Além disso, se as propriedades valem para todo v € R", diz-se que — € um

programa com Tecurso completo.

O
Uma condi¢ao importante que deve ser satisfeita pelos problemas gerais de mini-

mizagao (em otimizagdo continua) é a semicontinuidade inferior da fungao objetivo.

2Com esta notagdo, £ é um evento da varidvel aleatéria &€(w) := (q(w), h(w), T'(w), W (w)).
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Defini¢ao 2.3 Uma funcgao f: X — R é dita ser semicontinua inferiormente (sci)
se [T ((a,00]) == {zx € X : f(x) > a} € um conjunto aberto em X, para todo
acR.

OJ
Em programacao estocastica, a nocao de semicontinuidade inferior é estendida de

modo que a aleatoriedade do problema seja incorporada.

Definicao 2.4 Uma funcio f : X x = — R ¢é dita ser aleatoria semicontinua

inferiormente (asci) se valem concomitantemente as trés relagoes sequintes:

(1) a funcao f(-,€) € q.c. semicontinua inferiormente;
(7i) a multifungao & — dom f(-,&) € mensurdvel;

(1ii) a fungao f(x,-) é mensurdvel para cada v € X fixo.

O

Se para £ € Z, um evento fixo, a funcao f(+,£) é semicontinua inferiormente, prépria
e convexa no conjunto convexo X, entdo f(-,£) é uma fungao fechada, e o conjunto
de nivel Ly(a) := {x € X : f(x,§) < a} é convexo e fechado, [29, p. 263]. Se &
é qualquer evento em um conjunto A C = tal que P(A) = 1, entdo f(+,€) é q.c.
semicontinua inferiormente. Além disso, se o conjunto viavel para as variaveis de
segundo estagio definido pela multifuncao X (-,£) é compacto e ndo vazio, entao a
condigao (i) juntamente com a hipétese de que f(+, &) é prépria e convexa garantem
a existéncia (exceto, possivelmente, para um conjunto com probabilidade nula em
=) de ao menos uma solugao para o problema min,cy f(x,€). Os itens (ii) e (iii) da
Definicao asseguram que o conjunto viavel e a funcao f(z,-) estao bem definidos
no espago de probabilidades (Z, F, P).

Segue das consideragoes acima a seguinte representagao para o problema (12.1))-

€2

min f(z) com f(z) = fi(z) + Q(x), (2.3a)
e Q(z) := E[Q(x,§)], onde a func¢do de recurso é a solugdo étima do problema de
otimizacao

Como resultado desta formulagao, a variavel de segundo estagio descreve as decisoes
como fungoes de z e dos eventos incertos £ € =, e nao como simples vetores em R"2.
Assim sendo, a fungdo £ — y(§) é assumida pertencer a um espago de fungoes
apropriado. Quando a variavel aleatéria € possui seus r > 1 momentos finitos, e
y(€) é uma funcdo continua em =, entdo y(&) € L.(E,F, P;R™), [30, Secao 1].
Por este motivo, quando o conjunto = possui infinitos eventos £, a formulagao ([2.3])

corresponde a um problema de otimizacao de dimensao infinita.
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Entretanto, em algumas situagoes, a fungao de recurso (média)

Q(x) = ElQ(x, )] == [ Qx,)dP(€)

possui uma representacao explicita, compacta, e até mesmo diferencidvel (ver Exem-
plo a seguir). Nesta classe de problemas, a variavel de decisao (z,y) € R"*"2
tem dimensao finita, e o problema limita-se aos problemas de otimizagao linear
ou nao linear, podendo entdo ser resolvidos por métodos especializados. E impor-
tante destacar que uma representacao explicita para o valor esperado E[Q(x,&)] é,
na maioria das aplicacoes, impossivel de se obter. Nesta situagao, o problema é
intratavel computacionalmente devido a exigéncia de calcular a integral (geralmente
multidimensional) correspondente ao valor esperado. Com a intengao de tornar os
calculos manejaveis, discretiza-se o espago amostral = em um ntmero finito de even-
tos {€, ..., &N}, Este processo é chamado de geracdo de cendrios. Para detalhes
sobre este tema, recomendam-se as referéncias [I1], 31, 32] e [33].

E importante ressaltar que se o conjunto suporte = possui infinitos elementos,
a hipdtese de recurso relativamente completo nao é suficiente para garantir a via-
bilidade do programa estocastico quando sao considerados quaisquer eventos finitos
{&,... &N} C = para representar f(-) = fi(-) + Q(-). Afim de verificar esta afir-
magao, suponha que para todo conjunto A C Z tal que P(A) = 1, a condigao
X(x,&) # 0 para todo £ € A e x € X é valida, i.e., a hipitese de recurso relativa-
mente completo é verificada. Suponha também que ¢ realizada uma discretizagao
finita do espaco amostral (Z,F), e um cenario ¢ € =N A é obtido. Neste sen-
tido, sem hipdteses adicionais nao ha garantias de que o conjunto X(z, é) seja nao
vazio para ao menos algum z € X. Se X(z,£) é vazio para todo z € X, entdo
Q(x,€) = oo. Como a probabilidade pontual p(€) é positiva (devido a discretizacio
finita), tem-se que Q(x) = SN, p(¢)Q(x, &) = oo para todo # € X. Em outras
palavras, a condicao de recurso relativamente completo nao assegura que o conjunto
NeczX (2, €) seja ndo vazio para ao menos um ponto z € X. O Exemplo ilustra

esta situacgao.

Exemplo 2.1 Seja o sequinte programa linear estocastico em dois estagios

min  f(z) com f(x)=—z+E[Q(x,9)]}, (2.4)

0<a<1/2
sendo que & € Z:=[0,1] tem fungao de densidade dada por g(§) = 2¢€, e
Q(z,§):=miny sa y¢=1—x, y>0.

O problema (2.4) tem recurso relativamente completo, e o recurso dado por &£ =W €

[0, 1] € aleatorio. E importante notar que para & =0, o conjunto vidvel do programa
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de sequndo estagio é vazio, e para cada x € [0,1/2] tem-se que

(1-2)/& se&e(0,1],

00 se & = 0.

o |
Apesar de o problema Q(-,€) ser invidvel para & = 0, o valor esperado E[Q(x,&)]
estda bem definido, e € dado por

1l—=x

§

BQn €)= [ Qe a(ae = [ (1) 26 =201 - )

Assim sendo, o problema de otimizagdo considerado se resume a

i =2-3
JJuin f(x) com [(z) T,
com solugdo e valor étimo iguais a 1/2. No entanto, para qualquer discretizagao de

= em N cendarios tal que o elemento zero seja um evento com probabilidade nao nula
(i.e., & =0 para algum i € {1,--- N}, e p(&) > 0), o problema (2.4) é invidvel.

O

Felizmente, existem condi¢des que asseguram a viabilidade do problema
utilizando qualquer discretizagao (finita ou nao) do conjunto suporte =.

A Proposicao a seguir, demonstrada em [I1, Teorema 3], fornece condigoes
para que o problema seja viavel, independentemente da discretizacao de =.

Proposicao 2.1 Suponha que o problema (2.3)) tem recurso fixo: W é uma matriz

deterministica. Sejam os conjuntos
Ky={z:9(r) <o} e Ki={x:Nee=X (&) # 0D},

onde X (z,§) :={y € RY*: Tx+ Wy = h}. Se a varidvel aleatoria & que define o

cendrio & = (q, h,T) tem variincia finita, entdo
K, = K.

O
E importante notar que a hipétese de recurso relativamente completo garante que
o conjunto X N K, seja nao vazio. No entanto, para garantir a viabilidade do
problema para toda discretizagdo (finita ou ndo) do conjunto suporte =, é
necessdrio assumir que X N K5 # ().
Quando o problema é um programa linear, a Proposicao a seguir

estabelece condigoes suficientes para que a fungao Q(-) seja bem definida.
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Proposicao 2.2 Considere o programa linear definido pelo problema (2.3bf), com
fungao fo(-,€) afim. Além disso, suponha que:

(1) o problema (2.3)) tenha recurso fixo;

(i1) a varidvel & que define £ = (q,h,T) € = possui variincia finita;
(1ii) o conjunto de sequndo estagio X (xz,§) € q.c. ndo vazio para todo
r e X.

Entao a fung¢io Q(z) = E[Q(x,§)] € bem definida e Q(x) > —oo para todo x €
R™. Adicionalmente, Q é convexa, sci e Lipschitz continua no conjunto® convezo e
fechado:

dom Q :={z € R": h—Tx € posW, c.p.1}.

Prova. Dada a condicao (ii), valem as seguintes desigualdades, []
Elllgll[[pll} < oo e EfllgH[T} < oo.

Portanto, o resultado segue da Proposi¢ao 2.7 em [I]. =
A seguir sao assumidas as seguintes hipoteses acerca do problema ([2.1):
h1. o conjunto de primeiro estagio X é nao vazio, convexo e compacto.

h2. para cada £ = (h,T) € Z as imagens da multifungao X(-,¢) definem conjuntos

compactos nao vazios dados por X' (z,€£) := {y € R}? : Ta + Wy = h};
h3. as fungoes parametrizadas f(-,£) sdo préprias e convexas em X’;
h4. a fungdo f: X x Z — R é asci, i.e. f(+,&) é q.c. sci;

h

ot

. o problema ([2.3]) possui recurso relativamente completo.

As hipoteses h1-h5 permitem definir as condigoes de otimalidade para os progra-

mas estocasticos em dois estagios, apresentadas a seguir.

2.2.1 Condicoes de Otimalidade

As hipéteses h1-hb asseguram que X N K, # () é compacto, e deste modo, garantem
a existéncia de uma solugao 6tima para o problema .

Dado u € R™2, a fungao Lagrangiana do subproblema de segundo estagio Q(z, -)
definido em ([2.3b|) é dada por

3Define-se o conjunto pos W por {x : x = Wy, y > 0}.
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Sob as hipdteses h2 e h3, o problema tem uma solugao 6tima y*(§). Dada
h5, pelo [29, Teorema 28.2 e Corolério 28.2.2] existe um multiplicador de Lagrange
6timo u*(€) = argsup, L(y*(§), w; x, &), e ndo héa brecha de dualidade [29, Teorema
28.3], i.e

inf sup L(y, u;z,§) = sup mf L(y,u;x,§). (2.5)

y20 u

Deste modo,

Q(z,§) = sup,infy>o L(y,u;z,§)
= sup,{u"(Tz — h) + infy>o[f2(y,§) + u Wy}
= sup,{u(h —Tx) + sup,o[fa(y, §) —u Wy}
= sup,{u’(h —Tz) - 0(u)},

onde 6 : R™ — R U {—00,00} ¢é a fungao dual estendida dada por
B(u) = — nf{ sl ) — u W, 26)

Para verificar a convexidade da fungao Q(-,§) faz-se uso da Proposicao a

seguir.

Proposicao 2.3 Dadas as hipéteses h1-h3, a fun¢io Q(-,§) : X — R é convezra
para todo § € =.

Prova. Sejam z e z em X e A € [0, 1]. Entao, por hl, o ponto x, := Az + (1 — \)z

pertence ao conjunto X, e segue de h2 e h3 a relacao

Q) sup,{u"(h = Tx)) = 0(u)}
sup,{u” (A(h = Tx) + (1 = A)(h = T2)) — 0(u)}
Asup, {u”(h —Tw) = 0(u)} + (1 = A)sup,{u"(h — T2) — 6(u)}

AQ(z,8) + (1 - N)Q(%,¢),

IA A

ie., Q(+,&) é uma fungao convexa. m

A seguir verifica-se a convexidade de Q(x,-), para x € X um ponto dado.

Proposicao 2.4 Dadas as hipoteses h1-h3, suponha adicionalmente que a funcao
de sequndo estagio fy : R™ x Z — R independe dos cendrios, i.e., fa(y,&) = fa(y).

Entao a fung¢io Q(x,-) : E — R € convexa para cada x € X fizo.

Prova. Desde que a fungao f; e a matriz W sdo deterministicas, a fungao 6(-)
definida ([2.6) é independente do cenério £ € =. Deste modo, tomando

=AM+ (1—=NE para Ae[0,1] e £,
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o resultado enunciado é obtido de modo analogo a demonstragao da

Proposicao 2.4, m

Como mencionado, existe um multiplicador de Lagrange u*(§) 6timo tal que
Qx,€) = sup,{u”(h = Tx) = 0(u)} = {u"(§)"(h — Tx) — 0(u"(§))}. Assim sendo,
a derivada direcional de Q(z,&) em relagdo a x é =T u*(§), demonstrando deste

modo, o resultado da Proposicao a seguir.

Proposigao 2.5 Seja u* (&) uma solugao do problema dual sup,{u’(h—Tx)—60(u)},
para a fungio 0(-) dada em (2.6). Entdo,

—TTU(€) € 0Q(x, €).

O
Supondo que X N KZ # ), considera-se a seguir um nimero finito N de cenarios

¢ € Z. Seja P = (py,...,pn) uma medida de probabilidades discreta. Entao, pelas

representagoes (2.1)), e (2.3b)), pode-se escrever a fungao objetivo do problema ([2.3)
por

fH(x) = fi(z) + ;pz@(l’f")-

Pelo teorema de Moreau-Rockafellar [I, Teorema 7.4],
N .
OfN(z) 2 0fi(x) + > pi0Q(x,£), para todo x € dom f7.
i=1

Entdo, se g, € 0f1(x) tem-se pela Proposicio [2.5 que g — SN | piTTu*(€%) € Of(x).
Pelo Teorema 3.4.13 de [34], o ponto z* € X é uma solugao 6tima do problema

([2.3) se, e somente se, existe um ponto py no cone normal Ny (z*) tal que
N .
g1 — ZpiTTU*(fl) —px =0. (2.7)
i=1

As hipéteses hl, h4 e h5 resultam que dom f tem interior relativo nao vazio,
e a relagao pode ser obtida mesmo quando a distribuicao P é continua, i.e.,
quando infinitos cendrios £ € = sdo considerados (ver [I, Teorema 7.47]).

A seguir sao considerados os problemas de otimizagao estocéastica em multiesta-

gios.

2.3 Programacao Estocastica em Multiestagios

Um programa estocastico em multiestdgios é um problema de otimizacao em que

as incertezas dos parametros vao se revelando ao longo de T' estagios de tempo
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(T > 2). Asvariaveis de decisao sao temporalmente dependentes, mas independentes

da realizacao de eventos futuros, [I].

Sejam t € {1,...,T} um indice de tempo correspondente ao horizonte de T
estagios, (, F, P) o espago de probabilidades, com & := (£, -+ ,&r) € Z um cenario
do processo estocastico &, e F é a o—algebra gerada por = :==; X ... X Zp.

Parat = 1,...,T e cada £ € Z, seja ;(§) € R™ uma funcao de £. Utiliza-
se a notacao &y := (&, ...,&) para representar a trajetéria do cendrio § até o
estagio t; definindo n; := Zle ng, resulta que a estratégia (também chamada de
politica) x(&y) = (21(£), ..., 24(§)) € R™ é uma funcao dos cendrios { € =. Para
t=2---,T, seja &, : R"' X Ey = R™ a multifuncdo que define o conjunto
vidvel para o estagio t. A estratégia () é dita ser F—mensuravel (ou simplesmente
mensuravel) quando z () € Xy (wi-1,&p). Com este desenvolvimento, um programa

estocastico em multiestagios pode ser escrito usando a formulagdo estdtica a seguir:

{ 060000, ere) BLAG) + (02(6),€0) + -+ Fr(wr(€), &) .

s.a r1 € X1, 24(8) € Xy(w—1,&py), parat =2,...,T.

Utilizando a notagao Ej¢,[] para representar o valor esperado (com relagdo a pro-
babilidade P) condicionado a trajetoria (ou passado) £, uma maneira alternativa
de se representar um programa estocastico em multiestagios emprega a formulacao
aninhada, [1, Capitulo 3]:

min E[f(z1,£)], (2.9a)

T1EX]

com

]E[f<x17 f)] = fl(x1> + IE“|§[1] [infmzeXz(m,&[g]) fQ(x27£2)+

E|§[2] {infx36X3(m27§[3]) fa(zs, &)+ ...+ E|§[T71] [infiUTGXT($T—17§[T]) fr(xr, ér)] .. ”
(2.9b)

A fungao f(-, &) assim definida é uma extensao do caso em dois estagios. Se a dis-
tribuigdo de probabilidades ¢ temporalmente independente, o valor esperado Ej¢, [']
pode ser substituido por Ep,[-], onde P, é a distribuicdo de probabilidades definida
no espago amostral (2, F;). Esta formulagao é computacionalmente interessante,
por induzir nitidamente uma decomposicao por estagios.

Finalmente, também pode-se representar o problema ([2.9) com uma formulagdio

dinamica:
xflﬂelgcll f(z1), com  f(z1) = fi(z1) + Qa(z1, &), (2.10a)
onde a fungao Qs é definida por recorréncia. Mais precisamente, parat =1,...,T —

1, as fungoes de recurso sao definidas por

Qt+1($t,5[t+1]) = inf {fer(weg, &) + Qt+2($t+175[t+1})}» (2.10b)

41 €Xpt1 (T4,€[141)
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a partir das quais sao definidas as fungoes

Ejg [Qur (e, §pprn)] set €{1,...,T -1}

2.10c
0 set="1T. ( )

Qt+1($t7€[t]) = {
Em [33, Capitulo 2] sdo estabelecidas algumas condig¢oes que devem ser satisfei-
tas por um programa estocastico de modo que as formulagoes e sejam
equivalentes em termos de solucao e valor 6timo, [33, Teorema 2.6]. Tais condigoes
sao geralmente verificadas em problemas praticos, e se referem, por exemplo, a com-
pacidade do conjunto suporte =, a hipdtese de recurso relativamente completo, e a
exigéncia de que a funcao f: X X = — seja asci.
Novamente, se a distribuicdo de probabilidades condicionada ¢ temporalmente

independente, pode-se escrever Q; (s, {y) como Qppq(wy).

Exemplo 2.2 (Independéncia temporal.)
Para t = 2,...,T, suponha que a varidvel aleatoria &, represente o resultado do

lancamento de uma moeda. Suponha que:

1 se o resultado do lancamento é cara, com probabilidade p
§i(w) =& =

0 se o resultado do lancamento € coroa, com probabilidade 1 — p .

Portanto, no instante de tempo t existem apenas 21 trajetérias diferentes de re-
sultados de langamentos . No entanto, os possiveis eventos da wvaridvel &,
ndo se alteram, e sdo, portanto, 0 e 1. Logo, P(§1(w) = 1|§y = &) = p e
P(&1(w) = 0[&y = &) = 1 — p, para cada uma das 2171 trajetoria &y, i.e., a

distribuicao de probabilidades condicionada é temporalmente independente.

Um programa estocastico em multiestagios é dito ser linear quando
filxy) i=c'ay, A= {1’1 €ERL: Ax= bl}, [, &) = c'wy, e

Xt(xt—lygt) = {xt € R:l-t : tht—l + Atxt = bt} , para = 2a s 7T7

onde os vetores ¢;, by, e as matrizes A;, B; (com dimensoes compativeis) de-
finem o cendrio & = (¢, Ay, B, b)) € Z; da varidvel aleatéria &,(w) =
(c(w), Ay(w), By(w), by(w)), com & = (¢1, Aq, b1) deterministico. O seguinte exemplo

ilustra um problema de otimizacao linear estocastica em multiestagios.
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Exemplo 2.3 Considere o sequinte programa em trés estagios:

minx7r E {Z?:l ftxt}
s.a (z4,14) € RE
(¢, 1) € Fy — mensurdvel (2.11)

Ty — T—1 = Ty, t:273

(&1 :O,T’3:5,

onde = = {&1,€2,63, €4}, e os cendrios (eventos) €, i = 1,...,4 sdo equiprovdveis

(pi = 1/4) e representados pela drvore de cendrios da Figura[2.1. Cada valor ¢; é

Figura 2.1: Arvore de cenérios.

chamado de no da arvore. Todo cendrio & representa a trajetoria do evento incerto
desde o no raiz ¢y até as “folhas da drvore”, representadas pelos nds cj, com j =
4,...,7. Deste modo, o cendrio 2 é representado por £* := {2 = ¢1,&5 = ¢, =
¢s}. Dada a drvore de cendrios da Figura a o—dlgebra F gerada pelo conjunto
= € composta pelas partes de =, i.e., F :=P(Z). Parat=1 et =2, as c—dlgebras
sao dadas, respectivamente, por Fy = {0,Z} e Fo = {0, {cq,cs5}, {c6, 7}, 2} A
sequéncia F1 C Fo C F é chamada de filtracdo da o—dlgebra F.

Desconsiderando as restricoes de mensurabilidade do problema (2.11), e

resolvendo-o para cada cendrio &, tém-se 4 solucoes para cada estagio:
e cstdgio 1 proporciona x1(€Y), 21(€2), x1(€3) e z1(£Y);
e estdgio 2 proporciona xo(EY), x9(€%), 22(E3) € zo(EY);
e estdgio 3 proporciona x3(€Y), x3(€%), 23(&3) e z3(&Y).

No entanto, como ilustrado na Figura|2.1|, a solucao do no cy4 esta relacionada com
a solugcdo do no cy, e € diretamente dependente da solucao do no co. Analogamente,
0 nd c; depende dos nds ¢y e c3. Deste modo, as solugoes x1(£") devem ser idénticas

para i = 1,...,4. Quando este resultado € verificado, diz-se que a estratégia x1(£')
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¢ Fi—mensuravel. Mais especificamente, para qualquer r € R,

xy

1 0, sex (&) #r, parai=1,...,4;
(r) =

=, sex (&) =r parai=1,...,4.

Deste modo, qualquer que seja r € R, tem-se que x7"(r) € F,. Note que se tivesse
r1(&Y) =1 e x1(€") # 1 para i = 2,3,4, a varidvel T, ndo seria Fy—mensurdvel,
pois {E'} & Fy e {&%,83, &4 ¢ Fi. A estratégia x(€) é F—mensurdvel quando x(&;)
é Fy—mensuravel para t =1,...,7T.

Assim sendo, a formulacao do problema considerando explicitamente as

restrigoes de mensurabilidade €, para x& := x(£}):

- { (c1o] + comd + cyzd) /4 + (122 + ol + c523) /4 + }
o (127 + 323 + cex3) /4 + (crx] + czay + cral) /4

s.a (wi,ri).e Rit=1,23ei=1,...,4 (2.12)

=, 0,5 =1,...,4, v =23, 23 =1} (4)

ri—rl =2, t=23ei=1,...,4

ri=0,rk=5i=1,...,4.

As equagoes definidas em (i) representam a restri¢io de mensurabilidade do pro-

blema.

Para que um problema de otimizacao estocastica em multiestagios seja computa-
cionalmente abordével, é preciso que se formulem as restricoes de mensurabilidade
de maneira a torna-las implementaveis, como ilustrado no Exemplo Por este

motivo, as restrigoes (i) em (2.12)) sdo chamadas de restri¢des de implementabilidade.

Definicao 2.5 Em geral, se dois cendrios tém a mesma sequéncia de nds entre o
primeiro e o t-ésimo estdgios, eles tém a mesma parcela de informagoes durante
estes periodos. Consequentemente, decisoes associadas a tais cendrios devem ser
idénticas até o t-ésimo periodo. FEste requerimento € conhecido como condigdo de

implementabilidade, ou “nonanticipativity” em inglés.

O
Portanto, em programacao estocastica o conceito de mensurabilidade é equivalente
ao conceito de implementabilidade.
Assim como para os programas em dois estagios, nesta secdo sdo assumidas as

seguintes hipéteses para os programas em multiestagios:

H1. o conjunto de primeiro estagio X; é nao vazio, convexo e compacto.
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H2. para cada & := (¢,b, B;) € Z a imagem da multifungao A;(-,&;) define
um conjunto compacto para o t—ésimo estagio, dado por Xy(z; 1,&) =
{z, e R™: Byxy 1+ Ay = b}, parat=2,...,T;

H3. a func¢ao objetivo em cada estagio t ¢é linear:

cixy se x>0

fe(we, &) = {

00 se xy 2 0.

H4. o problema ([2.9) possui recurso relativamente completo, e possui um niimero

finito N de cenéarios.

A seguir sao dadas as condigoes de otimalidade para os problemas em multies-

tagios.

2.3.1 Condicoes de Otimalidade

E considerada nesta se¢ao a formulacao dindmica do problema . Dadas as
hipéteses H2 e H3, segue da Proposicao que a fungdo Qr ¢é convexa. Utilizando o
principio de indugao desde o T'—ésimo até o primeiro estagio, conclui-se que f(x1) =
fi(z1) + Qa(z1) é uma funcado convexa e, dada HI, ¢ um programa convexo.
Adicionalmente, se vale H4, o problema possui uma solugao 6tima.

A Lagrangiana associada ao problema Qy(x;—1,&p) ¢ dada por
L(wy,us 201, &) = filwe, &) + Qegr(we, §g) +u' (Biwg—y + Ay — by).

No resultado a seguir, Dy(x;—1, &) denota o conjunto das solugdes 6timas do pro-
blema dual: sup, L(x, u; x¢—1, &), para (x4-1,&y) fixos.

Proposigdo 2.6 Se valem as hipoteses H2, H3 e H{, entdo dados (xy_1,&p) fixos:

(Z) Qt (xt—la g[t]) - infmt sSup,, E(xta U; Ty—1, g[t]) = Sup, infﬂ:t ‘C(xta U; Tt—1, g[t]); i.@.,
nao ha brecha de dualidade;

(ii) x; (&) é uma solugao dtima de (2.10b)) se, e somente se, existe uj(&;) €
Dt(xtflag[t]) satisfazendo 0 € 35(332*(&), Uf(ft); 951&71,5[1&]);'

(i) a fungio Qi(wi—1,&y) € subdiferenciavel em w1 e 0Qu(wi—1,&y) =
_BtTDtCUtflvéﬂ[t})'

O
Sob as hipdteses H2 e H4, a funcéo Q4(, &) ¢ c.p.1 finita?, e vale a condi¢do D1 de

4Porque N é finito.
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[T, p. 78]. Deste modo, a proposi¢ao enunciada é um caso particular da Proposicao
3.3 de [1], a qual é rigorosamente demonstrada por seus autores.

Sendo a fungao Q¢(-, &) finita, valem a condigao D3 de [I] e o teorema seguinte
(ver [I, Teorema 3.5]).

Teorema 2.1 Sob as hipdteses H2 e Hj, uma solugio x; (') € dtima se, e somente
se, eziste um mapeamento mensurdvel u; (&), t =1,...,T, tal que a sequinte condi-

cao € valida

0 € 0fi(xy (&) — A ui (&) — Eigy [Bra "1 (Ge41)],

—_
—

para q.c. todo § € Ey et =1,...,T, onde o termo em T'+ 1 € zero.

O
O Teorema assegura que uma estratégia z(£) F—mensuravel é 6tima se cada um
dos vetores z;(§) que a compdem é uma solugao 6tima do subproblema que define
Qit1(x¢,&y). Este é entdo um resultado importante que possibilita a aplicagao de
técnicas de decomposicao para resolver o problema (2.10)).

Para um cenario fixo &, a ideia principal das técnicas de decomposicao é construir
uma envoltéria convexa de hiperplanos suporte para a funcao fi (¢, &)+ Q1 (24, §y)
utilizando linearizacoes de primeira ordem para diferentes iterados z¥(€), onde k é
um contador de iteracao.

Contudo, mesmo com a estrutura favoravel as técnicas de decomposi¢ao, os pro-
gramas estocasticos sao dificeis de serem abordados, devido as dimensoes elevadas

das varidveis e restrigoes, como explicado a seguir.

2.3.2 Explosao da Dimensionalidade

Quando a distribui¢ao de probabilidades P é continua (= é um conjunto infinito) foi
mencionado na Subse¢do [2.2] que o artificio empregado para viabilizar a resolugao
numérica do programa estocastico ¢ a discretizagao do conjunto = em um nimero
finito de cendrios, usando, por exemplo, uma decomposicao SAA do problema. Dis-
cretizando cada conjunto Z; em |=Z;| cendrios, o problema pode ser decomposto
em N := YT, N, subproblemas, onde N; = 1 e N; := N, {|Z| parat =2,...,T.
Neste sentido, a quantidade de subproblemas que definem o programa estocastico
aumenta (exponencialmente) com o nimero de estagios. Este fendmeno é conhecido
como maldicio da dimensionalidade®, e depende do tamanho da arvore de cendrios,

nao do espago de estados como na programagao dindmica [11, pp. 69-72].

5Em inglés, curse of dimensionality; termo cunhado pelo pesquisador e professor Richard Ernest
Bellman, e bastante usado na area de programagao dinamica.
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Para que a resolugao do problema ([2.10]) (equivalentemente o problema (|1.1])) seja
possivel em termos de tempo computacional, é preciso considerar valores moderados

para Ny, t =1,...,T. O exemplo seguinte ilustra esta afirmacao.

Exemplo 2.4 Suponha que o problema tenha dois parametros incertos e inde-
pendentes entre si, com cada um deles possuindo duas ocorréncias possiveis. Deste
modo, no sequndo estdgio existem 2+ 2 cendarios possiveis, i.e., Ny = 4. Pela inde-
pendéncia dos parametros seque que Ny = 4171, Se T = 10 estdgios, calcular o valor
de fi(x) + Qo(z) para x € X um ponto dado, exige a resolugio de quase 350 mil

problemas de otimizagao (mais especificamente, N = 349.525).

O
Por outro lado, quando N; é um niimero pequeno, a amostra de cendrios ! (para
i=1,...,N;) se apresenta pobre do ponto de vista estatistico. Para que o problema
de otimizagao estocastica tenha um conjunto solu¢ao e um valor 6timo proé-
ximos daqueles do problema , ¢é preciso que os valores Ny, parat = 2,..., T,

sejam suficientemente grandes. Portanto, tem-se dois interesses contraditorios:

(i) V; precisa ser moderadamente pequeno para que o problema ((9.3)
seja abordavel computacionalmente;
(ii) N; necessita ser suficientemente grande para que os problemas (9.3))

e ([L.1)) sejam parecidos, em termos de conjunto solucdo e valor étimo.

Fundamentados nestes interesses conflitantes, os trabalhos [35-H40] propoem ma-
neiras eficientes de representar o processo estocdstico continuo {€,}7_, por meio de
arvores de cenarios de tamanhos moderados. Idealmente, procura-se uma arvore com
relativamente poucos cenarios, capaz de representar suficientemente bem o processo
estocastico.

Mesmo com técnicas especiais de geragao de cenarios, em muitas situagoes, prin-
cipalmente na formulacdo multiestagios, a complexidade computacional para resol-
ver o programa estocastico subjacente é alta. Neste sentido, torna-se necessario
considerar uma arvore de porte razoavel e reduzir o esfor¢co computacional para
resolver o problema de otimizacao através de aproximagoes das funcao objetivo
NG =N G E)p(EY), como apresentado no capitulo seguinte. Maiores infor-

magoes sobre a complexidade de programas estocésticos podem ser obtidas em [41].
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Capitulo 3

Método de Feixes Proximal

Inexato

Em determinados problemas de otimizacao convexa, a avaliacdo inexata da func¢ao
e do subgradiente para construir uma linearizagao inexata da funcao tem-se apre-
sentado uma alternativa interessante (se nao necessaria) para resolver o problema
desejado, com um esfor¢o computacional aceitavel. Trabalhos recentes combinam
este tipo de procedimento com os métodos de feixes, sendo deste modo, denominados
métodos de feixes inexatos, [8, 10} 17, 42-47].

Diferentemente dos trabalhos acima citados, Hintermiiller [48] considera aproxi-
macoes somente no calculo dos subgradientes, sendo o valor da fun¢ao calculado de
maneira exata. A principal vantagem do método proposto em [48] é que o conhe-
cimento explicito da imprecisdo nao é necessario. Além disso, o método proposto
por Hintermiiller é assintoticamente exato. Solodov [44] apresenta uma regra para
controlar a imprecisdo do método, que é assumida ser limitada. Kiwiel [§] assume
apenas que os erros de precisao sao limitados, e em [45, 46] o método é aplicado
a problemas duais que resultam de otimizagdo inteira, [49, Capitulo 10]. Miller
[43] desenvolveu um método de feixes inexato aplicado a fungdo de maximo auto-
valor. Em [45] é apresentado um método de feixes parcialmente inexato que, para
determinadas iteragoes do algoritmo, considera os valores exatos da funcao e de um
subgradiente.

Neste capitulo ¢ introduzido o método de feixes proximal inexato - MFI - proposto
por Kiwiel [§]. Em esséncia, o MFI resolve problemas de otimizagdo convexa nao
diferenciavel exigindo somente o calculo da funcao e de seu subgradiente com uma
precisao limitada, mas possivelmente desconhecida, € > 0. Como ja mencionado,
este método se torna atrativo em situagoes em que calcular o valor funcional e um
subgradiente da funcao objetivo exige um esfor¢co computacional elevado. Este é,
por exemplo, o caso da programacao estocastica quando ha um nimero elevado de

cendrios para representar as incertezas.
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3.1 Consideracoes Iniciais

Seja o problema de minimizacao inf,cyx f(z), onde a fungao fechada e convexa f :
R™ — R U{oo} é dificil de ser avaliada, e o conjunto X C R"™ é convexo e fechado.
Além disso, é assumido que ) # X C dom f, e X possui uma estrutura simples,
por exemplo, um poliedro. Este problema pode ser reescrito como um programa

convexo irrestrito
fo =inf fx(2), com fx(2):= f(2) +ix(2), (3.1)

e iy é a fungdo indicadora de X, i.e.,iy(z) =0se z € X, +oo se z ¢ X, que é uma
fungao sci por ser X # () convexo e fechado. Neste capitulo a fun¢ao f(z) pode ser,
por exemplo, f(z) := fi(z) + Qa(2), como no Capitulo

Para resolver o problema de forma aproximada e com um custo computa-

cional aceitavel, Kiwiel [§] assume a disponibilidade de um ordculo inexato:

para todo z € X dado existem dois erros de precisao €4 > 0 e ¢, > 0 independentes
de z, limitados, mas possivelmente desconhecidos, tais que o valor aproximado f, e

um subgradiente aproximado g, proporcionam a linearizacao aproximada de f:

O =ft(=2)Tg: < f() ey com [fi(z) =f. 2 f(z) ey (3.2)

Deste modo, oraculo retorna (f,,g,), onde o valor f, € [f(z) — gy, f(2) + &4

estima f(z), enquanto g, é um (e5 + ¢,)—subgradiente de f no ponto z € X, i.e.,
g. € 0-f(2), com

Ocf(z):={g: f()+(—2)Tg—c} eci=este,

Ao longo deste capitulo sao assumidas hipéteses para o oraculo inexato que sao

mais fracas do que (3.2):

para todo z € X existem dois erros de precisao €; > 0 e ¢, > 0 independentes de
z, limitados, mas possivelmente desconhecidos, tais que o valor aprorimado f, e um

subgradiente aproximado g, satisfazem:

€ [f(2) =&y, f(2) + &4 (3.3)
g. € aaf-i-agf(z) :
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Serdo apresentados nos Capitulos e [0 ordculos que satisfazem (3.3)), para a
programacao estocastica.

Segue de (3.3)) que

L) =f+(0-2)"g<f() +ef+ 25, com fZ(Z) = f. > f(2) — <y,

i.e, a linearizacao inexata fz() é menos precisa do que aquela obtida a partir da
hipé6tese usada por Kiwiel (cf. equagao ) Este fato faz com que o método
de feixes utilizado neste trabalho seja levemente diferente daquele proposto em [§]
(porém, essencialmente idéntico).

O MFTI utilizado neste trabalho gera uma sequéncia {z¥} C X de candidatos a

solugao o6tima de (3.1]) utilizando os valores aproximados para a func¢ao

k.
fz T fzk ’
para os subgradientes
k._
g, ‘= gzk,
e para as linearizagoes
fk = fzk

satisfazendo (3.3)):
fE(=25TgF = fi() < F() +ep+ 28, com fir(2F) = fF> f(2F) —e;. (3.4)

O MFT utiliza na k—ésima iteracdo o modelo de planos cortantes inexato de f:

v

fu() :=max f;(-), com J*C{l,... k}, (3.5)

jeJk

e determina o novo iterado resolvendo o problema

L (36)

= argmin @), com  ¢p(-) = fr(-) +ix(-) + 21 H _ xk‘

onde t > 0 é o passo proximal que controla a influéncia do termo quadratico

k|2 k(1)

, e o centro de estabilidade z* := 2*¥) proporciona o valor f¥ = ff(l)

|-
para algum k(I) < k.

Dada esta notacao, a seguir sao apresentadas as principais diferencas entre o
método de feixes proximal exato apresentado em [6], e 0 método de feixes proximal

inexato considerado neste trabalho.

32



3.1.1 Comparacao entre os Métodos Exato e Inexato

Sao descritas na tabela a seguir as etapas principais dos algoritmos dos métodos de

feixes proximais exato e inexato.

e Método de Feixes Proximal Inexato - MFI, [10]
e Método de Feixes Proximal Exato - MFE, [6]

. ) . L JkcC {17"'7k}7 {(Zlv ;792)}iejk
1' Jk C {17~~'7k}7 {(Zl7f(zl)7g(zz))}ieJk 5 . )
, o | 2. fol) = max,e {f + gl T — )}
2. fk() = maxX,c jk {f(zj) +g(z])T(~ — Z])}
. ) 3. dr(2) = ful2) +ix(2) + o ||z — ok
3. o(2) = fu(z) +ix(z) + i ||z — ka

4. zFt1 = argmin ¢y (2),
4. ZF1 = argmin ¢y (2),

5. Se a imprecisdo é excessiva, aumente t; e volte

5. célculo de (f(zF*1),g(2M11)), com g(zF*1) € a0 passo 4
af (1)
6. célculo de fFT! € [f(z*t1) — e, F(2FT1) + &)
6. Se f(Ft1) < Ji(wk) — kv, com Kk € (0,1) e e gttt e 85f+sgf(zk+1)
ve = f(xF) = fr(zFT1), entdo zktl = Zk+1,
caso contrario, zFt1 = 7. Se fEHL < fk — kuy, entdo zF ! = 2Rt caso

k+1 k

contrario, x =z
7. k=k+ 1 e volte ao passo 1.
8. k=k+ 1 e volte ao passo 1.
e todo ponto de acumulagio de {z*} é uma solu-

¢do 6tima. e todo ponto de acumulacio de {z*} é uma

2(ey + e4)—solugao.

O algoritmo do MFT é apresentado com detalhes na Secao [3.3.1].
Supondo que o problema possua soluc¢ao 6tima, se o oraculo inexato satisfaz
(3-3), entdo todo ponto de acumulagao da sequéncia {z*} é uma 2(gf +¢,)—solugéo.

Pode-se verificar que a qualidade da solucao aproximada obtida pelo MFI é de-
pendente dos erros de precisao € e £, Além disso, o esfor¢o computacional do MFI
depende do esfor¢co computacional do oraculo inexato para calcular o par aproxi-
mado (f., g.), para z € X um ponto dado. Fica entdo evidenciada a importancia de
se empregar, conjuntamente com o MFI, oraculos rapidos que proporcionam erros
de precisao ¢ e €, tao pequenos quanto possivel.

Como o método de feixes proximal (exato) considera um oraculo exato, entao a

desigualdade
f(@*) = oM >0

é satisfeita para qualquer iteracao k do algoritmo do método. Mas, se o oraculo for

inexato, o algoritmo do MFI pode proporcionar

& — () <. (3.7)

T

A desigualdade acima é utilizada para identificar quando a imprecisao do oraculo é
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excessiva. Sempre que a desigualdade ¢é satisfeita, o algoritmo do MFT realiza
uma etapa adicional, denominada atenua¢io do ruido (item 5 acima), que consiste
em aumentar o parametro proximal t;, e o obter 21 até que fF — ¢p.(2¥*1) > 0, ou
até determinar z*, uma 2(g; + €,)—solugio para o problema .
Seja
v = f1 = fe(ZF) (3.8)

o decréscimo predito pelo modelo de planos cortantes fk, com

fz®) — gr < &< fa®) +eg4, (3.9)

k+1 k+1

com fEF1 .= fEFl ocorre se
k

devido a hipédtese (3.3). Um passo sério 2" = z

fEHL < fF — kg, para k € (0,1) fixo. Caso contrario, um passo nulo x¥+1 := 2% ¢
utilizado juntamente com fi,; para aprimorar o modelo de planos cortantes ka,
considerando J*™' C J¥ U {k + 1}. Portanto, a ideia principal do método é resolver
o problema de otimizacao considerado procedendo como se fosse um método de
feixes proximal convencional, até que seja satisfeita. Entdo o método diminui
a influéncia do termo quadratico e obtém um novo candidato a solucao.

A Figura contém uma ilustracao grafica para os métodos de feixes proximal
exato e inexato, quando o conjunto vidvel é a reta real, i.e., X = R

O esquema apresentado no lado direito da Figura|3.1|nao ilustra o procedimento
realizado pelo algoritmo do MFI quando a imprecisao do oraculo é excessiva. Este

procedimento é exemplificado pela Figura [3.2]
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(a) Método exato (k=1) (b) Método inexato (k=1)

(¢) Método exato (k=2) (d) Método inexato (k=2)

(e) Método exato (k=3) (f) Método inexato (k=3)

(g) Método exato (k=4) (h) Método inexato (k=4)

Figura 3.1: Métodos de feixes proximal exato (esquerda) e inexato (direita).
35



(a) £ < Sl 4 g [k =27 = o) (B) > A 4 g [ = [ = ()

o parametro proximal t; deve ser aumentado. o parametro proximal t; é satisfatério.
Figura 3.2: Processo de atenuagao do ruido. A imprecisao do oraculo é excessiva.

A seguir é dado o desenvolvimento tedrico do método de feixes proximal inexato.

3.2 Desenvolvimento Tedrico

Inicia-se esta se¢cao com o Lema |3.1

Lema 3.1 Sejam X C R"™ um conjunto ndao vazio, convexo e fechado. Entdo o

problema convexo

. % , 1 2
min ¢(z), com é() = fr(:) +ix(:) + — H — :r;kH , (3.10)
ZER™ Ztk

possui uma tunica solu¢io 2" € X. Seja também Nx(2*1) o cone das diregies
normais em X no ponto ¥, Entdo existem pf € Afr (1) e ph € Na(2F), tais

k+1

que a solucao z ¢ dada por

A=t — 4+ k), para pi =Y vigl, (3.11)
jeJk

onde v; > 0 para todo j € J¥ € tal que Yervi=1,¢

v; {fk(zkH) —[fI 4+ g7 (M - z])]} =0, paratodo j€ J*.
Prova. A funcao ¢x(-) é fortemente convexa no dominio de ¢y, [6, Proposicao
IV.1.1.2]. Como o conjunto X é convexo, fechado e nao vazio, o problema ([3.10)
possui uma tnica solugdo 6tima 2**!, [34, Corolario 3.4.2]. A condigdo necessaria
e suficiente para a otimalidade do ponto z¥*1 é dada por 0 € d¢(zF*1), ver [29,

p. 264]. Dado que dom ¢, C X é ndo vazio e convexo, entao ri(X) # ) e vale o
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Teorema de Moreau-Rockafellar [29, Teorema 23.8] que proporciona

Zk—i—l _ .Tk

O¢n (") = Ofi(F1) + +0ix ().

b
Assim sendo, a condi¢ao de otimalidade se escreve como

5 Skl ok
= af%(2k+1)—%*4444444* +—aix(zk+1%

tk
ou seja, devem existir p € 0f,(2*1) e ply € Dix(251) tais que 25! = ¥ —t(ph +
pk). Segue de [29, p. 215] que dix(2FT) = Ny (2Ft1), pois 2**1 € X. Logo, a
primeira parte do lema estd provada. A seguir serd mostrado que p% = 2jer vy g’

O problema (3.10)) pode ser reescrito como

2

{ min,, r+ix(2)+ i HZ - fEkH (3.12)

5.a fi+¢27(z—29) <r, paraje J~
A Lagrangiana do problema (3.12)) é dada por

2 ) ) )

Pt o Sl 4o~ )~ se v 20, ez € X,
L(r,z,v) =4 —cosev $0,2€X,

+oo se z ¢ X.

Seja (r*,2z**1) a solucdo 6tima do problema (3.12). Como 1i(X) # 0, exis-
tem multiplicadores de Lagrange v; > 0 tais que, para todo j € J*,
v {r* — [+ g7 (M — zj)]} = 0, [29, Teoremas 28.2 e 28.3]. Pela estrutura
do problema considerado, existe ao menos um indice ativo i € J* tal que, r* =
fi+gi7 (2 — 2%, ou seja, r* = fk(zk“).

Para mostrar que }-;c v v; = 1, basta reescrever a Lagrangiana L(r, z,v) para
zeXev=v"

Llrz,v)=r(l=Y v+ Hz—xH + > v 7+ g (2 — 2.

jeJk jeJk

Pela otimalidade de zF™ segue que —oco < ¢ (2*™) = inf{L(r,z,v*) : (r,2) €
R™1}. Portanto, 3 vf = 1.

Para todo fndice ativo i € J*, g¢ é um subgradiente de fi(2*!). Entdo, p’} =
Zze Nz gJ é uma combinagio convexa dos subgradientes ¢, e deste modo p’; €
Ofe(2%1), como se queria demonstrar (note que p’} ¢ tinico se, e somente se, 0s

vetores {g} ;e v sdo linearmente independentes). m
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Quando o conjunto X possui uma estrutura mais concreta, pode-se especificar
com clareza o vetor ph (ver Segao . De modo que se economize memoria
computacional sem prejudicar a convergéncia do método, pode-se eliminar algumas
linearizagoes inativas f; com v§ = 0, e tomar J*' 2 {j € J¥: vF £ 0} U{k+ 1}
para definir o modelo de planos cortantes.

A relacdo permite obter uma estimativa da otimalidade a partir das se-

guintes linearizagoes agregadas de fk (e f) e iy, respectivamente:

f() = A+ =)< () S () +ep 428, (313)
() = (=P <da(), (3.14)

pois pf € Afr (1) e ph € Bix(2F1). Dado que f < f4es+2e, e que fy := f+ix,
a relagao seguinte é obtida somando (3.13)) e (3.14]):

P = R+ 50 < FRC) = () +ix() < fa() +ep + 2, (3.15)
Com esta notacao,
FR0) = Fle) + (=270 + o) (3.16)

é denominada linearizacao agregada da fungao fk+i x-. Sejam o subgradiente agregado

e o erro da linearizacdo agregada de fi, 4+ 1x dados, respectivamente, por

P ph = (= e ap= - FREN). (317)

Entdo, considerado z* € X o 1ltimo passo sério do método, o seguinte desenvolvi-

mento segue da relagao (3.16)):

f/]@(z) — ( k"'l)—i—(z k+1)r k+fk fk ( k _ k-‘rl)Tpk_ (xk_ZkH)Tpk
— f;c ( T ) +fk( k:+1) + (xk Zk+1)T k fk
= fi+(z—a")pt+ RN - S
= fFe(z—2M"p" — .

(3.18)
Como existem valores inexatos, a identificacao de tanto um ponto 6timo quanto
de um passo sério, ou nulo, precisa ser modificada. Primeiramente serda mostrado

que o valor
Vi, == max{||p"], o} (3.19)

¢ uma boa medida para a otimalidade inexata.
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3.3 Condicoes de Otimalidade Inexata
Dada a igualdade tem-se que

fE+ (2= a")TpP —an = fu(2) < fal(2) + &5 + 22, (3.20)
e deste modo,

< falz) = (2 =2 +an+ep + 2
< fal2) + 0| +ay +ef o+ 2, (3.21)
< ful2) + Vil ( |+ 1) eyt 2,

Z—C(Zk‘

’z — aF
com V}; a medida definida em (3.19)). Desta forma, se Vi = 0 tem-se
Fuleb) = < fE < inf ful(e) + 25+ 225 = falah) = . 2er+5,).  (3.22)

i.e., o ultimo centro de estabilidade z* é uma 2e—solucdo para o problema (3.1,
com € := €5 + £,. Portanto, um bom critério de parada para o método ¢ considerar

Vi < 0101 , Para dr,1 uma tolerancia positiva.

Para verificar se o iterado z¢*! fornece um decréscimo significativo na funcéo f,

k+1

i.e., se """ corresponde a um passo sério, deve-se considerar o decréscimo predito

pelo modelo vy, definido em (3.8). Além de (3.8]), outra maneira de representar vy

¢ dada a seguir.

Proposigao 3.1 O decréscimo predito pelo modelo v, = fF — fk(zk“) pode ser

alternativamente escrito por
L2
Prova. O resultado segue diretamente de (3.16]) e (3.17):
v = fF— fo(MY) = fE = [FR(R) = (aF = )T
_ 2 2
= fF=f3") +u HpkH = o+t HpkH .
[ ]

Segue de (3.23)) que v, > ax. Quando o oraculo é exato, o erro de linearizacao oy

k+1) — 0.

é ndo negativo e a condi¢io V4 — 0 implica que v, — 0, ou seja, f* — fi(z
No entanto, se o oraculo é inexato, pode ser que «y seja estritamente negativo. A

Proposigao [3.2) estima um limite inferior para ay.
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Proposicao 3.2 O erro de linearizacao oy, € limitado inferiormente por
—2e = —2(ef + ¢4).
Prova. Segue de (3.17)) que

ax = fE— i) > = Rt > fe(ab) — e — fh(ah)
> fa(a®) —ep = fala?) =260 —ep = —2e,

como se queria mostrar. m

Assim sendo, usando (3.23)) e a Proposicao , tem-se os limites superiores para

o termo Vj:
max{d?vk/tk,vk} se UL > —ag
Vi < (3.24)
\/4e /ty, se v < —Qy.

Se v < —ay, as relagoes

ve < —ap=—fE 4 fh(ab) = = fF 4 (fu(ZM) + (2F = 2T
= —fi+ (fk(zkﬂ) + i(xk — DT (gh — R

v 2
= —fE fe() + L ||k - 2

fornecem a desigualdade (equivalente a (3.7)))

f§<fk(7~'k+l)+ 1

Lo o

Isto significa que a funcao objetivo do problema estd acima do valor aproxi-
mado no ultimo passo sério, como mostrado na Figura[3.2] Esta é, entdo, a maneira
de identificar quando a inexatidao do oraculo é excessiva.

Para encontrar um novo candidato ao passo sério, pela Figura (a direita)
basta diminuir a influéncia do termo quadratico (i.e., aumentar t;), e obter zF*!
por (3.11). Com efeito, aumentar o passo proximal faz com que (por ) a
desigualdade tenha o sinal contrario.

A seguir é apresentado o algoritmo do MFI, segundo [8, Segao 2].

3.3.1 Algoritmo Inexato
Algoritmo 3.1 METODO DE FEIXES PROXIMAL INEXATO

Passo 0 (Inicializagio). Selecione

€ X, um parametro k € (0,1), um limite
Toin > 0 € um passo prozimal t; € [Tpmin, T1), PaTa 71 > Tmin. Faca 2! = 11,
fr=fl gl =g, JV = {1}, ¢ =0, k = k(0) :=1, £ =0 (k(¢) — 1

determina a itera¢io do {—ésimo passo sério).
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Passo 1 (ponto teste). Obtenha 2**1 e 0s multiplicadores de Lagrange I/Jk tais como
no Lema[3].

Passo 2 (teste de parada). Se Vi =0 (ver (3.22)), pare (f¥ < f. +2¢).

Passo 3 (atenuacio do ruido). Se vy, < —oy, faga ty = 10tg, 7 := max{7y,tx},

a* ==k, e volte ao passo 1; caso contrdrio faca Ty = Tg.

Passo 4 (teste de descida). Calcule f** e g"! que satisfacam (3.3). Se o sequinte
teste de descida vale:
fE < fr — ko, (3.26)

faga xF L= P fhHL— ghHl gkl = 0 k(0 + 1) := k + 1 e aumente { por
1 (passo sério); caso contrdrio faga x**1 := a¥, fFl .= fk ¢ obtl .= a* (passo

nulo).

Passo 5 (selecio do feize). Escolha J*' > JF U {k + 1}, com
jk::{jejk:yfgéO}.

Passo 6 (atualizagio do passo proximal). Se k({) = k + 1 (i.e., apds um passo
sério), selecione ty 1 € [tx, Tha1]; caso contrdrio, faca tiy1 = t, ou escolha

ter1 € [max{Tnin, 0.1t },tx] se ab*1 = 0.
Passo 7 (ciclo). Faca k =k + 1 e volte ao Passo 1.

O

No Passo 5 do algoritmo a sele¢ao das linearizacoes ativas J* pode, por exemplo,
ser considerada somente quando zF+! é um passo sério. E apresentado em [2, Algo-
ritmo 10.11] um mecanismo eficiente para manter o conjunto J* limitado, chamado
de compressao do feixe. Uma regra para atualizacao do passo proximal no Passo 4
é apresentada na Se¢ao [3.4 A seguir é dada a andlise de convergéncia do método,

baseada em [g].

3.3.2 Analise de Convergéncia

Sejam f2° 1= limy_, ff, e Vi :=minjeq, 1y V. Inicia-se a andlise de convergéncia
do algoritmo do MFI pelo Lema [3.2]

Lema 3.2 Dado o problema (3.1)), suponha que:

Al - existe ¢ € R tal que o conjunto de nivel
Lu(e) = {z€ X : f(2) < ¢}
é nao vazio e limitado.
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Entao, f° < f.+ e+ 2, quando lim V] = 0.

Prova. A sequéncia {f*¥} gerada pelo Algoritmo ¢ monotona decrescente.
Entao, para ¢ > 1

FrO) —ep < O < A < fah) 4 gy,

ie., {20} C Ly(f(z') + 5 +¢,).

Como f é convexa e Ly(c) # (0 é limitado, entdo Lx(t) é limitado para todo
t € R, [34, Teorema 3.4.4]. Deste modo, a sequéncia de passos sérios {z*)} gerada
pelo Algoritmo ¢ limitada. Entao, se lim V] = 0 a relagao fornece f°* <
fx(x) +ef+ 2¢4. Logo, fo° <inf fx(z) +c5+ 2, = fu + €5 + 2¢4, como se queria
demonstrar. m

Se o conjunto X C R™ é nao vazio e compacto, ou a funcao f : X — R é
coerciva, entao a condicao Al é satisfeita.

Dada hipétese Al, para verificar que todo ponto de acumulacao da sequéncia
de passos sérios gerada pelo Algoritmo |3.1] € uma solugao aproximada do problema
, ¢é suficiente mostrar, pelo Lema , que zero é um ponto de acumulacao da
sequéncia {V;}. Os desenvolvimentos seguintes mostram que liminf V;, = 0, para
diferentes alternativas resultantes do Algoritmo |3.1

Mais precisamente, se o procedimento do Algoritmo [3.1| ndo termina, entdo po-

dem ocorrer trés situacoes distintas:

(i) um ciclo infinito entre os Passos 1 e 3;
(ii) s@o gerados finitos passos sérios, seguidos de infinitos passos nulos;

(iii) sdo gerados infinitos passos sérios.
O resultado seguinte considera o item (i).

Lema 3.3 Considere o Algoritmo[3.1 Se houver um ciclo infinito entre os Passos

1 e 3, entio V, — 0.

Prova. Suponha que para alguma iteracdo k, um ciclo infinito entre os Passos 1 e 3
ocorre. Entdo, tanto o centro de estabilidade z* quanto o modelo fk nao se alteram
para k > k. Pela relacao (3.24) vale 0 < V{ < Vi, < \/4¢/t;, para todo k > k. Como

tr — 00 ec <oo,entdo V) — 0. =

Numero finitos de passos sérios seguidos de infinitos passos nulos

O caso de um ultimo passo sério seguido de infinitos passos nulos pode ser subdivi-

dido em dois itens mutuamente excludentes:
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(a) o processo de atenuagao do ruido é realizado infinitas vezes, i.e., a
sequéncia {a*} — oo (ver Algoritmo |3.1));
(b) para alguma iteragao k, e todo k > k, somente passos nulos sdo

gerados pelo Algoritmo|3.1/sem que t; aumente (neste caso k > {a*},.7).

Para mostrar que lim V] = 0 considerando o item (a), basta tomar o conjunto
= {k : o* = k} (iteragdes em que o procedimento de atenuagao do ruido foi

executado), e aplicar o Lema com t;, & 0o. Para o item (b) considera-se o Lema

[3.4] a seguir.

Lema 3.4 Considere o Algoritmo . Suponha que para alguma iteracio k, vale
que {a*}, 5 < k, i.e., 0o Passo 3 ndo aumenta t,, e somente passos nulos ocorrem

com tgy1 <ty determinado pelo Passo 6. Entdo

z 1 2
f(l,k) tep+ 259 > ¢k+l(zk+2) > ¢k(zk+1) + = Skt2 Zk+1H

o H , (3.27)

+1

para cada 2*T e 252 gerados pelo método, e lim V! = 0.

Prova. Inicialmente serd mostrado que fEH(:) > f&(.).
Da defini¢do do conjunto de indices J Jk segue que

fil) = max{ I + (- = 2) g2} < fi().

jeJk

@) Lemagarante que fi(zF1) = fi(z k“) ephe A fiu(21). Por B13), £i.()

linearizacdo em torno de fi(2**1), entdo (3.13)) pode ser alternatlvamente reescrita
por

Fir() = FuZ" ) + (- — 2R Tk

Pela convexidade da funcio fi(-), tem-se que fp(-) < fi(-). Sendo J* um subcon-
junto de J* entdo fi(-) < fepr(+). Deste modo, a relagio fi(-) < fu(-) < fura()
implica

Fo() = )+ 5 0) < i () +50) < AT = () +ix ().

Dada a relacao acima, a seguir é mostrado que o decréscimo predito vy vai para
zero e, em consequéncia, V; — 0.
Seja a funcgao
[~ (3.28)

() = f20)+ 5 |

A funcao ¢y (z) é diferenciavel em todo ponto z € X. Segue diretamente da oti-
malidade do ponto zF*' € X que Vi (2F*!) = VLR + (2F — 2/, =
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PP+ (ZF — 2%) /tp, = 0. Por (3.16) tem-se que f(zFH1) = f.(zFT1), entédo

~ 1 2 - 1 2 -
on(z k—l-l) = fu(z k—i-l) L sz+1 _ka _ ff((zk—i-l) 4= sz+1 _ka _. ¢k(zk+1>‘
2t 2y,
Utilizando a expansdo de Taylor em torno de z*+!
yy k+1 1 k+1]|2
Oi() = a2 + o [ = (3.29)
Segue de e ) que dp(2F) = fi(z®) < f(a¥) + 5 + 2, (usando que
zk e X); portanto7 por 3.29,
1 2 -
(M) 4 oo |4 = b = g(a®) < fa) 4 ep + 22, (3.30)

2ty

Dadas as hipéteses do enunciado, para todo k > k tem-se que zF = e X e
tri1 < tp. Da desigualdade fE(:) > F(-) segue que

o) = fr()+

AN
"t
_|_
|~
|
5
_=

¢k+1(‘)-

Desta forma, a desigualdade ([3.27)) resulta de (3.29)):

<gk(ZkJﬂ) — ¢k(2k+1) + i

s #5422 < () < £@F) s + 22,

i.e., a sequéncia {¢y(z"")};5z ¢ mondtona e limitada superiormente por
f(2%) +e; + 2¢,. Assim,

lim De(ZY) =t oo < f(2F) +£5 + 285, € FTE— T 0.

De (3.30)
sz“ — ka <t (f(2") + g5 + 2e, — P (ZFM)).

Como t; é limitado, k ¢ fixado, e ¢g(2**") é limitada (por f(zF) + & + 2¢,), resulta

que a sequéncia {z¥} ¢ limitada.
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A seguir serd mostrado que o erro & = fF1 — f (%) tende a zero. Para isto,

utilizam-se as seguintes relagoes:

. 12
fort(Z572) = G (2F42) — = [ 22 — mkH
2 —2
e e R
_<2k+2 _ ZkJrl)T(Il_c - Zk+1)}
< ¢k+1(zk+2) _ 2th1+1 sz+2 _ Zk+1H2 B (Zk+2 _ Zk+1)T(x1} . Zk—i—l)
L ||k 12:”2
2t :

(3.31)
Por (34), alinearizacao fui(-) := fFH+4(-—2F1)Tgh1 < fi1(-). Entdo, utilizando
B31)

ék _ fk+1 (zk:-i-l)
_ fk+1( k+2) +( k41 k+2)'r k+1 _ F (Zk+1)
< ka( k+2) +( k+1 k+2)'r k+1 _ F (Zk+1
< (bk—i-l( k+2> +( k+1 k+2)T k+1 V( k—i—l)
1 sz+2 k—HH _(h Zk+1)r(xié _ k| - 1 sz+1 _ xi’cHQ

2011 2t
_ ¢k+1(zk+2) _ qbk(zk—f—l) + (Zk—i-l k:+2)Tglzc+1

1 sz+2 _ Zk+1H2 . (Zk+2 - Zk—&-l)T(xk _ zk“)

211 .
(3.32)

O subdiferencial d.f ¢ localmente limitado [6, X1.4.1], e g* € O.f(z*) para todo
k. Sendo a sequéncia {z*} limitada, segue que {g¥} também o é. Portanto, pela
desigualdade (3.32) tem-se que limsup, ¢, < 0, porque {gF} ¢ limitada, {z*} e
{¢r(2%T1)} sdo convergentes, k é fixo, ety > Tmim > 0. Por outro lado, pela condicao
de passo nulo f5t1 > f* — g, para todo k > k

= [ = P+ S = F)] > ko + o = (1= w)uy > 0,

onde k € (0,1). Deste modo, ¢, — 0 e v, — 0. Como v > —ag €ty > Tyin, entao
por (3.24),
0 S V;C/ S Vk § max{vak/tk,vk} — 0,

como se queria mostrar. =

Falta analisar o caso (iii), em que ocorrem infinitos passos sérios.
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Infinitos passos sérios

Seja K := {k > 0: k(¢) = k, para ¢ > 0} o conjunto de indices das iteragoes em

que o ponto z* gerado pelo Algoritmo é aceito como um passo sério.

Lema 3.5 Considere o Algoritmo e suponha que a hipdtese A1 do Lema é

satisfeita. Suponha também que KC possui infinitos elementos. Entdo lim V) = 0.

Prova. Dada a hipétese Al, a sequéncia de passos sérios {z¥“} ¢ limitada, a
sequéncia { ff“)} possui um ponto de acumulacao finito f2°, e pela condicao de

passo sério segue que

o0 o0
00 > fl® — fro = 3(f19 = D) = kY o,
(=0 (=0
ie., imy_o Vg = limpex vy, = 0. A relacdo (3.24)) resulta que 0 < Vi <V, <

max{/2v /tx, Vg } LN 0, completando deste modo a demonstracao. m

Como demonstrado, a rela¢ao lim V}, = 0 (logo, lim inf V};, = 0) vale para todas as
possibilidades (i)-(iii) do Algoritmo[3.1} A seguir é considerado o principal resultado

de convergéncia.

Convergéncia

Teorema 3.1 Considere o Algoritmo[3.1], e suponha que a hipdtese A1 do Lema[3.3
¢ satisfeita. Entao, todo ponto de acumulagcio x € X da sequéncia {xW)} gerada

pelo método € uma 2e—solugio do problema (3.1)), para € =5 + €.

Prova. Suponha que o procedimento do Algoritmo nao termina (caso contrario,
Vi = 0 para alguma iteracdo k). Entao, como mencionado, podem ocorrer trés
situagdes possiveis: (i) um ciclo infinito entre os Passos 1 e 3; (ii) o algoritmo gera
finitos passos sérios, seguidos de infinitos passos nulos; e, finalmente, (iii) infinitos
passos sérios sao obtidos. Para mostrar que liminf V;, = 0, basta recorrer ao Lema
na situagao (i), ao Lema[3.4] para (ii), e, juntamente com a hipétese A1, ao Lema
na situagao (iii). Entao, a desigualdade f° < f, + &7 + 2¢, é assegurada pelo
Lema . Da relagdo f* € [f(a*) — ey, f(2F) + &,] segue que f(T) —e; < f°, e
deste modo, f(Z) < f. 4+ 2(¢f +¢4), como queira se mostrar. m

A seguir o problema de otimizacdo que define o novo iterado z**' do método
feixes proximal inexato é caracterizado a partir das condi¢des do Lema [3.1 quando

o conjunto viavel X é poliedral.
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3.3.3 Determinacao dos Iterados

Esta sec@o se restringe aos problemas do tipo (3.1)), com X := {z € R : Az = b}.

Deste modo, o problema que se deseja resolver a cada iteracao é (ver (J3.6))

min,  fi(z) + i
s.aa Az=1b (3.33)
z>0,

k

2
2 -zt

ou equivalentemente,

2
min,, 7+ i Hz — x’“H
s.a Az =0,
HH(E=2)Tgl<r, jeJ*
z > 0.

(3.34)

Sejam zF*! a solugdo Gtima do problema (3.34), e A, v; > 0, > 0 os multi-
plicadores 6timos de Lagrange associados, respectivamente, as restricoes Az = b,
fi4+(z—27)T¢? <r,e —z <0. Seja também 2 um ponto viavel para (3.34). Entao,

pela identidade
(AT)\—;L)T(Z—Z]H_l) — )\TA(Z, _ Zk—i—l) —,UT(Z— zkﬁ-l)’

k+1

e usando que A(z — 2F™) =b—b = 0e p" 2" = 0, pela condigao de complemen-

tariedade, resulta que (ATA — )7 (2 — zF*1) < 0. Deste modo,
phoi= (ATA — p) € Na(2F).

Como consequéncia do Lema [3.1F v, 0 >0, Y v =1, ph:= > vgl € A fu (2"t
icJk jeJk

M= 2 — 4 (0} 4 py) = 2" — tp”. Deste modo, para obter o novo iterado do

e, 2
método basta calcular os multiplicadores de Lagrange do problema ((3.34]).

Dado que zF*! € X, resulta

,C(Z’Hl, Avp) = i SRl JZkHQ +(ATA+ % lejz _ u)TZk+1
1€
—Ab+ > y(ff = gl TR
i S
= o [upt| Pt — pt) = b+ Zk vi(fH — gl TZ")
ieJ
N e S
ieJk
= —% pkHz +pFTak — \b+ Z vi(fI — gl 2.

ieJk
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Utilizando a notacdo matriz-vetor a seguir:

R .= AT gil . gzwk\ . In><n

)

—b
A e
A= , H:= : ,
p FI i
onx1
G = [0|Jk|+nXm1 _ ]IJ’“|+nX\J"‘\+n} e Goy 1= {lem x|k

as relagoes primais-duais 6timas se escrevem da forma

174
RA = A"A+ Y vl — =,

=1

7%

HA = =X+ ) vi(fl = gl "),
=1

GA<0=rv,p0>0,eGA=1= > vy =1
icJk

Logo, o problema dual

max {E(zk“,)\, vp) > vi=1, v > 0}

A
o ieJk

é equivalente ao problema dual quadratico

maxy —%AT(RTR)A +(RT2*+ H)™A
s.a GA<O0
GegA=1.

len} 7

(3.35)

Assim sendo, a cada iteragdo do Algoritmo deve-se resolver o programa qua-
dratico (3.35) para obter as varidveis duais que definem o novo iterado, solu¢ao do
problema (3.34)), como definido no Lema . Se R nao tem posto completo, a ma-

triz quadrada R' R é semidefinida positiva, e ndo ha unicidade dos multiplicadores.

Logo, precisa-se de um bom pacote de programacao quadratica semidefinida para

resolver (3.35)), que em geral procuram a solugado de norma minima.

A seguir é dada uma regra para aprimorar a eficiéncia do Algoritmo [3.1]
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3.4 Atualizacao do Passo Proximal

O passo proximal t; exerce um papel importante na eficiéncia do método de feixes
proximal. Para os casos em que calcular o valor da funcao f envolve um custo
computacional elevado, um processo habil para atualizar t; é, em termos praticos,
de grande relevancia. Quando a atualizacao do passo proximal é realizada de maneira
eficaz, o nimero de iterages (principalmente os passos nulos) do algoritmo diminui,
e deste modo, o tempo computacional naturalmente decresce. Fundamentado nos
trabalhos [23], [50] é apresentado a seguir um procedimento para atualizar t;. Afim
de manter a nomenclatura utilizada em [50], sejam:

uf = 1/, ulbtt =20 (10— [T — o), e = 1/, (3.36)

dl; = fk_ [fk(zkﬂ) + (2% — M TpH). (3.37)

Assim sendo, o seguinte subalgoritmo pode ser utilizado no Passo 6 do Algoritmo

3.1

Subalgoritmo 3.1 ATUALIZAGAO DO PARAMETRO PROXIMAL

ko, ket ~k K :
Dados u®, ujyy, Umin, &5 como em e (3.37), @5 um contador que introduz
k

» uma estimativa da variagao do decréscimo

alguma inércia no passo proximal u, e €

predito vy, (define-se i* =0 e € = 0o quando k = 1).

Passo a. Faca u = u”.

Passo b. Se 2! = 2% (passo nulo) vd ao Passo f.

k+1

Passo c. Se a desigualdade (3.26)) é satisfeita (passo sério) e i* >0, faga u = u;,

e vd ao Passo e.

Passo d. Se i* > 3 faga u = u*/2.

k+1

k+1  __
v - Zu -

Passo e. Faca v = max{u,u"/10, upmin}, € max{e®, —2v;} e

max{i® +1,1}. Se uF*tt #£ u* faga i** = 1. Vd ao Passo g.

Passo f. Faga i = min{e}, |[p*|| + af}. Se a desigualdade f} — fri1(z*) >

(2

HpkH +ay € satisfeita e if < =3, faca u = uj'. Faga vt = min{u, 10u*} e

iF = min{i* — 1, -1}, Se uf* £ u¥, faga iFT = —1.

1
ML rin} € pare.

Passo g. Faga ty, = max{1/u
O

E importante ressaltar que o esquema do Subalgoritmo preserva o comporta-

mento da atualizacdo do passo proximal realizado pelo Passo 6 do Algoritmo [3.1]
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Portanto, a analise de convergéncia da Secao |3.3| continua valendo se o Passo 6
invocar o Subalgoritmo 3.1}

Uma anélise detalhada do Subalgoritmo [3.1] aplicado ao método de feixes proxi-
mal (exato) é apresentada em [50, Secao 2].

A seguir o método de feixes proximal inexato é adaptado para lidar com lineari-

zagoes parcialmente inexatas.
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Capitulo 4

Método de Feixes Proximal

Parcialmente Inexato

Assim como o MFI apresentado no Capitulo [3, o método de feizes proximal parcial-
mente inexato - MFPI - introduzido em [23] é aplicavel aos problemas de otimizagao
convexa, exigindo somente o calculo da funcao e de seu subgradiente com uma impre-
cisao positiva limitada, mas possivelmente desconhecida. Diferentemente do MFTI,
o método apresentado neste capitulo usa linearizacoes exatas para alguns iterados.
Como apresentado a seguir, a principal caracteristica do MFPI é que todo ponto
de acumulagao da sequéncia de iterados sérios é a uma solugao 6tima do problema

considerado.

4.1 Consideracoes Iniciais

Utilizando a mesma notacao do Capitulo [3] seja o problema de minimizagao
inf.cx f(2), onde a fungao f : R™ — R U {oo} é fechada e convexa, e o conjunto
X C R™ é fechado e convexo, tal que ) # X C dom f. Este problema pode ser

reescrito como um programa convexo irrestrito

fo=inf f(2), com  fu(z) = f(2) +ix(2). (4.1)

Seja z € X um ponto dado. Ao longo deste capitulo é assumido que calcular
o valor da funcdo f(z) e um subgradiente g(z) € 0f(z) envolve um esforgo
computacional elevado, mas nao impossivel. Por este motivo, dispoe-se de um
ordculo parcialmente inexato que fornece valores exatos ou inexatos, dependendo

de um parametro (e, € {0, 1} informado, juntamente com z. Mais especificamente,
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para todo z € X dado, existe uma cota superior 0 < e5 < oo (independente de z,

mas possivelmente desconhecida), tal que

uma estimativa da funcao 1. < f(2)
se Cinex = 1 calcula-se { uma estimativa do subgradiente ¢, € 0. f(2),

com ¢, := f(z) — f. < ey,

s€ Cines = 0 calcula-se { o valor exato da fun¢ao f(2)

um subgradiente g(z) e 0f(2).

Serao apresentados nos Capitulos e |§| oraculos que satisfazem ({4.2]), para a
programacao estocastica.

Apés chamar o oraculo para z¥ € X um ponto dado, o valor da funcéo

I

fk _: fzk se Cinex =1
' f(Zk) s€ ginez =0

€0 Subgradiente
k gk se Cineac =1
(](Zk> se Cinem =0

fornecem a linearizacao fi, que sera exata ou inexata segundo o valor de (eq:

fel) =4 (=2 Tgh < f() com filz) = fI > f(2F) — . (4.3)

Quando (iner = 0, 0 valor exato do par (f(z%),g(2%)) é exigido, e o erro de
aproximagio é nulo; ja quando Ciper = 1 0 erro ¥ := e« é desconhecido, porque o
valor f(z*) ¢ desconhecido.

A diferenca principal entre o método parcialmente inexato e o método inexato

k(£)

7 satisfaz

apresentado no Capitulo |3 é a condicao de que o erro ¢

para toda iteracdo k(¢) tal que o ponto zF¥) € X é declarado um passo sério pelo
algoritmo. Mais especificamente, sejam k uma iteracio, {z'}*_; C X uma sequéncia
de pontos gerada pelo método, e J¥ C {1,...,k} um conjunto de indices de iteracoes

passadas. O modelo de planos cortantes fk do MFPI é dado por

v

Fi() i=max f;(-),

jeJk
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mas pela relacdo (£.3), tem-se que fk() < f(+). O novo iterado 2**! do método é
obtido resolvendo o problema quadratico . Novamente, {2*} denota a sequéncia
de passos sérios gerada pelo MFPIL.

Dado um iterado z¢*1 € X, o ordculo ¢ chamado pela primeira vez com

Cinee = 1 para obter o par inexato (fF+!, gk+l).

Se o valor inexato f**! atingir
um nivel satisfatério de decréscimo da funcio objetivo f¥! < f*¥ — kv, onde vy,
é o decréscimo predito definido em (3.23]), o oraculo é chamado uma segunda vez,
mas com (jner = 0, para obter o par exato (f(2**1), g(2*™!)). Assim sendo, a cada

iteragao se satisfaz

e _ ) 0 se fEFU S fE— kg, (0.4
° f(FY) — fHL > 0 6 desconhecido, se f** > fF — ko .

E importante ressaltar que:

(i) para todo passo sério 251, o ordculo (4.2)) é chamado duas vezes (a primeira

com Ciner = 1, € a segunda vez com Cipep = 0), logo f¥+1 = f(ak+1);

(ii) o oraculo (4.2)) também pode ser chamado duas vezes para um iterado z*+?

que resultara em um passo nulo. Isto acontece quando

< Y — kv, porém,  f(2TN) > fF — ko,

A situagao do item (ii) é indesejada, pois o esfor¢o computacional para calcular o
par exato (f(2*1), g(2F*1)) é, em certo sentido, inttil. Para evitar que tal situagio
ocorra com frequéncia é importante que se empreguem oraculos acurados, com erros
£, pequenos; mas isto nem sempre ¢é possivel, pois depende da fun¢ao a minimizar.

A seguir sao apresentadas as principais diferencas entre o método de feixes pro-
ximal inexato apresentado no Capitulo[3] e o método de feixes proximal considerado

neste capitulo.

4.1.1 Comparacao entre os Métodos Inexato e Parcialmente

Inexato

Inicia-se a comparacdo entre os métodos com uma sintese de seus respectivos

algoritmos:
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e Método de Feixes Proximal Parcialemente Ine-

e Método de Feixes Proximal Inexato - MFI, [10] xato - MFPI, [23]

LoJRC{1,... Kk}, {4 FL 99 e g 1. JkC{1,...,k}, {(= 1L 9D e gn

2. fu() = max;c i {f + gl 7(-—29)} 2. fi(-) = max; o {f7 + gl (—2)}

3. dh(2) = ful2) +in(2) + 5 |2 = oF|| 3. 9k(2) = ful2) +ix(2) + g ||= — ||

4. zFt1 = argmin ¢ (2), 4. 2**! = argmin ¢ (2),

5. Se a imprecisdo é excessiva, aumente tj, e volte 5. calculo de fFt! e [f(FTY) — e, f(2FTH)] e
ao passo 4 gt e De; F (M)

6. caleulo de f§+1 € [f(zF 1) — €f7f(zk+1) +e4] 6. Se fFH1 < fF — kuvg, entdo calcule
e b € 0y i, ST (51,6551 = (F(HH1),g(z*+); easo con-

. trario, faca z¥t1 = z¥ e v4 ao passo 8
7. Se fETL < £k _ gup, entdo bt = 2K+ caso

2 k+1 _ .k =
contrério, zFt! = ¢ 7. Se f(zFt1) < fF — kuy, entdo Pl = ZEt+1,

caso contrario, zF*1 k

8. k=k+ 1 e volte ao passo 1. -
8. k=k+1 e volte ao passo 1.
e todo ponto de acumulacio de {z*} é uma

2(ef +eg)—solugo. e todo ponto de acumulacio de {z*} é uma

solucdo 6tima.

O algoritmo do MFPI é apresentado com detalhes na Segao [£.2.1] Apesar de se
utilizar a mesma notagao {(z, f, g°)}icsx para o feixe de informacdes no item 1,
¢ importante ressaltar que, para o método parcialmente inexato, alguns dos pares
(fi,g') sao calculados de forma exata.

O MFPI procura combinar a velocidade do MFI com a convergéncia exata do
método de feixes proximal exato. Para que este propdésito seja alcancado, é necessario
empregar oraculos parcialmente inexatos rapidos e de boa qualidade. Este assunto
é tratado nos Capitulos[7] [§] e [0

A Figura contém uma ilustracao grafica para o MFPI, quando o conjunto
viavel é a reta real, i.e., X =R.

Como apresentado na Figura4.1} o ordculo é chamado uma tnica vez para k = 1,
com (jner = 0. Diferentemente, o oraculo é chamado uma tnica vez com (e, = 1
na iteracio k = 2. E ilustrada na Figura (b) a situacdo em que a funcao deve
ser avaliada de forma exata, i.e., o oraculo é chamado duas vezes: a primeira com
Cinex = 1, € a segunda com (e = 0.

A seguir é dado o desenvolvimento tedrico do método.
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(a) Método parcialmente inexato (iteragio 3) (b) Método parcialmente inexato (decr. satisfatério)

(¢) Método parcialmente inexato (iteragdo 4)

Figura 4.1: Método de feixes parcialmente inexato.

4.2 Desenvolvimento Teodrico

A relacao (3.11]) permite obter uma estimativa da otimalidade a partir das seguintes

linearizacoes agregadas de fk (e f) e iy, respectivamente:

— v

Fe) = R = YT < () < 50) (4.5)
B() = (=) <), (4.6)

Dado que fi < f e que fx = f+ix, de (4.5) e (4.6) resulta em
P = Fe() +5C) < 86 = ) +ix() < fa(). (4.7)
Assim sendo, a desigualdade seguinte é obtida a partir de (3.16])-(3.18])

fo+ (=2 Pt —ap = fR() < fal), (4.8)
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e com isso,

fi < fa() = (= 2")Tp +ay
< Sl )| = |+ o (4.9)
< () Vil (| =2 +1)

para Vj = max{”pk ’ ,ak}, como no Capitulo . Além disso, todo passo sério

ok € X é avaliado de forma exata, i.e., f¥ = f(2¥). Desta forma, se V}, = 0 tem-se
fa(z®) = 5 < inf fa(2) = fa(a®) = f. <0, (4.10)

i.e., o tltimo centro de estabilidade 2* é uma solucdo para o problema (4.1)).
Diferentemente do MFI, a situacao ilustrada na Figura nao pode acontecer

para o MFPI, como mostrado pelo seguinte resultado.

Proposicao 4.1 O erro de linearizacio oy, definido em (3.17) € sempre nao nega-

tivo.

Prova. Pelo Lema [3.1] todo iterado é um ponto vidvel. Logo, vale ([4.7) e a de-
signaldade f%(2*) < f(zF). Por (&.4)), para todo passo sério o valor f* = f(z*) é

calculado de maneira exata, logo oy = f* — fi(z%) > f¥ — f(2F) =0. =

2
Pela Proposicao , Vg = g g HpkH . Entao, pela Proposicao , tem-se que
v > g > 0, e vale a seguinte cota superior para a medida de otimalidade:

,ak} = max{\/(vx — ag)/tg, ax } < max{\/vg/tx,vr}.  (4.11)

Portanto, se a sequéncia de passos {t;} ¢ limitada inferiormente por alguma cons-

-

tante 71 > 0, para obter uma solucdo assintoticamente exata do problema (4.1)),
basta fazer com que vy hek 0, para K C N um conjunto de contadores de iteracao.

Este é o objetivo do Algoritmo {4.1| apresentado a seguir.

4.2.1 Algoritmo Parcialmente Inexato

O algoritmo do método de feixes proximal parcialmente inexato é baseado no Al-
goritmo (3.1} incorporando etapas adicionais de modo que um oraculo parcialmente

inexato possa ser utilizado.
Algoritmo 4.1 METODO DE FEIXES PROXIMAL PARCIALMENTE INEXATO

Passo 0 (inicializagio). Selecione ' € X, um parametro de descida x € (0,1),
e um passo prozimal t; € [Tmin, Tmaz)- Faga 2 := 2!, (inew = 0, e calcule
fl= fli= (), g) = g(=)). Defina J'i= {1}, k = k(0) == 1, £ = 0

(k(€) — 1 determina a itera¢io do {—ésimo passo sério).
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Passo 1 (ponto teste). Obtenha 2**1 e 0s multiplicadores de Lagrange I/Jk tais como
no Lema[3].

Passo 2 (teste de parada). Se Vi, = 0 pare!
Passo 3 (teste de descida).

Passo 3.1 (cdlculos inexatos). Fize (per = 1 € chame o ordculo (4.2) para

calcular os valores inezatos fE+1 e gttt

Passo 3.2 (teste de descida). Se o teste de descida

fE < 5 — gy, (4.12)

+1 k

ndo € satisfeito (passo nulo inexato), faca v* = 2% e vd ao Passo 4.

Passo 3.3 (cdlculos exatos). Fize (inex = 0 e chame novamente o ordculo
para calcular (fE g5 = (f(2F11Y), g(2F1Y)) de forma ezata.
Se f(2"1) < f¥ — kv (passo sério), faca x*1 = KL k(04+1) = k+1,

k+1 k

el : =0+ 1. Caso contrdrio, (passo nulo exato) faca "' = " e vd ao

Passo 4.

Passo 4 (selecio do feize). Escolha J*' > J5 U {k + 1}, com
jkI:{jGJkZVJ]-C#O}.
Passo 5 (atualizagio do passo proximal). Se k({) = k+ 1 (i.e., apds um passo

sério), selecione tyi1 € [tg, Tmaz|; caso contrdrio, faga tyy1 = t, ou escolha

f+1 € [maX{Tmm, O.Itk}, tk].

Passo 6 (ciclo). Faca k :=k + 1 e volte ao Passo 1.

A atualizag@o do passo proximal no Passo 5 pode ser realizada pelo Subalgoritmo
B.11

Como o valor funcional e um subgradiente sao calculados de forma exata para
o ponto inicial 2! € X, a Proposicao garante que o erro de linearizagao (3.17])
¢ sempre nao negativo. Portanto, o procedimento de atenuacao do ruido apresen-
tado em [23, Algoritmo 2.3], [47, Algoritmo 1], e no Passo 3 do Algoritmo é

desnecessério para o Algoritmo (veja também comentarios em [23] Secao 4]).

4.2.2 Analise de Convergéncia

Como para o MFI, seja f° = limy_ f¥ e seja V] = minjegr,.. xy V. O lema

seguinte é importante para analisar a convergéncia do método.

Lema 4.1 Considere o Algoritmo e dado o problema (4.1)), suponha que:
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Al - existe c € R tal que o conjunto de nivel
Ly(c):={2z€X: f(z) <c}

€ nao vazio e limitado.
Entao, f2° < f. quando limV} = 0.

Prova. De forma andloga ao Lema [3.2] pode-se mostrar que a sequéncia de passos
sérios {7F} gerada pelo Algoritmo ¢é limitada, sob a hipotese Al. Entao, se
lim V/ = 0 a relagao (4.9)) fornece f° < fx(z). Logo, f° < inf fy(x) = f., como se

queria demonstrar. m

Novamente, quando X # () é compacto ou a funcao f é coerciva, a hipdtese Al
é satisfeita. Uma versdo nova do Teorema [3.1] adaptada para o MFPI é apresentada

a seguir.

Teorema 4.1 Considere o Algoritmo[4.1], e suponha que a hipdtese A1 do Lemal{.1]
¢ satisfeita. Entdo, todo ponto de acumulacio © € X da sequéncia {x*O} gerada
pelo método € uma solugao do problema (4.1).

Prova. Suponha que o procedimento do Algoritmo nao termina (caso contrario,
Vi = 0 para alguma iteracao k). Entao, podem ocorrer duas situagoes possiveis: (i) o
algoritmo gera um ntmero finito de passos sérios, seguidos de infinitos passos nulos;
ou (ii) infinitos passos sérios sao obtidos. Para mostrar que lim V;/ = 0, basta recorrer
ao Lema na situacio (i), e, juntamente com a hipdtese Al, ao Lema na
situagao (ii). Entao, a desigualdade f° < f, é assegurada pelo Lema . Da relacao
fHO = f(2*9) e da semicontinuidade de f segue que f(z) < liminf f*) = f> e

deste modo, f(z) < f.. Portanto, & é uma solugao 6tima do problema (4.1]), como

se queria demonstrar. m

A seguir serd mostrado que quando a funcao f e o conjunto X sdo poliedrais,
o Algoritmo [4.1] (utilizando hipéteses adicionais) encontra um minimizador do pro-
blema (4.1)) em um ntmero finito de iteragoes.

4.3 'Terminacao Finita

Para i = 0,...,ns, dados os conjuntos finitos de indices K;, vetores a§~ e R" e
escalares b; € R, com j € K;, considere que a fungao objetivo do problema (4.1))

tem a forma

f(x)=> fi(z), com fi(z)= Ijré%x{a;-Tx +05}, para i=0,...,ny. (4.13)
=0 i
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Este tipo de func¢ao, que ¢ poliedral porque ny ¢ finito, aparece com frequéncia
em problemas de otimizacao nao diferenciavel, como fung¢ao dual de problemas sepa-
raveis em blocos, [2 Capitulo 11]. Este é, por exemplo, o caso da programacao linear
estocastica em dois estagios. A saber, sob a hipdtese de linearidade das fungoes de
primeiro e segundo estagios, e quando o ntimero N de cenarios & := (q;, hy, T;) é
finito, o problema pode ser escrito como

N
min {ch +> pimin{q/y: Tix+Wy=h;, y > 0}} :

zEX i=1

Como p; > 0, a funcao objetivo dual do problema acima pode ser escrita por
fl@)=cz+> Vi(z), com V;(z)=max{(h—Tix)" u: W'u<pq}.

O conjunto poliedral TI(p;q;) := {u : WTu < p;q;} possui apenas um nimero finito
ki de vértices u;,. Deste modo, V;i(z) = maxjeqi,..x,)(hi — Tiw) "uy; e, tomando
af = =Tlui, b = hju; e Ki := {u,...,u }, tem-se a relagio ([£.13) com
fo(z) :==c"z.

A seguir sao dados dois resultados importantes para mostrar a terminagao finita

do Algoritmo [4.1} no caso em que f e X sao poliedrais.

Lema 4.2 Seja f uma funcao real, convexa, e poliedral. Seja X C R™ um conjunto
convezo, poliedral, e ndo vazio. Dada a fungdo indicadora iy de X e a fungdo
fx = f + iy, existem apenas um nidmero finito de subdiferenciais Ofx diferentes.

Além disso, cada subdiferencial Ofx é um poliedro convexo.

Prova. Um resultado conhecido em anélise convexa é o seguinte [29, p. 215]:

Nx(z) sexeX
1) caso contrario.

('%X(:c) = {

Na relagdo acima, Nxy(x) é o cone normal do conjunto X', em um ponto z € X.

Como X é um poliedro convexo, existem m vetores n—dimensionais B?,..., B™

be R™ , tais que

e

X:={zeR": Blx<b;, paraj=1,...,m}.

Para cada z € X, seja J(z) := {j : B’z = b;} o conjunto dos indices ativos em X.

Entao,

Ny(z) = { > a;B:a; > 0} :

JjEJ ()
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[6 Ex. 5.2.6, Cap. III, vol. I]. Como o ntimero de subconjuntos de {B*,..., B™} ¢
igual a 2™, existem no méaximo 2™ diferentes subdiferenciais Jiy(-).

Por simplicidade de notacao e sem perda de generalidade, suponha que ny = 0

em (.13, ie.,

Py—— T .
T = el e+ b

Seja I(x) o conjunto dos indices ativos em z, i.e., Indices tais que f(z) = a; z + b;

para todo j € I(x). Com esta notagao,
Vee X, Of(x):=conv{a; : j€I(z)}.

Como existem apenas 2¥ — 1 conjuntos diferentes I (+) nado vazios, entao existem no
méximo 2% — 1 subdiferenciais diferentes 9f(-).
Como dom f = R"™ por hipdtese e X é nao vazio, o Teorema de Moreau-

Rockafellar [29] Teorema 23.8] proporciona a igualdade seguinte
Ofx(z) = 0f(x) + dix(z), paratodo z € X.

Como resultado, devem haver um nimero finito de diferentes subdiferenciais dfx e,
pelas defini¢oes de Ny e df, o conjunto dfy é um poliedro convexo, [29, Corolario

19.32]. m

Como consequéncia do Lema 4.2 o subdiferencial 0 fy é um conjunto convexo e

fechado. Estas caracteristicas sao importantes para o lema seguinte.

Lema 4.3 Seja X C R"™ um conjunto poliedral convero nao vazio, e seja f uma

fungdao real, convexa e poliedral. Entao existe uma constante n > 0 tal que
se Ofx(x) N B(0,n) #0, entio x € arg min fx(2),
onde B(0,n) é uma bola aberta centrada em zero e com raion, e fx = f +ix.

Prova. Seja § = §(x) a projecao do ponto zero sobre o subdiferencial dfx(x), i.e.,

G(x) :=arg min ||s]| .
(a) = arg_min |||

O vetor § esta bem definido para todo z € X, e é tinico porque dfy é um conjunto
convexo, fechado, e ndo vazio. Pelo Lema existem apenas um ndimero finito n,

de diferentes subgradientes g. Seja n > 0 definido por

= min {[|gif| = g # 05,

i=1,...,ng
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e seja T um ponto em X que satisfaca ¢g(z) € Jdfx(Z) N B(0,n). Deste modo,

§(x) =0 € 0fx(x), i.e., T é um minimizador de fy, como enunciado. m

Seja J§ := {j < k: &l = 0} o conjunto de indices das linearizacdes exatas, e

seja ka o modelo de planos cortantes construido com tais linearizagoes:
fEC) = Hggg{f(zj) +9(z)) (=)} (4.14)
J&Jdg

Como ¢! = 0 no Algoritmo entdao Ji C J§ e J§ # () para todo k. Seja também

a medida de estabilizagao do modelo de planos cortantes dada por

S — (2
ok fE—r_1(2F)’

com ¢(+) definida em ({3.6)), e considere a seguinte alteragdo do Passo 3.2 do Algo-
ritmo .1k

Passo 3.2 (teste de descida). Se ao menos uma das relagoes
FEFNS Y =g, ou 0< 1= pp <6,

(para 6, > 0 uma tolerancia fixa) ¢ satisfeita, vd ao Passo 3.3. Caso contrério,

k

(passo nulo inexato) faga z**! = 2% e v4 ao Passo 4.

Fundamentado no Teorema 6.2 de Burachik, Scheimberg e Sagastizébal [51], o
Lema a seguir garante que, sob hipdteses adicionais (introduzidas pelo fato de se
ter um oraculo inexato), o Algoritmo sempre obtém um passo sério apos realizar

um numero finito de passos nulos.

Lema 4.4 Considere o Algoritmo[{.1], e suponha que a fung¢do objetivo do problema
(A1) é dada por (4.13)), com X # 0 um conjunto convexo e poliedral. Além disso,

suponha que:
(i) o passo proximal ty, =t > 0 é mantido fixzo no Passo 5;

(ii) o conjunto de indices das linearizagoes € atualizado pela regra
JHL S gy TR Uk + 1),

onde J¥ é o conjunto de indices das linearizagdes exatas, e J* é o conjunto de
indices ativos definido no Passo 4 do Algoritmo [4.1];

(1ii) o Passo 3.2 do Algoritmo é substituido pelo Passo 3.2° acima.

Entao um passo sério € determinado apds um numero finito de passos nulos.
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Prova. Pela hipétese (ii), o conjunto de indices das iteracdes exatas J& estd

contido em J*™. Se o (k+1)—ésimo iterado resulta em passo inexato (i.e., e > 0),

entdo J§T' = J¥, e vale a inclusio J§t! € J*+1. Por outro lado, se o (k + 1)—ésimo
iterado resulta em passo exato (i.e., e¥*! = 0), entdo J&™ = JF U {k + 1}, e mais

uma vez, Je C J**1 por (ii). Assim sendo, pela hipétese (i) tem-se que JF C J*

para toda iteracao k, e como resultado vale a desigualdade

v

FEC) < ), (4.15)

com fE() definido em (&.14). Sendo a funcio f dada por (£.13), entdo existe no
méximo um nimero finito de diferentes modelos de planos cortantes fZ(-) (< fi(-) <

f(+)). Desde que X é um conjunto convexo e poliedral, a funcao ka + iy, é poliedral
e, como t, = t por (i), para & € X fixo, existem somente um nimero finito de valores

diferentes

O (5 == min gy (2),  com ¢ (2) = fn(2) JrZ'X(ZH21t||2—93°||2 , (4.16)

mesmo quando m — oo. Para mostrar que um passo sério é determinado apds
realizar um ntmero finito de passos nulos, suponha por contradi¢ao que o Algoritmo
[1.1] considerando as hipéteses (i)-(iii), gera uma sequéncia infinita de passos nulos
ap6és um tltimo passo sério gerado na iteracio k. Por (com g, = 0), a
sequéncia {@,, (™)}, é convergente; entdo o, — 1. Sendo §, > 0, apés um
ndimero finito k; de passos nulos, o par (f,,g.) é calculado de maneira exata por

(iii). Seja KCF := {k > k; + k} o conjunto dos indices de iteracoes correspondentes

aos passos nulos calculados de forma exata, obtidos apés o tiltimo passo sério & = z*.

Portanto,
meKP = (fI"g") = (f(z"),9(z")),

e o conjunto KF possui um nimero infinito de elementos, por hipétese. Suponha

m+1 _

que exista m € KF tal que z 2™ entao,

FE™Y = fn(z™) = fn(z™)
= maxjem{f! + gl (zm =)}

> =) = fE,

porque m € J™ pela hipdtese (ii). Entao, as igualdades fm(zm“) = f(z") e

ff =f (x’;) = f(Z), juntamente com a condigao de passo nulo, implicam que

JEY) > f(3) = k(@) = fu(z") = (@) = 6(f(E) = F(z").
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Mas como & € (0, 1), resulta que

FE™) > f(3@). (4.17)

No entanto, a relagao

Fulz™) < Fo(2m ) + 21t Hzm“ - ’2

contraria a desigualdade (4.17), porque f(z"*!) = fm(zm+1). Assim sendo, os ite-
rados nulos sao todos diferentes, ™! #£ 2™ para todo m € K¥ e, deste modo, a
desigualdade estrita ¢, (z™"') > ¢,_1(z™) vale por (3.27). Logo, a sequéncia in-
finita {¢,(2™™)}hexcr ¢ mondtona crescente, e é uniformemente limitada inferior-
mente por {¢Z (zFm T} s, devidos as relagdes e (4.16). Como resultado,
a sequéncia {¢Z (zP™H1)}  r é também infinita e mondtona crescente (porque
J& C J* para todo k, e as linearizacoes exatas sio mantidas no feixe), contrariando
o fato de que existem somente um nimero finito de valores diferentes ¢Z (zZm+1),
Portanto, o conjunto KF ¢ finito, e um passo sério deve ser determinado apds um

numero finito de passos nulos consecutivos. =

O Passo 3.2 é substituido pelo Passo 3.2” com o objetivo de obter mais avalia¢Ges
exatas da fun¢ao. Deste modo, tanto as desigualdades em ([3.27)) quanto o resultado
do Teorema [.1] permanecem validos.

O seguinte resultado é baseado no Lema 15 apresentado em [52], p. 173].

Lema 4.5 Considere o Algoritmo com as hipdteses (i)-(iii) do Lema e
suponha que o problema , com fungdo objetivo dada por (4.13), tem ao menos
uma solucao. Se o algoritmo nao para apos realizar um numero finito de iteragoes,
entdo o algoritmo gera infinitos passos sérios, e existe uma iteracao /%1 tal que, para

todo k > /21 o iterado obtido no Passo 1 satisfaz

e arg Hél)l{l fulx), (4.18)

FuZFY = 1., (4.19)

onde f, € o valor étimo de f.

Prova. Pelo Teorema [4.1], se o Algoritmo termina com V; = 0, entao o ultimo
passo sério do método é uma solucao do problema . Contudo, se o algoritmo
nao termina, o numero de passos sérios deve ser infinito, pelo Lema 4.4, Entao,
o conjunto K* = {k > 1: k({) = k, para algum ¢ > 0}, de indices das iteragdes

em que um passo sério foi determinado pelo Algoritmo [4.1] é infinito. Ordenando
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os elementos de K® de forma que k; seja o indice da iteracdo em que o primeiro
passo sério foi declarado, ks o indice da iteracao em que o segundo passo sério foi

declarado, e assim sucessivamente, o Lema [3.1] define cada passo sério por
gl = ki — tlpl, com [:=kyi—1.

Por hipétese, p¥ # 0 para todo k; pois do contrario, p* =0 = a; =0=V, =0
(ver (3.17)) e o algoritmo terminaria. Além disso, z* # 2% para todo i # j, pois
do contrario ter-se-ia que f(x*) = f(a*), contrariando o fato de que a sequéncia
de valores funcionais { f(2*)}rexs seja mondtona decrescente.

Como K? é um conjunto infinito, o niimero de linearizagoes exatas é infinito pela
hipétese (ii) do Lema Sendo a funcao f dada por , existem somente um
nimero finito de diferentes modelos de planos cortantes f£ (< fi < f), definido
em (4.14). Entdo, existe um indice ko tal que, para todo k > ky tem-se a igual-
dade f,f (1) = fk(), porque existem infinitas avaliagbes exatas (em infinitos pontos
distintos), e todas as linearizagoes exatas sao mantidas no feixe J*.

Pelo Lema [3.1] vale a relagao

|

b= r(xk _ Zk+1) e 8{fk(zk+1) +i;\g(2k+1)}.
k

Entéo, para todo k > k.
p* € H{FEE) +in(Z)}, porque  fE() = fi().

Desde que X ¢ um conjunto convexo e poliedral, o Lema |4.2| assegura que existem
apenas um numero finito de subdiferenciais 0{ f,f +ix}, para k fixo. De fato, porque
existem somente um nimero finito de modelos diferentes f,f , val existir apenas um
nimero finito de subdiferenciais d{fF + ix}, mesmo quando k — oco. O Teorema
m garante que Vi = max{|[p*||,ax} — 0. Entdo, pelo Lema existe um indice
/%1 > l~€0 tal que, para todo k > l~€1,

0e 8{f,f(z’““) +iX(Zk+1)},

ie., 0€ {fu(zF) +ix(z"1)}. Esta inclusdo demonstra a relacio (f.18).
Novamente, pelo Teorema m, tem-se que f(zF) — fr(z"*1) — 0. Como somente
um nimero finito de valores diferentes fZ(z*1) (= fu(z**1), para k > k) podem

ocorrer, tem-se a relacao (4.19). m

Como resultado dos Lemas [£.4] e [4.5] para o caso de infinitas iteracoes, os passos
sérios do Algoritmo [4.1] modificado com as hipéteses (ii)-(iii), se comportam de

maneira similar aos iterados do método de planos cortantes. A tnica funcao que o
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termo quadratico em desempenha nestes iterados ¢ a de selecionar dentre as
multiplas solugoes do programa linear mestre aquela que esta mais préxima do passo
sério 2*. Por , os valores 6timos dessas solugoes nao se alteram, e sdo iguais ao
valor 6timo do problema . O resultado a seguir mostra que nao podem haver

infinitas iteragoes.

Teorema 4.2 Considere o Algoritmo e suponha que o problema , com
funcgao objetivo dada por , tenha ao menos uma solucao otima. Além disso,
suponha que as hipdteses (i)-(1ii) do Lema sejam satisfeitas, e que a partir de
uma certa iteracio k, o conjunto de indices das linearizagoes seja atualizado pela
regra J*t = J* U {k + 1} (ndo hd selecio mem compressio do feize). Entdo, o
Algoritmo determina uma solucao otima de apos um numero finito de

iteracoes.

Prova. Pelo Lema apdés um numero finito de iteragoes, diga-se k, a sequéncia
de pontos gerada pelo Algoritmo é idéntica aquela gerada pelo método de planos
cortantes. Desde que para todo k > k nenhum corte é eliminado, o método de planos
cortantes tem terminagdo finita quando f ¢ dada por ([£.13)), ver [4] e [2, Teorema
9.6, e comentéarios na pagina 134]. A medida de otimalidade de um método de
planos cortantes pode ser, por exemplo, A, = f(zF) — fk(zkﬂ). Neste sentido,
para todo m > k tal que 2+! = 2™+ ¢ um passo sério gerado pelo Algoritmo[d.1] o
decréscimo predito pelo modelo vy, = f(2™F1) — f,.(2™+1) coincide com A,,, o qual
vale zero ap6s um numero finito de iteragoes. Mas por , Uy = 0 resulta em
Vi, =0, ie., o Algoritmo termina apods realizar um ntmero finito de iteragoes.

Segundo as hipéteses do Teorema , todos os cortes (linearizagoes) calculados
pelo Algoritmo devem ser mantidos no modelo de planos cortantes f;w a partir
de uma certa iteracao k (por exemplo, quando ocorre ) Contudo, a possibi-
lidade de eliminar os cortes inativos é uma das principais vantagens dos métodos
de feixes proximais. O processo de eliminacao de cortes se torna particularmente
importante quando a dimensao n da variavel z é elevada (assim sendo, muitos cortes
sao necessarios para aproximar f). Outro ponto pratico importante é o fato que,
para assegurar a convergéncia finita do algoritmo, o passo proximal deve permanecer
constante. Esta exigéncia, juntamente com a condi¢ao de manter no feixe os cortes
inativos, reduz a eficiéncia do Algoritmo [4.1]

Apesar de eliminar os cortes inativos, Kiwiel [53] mostra que o método de feixes
proximal exato tem terminacao finita no caso poliedral, se o passo t permanece
constante durante os passos sérios, a partir de uma certa iteragao k. Durante os

passos nulos, t é permitido variar somente um ntmero limitado de vezes. Para que o
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método termine apds fazer um nuimero finito de iteragoes, Kiwiel adota um critério

k

alternativo para a escolha de um passo sério: z*™! é declarado um passo sério se

FEEY < f@®) e fEMY = fu(ZMY. (4.20)

O critério acima pode ser empregado de forma peridédica, considerando um niimero
ns > 0 de passos sérios escolhidos pelo critério convencional: apds ng passos sérios
serem escolhidos pelo critério , o préximo passo sério deve ser definido por
. A partir de entao, outros n, passos sérios devem ser determinado por ([3.26]),
e novamente o critério deve ser empregado, e assim sucessivamente.

O critério adotado por Kiwiel ndo assegura a terminacao finita do Algoritmo [4.1],
a nao ser que seja empregado a partir da iteracao em que vale a desigualdade do
item (ii) do Lema [4.4]

Encerra-se este capitulo com um comentéario acerca da qualidade do oraculo
parcialmente inexato. Como mencionado no inicio deste capitulo, se o erro ¢, =
f(z) — f. do oraculo utilizado no Passo 3.1 do Algoritmo for consideravel, a

relacdo seguinte pode ocorrer com frequéncia:
k41 k . k+1 k
fz < fg; — RV, porem, f(Z ) > fac — KU

Isto faz com que o algoritmo exija (com frequéncia) o célculo dos valores inexato e
exato pelo oraculo, para passos nulos. Logo, deve-se definir um oraculo parcialmente
inexato com bastante cautela, de modo que o esfor¢co computacional do método nao
acabe sendo maior do que o esforco computacional do método de feixes proximal
exato.

Com o objetivo de definir um método parcialmente inexato menos susceptivel a
qualidade do ordculo, é apresentado no Capitulo [fl uma extensido do método de nivel,
capaz de lidar com oraculos parcialmente inexatos. Para isto, primeiro é considerado

um método de nivel adaptado para oraculos inexatos.
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Capitulo 5
Método de Nivel Proximal Inexato

Como ja mencionado, os métodos de feixes estabilizam o método de planos cortantes.
E bem conhecido que iteracoes sucessivas do método de planos cortantes podem nao
proporcionar um progresso no processo de otimizacao, no sentido que o decréscimo
no valor da fungao objetivo é pequeno (ou mesmo negativo), enquanto pode haver
uma grande diferenca entre os iterados da variavel de decisao. Este fato é ilustrado
em [2, Exemplo 9.7].

Além de estaveis, os método de feixes proximais fornecem um mecanismo eficiente
para manter o numero de linearizagoes (cortes) limitado, chamado de compressao
do feixe, [2, Algoritmo 10.11]. Outro método importante da familia dos métodos
de feixes é o método de nivel, desenvolvido por Lemaréchal, Nemirovskii e Nesterov
[19]. Como o préprio nome sugere, este método determina o novo candidato a
solucao projetando o 1ltimo iterado em um conjunto de nivel, que é atualizado a
cada iteragdo. O conjunto de nivel é uma alternativa ao termo quadratico do método
de feixes proximal, para estabilizar o processo de otimizacao.

Um método de nivel capaz de lidar com oraculos inexatos foi desenvolvido por
Fabian [I7]. O problema de otimizagao convexa considerado em [I7] é bastante
geral, no sentido que a fungao objetivo e as fungoes que definem as restrigoes sao
supostas serem convexas e Lipschitz continuas na variavel de decisao. No método
de nivel inexato proposto por Fabidan a imprecisdao do oraculo é assintoticamente
nula, fazendo com que o método convirja para uma solugao exata do problema de
otimizacao considerado. Dadas estas caracteristicas, o método de nivel inexato de-
senvolvido por Fabian pode ser entendido como um método incremental, [47]. A
aplicagao do método de nivel (resp. inexato) a programagao estocastica é denomi-
nada decomposi¢io de nivel (resp. inexata), e desenvolvida por Féabian e Sz6ke [18].
Os autores consideram um oraculo para os programas lineares estocasticos em dois
estagios da forma (2.1))-(2.2)), que é inexato em dois sentidos distintos: (i) todos os
programas lineares de segundo estégio sao resolvidos aproximadamente; e (ii) uma

—_

estrutura em células é construida no espago = das incertezas, de maneira que os
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cendarios pertencentes a mesma célula sdo agregados no baricentro. Desta forma, o
oraculo inexato proposto em [I8] pode utilizar (i) ou (ii), ou simultaneamente (i)
e (ii). Diferentemente, o método de nivel inexato proposto neste capitulo utiliza
um oraculo que é inexato porque apenas alguns problemas de segundo estagio sao
resolvidos. Os demais problemas sao aproximados por um procedimento rapido, que
nao envolve a resolugao de problemas de otimizagcao.

Uma outra variante do método de nivel é o método de nivel proximal, desen-
volvido por Kiwiel [9]. Ao invés de projetar o tltimo iterado z* no conjunto de

nivel para obter z#*!

, 0 método de nivel proximal projeta um centro de estabilidade
z* € X. Diferentemente do método de feixes proximal, o centro de estabilidade do
método de nivel proximal nao precisa ser, necessariamente, o melhor candidato a
solucao, encontrado durante o processo de otimizagdo. Assim como o método de
feixes proximal, e diferentemente dos métodos de nivel propostos em [I7HI9], 0 mé-
todo de nivel proximal é capaz de manter o tamanho do feixe (valores funcionais,
subgradientes e iterados) limitado.

Neste capitulo é proposta uma abordagem inexata para o método de nivel pro-
ximal. O método resultante é denominado método de nivel proximal inexato - MNI.
Assim como o MFT apresentado no Capitulo [3, o MNI utiliza linearizacoes inexatas
construidas a partir de valores funcionais e subgradientes aproximados, retornado
por um oraculo inexato. Como apresentado a seguir, o MNI converge a uma solugao

aproximada do problema de otimizagdo convexa considerado.

5.1 Consideracoes Iniciais

Neste capitulo o problema de interesse é escrito por

fe:=min f(2), (5.1)

zeX

com a fungao fechada e convexa f: R" — RU{oco}. O conjunto X C R" é suposto
ser convexo e compacto, com diametro D nao necessariamente conhecido. Além
disso, é assumido que () # X C ri(dom f). Dadas estas hipGteses, entao a funcao
f é Lipschitziana em X. Para os programas lineares estocasticos em dois estagios,
tais hip6teses acerca da funcéo f sdo asseguradas pela Proposicao 2.2 quando X é
compacto.

Para resolver o problema de forma aproximada e com um custo computa-

cional aceitavel, é assumida a disponibilidade de um oraculo inexato que:
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para todo ponto z € X dado, e dois erros €f,e, > 0, independentes de z, limitados,

mas possivelmente desconhecidos, sao fornecidos

uma estimativa da fungao f-€ [f(z) —ep f(2) + ¢4 (5.2)
uma estimativa do subgradiente g. € 0.4, f(2). '

Como f é convexa e €5 + &, ¢ limitado, o subdiferencial .., f(-) ¢ localmente
limitado, [6, XI.4.1]. Sendo X compacto, existe uma constante independente de
z € X e g5 + ¢4, que limita superiormente ||g.| para todo z € X. Sem perda de
generalidade, é assumido neste capitulo que esta constante coincide com a constante
de Lipschitz A de f, i.e.,

lg-|| <A paratodo z€ X.

Seja k um contador de iteragdo. O MNI proposto neste trabalho, quando em-
pregado com um oriculo inexato satisfazendo (5.2), gera uma sequéncia {2*} C X
de candidatos a solugao do problema (j5.1)), utilizando os valores aproximados para

a funcido fF := f.x, e para o subgradiente g* := g.x, cumprindo a relagdo seguinte:

fr()=F+ (=T < f() +ep+2e, com fi(eh) = f2 = f(5) —ep. (5.3)

Além do mais, a condi¢ao de Lipschitz com constante uniforme A é satisfeita pela

linearizacao fy:
£(5) = (B <AllE -2, paratodo 2 Z € X. (5.4)

Serao apresentados nos Capitulos [7] e [§ diversos ordculos que satisfazem as exi-
géncias acima, para a programagao estocastica. A seguir sao descritas as principais
diferengas entre o método de nivel proximal exato apresentado em [9], e o método

de nivel proximal inexato considerado neste capitulo.

5.1.1 Comparagao entre os Métodos Exato e Inexato

Inicia-se a comparacdo entre os métodos com uma sintese de seus respectivos

algoritmos:
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e Método de Nivel Proximal Exato [9]

5. XN ={zeX: fils) < fE b e
f'r’iiv = Hfiknf + (1 - N)ff’u.p

k _— 3 k

4. Se X" = 0 atualize z e f}; ;

. 2
5. ZF1 = argmin, vk ||zf:rk|| ,

ao passo 1.

e X Cri(dom f) deve ser compacto.

solucdo 6tima.

LoJkF {1, k) {25 £(29), 9(2) e gk

2. fk() = max;g sk {F(z9) + g(z9)T (- — 29)}

e volte ao passo 3

6. calculo de f(2t1) e g(zk*1) € af(2Ft1)

7. fj;l = min{ffup,f(zk*'l)}, k =k +1 e volte

e todo ponto de acumulagdo de {z*} é uma

Método de Nivel Proximal Inexato

Jk C {17"'7k}7 {(Zlvf;7g;)}z€Jk

fk() = manEJk{fg +g§—r( — zj)}

D XF={zeX: frx) < fE e

n

fsiv = K/filef + (1 - ’i)f\fup

Se X* = () atualize z, e ffnf e volte ao passo 3

. 2
.kt = argmin_ ¢ yx Hz—zkH ,

. calculo de fFTL € [f(2FT1) —ep, f(2FH1) + &4]

g € 0. ie, SR

Sk;j;} = min{ffup7 f'“}, k =k+1 e volte ao

passo 1.

X Cri(dom f) deve ser compacto.

todo ponto de acumulagio de {z*} é uma

2(ef + gg)—solugao.

Como pode ser verificado acima, a tnica diferenga entre os algoritmos dos méto-

dos de nivel proximal exato e inexato consiste no oraculo (exato ou inexato) utilizado

para definir o feixe de informagoes, no item 1.

Para o método exato, o valor f;,

k

7 . . k 7 .
7 € uma cota inferior e fg , € uma cota superior

para o valor 6timo f,. J& no algoritmo inexato, estes valores sao apenas estimativas

destas cotas.

A comparacao continua com os métodos inexatos MFI e MNI, cuja sintese é

descrita a seguir.
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Método de Feixes Proximal Inexato [10]

TR C{L R (2 0D Ve n
Fu() = max;e g {f2 + gl (-~ 29}

L (2 = ful) +ix () + g ||2 =2
ZF 1l = argmin ¢ (2),

Se a imprecisdo é excessiva, aumente t; e volte

ao passo 4

. calculo de fFFh € [f(2FT1) —ep, fF(2FH1) + &4]
€ gle—l € 6af+sgf(zk+l)

Se f§+1 < fk — Koy, entdo xFt! = 2FF1; caso

contrério, zkt! =k

k =k + 1 e volte ao passo 1.

todo ponto de acumulagio de {*} é uma

2(ey + £4)—solugao.

Método de Nivel Proximal Inexato

Jk C {17"'7k}7 {(Zl7f;7g;)}z€Jk

fk() = manEJk{fg +g§—r( — zj)}

D XF={zeX: frx) < fE e

n

f:iv = K/filef + (1 - ’i)f\fup

Se X* = () atualize z, e fﬁlf e volte ao passo 3

. 2
.kt = argmin_ ¢ yx Hz—zkH ,

. calculo de fFTL € [f(2FT1) —ep, f(2FH1) + &4]

g € 0. ie, SR

= min{fE,,, k1 k= k+1 e volte a0

passo 1.

X Cri(dom f) deve ser compacto.

todo ponto de acumulagio de {z*} é uma

2(ef + gg)—solugao.

O algoritmo do MNI é apresentado com detalhes na Secao [5.3] A diferenga
principal entre o método de feixes proximal e o método de nivel proximal sdo os
mecanismos empregados para estabilizar os planos cortantes. O método de feixes
proximal utiliza um termo quadratico, enquanto o método de nivel proximal consi-
dera um conjunto de nivel.

Ambos os métodos permitem manter o feixe de informagoes limitado, como co-
mentado na Sec¢ao [5.3

Com o intuito de ajudar o entendimento dos métodos, é apresentada nas Figuras
5.3l uma ilustracao grafica para os métodos de nivel proximal exato e inexato,

quando o conjunto viavel é um intervalo (compacto) da reta real.
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f(x)

~N

I

~
| ~
~

| >~

| S

l, ™~
E X 1~
L X J

(a) Método exato (k=1) (b) Método inexato (k=1)

(¢) Método exato (valor de nivel) (d) Método inexato (valor de nivel)

f(x)

m
}————

X X,

(e) Método exato (conj. de nivel) (f) Método inexato (conj. de nivel)

Figura 5.1: Métodos de nivel proximal exato (esquerda) e inexato (direita). Iteracao
L.
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f(x)

/ ~ If
/ \\\lmv
LC Z
L X X, d

(a) Método exato (k=2)

fvz(z)>f|iv:>x2=¢ REN

| S~
C >!1 !22 \'ll\
L X X, d

(¢) Método exato (atualiza o valor de nivel)

f(x)
| |
I | o
| Tl :
I / |\\
I1 | 2 \\
E X Z ]
L X X, J

(e) Método exato (conj. de nivel)

(g) Método exato (k=3)

Figura 5.2: Métodos de nivel proximal exato (esquerda) e inexato (direita). Iteragoes

2ed3.

(b) Método inexato (k=2)

f,(2)> f!

lev

C
L

(d) Método inexato (atualiza o valor de nivel)

f(x)

(h) Método inexato (k=3)



|
- el /| - |
D> 12 =X=¢ 1 : J~d f@)> 12 =X, =¢ 1> o
| / g | L,/ [
| '/ | \\ | l/ \\\ |
[ X! Iz* 3~ [ X 7z 2t ]
L x Jd L x \\\J

(a) Método exato (atualiza o valor de nivel)

(¢) Método exato (conj. de nivel) (d) Método inexato (conj. de nivel)

(e) Método exato (k=4) (f) Método inexato (k=4)

Figura 5.3: Métodos de nivel proximal exato (esquerda) e inexato (direita). Iteracao
4.

O desenvolvimento tedrico do método de nivel proximal inexato é detalhado a

seguir.
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5.2 Desenvolvimento Tedrico

Dado um oréculo inexato satisfazendo (5.2)), seja {z'}f., C X uma sequéncia de

pontos gerada pelo método, e seja o k—ésimo modelo de planos cortantes dado por

v

fie() :=max f;(-), com J*C{l,... k}. (5.5)

jeJk
Pela hipétese de convexidade (e por ser X limitado), o valor
w . %

¢ uma cota inferior finita para f, + e+ 2, (porque o oraculo inexato (5.2)) propor-
ciona fi(-) < f(-) + £ + 2¢,, para todo k). Deste modo, o valor

ko [ _ i f
inf 7= 0AX, finin —jer{rfféfk}{rzrgg fJ(Z)} , (5.7)

é uma cota inferior do valor é6timo aproximado

ing < fotep+2e,. (5.8)
J& o valor
B ; J

‘= min 5.9
sup je{lok} fz ) ( )
fornece uma cota superior para o valor étimo aproximado. Seja k € {1,...,k} o
indice de iteragao satisfazendo ff = fup. Entao, pelo ordculo (5.2)), as desigualdades
b > f(F) —ep > fu—e (5.10)

sup — = Jx fo .

k

sao satisfeitas. Cabe ressaltar que fg,

(resp. fl,;) é apenas uma estimativa do valor

k

«up POde ser menor do que f (resp.

6timo f,, pois devido a imprecisao do oraculo,
k
inf > f*)
A diferenca entre as estimativas superior e inferior é representada pela brecha de
otimalidade inezrata

. rk k

sup

Pode-se notar por ((5.9) e (5.7)) (e comentarios entre ((5.16]) e (5.17)) que a sequéncia

{A;} é moné6tona nao crescente e, diferentemente do método de nivel proximal exato
proposto em [9], pode assumir valores negativos. No entanto, usando (5.10) e (5.8)),

tem-se que

Ak = fup - z']'ﬁnf > (f* - 8f) - (f* +€f + 289) = _2(€f + 69) : (511)
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Logo, se €¢ e ¢, sao limitados, a brecha de otimalidade inexata ¢ limitada inferior-
mente por —2e, com € := €5 + &,.

Sejam k € (0,1) um pardmetro que define o valor do nivel

’fiv = (1 - K’) i];:zf + K fup = z’?rzf + KA]C? (512)

e 0 k—ésimo conjunto de nivel definido por

Xt={zeX: filz) < fE V. (5.13)

niv

Dado z* € {27 : j € J*} o centro de estabilidade do método na iteragdo k, o

k+1

novo iterado z""' do MNI resulta de projetar o centro de estabilidade no k—ésimo

conjunto de nivel
2

A= arg min ||z — xk‘ : (5.14)
ze Xk
com ||-|| a norma euclidiana. Deste modo, quando as avaliagdes do ordculo sao

exatas, o método coincide com o método de nivel proximal exato desenvolvido em
[9]. Adicionalmente, se z* = 2% e J* = {1,..., k} para toda iteracio k, o método é
idéntico ao método de nivel introduzido em [19]. Finalmente, se x fosse fixado igual
a zero, o MNI coincidiria com o método de planos cortantes.

Seja k o iterado satisfazendo f# = ff. Entao, por tem-se que

sup
D= fhy = Thy 2 JE = (ot e +22).
que, junto com , implica a relacao
f(zf“)—af Sffgf*—l—nk, com ng:=ef+ 2, + Ay (5.15)

Pela equacao , e > —€5, €, se A, < 0101 para g, Uma tolerancia positiva,
Nk € [—€f,65 + 264 + O101). Assim sendo, por , 2k & uma £ + nrp—solugao do
problema, , com || uniformemente limitado. Portanto, o critério Ay < 0101
pode ser usado para parar as iteragoes. Em particular, como a sequéncia {Ag} é
monodtona decrescente, o método para na primeira iteracao para qual A, torna-se
negativo.

Segundo esta apresentado, a cada iteragdo k o método resolve dois subproblemas:
o programa linear (5.6 para definir f,’fm, e o problema quadratico ([5.14)) para definir

k+1

o novo iterado z". No entanto, para o método de nivel proximal (exato ou inexato),

o programa linear ([5.6) nao precisa ser resolvido a cada iteracao. Para isto, pode se

manter o valor fi’;f fixo enquanto o conjunto de nivel X* em ([5.13)) for ndo vazio.
k
niw

De fato, o conjunto de nivel X* resulta vazio quando < fk() Neste caso, para

definir um conjunto X* ndo vazio, basta aumentar f¥ s € atualizar o valor k . Para

niv"*
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aumentar fmf, pode-se simplesmente tomar mf k., ou resolver (5.6 para obter

niv?

jjm, e entao fixar mf jjm, e atualizar f%  por (5.12). Com este artificio, o
esforco computacional requerido a cada iteracdo dos métodos de niveis proximais
fica mais proximo dos métodos de feixes proximais.

Tem-se agora as condigoes necessarias para apresentar o algoritmo do MNI em

detalhes.

5.3 Algoritmo Inexato

O algoritmo do método de nivel proximal inexato - MNI - é essencialmente o Algo-

ritmo 1 apresentado em [9], com a diferenga que o ordculo utilizado é inexato.
Algoritmo 5.1 METODO DE NIiVEL PROXIMAL INEXATO

Passo 0 (inicializagio). Selecione z' € X, um pardmetro para a combinacao con-
vexa k € (0,1), uma tolerincia dr,; > 0 para o teste de parada, e defina
rt = 21 Calcule o par inezato (f1,gY), faca J* = {1}, e defina o modelo f;.
Faga f0,, = 00, fp = flym = min.ey fi(z), k=1, =0, e k(0) = 1 (k(()

sup

corresponde a iteragio em que o valor fE wf € aumentado).

S, ’ e ko ph— _ k
Passo 1 (atualizagdo do nivel). Determine fsup = min{f¥, fi '}y e Np = fE—fl

Seja k um indice de iteracdo tal que sup = fk

Passo 2 (teste de parada). Se Ap < 6101, pare. O ponto ZF ¢ uma solugcao aprozi-

mada para o problema (5.1)).

Passo 3 (viabilidade do conjunto de nivel). Determine fF, por (5.12). Se o con-
junto de nivel X* definido em (5.13)) é ndo vazio, vd ao Passo 5; caso contrdrio,

continue.

Passo 4 (programa linear). Resolva (5.6|) e obtenha fﬁm Faca Al’jlf = i’%f = :’,fm,
e escolha um centro de estabz’lidade zF e {27 : j € J*}, de modo que fF =
minje yx fI. Defina Ay = fk e faga 0 = 0+ 1, k({) = k, e volte ao

Passo 1.

up mf7

Passo 5 (programa quadrdtico). Obtenha 251 resolvendo o programa (5.14), e seja

vk o multiplicador étimo associado.

Passo 6 (cdlculos inexatos). Calcule f*' e gkt que satisfacam (5.2).

Passo 7 (selecio do feize). Escolha J*' > JF U {k + 1}, com
jk::{jEJ’“:VJ’-“#O}.
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Passo 8 (ciclo). Se k > k((), defina Ay, = A, e Aﬁﬁ = [k Faga zF' = o,
flfj}l = i]%f, k=k+1, e volte ao Passo 1.

v

O

Dada a iteracdo k determinada pelo Algoritmo o ponto 2k é, por , uma
2(ef + €4) + dro1—solugdo do problema ({5.1)).

Segundo comentado por Kiwiel [9, p. 92], muitos programas computacionais
especializados em problemas quadraticos fornecem automaticamente ]j | <n, com
n = dim(z). Portanto, no Passo 7 do Algoritmo pode-se sempre escolher J**!
tal que |J**1| < n+1. Se n for grande, o tamanho do feixe |J**1| do MNI pode ser
mantido menor do que n + 1, efetuando a compressao do feixe, [2, Algoritmo 10.11]
como nos métodos de feixes. No entanto, é importante notar que, diferentemente dos
métodos de feixes proximais, o multiplicador v* obtido no Passo 5 tem componentes
positivas, mas nao é simplicial. Deste modo, para efetuar a compressao do feixe é

necessario normalizar v/*

, i.e., dividir ¥ pelo somatério 3¢y V.

Para descobrir que o conjunto X* é vazio, no Passo 3 tenta-se resolver o problema
quadratico . Caso seja possivel encontrar 21 o Passo 5 é, por consequéncia,
realizado. Caso contrario, o Passo 4 deve ser acessado. Quando fF¥ ;= Min ey fk(z),
a desigualdade i’jlf < fF. é sempre verificada por (5.12)). Entdo, imediatamente
ap6s a execucdo do Passo 4, o conjunto de nivel X* ¢é sempre nao vazio. Como
resultado, o Passo 4 é acessado, no maximo, uma tnica vez a cada iteragao k.

Pelo Passo 4, as iteragoes geradas pelo Algoritmo [5.1] podem ser divididas em

ciclos, definindo a /—ésima subsequéncia por
K= {k(0),...,k(t+1) =1}, paral>0.

Cada subsequéncia com indices em K* termina na iteracio k = k(¢ + 1), ao acessar

o Passo 4. Portanto, durante o £—ésimo ciclo o valor f; ; permanece constante, e

J .
nw

é ndo crescente. Para todo j € K*

k(¢ j k(¢ j ,
fif = Fhy e fuld = Fw = Sl se k() <G <K<K+ =1, (5.16)
com ¢ > 0. Além disso, o valor i’flf aumenta a cada passagem pela Passo 4 e, deste
modo, a sequéncia {A;} é mondtona nao crescente.

E importante ressaltar que, imediatamente ap6s o Passo 4 ser acessado, a desi-

k FEZD 4 kA, é valida para todo ¢ > 1 (porque X* = ().

niw -~ fzn

gualdade ;’jlf >

Entao,

= fh > FED A = — A+ RA = Ak — 1),

inf ~ Jsup = sup
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que implica a desigualdade

A~

Ay > B

—1—-x5

Y

onde A, = fk — ;’jlf foi definido no Passo 4. Para todo ¢ > 0, o Passo 4 define

sup

k(¢ + 1) = k. Logo, usando a definigao de Ay e a monotocidade de Ay, resulta que

a sequéncia {Ak} também é monétona decrescente e
(1 —r)A; > Ak(£+1)7 para todo k € K* e ¢>0.
Em particular, como k(¢) € K* quando K* # 0,
(1 = K)Akw) > Age+1), paratodo £ >0, (5.17)

porque pelo Passo 8, Ay = Ay para todo k.

As relagoes acima sao importantes para analise de convergéncia do Algoritmo
5.1 dada a seguir.

5.3.1 Analise de Convergéncia

Ao longo desta secao, sejam x € (0,1) um parametro do Algoritmo , A uma
constante de Lipschitz para f em X, e D o didmetro do conjunto compacto X # (.
A andlise de convergéncia do Algoritmo [5.1] apresentada nesta se¢io é baseada em
[9, Segao 3], mas considerando o ordculo inexato (5.2).

E suposto para os resultados seguintes que 6107 = 0, e o Algoritmo nao
termina. E importante mencionar que se dro1 = 0 e o Algoritmo para, entao o
ponto z* é uma 2e—solucio do problema (-1), por (B.15).

Dado x € R", a projecao de = sobre o conjunto convexo X C R"™ nao vazio,

denominada Py (z), satisfaz
| Py(x) — z||* < ||z — 2||* — || Px(z) — z||*> para todo z € X (5.18)

Lema 5.1 Os iterados do Algoritmo satisfazem as relagoes

1—k)A
sz“ - zkH > (AKJ)k se k> k((), e
1—k)A
sz+1 _ ka > (A —#)Ag se k = k(0).
A
Prova. Para todo j € J*, tem-se que fk(zj) = fi > fup por construcao. Além do

mais, pelo Passo 5, 28t € X* ¢, portanto, fr(z*™) < f* . O modelo de planos

niv"*

cortantes fj, ¢ uniformemente Lipschitz continuo com constante A, por (5.4). Entao,
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para todo j € J*
A HZ] - Zk_HH > fk(zj> - fk(zk+1> > ffup - f?liw - fskup - (leizf + ’%Ak) - (]' - K)Ak .

Como k € J* pelo Passo 7, as relacdes valem em particular para j = k.

k

Além disso, se k = k(¢), pelo Passo 4 tem-se que z* = 27, para algum indice

k

j € J*. Entdo, a relaciio também ¢é verificada com 2% em vez de 2/. m

Lema 5.2 Considere o Algoritmo e sejal > 0. Sek € K* é tal que k > k({)
no Passo 5 do Algoritmo entio ¥ = 2¢71, e

2 2 2
oot [

Prova. Pelo Passo 4, k > k({) implica que 2* = 2*~! para todo k € K*.

O iterado z* é obtido projetando zF71 em Xk~ ie, z¢ = Pyia(2®71). Este

problema de projecao pode ser escrito como

2
. xkq”

min Hz
s.a z€X
filz) < Y Vie gL

Excluindo as restrigoes inativas, o problema acima é equivalente, em termos de
solugdo, ao problema (possivelmente de porte menor)
2
min Hz — :L‘k_lH
s.a zeX
fiz) < fiits vie

Assim sendo, definindo o conjunto de nivel

X1 .= {zeX: fk_l(z) < =11 com fk_l(-) = 'rr}%xl i),
JeJSET
tem-se que 2% = Pyr1(2"71) = Pgyoi (271).
Pelo Passo 7, JEL < gk, Entao, fk > fk,l, e XF C )E'k_l, porque f%. & nio
crescente para k € K’ tal que k > k({). Como 2! € X* entdo zFt1 e X+ 1.
O resultado desejado é obtido aplicando (5.18) com X = X*1, z = 2k~ (= %),

K =Py (aF ), ez =21 e XML m

O resultado seguinte determina um limite superior para o nimero de iteragoes
em K.
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Lema 5.3 Considere o Algoritmo e suponha que A > 970, para k € K* com
¢ > 0. O ndmero de iteragoes k — k(€) + 1, realizadas pelo Algoritmo entre as

iteragoes k(¢) e k, nao excede
DA
(1 - K,)Ak '

Prova. Considere k& € K* com k > k({). Como A, > 6101, 0 Algoritmo nao
para, sendo ¥ = 2*) € X. Pelo Lema ,

2 2

2
szﬂ _ ka . ka + sz—i-l _ ZkH

2 2
k [ | VA R

= |IZF -2z
> [kt _:L.k—1H2+“Zk_zk—l"2+"2k+l_ZkH2
k(0)+1 k(0)||? - i1 |12 ¢
> |20+ _ kO 4 > HZJ —zj‘ , paratodo ke K°, (>0.
—k(0)+1

Além disso, o didmetro do conjunto X* é menor ou igual a D, porque X* C X.

Entédo, usando o Lema 5.1} a desigualdade (*) acima resulta na relagao

D > ((1—’;6\)Ak(£)>2+ Zk: <(1—f)AJ>2

j=k(£)+1

> (“‘A’””)A’“)Q(k—k(ewn,

porque Ay, < A; para todo j < k, pela monotonia da sequéncia {A;}. Entao,

<<1—D’?)Ak>2 > (k= k(O +1)

como desejado. m
A convergéncia do Algoritmo [5.1] segue do seguinte teorema.

Teorema 5.1 Para que o Algoritmo[5.1] determine uma brecha de otimalidade me-

nor do que dr,; > 0 € suficiente realizar, no maximo,

() (gﬁ)Q

iteragoes, onde c¢(k) € uma constante que depende somente do parametro k escolhido
no Passo 0 do Algoritmo[3.1].
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Prova. Seja o conjunto de iteracdes K (0ro1) := {1,..., ks, } C UP K, tal que
Ak 2 (5’[‘01 para todo k € K<5Tol) .

Entdo, por (5.17): (1 — k)Akw) > Agusry para £ = 0,...,m — 1, € Agim) > Oro1.
Como Ay > 0,

(1-— /@)m’ZAk > 0101, para todo k€ KN K(0101), € £=0,...,m.

Segue do Lema [5.3] que

DA \° _ (DAl — k)™ \?
¢ < < =U... .
|K° N K (6101)] < <(1 — H)A]) < ( 1= 7)ora ) , paratodol=0...,m

Logo,

b = S KRG < 55 (P < () i

—0 6T01

e o nimero maximo de iteragoes ks, ,, tal que AkaT > 0101, N0 pode ser maior do
0.

que

(%) (ﬁf)Q »com el”) = T :;)2(1 v
| ]

Em termos de niimero de iteracoes, o método de nivel proximal inexato proposto
no Algoritmo tem a mesma complexidade do método de nivel proximal exato
desenvolvido em [9]. Para verificar isto, basta tomar A = 1—x na fungéo ¢(-) definida
acima, e comparar com [9, Corolario 3.6].

Finaliza-se este capitulo mencionando que o Algoritmo [5.1] ndo realiza, necessa-

riamente, as escolhas em principio mais naturais, a saber:

(i) fr; = fk para toda iteracdo k;

(ii) 2 = 2*, com k := argminjcqy, ) f7, para toda iteragio k.

Quando o oraculo é exato, o método de nivel desenvolvido em [19] emprega a regra
(i), mas nao utiliza a regra (ii). J& o método de planos cortantes com estabilizagio
por nivel apresentado em [0, Capitulo XV], utiliza a regra (ii), mas ndo o principio
(i). A vers@o analisada neste capitulo, desenvolvida a partir de [9], modifica (i) e
(ii) incorporando o conceito de ciclos.

A seguir o método de nivel inexato é estendido a oraculos parcialmente inexatos.
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Capitulo 6

Método de Nivel Parcialmente

Inexato

Neste capitulo é proposto um método de nivel parcialmente inexato - MNPI - que,
assim como o MFPI apresentado no Capitulo [, utiliza linearizagoes da fungao ob-
jetivo que podem ser exatas ou inexatas.

O MFPI exige a avaliacdo exata da fungdo e de um subgradiente para todo
candidato a um passo sério. Como o oraculo parcialmente inexato deve fornecer
estimativas inferiores do valor exato da funcao, a eficiéncia do MFPI é dependente
da qualidade do oraculo parcialmente inexato disponivel.

Com o intuito de se desenvolver um método parcialmente inexato que seja menos
sensivel a qualidade do oraculo, o MNPI proposto neste capitulo nao é um método
proximal. Porém, pertence a familia dos métodos de feixes e é fundamentado no
método de nivel, desenvolvido por Lemaréchal, Nemirovskii e Nesterov [19].

Diferentemente dos métodos de feixes proximais, o método de nivel nao possui
um mecanismo de compressao do feixe, e por isso o subproblema que define o ite-
rado tem um nimero crescente de restricoes. No entanto, pode ser considerado um
procedimento que permite eliminar os cortes inativos sem que a convergéncia do

método seja comprometida, como apresentado a seguir.

6.1 Consideracoes Iniciais

Assim como no Capitulo 5 sdo considerados neste capitulo problemas da forma

fe :==min f(2), (6.1)

zeX

com a funcao fechada e convexa f : R" — R Uoo. O conjunto X C R" é suposto
ser convexo e compacto, com didmetro D nao necessariamente conhecido. Além

disso, é assumido que () # X C ri(dom f). Dadas estas hipdteses, entdo a funcao f
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é Lipschitziana em X.

Ao longo deste capitulo é suposto que calcular o valor da fun¢ao f(-) e um
subgradiente g(-) € Jf(-) envolve um esforco computacional elevado, mas nao
impossivel. Por este motivo, o método proposto considera um oraculo parcialmente
inexato que fornece valores exatos ou inexatos, dependendo de um parametro

Cinex € {0, 1} informado. Mais especificamente,

para todo z € X dado, existe uma cota superior 0 < e5 < oo (independente de z,

mas possivelmente desconhecida), tal que

uma estimativa da funcao f. < f(2)

se Cinex = 1 calcula-se { uma estimativa do subgradiente g, € 0. f(2),

com ¢, := f(z) — f. < ey,

(6.2)
o valor exato da funcao z
se Ciner = 0 calcula-se v x ) & f(z)
um subgradiente g(z) e 0f(2).
Apés chamar o oraculo para z¥ € X um ponto dado, o valor da funcéo
fk — fzk se ginex =1
‘ f(Z*) se Cinex =0
e o subgradiente
k. gk se Cinew =
9= g(zk) S€ Cinex =0
fornecem a linearizacao fj, que sera exata ou inexata segundo o valor de Cieqs:
fel) = fE 4+ (= 2")Tgl < f(). (6.3)
A linearizacao satisfaz a condi¢ao de Lipschitz com constante uniforme A, i.e.,
|fe(2) — fu(2)| < A||Z—Z||, paratodo 2z, ze€ X. (6.4)

Serdo apresentados nos Capitulos [7] e [§] ordculos que satisfazem as exigéncias
de (6.2)). A seguir sdo descritas as principais diferengas entre o método de nivel
proximal inexato do Capitulo 5 e o método de nivel parcialmente considerado neste

capitulo.
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6.1.1 Comparacao entre os Métodos Inexato e Parcialmente

Inexato

Novamente, analisam-se as diferencas entre os métodos com uma sintese de seus

respectivos algoritmos:

e Método de Nivel Parcialmente Inexato

e Método de Nivel Proximal Inexato o
1. Jk C {17"'7k}7 {(Zlvf;7g;)}i€‘]k

1. Jk C{lz)k}7 {(zlvle)g;)}zejk 2. fk():maXJGJk{fg+g;T(7Z])}

2. fr() = max;c e {f + 927~ 27)} 3. Xk={2€X: fulz) < fk Ve

v k — i g k — k
3. Xk={zeX: fy(z) < fk }e fm; = minzex fx(2), Sy = Koy + (1 -
Fhiw = niby + (1= RSy REE
k ; k 4. 2Rt = i k||
4. Se X" = ) atualize =) e fing € volte ao passo 3 - 2 = argmin, ¢ xr HZ —Z H )

[ k+1 k1Y _ k+1
T 5. cleulo de fE41 € (A e (4] e
9z € 85ff(2 + )

6. célculo de fET1 e [f(zFH1) — e, f(2FT1) + &4

6. Se fFt1 < £k entdo calcule
e glzv+l c 8sf+sgf(zk+l) Iz fznf’

(FEPE g5y = (F(2FHY), g(2FF1)),

. k+1  _ : k k+1y1. A1i
7. f,:;,l = m1n{f§1LP,ff+1}, k =k + 1 e volte ao sup HllIl{szP, f(Z + )}7 caso COIltI‘aI‘lO,
k+1 _ rk
passo 1. sup — fsup

e X Cri(dom f) deve ser compacto. 7. k =k 1evolic ao passo 1.

e todo ponto de acumulacio de {z*} é uma e X C ri(dom f) deve ser compacto.

2(ey + €4)—solugao.
e todo ponto de acumulagio de {z*} é uma

solucdo 6tima.

O algoritmo do MNPI é apresentado com detalhes na Segdo [6.3] Apesar de se
utilizar a mesma notacao {(z%, f, g%)};c s para o feixe de informacdes no item 1,
¢ importante ressaltar que, para o método parcialmente inexato alguns dos pares
(fi,g.) sao calculados de forma exata, quando a imprecisdao do ordculo é excessiva,
e o método fixa (iner = 0.

Por , pode-se assumir que a imprecisio do ordculo é excessiva quando fA1 <
fk(zk“). No entanto, uma condi¢ao mais fraca para a identificacao da imprecisao
excessiva ¢ verificar a desigualdade fFH1 < i’f,bf, como considerado no item 6 na
comparacao acima.

k

Para o MNPI, como no item 3 o valor f;

s € atualizado a cada iteragao, o conjunto

de nivel X* é sempre ndo vazio. Outra diferenca importante entre os dois métodos

considerados consiste na determinacido do iterado z**+1:

enquanto o MNI projeta
um centro de estabilidade no conjunto de nivel, o MNPI projeta o ultimo iterado
(conferir com os comentérios finais do Capitulo [5)).

O MNPI procura combinar a velocidade do MNI com a convergéncia exata do
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método de nivel exato. Para que este proposito seja alcangado, é necessario empregar
oraculos parcialmente inexatos rapidos e de boa qualidade.
As Figuras [6.1] e [6.2] contem uma ilustracao grafica para o MNPI, quando o

conjunto viavel é um intervalo (compacto) da reta real.

Ny - — — —— —

|
|
|
|
|
Z

> ~
E ! ] E ! ]
L X 3 C X ]
(a) Método parcialmente inexato (iteragio 1) (b) Método parcialmente inexato (valor de nivel)
f(x) f(x)
!
le } le

| } |
| | |
| | | =7 >~
! 12 ! o
I } I | ~o

LC 'zl ™~ } r 'Zl z 2 1

L X X, L X X, A

(¢) Método parcialmente inexato (conj. de nivel) (d) Método parcialmente inexato (iteragdo 2)

Figura 6.1: Método de nivel parcialmente inexato. Iteracoes 1 e 2.
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f(x)

fl

‘
2
fo

A imprecisdo

I
I
f
: - N é excessiva
I

I
I
[ - ~ ~_|
| N Ik
I | >~ RS
' 2 - ' 3 2 >

r_z 22 3 2 zZ z2* 7

= X X, . - X X, ]

(a) Método exato (conj. de nivel) (b) Método parcialmente inexato (imprecisdo exces-

siva)

(C) Método parcialmente inexato (iteragdo 3)

Figura 6.2: Método de nivel parcialmente inexato. Iteracao 3.

A seguir é dada a descricao do método de nivel parcialmente inexato.

6.2 Desenvolvimento Tedrico

Seja k um contador de iteragdo. Dado um oraculo inexato satisfazendo ([6.2)), e dada
uma sequéncia de pontos {z'}f | C X gerada pelo algoritmo até a iteracio k, o
seguinte modelo de planos cortantes
fe() = max f5(), com JEC{L,... K} (6.5)
J

satisfaz a identidade fi(27) = f7 e, por (6.3), f;(-) < f(-) para todo j € J*.

O método de nivel parcialmente inexato define o melhor limite superior do valor
6timo como sendo

b= min J (6.6)

sup z

je{i<k: fl=f(z7)}
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enquanto que o melhor limite inferior (até a iteragao k) é dado por
L . ¥ k ik

Diferentemente do MNI do Capitulo [5 para identificar os cortes inativos e en-
tao possivelmente descarta-los, o programa linear precisa ser resolvido a cada
iteracao do MNPL.

A diferenga entre os limites superior e inferior define a brecha de otimalidade

Ay = fup — i’jlf, que é sempre nao negativa por (6.2), (6.6), e (6.7). Seja z* uma
solucdo do problema ([6.1). A partir das defini¢des acima obtém-se que

i’;f < ful@®) < faz*) < fup, para todo k > 1.

k p—t

oy = f(2*), com o qual o ponto

Assim sendo, A, = 0 implica em particular que

2% tal que = f¥ = f(z%) 6 uma solucdo 6tima de (6.1). Entdo, um bom critério
de parada para o MNPI é tomar A, < 0101, para dr,; > 0 uma tolerancia dada.

Sejam k € (0,1) um pardmetro que define o valor do nivel

7]7?1'1) = (1 - K’) i]izf T K fup = z]jwf + KA]C? (68)

e 0 k—ésimo conjunto de nivel definido por
XF={zeXx: fulz) < fE.}. (6.9)

O novo iterado z**! do método de nivel parcialmente inexato resulta em projetar o
tltimo iterado z* (ao invés de projetar o centro de estabilidade x*, como no MNI)

no k—ésimo conjunto de nivel

2F*1 .= arg min
zeXk

(6.10)

2
2= 2

Uma questao fundamental para o MNPI é quando fixar (;,., para calcular os
valores exatos da funcao f(z8!) e de um subgradiente g(z**1) € df(2**1). Uma

ideia natural é calcular uma linearizacdo exata fi(-) = f(2**1) + (- — 2F+H1)Tg(2F+1)

k1 _

k f(FY) — fEHL for inaceitdvel. Mas esta imprecisao é

k+1)

quando a imprecisao ¢

desconhecida, porque o valor f(z ¢é desconhecido. No entanto, é possivel verificar

quando a imprecisao € inaceitavel usando a propriedade de convexidade: suponha

que um ordculo satisfazendo (6.2) seja empregado pelo método; entdo fi(-) < f(-)

k+1

77" pode ser declarada inaceitavel quando

pela convexidade de f, e a imprecisao ¢

FE < fulZ). (6.11)

z

88



Quando o modelo fk estiver bastante préximo de f, a desigualdade acima nao ne-
cessariamente implica que a imprecisao do oraculo seja grande. Em outras palavras,
admitir uma linearizagdo inexata pode ainda ser uma boa opg¢ao para aprimorar o
modelo de planos cortantes fk, com um custo computacional relativamente baixo.
Assim sendo, para determinar a necessidade de construir uma linearizacao exata

serd usado um teste menos restritivo:
k41 3

com fF;, = fF, definido em (6.7). Cabe ressaltar que os critérios (6.11)) ou (6.12)
para identificar a imprecisao excessiva nao sao suficientes para garantir que o teste de

parada Ay < dro1 seja satisfeito. Por este motivo, o MNPI calcula uma linearizagao

exata da funcao f quando

. A
f;f"rl < frﬁzn? ou (1 - i > S €A, (613)

para ex > 0 uma tolerancia dada para a imprecisao do oraculo inexato. Mais

especificamente, como a sequéncia positiva {A;} é mondtona nao crescente por

e (6.7), tem um limite A, > 0. Se A, > 0, entdo a razao (1 — Bk ) —

Ag_1
0 e pelo critério em (6.13]), uma linearizacdo exata é construida e adicionada ao

modelo fi, evitando deste modo que a imprecisao do oraculo prejudique o processo
de convergéncia.

Tem-se agora as condigoes necessarias para apresentar o algoritmo do MNPIL.

6.3 Algoritmo Parcialmente Inexato

O algoritmo do método de nivel parcialmente inexato é baseado em [17], Se¢ao 2.1.1],

incorporando etapas adicionais para lidar com a imprecisao do ordculo (Passos 4.1,
5,¢e6).

Algoritmo 6.1 METODO DE NiVEL PARCIALMENTE INEXATO

Passo 0 (inicializagio). Selecione z' € X, um pardmetro para a combinagao con-
vexa k € (0, 1), uma tolerancia d1,, > 0 para o teste de parada, e um parametro
para a escolha de um corte exato ex € (0,1). Defina Cnex = 0 € calcule os
valores exatos para o par (f(2'),9(2")). Faca fg,, = f! = f(2'), g1 = g(z'),

fl(> =14 (—2Y)Tgl, Ao = Apey = 00, Jt = {1}, k = k=1,0=0,¢
k(¢) =1 (a iteragao k(¢) é chamada de iteragio critica).

Passo 1 (programa linear). Determine ﬁlf = vffu-n resolvendo (6.7)), e faca Ay =
k k
sup ~ Jinf-

Seja % uma solucdo do problema (6.7)).
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Passo 2 (teste de parada). Se Ay < dr,; pare. O ponto 2% ¢ uma O701—S0lucao para
o problema (6.1]).

Passo 3 (programa quadrdtico). Atualize o valor do nivel fF, por (6.8), e o con-
junto de nivel X* por . Obtenha 2" resolvendo o problema (6.10)).

k+1

Passo 4 (tamanho do passo). Se Hz —zkH < €Al € (iner = 1, continue ao

Passo 4.1; caso contrdrio, va ao Passo 4.2.

Passo 4.1 (cdlculos exatos para z%). Fize Cipex = 0 e chame o ordculo (6.2))
para calcular o par (f(2%), g(2*)) de forma exata. Substitua o par inexato
definindo (f*, %) = (f(2%), g(2*)). Atualize o modelo de planos cortantes,

e o limite superior por f£ = min{ff . f(z*)}. Escolha ke{l,... k}
k

D
sup = I, € volte ao Passo 1.

tal que
Passo 4.2 (cilculos inexatos para z*™'). Faga Cinew = 1, € invoque o ordculo

(6.2) para calcular os valores inexatos fF1 e gh+t.

Passo 5 (verificagio da imprecisio). Se ao menos uma das desigualdades dadas em

6.13) ¢ verificada, defina Ginea = 0 € compute (fFF, ght) = (f(z5), g(z511))

de formfz exata. Atualize o limite sup?rz'or por fh = min{fk . f(zF1)}, e
escolha k € {1,...,k} tal que f%, = f~.

Passo 6 (selecio do feize) Se (1 — kK)Apey < Ay, continue;

caso contrdrio, vda ao Passo 6.2.

Passo 6.1 Faga J*™' = J*U{k + 1}, e vd ao Passo 7.

Passo 6.2 Defina J**! de tal modo que J**' > J* U {k + 1}, com
Jb={j e J¥ . fi(iF) = i} € 0 conjunto dos cortes ativos. Faga
k(0 +1) =k, £ =(+1, e atualize o0 valor de referéncia por Ap.y = Ay.

Passo 7 (ciclo). Faga f&t = f* k=k+1, e volte ao Passo 1.

sup sup’

U

k

O limite superior fg,,

¢ atualizado somente quando o oraculo (5.2) é chamado

k

com Ciper = 0. Suponha que, como no MNI, o valor f ; permanega fixo para algumas

iteracoes. Entao, a brecha de dualidade Aj fica constante, e o Passo 5 determina

k

uma linearizacao exata da fungao. Assim sendo, fixar o valor f;

ins Tesulta em muitas

avaliacoes exatas da funcao, e deste modo, em um esfor¢o computacional excessivo.
Para evitar esta situagao, resolve-se o programa linear (6.7]) a cada iteragao.
Conhecer uma cota superior para o valor 6timo ¢ fundamental para definir o

conjunto de nivel. Para obter tal cota, o Algoritmo [6.1] é inicializado considerando
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os valores exatos do par (f(z'),g(z!)) (a primeira linearizacao ¢ exata). Caso uma
cota superior finita, diga-se Slup, for conhecida, o Algoritmo pode ser inicializado
considerando um corte inexato, diminuindo deste modo o esfor¢o computacional na
primeira iteragao.

Diferentemente do Algoritmo [4.1] o Algoritmo [6.1] é menos exigente em relagao
ao calculo de um corte exato, porque em vez de analisar o decréscimo da funcao
(que pode ser um decréscimo falso, dependendo da qualidade do ordculo inexato), o
algoritmo analisa a estabilidade da sequéncia {Ay}, e a qualidade de f**! em fungao
do limite inferior fF, .

O Passo 4 do algoritmo mede a distancia entre os iterados consecutivos. Quando
a razao entre esta distancia e o valor A é pequena, isto significa que o progresso no
processo de otimizagao é insatisfatério (em termos da tolerdncia en ), e deste modo,
investir esfor¢cos computacionais para calcular uma lineariza¢ao inexata em torno do
valor (inexato) f*™! pode nio ser relevante.

Em comparacao ao Algoritmo [5.1] a sele¢@ao do feixe realizada no Passo 6.2 do
Algoritmo [6.1] ndo utiliza os multiplicadores de Lagrange do problema de projegao
, mas sim considera os indices ativos do modelo de planos cortantes . Este
procedimento é realizado para assegurar que a sequéncia { ffjlf} (resp. {Ax}) seja
mondtona nao decrescente (resp. nao crescente), mesmo quando algumas lineariza-
¢oes sao eliminadas do modelo de planos cortantes. Cabe ressaltar que o Algoritmo
sempre gera uma sequéncia { fF, .} monétona nio decrescente.

De acordo com o Passo 6.2, as iteragoes geradas pelo Algoritmo [6.1] podem ser

divididas em ciclos, definindo a /—ésima subsequéncia por
K= {k(0),...,k({+1)—1}, paral>0.

Entéo, pelo Passo 6 do Algoritmo [6.1] vale a relagdo seguinte

Ages1)

A, >
b= 1—k

, paratodokeKZ e £ >0.
Em particular, k(¢) € K* quando K* # {); entdo,
(1 — k) Ak > Age+1), paratodo £ >0. (6.14)

A iteracao k(¢) é chamada de iteragao critica. Para diminuir o tamanho do feixe,
o Algoritmo elimina os cortes inativos durante cada iteragao critica k(¢), com
¢ > 0. Porém, ao contrario dos métodos de feixes proximais, o MNPI é incapaz de
manter limitado o nimero de cortes do modelo . E importante mencionar que,
tanto a estratégia do Passo 4, como a estratégia do Passo 6, sao fundamentais para

a andlise de convergéncia do algoritmo do método de nivel parcialmente inexato,
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realizada a seguir.

6.3.1 Analise de Convergéncia

Ao longo desta segao, sejam k € (0,1) um parametro do Algoritmo , A uma
constante de Lipschitz para f em X, e D o didmetro do conjunto compacto X # ().

Dada uma iteracao k({), a proposigao a seguir estabelece o nimero maximo de
iteragoes que o Algoritmo [6.1] deve efetuar de modo que se obtenha um decréscimo

suficiente da brecha de otimalidade.

Proposigcao 6.1 Considere o Algoritmo . Suponha que A, > 370, para k € K*
com £ > 0. O nimero de iteragoes k — k(€) + 1, realizadas pelo algoritmo entre as

iteragoes k(0) e k, nao excede

DA \?
—F |, com en) ;= min{(1 — k), Aea}t .
(-5 lea) == min {(1 - &) Aca)

Prova. Primeiramente serd mostrado que |2/ — 27]] > n(ea) Ay para todo
k(/) <j<k—1. Como k € K, o Passo 6 do Algoritmo garante que

{k(0), k() +1,... . k—1,k} C J~.

Suponha primeiro que o corte f;(-) = fI + (- — 29)T¢’ seja inexato. Entao, segue do
Passo 4 que

274 — 2] > eats; = ead . (6.15)
Suponha agora que o corte f/(-) seja exato. Entao, fj(zj) = fl=f() > fgup por
e (6.6). Segue do Passo 3 que f;(z/71) < fl, = 7+ kA, por (6.8). Estas
duas relagoes, juntamente com a propriedade de Lipschitz e definigao de A;,
fornecem as relagoes

A2 =2 = fi(27) = F(7MY) = (Fluy — Faug) — 5O > (1= K)A;.

sup

Resulta entao que
|/ =2 > (- H)ij . (6.16)

Como Ay < Aj para j € {k({),...,k}, de (6.15) e (6.16]) obtém-se que

sz“ — ZJH > n(ea) para todo k({) < j <k -1, (6.17)

k
A Y
como se queria mostrar.

O seguinte passo consiste em mostrar que N j:k@)X J 2 (). Para isto, consideram-
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se os intervalos [fF P v C U ik(£)7 s”‘éﬁ)], com comprimentos Ay e Ayy), respectiva-

mente. O ponto fi’;(ﬁ) + kA divide o segundo intervalo em dois subintervalos, tal
que o subintervalo [fkn(ﬁ)—l—I{Ak(g), quﬁ)] tem comprimento (1—~r)Aye. Como k € K¢,

(1 — k)Agey < Ag por (6.14), e o subintervalo [f;;(@ + KA, féﬁ)] D S fan)
Assim sendo, fF < fﬁfﬁ) + KA. Seja &j, um ponto no conjunto

{zeX: filz) < fE,}.

Tal ponto & sempre existe, porque o conjunto acima é nao vazio devido a defini¢ao
de fi’jlf. Entdo &, € X* e, similarmente, &, € X7 para todo k({) < j < k—1.

Por definicdo, o iterado z/*! é a projecao de 2/ sobre o conjunto de nivel X7.
Serd mostrado a seguir que cada iterado (com k(¢) < j < k — 1) esta cada vez mais
proximo de Zj. A relacdo para 2/ = x, 27Tt = Py;(27) e ¥ € X7, garante a

desigualdade

541~ & < [ — 2 — [ — 2 para k() <j <1
Entéio, segue de (6.17) que
|7+ — | < |Jo — 2| - (n(eA)AA’“>2, para k() <j<k—1,
ou seja, a cada iteracio j € {k(f), ...,k — 1} o ponto z*! esté mais proximo de i

por um fator de, no minimo, (n(ea)Az/A)?. Além disso, os didmetros dos conjuntos
X* C X sdao menores ou iguais a D, e assim sendo, HZW) — ka < D. Portanto, o

numero de iteracoes realizadas pelo Algoritmo entre as iteragoes k(¢) e k nao
n(ea)Ar)

O resultado de complexidade a seguir é semelhante ao Teorema [5.1]

pode exceder

como se queria demonstrar. =

Teorema 6.1 Para que o Algoritmo determine uma brecha de otimalidade me-

nor do que dro; > 0 € suficiente realizar, no mdzimo,

c(k,€en) (51; ) 2

iteragoes, onde c(k,en) € uma constante que depende somente de K e €n.

Prova. Seja o conjunto de iteracdes K (0ro1) := {1,..., ks, } C UP K*, tal que
Ak 2 (5’[‘01 para todo k € K<5Tol) .

93



Entdo, por (6.14): (1 — £)Akw) > Agusry para £ = 0,...,m — 1, € Agim) > Oro1.
Como Ay > 0,

(1-— m)m’zAk > 0101, para todo k€ KN K(0101), € £=0,...,m.

A Proposicao6.1|fornece um limite superior para a cardinalidade de K*NK (6101):

|K%K(5Tol)\g< DA )2 <DA(1—n)m—f

2
_ , paratodo/=0...,m.
n(ea)Ay n(€a)dror ) P

Somando a desigualdade acima em /¢, tem-se que

b = 35t < 3 (2T < (28) ==

—0 U(GA)5T01 Oto1

e, deste modo, o niimero maximo de iteragoes ks, , tal que Ay, > dro1, ndo pode
0.

ser maior do que

DA

5Tol

1
(1= (1= r)*n(ea)®

2
> , com c(K,en) =

c(k, €n) (

Se Aea > (1 — k), a complexidade do MNPI coincide com a do método de nivel
exato (e a do método de nivel proximal exato ou inexato). Cabe ressaltar que
ea > 0 é uma condigao essencial para que o Algoritmo termine, encontrando
uma dro1 —solugao para o problema (6.1).

O Teorema [6.1] usa o fato que as linearizagoes inativas sdo mantidas no feixe ao
menos durante as iteragdes nao criticas.

Ao contrario do método de feixes proximal, o método de nivel (exato ou parcial-
mente inexato) nao possui convergéncia finita mesmo quando a funcao f é poliedral,
e todos os cortes sao preservados ao longo das iteragoes. Para verificar esta afirma-

¢ao, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 6.1 Dado o conjunto vidvel representado pelo intervalo fechado X :=
[0,1], seja a fungao real f : R — R dada por f(x) = z. Iniciando o processo de
otimizacio com z' = 1 no método de nivel, tem-se que i’jlf =0elA,=r""1>0

para todo k > 1. Portanto, ndo hd convergéncia finita.

A seguir sao propostos alguns oraculos inexatos para aplicagdo dos métodos de
feixes inexatos e parcialmente inexatos, apresentados nos Capitulos 3| [ [5] e [6] aos

problemas de otimizagao estocastica em dois estagios.
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Capitulo 7

Métodos de Feixes Inexatos
Aplicados a Programacao Linear

Estocastica em Dois Estagios

Neste capitulo, a aplicagao dos métodos de feixes inexatos e parcialmente inexatos
aos problemas lineares estocasticos em dois estagios considera dois oraculos distin-
tos, porém, fundamentados no critério de colinearidade das fung¢des objetivo dos
problemas duais de segundo estagio. O primeiro deles é um oraculo parcialmente
inexato, e pode ser utilizado tanto pelos métodos de feixes inexatos apresentados nos
Capitulos [ e 5l quanto pelos métodos de feixes parcialmente inexatos, introduzidos
nos Capitulos[d e[6] O segundo ordculo é puramente inexato, e é somente utilizado

pelos métodos de feixes inexatos.

7.1 Programacao Linear Estocastica em Dois Es-
tagios
Seja o programa linear estocastico em dois estagios da forma

min f(z), com f(z):=c'z+E[Q(x,¢)], (7.1a)

reX

onde X := {x € R} : Az = b}, e Q(x,§) é o valor 6timo do problema de segundo
estagio

min q'y sa Te+Wy=h, y>0. (7.1b)
yeER™2

As matrizes A € R™*™ e W € R"™*™ e os vetores ¢ € R" e b € R™ sao
deterministicos e, deste modo, nao envolvem incertezas. Ao longo deste capitulo é
suposto que a variavel aleatoria € (que define o cendrio & := (¢, h,T')) tem variancia

finita, e pertence a algum espago de probabilidades (=, F, P).
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Esta secao se restringe aos programas estocasticos com recurso fizo e relativa-
mente completo. No entanto, as técnicas aqui apresentadas podem ser estendidas
ao caso em que o recurso € aleatorio. Para isto, basta assumir que o problema con-
siderado possui uma solucao viavel. Quando o problema de otimizagao nao satisfaz
a hipotese de recurso relativamente completo, as estratégias comumente adotadas
sdo: a inclusdo de varidveis de folga (penalizadas no custo), ou a consideragao de
cortes de inviabilidade. Para maiores esclarecimentos, ver [2, p. 170] e [II], Secao
7.1].

Dado este desenvolvimento, a seguir é realizada uma sintese das hipoteses assu-
midas para o problema :

L1 o conjunto viavel de primeiro estégio X = {z € R’} : Az = b} é ndo vazio;
L2 o problema ([7.1]) possui recurso fixo, e relativamente completo;

L3 a varidvel aleatéria & que define o cenério £ = (g, h, T') tem variancia finita, e pos-
sui (ou é discretizada assumindo) um niimero finito N de cenérios {¢!, ..., ¢V},

com probabilidade associada p; = P(€ = £%), para todoi=1,..., N.

Dada a hipotese L3, o problema ([7.1) com finitos cenérios pode ser escrito da

forma

TEX

min fN(z), com fN(z):=c'z+ g:piQ(x, . (7.2)
i=1

Sob as hipdteses L1-L3 valem as Proposi¢oes e e deste modo, a funcdo fV
é convexa, sci, com fV(r) > —oo para todo z € R", e o conjunto X N dom f& # ()
é convexo e fechado. Além disso, a funcdo fV é Lipschitz continua no seu dominio,
dom fN ={z € R} : h—Tx =Wy}.

Para calcular o valor funcional e um subgradiente da funco objetivo fV é neces-
sario resolver N subproblemas, como em ([7.1b). Quando N é um ntimero elevado,
a fungdo fN(-) é dificil de ser calculada. Neste sentido, para moderar o esforco
computacional torna-se interessante aproximar a funcao utilizando estimativas f,
do valor f¥(z), para z € X. E desejado que tais estimativas estejam préximas do
valor fN(x), i.e., que f, € [fN(x) —ef, fN(x) + &,], para £4,&, > 0 dois erros de
precisao tao pequenos quanto possivel.

O desenvolvimento acima motiva a aplicagdo dos método de feixes inexatos e
parcialmente inexatos apresentados nos capitulos anteriores. A seguir sao dados os
detalhes desta aplicacgao.

Pelas Proposicoes e a funcido Q;(x) := Q(z,&") é convexa e subdiferen-

cidvel, com —T; u; um elemento do subdiferencial 0Q;(z), para & = (¢;, h;, T;) € Z,
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e u; := u(z,&") uma solugdao do problema dual de ((7.1b)):

Qi(z) = max, (h; —Tiz)"u s.a WTu < g;

= (hi —Tix)"u;. (7.3)

Assim sendo, o vetor g(z) := ¢ — N | p;T;"u; é um subgradiente da funcio fV
no ponto z € X. A aplicagdo de um método (exato) de otimizagao nao diferencidvel

ao problema ([7.2]) usa um oraculo que fornece

N
a fungao N(x)= Tz 4+ ) piQilx)
v (7.4)
um subgradiente ¢g(z) = c¢— Zpij—;Tui .

i=1

Para a aplicagao do métodos de feixes inexatos, em vez de (7.4) o ordculo pode ser
inexato e fornecer
uma estimativa da funcao fe € [fN(x) —ep, fN(2) + &,

(7.5)

uma estimativa do subgradiente g, € 0, ¢, (),

com €,&, > 0 limitados.
A seguir sao considerados dois oraculos inexatos satisfazendo (7.5]), baseado no
critério de colinearidade das fungdes objetivo dos problemas duais (7.3)), para dife-

rentes cendrios £ e &7,

7.2 Critério de Colinearidade

Seja € X um ponto fixo. Dado algum cendrio & € =, uma solucio u; do problema
dual (7.3)) aproxima uma solugao u; do problema dual no cendrio &/ € =, quando as
fungoes objetivo (7.3)) (definidas nos cenérios £ e £7) sao semelhantes.

Podem-se distinguir duas situagoes, segundo as incertezas:

Caso 1 Programas lineares com recurso e custo fizos, i.e., & := (h;, T;) com q; = q
e W; =W para todov=1,...,N.

Caso 2 Programas lineares estocdsticos gerais, com &' := (g;, hi, T}).

7.2.1 Caso 1: Programas com Recurso e Custo Fixos

Seja x € X um ponto dado. Se dois vetores h; — Tz e h; — T;x sao colineares, existe
um escalar positivo p tal que h; — Tyx = p(h; — Tjx), i.e., cos(6;;) = 1, para
(hi — Tix) "(hy — Tjz)

- | 7.6
0s(0s) =y —Tall I, = Tyal "
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Logo, as solugoes duais u; (do subproblema @);(z)) e u; (do subproblema @Q;(x)) sao
equivalentes, por ([7.3). Neste caso, é necessario resolver apenas um dos problemas
Qi(x) ou Q;(x). Partindo desta observagao, o seguinte oraculo considera os vetores

“quase” colineares:

Oréaculo Inexato 1 (ESTRATEGIA DE COLINEARIDADE - CUSTO FIXO)
Passo 0 (inicializag@o). Sejam c.s € (0,1) um pardmetro de colinearidade, e
DE um conjunto de variaveis duais (podendo ser D¥ = (),
e Ginexr € {0,1} um pardmetro.
Dado um ponto z fixo, va ao Passo 1.
Passo 1 (selecao).
Se Cinex = 0, defina IF :={1,..., N}.
Se Cinex = 1, selecione um conjunto nao vazio I” C {1,..., N} tal que
il € I% = cos(0) < 1 — €eps.
Passo 2 (calculos exatos). Para cada i € I encontre u;
resolvendo (7.3), e adicione u; ao conjunto D¥.
Passo 3 (calculos inexatos). Para cada j ¢ I¥:

o T
compute 9; := arg max u (h; — Tjz).

O Oréculo Inexato [1l fornece as estimativas:

fo= c'z + Z piu;r(hi —Tiz) + Z pjﬁjT(hj — Tjz)

iel® JEIE
go= ¢ =Y pTlu - > piT ;.
iel® JEIE

Note que, para (e = 0, 0 Oraculo Inexato (1] satisfaz (7.4)).
Para mostrar que a imprecisao deste oraculo é limitada, a seguir é dada uma

cota superior para as estimativas da funcao, que sera 1util subsequentemente.

Lema 7.1 Dado o conjunto convezo e nao vazio 11(q) := {u : WTu < q}, considere
a funcdo suporte

Sq(d) :=max{u'd:u eIl(q)} .

Entao, existe uma constante K = K(q, W) tal que, para todo vértice v € T(q), as
destqualdades
Sq(d) = K(g, W)|ld|| < v7d < s4(d)

valem para qualquer d € TI°:={d € R™ : d"u <0 Vu € II(0)}.

Prova. O dominio da fungao suporte é I1°, o cone normal de I1(0); veja por exemplo

[T, pp. 28-29]. Para d € II°, a segunda desigualdade vale, porque v € II(g). Seja
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uq € I1(g) uma solugao bésica étima tal que s,(d) = u;d. Entao,
0 < sy(d) —v'd < Jlug = oll[|d]]

Desde que ambos v e uy sao vidveis, existem bases primais viaveis B, e B, de II(q)
tais que v = B;'q e ug = B;'q. Como o conjunto II(g) é nio vazio, existe um

numero finito de tais bases, e o resultado se segue. =
A seguir serd mostrado que a imprecisao do Oraculo Inexato (1] satisfaz (7.5)).

Proposicao 7.1 Seja o problema tal que o vetor de custos q € deterministico
e as hipoteses L1-L3 sao satisfeitas. Suponha que o algoritmo de programagdo li-
near utilizado para resolver os programas lineares no Passo 1 do Ordculo Inexato
determina solugoes basicas (vértices do poliedro).

Se X € limitado, entao a imprecisio do ordculo inexato satisfaz ((7.5) com e, = 0.

Prova. Sejam z € X e j € {1,...,N}\I¥ dados. Desde que o recurso é rela-
tivamente completo, o valor Q;(z) = s,(h; — T;x) é finito. A hipdtese acerca do
algoritmo de programacao linear implica que v = 1J; ¢ uma solucao bésica vidvel de
II(g). Além disso, definindo d = h; — Tz no Lema , tem-se que

(0<) ¢ :=Qjx) =V (h; — Tjz) < K(W,q)||h; — Tjz|.

A hipétese de recurso e custo fixos implica que K = K (W, q) nao depende de j,
e sendo a variancia de € finita (hipdtese L3), a existéncia de uma cota superior
para ||h; — T;z|| é garantida. Como N ¢é finito e X' é limitado, entdo €; < ¢y para
alguma constante €5 < oco. Para mostrar que g, € GsffN(a:) e que vale com
g, = 0, considere z € X e ();(2) o valor 6timo de , substituindo x por z. Seja
U
dos problemas de segundo estagios sao fixos, tem-se que

uma solucao 6tima deste problema. Desde que ambos recurso e vetor de custos

Qi(2) = (hy —Tz)Tu > (hy — Tj2) "0

Qj(x) = 2T + 2T 0; — [Qj(x) + 2 T 0y — hj v
Qj(x) — (2 — ) ' T;"; — [Qj(x) — (hy — Tjz) "0;]

= Qj(z) —(z—2) T/ V; — ¢

(7.7)
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Pela Proposicao , —u]T; € 0Q;(z) para i € I e, portanto,

M(z) = Cz+2pl
= CZJFZPZ i +ij@j(2)

iel® JEIE
> it Y plQie) T — o))+ X Q@) — Ty —w) —
ielf ]QIE
= ch+ZpiQi(:v) — Z pi€j + ¢’ — Z piu; T; — Z pﬂ?T (z —x)
i=1 jeIE icl® JEIE
= fNx)= > pe+g.(z—x).
JEIP

Além disso, fN(z) > fN(z)—e;+g, (2—x), como desejado. Finalmente, as seguintes

manipulacoes algébricas

) = o+ ) piQilx) + Y pQy(x)

eI JEIF
= c'z+ Y piQi(x)+ > pidj(hy —Tix) + Y ps[Q;(x) — 0 (hy — Tjx)]
icl® jgIe jgIe
= fot D pie
JjgIE

implicam que f, € [f"(z) — ey, f¥(x)], e a prova estd completa. m

Como sugerido em [§], a linearizac¢ao inexata do Oraculo Inexato [1|satisfaz ((3.2)).
Para verificar este resultado, basta substituir €; por Q;(z) — (h; — Tjx)"9; na desi-

gualdade seguinte

N
N =T+ piQi(x) — D piej + g, (2 —x),

i=1 JEIE

obtida na demonstragdo da Proposicao Deste modo,

N
N(z) > a4+ ) piQi(x) = Y piej+ 9, (2 — )

i= JeI®
N

= cx+ Y piQi(r) = Y p[Q;(x) — (hy — Tyx)"0;] + g, (= — x)
i=1 jeI®

= chJrZPin —|—ij 19+gx(z—x)
ielE jeIre

= fotgi(z—1).

Portanto, fi(-) < fY(-), e pode-se mostrar que o resultado do Teorema vale com
£ =¢5/2, i.e., a solugdo dada pelo Algoritmo ¢ ey—6tima, ver [8, Teorema 3.9].

O resultado a seguir é consequéncia do desenvolvimento apresentado acima.
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Corolario 7.1 Sob as mesmas hipoteses da Proposicao |7.1, o Ordculo Inexato

satisfaz as condigoes de um ordculo parcialmente inexato, dadas em (4.2)).

A seguir serda mostrado que o Oraculo Inexato [I] também satisfaz as condicoes

dadas em e (6.4).

Proposicao 7.2 Seja o problema tal que o vetor de custos q é deterministico
e as hipoteses L1-L3 sdo satisfeitas. Suponha que o algoritmo de programagdo li-
near utilizado para resolver os programas lineares no Passo 1 do Ordculo Inexato
encontra solugoes bdsicas (vértices do poliedro).

Se X ¢ limitado, entdo o ordculo inexato satisfaz e , para alguma
constante de Lipschitz A > 0.

Prova. Dado o resultado do Corolario[7.1] resta mostrar que ||g.|| < Ae |[lg(2)]| < A,
para todo z € X. Desde que cada u; é um vértice do poliedro II(g), tem-se que

u; := B;'q, para alguma base B;. Logo, o subgradiente g, pode ser escrito por

o (Z Pl Bi— PJC’Z'TBi<j>) B
iel® JEIE
Dado que a variancia de £ é finita, e existem apenas um nimero finito de cenérios

e bases, a existéncia de uma constante A < oo tal que
llg:|| <A, paratodo ze€ X,

¢ assegurada. Se I” = {1 ... N}, entao g(z) = g., e resultado enunciado estd

provado. m

Como resultado das Proposigoes e do Corolario o Oraculo Inexato
pode ser utilizado tanto pelos métodos de feixes inexatos, quanto pelos métodos
de feixes parcialmente inexatos. No entanto, este nao é o caso quando o vetor de

custos ¢ é aleatorio, como mostrado a seguir.

7.2.2 Caso 2: Programas Lineares Estocasticos Gerais

Quando o vetor ¢; ¢ dependente dos cenérios, dois vetores h; — T;x e h; —Tjx podem
ser colineares sem que uma solugao dual u; do subproblema @;(x), seja também uma
solugao do subproblema Q;(z). Os respectivos conjuntos vidveis de (7.3), II(¢;) e
II(g;), sao diferentes. Com o objetivo de economizar esforco computacional, todos
os problemas de segundo estagios sao aproximados. A abordagem proposta consiste
em, para cada i € [”, agrupar os vetores h; — Tz quase colineares em um conjunto

Ji, e considerar um conjunto viavel comum, definido pela substituicao de g; por ¢;, a
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média amostral dos custos considerando o conjunto de indices J;. Desde que i € J;,
resolve-se o programa linear com vetor de custo h; — T;x sujeito ao conjunto viavel
médio, e usa-se a correspondente solucao com uma aproximagao para os demais

cenarios do grupo.

Oréculo Inexato 2 (ESTRATEGIA DE COLINEARIDADE - CUSTO ALEATORIO)

Passo 0 (inicializagdo). Seja e.,s € (0,1) um pardmetro de colinearidade.
Para x fixo, selecione um conjunto I” C {1,..., N} ndo vazio, tal que
i,1 € TP = cos(0y) <1 — Eeos.

Passo 1 (agrupamento pela colinearidade). Para cada i € I”,
faga J; :={i} U{j & I” : cos(0ij) > 1 — ccos}-

Passo 2 (Célculos inexatos). Para todo i € I¥:

determine u; resolvendo

max, u'(h; —T;r)

Z D;q;

_ Je€T:

—ij'

YENG

s.a WTu < gq; :

Para cada j € J;, faca ¥; = u; .

O Oréculo Inexato [2| proporciona as seguintes estimativas:

fo= 'z + Z pii; (hy — Tix) + Z Pjﬂ;(hj — Tjx)

icIE JEIE
9= ¢ — Y pTlu - > T}
ielf JeI®

Quando os custos sdo deterministicos (¢ = ¢;), as estimativas acima para i € I'” sdo
exatas, e coincidem com as solucoes calculadas no Passo 3 do Oréculo Inexato [I}
Este ndo é o caso para j € I”, porque ndo ha uma busca no conjunto de vértices
determinado previamente, D¥. Por este motivo, mesmo quando g = g;, este oraculo
inexato nao coincide com o Oraculo Inexato [l

A seguir serd mostrado que a condigao (7.5]) é satisfeita.

Proposicao 7.3 Seja o problema (7.1)) satisfazendo as hipdteses L1-L3 e suponha
que o Ordculo Inexato[d é empregado. Suponha também que o algoritmo de progra-
magdo linear utilizado para resolver os programas lineares no Passo 1 do Ordculo
Inezato |9 determina solugdes bdsicas.

Se X ¢€ limitado, entao a condicao (7.5)) vale com ey =¢, > 0.
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Prova. De maneira similar ao Lema [7.1 serd mostrado que as diferencas entre
os valores funcionais @)j(x) e suas estimativas sdo limitadas. Mais precisamente,

definindo d; := h; — T}x:

sejeIP Q;(z) é substituido por sg(d;)
se j € IF entdo j € J; e Qj(x) é substituido por @] d;,

para ; tal que sq(d;) = 4 d;. Como Q;(x) = s4,(d;), a imprecisao na estimativa

da fungao é dada por

. _ Sq, (d;j) — sq,(d;) sejeI”
T syldy) —uid;  sej@IP je ;.

Os termos acima sao todos finitos, porque o recurso é relativamente completo. Por
[54, Teorema 2.4}, o conjunto viavel do programa linear é Lipschitziano com respeito
as pertubacoes do lado direito das restrigdes, entdo existe uma constante L(d;, W)

tal que
€ < I8q,(dj) = sg,(d))] < L(dj, W)llgj — @5 se j € I”. (7.8)

Quando j & I* | j € J;, pode-se escrever
€j = 5q,(dj) — u; dj = sq,(dj) — 55,(dj) + s5,(dj) — uidj =: Ay + Ay

Como em (7.8), |A1| < L(d;, W)||g; —]|. Para limitar o termo Ao, note que d; € I1I°
porque o recurso ¢ relativamente completo, e que u; € II(g;) é um vértice, por
hipotese. Como resultado, aplicando o Lema , escrito com (¢, d,v) = (g, d;, u;),
conjuntamente com (7.8)), tem-se que

e < L(dj, W)llgy — all + K (a:, W)lldjll sej & 1,5 €T (7.9)

Sendo X limitado, e tanto N quanto a variancia de £ sao finitos, existem constan-
tes L, K, e My para L(d;, W), K(g;,W), e ||d;||, respectivamente. Seja M, uma
cota superior para ||¢; — ;|| e ||l¢; — @, entao o resultado enunciado é verificado
considerando ey = ¢, = 2LM, + KM,;. =

Como o numero de cenarios N e a variancia de & sao finitos, a existéncia de uma
constante A > 0 tal que ||g,| < A é garantida. Para verificar esta afirmacao, basta
proceder de forma andloga & demonstragao da Proposigao [7.2] substituido ¢ por ¢,
comi=1...,N. Deste modo, o Oraculo Inexato [2| também satisfaz (5.2).

Embora esteja-se trabalhando com dois erros de precisao (¢f e €4), 0s mesmos

sao controlados facilmente por uma tnica tolerancia ., > 0, que determina se o
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vetor h; — T;x ¢ quase colinear ao vetor h; — T}z, i.e., vale a equivaléncia
J € Ji <= 1—cos(0;;) < Ecos-

Logo, se €.0s = 0 0 problema (|7.2)) é resolvido sem aproximagoes.
Outra abordagem possivel ¢ variar a tolerancia c.,s ao longo das iteragoes. Por

exemplo, considerando (para k > 1 um contador de iteragdo) €% . > 0 tal que

limy o g% = 0. Neste caso, pode ser melhor considerar el . = 0, €2 > 0 com
k+1 o -k o
eptl < i para k > 2, e (ver definicao (3.5)))

£ = max {cTz’“ + > pitt (e = T25) + D 0] (hy = T325), f’kl(z’“)} ,
iel® JEIE
para evitar que erros £y e g4 se tornem excessivamente grandes. Este tipo de abor-
dagem juntamente com o método de feixes inexato é denominado método de feizes
incremental, [47].
O critério de colinearidade apresentado neste capitulo nao altera a distribuicao
de probabilidades P de &. A seguir sao apresentadas trés técnicas para aproximar

N e um subgradiente de fV, redistribuindo P.
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Capitulo 8

Métodos de Feixes Inexatos
Aplicados a Programacao Nao
Linear Estocastica em Dois

Estagios

A aplicacao dos métodos de feixes inexatos e parcialmente inexatos aos problemas
nao lineares estocasticos em dois estagios considera trés técnicas distintas para os
oraculos inexatos. A primeira e a segunda técnicas sao fundamentadas na estratégia
de redugdo dtima de cendrios proposta em [35]. A terceira técnica é baseada na clas-
sificagao de cendrios em grupos, e é motivada pela desigualdade de Jensen [24, Se¢ao
3.4.1]. Os oréculos baseados em redugoes/sele¢oes de cendrios podem ser aplicados
tanto no caso linear quanto no caso nao linear. Estes oraculos sao desenvolvidos
especialmente para o métodos de feixes inexatos. Ja o oraculo baseado na desigual-
dade de Jensen é utilizado pelos métodos de feixes parcialmente inexatos. Apesar
de ser desenvolvido para os programas nao lineares estocasticos em dois estagios,

este oraculo pode ser, naturalmente, aplicado ao caso linear.

8.1 Programacao Nao Linear Estocastica em Dois

Estagios
Sao considerados nesta se¢ao os problemas de otimizagao estocastica em dois estagios
da forma
min E[f(z, )], (8.1a)
com
x,&):= fi(x)+ inf &), 8.1b
f@.) = Fila) + il f(5.© (8.10)
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sendo que f; e fo sao fungdes convexas nas respectivas variaveis de decisao = e y.
Conforme o desenvolvimento do Capitulo , a funcgao objetivo do problema (8.1a)
pode ser escrita por f(z) = fi(x)+ Q(z), com Q o valor esperado dos problemas de
segundo estagio (cf. ) No entanto, nesta se¢ao é conveniente utilizar a notacao
empregada em (8.1)).

Ao longo desta secao sao assumidas as seguintes hipoteses acerca do problema

BD):
NL1 o conjunto viavel de primeiro estagio X é nao vazio, convexo e compacto;

NL2 o problema (8.1) possui recurso relativamente completo, sendo o conjunto de
segundo estagio dado por X (z,§) :={y € R}? : Te + Wy = h};

NL3 o conjunto K3 = {z € X : NgezX(,€) # 0} é ndo vazio;

NL4 as fungoes f; : R" — R e fo : R™ X = — R sdo convexas nas respectivas

variaveis de decisao, e fs é asci no sentido da definigao ([2.4]).

NL5 a varidvel aleatéria € que define o cenério & = (q,h,T) tem variancia fi-
nita, e possui (ou é discretizada assumindo) um ntmero finito N de cend-
rios {€1,...,&N}, com probabilidade associada p; = P(€ = &%), para todo
i=1,..N.

NL6 existe uma métrica d= : = X Z — R induzida por uma norma (ou pseudo-

norma) tal que a seguinte desigualdade ¢ satisfeita
|f(2,6) = f(z,6)] < dz(&,€), paratodo z € X e &€ € E.

As condigoes NL1-NL4 garantem que o problema (8.1) seja bem definido, e
possua uma solucdo 6tima. E importante notar que sob NL3, qualquer que seja

o conjunto de cendrios {&',..., &N} o problema (8.1), com f(z) substituida por
N

N (x) = pif(z, ¢"), estd bem definido e tem uma solucdo 6tima (ver Proposicao
i=1

E1).

Diferentemente do critério de colinearidade, as técnicas apresentadas neste capi-
tulo nao utilizam solugoes duais de alguns subproblemas para aproximar a solucoes
duais de outros subproblemas. O objetivo destas propostas ¢é selecionar um subcon-
junto com relativamente poucos cenarios para aproximar o problema . Estas
propostas sao fundamentas na técnica de redugdo otima de cendrios - ROC - desen-

volvida por Dupacové, Growe-Kuska e Romisch [35], e apresentada a seguir.
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8.1.1 Reducido Otima de Cenarios

Dado um conjunto de cenarios que define um programa estocastico, chamado subse-
quentemente de “problema original”, a ROC seleciona um subconjunto dos cenérios
mais representativos para definir um programa estocastico de porte menor, chamado
de “problema reduzido”. Além disso, a ROC determina um subconjunto de cenérios
que proporciona estabilidade e aderéncia entre os dois problemas, original e redu-
zido. A selecdo dos cenéarios é realizada utilizando uma métrica probabilistica, como
apresentado a seguir.
Sejam P := {pi,...,pn} as probabilidades dos N cendrios {¢!,..., &N}, e

N
NC) =Y mif (€)= Ep[f(-€)]
i=1
a fungao objetivo de (8.1) obtida a partir da discretizacao de =. Como ji menci-

onado, quando o nimero N é muito grande, a solu¢do numérica de (8.1) se torna

muito complexa computacionalmente. Nesta situacao, é conveniente escolher um

subconjunto relativamente pequeno de cendrios representativos {&/1, 72, ... &iner )
com npp << N, e uma nova distribuicdo de probabilidades P = {p1,...,pn}, com
pii=0sei¢I¥:={j1,...,0n,,}, Para aproximar a funcio fV(-) por
fre(@) = Epe plf(2,8)] = > Bif(2,€). (8.2)
el®

Esta nova func¢ao objetivo define o problema reduzido

min f=(z), (8.3)

reX

que sera efetivamente resolvido. Quando comparado ao problema , fica claro
que a escolha de I¥ e P determina o nivel de qualidade do problema reduzido (8.3).
A técnica ROC introduzida em [35] para programas estocdsticos em dois estagios
é uma ferramenta eficiente, tanto do ponto de vista tedrico quanto computacional,
para manter préximos os valores 6timos e os respectivos conjuntos de solugoes dos
problemas e (8.3).

Sob a hipétese NL6, existe uma métrica dz : = x = — R, tal que a seguinte

desigualdade é satisfeita
(2,6 — f(2,69)] < d=(&,€7), paratodo s € X ei,j € {1,..., N},

Em programacao linear estocastica, a hipétese de recurso fixo e relativamente com-
pleto é suficiente para assegurar a hipotese NL6. Isto se deve ao fato que a funcgao

Q é Lipschitz continua no seu dominio dom Q, como apresentado na Proposicao [2.2]
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Dada a existéncia de uma métrica dz satisfazendo NL6, pode-se utiliza-la para

definir o subconjunto de indices
A= {J € (L NP i = () € ang min d(€h,€7) )
€

dos cenérios mais proximos ao cenério &', que tem probabilidade Py, = > jea; Dj- Se
A; é vazio para algum i € ¥ define-se Py, = 0. Definindo o conjunto de indices
dos cenarios “menos representativos” por J := {1,..., N}\I¥, e a nova medida de
probabilidade P por

P = p(€) := p; + Py, paratodo i€ I” (8.4)
segue que (para x € X)

fre(@) = > fl,&)pi

= T im0

=Y et Y w6 - S O
B NETS SN S

= fnlz) + zJ (f(a, &) = f(mJ &) ;-

Entao,

[fre (@) = f¥(@)] < 3 pilf (2, 69) = fla, @) < D pid=(€9, &) = (D), (8.5)

jeJ jeJ

onde

el) = >_p;mindz(', &) (8.6)

JeJ

¢ uma representagdao do problema de transporte de massas

inf [ ds(6,On(aP(e). dP(©))

sa: nePEXE) (8.7)
3B x Z) = P(B)
n(Z x B) = P(B), para todo B C Z,

no caso em que a medida de probabilidade P é discreta e finita, e P é uma redistri-
buicao de P pela regra , ver [35, Teorema 2].

O problema possui nomes distintos dependendo da métrica dz=(-,-) empre-
gada, [39]:
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r—1

o se dz(€,€) = H§ —éHmaX{l, 1€ = &|", (1€ = & } (para r > 1) o pro-
blema ¢ chamado de funcional de Monge-Kantorovich (em geral, para
qualquer pseudo-norma d= que nao satisfaz a desigualdade triangular, (8.7))
leva este nome). Adicionalmente, se as restri¢oes de forem substituidas

por

nePExXxZ), n(BxZ)—nExB)=P(B)— P(B), para todo B C Z,

o problema (8.7)) ¢ chamado de Kantorovich-Rubinstein, [55].

o se d=(£,€) == |€ — £|", o problema dual de (8.7) é chamado de métrica de

Wasserstein de ordem 7.

Quando r = 1, a métrica de Wasserstein coincide com a métrica de Fortet-

Mourier, dada por

dpp(P, P) := sup { (8.8)

geFa

9 P(E) = [ g EdP(E)

1]
?
—

com Fy = {g: X xZ = R : |g9(-,€) — g(-,&)] < d=(£,€)}. Com este desen-
volvimento, para cada x € X uma variavel de primeiro estagio, o funcional de
Monge-Kantorovich (que pode ser representado por ¢(J)) é uma cota superior para
a diferenca absoluta entre os valores funcionais f;=(x) e f¥(z). Dado um conjunto

J, é demonstrado em [35, Teorema 2| que a redistribuigdo de probabilidades pela
regra (8.4]) é 6tima para o problema

m}n‘fIE(x) - fN(x)| S.a p = {2517- .- aﬁN} > 07 Z i = 17 Z ﬁj = 07
P i€l JEIE
onde fre(+) é definida em (8.2]). Neste sentido, para garantir a proximidade entre
as duas fungoes é necessario escolher os cenérios de forma que o valor ¢(J) seja tao

pequeno quanto possivel. Matematicamente, procura-se o conjunto 6timo J* tal que
Jr = argn?nc(ﬂ) sa |J|=N—npp. (8.9)

Uma maneira alternativa consiste em definir ,,. > 0 e encontrar J* com a maior
cardinalidade possivel, de forma que ¢(J) < €,4c.

Por se tratar de um caso tipico de otimizacdo combinatoria, ¢ exigido um esforgo
computacional elevado para resolver o problema . No entanto, uma solucao
aproximada pode ser obtida por algoritmos eficientes, baseados em heuristicas, ver
[38]. Dentre eles se destaca o algoritmo de selegao progressiva rapida (fast forward

selection) apresentado em [32), [38].
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Com base no desenvolvimento apresentado nesta subsecao, tem-se um algoritmo
para selecionar os cenarios mais representativos, uma regra para redistribui-los, e
uma representacao explicita do funcional de Monge-Kantorovich que permite calcu-
lar um limite superior para a diferenca |fY(-) — fr=(-)|. Mais informacdes acerca
da técnica de redugdo 6tima de cenarios podem ser obtidas em [35], 38, 5G] para
a programacao estocastica em dois estagios, e em [37, 57, B8] para a programagcio
estocastica em multiestagios. A seguir a ROC é empregada conjuntamente com os

métodos de feixes inexatos para os programas estocasticos em dois estagios.

8.2 Reducido Otima de Cenéarios Sequencial

Dada a desigualdade (8.5)), seja z um ponto arbitrario em X’. Entao,

fre(2) € [f¥(2) = c(), 7 (2) + c(I)].

Alterando (decrescendo) o subconjunto de indices J, e definindo

fo=fie(2), e g.:= Z Dig; (8.10)

iel®

para g; = g(2,&") € 9f(2,£") um elemento no subdiferencial de f(z, &%), pode-se

tomar €5 = ¢, = ¢(JJ) para aplicar o método de feixes proximal inexato ao problema

E).
Se as hip6teses NL1-NL6 sao verificadas, ¢(J) é finito por (8.10). Além disso,

tem-se o resultado a seguir.

Proposicao 8.1 Seja z € X um ponto fixo. Sob as hipdteses NL1-NLG, sejam c¢(J)
e g. definidos em e (8.10), respectivamente. Entdo

g: € a?c(J)fN(Z) :

Prova. Dadas NL1, NL2 e NL4, a funcdo fV(-) e a sua aproximacao f. sio convexas.
Entao, para qualquer z € & fixo, tem-se por ([8.10)) a seguinte desigualdade

fo>f.+(@—2)"g,, paratodo z€X. (8.11)
A seguinte relagao é devido a (8.5]), juntamente com as hipéteses NL2, NL5 e NL6
fU@) +ed) = fo = f¥(2) = c(J) + (x = 2)"g:, paratodo =z € X,

completando deste modo a demonstracao. m
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Se a métrica d= em ¢ perfeitamente conhecida, entao os erros € e ¢, também
os sdo. Em prética, a métrica dz é da forma dz(€,€) := M||¢ —£||, para || - || alguma

norma apropriada, e M uma constante desconhecida, mas dependente dos dados do

problema ({8.1)).

Dado um contador de iteracao k, o procedimento de redug¢do otima de cendrios
k

+oec = 0 para determinar, pelo Passo

sequencial - ROCSeq - considera uma tolerancia e
1 do Oréaculo Inexato 3] a seguir, o maior subconjunto de indices J* satisfazendo a
desigualdade c(J*) < €F . Para qualquer z € X, se e, £, 0, entao por [8.5) f. LA

roc*

N (z). Fazer com que ¥ . tenda a zero significa que a qualidade da representagao
do processo estocastico vai sendo cada vez mais acurada, no entanto, o oraculo fica
mais e mais demorado. Deste modo, torna-se interessante nas iteragoes iniciais do
Algoritmo considerar poucos cenérios para aproximar a funcdo fV, e ao longo
das iteragoes aumentar nzp! sucessivamente (equivalentemente, decrescer * ). E
ilustrado na Figura |8.1] o esquema ROCSeq.

Iteracéo Iteracéo Iteragdes
k=1 k=j>1 finais

~

o1 O O O O © O O g ©
s

=

o

Figura 8.1: Aprimoramento sucessivo do processo estocastico.

Para considerar a técnica ROCSeq conjuntamente com os métodos de feixes

inexatos apresentados nos Capitulos [4] e [f] define-se o seguinte oraculo inexato.

Oréculo Inexato 3 (REDUGOES OTIMAS DE CENARIOS SEQUENCIAL )

Passo 0 (inicializagdo). Seja x um ponto dado,
um conjunto de indices I¥ C {1,..., N}, um pardmetro &,,. > 0
(ou alternativamente npp < N), e uma pseudo-norma dz(-, ).
Se I¥ =, calcule as pseudo-distancias dj;; = d=(&/, '), para j,1 € {1,...,N}.
Faga s;,, = +o00.

Passo 1 (selecao de cenarios). Enquanto s;,, > &,0c

Inpp é o ntimero de cendrios representativos
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(ou alternativamente |I¥| < npp) calcule para [ ¢ I¥

s; = Z pjdj; e selecione [, € arg mig S .
TP A el
Faca IF = 1P U{l,,}.
Para cada j,1 ¢ I¥, atualize as distancias dj = min(dj;, d;,, ).
Passo 2 (cenarios representativos e célculos exatos).

Para todo i € I, determine f(z,£) e g; € 0f(x, &) resolvendo (8.1D).
Passo 3 (redistribuigao) Redistribua
as probabilidades pela regra (8.4)).

0

Como N ¢ finito, o melhor conjunto I” ¢ sempre encontrado apds um nimero finito

de iteragdes no Passo 1. O Oréaculo Inexato [3] fornece as estimativas abaixo:

i€l®
gz = Z ﬁigi .
icl®
Pelo Teorema 6 em [32], o valor s; equivale a ¢(IF%), com IZ° C {1,...,N} o

conjunto complementar de I”.

Segue da Proposicao[8.1]e da desigualdade que o Oraculo Inexato [ garante
a relacao fk() <)+ C(JE), para k a iteracio do tltimo passo sério do Algoritmo
m. Deste modo, pode-se mostrar que o resultado do Teoremavale come = ¢(J k ),
ver [8, Teorema 3.9].

A seguir sdo enumeradas algumas vantagens do emprego do Oraculo Inexato [3]

conjuntamente com os métodos de feixes inexatos.
1. em relagao ao critério de colinearidade definido nos Oraculos [I] e 2}

(a) afuncao convexa f(-,£") nao precisa ser linear (no entanto, deve satisfazer
a hipotese LNG);

2. em relagao a ROC:

(a) a representacao do processo estocastico é aprimorada sucessivamente;

(b) devido ao ntimero reduzido de subproblemas resolvidos nas iteragdes inici-
ais, dada a mesma acuracia para a representacao do processo estocastico,
os métodos de feixes inexatos empregando o Ordculo Inexato [3] exigem

esforgos computacionais menores do que exigido pela ROC.
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1
roc

na qualidade da e—solucao obtida quando o Oraculo Inexato [3| é aplicado. Como

E importante ressaltar que a escolha de e desempenha um papel fundamental
exemplo, suponha que nas iteracdes iniciais do método o valor c¢(J*) seja significa-
tivamente grande. Entdo, o valor aproximado f**! pode subestimar f¥(z5*1) com
uma imprecisao de aproximadamente 6’} = ¢(J¥). Assim sendo, é provavel que o
iterado z**! seja classificado como um passo sério e, por causa da atualizacio do
processo estocastico no Passo 4.1, o método seja incapaz de gerar um novo passo
sério. Nesta situacdo, o candidato zF*! serd uma solucdo de baixa qualidade para o
programa estocastico considerado.

Para z € X e cada i € {1,...,N} o ordculo a seguir utiliza informagoes dos

valores da funcio f(z,&") para selecionar os cenérios representativos.

8.3 Selecao Sucessiva de Cenarios
O critério de selegcdo sucessiva de cendrios - SSC - é bastante similar ao esquema
ROCSeq, porém, com duas importantes diferencas:

e o nimero de cendrios representativos nyp ndo necessariamente ¢ aumentado

ao longo das iteragoes do método, como apresentado na Figura 8.2}

e a métrica d= em ¢ substituida pela métrica dy, dependente de um para-

metro A € (0, 1], que calcula a distancia entre os cenérios e considera alguma

informagao acerca dos valores f(z,£"), paraz € X et € {1,...,N}.
Iteracdo Iteragé@o IteragBes
k=1 k=j>1 finais
0 0 [
5 0 0
0 P, 0
0 0 B,
0 0 0
[ P o00 0
0 0 0
B 0 B,
0 0 0
0 0 [
B 0 0
0 P 0

Figura 8.2: Selecao sucessiva de cendarios.

Seja a métrica dy : = x Z — R, dada por

dx(§,€) == Ad=(E,€) + (1 = A)dy(§, 6), (8.12)

com \ € (0,1] e df(f,é) uma funcao nao negativa que estima a distancia entre os

valores f(z,&) e f(z,£), para z € X um ponto fixo, como apresentado a seguir.
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Oraculo Inexato 4 (SELEGAO SUCESSIVA DE CENARIOS)

Passo 0 (inicializacao).
Sejam x € R™ um ponto dado, dois pardmetros A € (0,1] e €,4. > 0
(ou alternativamente nyp < N), e uma pseudo-norma dz(-, -).
Se ainda nao foram calculadas, calcule as pseudo-distancias d=(£7, £1).
Defina IZ = () e dj; = d=(&7,¢"), para j,l € {1,...,N}.
Faca s;,, = +00.

Passo 1 (selecao de cenarios). Enquanto s;,, > €,0c

(ou alternativamente |I¥| < npp) calcule para cada | ¢ I*¥

z = Z pjdj e selecione [, € arg g{l}g 2.
JEIE j#l
Faca IF = 1P U{l,.}.
Para cada j,1 ¢ I”, atualize as distancias dj = min(dj, d;,, ).
Passo 2 (cendrios representativos e calculos exatos).
Para todo i € I”, determine f(z,£") e g; € 0f (x, &) resolvendo (8.1D)).

Passo 3 (cendrios nao representativos e célculos inexatos). Para j ¢ I,

determine a aproximagao f,(&7) de f(z, &%) resolvendo aproximadamente

o problema (8.1b)).

Passo 4 (atualizagdo das disténcias). Calcule para todo i,/ € {1,..., N}

: f(x, &) seielF
de(€,€6Y = |f, —f|, para f := , 8.13
HE.E) =l il para {fm S 1)
e defina dj = Ad=(&7,£') + (1 — A)dg (€7, €).
Step 5 (redistribuicdo) Redistribua as probabilidades pela regra ({8.4)).
0

O Oréculo Inexato {4 fornece as seguintes estimativas:

fo= > pif(x,€)

iel®

i€IE

Desde que g; € 9f(x,£") tem norma limitada por alguma constante A > 0, tanto
o Orédculo Inexato 3] quanto o Oraculo Inexato [4] satisfazem ([5.2).
Em particular, quando o problema de segundo estégio ({8.1b)) é linear, as aproxi-

macoes no Passo 3 podem ser obtidas como explicado a seguir.
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Para cada j ¢ I”, defina

fo(&) = fi(x) + (b — Thx) Tuqgjy

com u;(; uma solugao dual do problema (8.1b]) definido no cenario €0) onde
(7)) — ind i el
i(j) = argmindy (¢, &)

¢ o indice do cenario “representativo” mais préximo do cenario “nao representativo”
. 4 TE
jEI”.

A consideragao dos valores f(-,£) para calcular a distdncias entre os cenarios
foi originalmente proposta em [59]. Os autores consideram um programa linear
estocédstico em dois estagios, e utilizam a funcao nao negativa do(&*, &%) = ds (&, &%) =
|f(21, &) — f(21,&%)| para calcular a “distancia” entre os cendrios. A fungio dy assim

definida possui duas deficiéncias:

(i) o ponto z! € X utilizado para calcular f(z!,£"), com i € {1,..., N}, deve ser
escolhido com cautela para nao proporcionar um viés no processo de selecao

de cenarios, que é realizado uma tnica vez;

(ii) a funcdo dy nao satisfaz as condi¢oes de uma métrica, pois cenarios diferentes
podem proporcionar o mesmo custo f(zh,-), ie., dp(€,&7) = 0 para £ # &.

Sem esta condi¢ao importante, a desigualdade

fre(2) = fY(2)] <D0 p;mindg (&7, €
jel i€l
pode nao ser verificada para z € X\{z'}. Isto inviabiliza, em termos tedricos,

a aplicacao da ROC.

Desde que A > 0 e d= seja uma métrica, entdo a funcao d, é uma métrica.
Deste modo, a deficiéncia do item (ii) é reparada. Como as distancias d(-,-) sao
atualizadas a cada iteragao do método, os cenarios que eram pouco representativos
para a decisao vidvel 2/ podem ser selecionados para definir o subconjunto de indices
representativos /% em uma iteracdo k > j, fazendo com que a deficiéncia do item
(i) também seja sanada.

A seguir é desenvolvido um oraculo inexato aplicavel tanto ao método de feixes

parcialmente inexatos, quanto ao método de nivel parcialmente inexato.

8.4 Classificacao em Grupos

O oréaculo parcialmente inexato proposto nesta secao satisfaz as condi¢oes dadas em

(4.2) e (6.2). Para este fim, é suposto que o problema (8.1]) satisfaga as hipoteses
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NLI1-NL6, e além disso, a fun¢ao objetivo de segundo estagio é deterministica, i.e.,
fa(2,€) = fo(2), paratodo z€ X e £ €E.

Esta hipotese coincide com a hipétese de custo ¢ fixo para PLs, como considerado

na Secao ([7.2.1). Assim sendo, pelas Proposigoes (2.3) e (2.4), a fun¢do de recurso

Q6 = inf f(y.8)

yeX (2

é convexa tanto na variavel z, quanto na variavel . Esta propriedade é, pela hipotese

NL4, transferida para a funcao
z,&) = fi(z) + inf ,€),
f(z,€) = fi(2) yeX(zé)ﬁ(y §)

definida em (8.1h]).

Em especial, a convexidade em relagao a & assegura a desigualdade seguinte,
E[f(z,€) > f(z,E[£])] paratodo z € X, (8.14)

denominada desigualdade de Jensen.
Suponha que o conjunto {&',&%,... &V} com N cendrios seja subdividido em

ng < N grupos Z;, j = 1,...,ng, satisfazendo:

IiNZy=0 se j#L, e T1U,...,UL,,={1,2,...,N}. (8.15a)
Para j = 1,...,ng sejam, respectivamente,
_ =i 1 i
pii=> pi, e == pg (8.15b)
i€Z; Pj ez,

a probabilidade de ocorréncia, e o cenario médio do grupo Z;. Entao, o resultado

seguinte é devido a desigualdade de Jensen.

Proposicao 8.2 Dados N cendrios com probabilidades associadas p;, 1 =1,..., N,
seja Z; (para j = 1,...,ng) uma classificagao dos cendrios satisfazendo (8.15al).
Suponha que os cendrios médios & e as respectivas probabilidades p; satisfazem

(8.15b). Entao, se a funcio f(z,€) é convera em & para todo z € X fixo, vale a

relacao
i=1 j=1 i=1
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Prova. Dadas as hipoteses, pela desigualdade de Jensen, tem-se que

Z&f(z,gi)Zf(z,éj) paratodo z€ X e j=1,...,ng.
iez; Pi

Entao, para verificar a primeira desigualdade em (8.16|) basta multiplicar a desigual-
dade acima por p; e somar em j. A segunda desigualdade em ({8.16) segue novamente

da desigualdade de Jensen, pois Y p;&/ => pi&'. m
j=1 i=1

O resultado acima ¢ 1til no sentido que, qualquer que seja o agrupamento dos
N cenarios satisfazendo (8.15)), a funcdo f. = f"(z) = X%, p;f(2,6) é uma
aproximagao inferior para f(z), para z € X. Para explorar esta relacdo, é dado a

seguir um oraculo inexato aplicavel aos métodos de feixes parcialmente inexatos.

Oréculo Inexato 5 (CLASSIFICAGAO EM GRUPOS)
Passo 0 (inicializagao).
Dado z € X, seja ng um parametro referente ao ntimero de grupos.
Se sao informados os ng grupos Z;, va ao Passo 2;
caso contrario, va ao Passo 1.
Passo 1 (classificagao).
Classifique os N cenarios em ng grupos Z; satisfazendo ({8.15a)).
Calcule os cenérios médios e as respectivas probabilidades pela regra .
Passo 2 (calculos exatos para os cenarios médios).
Para cada j = 1,...,ng, determine f(z,&) e q; € df(2,&) resolvendo (8.1H).
O

O Oréculo Inexato 9| fornece as seguintes estimativas:
ng _.
fz = ijf(zafj)
j=1
ng
g = Zﬁjgj )
j=1

que satisfazem as condigdes dadas em (4.2)).

Proposicao 8.3 Seja o problema (8.1)), e suponha que as hipsteses NL1-NLG se-
jam satisfeitas. Além disso, suponha que a fungdo objetivo de sequndo estdgio fs €
deterministica. Entdao, se X é limitado o Ordculo Inexato @ satisfaz (4.2)).

Prova. Sejam z € X um ponto fixo, e j(i) o indice do grupo a que o cenério &'
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pertence, i.e., 1 € Zj;). Considere o seguinte desenvolvimento

NG - f - ipif(z,fi)—iﬁjf(z

= sz — f(z,89)]
sz
< sz (¢,

IA

— f(z,69)|

A primeira desigualdade é devida as hipdéteses NL2 e NL3, e tltima desigualdade

¢ devida a hipoétese NL6 Como o processo estocastico £ tem varidncia finita (e
N é finito), o termo Zpl (&, ¢ ) é finito e, deste modo, é limitado por alguma

constante ey < 00. Logo, pela Proposicao [8.2 tem-se que

f- € [fN(2) — e, fN(2)], paratodo z € X.

Segue do Oréaculo Inexato[p|que g, € Jf, para todo z € X. Entéao, para qualquer
T tem-se que
fN(x>Zf:v fz‘i_g;(x_’z)

N2 —ep+9i(w—2),

que proporciona as relagoes desejadas dadas em (4.2). m

>
>

Para que o Oraculo Inexato [5| possa ser empregado no método de nivel parcial-
mente inexato é necessario assumir que o subdiferencial df(-,¢) seja limitado por

alguma constante A > 0.

Proposicao 8.4 Seja o problema , e suponha que as hipoteses NL1-NL6 sejam
satisfeitas. Além disso, suponha que a funcdo de sequndo estdgio fo € deterministica,
e que o subdiferencial Of(-,€) seja limitado por alguma constante A > 0, para todo
¢ € . Entdo, se X € limitado o Ordculo Inexato [ satisfaz (6.2).

Prova. Dada a Proposicao [8.3] o resultado enunciado é imediato a partir da defi-

nicdo de f, e g.. m

Pela Proposicao [8.3] a imprecisdao do oraculo é limitada superiormente por
SN pid=(€1,679).  Assim sendo, deve-se classificar os cenérios em ng grupos
de modo que esta soma seja minimizada. Quando a métrica d= é da forma
d=(€,6) = M ¢ — €|

de algum produto interno, varias técnicas sao possiveis para a classificacdo dos ce-

, com M > 0 uma constante e ||-|| uma norma proveniente
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narios. Dentre elas se destaca o bem conhecido Algoritmo K-means, desenvolvido
em [60]. Outra possibilidade ¢ utilizar o algoritmo proposto em [61].

E importante mencionar que o Oréculo Inexato [5| pode ser aplicado de maneira
“estatica”, efetuando o Passo 2 uma tnica vez; ou “dinamica”, selecionando grupos
de cenarios a cada iteragao. Suponha que a fungao fo seja linear, i.e., fo(y, &) = q,
com g fixo, para garantir a desigualdade de Jensen. Entdo, definindo qF := h; —T;2*,
o processo de agrupamento dos cendrios pode ser realizado (dinamicamente) no

ke X sejam

conjunto {q¥, 9%, ..., q%}, de modo que as informacdes do iterado z
utilizadas.

A seguir sao considerados os programas estocéasticos em multiestagios.
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Capitulo 9

Métodos de Feixes Inexatos
Aplicados a Programacao Linear

Estocastica em Multiestagios

Sao considerados neste capitulo os programas lineares estocasticos em multiestagios

da forma

min cjz1+Eg, min oy + By |00+ By [ min crar)
Ajz1=b; Bax1+Azx2=b2 Braxr_1+Arzr=br

x1>0 x92>0 zp>0

(9.1)
A representacdo acima é conhecida como formulacio aninhada, [25]. Utilizando a
notagao da Secao[2.3] algumas (ou todas) as componentes dos vetores ¢, b, e matrizes
B, sao aleatérias, formando o processo estocastico &, := (¢, By, by), t = 2,...,T,
com & = & = (¢1, Ay, by) deterministico. Deste modo, o operador valor esperado

Eig, ¢ aplicado com respeito a distribuicao de probabilidades de &, condicionada

a trajetéria realizada &y = (£1,...,&). Denotando o conjunto suporte de &, por
E¢, entdo & pertence ao conjunto suporte dado por = = (1 X ... X Z), para
t=1,...,T.

Como mencionado no Capitulo [2] os métodos de otimizacao para resolver pro-
blemas do tipo (9.1)) sdo divididos em duas classes, [15]: aqueles que definem todo
o conjunto de incertezas mediante uma drvore de cendrios, denominados métodos
baseados em drvore; e aqueles que consideram amostragem durante o processo de
otimizacao, denominados métodos baseados em amostragem.

Dentre os métodos baseados em arvores, destacam-se o método dual de planos
cortantes apresentado em [52, Capitulo 3], o progressive hedging desenvolvido em
[62], 0 método dual de barreira lagrangiana apresentado em [63], e a decomposi¢io
aninhada de Benders - DAB [25], que é uma extensao ao caso multiestagios do

método L-shaped dado em [3]. A DAB é o principal método da classe de métodos
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baseados em arvores, e é o pilar dos métodos baseados em amostragem.

A diferenca principal entre estas duas classes de métodos se deve ao fato que
os métodos com amostragem percorrem a arvore de cenarios (que é em geral bem
maior do que as arvores utilizadas nos métodos baseados em arvore) através de ape-
nas algumas de suas ramificagoes, escolhidas aleatoriamente. Esta é, por exemplo, a
estratégia adotada pela programacao dinamica dual estocdstica - SDDP - desenvol-
vida em [12]; pela decomposicio aninhada abreviada - AND [13]; pela decomposi¢io
com amostragem reduzida - ReSa [14]; ou ainda, pelo método de planos cortantes
com amostragem parcial - CUPPS - desenvolvido em [15].

E importante ressaltar que os métodos baseados em amostragem sao bem de-
finidos para problemas do tipo que satisfazem a hipdtese de independéncia
temporal do processo estocastico, i.e., o valor esperado Eg, independe da trajetoria
&), e pode ser escrito por Ep,, onde P, é a distribuicao de probabilidades definida no
espago amostral (Z;, F;). Esta caracteristica faz com que os métodos baseados em
amostragem sejam menos gerais do que os métodos baseados em arvores. Quando
o processo estocastico é definido por algum modelo autorregressivo, é possivel re-
formular o programa estocastico de forma que atenda a hipdtese de independéncia
temporal, [27] (estendendo o vetor de estado x; com a trajetéria &y—q).

E apresentada na secéo a seguir uma revisao da técnica de decomposicao
aninhada, incluindo alguns comentérios sobre como combinar os métodos de feixes
com esta decomposi¢do. Com o intuito de aplicar os métodos de feixes inexato e

parcialmente inexatos, uma aproximacao por dois estagios e uma abordagem dual

do problema ({9.1)) sdo consideradas nas Segoes e , respectivamente.

9.1 Decomposicao Aninhada

Novamente, seja t € {1,...,T} um indice de tempo no horizonte de T estagios,
(E,F, P) o espago de probabilidades onde £ := (&,...,&p) € E = Ejpy é um para-
metro do problema chamado de cendrio, e F é a o—algebra gerada por =.

Definindo &) := {z; € R} : Ajzy = b1}, sejaparat =2,...,T e cada £ € Z,
2¢(§) € X(wi—1, &) = {oe € RY : Bywy—1 + Ayxy = by} uma funcao de £. Definindo
N i= Y0y ny, uma estratégia x(Ey) = (21(£), -+, x(§)) € R™ é fungao dos cendrios
& € Ey- Com esta notacao, a formulacao dinamica do programa linear estocastico
em multiestagios ¢ dada por

xffleigfll fl1), com f(z1) = ciar + Qa(21, &), (9.2a)
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onde

Qt—i—l(xh g[ﬂ) = E|§[t] [Qt-‘rl(xta g[t-l—l})] para = ]-7 s 7T -1 ) (92b)

e Qri(xr, &) := 0. A funcdo de recurso médio Q usa as funcoes de recurso

Qt+1(It,§[t+1]) =min ¢/ 1241 + Qt+2($t+17§[t+1]) s.a Ty € X (z, f[t+1})-
(9.2¢)
A fungao Qr é convexa, pela Proposicao [2.3] Utilizando o argumento de indugao,
desde o T'—ésimo até o primeiro estagio, conclui-se que f é uma fungao convexa e,
portanto, ¢ um programa convexo.

Ao longo desta secao a funcdo de recurso Q;iq1(x, &) serd representada por
Qi+1(x¢), enquanto que cada problema Q1 (¢, {41]) serd escrito por Q1 (¢, &v1)-
Esta é a representacao utilizada quando a hipdtese de independéncia temporal do
processo estocastico se faz presente. No entanto, esta nomenclatura foi escolhida
apenas para nao sobrecarregar a notagao e, deste modo, nao implica necessariamente
a independéncia temporal.

Quando o processo estocastico é continuo e nao ha uma representacao analitica
para o valor esperado que define a func¢ao objetivo em , o problema é intrata-
vel computacionalmente devido as limitagoes numéricas para o calculo da integral
multidimensional. Desta forma, o processo estocastico {£,}7_, é discretizado em
um nimero finito N de cendrios, e para p; = P(§, = &/| £4—17) a probabilidade de
ocorréncia do evento & condicionada & trajetéria £;_1j, a fungdo de recurso Qy ()

é representada pelo somatorio

S(&e—1))

E‘&[t—l][Qt(xt—lagt)]: Z pi[@t(xt—hgg)]a
i=1

onde S(—1]) é o nimero de nés sucessores (no estagio t) da trajetoria £y_1y. No-
vamente, por conveniéncia notacional, sera considerado que Ny := S(§z—1)) para
t=1,...,T, ou seja, o processo estocastico discretizado é representado por arvores
equilibradas, como ilustrado pela Figura (N; = 2). Deste modo, o problema

(19.2a]) pode ser aproximado pela representagao

No
min fNay), com @) = cfo+ 3oph Qa1 6)] (9.3)
i=1
onde N :=ITZ,N,. Se pi = N; ' parai=1,...,Nyet=2,...,T, o problema (9.3)
¢ denominado SAA (Sample Average Approzimation), [1]. Naturalmente, quanto
mais fina for a discretizagao de {€,},, i.e., quanto maior for o valor de N, melhor

serd a aproximagao do processo estocastico e mais proximo ficara (9.3) de ((9.2al).
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No entanto, maior serd o esfor¢co computacional para resolver (9.3)).

Ao longo desta secao sdo assumidas as seguintes hipoteses acerca do problema

1.

H1 - o processo estocastico possui (ou é discretizado assumindo) um ntmero finito
i i
N de eventos £ = {/py;

H2 - o programa linear (9.2¢|) possui valor 6timo finito para qualquer realizacao de
&epdl,comt=1,...,T.

A hipotese H1 permite a manipulacao computacional do problema. Ja a hipétese H2
assegura que todos os programas (9.2c) no estagio t sdo viaveis, independentemente

da realizacao & e da decisao no estagio anterior x;_1, e que possuem solugao.

9.1.1 Decomposicao Aninhada de Benders

Dado um conjunto fixo de eventos incertos e suas respectivas probabilidades, o
procedimento para resolver pela decomposicao aninhada de Benders - DAB -
consiste em aproximar as fungoes de recurso Q;(z;_1) por seus hiperplanos suporte,
ou “cortes”. Cada iteragao tem duas etapas: uma regressiva, para definir os cortes,

e outra progressiva, para definir as novas variaveis de estado.

ETAPA REGRESSIVA:
Seja x = (1, x9(§), ..., xp(§)) uma estratégia para o cenario { € =. Parat =T e k

uma iteracao do método, o modelo de planos cortantes Q%() ¢ definido como

v

Qr() = max (7(-), para (p():=Qr(vp_y) + (- —apy) g (9.4a)

Jj=1,....k

onde g} € 0Qp(x)_,). A funcio £ é chamada de plano cortante, ou simplesmente,
corte!. Note que, para calcular Q’{;(xjf_l), o problema (9.2¢)) deve ser resolvido para
todos os Ny cenérios. Pela convexidade da funcdo Qp(-), vale a relagio Ok(-) <

Qr(+). Entdo o problema

7];_1(33T—2>§T—1> =min cp_ T+ Ql%(ﬂﬁT—l) s.a o711 € Xr_1(Tr-9,§1-1)

(9.4b)
é uma aproximagao (inferior) do problema (9.2d) para t = T — 2. Novamente, o

modelo de planos cortantes para t =1 — 1 é definido por

Qr_1(+) = max (r_y("), (9.4c)

IPorém, o corte néo necessariamente ¢é exato, e deste modo, o plano néo é “cortante”.
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para ggr’—;(') = E[i‘;_l(ﬂf—Q,fT—l) + (= x]f—2>T9%—1(fT—1)]a com 9%—1(5T—1) €
8Q§71(x§72,§T_1). Utilizando a convexidade tem-se que O | (-) < Qr_y(-). Este

procedimento é repetido até ¢t = 1, que fornece o problema

min fr(z1), com fi(zy) = cla + OF(x). (9.4d)

T1EX)]

O
O resultado seguinte é consequéncia direta da etapa regressiva, acima desenvol-

vida.

Proposicao 9.1 Se as hipoteses H1 e H2 sao verificadas, entao

OF() < Q) parat=2,... . T. (9.5)

Como consequéncia, a etapa regressiva define uma cota inferior
k+1 _ k+1
= ok, (9.6)

do valor 6timo de (9.3). A fim de obter uma cota superior para o valor étimo de

(9.3), a DAB considera a etapa progressiva a seguir.

ETAPA PROGRESSIVA:
A etapa progressiva para a DAB consiste em resolver, para t =2 até t = T e todos

os eventos & |, os programas lineares (PLs)

QF (io2,&1) =min ¢ 21 + O (z-1) s T € Xiy(Tio0,&1) . (9.7)

Esta etapa define z*(¢%), uma solucdo F—mensurdvel, i.e., um ponto viavel para

(19.2), que fornece uma cota superior para o valor 6timo de ((9.3)):

Zi(al) = e a:l—i—E[thxt ] (9.8)

O
Seja a sequéncia {z'}*_; de pontos F-mensuraveis obtidos até a iteragdo k, e z*
min;—; .. x{Z'(z})}. O teste de parada empregado pela DAB termina as iteragoes do
algoritmo quando z¥ — 2* < §101, para dr,1 > 0 uma tolerancia dada. Nesta situacdo,
x% € X, é uma dro; —solucio do problema .
E apresentada na Figura uma estrutura em arvore de cenarios tipica, consi-
derada pela DAB, com N; = S(§-1)) = 3 para t = 2,3,4,5. Cada né (evento &) da

arvore representa um problema do tipo (9.2c)).
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Figura 9.1: Arvore com 5 periodos, 81 cendrios, e 121 nds.

Apesar de aproveitar da estrutura de decomposicao e possuir um teste de parada
bastante eficiente, o algoritmo da DAB é vulneravel a denominada “maldicao da
dimensionalidade”, devido a necessidade de resolver um subproblema para cada n6
da arvore de cenarios. Por exemplo, para a arvore de cenarios da Figura 9.1, com
apenas trés discretizagdes por estagio, a DAB necessita resolver 160 PLs a cada
iteragdo k: 121 na etapa progressiva e 39 na etapa regressiva (para t = T, a etapa
regressiva pode ser realizada utilizando o multiplicador de Lagrange obtido na etapa
progressiva).

Como na maioria das aplicagoes a arvore de cenarios é muito mais densa, percor-
rer todos os cenarios, resolvendo cada subproblema, envolve um esforco computaci-
onal excessivo. Dada esta dificuldade, foram desenvolvidos os métodos de resolugao
inexata baseados em amostragens, semelhantes & DAB, que escolhem aleatoriamente
alguns cenarios da arvore durante a etapa progressiva.

A seguir considera-se a aplicacao dos métodos de feixes conjuntamente com a

decomposi¢ao aninhada de Benders.

9.1.2 Decomposicao Aninhada e Métodos de Feixes

Assim como a decomposi¢ao aninhada de Benders, o método feixes proximal pode
ser empregado para resolver o problema (9.1). O termo quadratico do método pode

ser adicionado no primeiro estagio, definindo a funcao objetivo

Neste sentido, o procedimento do método é quase idéntico aquele do caso em dois
estagios. No entanto, cada subproblema de segundo estagio ¢ agora definido a partir
da subarvore determinada no cenério 5%, com j =1,..., N,. Eimportante mencionar
que, ao contrario do método de feixes proximal exato, a cada iteragdo do programa

mestre é incorporada uma linearizacao da fungao

v

fi() =" () + Q5(),
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em vez da func¢ao
Y =t () + Qa0

como nos programas estocasticos em dois estagios. Portanto, a escolha de um passo
sério para o método difere da regra apresentada no Capitulo [3| a menos que valha a
ignaldade Q% (2F+1) = Q,(2F"), para o atual iterado 28+! € X;. Esta tltima relacao
é satisfeita se a DAB é aplicada em cada uma das N, subarvores, com 28! fixo.
S6 entao (apds cada programa estocastico definido em cada subarvore ser resolvido

+1 serd, ou nao um novo centro

até a otimalidade) pode-se determinar se o ponto 2k
de estabilidade, 2!, Fica assim evidenciada a principal dificuldade de aplicar o
método de feixes proximal exato (resp. inexato) ao problema (0.I): a auséncia de
um critério de descida para determinar os passos sérios e nulos, devido a falta de
conhecimento do valor f¥(z¥) (resp. f¥, uma aproximacio razoavel de f(zF)).
Pelo mesmo motivo, a determinacao dos conjuntos de niveis nos métodos de niveis
fica comprometida, quado combinada com a decomposi¢ao aninhada.

Como mencionado em [52], p. 186], incluir um termo quadratico (ou um conjunto
de nivel) em cada subproblema apresenta ainda mais complicagoes. Com
efeito, os valores 6timos de tais subproblemas modificados definidos no estagio ¢t nao
proporcionam aproximagcoes inferiores para as funcoes de recurso Q;_;.

Estas implicagoes conduzem a seguinte conclusao: a aplicagao dos métodos de
feixes conjuntamente com a decomposicao aninhada pode nao ser uma boa opg¢ao
para resolver o programa estocastico em multiestagio . Porém, a conclusao é
diferente se ao invés da decomposicao aninhada, a decomposi¢io dual, ou simples-

mente uma aproximagdo por dois estagios, for empregada. Estes sao os assuntos

tratados a seguir.

9.2 Aproximacao por Dois Estagios de Programas

em Multiestagios

Uma abordagem em dois estdgios de um programa estocastico em multiestagios é
obtida desprezando, a partir do segundo estagio, as restricbes de mensurabilidade

(ou implementabilidade) do problema. Afim de explicitar as restri¢goes de mensura-
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bilidade, considere a seguir a formulagao estatica do problema ((9.1)),

min Elfm(6) +  Gua€) + dm@ + .+ cher(€)]
s.a  Ajr(€)
Box1(§) + Ary(§)
Bsry(§) +  Azws(§)

Broazr_1(§) + Arpxp(§)
Qﬂ't(é—)Z(), t= ]_,...,T
.I't(f)eft, t= 1,...,T,

(9.9)
onde a incerteza é representada pelo pardmetro & = (¢, By, by), parat = 2,...,T.

H4, entretanto, um abuso da notagao:
z (&) € Fy = 24(€) é Fi — mensurével,

e nao um subconjunto de =;, como sugeri o simbolo €. Sao apresentados no Exem-
plo [2.3] maiores esclarecimentos sobre as restrigdes de mensurabilidade. Com esta
notagao, a variavel z;(§) é uma funcao da trajetéria &y, para t = 1,...,T. Isto
significa que se dois cendrios € e £ compartilham a mesma trajetéria até um estégio
t dado, as decisoes associadas z; (€) e xj(é) para j = 1,...,t devem ser idénticas,
ie.,
fn=%&n = ;) =€), paratodo j=1,...,¢t.
Uma simplificacao do problema consiste em desconsiderar as restricoes de

mensurabilidade x;(§) € F;, parat = 2,...,T. Com esta abordagem, o problema

pode ser escrito por

min - cjzr + Elgaa() + cas€) + + cprr(§)]
S. a Az
Boxy +  Ayxs(§)
B3xa(§)  +  Asws(§)

Br_oyzp_1(§) + Arzr(€)

(9.10)
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Adotando a seguinte notagao:

Co By by Ay
c 0 b By A
q:= i , T .= , h:= ’ , e W:= 5o
Ctr 0 bT BT AT

o problema ((9.10) é essencialmente um programa linear estocastico em dois esta-
gios, e pode ser escrito como em . Claramente, o programa em dois estagios
resultante possui um valor 6timo menor ou igual ao valor 6timo do problema .
A proximidade entre estes valores depende da natureza do processo estocastico.

E apresentada na parte superior da Figura uma arvore de cendrios tipica para
a formulagao estatica (9.9), para T' = 3. Cada n6 da arvore representa um PL como
em . A arvore da parte inferior da Figura ¢ obtida a partir da arvore da
parte superior, adotando a aproximacgao por dois estagios do problema . Cada

retangulo representa um PL, com mais variaveis e restrigoes.

Figura 9.2: Aproximagao por dois estagios de programas em multiestagios.

A abordagem em dois estagios de programas estocasticos em multiestagios é bas-
tante conhecida, e é empregada, por exemplo, em [16] para a aplicagdo da decompo-
sicao inexata de Benders, e em [64] para a decomposi¢ao de nivel. E apresentada em
[65] uma anélise deste tipo de aproximagao em problemas de investimento, quando

o horizonte temporal é de T' = 3 estagios. Como explicado pelos autores, para o
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tipo de problema estudado, a aproximacao em dois estagios fornece quase sempre
as mesmas decisoes 6timas e valores 6timos do problema em multiestagios (7' = 3).

Sem a necessidade de consideracoes adicionais, este tipo de simplificacdo per-
mite que os oraculos inexatos e parcialmente inexatos apresentados no Capitulo
sejam empregados com os métodos de feixes (parcialmente) inexatos para resolver
o programa resultante.

Como na programagao em dois estagios, o principal interesse em um programa em
multiestagios é definir uma decisdo de primeiro estagio x; viavel, que atenda algum
critério de otimalidade. Neste sentido, apesar de ser uma aproximacao trivial, a
abordagem em dois estagios de programas estocasticos em multiestagios pode ser
bastante ttil, pois proporciona uma decisao x; viavel para o primeiro estagio, e um
limite inferior para o valor 6timo do problema (com N cenérios). Um limite superior
para o valor 6timo pode ser obtido através de simulacoes com a decisao z1, ou por

exemplo, através da estratégia proposta a seguir.

9.2.1 Aproximagao por Multiproblemas em Dois Estagios

Fundamentada na técnica de contaminacdo de uma arvore de cenarios recentemente
introduzida em [65], é empregada nesta segdo uma abordagem para determinar can-
didatos a solugdo, e um intervalo (c.p.1) para o valor 6timo de um programa linear
estocastico em multiestagios, baseado em uma arvore com um ntmero finito cenarios.
Ao contrario de [65], a distribuicao de probabilidades contaminada Py considerada
nesta secdo ¢ obtida pela combinaciao de varias distribuicoes 7/, e nao de apenas
duas, i.e.,
ng nq
P\, = Z)\ﬂTi, para A € R4 com Z)‘i =1. (9.11)
j= i=1
Fixando um cenério &, seja X'(£) o conjunto de pontos satisfazendo as restrigoes
do problema , exceto, possivelmente, as restricoes de mensurabilidade. Tal

conjunto ¢ dado por
X(S) = {f Z 0: Alafl = bl, (§] tht—l + Atxt = bt; t= 2, e ,T}, <912)

onde novamente & é identificado com (¢, By, by). E suposto que o conjunto X(€)
¢ q.c. ndo vazio e limitado. Dada a fungao indicadora iy,(-) do conjunto X(§),

considere as seguintes fungoes reais estendidas

N

fXg‘Tf Z T:Ct—i_ZXg ).

t=1

Dada a distribuicao de probabilidades Py, seja v(Py) o valor 6timo do seguinte
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programa estocastico

min fp,(v). com fp,(0) = [ fu (e, )dP(E). (9.13)

zeF

Para todo x F—mensuravel, pela linearidade da integral, tem-se que
ng
fri(@) = [ fx(@.)dPy() z/mx@w>=szm.
j=1

Entao,

i)\jfﬂj (x) = fp, () = v(Py) = min {i)\jfﬂj(x)} > i/\jv(ﬁj)‘

A relacdo acima é importante no sentido que, se as distribuicdes 7/ paraj = 1,...,nq
forem selecionadas apropriadamente, o programa em multiestagios na distribuicao
Py, pode ser aproximado por n,g programas em dois estagios com distribuicao /.
Mais especificamente, seja Py = P = {p',...,p"} as probabilidades de N cen4-
rios. Utilizando novamente a formulagao estatica, o problema pode ser escrito

por

min fY(), com fN( zpnﬂwa (9.14)

zeF

como apresentando na Segao[2.3] Pela defini¢ao de P, = P em , cada distribui-
cao 7w/ possui alguma coordenada nula quando ng > 1. Definindo o subconjunto de
cenérios =7 := {¢€ € Z: 7(£) > 0}, seja G7 a o-lgebra associada, i.e., G := o(Z7).
Para todo j = 1,...,ng, é suposto que a distribuicao 7/ seja escolhidas de modo que
G’ seja uma filtracio grosseira de F, i.e. G/ C F, parat = 1,...,T. Deste modo,
se ¥ ¢ F—mensurdavel entdo x também é G/ —mensuravel, e o programa estocéstico
com distribuicao 77,

min f;(x)

zeGI
possui menos cenarios do que o problema , e por isso é mais facil de ser resol-
vido. Tal problema se torna mais simples se é considerada uma aproximagao em dois
estagios, como em (9.10). Esta estratégia é referenciada a seguir por aprozimacao
por multiproblemas em dois estagios.

Com este desenvolvimento, ao invés de resolver uma tnica aproximacgao em dois
estagios (de porte maior) do problema , propoe-se resolver ng aproximacoes em
dois estagios que determinam ny valores v(7?), e ng solugoes aproximadas xy(77) €
A} do problema ((9.1] . Além disso, para obter um limite superior para o valor étimo,
basta avaliar as fung¢oes em dois estagios f,;(Z), para j = 1,...,ng4, em uma solucao

aproximada r F—mensuravel.
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Supondo que a arvore de cenarios representada na parte inferior da Figura (9.2
seja equiprovavel, com p% =1/3e p% = 1/9 para j = 1,...,9, a distribuicao P =
{1/9,...,1/9} pode ser representada por

P:P,\:)\17T1+)\27T2—|—)\37T3, (915)
com, por exemplo?,

' ={1/3,0,0,1/3,0,0,1/3,0,0}
m* ={0,1/3,0,0,1/3,0,0,1/3,0}
7 =1{0,0,1/3,0,0,1/3,0,0,1/3},

e A= {1/3,1/3,1/3}. E importante ressaltar que existem outras escolhas de distri-

2

buicoes 7!, 7% e © que:

(i) satisfazem a relacao (9.15)) e;

(i) definem arvores que proporcionam G; = {(, =/}, parat =1,...,T.

Ressalta-se que tao importante quanto a satisfacdo da condigao (i), é a satisfacao
de (ii), que possibilita a aplicagdo de métodos de otimizacao estocastica em dois
estagios e, sobretudo, permite que seja calculado um limite superior para o valor
6timo v(Py), como explicado a seguir.

Uma vez que todos os ng programas em dois estagios sdo resolvidos, a analise
de robustez da modelagem do processo estocastico fica facilitada. Com efeito, para
o exemplo em T = 3 estagios considerado, dada uma solucdo z(§yy) € G = F
de algum programa em dois estagios, uma solu¢ao Fz—mensuravel pode ser obtida

resolvendo os PLs
z3(§) € arg m1>% c3x3 s.a Asxz =bs — B3Zy, com £ € Z.
3=

Assim sendo, o limite superior

Uy = S A f (2).

j=1

e o limite inferior

L)\ = Z )\jv(wj)

j=1
do valor 6timo v(Py) é dependente do vetor A. Portanto, uma estimativa do valor
6timo de outro programa estocastico em mustiestagios com distribuicao P5 é obtido

apenas substituindo o vetor A por \ nas defini¢des de U, e Ly, sem ter a necessidade

2A distribuicdo 7! define a arvore composta pelos trés cenarios ABE, ACH, e ADN
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de resolver nenhum problema de otimizacao adicional. Esta estratégia é interes-
sante para analisar a variabilidade dos custos envolvidos no problema de otimizagao
considerado, quando a distribuicao de probabilidades ¢ alterada.

A aproximagdo por multiproblemas em dois estégios é particularmente interes-
sante quando o problema em multiestagios considerado possui como parametros
aleatérios apenas & := by, para t = 2,...,T, com (¢, Ay, B;) fixos para todo
t € {1,...,T}. Esta caracteristica permite que os métodos de feixes parcialmente
inexatos sejam aplicados aos subprogramas em dois estagios, utilizando o Oraculo
Parcialmente Inexato [T, Deste modo, a resolucao de cada programa aproximado se
torna mais rapida. E importante ressaltar que uma vez que o primeiro programa
em dois estagios seja resolvido, os pontos {z¥} € X} do feixe do MFPI ou MNPI
podem ser utilizados para obter um modelo de planos cortantes aproximados para a
proxima fungao a ser minimizada. Para isto, basta trocar de subarvore de cenérios
e invocar os oraculos ou com Ciper = 1 para estes pontos. Além disso, a
solugdo do programa resolvido previamente pode ser utilizada como ponto inicial
para o programa seguinte. Neste sentido, por ser um método proximal, o MFPI
pode ser preferivel ao MNPI.

A seguir é apresentada uma abordagem baseada na decomposicio dual do pro-
blema (9.9)), que leva em conta (de forma dual) todas as restri¢oes de mensurabili-

dade do problema.

9.3 Decomposicao Dual

As abordagens apresentadas nas duas se¢oes anteriores para os programas estocasti-
cos em multiestagios correspondem a dois casos extremos: a decomposicao aninhada
exige que a cada iteracao k e estagio t = 1,...,T, as restricoes de mensurabili-
dade zF € F; sejam rigorosamente satisfeitas, enquanto a aprozimagdio por dois
estdgios exige apenas que as restricoes de mensurabilidade sejam satisfeitas para
t = 1. Nesta secao é considerada um abordagem nao extrema, em que as restrigoes
de mensurabilidade para t = 1,...,T sao satisfeitas assintoticamente.

Mais precisamente, ao invés de desconsiderar as restricoes de mensurabilidade
para t = 2,...,T, como apresentado na secao anterior, a decomposicao dual, ou
decomposi¢ao por cenarios, para programas estocasticos é obtida dualizando as res-
tri¢oes de mensurabilidade do problema (9.9), parat =1,...,T.

9.3.1 Consideracoes Iniciais

A menos que se tenha um nimero finito N de cenérios, o problema corresponde

a um problema de otimizagao infinita sob o conjunto de fungdes F—mensuraveis. As-
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sim sendo, é suposto que o processo estocéstico possua N cenarios £ = (£i,..., &L,
cada um com probabilidade p;, parai =1,..., N. Sejay := (z(&), 2(£2),...,2(&N))
o vetor composto pelas variaveis de decisao associadas a todos os N cenarios. En-
tao, seguindo o desenvolvimento de [52], Capitulo 3], as restri¢oes de mensurabilidade

podem ser reescritas como um sistema linear da forma Gy = 0. Neste sentido,
z(€) é F — mensurdvel para todo i=1,...,N < Gx=0,

onde a matriz G possui apenas dois elementos diferentes de zero em cada coluna,
a saber, 1 e -1. Retornando ao Exemplo 2.1 afim de ajudar o entendimento, as

restricoes de mensurabilidades da arvore de cenarios da Figura [2.1] sao dadas por

21(§") —21(8?) = 0, 21(&%) —21(&?) = 0, 21(&%) — 21 (€*) =0
22(€') — 22(€%) =0 e 1(8%) — 22(§") = 0.

Assim sendo, a matriz G tem a forma

I -1
1 —1

1 —1

onde I é uma matriz identidade, de dimensao apropriada (1 x 1 para o Exemplo ,
porque 1, 2 € R). Cada bloco da matriz G estd associado a um cendrio. Deste

modo, a matriz pode ser decomposta em N blocos:
G=[G"G%...,GN].

Fixando um cenéario & := (¢}, B, b.), seja o conjunto X; := X(&), com X(&)
definido em ({9.12)). Ao longo desta sec¢ao ¢ assumida a hipdtese H1 e, adicionalmente,
a hipotese seguinte:

H2’ - o conjunto &; é nao vazio e limitado para todo ¢ =1,..., V.

Seguindo o desenvolvimento apresentado na Secao 6 de [52, Capitulo 3], a seguir
é realizada a dualizacao do problema , de modo que uma estrutura favoravel a

decomposi¢ao em subproblemas menores seja introduzida.
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9.3.2 Relaxacao das Restricoes de Mensurabilidade

Dada a fungao indicadora iy, () do conjunto &, considere para j = 1,..., N as

seguintes funcoes reais estendidas

T
fr (@) =l w4 ix, (2).
t=1
Entao, o problema pode ser alternativamente representado por

min f¥(x) sa Gx=0, (9.16)

N

com f7'(x) = Y _pifa,(x(£)).

O problema aczi;ria ¢ chamado de equivalente deterministico, e como pode ser veri-
ficado, ndo pode ser decomposto em subproblemas menores, devido a restricao de
mensurabilidade Gy = 0. Esta caracteristica é particularmente indesejavel, pois
para valores moderados de N, o equivalente deterministico pode atingir dimensoes
colossais, impossibilitando deste modo a sua resolu¢ao numérica direta (pelo menos
em tempos computacionais aceitéveis).

Afim de obter uma estrutura separavel para o problema ((9.16), considere a fungao

Lagrangiana
L(x,u) = fF(x)+u"Gx
= > pifx(x(€))+ D u'Gx(E)
i=1 i=1
N

= S pifa(x(€) +u  Glu(€))].

i=1
Sob a hipdtese H2’, a dualidade em programacao linear assegura a existéncia de um
par primal-dual (x*,u*) étimo, tal que x* é uma solugao do problema (9.16)). Além

do mais, nao ha brecha de dualidade:

minmax £(x,u) = L(x",u") = max D(u), (9.17)

X u

onde a fun¢ao dual

D(u) := mxin L(x,u)

pode ser decomposta em subproblemas:

D(u) = Di(u),
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com D'(u) o valor 6timo do problema de porte menor
mxin{pif,yi (z) +u"G'z} . (9.18)
Note que para p; > 0,
D'(u) = =sup{=(G""u) & = pifa(@)} = =pif3 (=G Tu/pi)

onde f3 (-) é a funcdo conjugada de fu,(-). Segue da convexidade de f} () que D'(:)

¢ uma fungao céncava e, pelo Teorema 23.5 em [29],
G'a,(¢') € 9D (u)

com 1, (&%) uma solucio de (9.18). A existéncia de solugoes é assegurada pela hip6-
tese H2. Entao, pelo Teorema de Moreau-Rockafellar [I, Teorema 7.4], conclui-se

que
N

> Gz, (&) € 0D(u).

i=1
Com este desenvolvimento, os métodos de feixes podem ser aplicados ao problema

convexo, sem restrigoes, e separavel:
min —D(u). (9.19)

A dimensao da variavel dual é bastante importante, e pode dificultar o processo
de otimizagao (ver comentarios finais deste capitulo).

Apesar da solugao dual ser importante (pois determina o “prego da decisao”),
em muitas aplicagoes o principal interesse esta na variavel primal. Para obter uma
solucao primal, considere D(-) o modelo de planos cortantes de D(-). Seja J o

conjunto de indices ativos na solugao 6tima dual u*, i.e.,
D(u*) = D(u!) + (Gx))"(u* —u?), paratodo je.J.

A inclusdo 0 € dD(u*) é verificada pela otimalidade de u*. Entdo, existe um mul-
tiplicador simplicial v (v; > 0 tais que Z v; = 1), tal que a igualdade seguinte é
jeJ

satisfeita:

ZVjGXj =0.

jed

Cada componente v; corresponde ao multiplicador de Langrange associado ao corte
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D(u?) 4+ (Gx?) T (u* — w?) (ver Lema [3.1)). Assim sendo, o ponto

X = Z ijj

jeJ

é vidvel para o problema (9.16). Portanto, pela dualidade forte f¥(x*) > fN(x),
i.e., { ¢ uma solucdo do problema ([9.16)), [62, p. 194].

Para obter uma solugao e;—06tima ¥, a seguir ¢ apresentado um oraculo ine-
xato para a funcdo —D(+), seguindo as linhas gerais do critério de colinearidade

apresentado para os programas estocasticos em dois estagios.

9.3.3 Critério de Colinearidade

Esta se¢do busca definir um oraculo inexato que resolve o problema ((9.18|) para
um subconjunto pequeno de todos os cenarios ¢ = 1,..., N, quando ha pequenas
variagoes na variavel dual u. Afim de descrever formalmente esta concepcao, seja o

seguinte programa linear

T
D'(u) = irél)? {;picfxt + uTGix} : (9.20)
equivalente (em termos de valor 6timo e solugoes) ao problema . Note que
para dois pontos u #  tais que G*u = G4, os respectivos programas lineares D(u)
e D'(u) sdo indistinguiveis. Outra observacdo importante a ser feita refere-se a
identidade dos respectivos conjuntos solugoes de D'(u) e D(i), quando os vetores
G'u e G'i sdo colineares. Partindo destas observacoes, o seguinte oraculo considera

quando dois vetores sao “quase” colineares, ou “quase” indistinguiveis:

Oréaculo Inexato 6 (ESTRATEGIA DE COLINEARIDADE - MULTIESTAGIO)
Passo 0 (inicializagdo). Sejam €5 € (0,1) um parametro de colinearidade, e
€ > 0 uma tolerancia para a variacao dual.
Dados um par primal-vidvel (x*,u*), e o atual iterado u*™!, v4 ao Passo 1.
Passo 1 (selegdo de cendrios). Se k =1, faga I¥ = {1,..., N} e v4 ao Passo 2.
Caso contrario, calcule para cada ¢ =1,..., N, os valores
usz [GiGiT]uk—l-l

cos(;) :== Grur [ |G ] e d;:= HG%’T(uk _ uk+1)H :

Defina um subconjunto nio vazio I” C {1,..., N}, tal que

{i:cos(6;) <1 —e€ps € di >e}CIP.
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Passo 2 (cdlculos exatos). Para cada i € I”, determine uma solugao

z(£%) e o valor 6timo D¥(u**1) resolvendo ([9.20)).

Passo 3 (cdlculos inexatos). Para cada j & IF:
seja 7(&7) igual ao j—ésimo vetor que compdem a variavel x*.

Passo 4 (atualizag@o). Defina o j—ésimo vetor componente de x**! por

k+1 . _ x(&) sejel®
' () sej g I”.

O Oréculo Inexato [6] fornece as estimativas:

DL = S D) + % (ij ;T:zt(fj)Jru’“*”ij(fj))

iel? JjEIE t=1
gt = Y G + Y ).
icl® JjeIr

O resultado seguinte é 1til para o desenvolvimento subsequente.

Proposigao 9.2 Seja j € {1,..., N} um indice fivo, e seja z € X; um ponto vidvel.

Considere o vetor C{T] = p;( T AT, Entao
€ = (C‘{T] +Gu) Tz — DY (u),

€ ndo negativo, e a inclusio G’z € 0., D’ (u) € satisfeita.

Prova. Dado um ponto u/, seja z(£’) a solugao do subproblema ([9.20) com u
substituido por «. Entao, pela definicdo da funcao dual D’ e usando que z € X7,

segue que €; > 0, e

D) = (g + ) a(E)

(e +GTTu) T2 |

DY (u) + (G7T') 2 = (GTTu) Tz — [DY (u) = (cfpy + G7Tu) 2]
= Di(u)+ (G72)" (v —u) +¢;.

IN

Como ' é um ponto arbitrério, entdo G’z € 9., D7 (u). m

A seguir serd mostrado que o Oréculo Inexato [6] pode ser utilizado pelos Algo-
ritmos [3.1] {1 e [6.1]
Proposicao 9.3 Dadas as hipoteses H1 e H2’, suponha que o problema sem restri-
coes (9.19) seja substituido pelo problema restrito

min —D(u),
[[ull<pr ()
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para M > 0 alguma constante suficientemente grande. Entdo o Ordculo Inezato [0]
satisfaz as relagoes (6.2)) escritas com (fy,9.) = —(Du, gu), para uma constante
0 < &5 < 00, dependente dos dados de (9.19) e de M.

Prova. Dados um ponto u e um indice j € {1,..., N} fixo, sejam, respectivamente,
z(&) e 7(¢7) a solugdo 6tima e aproximada (obtida pelo Ordculo Inexato @ para
o subproblema ([9.20)), definido para u*™. O vetor coordenada y; proporcionado
pelo ordculo inexato pode assumir uma, e somente uma, das opgoes z(£7) ou Z(&7).
Entao,
Di(u) = (cfpy+G ) 2(&)
< (CET] +G7Tu) Ty

= (el + G Ty ()T (W),

Somando a relagdo acima para j = 1,..., N, segue que
—D(u) > gk—i—l(u) — _D5+1 _ g§+1T<u . uk—i—l)?

e portanto, D(u) < D,. Desde que a norma de u é limitado por M e vale H2’, entao
N

existe uma constante finita ¢4 > 0 tal que Z €; < €y, para €; definido na Proposicao

7=1
9.2l Entao,

N N ' ‘
gf > Zej = Z(CETH—G]Tu)TXj—DJ(u) = D,—D(u).

Portanto, para qualquer ponto arbitrario u, o oraculo inexato fornece

D, € [D(u),D(u) +¢y].

k+1
u

Finalmente, a existéncia de uma constante finita A tal que H g H < A é assegu-

rada por H1 e H2" Logo, o oraculo inexato satisfaz as relagoes dadas em ([6.2). m

Se M ¢ suficientemente grande, a hipétese de que a varidavel dual u ¢é limitada
por M nao compromete a relagdo de dualidade do problema (9.16)), [52, p. 192].

O seguinte resultado é consequéncia do Teorema 5.2 demonstrado em [§].

Proposicao 9.4 Seja o modelo de planos cortantes inexato

v

Dy (") = max{D] + g (- — w’)},

jeJk

construido a partir dos valores aproximados retornados pelo Ordculo Inexato[6, Su-

ponha que o ponto u obtido pelo MFI com 0r,; = 0 seja uma €y—solugdo para o
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problema (9.19)), e que v seja o multiplicador (simplicial) 6timo associado. Seja

JcJ* o conjunto dos indices alivos:

v

Dy() = DI + gl (a— ), para todo j € J.

Seja também o vetor x’ retornado pelo Ordculo Inexato @ na iteragao j. Entdo o
ponto
X = Z VX’
jeJ

¢ uma € y—solugao para o problema (9.16)).

Finaliza-se este capitulo mencionando que a dimensao da variavel dual u do pro-
blema ¢é dependente da arvore de cenarios considerada. Mais especificamente,
a dimensao dim(u) é funcao do nimero de sucessores S (fft]) de cada trajetéria Sfﬂ,
comt=1,....,Tei=1,...,N. Quando possivel, para evitar um crescimento ex-
ponencial de dim(u), torna-se interessante utilizar arvores que possuam S(&fy) = 1,
para determinados ¢ e ¢t. Este tipo de arvore reduz consideravelmente o ntimero de

restricoes de mensurabilidade e, deste modo, a dimensao de u como ilustrado na

Figura[0.3]

NN N N

Figura 9.3: Arvore que permite um niimero menor de restri¢des de mensurabilidade.

A seguir sao apresentados alguns resultados numéricos que validam o desenvol-

vimento tedrico formulado ao longo deste trabalho de tese.
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Capitulo 10
Resultados Numéricos

Neste capitulo sao apresentados alguns resultados numéricos obtidos com varios
programas lineares estocasticos. A Sec¢ao é dedicada aos programas em dois
estagios. Os programas estocasticos em multiestagios sao considerados na Secao
10,2

10.1 Programas Lineares em Dois Estagios

E considerada nesta secio uma familia de 10 problemas, com a dimensio da varia-
vel aleatéria & variando entre 2 até 200. Cada familia possui 11 casos diferentes,

correspondentes a variacao do niimero
N € {100, 200, 300, 500, 800, 1000, 1200, 1500, 1800, 2000, 2500}

de cenérios, para os quais foram considerados 9 técnicas diferentes para resolver o
problema de otimizagdo resultante. As comparacoes sao realizadas tanto em termos
de acuracia e tempo de CPU, quanto em termos de qualidade das solugoes primais
e duais, quando possivel. Todos os testes foram realizados usando Matlab, versao
7.8.0 (R2009a), em um computador AMD Athlon 1T X2 240 com 2800 MHz, 2 GB
RAM, e sistema operacional Ubuntu, utilizando as rotinas de programacao linear e

quadrética do pacote de otimizacao do MOSEK!, para Matlab.

10.1.1 Principais Caracteristicas dos Casos
Métodos de Otimizagao

Adicionalmente ao método de feixes proximal inexato, e ao método de nivel proxi-

mal inexato, ambos aplicados com os trés ordculos inexatos (colinearidade, ROCSeq,

Thttp://www.mosek.com
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SSC) apresentados nos Capitulos (7] e [8] com efeito de comparagao também é con-
siderada uma abordagem oposta. Mais precisamente, foram selecionadas arvore
reduzidas com npp cenarios usando a pseudo-norma dy, e o problema de otimizagao
resultante foi resolvido aplicando o método de planos cortantes, o método de feixes
proximal, e o método de nivel proximal, todos utilizando oraculos exatos. A seguir

sao dados os mnemonicos das técnicas empregadas:

d\-MPCE- (ou simplesmente d\-MPC, por conveniéncia notacional) método de pla-
nos cortantes exato aplicado a uma arvore reduzida e fixa, com npp cenarios;

dx-MFE- método de feixes proximal exato aplicado & uma arvore reduzida e fixa,
com npp CENarios;

dx-MNE- método de nivel proximal exato aplicado a uma arvore reduzida e fixa,
com npp CEnarios;

MF1I-cos- método de feixes proximal inexato com um dos Orédculos Inexatos [I] ou [2]
baseados na estratégia de colinearidade;

MNI-cos- método de nivel proximal inexato com um dos Ordculos Inexatos [T ou [2

MFI-d;- método de feixes proximal inexato com o Ordculo Inexato [3 usando A =1
para a distancia d, definida em (8.12), como em [35];

MNI-d;- método de nivel proximal inexato com o Oraculo Inexato [3], usando A = 1;

MFI-dy- método de feixes proximal inexato com o Oréaculo Inexato 7 e A€ (0,1);

MNI-dy- método de feixes proximal inexato com o Oréculo Inexato [d], e A € (0, 1).

Os trés primeiros métodos sao denotados “estaticos”, ao contrario dos demais seis
métodos que alteram o conjunto de cenérios considerado, ao longo das iteracoes. Em
particular, mesmo com a tolerancia €.,s € (0, 1) fixa para o MFI-cos (ou MNI-cos), o
conjunto I” pode mudar ao longo das iteragoes, porque os valores cos(6;;) dependem

de cada iterado z*.

Teste de Parada e Parametros

Como proposto em [23] para o método de feixes proximal, todos os algoritmos,
exato quanto os inexatos, param quando ||g¥|| < 5-107*/n (com n a dimensdo de
g* € R") e alguma das seguintes condigoes dp < 107°(1 + |f*|) com —ay < 6, ou
9| + ar < 107°(1 + | f¥]) é verificada. Para escolha dos passos sérios foi fixado
k = 1071, e o passo proximal inicial foi definido como t; = min{||¢g*|| !, 7}, para
71 = 10. Para os métodos de nivel, k corresponde ao parametro de nivel, e é dado
por k = 1/2. Tanto o algoritmo do método de planos cortantes, quanto os algoritmos
dos métodos de nivel param quando a brecha de otimalidade Aj; é menor do que a

tolerancia oo = 1074,
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Medida da Qualidade

Para comparar a qualidade das e—solugoes obtidas pelas varias técnicas ¢é utilizado

o erro relativo:
|V (ay) = [N (2y)]
L+ |fN(xy)]

com z% = argmin,cy fV(2) para fV(2) == T2+ SN, piQ(2, &), e 2% uma solucio

e% =100

aproximada encontrada pelo técnica analisada. Para encontrar um ponto x7j,, é uti-
lizado o equivalente deterministico - EquiDet. Se a complexidade do problema faz
com que o EquiDet nao seja resolvivel, o problema ¢ decomposto e resolvido pelo mé-
todo de feixes proximal exato, denotado MFE. Analogamente & métrica %, CPU%
mede o decréscimo relativo do tempo computacional, quando comparado com um
tempo de referéncia. Por este motivo, nao sao considerados os valores absolutos, pois
valores negativos (positivos) para CPU% sao entendidos como acarretando redugao
(aumento) do tempo de CPU.

Meétricas e Ponto Inicial

O ponto inicial 2! é a solu¢ao T do problema de valor esperado, [11], Se¢ao 4.2],
BV i=mip F(2), com V() i= <7+ Q= ElE)

Para a métrica d, dada em é utilizada a norma Euclidiana, e o valor para A
¢ determinado como explicado a seguir.

Desde que Q(+,&) ¢ uma funcdo convexa em & = (h,T) (Proposicao (2.4)), tem-se
que EV < fN(z). Se EV = f¥(Z), entdo o parametro aleatério £ ndo proporciona
nenhuma informacao adicional acerca do problema de otimizacgao, e o processo de
selecao de cenarios pode ser considerado tomando A = 0 na funcdo d) dada em
(8.12). Com esta observagao, pode-se considerar a relacdo entre EV e fN(z) para

definir o pardmetro A de d,, tomando
EV
()

Para as técnicas MFI-dy e MNI-d, o parametro A é atualizado ao longo das ite-

Ai=1

ragoes, substituindo f¥(Z) por f¥ na relacio acima. Finalmente, a salvaguarda
A € [0.05,0.95] assegura que dy seja uma norma, diferente da norma Euclidiana

empregada em d;.

Problemas Teste

Os problemas considerados sdo chamados de SH10, InvestmentRisk, SH10Risk,
SH31, SH25, AirCraft, ProductMix, ProjectSchedule, ExpTerm3, ExpTerm23. A
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seguir as suas descrigoes e resultados obtidos.

10.1.2 Resultados para SH10

O primeiro teste numérico corresponde ao problema artificial apresentado em [66],
com & = h uma varidvel aleatéria normalmente distribuida com suporte = C R.
Este problema é chamado de SH10, e a sua formulagao é dada em [66]; em [67] sdo
apontadas duas correcoes tipograficas para o problema SH10. A versao corrigida é
apresentada na Sec¢ao[C| Sao apresentados na Tabela[10.1] alguns pardmetros para as
técnicas empregadas, onde n% , representa a cardinalidade maxima permitida para

o conjunto I¥, quando aplicados os Oraculos Inexatos [3] e

Tabela 10.1: Pardmetros
Métodos nlLP ”IZP com k > 1 €cos
MFE -
dx-MPC | min{0.5N, 350} - -
d\-MFE | min{0.5N,350} - -
MFL-d; | min{0.4N,300} | min{1.1n%2" 0.6N} -
MFI-dy | min{0.4N,300} min{0.4N, 300} -
MFI-cos - - 2.1073

Os valores 6timos e os tempos de CPU (segundos) sdo dados na Tabela[10.2] As
duas colunas mais a direita correspondem aos ntimeros de variaveis e restri¢des do

equivalente deterministico de SH10.

Tabela 10.2: Valor 6timo e tempo de CPU para SH10.

EquiDet MFE tamanho
N SN (%) CPU N (y) [ CPU Nvar | Nrest
100 15.064 1.443 15.064 7.02 1510 1005
200 15.216 5.960 15.216 16.00 3010 2005

300 15.129 18.868 15.129 27.82 4510 3005
500 15.140 85.106 15.140 39.46 7510 5005
800 15.155 357.551 15.155 68.85 12010 8005

1000 15.129 73.30 15010 | 10005
1200 - - 15.130 88.34 18010 | 12005
1500 - - 15.164 129.85 22510 | 15005
1800 - - 15.160 167.52 27010 | 18005
2000 - - 15.159 158.37 30010 | 20005
2500 - - 15.149 210.93 37510 | 25005

Sao apresentados nas Tabelas e os resultados das 9 técnicas aplicadas
aos 11 casos, correspondentes a variacao de N. Observa-se uma boa qualidade
das e—solugoes, com uma redugao significativa do tempo de CPU. Como esperado,
quando o numero de cenarios N aumenta, as variantes MFI-d, e MNI-d, se tornam
menos rapidas, devido a complexidade do processo de sele¢cdo de cenarios. Este nao
é o caso para as técnicas MFI-cos e MNI-cos, as quais se mantém rapidas mesmo
quando N grande, e sao as mais acuradas dentre as 9 técnicas estudadas para o
SH10.

Aplicando a técnica SAA apresentada em [I, Se¢do 5.1.2] em 20 casos indepen-

dentes, cada um com N = 200 cenérios, foi possivel calcular um limite inferior
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Tabela 10.3: Qualidade da solugao - SH10.

N | dy-MPC | d»-MFE | d,-MNE | MFL-d; | MNI-d; | MFI-dy | MNLd, | MFl-cos | MNI-cos
100 0.05 0.05 0.05 0.01 0.16 0.06 0.16 0.00 0.00
200 0.01 0.01 0.01 0.07 0.03 0.07 0.03 0.00 0.00
300 0.01 0.01 0.01 0.01 0.10 0.01 0.10 0.00 0.00
500 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.00 0.00
800 0.01 0.01 0.01 0.00 0.02 0.00 0.02 0.00 0.00
1000 0.00 0.00 0.00 0.01 0.04 0.01 0.04 0.00 0.00
1200 0.01 0.01 0.01 0.03 0.03 0.03 0.09 0.00 0.00
1500 0.03 0.02 0.03 0.01 0.08 0.01 0.08 0.00 0.00
1800 0.06 0.05 0.05 0.00 0.09 0.00 0.09 0.00 0.00
2000 0.03 0.03 0.02 0.01 0.01 0.01 0.06 0.00 0.00
2500 0.02 0.01 0.01 0.01 0.06 0.01 0.06 0.00 0.00
min. 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.01 0.00 0.00
max. 0.06 0.05 0.05 0.07 0.16 0.07 0.16 0.00 0.00
med. 0.02 0.02 0.02 0.02 0.06 0.02 0.07 0.00 0.00

Tabela 10.4: Reducao de tempo de CPU - SH10.

N dx-MPC | d\-MFE | dy-MNE | MFI-d; | MNI-d; | MFI-dy | MNI-dy | MFI-cos | MNI-cos
100 -18.83 -24.52 -24.27 -60.84 -49.83 -7T.17 -69.91 -44.18 -36.03
200 -25.86 -32.93 -39.89 -66.22 -70.45 -80.12 -80.04 -50.27 -45.86
300 -34.97 -44.37 -35.62 -74.84 -74.99 -78.42 -77.34 -49.14 -57.79
500 -10.91 -46.01 -45.85 -71.37 -65.27 -68.66 -64.28 -36.40 -59.63
800 -22.87 -38.57 -38.56 -49.28 -65.60 -59.84 -51.47 -71.41 -77.97
1000 -11.57 -25.42 -33.35 -62.28 -60.19 -48.06 -30.44 -68.32 -67.94
1200 -24.90 -36.63 -33.71 -59.96 -45.41 -40.41 4.46 -70.09 -66.57
1500 -40.07 -33.99 -42.57 -61.88 -59.67 -42.98 -43.63 -69.77 -73.08
1800 -43.57 -42.41 -45.05 -58.44 -46.77 -39.61 -9.71 -73.63 -74.25
2000 -27.53 -30.57 -30.10 -45.67 -31.14 -21.79 -20.09 -72.19 -65.12
2500 -25.48 -30.02 -23.95 -42.15 -29.30 -9.22 36.61 -74.95 -74.43
min. -43.57 -46.01 -45.85 -74.84 -74.99 -80.12 -80.04 -74.95 -77.97
max. -10.91 -24.52 -23.95 -42.15 -29.30 -9.22 36.61 -36.40 -36.03
med. -26.05 -35.04 -35.72 -59.36 -54.42 -51.48 -36.89 -61.85 -63.52

L = 15.12496 (com um intervalo de confianca de 95%) para o problema SH10. Para
calcular um limite superior foi utilizado o ponto x5, que ¢ uma solu¢ao aproximada

obtida pelos métodos inexatos para o caso com N = 2500 cendrios:

o 1 8000 '
U= fsooo(fiﬁ6 )+1-967x, com Ug = Sana (Q(ﬂfe ,fl)_E[Q(me »f)])Q'
2500 3000 7099 = 2500 2500

Séo apresentados na Tabela[10.5os limites obtidos usando x5, (uma solu¢ao obtida
com MFE para o caso com N = 2500 cenarios) e x5, para as varias técnicas. Além
disso, sdo dados os limites obtidos usando as trés solugdes diferentes dadas em [67,
Tabela 3]. Observa-se uma boa aderéncia para todos os métodos empregados, com
uma leve vantagem dos métodos inexatos baseados no critério de colinearidade sobre
os métodos estaticos.

Os limites superiores encontrados com as solugoes aproximadas sao bastante
proximos daqueles obtidos com x3.,,. Um comportamento similar é observado na
Figura [10.1] para as varidveis primais. Mais precisamente, sio mostradas na Figura
as 10 componentes da solucao aproximada de primeiro estagio, com um intervalo
de confian¢a dado em [66].

Para algumas aplicagoes a variavel dual de segundo estagio u é bastante impor-

tante, devido a sua interpretacao econdémica. Sao apresentados na Tabela 0s
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Tabela 10.5: Limites para o valor 6timo - SH10.

Método U U-L 100(U — L)/U | fsooo(z€) o/v/8000
MFE 15.18253 | 0.05757 0.37918 15.16754 0.00911
d\-MPC 15.18569 | 0.06073 0.39993 15.17018 0.00943
d\-MFE 15.18512 | 0.06016 0.39618 15.16965 0.00940
dx-MNE 15.18523 | 0.06027 0.39691 15.16976 0.00941
MFI-d; 15.18394 | 0.05898 0.38846 15.16862 0.00932
MNI-dy 15.19150 | 0.06654 0.43804 15.17734 0.00861
MFI-dy 15.18394 | 0.05898 0.38846 15.16862 0.00932
MNI-dy 15.19150 | 0.06654 0.43804 15.17734 0.00861
MFI-cos 15.18254 | 0.05758 0.37927 15.16755 0.00911
MNI-cos 15.18248 | 0.05752 0.37886 15.16755 0.00907
[67] 1 15.18500 | 0.06004 0.39537 15.16996 0.00914
[67]2 15.18531 0.06035 0.39740 15.17039 0.00907
[67]3 15.18495 | 0.05999 0.39505 15.17008 0.00904
e-solugdes
0.7 T T T
I VFE
-, -MPC
¢, -MFE
0.6 [ ¢, -MINE
ml [ MFI-d,
[ IMNId,
MR-, ||
VNI,
A I VFI-cos
I VNI-cos
H ——C.1.95% ||

2 3 4 5 6 7 8 9 10
* .
Componentes X i=1,--,10

Figura 10.1: Intervalo de confianca para as variaveis de primeiro estagios - SH10.
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valores esperados de cada componente da varidvel u = u(x55)-

Tabela 10.6: Variaveis duais de segundo estagio - SH10.

Method Elu1] Elus] Elus] Elu4) Elus] Elug) Elur] Elusg] Elug] | Eluio]
MFE -0.1573 | -0.0494 | -0.1955 0 -0.1897 0.0138 -0.6330 | 1.1349 | 0.6133 | 0.1704
dx-MPC | -0.2024 | -0.0877 | -0.1955 0 -0.0979 | -0.0138 | -0.6626 | 1.2162 | 0.6435 | 0.2193
dx-MFE | -0.1981 | -0.0833 | -0.1955 0 -0.1073 | -0.0109 | -0.6595 | 1.2074 | 0.6447 | 0.2146
dx-MNE | -0.1982 | -0.0849 | -0.1955 0 -0.1064 | -0.0116 | -0.6602 | 1.2098 | 0.6357 | 0.2147
MFI-dy -0.1857 | -0.0748 | -0.1955 0 -0.1315 | -0.0040 | -0.6521 | 1.1879 | 0.6245 | 0.2011
MNI-dy -0.0769 | 0.0165 | -0.1955 0 -0.3507 | 0.0625 | -0.5809 | 0.9930 | 0.5459 | 0.0833
MFI-dy -0.1857 | -0.0748 | -0.1955 0 -0.1315 | -0.0040 | -0.6521 | 1.1879 | 0.6245 | 0.2011
MNI-dy -0.0769 0.0165 -0.1955 0 -0.3507 0.0625 -0.5809 | 0.9930 | 0.5459 | 0.0833
MFI-cos | -0.1571 | -0.0494 | -0.1955 0 -0.1900 | 0.0139 | -0.6329 | 1.1348 | 0.6121 | 0.1702
MNI-cos | -0.1527 | -0.0446 | -0.1955 0 -0.1992 | 0.0170 | -0.6296 | 1.1253 | 0.6158 | 0.1655
67! -0.1672 | -0.0475 | -0.1955 0 -0.1736 | 0.0117 | -0.6352 | 1.1371 | 0.6826 | 0.1811
[67]% -0.1496 | -0.0455 | -0.1955 0 -0.2040 | 0.0176 | -0.6290 | 1.1249 | 0.5921 | 0.1620
673 -0.1479 | -0.0375 | -0.1955 0 -0.2099 | 0.0211 | -0.6252 | 1.1119 | 0.6311 | 0.1603

Como apresentado na Tabela [10.6, todas as 9 técnicas empregadas fornecem va-
riaveis duais bastante semelhantes. Verifica-se que o valor E[ug] tem sinal oposto
para as técnicas que utilizam sele¢ao de cenarios. No entanto, esta variacao é pe-

quena, visto que E[ug] estd proximo de zero para todas as técnicas.

10.1.3 Resultados para os Problemas com Medida de Risco

A consideragao da medida de risco Conditional Value-at-Risk - CVQR - dada em
[27] faz com que a matriz de recurso W seja aleatdria, quando o vetor de custos
q do segundo estagio é aleatério. Deste modo, um teste interessante para analisar
o comportamento dos oraculos inexatos consiste em utilizar programas estocasticos
em dois estagios, nos quais esta medida de risco seja empregada. Como, para esta
situacao, a estratégia de colinearidade calcula um conjunto viavel médio, espera-se
que a performance do Oraculo Inexato [2 nao seja tao boa.

A seguir é considerado o problema InvestmentRisk dado em [68], com 200 va-
riaveis aleatérias normalmente distribuidas (¢ = (g, ), com h,q € R'%). Para se
adequar ao tipo de abordagem deste trabalho, a medida de risco deve ser aplicada
somente no segundo estagio. Por este motivo, a medida de risco apresentada em
[68] foi substituida pela medida CVQR dada em [27].

A mesma medida de risco foi empregada no problema SH10, resultando no pro-
blema denominado SH10Risk. Como o vetor de custos ¢ de segundo estagio ¢ de-
terministico em SH10, a matriz de recurso W resultante para o problema SH10Risk
é, deste modo, deterministica. Exceto por €.,s = 1073, os parametros dos métodos
coincidem com aqueles dados na Tabela [10.1]

Sao apresentados nas Tabelas [10.7], [10.8] [10.9] e [10.10] os resultados obtidos para

os dois problemas, com todas os 9 técnicas. Em ambos os casos pode-se observar

uma boa performance em tempo de CPU para MFI-cos e MN-cos, com uma leve

reducao na qualidade da solucdo para o problema InvestmentRisk.
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Tabela 10.7: Qualidade da solugao - InvestmentRisk.

N | dy-MPC | dy-MFE | dy-MNE | MFl-d; | MNI-d; | MFI-dy | MNI-dy | MFl-cos | MNI-cos
100 0.65 0.67 0.67 0.65 0.64 .88 0.65 1.89 5.12
200 1.01 1.01 1.01 0.10 0.11 0.43 0.56 1.46 1.34
300 0.47 0.47 0.57 0.03 0.03 0.28 0.16 1.78 0.19
500 0.03 0.04 0.03 0.02 0.02 0.39 0.04 1.80 0.71
800 0.14 0.14 0.12 0.05 0.09 0.03 0.07 2.18 2.19
1000 | 0.23 0.23 0.21 0.10 0.10 0.18 0.12 111 2.24
1200 | 0.06 0.06 0.06 0.36 0.33 0.08 0.18 2.25 1.61
1500 | 0.01 0.01 0.01 0.05 0.16 0.08 0.09 1.60 2.20
1800 |  0.07 0.06 0.07 0.14 0.57 0.14 0.37 1.73 2.27
2000 |  0.06 0.07 0.06 0.02 0.07 0.54 0.82 1.81 1.83
2500 | 0.06 0.06 0.07 0.14 0.25 0.08 0.14 1.62 1.50
min. 0.01 0.01 0.01 0.02 0.02 0.03 0.04 Tl 0.19
max. 1.01 1.01 1.01 0.65 0.64 1.88 0.82 2.25 5.12
med. | 0.26 0.26 0.26 0.15 0.22 0.37 0.29 1.75 1.93
Tabela 10.8: Reduc¢ao de tempo de CPU - InvestmentRisk.

N | dy-MPC | dy-MFE | d;-MNE | MFI-d; | MNI-d; | MFI-d, | MNi-dy | MFI-cos | MNI-cos
100 | -49.46 | -52.84 | -51.47 | -49.19 | -56.92 | -58.32 | -61.32 | -62.08 | -76.78
200 | -54.13 | -63.91 7407 | -60.79 | -67.66 | -74.89 | -80.15 | -69.09 | -78.65
300 | -46.76 | -57.51 68.06 | -50.52 | -62.35 | -59.64 | -72.00 | -65.30 | -80.10
500 | -55.06 | -55.37 | -64.10 | -44.32 | -65.43 | -65.56 | -72.12 | -69.74 | -82.72
800 | -54.37 | -63.60 | -71.49 | -57.27 | -69.31 | -62.82 | -75.71 | -78.34 | -84.49
1000 | -52.61 -58.61 66.90 | -37.65 | -61.59 | -60.23 | -66.84 | -7812 | -78.17
1200 | -64.56 | -61.06 | -70.20 | -55.96 | -72.98 | -62.20 | -7270 | -75.60 | -77.36
1500 | -64.47 | -70.17 | -75.07 | -58.89 | -74.42 | -69.15 | -74.32 | -72.51 | -81.84
1800 | -68.30 | -74.68 | -79.34 | -6347 | -72.79 | -66.66 | -69.48 | -77.65 | -78.86
2000 | -69.35 | -71.62 | -80.24 | -63.90 | -73.81 | -66.13 | -70.09 | -80.88 | -82.42
2500 | -76.96 | -78.37 | -79.22 | -65.53 | -75.43 | -66.98 | -70.27 | -85.36 | -85.03
min. | -76.96 | -7837 | -80.24 | -65.53 | -75.43 | -7489 | -80.15 | -85.36 | -85.03
max. | -46.76 | -52.84 | -51.47 | -37.65 | -56.92 | -58.32 | -61.32 | -62.08 | -76.78
med. | -59.64 | -6434 | -70.92 | -55.23 | -6843 | -64.79 | -71.36 | -74.06 | -80.58

Tabela 10.9: Qualidade da solugao - SH10Risk.

N | dx-MPC | dy-MFE | dy-MNE | MFl-d; | MNI-d; | MFI-dy | MNI-d, | MFl-cos | MNI-cos
100 0.30 0.30 0.30 0.03 0.05 0.71 0.67 0.00 0.00
200 0.28 0.28 0.29 0.28 0.48 0.29 0.29 0.02 0.10
300 0.06 0.06 0.06 0.06 0.05 0.08 0.08 0.00 0.00
500 0.01 0.01 0.01 0.10 0.11 0.09 0.06 0.07 0.10
800 0.15 0.16 0.15 0.03 0.16 0.14 0.05 0.00 0.00
1000 | 0.03 0.03 0.03 0.11 0.26 0.47 0.23 0.01 0.00
1200 | 0.03 0.04 0.03 0.04 0.25 0.03 0.06 0.00 0.00
1500 | 0.17 0.17 0.18 0.16 0.19 0.18 0.46 0.00 0.00
1800 | 0.10 0.09 0.09 0.11 0.26 0.49 0.05 0.00 0.00
2000 | 0.32 0.32 0.32 0.40 0.41 0.44 0.09 0.00 0.00
2500 | 0.26 0.26 0.26 0.31 0.37 0.29 0.56 0.00 0.00
min 0.01 0.01 0.01 0.03 0.05 0.03 0.05 0.00 0.00
max. | 0.32 0.32 0.32 0.40 0.48 0.71 0.67 0.07 0.10
med. | 0.16 0.16 0.16 0.15 0.24 0.29 0.24 0.01 0.02

Tabela 10.10: Reducao de tempo de CPU - SH10Risk.

N | dy-MPC | dx-MFE | d;-MNE | MFL-d; | MNI-d; | MFI-dy | MNi-d, | MFl-cos | MNI-cos
100 | -43.63 | -4345 | -35.39 | -37.14 | -44.99 | -63.82 | -51.56 | -54.64 | -68.83
200 | -50.15 | -51.28 | -61.69 | -37.44 | -75.89 | -64.75 | -66.29 | -7254 | -88.66
300 | -48.81 -43.51 4269 | -34.01 | -3852 | -61.92 | -58.10 | -66.75 | -79.05
500 | -44.60 | -41.49 | -61.81 | -44.90 | -6449 | -55.73 | -62.51 | -80.86 | -88.87
800 | -41.67 | -40.34 | -39.70 | -27.94 | -36.88 | -43.09 | -55.10 | -73.70 | -83.55
1000 | -56.20 | -50.17 | -57.49 | -290.73 | -54.81 | -53.87 | -57.80 | -81.77 | -84.25
1200 | -62.60 | -60.94 | -60.44 | -55.98 | -77.59 | -48.69 | -57.03 | -79.83 | -86.64
1500 | -77.17 | -7428 | -76.99 | -61.01 | -77.67 | -66.76 | -68.70 | -84.02 | -90.22
1800 | -66.74 | -64.48 | -70.56 | -49.23 | -62.95 | -46.01 | -53.21 | -81.25 | -84.90
2000 | -71.71 68.74 | -72.63 | -4881 | -66.61 | -52.00 | -55.05 | -83.63 | -86.89
2500 | -70.28 | -63.97 | -70.37 | -52.95 | -65.40 | -42.00 | -43.60 | -83.24 | -85.33
min. | -77.17 | -74.28 | -76.99 | -61.01 | -77.67 | -66.76 | -68.70 | -84.02 | -90.22
max. | -41.67 | -40.34 | -3539 | -27.94 | -36.88 | -42.00 | -43.60 | -54.64 | -68.83
med. | -57.60 | -54.79 | -59.07 | -43.56 | -60.53 | -54.42 | -57.18 | -76.57 | -84.29
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10.1.4 Avaliagcdao do Desempenho das Técnicas

Para avaliar a performance das técnicas sobre um conjunto de testes é empregado o

método grafico introduzido em [26], denominado perfil da performance*-PP. O PP

¢ intressante para apresentar e comparar um conjunto de métodos de otimizagao
diferentes, aplicados a um conjunto de problemas distintos. Uma explica¢ao sucinta

acerca do PP é apresentada no Apéndice [B]

Para comparar a acuracia e a reducao de tempo de CPU das 9 técnicas empre-
gadas, foi utilizada a rotina de MATLAB dada em [69, Se¢ao 22.4 |. Como os dados
de entrada devem ser positivos, foi adicionado o valor 1 aos erros percentuais €%,
e 100 a reducao de CPU. Desta maneira, valores mais altos no PP sempre indicam
um desempenho melhor da técnica.

Em adigao aos problemas SH10, SH10Risk, e InvestmentRisk, foram considerados
0s seguintes problemas:

— SH31 - baseado em SHI10, multiplicando por 10 o desvio padrdo, e com cada
elemento diferente de zero na matriz de tecnologia T normalmente distribuido
com média T'(4, j) e variancia (7'(i,5)/10)?, resultando em 31 varidveis aleatérias;

— SH25 - baseado em SH1(0. Esta versao considera o vetor de custos ¢ de segundo
estagio independente e normalmente distribuido com média ¢ e variancia ¢/2. H4,
portanto, 25 variaveis aleatorias;

— AirCraft - o problema de alocagao de aeronaves dado em [70), pp. 544-546], com
as seguintes modificagdes: cada uma das cinco componentes de h (demanda de
passageiros) é independente e normalmente distribuida com média e varidncia
calculadas usando os dados apresentados em [70].

— ProductMiz - o problema de producao dado em [70, pp. 554-555]. Este tem 10
varidveis aleatérias, com 7 uniformemente e h € R? normalmente distribuidos;

— ProjectSchedule - um problema de agendamento de projetos dado em [70, pp. 549-
552]. O tempo para completar cada um dos 25 projetos foi modificado de [70],
considerando uma distribui¢ao uniforme inteira no intervalo [2, 25];

— EzpTerm3 - um problema de expansao da capacidade térmica de um parque tér-
mico de geracao de energia elétrica, baseado em [I1), Secao 1.3], com 10 termoelé-
tricas. A demanda pela eletricidade h € R? é normalmente distribuida;

— FxpTerm23 - baseado em FxpTerms3, mas com os custos de geracao aleatérios,
resultando em 23 variaveis aleatérias.

Para cada um dos 10 problemas acima foram resolvidos 11 casos, correspondentes
aos diferentes nimeros de cendrios, usando os parametros dados na Tabela [I0.11]

A tolerancia €.,s ¢ dependente do problema, e varia no intervalo [0.0001, 0.2].
Sao apresentadas nas Tabelas [10.12] e [10.13] as médias (levando em conta os 11

2Performance profile, em inglés.
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Tabela 110. 11: Parametros

Método

n

nfp, comk>1

LP

MPC - .

dx-MPC | min{0.5N, 200} -

dx-MFE | min{0.5N, 200} -

dx-MNE | min{0.5N, 200} -

MFI-d; | min{0.4N,150} | min{1.1n%.' 0.6N}
MNI-d; | min{0.4N,150} | min{1.1n% ! 0.6N}
MFI-dy min{0.4N, 150} min{0.4N, 150}
MNI-dy | min{0.4N,150} min{0.4N, 150}

casos) dos erros €% e da redugao de tempo CPU%, obtidos por cada uma das 9
técnicas empregadas. Nestas tabelas o simbolo T é usado para indicar que os custos
q de segundo estagio sao deterministicos. Pode-se perceber que MFI-cos e MNI-cos

sao as técnicas mais acuradas para tais problemas.

Tabela 10.12: Média dos erros percentuais (11 casos).

Problema d\-MPC [ dy\-MFE | dy\-MNE | MFI-cos | MNI-cos | MFI-d; | MNI-d; | MFI-d, | MNI-dy
AirCraft! 0.02 0.02 0.02 0.00 0.00 0.03 0.09 0.24 0.23
ExpTerm3f 0.00 0.00 0.00 0.02 0.07 0.36 0.56 0.75 117
ExpTerm23 0.01 0.01 0.01 0.72 0.73 0.84 1.45 1.43 1.85
ProductMix! 0.03 0.03 0.03 0.00 0.00 0.07 0.03 0.30 0.14
ProjectSchedulel | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.04 0.03 0.08 0.17
SH101 0.02 0.02 0.02 0.00 0.00 0.02 0.05 0.02 0.07
SH311 0.08 0.09 0.08 0.00 0.01 0.48 0.40 0.54 0.48
SH25 0.02 0.03 0.02 0.05 0.21 0.03 0.05 0.03 0.07
SHRisk' 0.01 0.01 0.01 0.01 0.02 0.33 0.62 1.02 0.32
InvestRisk 0.29 0.29 0.30 1.75 1.93 0.18 0.23 0.28 0.36
Média 0.05 0.05 0.05 0.25 0.30 0.24 0.35 0.47 0.49
Tabela 10.13: Média das redugoes de tempo de CPU (11 casos).
Problema d\-MPC [ dy\-MFE | dy\-MNE | MFI-cos | MNI-cos | MFL-d; | MNI-d; | MFI-d, | MNI-dy
AirCraft! -62.15 | -67.86 | -65.33 | -67.91 | -67.34 | -68.96 | -67.66 | -68.15 | -67.28
ExpTerm3f -44.96 | -37.29 -9.48 -75.54 | -80.02 | -20.70 | -59.52 | -52.53 | -32.06
ExpTerm23 -14.64 | -11.34 | -1870 | -49.47 | -1521 | -41.57 | -67.00 | -51.32 | -61.40
ProductMix| -62.26 | -62.12 | -56.56 | -59.18 | -54dl | -72.99 | -64.93 | -62.13 | -55.53
ProjectSchedule! | -20.35 | -30.46 -9.28 42,08 | -3474 | -51.76 | -64.34 | -50.87 | -56.04
SH10 -39.22 | -48.93 | -51.40 | -61.85 | -62.04 | -73.39 | -68.43 | -70.63 | -66.74
SH311 -52.08 | -57.54 | -56.52 | -53.07 | -54.82 | -78.56 | -7859 | -71.44 | -67.79
SH25 -31.79 | -46.16 | -47.79 | -5ld45 | -63.57 | -71.35 | -62.97 | -64.29 | -57.03
SHRisk' -67.50 | -65.08 | -69.86 | -76.57 | -83.17 | -59.11 | -7TL51 | -68.19 | -71.93
InvestRisk -71.05 | -74.83 | -78.39 | -T4.06 | -79.56 | -72.44 | -77.76 | -77.89 | -79.87
Média -46.60 | -50.16 | -46.33 | -6L.12 | -59.49 | -61.08 | -68.27 | -63.74 | -6L.57

A partir das Tabelas e se tenderia a concluir que as técnicas estéticas
sao preferiveis as técnicas dinamicas, devido a boa acuracia e a uma velocidade
competitiva. No entanto, esta seria uma conclusao equivocada, como analisado a
seguir utilizando o PP.

Sao apresentadas na Figura [10.2| as performances das técnicas, relativas a dois
atributos: acuracia e reducao de tempo de CPU. Cada linha do grafico pode ser
entendida como uma distribui¢do de probabilidades acumulada do atributo de inte-
resse.

Estao resumidos na Figura 990 exemplos, referentes aos 11 casos, 10 pro-

blemas e 9 técnicas.
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Figura 10.2: Desempenho das técnicas para todos os problemas.

Em termos de acuracia, pode-se perceber pela Figura (parte superior) que as
técnicas dy-MPC, d,-MFE, e d\-MNE tém, como esperado, desempenhos idénticos.
Como 1 — ¢(0) representa a fracao de casos que uma técnica nao resolveu dentro de
um fator # da melhor técnica (de acordo com o atributo escolhido), pode-se verificar
pela Figura que as técnicas MFI-cos e MNI-cos nao puderam resolver, para
um fator de # = 1.5, menos de 20% dos casos com a mesma acurécia das técnicas
d\-MPC, ou d)-MFE ou, ainda, dy-MNE (este percentual é devido aos problemas
com custos de segundo estdgio aleatdrios). No entanto, quase todas as técnicas
conseguiram, em 100% dos casos, uma acuracia de no maximo um fator de 3.5 da
técnica mais acurada.

Uma interpretagao errénea do grafico superior da Figura [10.2] seria afirmar que
alguma das técnicas estéticas resolve 100% dos casos com uma precisao de no mé-
ximo 1.5 vezes a precisao da técnica mais acurada. Esta interpretagao estaria correta
se ao invés dos valores e%-+1, fossem utilizados apenas os erros €%. Como mencio-
nado anteriormente, somar o valor 1 é importante para que nao haja valores nulos
(zeros) para o PP. Apesar de fazer com que a interpretagao intuitiva do PP seja
perdida, este procedimento nao prejudica a analise do desempenho de cada uma das
técnicas.

Como apresentado na parte inferior da Figura[10.2] em termos de tempo de CPU,
d\-MPC é sistematicamente mais lenta do que as técnicas dy-MFE e d\-MNE, um
fato conhecido em otimizagao nao diferenciavel, devido a instabilidade dos métodos

de planos cortantes. Pode ser verificado que, para os parametros dados, MFI-d; e
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MNI-d; sao as técnicas mais rapidas. Outra informagdo importante fornecida pela

Figura é o fato de que o método de feixes proximal e o método de nivel proximal

apresentam desempenhos comparaveis, independentemente do oraculo empregado.

Um compromisso entre acuracia e esforco computacional pode ser obtido com-

binando a acurécia e reducao de tempo de CPU. Para isto, ¢ importante que os

dados estejam na mesma ordem de grandeza. Com o intuito de padronizé-los, tanto

a acurécia (e%) quanto a redugao de CPU (CPU%) foram divididos pelos seus res-

pectivos valores maximos. E apresentada na Figure uma medida combinada,

com peso de 50% para ambas acuracia e reducao de CPU.

4(6)

Acuracia e Reducéo do Tempo de CPU

—e—d,-MPC
—a—d,-MFE

—s—d,-MNE I

—&— MFI-cos
MNI-cos
MFI-d

i

—%— MNI-d
—%— MFI-d
—%— MNI-d

EaE

35

Figura 10.3: Desempenho das técnicas para todos os problemas (combinagao entre

acuracia e redugao de CPU).

O valor ¢(1) nas Figuras e representa a probabilidade do método de
interesse ter o melhor desempenho. Estes valores sao apresentados na Tabela [10.14]
Pode-se verificar pela Tabela [10.14] que MFI-cos é, em 46.4% dos casos, a técnica

Tabela 10.14: Probabilidade da melhor performance.

Atributo d,-MPC | dy-MFE | d,-MNE | MFIcos | MNI-cos | MFLd; | MNLd; | MFLd, | MNI-d,
Acur. 0.073 0.127 0.091 0.464 0.182 0.082 0.036 0.036 0.018
CPU 0.000 0.018 0.018 0.082 0.236 0.209 0.255 0.091 0.091
Acur. e CPU |  0.000 0.045 0.036 0.127 0.227 0.236 0.164 0.100 0.064

mais acurada. A técnica MNI-cos apresenta a segunda melhor performance para a

acuracia. No entanto, MNI-d; é a técnica que exigiu menor esfor¢o computacional.

Com relacao a medida combinada entre acuracia e reducao de CPU, pode-se perceber
(pela Tabela [10.14] e Figura [10.3) que a técnica MFI-d; é, em 23.6% dos casos, a

que tem a melhor performance, seguida da técnica MNI-cos. Ainda com relacao a
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Figura[I0.3] todas as técnicas alcangaram o valor 1 para a abscissa igual a 4. Neste
sentido, se é procurada uma técnica que resolva 100% dos problemas até um fator
de 4 vezes a melhor, entao todas as 9 técnicas consideradas satisfariam. Por outro
lado, se o critério desejado para escolha de uma técnica for o melhor desempenho até
um fator de 1.5 da técnica que tem a melhor performance, entdo, pela Figura [10.3],
tem-se que d\-MFE seria escolhida, pois esta técnica proporciona o maior valor de
o(1.5).

Com o objetivo de determinar o impacto sobre o oradculo baseado no critério de
colinearidade, quando se considera apenas os problemas com recursos fixos e custos
q deterministicos, sao apresentadas na Figuras e as performances das téc-
nicas, excluindo os casos dos 3 problemas com custos ¢ aleatérios: InvestmentRisk,
SH25, e ExpTerm23. A técnica MFI-cos mantém-se mais acurada do que as técni-
cas estaticas, e com uma boa vantagem em tempo de CPU. Esta afirmacao pode ser
comprovada observando a Tabela[10.15] e é consistente com o fato que, para econo-
mizar esfor¢co computacional, a técnica MFI-cos nao realiza calculos exatos para os

problemas com custos de segundo estagio aleatérios.

Acuréacia

_g_d)L*MPC
+dx—MFE
_g_d)L*MNE
—&— MFI-cos
—&— MNI-cos

MFI-d;

——MNI-d,

0 i i i i I +MFI—dx
1 1.5 2 5.5 3 35 _*_MNI—dx

Redugéo do tempo de CPU

Figura 10.4: Desempenho das técnicas para os problemas com custo ¢ fixo.

Tabela 10.15: Probabilidade da melhor performance - ¢ fixo.

Atributo dy-MPC | dy\-MFE | d\-MNE | MFI-cos | MNI-cos | MFI-di | MNI-diy | MFI-dy | MNI-dy
Acur. 0.104 0.052 0.039 0.623 0.247 0.026 0.000 0.000 0.013
CPU 0.000 0.026 0.000 0.078 0.247 0.234 0.247 0.104 0.065
Acur. e CPU 0.000 0.039 0.000 0.143 0.325 0.195 0.195 0.065 0.039

Com base nos resultados numéricos, o oraculo fundamentado no critério de coli-

nearidade se apresenta como a melhor estratégia em termos de acuracia e velocidade.
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Acuracia e Reducéo do Tempo de CPU

—a— dx—MPC

—a— dx—MFE
—a— dx—MNE
—&— MFI-cos

MNI-cos
MFI—d1

(6)

—*—MNI-d,
—+— MFI~d,
—*—MNI-d,

Figura 10.5: Desempenho das técnicas para os problemas com custo ¢ fixo (combi-
nagao entre acuracia e redu¢ao de CPU).

Se o tempo de CPU néao for uma grande preocupagao, as variantes estaticas usando
o método de feixes proximal ou o método de nivel proximal podem ser boas opg¢oes
(lembrando que o critério de colinearidade ¢é sistematicamente mais rapido). Se uma
variante estatica for empregada, entdo os métodos de feixes seriam preferiveis ao
método de planos cortantes.

Estas conclusdes dependem dos parametros, e devem ser tomadas como uma
indicacao, ao invés de uma afirmacao de superioridade do oraculo baseado no cri-
tério de colinearidade, sobre os demais oraculos. Claramente, tomando npp =
min{0.5N,200} a acurdcia das técnicas MFI-d;, MNI-d;, MFI-dy, e MNI-d) me-
lhoraria. No entanto, estas técnicas poderiam ser as mais demoradas, porque a
estratégia de selecao de cenéarios realizada durante algumas iteragoes dos métodos
de feixes exigiria um esfor¢o computacional maior.

A seguir sao analisados os métodos de feixes parcialmente inexatos.

10.1.5 Métodos Parcialmente Inexatos

Nesta se¢ao sao empregados os Oraculos Parcialmente Inexatos [1] e [5| conjuntamente
com o método de feixes proximal parcialmente inexato, e com o método de nivel
parcialmente inexato, para resolver os problemas com custos de segundo estagios g

fixos, apresentados anteriormente.
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Métodos de Otimizagao

Adicionalmente ao MFPI e MNPI utilizando os Oraculos[I] e [5 sdo consideradas, a
titulo de comparagao, a decomposicio inexata de nivel dada em [18], e a decomposicio
inexata de Benders introduzida em [16]. Além disso, sdo considerados os métodos
de planos cortantes, feixes proximal, nivel, e nivel proximal, todos utilizando um

oraculo exato. A seguir sao dados os mnemonicos das técnicas empregadas:

MPC- método de planos cortantes exato (método L-shaped, dado em [3]);

DIB- decomposigao inexata de Benders [16];

DIN- decomposigao inexata de nivel, [18];

MFE- método de feixes proximal exato, [2];

MNE- método de nivel proximal exato, [9];

MNE-LNN- método de nivel® exato, [19];

MFPI-cos- método de feixes proximal parcialmente inexato com o Oraculo Parcial-
mente Inexato

MNPI-cos- método de nivel parcialmente inexato com o Oraculo Parcialmente Ine-
xato [I}

MFPI-J- método de feixes proximal parcialmente inexato com o Oraculo Parcial-
mente Inexato |p| baseado na desigualdade de Jensen;

MNPI-J- método de nivel parcialmente inexato com o Oraculo Parcialmente Ine-
xato Bl

As técnicas MFPI-J e MNPI-J empregam a classificagao estatica, i.e., o conjunto de

grupos ¢ realizada uma tnica vez.

Teste de Parada e Parametros

A cada iteragao, as técnicas DIB e DIN exigem que cada programa linear de segundo
estagio seja resolvido aproximadamente obtendo uma e¥—solucdo. A tolerancia £*
foi definida pela regra

"= max{e"/5,0p1}

com el = 1/2, e §p;, = 107® é o valor padrao da rotina de programacio linear do
MOSEK. O parametro de nivel para os métodos de nivel é dado por k = 107!, sendo
o parametro ep do algoritmo do MNPI, para o calculo exato de uma linerizagao,
definido por ex = 1072, A tolerancia para o teste de parada é dro; = 10™* para os
métodos de nivel, e planos cortantes. Para os métodos de feixes proximais é utilizada

a mesma regra apresentada na Subsecao [10.1.1]

3LNN corresponde as iniciais dos autores: Lemaréchal, Nemirovskii, e Nesterov.
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Alteracao

Para que as técnicas MFPI-J e MNPI-J se tornassem mais competitivas, foi fixado
Cinee = 0 para o Oraculo Parcialmente Inexato |5 apds 3 passos sérios do MFPI-J,
e apos o teste ser verificado pelo MNPI-J. Este procedimento evita que o
Oréculo 5| seja (por muitas iteracdes) invocado duas vezes para o mesmo iterado 2"
(uma vez com (jne, = 1, € outra com (e, = 0). Vale ressaltar que este procedimento
nao foi empregado nas técnicas MFPI-cos e MNPI-cos.

O ntmero de cenarios para as técnicas MFPI-J e MNPI-J foi fixado por
min{0.15N, 100}.

Desempenho das Técnicas

Salvo as tolerancias dos testes de parada dos algoritmos, todos os métodos acima
encontraram os mesmos valores 6timos para os problemas considerados. Portanto,
sao analisados a seguir somente o desempenho do tempo de CPU de cada algoritmo.

Sao apresentadas na Tabela [10.16] as reduges do esforgo computacional para
resolver o problema SH10, para os 11 casos. Para confrontar com a DIB, a base
de comparacao sao os tempos de CPU do método de planos cortantes. Logo, esta
tabela nao é comparavel com a Tabela [10.4] cuja base de comparagdo é o método

de feixes proximal exato.

Tabela 10.16: Reducao do tempo de CPU - métodos parcialmente inexatos.

N MFE MNE | MNE-LNN | MFPI-cos | MNPI-cos | MFPI-J | MNPI-J | DIB DIN
100 -25.70 -6.47 7.01 -29.07 -48.34 11.97 -8.33 -0.42 12.67
200 -20.12 | -20.63 -6.31 -62.58 -53.93 -9.12 -15.17 -1.31 14.26
300 -3.77 | -14.84 -12.19 -63.82 -66.79 -5.81 -17.60 -2.77 | -21.35
500 -11.57 | -8.88 -13.84 1.61 -67.44 81.87 -17.79 0.25 | -28.15
800 -18.00 | -14.53 4.23 -31.13 -71.21 31.19 4.50 0.55 | -13.99
1000 | -23.50 -4.21 -2.70 -47.95 -57.64 2.79 9.44 -2.96 -9.62
1200 | -37.28 | -21.47 -21.13 -63.24 -75.87 -14.14 -20.46 -2.85 | -19.59
1500 | -30.97 | -40.78 -25.84 -46.15 -70.31 26.35 -20.76 -2.83 | -14.22
1800 | -15.28 | -17.36 -11.67 -63.30 -74.33 5.23 -18.00 -0.13 | -10.55
2000 | -31.37 | -27.51 -22.25 -2.95 -74.54 72.07 -14.40 -5.65 | -26.73
2500 | -21.25 | -24.46 -19.10 -58.29 -62.79 2.88 -16.84 -7.21 5.51
min. | -37.28 | -40.78 -25.84 -63.82 -75.87 -14.14 -20.76 -7.21 | -28.15
max. -3.77 -4.21 7.01 1.61 -48.34 81.87 9.44 0.55 14.26
med. | -21.71 | -18.28 -11.25 -42.44 -65.74 18.66 -12.31 -2.30 | -10.16

Como pode ser verificado na Tabela [10.4] o MNPT utilizando o ordculo baseado
no critério de colinearidade se apresenta como a técnica mais rapida, proporcionando
para o problema SH10, uma reducao de tempo de CPU de 65.75%, em média. Sendo
deste modo, aproximadamente 23% mais eficiente que a segunda técnica mais rapida,
MFPI-cos. E importante frisar que a técnica MFPI-J é mais demorada do que o
método de planos cortantes. No entanto, a variante MNPI-J é ligeiramente mais
rapida do que MN-LNN, a sua versao exata. Isto comprova na pratica o que foi
mencionado no Capitulo [6f o MNPI é menos susceptivel a qualidade do oraculo do
que o MFPIL.
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Sao apresentadas na Tabela [10.17] as médias das redugoes de tempo de CPU,

para os problemas considerados.

Tabela 10.17: Média das redugoes de tempo de CPU - métodos parcialmente inexa-

tos.
Problema MFE | MNE | MNE-LNN | MFPI-cos | MNPI-cos | MFPI-J | MNPI-J | DIB | DIN
SH10 21.71 | -18.28 -11.25 ~42.44 -65.74 18.66 1231 | -2.30 | -10.16
SH31 -4.66 | -13.87 -11.69 -57.22 -59.26 6.78 -5.82 -1.13 | -11.13
AirCraft -17.20 | -20.12 -17.18 -67.58 -70.68 -22.44 -21.38 1.37 | -20.24
ExpTerm -7.43 2.50 5.08 -22.62 -25.50 18.52 -1.28 3.31 | 15.07
ProductMix -5.50 1.25 2.33 -15.49 -54.68 26.58 0.16 -0.54 | 2.95
ProjectSchedule | -32.64 | -21.90 -20.09 -14.31 -5.91 -9.15 -10.30 0.43 | -9.60
Média ~14.86 | -11.74 -8.80 -36.61 -46.96 6.49 -8.49 0.19 | -5.52

Apesar dos métodos exatos nao serem o foco da andlise, é interessante ressaltar
a seguinte informagao fornecida pela Tabela[10.17} em média, o MFE é mais rapido
do que o MNE, que por sua vez, é mais rapido do que o MNE-LNN. Diferentemente
de MFE e MNE, o MNE-LNN nao é um método proximal. Esta caracteristica pode
explicar o desempenho menos rapido do MNE-LNN, em relacao aos dois primeiros.

O perfil da performance das 10 técnicas analisadas nesta subsegao é apresentado
na Figura [10.6] Neste grafico sao utilizados os tempos de CPU para construir as
distribuicoes acumuladas, ao invés dos valores CPU%-+100 como na parte inferior
da Figura [10.2] Deste modo, a intuigdo com relagdo ao desempenho dos métodos
é preservada. Por exemplo, verifica-se que o MFE foi incapaz de resolver aproxi-
madamente 55% dos casos (1 — ¢(2)) em um tempo computacional menor que duas
vezes (0 = 2) o tempo da variante mais rdpida. Em outras palavras, o MFE é, com
probabilidade de 45%, no maximo duas vezes menos veloz do que a variante mais
rapida.

Analisando os valores ¢(1) para todas as técnicas, pode ser notado que MNPI-cos
¢ a variante mais rapida em aproximadamente 63% dos casos, seguida de MFPI-cos
com 21% das “vitérias”. Além disso, o MFE foi o método mais rapido em apro-
ximadamente 15% dos casos. Neste sentido, se é procurado um método que, com
probabilidade de 20%, seja o “vencedor”, entao qualquer uma das variantes MFPI-
cos ou MNI-cos pode ser escolhida. No entanto, a superioridade em termos de tempo
de CPU da variante MNPI-cos fica evidénciada, em contraste com a variante MNI-J
e, principalmente, com MFPI-J. Como resultado, pode se concluir que o Oraculo
Parcialmente Inexato |9 baseado na desigualdade de Jensen nao ¢ uma alternativa
interessante para reduzir o esfor¢o computacional na resolu¢ao de programas esto-
casticos em dois estagios.

Como pode ser verificado pela Figura [10.6], ndo houve um uma redugao signi-
ficativa do tempo computacional quando comparadas as técnicas MPC com DIB,
e MNE-LNN com DIN. Uma explicacao possivel é o fato que os PLs de segundo
estagio nao sejam dificeis de serem resolvidos até a tolerancia dp; > 0. E apresen-

tada em [16] uma redugdo média de quase 27% do tempo de CPU, quando a DIB
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Figura 10.6: Desempenho das técnicas para os problemas com custo ¢ fixo - métodos
parcialmente inexatos.

¢ comparada como método de planos cortantes, para problemas de grande porte.
Um bom desempenho da variante DIN é apresentado em [I8]. Um estudo acerca
da versao exata da DIN, que corresponde neste trabalho a variante MNE-LNN, é
apresentado em [64].

A seguir sao apresentados alguns resultados numéricos para os programas esto-

casticos em multiestagios.

10.2 Programas Lineares em Multiestagios

Nesta secao sao consideradas duas variantes do problema de planejamento financeiro
PlanFin apresentado em [52, Exemplo 7], com T' = 3 e fungao de utilidade dada por
[52, eq. 3.22):
— PlanFin8 - possui trés opg¢oes de investimento;
— PlanFind - possui cinco opgoes de investimento.
Com exce¢ao de um ativo com retorno fixo, em cada variante deste problema, o
retorno de cada investimento é normalmente distribuido com média e desvio padrao
gerados aleatoriamente no intervalo (0, 1).

Visto que o desempenho da técnica aproximacao por multiproblemas em dois
estagios depende somente da performance dos métodos de feixes aplicados aos pro-
gramas em dois estagios (que foi analisada na segdo anterior), é considerada nesta

se¢ao somente a decomposicio dual apresentada na Segao [9.3]
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Para resolver estes problemas foram empregados conjuntamente com a decom-
posicao dual o método de feixes proximal exato, inexato, e parcialmente inexato. O
Oréculo (Parcialmente) Inexato [f] empregado define o conjunto dos subproblemas
que sdo resolvidos de maneira exata por I” = {i : d; > q}, com q o terceiro quantil
da amostra de valores {di,...,dy}, com d; definido no Oraculo @

Sao apresentados na Tabela os erros percentuais €% e a reducao de tempo
CPU%, bem como a estrutura da arvore de cenarios e a dimensao dim(u) da varidvel

dual do problema PlanFin.

Tabela 10.18: Qualidade da solugao e redugao do tempo de CPU - PlanFin3.

MFI MFPI
N1 | Np | N | dim(u) || % | CPU% || CPU%
10 3 30 147 213 | 41.18 || -19.07
10 5 50 267 0.40 | -14.07 || -10.99
30 3 90 447 1.46 | -24.42 || -18.37
30 5 | 150 807 0.75 | -27.92 || -28.83
50 3 | 150 747 1.26 | -30.29 || -23.01
50 5 | 250 | 1347 || 0.34 | -37.94 || -37.17
70 3 | 210 | 1047 || 252 | 14.62 17.34
70 5 | 350 | 1887 || 1.16 | -11.22 || -11.32
90 3 | 270 | 1347 || 1.20 | -354 || -12.92
90 5 | 450 | 2427 || 092 | -25.65 || -26.54
100 | 3 | 300 | 1497 || 0.00 | -14.50 || -12.72
100 | 5 | 500 | 2697 || 0.00 | -7.31 -14.38
200 | 3 | 600 | 2997 || 1.51 | -14.28 -5.93
200 | 5 | 1000 | 5397 || 0.13 | -6.89 2.11
300 | 3 | 900 | 4497 || 0.00 | -14.82 || -12.81
300 | 5 | 1500 | 8097 || 1.34 | 92.91 97.71
min. | - N - 0.00 | -41.18 || -37.17
max. | - - . 2.52 | 92.91 97.71
med. | - - - 0.95 | -10.41 -7.36

O desempenho dos métodos é apresentado na Figura [10.7, Como pode ser veri-

Tempo de CPU

T
g
<
—&— MFE
—&— MFI-cos
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —&— MFPI-cos
0
1 15 2 25 3 35 4

Figura 10.7: Desempenho dos métodos de feixes para problemas em multiestagios.
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ficado, o MFI é método mais rapido em aproximadamente 50% dos casos.

Tabela 10.19: Média dos erros e redugao de CPU (%).

MFI MFPI

Problema e% CPU% CPU%
PlanFin3 0.95 -10.41 -7.36
PlanFin5 1.27 -13.99 -6.68
média 1.11 -12.20 -7.02

Nota-se que o erro médio proporcionado pelo MFI é inferior a 1%, e a a reducao
média do tempo de CPU de aproximadamente 10%. Para o MFPI a reducao média
do tempo esta por volta de 7%, uma quantia pequena quando comparada as redu-
¢oOes proporcionadas pelos métodos parcialmente inexatos aplicados aos programas
lineares estocésticos em dois estagios, como apresentadas na Tabela [10.17]

Para resolver os problemas PlanFin3 e PlanFin5 foram aplicados também o mé-
todo de planos cortantes, e os métodos de nivel exato, inexato e parcialmente ine-
xato. Como esperado, foi verificado que o desempenho destes métodos é fortemente
dependente da constante M utilizada na Proposicao [9.3] para limitar o conjunto
viavel das variaveis duais. Em geral, as performances destes métodos foram inferi-
ores as performances dos métodos de feixes proximais, e por isso nao sao relatadas
em detalhe.

A seguir sao apresentadas as consideracoes finais deste trabalho.
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Capitulo 11

Consideracoes Finais e Direcoes
Futuras

Neste trabalho foi apresentado um desenvolvimento tedrico introdutério sobre a
programacao estocastica. Prezando por manter o formalismo mateméatico necessario,
os principais conceitos e resultados desta area foram considerados no Capitulo

Foi evidenciada que a maior dificuldade para lidar com os programas estocasticos
consiste na chamada maldi¢ao da dimensionalidade. Problemas de otimizagao esto-
castica geralmente consideram uma grande quantidade de cendarios para representar
de forma acurada o processo estocastico subjacente, fazendo com que sua resolugao
numérica exata seja uma tarefa inviavel em termos de tempo computacional. Deste
modo, evitar a resolugao de alguns subproblemas que definem o programa estocastico
com uma degradacao aceitavel da solugao exata ¢ uma alternativa interessante.

Por este motivo, foram considerados neste trabalho alguns métodos de otimizagao
nao diferenciavel que utilizam oraculos inexatos, que retornam um valor aproximado
da fungao, e um subgradiente aproximado, como um esfor¢co computacional bastante
reduzido. O método de feixes proximal inexato desenvolvido por Kiwiel [§] foi de-
talhadamente apresentado no Capitulo 4] e aplicado aos programas estocasticos em
dois e multiestagios, como apresentado nos Capitulos [7], [§ e [9}

Além do método de feixes proximal inexato, foi desenvolvido neste trabalho o
método de nivel proximal inexato, que é essencialmente o método exato proposto
por Kiwiel [9], utilizando um orédculo inexato. Como apresentado no Capitulo [10]
ambos os métodos apresentam um desempenho muito satisfatério, no sentido que
proporcionam solugoes de boa qualidade com uma significativa reduc¢ao do tempo
de CPU.

Para a aplicagao destes métodos a programacao estocastica, que ¢ a principal
contribuicao deste trabalho, foram desenvolvidos oraculos inexatos baseados no cri-
tério de colinearidade (Oréculos , , e @, e oraculos fundamentados na técnica de

reducao de cenarios (Oréculos|3|e . Como comprovado pelos resultados numéricos,
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ambos oraculos tém desempenhos satisfatoriamente bons, principalmente o Oraculo
[T, desenvolvido para os programas lineares estocdsticos com recurso e custo fixos, e
baseado no critério de colinearidade.

Os oréaculos fundamentados no critério de colinearidade sao aplicaveis somente
aos programas lineares estocasticos. Como apresentado, os erros de aproximagao da
funcao podem ser controlados facilmente por uma tolerancia e.,, > 0 dada. Os ora-
culos baseados em selecoes de cenarios podem ser aplicados também aos problemas
de otimizacao estocastica mais gerais, desde que sejam convexos. Assume-se apenas
a hipotese de que as fungoes objetivo dos subproblemas sejam Lipschitz continuas
na variavel &. Este oraculos fazem uso do funcional de Monge-Kantorovich para
medir a qualidade do conjunto de cenarios que vai sendo atualizado sucessivamente.
Assim como no critério de colinearidade, o agente de decisao é capaz de acurar a
solucao fornecida pelo método a partir de uma tolerancia ¢,,. > 0, fixada a priori.

Tanto para os oraculos fundamentados no critério de colinearidade como para
os oraculos baseados em sele¢oes de cenarios, o grau de aproximacgao do problema é
controlado pelo decisor de acordo com sua disponibilidade de tempo, ou exigéncia
de informagoes mais precisas para a tomada de decisoes. Todos os desenvolvimentos
relacionados a estas propostas foram apresentados nos Capitulos [7] e

Além dos métodos de feixes inexatos, foi considerado o método de feixes proxi-
mal parcialmente inexato desenvolvido por Kiwiel, [23]. Foi evidenciado que para
os programas lineares estocasticos em dois estagios este método tem um desempe-
nho muito bom; entretanto, quando o oraculo parcialmente inexato utilizado nao é
de boa qualidade, a performance do método pode ser inexpressiva, ou até mesmo
ruim. Com o propoésito de obter um método parcialmente inexato menos sensivel a
qualidade do oréculo parcialmente inexato, foi desenvolvido no Capitulo [6]o método
de nivel parcialmente inexato. Este método, ao contrario das demais trés técnicas
consideradas, nao é método proximal. Como indicado pelos resultados numéricos
apresentados, este método apresenta um desempenho notavel em termos de tempo
computacional. E importante destacar que os métodos parcialmente inexatos en-
contram assintoticamente uma solugao exata do programa convexo considerado.

Adicionalmente ao Oréaculo [ que satisfaz as condigoes de um ordculo parcial-
mente inexato, foi proposto para os programas nao lineares estocasticos em dois
estagios (convexos em relagdo ao pardmetro aleatério &) o Oraculo |5, baseado na
desigualdade de Jensen. Como mencionado no Capitulo (10, este oraculo nao se
mostrou muito eficiente.

Como mencionado no Capitulo [0, uma das principais dificuldades de aplicar os
métodos de feixes (exato, inexato, ou parcialmente inexato) em conjunto com a de-
composi¢ao aninhada de Benders é a definigdo dos passos sérios (para o método de

feixes proximal), e a definigdo do conjunto de nivel (para os métodos de nivel). Por
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este motivo, foi proposto combinar os métodos de feixes com a decomposicao dual,
que relaxa as restricoes de mensurabilidade. A técnica resultante foi aplicada em
dois problemas numéricos, que indicam um desempenho satisfatério. E importante
lembrar que um programa estocastico em multiestagios pode ser modelado como
um programa estocastico em dois estagios, quando desprezadas, a partir do segundo
estagios, as restricoes de mensurabilidade. Neste sentido, as abordagens propos-
tas para os programas estocasticos em dois estagios sao imediatamente aplicaveis.
Esta ¢ a ideia fundamental da aproximacao por multiproblemas em dois estagios,
apresentada na Secao [9.2]

Em termos computacionais, este trabalho considera a andlise numérica de dez
programas lineares estocasticos em dois estagios, e dois programas lineares estocas-
ticos em multiestagio (com T' = 3), aos quais foram aplicados os métodos propostos.
Os resultados numéricos obtidos foram comparados com os principais métodos de
otimizacdo empregados em programacao estocastica. Ao todo foram consideradas
vinte abordagens distintas. Todos os métodos e exemplos considerados foram pro-
gramados em Matlab, utilizando as rotinas de programacao linear e quadratica do
MOSEK.

Os resultados numéricos mostram uma grande vantagem computacional em re-
lagdo ao emprego dos métodos de feixes (parcialmente) inexatos na resolugao dos
programas estocasticos. Como apresentados no Capitulo os erros de precisao
sao inversamente proporcionais ao tamanho da amostra de cenarios utilizada para
representar o processo estocastico subjacente.

E importante salientar que para a programagcao estocastica em dois estagios,
quando o nimero de cenarios é muito grande, o esfor¢co computacional exigido pelos
Oraculos 3] e |4] ¢ alto. Deste modo, se o problema de otimizagao estocastica é linear
e possui muitos cenarios, torna-se vantajoso utilizar o critério de colinearidade para
aproximar o programa estocastico em dois estagios.

A seguir sao realizados alguns comentarios a cerca de possiveis trabalhos a serem

realizados no futuro.

11.1 Direcoes Futuras

Este trabalho se restringiu aos programas estocasticos com recurso, dando maior
énfase a classe mais importante desta familia, composta pelos programas em dois
estagios. Entretanto, os métodos de feixes inexatos e parcialmente inexatos podem
ser aplicados aos problemas de otimizacao estocastica com restrigoes de probabili-
dades, [I, Capitulo 4], e aos programas estocasticos que envolvem variaveis inteiras.
Para problemas deste tipo, ha, naturalmente, a necessidade de desenvolver oraculos

(parcialmente) inexatos de boa qualidade.
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Finalmente, como a dualizacao da decomposicao de Benders resulta na decompo-
sicao de Dantizing-Wolfe (e vice-versa), é possivel reproduzir as linhas gerais deste
trabalho numa perspectiva da decomposicao de Dantizing-Wolfe, de modo similar
ao trabalho [16].
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Apéndice A

Analise Convexa e Teoria de
Probabilidade

A.1 Analise Convexa

Esta secao se restringe a apresentagao dos conceitos de andlise convexa utilizados
neste trabalho. Recomenda-se aqueles interessados em maiores informagoes, uma
consulta as publicacoes especializadas no assunto, como por exemplo [29] e [34].

Inicia-se esta se¢ao com as principais defini¢coes de convexidade.

Definigao A.1 (Convexidade de um conjunto.) Um conjunto X C R"™ é convexo
quando para quaisquer x ey pertencentes a X e X € [0, 1], tem-se que A\x+(1—N\)y €
X.

Definigao A.2 (Converidade de uma fungio.) Se X C R"™ é um conjunto convero,

uma funcgdao f: X — R € dita ser convera em X quando
fAr+(1—=Ny) < Af(x)+ (1 =N f(y) paratodo x,y € X .

Segue das defini¢oes acima a definicdo de um programa convexo.

Definigao A.3 (Problema de otimizagio convera.) Se X C R"™ é um conjunto

convexo e a fungao f:R™ — R é convexa, o problema

min f(x)

zeEX

¢ dito ser um problema de otimizagdo convexa, ou equivalentemente, um programa

convexo.

Uma importante definicdo em otimizacao nao linear é a seguinte.
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Definicao A.4 (Semicontinuidade.) Uma fungao f : X — R é semicontinua infe-
riormente (sci) no ponto x € X, se para toda sequéncia {x*} C X tal que % — =z,
tem-se que

Jlim inf f(2") > f(x).

Quando a desigualdade € contrdria, diz-se que f € semicontinua superiormente.

A fim de definir a condicdo que assegura a otimalidade do ponto z* €
argmingecy f(x) é necessario estabelecer o cone das dire¢bes normais, e o subdi-

ferencial da funcao f.

Definicao A.5 (Cone normal.) Sejam X C R"™ um conjunto convero e z € X um

ponto qualquer. O cone normal no ponto z em relagdo ao conjunto X € dado por
Nx(z)={deR": d"(x —2) <0, para todo x € X'}.

Definicao A.6 (Subgradiente.) Um ponto g € R™ é dito ser um subgradiente da

funcao convexa f: R™ — R em z, se
f(x) > f(2) + 9" (z — 2) para todo x € R".
Adicionalmente, para € > 0 o vetor g € um e—subgradiente de f em z se
flx) > f(z2) —e+g"(z — 2) para todo x € R".

O conjunto de todos os subgradientes de f no ponto z € R™ é chamado de subdife-
rencial de f em z, e é denotado por df(z). Em particular, se f é diferencidvel em

z, o subdiferencial Jf(z) coincide com o gradiente V f(z).

Teorema A.1 Seja X C R" um conjunto convero. Entdo, a funcdo indicadora do

conjunto X dada por

ix(x) =

0, sexr € X,
00, sex ¢ X,

¢ convera. Adicionalmente, para cada x € X, o subdiferencial de ix(x) coincide

com o cone das diregoes normais em x, i.e.,

X.
ix(z) = { gfx(fv% zz i Z v

Encerra-se esta se¢ao com um dos principais teoremas da analise convexa.
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Teorema A.2 Sejam f : R" — R uma fungdo convera e X C R"™ um conjunto

convero. Entao x* € argmingeyx f(x) se, e somente se,
0e 8f(x*) —FN/Y(:B*).

A demonstragio do resultado acima pode ser obtida em [34, p. 168]. A seguir sdo

dadas algumas defini¢bes da teoria de probabilidades.

A.2 Probabilidades

Em otimizagao estocastica se fazem necessarios alguns conceitos de probabilidades.
Esta secao trata sucintamente deste assunto. Maiores informagoes podem ser en-

contradas em [71].

Definigao A.7 (Sigma dlgebra.) Seja = um conjunto abstrato. O conjunto F de

todos os subconjuntos de = é uma o—dlgebra se:
i. A,B€F, entio ANBeF, AUBeF e A\B € F;
1. =€ F;
1. A; € F, para i € N, entdo UjenA; € F.

Se toda o—algebra S contendo os subconjuntos de = contém também F, é dito que
F é gerada por Z. Quando o conjunto = ¢ finito (|Z| < oo), entdo |F| = 2/,

O conjunto = associado a sua o-algebra F é chamado de espa¢o mensuravel e
é representado por (=, F). Deste modo, um subconjunto A C = é F—mensuravel
se A é um elemento de F. Um conjunto A F—mensuravel é elementar se os tnicos
dois subconjuntos de A é o préprio A, e o conjunto vazio.

A fim de definir uma medida de probabilidades, precisa-se da defini¢ao seguinte.

Definigao A.8 (Medida.) Seja (Z,F) um espago mensurdvel. Uma fung¢io P :
(2,F) = RU{+o0} € uma medida se:

i. P(0) =0, P(A) >0 para todo A € F; e

1. P € contavelmente aditiva, i.e,

P (Uien i) =Y P(4;),

1€EN

onde A; € F para todo i € N, tal que A;NA; =0 sei#j.
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Em particular, uma medida P é chamada de probabilidade se P(Z) = 1. Neste
caso, o espago mensuravel (Z,F) é chamado de espago amostral, o subconjunto
A € F é um evento, e o trio (£, F, P) é denominado de espago de probabilidades. E
dito que um evento A € F acontece P—quase certamente (q.c.) quando P(A) = 1.

Um mapeamento ¢ : & — R" ¢é dito ser mensuravel se para qualquer conjunto
B C R"™, o conjunto 971(B) := {£ € Z;9(¢) € B} é F—mensuravel. Com este

resultado, tem-se a definicao de varidvel aleatoria.

Definicao A.9 (Varidvel aleatéria.) Uma varidvel aleatoria é um mapeamento

mensurduvel
v (2, F,P)—R"
E importante observar que uma variavel aleatéria ¥ : (Z, F, P) — R" induz uma

medida de probabilidades Py em F dada por
Py(A) = P({¢: 9(€) € A}), para todo evento A € F.

Deste resultado seguem as defini¢oes a seguir.

Definicao A.10 (Densidade.) Uma fun¢io dPy : = — R € uma fung¢io de den-
sidade da variqvel aleatéria ¥ : (Z,F,P) — R" se [,dPy(§) = Py(A), para todo
evento A € F.

Definicao A.11 (Valor esperado.) O walor esperado da varidvel aleatoria ¥ é dado
por

Ep, U] := [ €dPy(9).

Adicionalmente, o valor esperado da varidvel aleatéria ¢ em relagdo a medida de

probabilidades P € representado por

e vale a igualdade Ep,[V] = Ep[Y], [71).
Com a definicao do valor esperado, define-se a seguir as principais nogoes de
estatistica associadas a uma variavel aleatoria.
Definicdo A.12 (Estatisticas.) Sejam ¢ : (E,F,P) - R" e(: (E,F,P) - R"
varidveis aleatorias. Entao
i. var(9) == Ep (0 —Ep[¥])? € a varidncia de 9, e var(¢) == Ep (¢ —Ep[¢])* €
a variancia de C;

it. cov(9,C) :=Ep[(¥ — Ep[I])(¢ — Ep[(])] € a covariincia entre ¥ e (;

iii. corr(¥,() = % ¢ a correlagdo entre ¥ e (.
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Apéndice B
Perfil da Performance

O Perfil da Performance - PP - introduzido em [26] é uma ferramenta para avaliar e
comparar o desempenho computacional de um método de otimizacao. O PP de um
método é a fungao de distribuicao acumulada de um dado atributo, que pode ser,
por exemplo, a razao entre o tempo de CPU do método, e o tempo computacional
do método mais rapido.

A fim de descrever o PP com mais detalhes, seja P um conjunto com np pro-
blemas de otimizacao, e M um conjunto com n; métodos de otimizagao. O desen-
volvimento seguinte consiste em comparar o atributo tempo de CPU, entretanto, a
mesma analise pode ser realizada com outros atributos, como por exemplo, o nt-
mero de avaliagoes da fungao, o nimero de iteragoes e, particularmente para este
trabalho, a acuracia dos métodos.

Para cada problema p € P e método m € M, seja
tp,m O tempo computacional requerido para resolver o problema p pelo método m.

Seja também a razdo da performance

t .
Tpm i= %, com ¢} :=min{t,, : m e M},

p

que é a razao entre o desempenho do método m para resolver o problema p, com
o tempo computacional do método que mais rapidamente resolve o problema p. E
suposto que a razdao da performance seja limitada por alguma constante R > 1.
Deste modo, r,,, < R para todo problema p, e método m. Além disso, fixa-se
rpm = I se, e somente se, o método m ¢ incapaz de resolver o problema p. Como
apresentado em [26], a escolha de R nao afeta a andlise do desempenho dos métodos.

Fixando um parametro 1 < 6 < R, o tempo computacional para resolver o

problema p pelo método m é no maximo 6 vezes o tempo computacional do método
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mais rapido para o mesmo problema p, se

tpm < 0.

Quando a desigualdade acima é verificada, é dito que o método m resolve o problema
p dentro de (ou até) um fator § do método mais répido.

A performance de um método m em um dado problema p pode ser interessante;
entretanto, na maioria das aplicagoes o principal objetivo consiste em analisar o
desempenho do método m sobre todos os problemas p € P. Com este intuito,

define-se por
1
Om(0) = —p€EP : 1pm <0
np

a probabilidade do método m € M resolver o problema p com um tempo de CPU
inferior a 6 vezes o método mais rapido. Naturalmente, ¢,,(R) = 1 para todo
m € M. Assim sendo, a funcao ¢,, é a distribuicdo de probabilidades acumulada
da razao da performance 7, ,,.

Em particular, se o conjunto P de problemas é representativo, no sentido de
possuir muitos problemas com as caracteristicas dos problemas que ocorrem em
aplicagoes, entdao o método que possui maior probabilidade ¢,,(6) é preferivel (dentro
de um fator # do melhor método) aos demais, [26]. Neste sentido, o valor 1 — ¢, ()
corresponde a fracao dos problemas que o método m foi incapaz de resolver dentro
de um fator # do melhor método. Entretanto, se o interesse é escolher um método
que tenha o maior nimero de “vitérias”, i.e, o método que tem o menor atributo
(por exemplo, o tempo de CPU) para o maior niimero de problemas, entdo basta
comparar o valor ¢,,(1) de cada método m € M. O valor ¢,,(1) é a probabilidade
do método m ser o “vencedor”. Ao invés do nimero de vitorias, outro critério
para escolher um método pode ser a robustez. Neste sentido, o método que atinge
®m(0) = 1 para o menor # é o método mais robusto; e baseado neste critério, tal
método é preferivel.

As principais vantagens do PP sobre as demais técnicas de comparacao de mé-

todos sao as seguintes:

e 0 PP minimiza a influéncia de um conjunto pequeno de problemas, para a

analise do desempenho dos métodos;

e nao ha necessidade de descartar os métodos que falharam em resolver deter-

minados problemas (basta fixar R apropriadamente, por exemplo, R = o0);
e permite a visualizagao de um grande conjunto de resultados.

Maiores esclarecimentos acerca do PP podem ser encontrados em [26].
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Apéndice C

Exemplos de Programas Lineares

Estocasticos em Dois Estagios

C.1 Planejamento da Expansao e Operacao Ter-

moelétrica - FxpTerm

E considerado nesta secio o problema de planejamento da expansio e operacio
de geragao de energia termoelétrica. Em cada estagio do planejamento n usinas
termoelétricas podem ser consideradas. Mais precisamente, cada usina ¢ pode ter
sua capacidade de geracao expandida até um limite superior especificado. O custo
de expansao da usina i é estocastico. De forma andloga, o custo de operagao pode
também ser incerto, pois depende dos precos dos combustiveis® fésseis utilizados
pelas usinas térmicas convencionais.

Para planejar a geracao de energia elétrica de um parque com n usinas térmicas

tem-se os dados a seguir:

e CapacAnt, — capacidade de geracao de energia elétrica instalada até o inicio
do periodo de planejamento. Se CapacAnt, = 0, a usina i ndo existe (ou nao

produz energia elétrica) até o primeiro estagio do planejamento.
e 1! — capacidade de geragdo elétrica da usina i decidida no estagio .

e s! — total da capacidade de geracao de energia elétrica decidida até o estdgio

t. Matematicamente, s} = z} e s? = s} + z2.

Para um planejamento multiestagios, a capacidade total de geracao de energia elé-
t—L;

trica da usina 4 no estagio t ¢ dada por st = si™' + 2t — /7" onde L; é a vida 1til

t—L;

da capacidade decidida z*~%i. Por exemplo, se a capacidade decidida no estagio 1

1O custo de operacdo se torna conhecido quando se contrata combustivel.
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(x}) tem vida ttil de 12 estdgios, L; = 12, a capacidade total de geracio decidida

para usina i no estagio 13 é s;° = s + z}3 — x.
A capacidade decidida x! demora um tempo para ser construida, diga-se A;.
Com esta notacgao, a capacidade total de geracao de energia elétrica da usina i no

estagio ¢ (ndo confundir com a capacidade total decidida sf) é
CapacTotE := CapacAnt, + sf_Ai_

Por simplicidade, neste exemplo é assumido que o tempo de construgao da capaci-
dade decidida é de 1 estagio (A; = 1 parai =1,...,n), i.e., a capacidade decidida
no estagio t — 1 esta disponivel para a producao de energia elétrica no estagio .
Uma abordagem mais realistica consideraria a capacidade total de geragao como
sendo
CapacTot! := §!(CapacAnt, + s/ 27),

onde 0; € [0, 1] é um pardmetro que determina a disponibilidade da usina i no estégio
t. Se 0! = 0.5 significa que a usina i possui apenas 50% de sua capacidade total
disponivel para a produgao de energia elétrica no estagio t. A adogdo do parametro
0 permite a representacao de possiveis manutencoes planejadas.

O principal fator a ser considerado no planejamento da operagao e expansao de
uma configuragao energética ¢ a demanda. Em geral, considera-se que a demanda de
energia elétrica é disposta em K patamares de carga que geralmente sao realizagoes
incertas de um processo estocastico. Neste exemplo, assume-se que a demanda no

estagio t > 1 e patamar j (d;) tem distribui¢cdo normal com média ,u§~ e desvio padrao

t
79

o;, i.e.,

t t t
dj ~ N(ll’j70-i)'

A demanda de energia elétrica para o primeiro estagio d}, 7 =1,..., K é conhecida,
nao havendo assim incertezas.

Para atender a demanda d;, a soma das producgoes de energia elétrica das usinas
deve ser no minimo igual a demanda. Denominando y;; a producao de energia

elétrica da usina ¢ no patamar 7, deseja-se que
n
nyj:d} paraj=1,..., Ket=1,...,T,
i=1

onde T" é o nimero de estagios (horizonte) de planejamento.
Naturalmente, a producao de cada usina nao pode ultrapassar a capacidade total

disponivel:

K
nyj §CapacTot§, parat=1,...,.net=1,...,T.
j=1
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Com esta formulagao, pode-se definir o problema de otimizacao que consiste em
minimizar o custo de expansao e o custo de producao de energia elétrica, sujeito
ao atendimento a demanda, aos limites de produgao, aos limites de expansao, e ao
atendimento de uma meta de expansao do parque termoelétrico.

A seguir é realizada uma listagem dos parametros e varidveis do problema con-

siderado:

e Parametros

— n é o nimero de usinas (cada usina é indexada pori =1,...,n);
— K é o niimero de patamares (cada patamar é indexado por j = 1,..., K);
— T é o nimero de estagios;

— CapacAnt ¢ a capacidade das usinas existentes antes do periodo de pla-

nejamento;
— L é a vida util da capacidade decidida;
— A é o tempo de construcao da capacidade decidida;

— MetaExp ¢ a meta minima de expansao do parque termoelétrico ao fim

do segundo estagio;

— LimExp, ¢ o limite de expansao de cada usina.
e Variiveis estocasticas

— CustoExp? é o custo de expansdo de cada usina no segundo estégio;
— CustoOper? é o custo de operagio de cada usina no segundo estagio;

- dj2- ¢ a demanda de energia elétrica no patamar j do segundo estagio.

e Variaveis de decisao

t

— x; é a capacidade expandida decidida para a usina ¢ no estagio t;

t

— s; é a capacidade total expandida decidida até o estagio ¢;

— ¥i;; € a produgao de energia elétrica da usina ¢ no patamar j.

Neste trabalho sao fixados
n=10, K=3, T =2, e MetakExp=1T7.

Os valores adotados para os demais parametros sdo apresentados nas Tabelas [C.1]
elC3l
Os custo de expansao e operagao, bem como os limites de expansao, sao repre-

sentados por unidade pu, que pode ser por exemplo, lpu = 1 - 103,
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Tabela C.1: ExpTerm. Parametros das usinas 1-5.

Usinay Usinao Usinag Usinay Usinas
CapacAnt 4 3.8 ) 6 4
A 1 1 1 1 1
LimExp! 4 6 1 5 2
LimExp? 0.5 0.5 0.5 0.5 2
CustoExp! 14 9.8 18.2 8.4 21
CustoExp? N(14,6) | N(9.8,4.5) | N(18.2,0.3) | N(8.4,6) N(21,6)
CustoOper! 4.8 5.4 3.84 6.6 4.8
CustoOper? | N(4.8,1.2) | N(5.4,2.1) | N(3.84,0.3) | N(6.6,1.5) | N(4.8,1.2)
ot = 2 1 1 1 1 1
Tabela C.2: ExpTerm. Parametros das usinas 6-10.
Usinag Usinay Usinag Usinag Usinaqg
CapacAnt 1 3 3 1 1
A 1 1 1 1 1
LimExp! 5.5 6 4 4 4
LimExp? 2 4 4 4 4
CustoExp! 224 224 224 224 22.4
CustoExp? | N(22.4,6) N(22.4,6) | N(22.4,6) | N(22.4,6) N(22.4,6)
CustoOper! 4.56 4.68 4.8 4.56 4.56
CustoOper? | N(4.56,1.5) | N(4.68,2.7) | N(4.8,1.8) | N(4.56,1.2) | N(4.56,0.6)
ot = 42 1 1 1 1 1
Tabela C.3: FxpTerm. Demanda.
Patamar; | Patamar, | Patamars
d! 13 10 6.5
d? | N(12,6) N(11,5) N(7,3.2)

Para esta formulacdo o problema de otimizagao pode ser escrito como
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min ¢’z + SN pigiyi
s.a Axr = b
Wy, hi —Tx
x,y, > 0, 2=1,...,N,

(C.1)

(que possui a mesma estrutura do problema ([7.1)) ou mais especificamente,

min { 1 <CustoExp}:C} +35 CustoOper}y%) + } L et Y Ty
E [ o1 (CustoExp?xl1 + Zszl CustoOpergy?j)} i=14; Yi

5 = z},i=1,...,n
Syl o= dh j=1,.K j{ Ar —
Y&,y < CapacAnt;i=1,...n r > 0
sl oyl > 0

s.a
5 = sl+a? i=1,...n
Zyily’?j - d?,jzl,..,K :>{ Wy, = h,—Tx
YR, yl < CapacTotf, i=1,..,n yi > 0
%, 8% y% > 0

C.2 Programa Linear Estocastico com Recurso
Completo - SH10

A seguir é apresentado o problema artificial SH10 publicado em [66], e considerado
no Capitulo[L0] O problema SH10 tem a mesma formulagéo do problema (C.1I)), com
a importante diferenga de que o vetor de custo e a matriz de tecnologias do segundo
estdgio nao envolve incertezas, i.e., £ = h. A variavel aleatéria £ é normalmente

distribuida como média e desvio padrao dados, respectivamente, por

p=1[-388 1.12 —4.63 504 2.05 519 —553 3.80 1.81 —9.29 |,

c=1[015 0.01 0.21 0.25 0.04 027 0.31 0.14 0.03 0.86 |.

Os demais parametros sao deterministicos, e apresentados a seguir.
c=1073 —-216 —0.31 9 —5.33 4.30 5.80 6.17 —0.09 2.65]";

g=[0 0 480 5.99 946 7.01 0 646 2.88 0 0 495 0 0 1.29]";

b=]-124 —279 8.00 —1.94 2.61];
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—-842 0 0 0 0 0 6.91 0 —2.07 0
—-523 0 0 0 0 0 0 0 0 0
—214 0 0 0 1.16 0 0 0 0 0
119 0 0 0 0 0 0 —6.25 0 —4.82
T 0 0 5.48 0 0 0 0 —4.75 0 0
238 0 290 0 0 -088 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1.04 0 0
261 0 0 —091 0 0 0 0 —4.93 0
—-579 0 0 0 0 0 0 0 9.60 0
L —264 0 O 0 0 0 0 0 0 0
0 —4.19 0 0 0 4.12 0 0 —3.53 0
—0.34 —1.88 0 0 0 0 -132 0 0 —4.54
A= 0 3.04 834 341 —-790 O 0 6.45 0 9.80
0 0 —-9.97 0 0 0 5.26 0 0 —0.89
0 —0.92 0 6.57 0 0 2.05 0 217 —2.31
o 0 0 —0.07 0 0 0 0 0 0 ]
0 0 9.17  5.48 0 0 0 —7.35 0 0
0 0 0 0 0 7.93  —7.41 0 0 0
0 4.36 0 0 0 9.69 0 5.35 0 0
0 0 0 —1.60 0 0 0 0 0 7.43
—2.30 0 0 5.38 2.96 0 0 0 0 3.74
0 5.13 0 0 2.15 1.65 0 0 —5.73  2.09
wT = 0 0 0 —2.74 0 0 0 0 —2.58 0
0.18 0 0 —5.49 —7.52 —5.92 0 0 0 8.96
—6.37 0 0 —3.05 0 0 0 0 0 —5.88
8.49 8.96 3.45 0 241 —10.36 0 2.69 0 0
0 0 —6.02  0.29 0 0 741  —0.69 5.27 0
0 —18.45 0 0 0 0 0 0 3.05 —16.36
0 0 0 1.80 0 0 0 0 0 0
) 0 —6.60 0 0 0 0 0 0 0 |

Como verificado por Dedk [67], ha dois erros de tipografia em [66]: o vetor com
os desvios padrao sao na verdade as variancias de cada coordenada do vetor h; a
coordenada W (10, 13) da matriz W é —16.33, em vez de W(10, 13) = —16.36.

183



	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Lista de Símbolos
	Lista de Abreviaturas
	Introdução
	Métodos de Otimização Estocástica com Resolução Inexata
	Objetivo e Contribuições do Trabalho
	Organização do Trabalho

	Programação Estocástica
	Considerações Gerais
	Programação Estocástica em Dois Estágios
	Condições de Otimalidade

	Programação Estocástica em Multiestágios
	Condições de Otimalidade
	Explosão da Dimensionalidade


	Método de Feixes Proximal Inexato
	Considerações Iniciais
	Comparação entre os Métodos Exato e Inexato

	Desenvolvimento Teórico
	Condições de Otimalidade Inexata
	Algoritmo Inexato
	Análise de Convergência
	Determinação dos Iterados

	Atualização do Passo Proximal

	Método de Feixes Proximal Parcialmente Inexato
	Considerações Iniciais
	Comparação entre os Métodos Inexato e Parcialmente Inexato

	Desenvolvimento Teórico
	Algoritmo Parcialmente Inexato
	Análise de Convergência

	Terminação Finita

	Método de Nível Proximal Inexato
	Considerações Iniciais
	Comparação entre os Métodos Exato e Inexato

	Desenvolvimento Teórico
	Algoritmo Inexato
	Análise de Convergência


	Método de Nível Parcialmente Inexato
	Considerações Iniciais
	Comparação entre os Métodos Inexato e Parcialmente Inexato

	Desenvolvimento Teórico
	Algoritmo Parcialmente Inexato
	Análise de Convergência


	Métodos de Feixes Inexatos Aplicados à Programação Linear Estocástica em Dois Estágios
	Programação Linear Estocástica em Dois Estágios
	Critério de Colinearidade
	Caso 1: Programas com Recurso e Custo Fixos
	Caso 2: Programas Lineares Estocásticos Gerais


	Métodos de Feixes Inexatos Aplicados à Programação Não Linear Estocástica em Dois Estágios
	Programação Não Linear Estocástica em Dois Estágios
	Redução Ótima de Cenários

	Redução Ótima de Cenários Sequencial
	Seleção Sucessiva de Cenários
	Classificação em Grupos

	Métodos de Feixes Inexatos Aplicados à Programação Linear Estocástica em Multiestágios
	Decomposição Aninhada
	Decomposição Aninhada de Benders
	Decomposição Aninhada e Métodos de Feixes

	Aproximação por Dois Estágios de Programas em Multiestágios
	Aproximação por Multiproblemas em Dois Estágios

	Decomposição Dual
	Considerações Iniciais
	Relaxação das Restrições de Mensurabilidade
	Critério de Colinearidade


	Resultados Numéricos
	Programas Lineares em Dois Estágios
	Principais Características dos Casos
	Resultados para SH10
	Resultados para os Problemas com Medida de Risco
	Avaliação do Desempenho das Técnicas
	Métodos Parcialmente Inexatos

	Programas Lineares em Multiestágios

	Considerações Finais e Direções Futuras
	Direções Futuras

	Referências Bibliográficas
	Análise Convexa e Teoria de Probabilidade
	Análise Convexa
	Probabilidades

	Perfil da Performance
	Exemplos de Programas Lineares Estocásticos em Dois Estágios
	Planejamento da Expansão e Operação Termoelétrica - ExpTerm
	Programa Linear Estocástico com Recurso Completo - SH10




