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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
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Apresenta-se nesta dissertacdo um método numeérico para resolver o problema
de caracterizacao de propriedades mecanicas em modelos de paredes arteriais. O
método é baseado na utilizagdo do Método dos Elementos Finitos para a modelagem
do comportamento mecanico do material e um algoritmo de ponto interior para a
resolugao do problema inverso da caracterizagdo. O objetivo do trabalho é colaborar
no desenvolvimento de novas ferramentas para o apoio na diagnose de doencgas
cardiovasculares como a Aterosclerose.

Sao introduzidas algumas noc¢des da medicina, da mecéanica dos sélidos e da
analise numeérica, necessarias para a correta compreensao do problema. Sao
apresentadas hipoteses constitutivas apropriadas para o material a modelar.
Posteriormente é formulado um problema inverso associado ao problema de
caracterizagao de propriedades mecanicas, o qual mostramos que pode ser formulado
como um problema de otimizacdo nao linear. Para a resolucao deste problema é
utilizado o algoritmo de ponto interior FDIPA.

Também ¢é apresentado um processo para realizar a validacdo do método de
caracterizacdo, através da resolucdo de problemas com solucdo conhecida. E
realizada uma anélise numérica da sensibilidade dos resultados respeito a quantidade
de elementos da discretizacao, o moédulo de Poisson entre outros parametros.
Finalmente uma analise de sensibilidade teodrica é realizada, obtendo conclusoes

sobre a necessidade de aplicar técnicas de regularizagao.

vii



Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

ARTERIAL MECHANICAL PROPERTIES CHARACTERIZATION IN
MODELS OF ARTERIES USING AN INTERIOR POINT ALGORITHM

Jorge Martin Pérez Zerpa

June/2012

Advisors: José Herskovits Norman
Alfredo Canelas Botta

Department: Mechanical Engineering

In this work, we present a numerical method for solving the mechanical properties
characterization problem of models of arterial wall tissues. The method is based
on the use of the Finite Element Method and an interior point algorithm for the
characterization problem. The goal of this work is to contribute to the development
of new tools for the diagnosis of cardiovascular diseases such as Atherosclerosis.

In the preliminary chapters, medicine concepts are introduced, in particular,
those related to the cardiovascular system physiology, and the Atherosclerosis
disease. After that, we formulate an inverse problem associated to the
characterization of mechanical properties. After formulating the inverse problem
as an optimization problem, the interior point algorithm FDIPA is used for its
resolution.

A validation process for the characterization method is introduced, where
problems with known solution are solved. A numerical sensitivity analysis of the
results is done, respect to the number of elements in the mesh, the Poisson ratio,
and other parameters. Finally, a sensitivity analysis is done, obtaining conclusions

about the necessity of the use of regularization techniques.
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Introducao

O estado da arte das disciplinas da modelagem computacional permite resolver
computacionalmente fendmenos e problemas de alta complexidade numeérica ou
fisica. A tendéncia na comunidade cientifica é aplicar essas novas ferramentas a
resolucao de problemas de outras areas, com o objetivo de melhorar os resultados
obtidos. Esse ¢ o enfoque utilizado neste trabalho que segue a filosofia adotada pelo
Instituto Nacional de Ciéncia e Tecnologia do Brasil no projeto Medicina Assistida
por Computagio Cientifica, INCT-MACCF] O laboratério OptimizE da Universidade
Federal de Rio de Janeiro faz parte deste projeto.

O problema considerado utiliza nogoes de quatro grandes disciplinas: a medicina,
onde se apresenta o problema, a engenharia, presente na modelagem, a matematica
e computacao, que fornecem as ferramentas utilizadas na resolucdo do modelo e
a imagenologiaﬁ ou processamento de imagens, presente na hora da obtencao dos
dados.

Para motivar e introduzir ao leitor no tema é necessario expor algumas nogoes
basicas da medicina, para isso, comegaremos pela descricdo da problematica,
seguindo pela motivacao, destacando a importancia do estudo do problema,
continuando pela descricao dos métodos utilizados, e finalizando pela contribuicao

que representa este trabalho.

Problematica

O infarto, ou trombose coronaria, é considerado causa de morte desde o inicio do
século XIX. O estudo do problema iniciou-se utilizando resultados de experimentagao
com animais e observacoes em humanos. No século XX, teorias sobre a fatalidade
do trombo comecaram a ser desenvolvidas, e métodos estatisticos foram usados pela
primeira vez em seres humanos [1].

O risco de ter um infarto estd ligado diretamente a patologia chamada

Aterosclerose. Esta doenca é caracterizada pela acumulacao de colesterol e outros

20 INCT-MACC é o programa de desenvolvimento de pesquisa e formagao de recursos humanos
e tecnologias na aplicacdo de computagao cientifica a medicina durante o periodo 2009-2013 (web:
macc.Ince.brl).

Pespecialidade médica que se ocupa do uso das tecnologias de imagem para o diagnéstico


http://macc.lncc.br/

compostos na parede interna das artérias, limitando ou modificando o fluxo normal
do sangue. Estes processos serdao explicados no Capitulo [I}

A Aterosclerose representa a primeira causa de morte tanto em paises
desenvolvidos como em desenvolvimento. Apesar de sua importancia, ainda nao
foram compreendidas algumas das suas caracteristicas basicas e, portanto, segue
sendo uma area de pesquisa em constante desenvolvimento.

Geralmente os primeiros sintomas aparecem nas artérias carotidas, nas artérias
do cérebro e coronarias, mas qualquer artéria pode ser afetada. Dentro das
artérias, um local escolhido para a acumulacao dos compostos é a zona da parede
imediatamente apos uma bifurcacdo da artéria no sentido do fluxo do sangue
[2]. Na Aterosclerose coronaria, placas ateroscleréticas sao formadas nas artérias
que transportam oxigénio aos musculos do coragao obstruindo sua correta fungao,
provocando assim uma incapacidade da realizacao do movimento de bombeio do
sangue. Ainda sem provocar infarto, a falta de oxigénio pode provocar um esforco
maior do musculo cardiaco, e portanto uma dor cronica (angina de peito).

Existem variados fatores de risco que facilitam o desenvolvimento da doenca,
alguns deles sao: hipertensao, alto colesterol no sangue e consumo de tabaco. No
Capitulo [1| sao apresentados em maior profundidade.

A visualizacdo é fundamental no processo do diagndstico médico e existem
diferentes metodologias para distintas regioes a estudar do corpo humano. No
Capitulo [1] enumeramos algumas técnicas utilizadas no diagnéstico de patologias
corondrias e introduziremos uma técnica chamada Ultra-Som Intra Vascular (Intra
Vascular Ultra Sound - IVUS). A partir desta técnica é possivel estudar a placa de
ateroma e as suas caracteristicas.

O fenomeno que provoca o infarto é o desprendimento de placa e oclusao da
artéria. Para poder prever este processo é necessario conhecer os materiais que
compoem a parede arterial, e uma das formas de obter esta informacao é através

das propriedades mecanicas dos materiais.

Motivacao

Do ponto de vista da mecanica, o efeito da Aterosclerose sobre a parede
arterial é a modificacao das propriedades mecanicas da mesma e uma consequente
alteragao das condigoes do fluxo do sangue em todo o sistema cardiovascular. Nosso
objetivo é desenvolver novas técnicas computacionais para a identificacao de regides
com propriedades mecanicas alteradas, e assim obter informagoes complementares
que ajudem aos técnicos e médicos no processo de diagndstico. Alguns métodos

propostos para este tipo de problemas sao descritos em [3]).



A formulacao selecionada para esta dissertacdo foi utilizada com éxito na
resolucao de problemas similares no diagnéstico de cancer de mama [4, B], que é
mundialmente a forma mais comum de cancer em mulheres. Este resultado motiva

a aplicar estas técnicas ao problema da Aterosclerose.

Métodos

Para obter nossa meta consideramos um problema inverso, que pode ser resolvido
através da minimizacdo de um funcional relacionado com o erro entre o campo
de deslocamentos solugdo de um modelo matemético apropriado, e o campo
de deslocamentos dado, obtido aplicando técnicas de processamento de imagens
médicas.

O processo iterativo para minimizar o funcional inicia-se considerando valores
numéricos para o moédulo de elasticidade similares aos apresentados na bibliografia
[6]. O algoritmo a utilizar para resolver o problema de otimizacao serd o FDIPA
(Feasible Directions Interior Point Algorithm, ver [7] para mais detalhes). O FDIPA
tem demonstrado ser um bom otimizador para problemas nao lineares assim como
para problemas de grande porte e outras aplicagoes [8]. Na Secao é apresentado
em maior profundidade.

A contribuicdo mais importante deste trabalho é a apresentacdo de um novo
método numérico para a resolucao do problema de caracterizacao. Uma validagao
preliminar do método é apresentada no Capitulo O método apresentado pode
ser também aplicado a resolucao de outros problemas similares dentro da medicina

como, por exemplo, o diagnéstico de cancer uterino [9)].

Estrutura da dissertacao

No Capitulo [I] apresentamos os conceitos preliminares necessarios para entender
a problematica médica e compreender o funcionamento de algumas das técnicas de
diagnoéstico utilizadas atualmente. Também sao introduzidas nogoes da mecanica
dos solidos utilizadas na modelagem do tecido arterial, assim como algumas
ferramentas da teoria dos problemas inversos.

No Capitulo [2] introduzimos a formulagdo matemdatica do problema de
caracterizagdo de propriedades mecanicas em soOlidos e as aproximacoes feitas
para simplificar o problema dentro dos limites adequados para modelar um
comportamento similar aos tecidos em estudo. Também é formulado o problema
inverso de caracterizacdo como um problema de otimizagdo nao linear, de forma
de poder aplicar um algoritmo de otimizacao apropriado para sua resolugao.

Na Secao descrevemos algumas nogoes bésicas da otimizagdo nao linear e



apresentamos o algoritmo FDIPA, Algoritmo de Pontos Interiores de Diregoes
Viaveis.

No Capitulo [3] apresentamos um procedimento numérico através do qual
validaremos o método de caracterizacdo. Neste capitulo sdo resolvidos problemas
de elasticidade com solugdo conhecida. Também é analisada a sensibilidade da
solucao com respeito a malha de elementos finitos e outros parametros do modelo.
Finalmente, é realizada uma andalise de sensibilidade teérica, procurando obter uma
estimacao da variagdo da solugao ao introduzir erros nos dados.

Finalizamos o trabalho formulando as conclusoes e descrevendo as futuras linhas
de trabalho que ficam abertas para continuar avancando no estudo do problema de

caracterizagao.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é preparar ao leitor para entender o posterior
desenvolvimento da dissertagao, apresentando conceitos da engenharia e medicina
importantes na modelagem computacional do problema da caracterizagdao e sua
relacdo com o diagnodstico da doenca Aterosclerose.

Comecamos introduzindo nog¢oes basicas da medicina do problema, desde a
anatomia as técnicas de processamento de imagens aplicadas atualmente em
dispositivos médicos. Posteriormente apresentamos o problema de elasticidade
linear, lembrando conceitos basicos do Método dos Elementos Finitos. Finalmente
introduzimos as nocgoes da matematica apresentando teoremas da teoria de

problemas inversos e o algoritmo de otimizacao FDIPA.

1.1 Aspectos médicos

Nesta secao descreveremos o sistema cardiovascular e seu normal funcionamento,
posteriormente introduziremos a doenca Aterosclerose e suas patologias associadas,
e finalmente apresentaremos algumas das técnicas de imagens médicas utilizadas na

diagnose desta doenca.

1.1.1 Fisiologia do sistema cardiovascular

O sistema cardiovascular estd composto pelo coragdo, os pulmoes, o sangue e
os vasos vasculares. Os vasos vasculares sao os condutos que transportam o sangue
entre os pulmoes, o coracao e os tecidos e 6rgaos do corpo. O coragao funciona como
a bomba que fornece a pressao necessaria para a circulagao do sangue, e os pulmoes
administram o oxigénio que os 6rgaos requerem para seu normal funcionamento.
Na Figura [I.1] podemos ver um esquema simplificado do sistema circulatério, em
vermelho os vasos que transportam sangue com maior quantidade de oxigénio desde

os pulmoes aos tecidos, e em azul os vasos por onde flui o sangue com baixo nivel de
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Figura 1.1: Esquema da circulagdo do sangue no sistema cardiovascular

oxigénio. A funcao do sistema é prover as células dos tecidos do corpo de oxigénio

necessario para seu normal funcionamento (por mais detalhes ver [10]).

Artérias

Os vasos vasculares podem ser classificados de forma simples em dois tipos:
artérias e veias. As artérias transportam o sangue que flui desde o coracao para os
pulmoes e demais 6rgaos e tecidos do corpo, enquanto que as veias transportam o
sangue que entra para o coragao. As consequéncias da Aterosclerose sao importantes
em numerosos locais do sistema cardiovascular, em particular nas artérias que levam
o sangue oxigenado do coragao aos tecidos, incluindo o tecido cardiaco (miocardio).
Centraremos nosso estudo neste tipo de vasos vasculares.

Na Figura [1.2] vemos uma segdo transversal da parede arterial, onde vemos que

esta dividida em trés camadas: intima, média e adventicia. Na parte superior vemos
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Figura 1.2: Estrutura da parede arterial

o ltmen (o espago por onde flui o sangue) o qual estd delimitado pelo endotélio. A
camada intima inicia no endotélio e finaliza na membrana eldstica interna, onde
comeca a camada média, que finaliza na membrana elastica externa e finalmente
temos a camada adventicia. Um ponto importante a destacar ¢ que o diametro das
artérias sempre diminui na direcao do fluxo do sangue que sai do coracao.

O sangue circula pelas artérias com valores de pressdao maiores do que o
sangue nas veias, e ainda a parede arterial estd formada por materiais que sofrem

deformagoes, dando caracter complacente ao sistema cardiovascular.

Hemodinamica

O sangue é bombeado aos pulmdes para ser oxigenado e voltar novamente ao
coracdo que bombeia o novo sangue ja oxigenado para todos os tecidos do corpo
através das artérias. Posteriormente, o sangue passa pelos tecidos e volta sem
oxigénio ao coracao, fechando assim o processo de circulagao do sangue. A energia
necessaria para o fluxo do sangue é proporcionada a través do movimento do coragao,
chamado ciclo cardiaco. Este ciclo é dividido em duas etapas principais: sistole e
diastole, na primeira o coracao se contrai ejetando o sangue em dire¢do aos Orgaos
através das artérias, enquanto que na diastole, o coracao se expande e recebe o
sangue através das veias. Na sistole, o sangue é ejetado com valores de pressao altos
para poder atingir todos os pontos do corpo, e também as artérias sao deformadas
aumentando o limen para permitir a circulacao do sangue. Na diadstole a pressao é

baixa e as artérias voltam a sua configuracao sem deformagao.

1.1.2 Patologias cardiovasculares e Aterosclerose

Nesta secao comecaremos realizando uma introducao da doenga Aterosclerose,

apresentando de forma resumida a epidemiologia, sintomas, fatores de risco e



consequéncias. Finalmente apresentaremos, brevemente e de forma simplificada,

o processo de diagnostico que os médicos utilizam hoje em dia.

A Aterosclerose

Como foi dito na introdugao, o risco de ter um infarto esta ligado diretamente &
patologia chamada Aterosclerose, doenca das artérias caracterizada pela acumulagao
de lipidios, colesterol, calcio e outros compostos na parede arterial, alterando o fluxo

do sangue e reduzindo a resisténcia mecanica dos tecidos da parede.

Epidemiologia e importancia A Aterosclerose representa uma das doencas de
maior impacto no mundo devido a que é a primeira causa de morte tanto em paises
desenvolvidos como os Estados Unidos, como em paises em desenvolvimento como

por exemplo, Brasil ou Uruguai, [TTHI4].

Etapas Na Figurall.3|podemos ver as diferentes etapas do processo de formagcao da

Aterosclerose, explicadas a continuagao. O processo ¢ iniciado com os fatores de risco

Endotelio

Intima
Media

Adventicia

Ateroma fibroadiposo
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Figura 1.3: Etapas da Aterosclerose

mais importantes: tabaquismo e sedentarismo, provocando a presenca de toxinas
e compostos gordurosos no sangue. FEstes compostos depositam-se no endotélio,
frequente na zona da parede imediatamente apds uma bifurcacdo da artéria no
sentido do fluxo do sangue [2]. Na etapa seguinte, e por causa de um aumento
da permeabilidade dessa membrana, os compostos passam ao interior da camada
intima, aumentando o tamanho da mesma e comecando a engrossa-la para logo
formar a “estria grassa” ou placa de ateroma. Com o tempo estes depdsitos vao
se engrossando e provocando uma diminui¢do da capacidade resistente da parede,

afetando o normal funcionamento do sistema cardiovascular.



Fatores de risco Existem variados fatores gerais que aumentam o risco facilitando
o desenvolvimento da doenca, alguns deles sao: hipertensao, alto colesterol no
sangue, consumo de tabaco, inatividade fisica ou sedentarismo e adiposidade (por
mais detalhes ver [2, [I1], [I5]). A idade também é determinante na doenca ja que
as caracteristicas mecanicas das artérias sao modificadas naturalmente durante o

envelhecimento, perdendo a capacidade de deformacao.

Efeitos Os primeiros sintomas aparecem geralmente nas artérias cardtidas,
artérias do cérebro e coronarias, mas qualquer artéria pode ser afetada. Como
foi dito, uma das caracteristicas da doenca é a diminuicdo da resisténcia dos
tecidos da parede arterial, podendo provocar a rotura e possivel desprendimento
de material, provocando assim uma trombose ou coagulo. Este coagulo viaja
com o sangue e, ja que o didmetro das artérias diminui na direcao do fluxo,
eventualmente obstruira alguma artéria de menor didmetro ou modificara seu correto
funcionamento, provocando infartos ou outros inconvenientes. O local do infarto
dependera do tamanho do trombo e do caminho que tome antes de ser detido por
uma artéria pequena. Os infartos podem ser de diferente tipo como, por exemplo, o
provocado por um aumento da carga sobre ventriculo esquerdo na fungao cardiaca, o
qual provoca efeitos cronicos como uma dor no peito chamada “angina do peito”, ou
efeitos agudos como a nao chegada de oxigénio aos musculos do coragao (miocardio),
obstruindo sua correta fun¢do e provocando assim uma incapacidade da realizagao
do movimento de bombeio do sangue (infarto de miocardio). Outros efeitos sao
infartos cerebrais, trombose profunda em membros inferiores (obstru¢ao do fluxo
sanguineo as pernas), aneurismas de aorta (deformagoes grandes que afeitam o fluxo
sanguineo). Para ver mais efeitos o leitor pode consultar o Capitulo 12 no artigo

[21.

Diagnéstico Os médicos monitoram a presenca desta doenca em pacientes com
os fatores de risco enumerados previamente. No caso de doentes com historial de
infartos cardiacos, é de vital importancia fazer um diagnostico claro, que permita
saber o nivel de avango da doencga, para assim poder decidir se utilizar ou nao as
técnicas cirturgicas correspondentes. Para saber o avango da doenga é necessario
saber a composicao da parede arterial, para isso os técnicos que trabalham junto
com médicos aplicam técnicas de obtencao e processamento de imagens médicas,
para estimar a composi¢ao da parede arterial. Numa eventual aplicacao de algum
método de caracterizacao de propriedades mecanicas os técnicos poderiam identificar
de forma precisa os materiais que compoem a parede em qualquer instante em
qualquer ponto do tecido, podendo assim realizar analises e simulagoes, e tomar

decisOes com maior certeza.



A seguir, apresentaremos algumas das técnicas de imagens utilizadas atualmente

para a visualizacao dos compostos da parede arterial.

1.1.3 Técnicas de obtencao de dados

Os médicos utilizam imagens médicas no dia a dia para apoiar-se na realizacao
de diagnoésticos. Existem distintas formas de visualizacao das regides do corpo
dependendo do local a estudar, entre as mais utilizadas estao o raio-x e o ultra-
som. Neste trabalho consideraremos informacoes do tipo obtido utilizando a técnica
Ultra-Som Intra Vascular ou IVUS.

Ultra-Som e aplicagoes

O ultra-som é uma onda actstica de alta frequéncia (nao audivel para os
humanos) utilizada em medicina em variados processos de visualizagdo, como por
exemplo, a visualizagdo 3D de ecografias [I6]. Em geral, para visualizar um tecido
é utilizada uma sonda que emite uma onda de ultra-som, ou raio unidirecional, que
atinge o tecido produzindo uma onda de reflexao que é recebida novamente pela
sonda. As caracteristicas da onda de resposta sao processadas produzindo um mapa
da intensidade em cada ponto. Uma das propriedades relacionadas com intensidade
da resposta é a densidade do material. Embora, ndo é possivel medir propriedades

mecanicas utilizando o ultra-som.

Elastografia Em [I7] é apresentada a Elastografia, uma técnica que utiliza
imagens obtidas com ultra-som para obter campos de deformacoes do material. Esta
técnica nao permite obter valores das propriedades mecanicas do material necessarias
para simulacdes numéricas. Posteriormente, técnicas similares comecaram a ser
aplicadas em pesquisa em outras aplicagdes. Por exemplo, em [4] é formulado
um método para detectar cistos de mama com maior precisao da obtida aplicando
métodos anteriores. Também se aplicam na detecgao do céncer de utero [9) 18],
assim como técnicas similares podem ser aplicadas & deteccao de cancer de prostata.
Em [I9] podemos ver uma compilagdo de alguns resultados interessantes sobre
elastografia e técnicas similares até 2001. A seguir, apresentaremos um dos
dispositivos médicos mais recentes utilizados para obter imagens de artérias de

maneira intra-vascular.

Ultra-Som Intra Vascular (IVUS)

No diagnéstico de patologias coronarias a angiografia coronaria convencional é
o método padrao, mais outras tecnologias comegaram a ser utilizadas. Hoje em dia

existe um dispositivo chamado Ultra-som Intra Vascular ou IVUS por seu nome
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em inglés Intra Vascular Ultra-Sound. A partir da sua utilizagao é possivel estudar
a placa de ateroma e as suas caracteristicas, além de possibilitar a quantificagao
das dimensoes e até estimar a composicao da mesma, especialmente quando esta é
calcificada. Este tipo de dispositivos esta sendo adquirido por hospitais de todo o
mundo, portanto é importante poder utilizd-los de forma 6tima, extraindo a maior

quantidade possivel de informagao.

Estrutura do IVUS O IVUS estd composto por um cateter especializado (cateter
de ultra-som), que inclui um transdutor que emite as ondas de Ultra-som e recebe
as respostas. Existem dois tipos de cateter de IVUS: o mecanico e o eletronico.

Na Figura podemos ver esquemas dos diferentes tipo de IVUS. Como vemos na

Cateter Mecanico
Transdutor Girante

T'é

Eixo de Rotagéo Corda-Guia

Cateter Eletrénico
Vetor de Miltiplos Elementos Corda-Guia

|
— :

Figura 1.4: Tipos de IVUS: mecénico (superior) e eletronico (inferior).

imagem superior da figura, no cateter mecanico o transdutor rota respeito ao eixo
longitudinal do cateter. No cateter eletronico o transdutor é capaz de emitir ondas
de ultra-som em varias dire¢oes sem necessidade de rotar, ver imagem inferior da

figura.

Processo de obten¢ao de imagens Primeiro o cateter do IVUS é introduzido
na artéria a estudar através de algum local do corpo accessivel para os médicos. O
IVUS ¢ conduzido pela artéria auxiliado por um cateter de guia e, apos do correto
posicionamento do dispositivo na regiao a estudar, inicia-se a aquisicao das imagens.
O transdutor emite pulsos ultra-sonicos de alta frequéncia os quais chocam com as
diversas estruturas da parede arterial, gerando multiplas reflexoes e difracées. O
sinal de retorno obtido nos transdutores é transformado em impulsos elétricos, os
quais sao processados e transformados em imagens de IVUS. O cateter e recolhido
por um motor a uma velocidade constante possibilitando obter imagens de IVUS de
varias secoes consecutivas da artéria, para posteriormente reconstruir a informacao

de um tramo da mesma. Na Figura [1.5] vemos um esquema tridimensional do
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Figura 1.5: Esquema do processo de utilizagao do IVUS.

processo, onde vemos como o IVUS é posicionado na lesdo de uma artéria e como as
sinais obtidas sao processadas para obter as imagens. E importante destacar que este
procedimento é altamente invasivo pelo qual é recomendavel somente para pacientes
com um avanc¢o importante na doenga ¢ nao deve ser utilizado como ferramenta

preventiva.

Imagens e diagnose Como resultado do processo sao obtidas imagens como a
imagem superior da Figura , tomada de [20], onde vemos na esquerda uma segao
transversal de uma artéria com os diferentes tipos de materiais identificados e na
direita a imagem correspondente obtida pelo IVUS. Estas imagens correspondem a
mapeamentos de densidades dos materiais, sobre os quais os médicos determinam,
baseados na experiéncia e na estatistica, qual é o estado da artéria e, portanto, qual
deve ser o tratamento a realizar. As conclusdes obtidas com este tipo de andlise
podem ter uma incerteza maior do que se fosse adicionada uma andlise de tipo
numérica, isto dependera do nivel de incerteza nos dados, como veremos na etapa
final da validagao do método apresentado. Técnicas de processamento estao sendo
desenvolvidas para obter as propriedades mecéanicas da artéria diretamente desde a
imagem de IVUS (ver por exemplo [211, 22]).
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Figura 1.6: Imagens do IVUS para dois cortes transversais de artérias.

Obtencio do campo de deslocamentos: Fluxo Otico

Uma informacao necessaria para aplicar o processo de caracterizagao proposto ¢é
a deformacao da artéria produzida ao aplicar uma pressao conhecida no seu interior.
Nesta secao veremos um processo que pode ser utilizado para obter esta deformagao.

A medida que o cateter do IVUS é recolhido, o ciclo cardiaco continua ocorrendo e
a artéria é deformada. Visto que o movimento do cateter é consideravelmente mais
lento que o movimento do ciclo cardiaco, podemos considerar que duas imagens
obtidas em instantes de tempo similares estao associadas & mesma secao da artéria.
Para duas imagens em escala de cinzas procuramos obter o campo de deslocamentos
que melhor se ajuste ao movimento ocorrido entre uma e outra imagem. Um
dos métodos utilizados para resolver este problema é o método do Fluxo Otico
introduzido em [23]. A ideia portanto, é utilizar duas imagens obtidas aplicando o
IVUS em instantes de tempo similares como para poder ser considerados da mesma
secao de uma artéria, e obter o campo de deslocamentos que relacionam as imagens.

Na Figura[I.7 podemos ver duas imagens de uma mesma se¢ao obtidas utilizando
IVUS em distintos instantes de tempo. Utilizando o método do Fluxo Otico com
essas imagens, obtém-se um campo de deslocamentos como o mostrado na Figura|l.8|
onde vemos os deslocamentos em vermelho.

Uma pequena variagdo na intensidade de um pixel pode modificar o campo de
deslocamentos obtido pelo método, portanto, se a alguma das imagens utilizadas
tém erros nas intensidades dos pixeis, o método obtera um campo de deslocamentos
diferente ao real. Nao é simples detectar este tipo de erros nos dados ou estimar o

nivel de erro nos deslocamentos obtidos.
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Figura 1.7: Imagens de uma mesma secao arterial obtidas com IVUS.

Figura 1.8: Campo de deslocamentos obtido aplicando o Fluxo Otico.

1.2 Mecanica dos solidos

Visto que uma das causas do infarto é a presenca de certos compostos dentro da
parede arterial e no endotélio, sera necessario identificar as propriedades mecanicas
de cada material que compde a parede para poder simular a sua deformagao e dizer
se existe risco de fratura ou desprendimento do material, e em qual regiao da artéria
é possivel que isto ocorra. A seguir, apresentaremos os conceitos da mecanica sélidos
que utilizaremos durante a dissertacao.

Nesta secao apresentaremos o problema de elasticidade linear para um soélido
ocupando uma regiao do espaco e submetido a forgas e restrigdbes de algum tipo
em seu deslocamento. Posteriormente, introduziremos certas hipéteses que serao
utilizadas para simplificar o problema e discutiremos a aplicabilidade de cada uma

de elas ao problema em estudo.
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1.2.1 O problema de elasticidade linear

Seja um sélido ocupando a regiao 2 incluida no espaco euclideano R?, submetido
a carregamentos, os deslocamentos e deformacoes resultantes serao definidas pelo
campo vetorial de deslocamentos u e o campo tensorial de deformacoes € dado pela

seguinte expressao valida sobre a hipotese de pequenas deformacgoes:

Vu + Viu
) 2
u: ) — R, u = (U, uy), g(u) = 5 :
sendo V'u o operador conjugado de Vu.
Dizemos que o sélido é elastico linear se o tensor de tensdes o verifica uma

relacao linear com o tensor deformacoes:
o(e) =G(e) Ve com G transformagao linear.

A seguir, apresentaremos o problema de elasticidade linear para uma estrutura
submetida a carregamentos estaticos, apresentado como solug¢ao do principio das

poténcias virtuais.

Problema 1.1 (Elasticidade linear). Seja um sdlido eldstico linear ocupando a
regiao € C R? de contorno 0Q ="' =T'p Uy com I'p NIy = 0. Sejam conhecidos
os campos de forcas de contato t : I'y — R? e o campo de forcas de volume
f: Q — R% O problema consiste em achar o campo vetorial de deslocamentos

u € U tal que:

/ch(s(u))-e(u)dQ:/Qf-udQ—i— t-adll VvaeV

I'n

sendo:

e U o conjunto dos campos de deslocamentos candidatos a solugao que verificam

ulp =1
e V o conjunto dos campos de deslocamentos virtuais que verificam 4| r, =0
e f t campos de carregamentos de volume e de contato respectivamente.

Se existiram tensodes antes da aplicacdo do carregamento, e portanto antes de
provocar deformagoes e, diremos que existem tensoes residuais no sélido. Neste
trabalho consideraremos que nao existem tensoes residuais. O Problema tem
solugao tinica se as condig¢oes de contorno sao apropriadas, falaremos disso em se¢oes

posteriores.
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1.2.2 Simplificagcoes consideradas

Nesta se¢do apresentaremos as hipdteses consideradas no desenvolvimento do
modelo mecanico do comportamento do tecido arterial utilizado neste trabalho.

Algumas das simplificagbes enumeradas a continuacao estdo baseadas na
bibliografia médica [9], [19], entanto que outras sao simplificagoes consideradas para

reduzir a complexidade do modelo a desenvolver. Estas sao:
e material elastico linear,
e pequenos deslocamentos e deformacoes,
e modelo quase-estatico e inercia desprezivel,
e isotropia,
e quase incompressibilidade,
e estado plano de deformagoes,
e pressoes uniformes nos contornos,
e tensoes residuais despreziveis.

A seguir, passaremos a descrever cada uma destas consideragoes.

Linearidade Em [24] sdo comparadas deformagoes de artérias de ovinos com
resultados de modelos constitutivos de viscoelasticidade e de elasticidade linear.
Os resultados mostram que o modelo viscoelastico é o mais apropriado para este
tipo de tecidos, embora a hipdtese de elasticidade linear é utilizada na modelagem
de varios tecidos biolégicos [5] [0, [25] e neste trabalho serd considerada. Esta hipdtese
limita o modelo, e devera ser levantada no desenvolvimento futuro do mesmo. Em
[26] ¢ dito que para artérias do tipo elasticas (as artérias de maiores dimensoes) é
possivel utilizar modelos perfeitamente elasticos lineares, enquanto nao é possivel

para artérias musculares, na periferia do corpo.

Pequenos deslocamentos e deformacgoes A pressao do sangue pode produzir
grandes deformacoes na parede arterial, nao sendo sempre possivel aplicar modelos
de pequenos deslocamentos e deformacoes. Embora, a hipdtese de pequenos
deslocamentos ¢é utilizada neste trabalho para reduzir a complexidade do modelo
a desenvolver. Este modelo é apropriado somente para certo tipo de artérias e

certos niveis de pressoes que produzam deformagoes pequenas.
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Modelo quase-estatico Consideraremos que a aceleracdo dos pontos da parede
arterial e a sua inercia é insignificante no processo de deformacao da parede
arterial submetida a pressao do sangue. Poderiam ser considerados modelos mais

apropriados onde seja considerada a dindmica do fendmeno.

Isotropia O material das artérias é anisotropo. Na Figura podemos ver
que as células do tecido estao distribuidas com uma direcao preferencial, gerando
um comportamento mecanico diferente nesta diregao (ver [26] por mais detalhes).

Embora, consideraremos que o material é isotrépico para simplificar o modelo.

Quase incompressibilidade Baseados na bibliografia médica [26-28], podemos
concluir que os tecidos humanos sao quase incompressiveis, portanto, consideraremos
valores do coeficiente de Poisson v proximos a 0.5, em particular, para resolver
os exemplos numéricos utilizaremos o valor 0.49. Veremos que considerar valores
proximos a 0.5 pode trazer problemas numéricos e para evita-los devem ser utilizadas

formulagoes apropriadas.

Estado plano de deformacgoes Esta hipdtese consiste em considerar que as
deformacgoes longitudinais sao insignificantes. Existe uma limitacao importante para
que esta hipdtese seja razoavel que ocorre quando existe um ateroma que engrossa
a parede arterial em um local da artéria, provocando uma variacao na geometria no
eixo longitudinal. Embora, utilizaremos a hipdtese sabendo que devera ser levantada

ao considerar um modelo tridimensional.

Pressoes uniformes nos contornos Na escolha das condi¢oes de contorno a
utilizar procuraremos emular o tipo de restricoes que existem entre a artéria e
os outros elementos com os quais entra em contato. A pergunta de quais sdo
as condicOes reais de contorno da artéria continua sem ter resposta e representa
um dos pontos mais importantes na correta modelagem do comportamento do
tecido. Visto que trabalharemos sob hipdétese de estado plano de deformacgoes,
consideraremos a secao transversal da artéria como uma geometria anular, portanto
podemos separar o contorno em dois: o contorno interior e o exterior. As condigoes
de contorno da parede interior podem ser impostas utilizando os valores de pressao
do sangue nos pontos de contato com a parede. Estes valores de pressao podem
ser obtidos através de andlise numérica do fluxo ou também podem ser estimados
através da medicao em alguns pontos accessiveis para os métodos tradicionais,
assumindo hipéteses sobre sua variagdo no percurso da artéria [29]. O valor de
pressao ¢é variavel no ciclo cardiaco, atingindo o maximo valor em sistole e o

minimo em didstole. Nestes exemplos consideraremos a variacao de pressao entre
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estes dois estados, portanto consideraremos um carregamento de pressao interna
uniforme com um valor constante e igual a diferenca de pressoes de sistole e de
didstole (valores representativos sao introduzidos no Capitulo . As condicoes de
contorno da parede externa, por enquanto, nao estao claras e trabalhos recentes
propoem novos tipos de restricbes que procuram modelar o complexo vinculo
com os tecidos circundantes. Em [30] foram utilizados apoios viscoeldsticos como

vemos representados na Figura (1.9} estes vinculos tem o objetivo de emular o real

comportamento do sustento da artéria. Neste trabalho nao serd considerada a
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Figura 1.9: Esquema de condigoes de contorno de artéria apresentado em [30].

pressao de este tipo de apoios externos.

Tensoes residuais Um ponto importante a considerar na modelagem das
condi¢oes do problema de elasticidade linear é a existéncia de tensoes residuais.
As tensoes residuais sdo as tensoes internas que existem no material quando ainda
nao ha carregamentos externos aplicados. Em alguns trabalhos da bibliografia se
realizam experimentos onde artérias sao cortadas longitudinalmente, observando que
estas adquirem uma forma natural com um angulo, provocando certa apertura no

anel, e demostrando que as artérias na configuracao fechada tém tensoes residuais
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[26]. Nesta dissertacao nao consideraremos tensoes residuais na configuragao inicial,

este fenomeno devera ser incluido em futuras formulacoes.

1.2.3 Problema simplificado

Aplicando as simplificagbes definidas para a formulacio do problema de
elasticidade linear (Problema obtemos a equagao constitutiva simplificada dada
pela expressao:

o =G(e) =2ue + Mr(e)l,

sendo I a matriz identidade, e v e A os parametros de Lamé do material. J& definida
a equagao constitutiva impomos a condigdo termodindmica de energia de deformagao

positiva, dada pela seguinte expressao:
Ge)-e>0 VeeSymee #0,

onde "-"denota o produto escalar entre tensores. Esta relacao é equivalente a seguinte

relagdo entre os pardmetros de Lamé (ver [31]):
w>0, 2u+3X>0.

Podemos reescrever a equagao constitutiva e a condicao termodinamica utilizando
o modulo de elasticidade longitudinal ou médulo de Young E, e o coeficiente de

Poisson v, os quais verificam as seguintes relacgoes:

(2004 3X) A

S T (Y

A equacao constitutiva obtida utilizando estes novos parametros é a seguinte:

1
€= EKI +v)o —vitr(o)l],

enquanto que as condi¢oes termodinamicas sao simplesmente

1
E>0, e —1<l/<§.

Visto que trabalhamos sobre a hipdtese de estado plano de deformacoes, os
tensores de deformacoes e tensoes terdao trés termos importantes e portanto serao

representados da seguinte forma vetorial:

O-I 81‘
o = Oy , € &= Ey
Uz’y ’ny
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Aplicando esta notacao vetorial podemos reescrever a equacao constitutiva de forma

matricial:

E
oc=Ce C:(l—i—y)(l—Qu) v 1—v 0 (1.1)

onde a matriz C é chamada matriz constitutiva.
Aplicando esta nova notacao e as hipdteses introduzidas na secao anterior,

obtemos o problema de elasticidade linear simplificado apresentado a continuacao.

Problema 1.2 (Elasticidade linear simplificado). Seja um sélido eldstico linear
quase incompressivel isotrépico ocupando a regido Q C R? com contorno 92 = I' =
IpUl'y com I'pNI'y = 0. Seja conhecido o campo de forcas de contato t : I'y — R2.

O problema consiste em achar o campo vetorial de deslocamentos u € U tal que:

/Cs(u)-e(ﬁ)dQ: t -0 dl,
Q

I'r
sendo:

e U o conjunto dos campos de deslocamentos candidatos a solu¢ao que verificam

u|FD =1

e ) 0 conjunto dos campos de deslocamentos virtuais que verificam u|FD =0

1.2.4 Método dos Elementos Finitos

O Problema consiste da resolugao de uma equagao variacional cuja resolucao
analitica resulta impraticavel. Para poder obter uma solugao para qualquer dominio
e condigoes de contorno variaveis é necessario realizar aproximacoes para resolver
o problema de forma numérica. Um método numérico de resolugao aproximada é
o Método dos Elementos Finitos (MEF). A seguir, apresentaremos brevemente este
método.

Ao aplicar o MEF o dominio €2 é dividido em 7., regioes, as quais sdo chamadas
“elementos”. No dominio de cada elemento sao definidos certos pontos particulares
chamados “nés”, e a partir dos deslocamentos produzidos nestes nods, chamados
deslocamentos nodais, ¢ obtida uma fungao para o deslocamento de todos os pontos
do elemento correspondente. Esta funcdo é obtida aplicando interpolacdo com

fungoes de forma {N;} escritas de forma matricial obtendo finalmente

ue:{ o }:NUe,
Uy
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onde N é uma matriz com as fungoes de forma de cada nd, e U® é o vetor de
deslocamentos nodais do elemento e, assumindo que somente existem graus de
liberdade nas direcoes x e y. Utilizaremos elementos triangulares com interpolacgao
linear, portanto teremos 3 fungoes de forma lineares, obtendo a seguinte expressao
para os deslocamentos dentro do elemento e

. N1 0 N2 0 N3 0 t

€ __ e e e e
N = e U°= o Ugs Ug

0 N, 0 Ny, 0 Ns el Tyl

sendo Ug; o deslocamento na diregdo z do né j. E importante levar em conta que
este deslocamento u° é uma funcao linear portanto nao podera representar problemas
com deslocamentos de maior ordem, para isso devem ser utilizadas outras fungoes
de forma N.

Esta funcao aproximada do deslocamento u® é substituida nas defini¢cdes e
equagoes formuladas, obtendo expressoes discretizadas das mesmas, onde a variavel
passa a ser o vetor de deslocamentos nodais em lugar da funcao u. Lembrando a

definicao de e, podemos obter as deformagoes no elemento e da forma:

e e
e"=¢ ¢, =BU",

sendo B uma matriz de derivadas das func¢oes de forma, dada por:

- O, -
ox 0
ON;
B=| B, By, Bs onde B; = 0 5
N, o,
oy O

Também podemos calcular as tensdes no elemento o°, aplicando e equagao ((1.1)),
obtendo:
oc°=CBU"

Todas estas expressoes, validas para cada elemento, podem ser levadas a expressoes
globais para todos os elementos da discretizacao, por exemplo, através de um
processo de concatenacao é obtido o vetor de deslocamentos nodais de todos os
nos U = Aletem U®, onde o vetor U tera 2n,s componentes (duas coordenadas por
cada no).

Finalmente, podemos reformular o Problema [1.2] substituindo os tensores e
os deslocamentos pelas respetivas aproximacoes de elementos finitos, obtendo o

problema que consiste em achar o vetor de deslocamentos nodais U € U" (sendo U"
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a contrapartida discreta de U), que verifica a seguinte equagao:
(/ BtCBdQ>U: N t dT
Q I'n

O fator que multiplica ao vetor U é uma matriz, chamada matriz de rigidez, e o
termo a direita da igualdade é o vetor de forgas nodais, portanto podemos reescrever

a equagao de forma matricial:

KU = F. (1.2)

Aplicamos as condigdes de contorno cinematicas, eliminando (se . = 0) as filas
e colunas correspondentes, e obtemos um sistema linear de equagoes compativel
determinado.

Nas hipoteses constitutivas realizadas neste trabalho, a matriz K verifica:

onde K; é ua matriz de rigidez do elemento i (e do mesmo tamanho que K), e E; é
o moédulo de Young do elemento 1.

Temos apresentado nesta secao o Método dos Elementos Finitos, método que
resolve o problema de elasticidade linear de forma aproximada, considerando que
os deslocamentos sao interpolados a partir dos deslocamentos nodais, utilizando

funcoes de interpolagdao chamadas fungoes de forma.

1.3 Problemas Inversos

Frequentemente cientistas e engenheiros desejam estimar parametros ou
propriedades, a partir de medicoes de magnitudes observaveis que estao
indiretamente relacionadas com os parametros a estimar. Este tipo de problemas
aparecem em diversas aplicagoes da ciéncia por exemplo: engenharia biomédica,
modelagem de escoamentos, geofisica, etc. Na modelagem de escoamentos pode
ser necessario estimar parametros do fluido a partir de medigdes de pressoes em
diferentes pontos. Desafortunadamente um pequeno erro nos dados pode gerar
erros enormes no parametro estimado, este fendomeno é chamado de instabilidade
na solugao.

A seguir, introduziremos ferramentas matematicas necessarias para definir e
estudar este tipo de problemas e apresentaremos brevemente, algumas técnicas

utilizadas para reduzir o efeito da introducao de erros nos dados.
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1.3.1 Teoremas da teoria de problemas inversos

Seja uma regiao 2 C R", e dois espagos vetoriais normados completos de fungoes
definidas em 2, denotados por H; e Hs. Consideraremos que existe um operador
(possivelmente nao linear) K que relaciona elementos f € H; com elementos g € Hao,
da forma K(f) = g. Este operador pode ser definido por uma equagao diferencial
ordindria, uma equagdo em derivadas parciais ou um sistema de equagdes (por
exemplo a equagao K(f) = f”). Ja definido o operador K podemos introduzir

os conceitos de problema bom e mal posto.

Definicao 1.1 (Problema bem-posto). Seja um operador K : H; — Ha. O

problema dado pela equacao:
K(f)=yg (1.3)

é bem-posto, se se verificam:

(i) para cada g € Hs existe um f € H;, chamado solugdo, para o qual se verifica

(L.3);
(ii) a solugao f ¢é tnica; e

(iii) a solucdo é estdvel com respeito a perturbagoes em g. Isto quer dizer que se

K(f.) =g« e K(f) =g, entao f — f. sempre que g — gs.

Definigao 1.2 (Problema mal-posto). Um problema que nao verifica alguma das
condi¢oes da Definicao ¢ chamado de mal-posto.

Definigao 1.3 (Operador compacto). Um operador linear continuo K : H; — Hs é
compacto se e somente se o fecho da imagem de qualquer conjunto limitado de H;

¢ um conjunto compacto de Hs.

Problema 1.3 (Problema Inverso). Dado um operador K e dada uma equagao
K(f) = g. Definimos o problema inverso associado ao operador K como o problema

de achar f conhecendo g.

Teorema 1.1. Seja K : Hy — Hs um operador linear compacto, e sejam Hi e Ho
espagos de dimensao infinita. Se o posto de K, dado por dim(K(Hy)), € infinito,
entdo o problema inverso dado pela equa¢io K(f) = g € mal-posto visto que as
condigoes (1) e (iit) da Definigao sao violadas. Se o posto de K ¢é finito, entdo

a condigao (ii) € violada.

A demonstragao deste teorema e seu enunciado completo podem ser vistos em

[32]. Finalmente, podemos concluir o seguinte corolério:
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Corolario 1.1. Seja K : Hy — Hao um operador linear compacto, e sejam Hi e Ho
espagos de dimensdo infinita. Entdo o problema inverso dado pela equagio K(f) = g

¢ mal-posto.

No seguinte exemplo apresentamos um operador integral definido em espacos

vetoriais de fungoes reais e analisaremos suas propriedades.

Exemplo 1.1. Sejam H; e Hy o espago das fungoes quadrado integraveis no

intervalo (0,L), denotado como L(0,L), com o produto interno definido por

L
(f,g) = / f(x) g(z)dx. Consideramos o operador K : H; — Hs dado por:
0

K@) = [ S HE—y) f)dy H<x>:{

1 sexz>0

o A 0 se xz<0

onde H é conhecida como funcao de Heaviside, F € R e A € RT.
Utilizando propriedades da integral, é simples ver que este operador ¢é linear.
Para ver que o operador é compacto é necessario provar que ||K|| < oo, o qual é

equivalente a provar que a seguinte integral é limitada [32]:

L (L /F 2 F2[?
~ H(x — = .
[ (GHe=w) dvde= "5 < o0

Utilizando a compacidade e aplicando o Corolario [I.1], concluimos que o problema
inverso dado pela equacao K(f) = g é mal-posto. Além disso, gostariamos de saber
quais das condigoes de operador bem-posto nao verifica. Para isso calcularemos o
posto do operador, considerando um conjunto de vetores de H; que chamaremos

B4, dado por
B = {filo)} = {'}

e calculamos sua imagem B, ao aplicar o operador K

c i+1 )
K(fz-)(rC)Z/0 y'dy = B2={f+1}
1=0

desta forma, encontramos um conjunto incluido em Hy que inclui um subespaco
de dimensao infinita, portanto o posto de K ¢ infinito. Utilizando o Teorema [1.1
concluimos que o problema inverso dado por K(f) = g é mal-posto ji que nao existe

solucgao, e se existe nao é estavel.

1.3.2 Regularizacao de problemas inversos nao lineares

Consideremos agora que o operador K representa um modelo matematico de

algum fenomeno fisico, onde f é um vetor de parametros e g é um vetor de resultado
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de aplicar o modelo K(f) = g. Ao trabalhar na resolu¢do de problemas reais,
devemos levar sempre em conta que os dados medidos ou processados possuem
erro, comumente chamado ruido. As duas formas mais habituais de ruido sao a
influéncia de efeitos dos instrumentos de medicao e o erro de representacao numérica.
Consideremos entdao que realizamos um experimento no qual o valor medido da
magnitude a ser modelada nao contém nenhum tipo de erro, obtendo o vetor g,,,.
Podemos dizer que se o problema inverso é bem-posto, existira algum vetor de

pardmetros que verifique
Bteo — K<ft60)'

Agora suponhamos que a medigao ¢é realizada introduzindo um erro 7 aos dados,
entao ao resolver o problema inverso com novos dados obteremos um novo vetor de

parametros
K(f> :g:gteo+n‘

Usualmente, a solucao f, obtida para dados com baixo nivel de ruido g, pode ser
muito diferente a solugao tedrica fi.,, isto é devido ao fendomeno de instabilidade que
ocorre quando a condigdo (7ii) da Definigdo [1.1| ndo é verificada. Para minimizar o
efeito da instabilidade existem métodos chamados de regularizacao, que procuram
diminuir o erro das solugoes numéricas de problemas inversos mal-postos.

Consideraremos agora que o operador K consiste de um sistema de equagoes nao
lineares, e que o vetor de dados g contém erros, portanto é possivel que nao exista
f que verifique a equagao K (f) = g. Para encontrar o f que seja ajustado de melhor
forma aos dados minimizaremos o residuo r = K (f) — g, portanto o problema inverso
passa a ser equivalente a

min | K(f) — g

Método de Tikhonov Para obter uma solucao do problema para dados com
erros aplicamos o método de regularizagao de Tikhonov para problemas nao lineares
[32, B3]. Este método consiste em introduzir um termo ao funcional a minimizar
com o objetivo de “suavizar” as solugoes obtidas. Devemos resolver entao o seguinte
problema regularizado:

min||K (f) - & + L £

onde a matriz L definira o tipo de regularizacao. Por exemplo no caso que se procure

penalizar solucoes com derivada primeira elevada se poderd utilizar uma matriz da
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forma

1 0 0 0

-1 1 0
L=|o0 0
0 1 0
0 ... 0 -1 1]

ou se simplesmente é desejado obter solugoes sem valores elevados é possivel utilizar
L = 1. O coeficiente v definird o nivel de penalizacao desejado. Se for utilizado ~
pequeno ou zero, obteriamos o problema original.

Em [34] podemos ver outras técnicas de regularizagao e sua aplica¢ao a resolucao

de problemas de engenharia.

1.4 O algoritmo de otimizacao FDIPA

Nesta secao apresentaremos um algoritmo de ponto interior para a resolucao
de problemas de otimizagdo nao linear com restricoes de desigualdade.
Comecaremos introduzindo alguns conceitos importantes da otimizagdo nao linear e
posteriormente, apresentaremos o Algoritmo de Ponto Interior de Diregoes Viaveis
( FDIPA).

1.4.1 Nocoes de otimizagao nao linear

Um problema de otimizacao (P) consiste em encontrar o argumento x (variavel
de projeto) que minimize ou maximize a fungao f(z) (chamada de func¢ao objetivo),
estando x sujeito a verificar certas relagdes algébricas, chamadas restrigoes, as quais
podem ser de igualdade ou desigualdade. O problema geral de otimizac¢ao pode ser

formulado da seguinte forma:

minimizar f(z)

(P) sujeito a:  g;(z) <0 i=1,...,m
hj(xz) =0 j=1....p
x € R"”

No caso de que alguma das fungoes f, g ou h seja nao linear, dizemos que
(P) é um problema de otimizagdo ndo linear, e no caso contrario serd um
problema de otimizagdo linear. Existem métodos diferentes para resolver cada
uma destas categorias de problemas. O algoritmo que sera apresentado é capaz de

resolver problemas de ambas categorias, mas foi desenvolvido para obter um 6timo
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desempenho em problemas nao lineares. E por isso que é um algoritmo apropriado

para o problema a resolver.

Métodos iterativos Um método iterativo para resolver um problema matematico
geral (por exemplo sistemas de equagbes), consiste de uma série de operagoes

matemadticas (A) que provém de uma sequéncia de pontos (zy).
A:R" —R" Ty = A(zg) k=0,1,2,...

O algoritmo FDIPA é um método iterativo e gera uma sequéncia de pontos, que
para certas hipoteses sobre as fungoes f, g e h, converge a uma solucao do problema
(P).

Consideramos variaveis auxiliares A € R™ e u € RP, chamadas varidveis duais
ou multiplicadores de Lagrange, entretanto que a variavel x é chamada primal. Os
vetores sao considerados como colunas, portanto as fungoes vetoriais das restrigoes
g(x) € R™ e h(x) € RP, sdo representados por vetores coluna. Podemos agora definir

a funcao de Lagrange associada ao problema da seguinte forma:
L(z, A\, 1) = f(z) + N g(z) + p'h(z).

Esta funcao serd utilizada para achar novos pontos que verifiquem as restrigoes de

forma simples.

Buscas lineares inexatas

Muitos algoritmos iterativos de otimizacdo utilizam direcdes de movimento d*
para atualizar o ponto z¥. Em cada iteracdo calcula-se uma direcdo na qual,
movimentando-se a partir do ponto 2, obtemos o ponto correspondente a seguinte

k+1

iteracio x*t! = 2% + ¥ d*, onde t* serd chamado o passo da iteracdo k.

No caso do FDIPA as diregoes sao viaveis, e de descida, portanto, cada ponto

k+1 " verificard as restricoes, assim como

gerado pelo algoritmo em cada passo x
também a condigao de descida: f(z*"!) < f(2¥). Para procurar obter um melhor
resultado, necessitamos achar o passo t* que minimize o valor de f na direcdo d*.
Isto é obtido através da aplicacao de algum método de busca linear. Achar o minimo
exato dos valores da funcdo na direciao d* é impraticavel, por tanto, sdo introduzidas
as buscas inexatas. Neste tipo de buscas, consideramos que o minimo (aproximado) é
atingido quando certo critério é verificado. Existem diferentes regras para fazer este
tipo de buscas, a seguir, introduziremos as buscas de Armijo e Wolfe e finalmente

apresentaremos brevemente a versido de Wolfe modificado utilizada no algoritmo
FDIPA.
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inicio

t—t/n
k—k+1

naoA?
k <maxit

t—tin
k—k—1

<> <

Figura 1.10: Fluxograma da busca linear de Armijo

Regra de Armijo

Como vimos, o objetivo das buscas lineares é calcular o comprimento do passo
que resulta em decréscimo suficiente da fungdo f em relagdo ao valor f(zg). A
ideia das buscas inexatas é que isto pode ser bem mais econémico do ponto de
vista computacional do que a minimiza¢ao unidimensional, e mesmo assim, obter
resultados suficientes para garantir a convergéncia do algoritmo [35].

Para apresentar este tipo de métodos é ttil definir a fun¢ao auxiliar ¢, dada por

o(t) = f(z +1td)

sendo t o passo de avancgo na diregao d.
Seja o parametro ¢ € (0, 1), definimos a condi¢do A, que serd avaliada em cada

iteragao, dada pela seguinte desigualdade

A o(t) < ¢(0)+e¢'(0)t.

Seja a constante real 7 > 1, e a tolerdncia maxima para a quantidade de iteracoes

mazit, é iniciado o processo da busca, descrito no fluxograma da Figura [1.10]
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O<m<m'<l
t,=t,=0,t>0

A

Figura 1.11: Fluxograma da busca linear de Wolfe

O processo comeca pela definicdo de um passo inicial ¢ = ¢, posteriormente é
avaliada a condicao A, e em funcao do resultado é multiplicado ou divido o t pela
constante n como vemos no fluxograma. O resultado da busca é o maior passo ¢ da

forma to/n? que verifica a condi¢ao A.

Regra de Wolfe

A regra de Wolfe adiciona mais uma outra condi¢ao a utilizada em Armijo. Na
Figura [1.11] vemos o fluxograma do processo da busca de Wolfe. Neste método é
procurado o maior passo que verifica a condicdo A anterior, além de adicionar a
condicao adicional de um valor minimo dado pela seguinte relagdo da derivada de
o:

¢'(t) = m't¢/(0),

sendo m’ um parametro real dado.
Regra de Wolfe modificada No algoritmo FDIPA ¢é utilizada uma versao
modificada da regra de Wolfe para a busca linear, adicionando as restri¢des na

avaliacao das condigoes durante o processo. Na Figura [1.12 podemos ver o

fluxograma deste método. As condicoes avaliadas do funcional ¢ e as restrigoes
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‘ aval. §(t), g(x+1td) }:

‘ interpolar

‘ extrapolar ‘

q)(r)<¢(0)+mzq>’(0)
g(x+1d)<0?

aval. ¢'(t)

o' (t)=m't¢’(0)?
Jiig,(x+1d)>y g,(x)

Figura 1.12: Fluxograma da busca linear de Wolfe modificada

g podem ser modificadas, e utilizar somente a funcdo de Lagrange introduzida

anteriormente.

Atualizacao Quasi-Newton

Ao aplicar o método de resolugdo de equagbes nao lineares de Newton,
necessitariamos calcular a hessiana da funcao de Lagrange L.  Visto que
computacionalmente isto é geralmente custoso, sao utilizadas matrizes aproximadas
B, as quais, sao atualizadas em cada iteracao, de forma tal que todas as
B* verifiquem condigdes da hessiana, como simetria (devido & continuidade das
derivadas segundas da funcao L) e outras que definem o tipo de atualizacao utilizada.

Uma das atualizacdes mais utilizadas sdo as da chamada familia de Broyden.
Em particular neste algoritmo é utilizada a chamada BFGS dada pela equagao (ver

[36] por mais detalhes):

kE+1 _ pk .
B =bB"+ (5kz)t,yk <5k)tBk5k ’

sendo 0% e ¥ dados por:
516 _ xk-i—l . l‘k e 'Yk _ VL($k+1) o VL(IL‘k)
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O algoritmo FDIPA utiliza esta regra para o célculo das matrizes B* em cada

iteragao.

1.4.2 O algoritmo FDIPA

Nesta secao apresentaremos o algoritmo FDIPA para problemas de otimizacao
nao linear com restri¢oes de desigualdade. O FDIPA é um algoritmo iterativo para
encontrar uma solugao do problema (P). O algoritmo resolve o sistema nao linear
dado pelas condi¢oes de otimalidade de KK'T, apresentadas a seguir. Dado um
ponto inicial, o algoritmo define uma sequencia de pontos tal que a func¢ao objetivo
seja monotonamente decrescente. Em cada ponto uma direcao de descida é obtida,
e, logo fazendo uma busca linear inexata ao longo dessa direcao obtemos o seguinte
ponto do método [7), §].

Este algoritmo e suas variagoes como o FAIPA, o FAIPA-H e outros, tem
demonstrado ser apropriado para a resolucao de problemas de engenharia de variado
tipo, como podemos ver em [37].

Lembramos que o problema de otimizagdo nao linear com restrigoes de

desigualdade e sem restri¢goes de igualdade é escrito da seguinte forma

min f(x)
sa. gi(x) <0 i=1,....,m

zeR"

Definimos as matrizes auxiliares A e G dadas pela seguinte expressao
G(z) = diag(g(x)) VreR" A =diag(\) YA eR™

Apresentamos agora o teorema de Karush-Kuhn-Tucker [2], o qual diz que se z* é

minimo local entao existe A € R™ tal que se verifica

Vf(z*)+Vgi(z*) A =0
Ag(z*)=0

A>0

g9(z") <0

Definimos a matriz H, hessiana da funcao de Lagrange do problema:

H(z,\) = V2f(z) + fj V2gi(x) \;

=1
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Regido viavel /

f(x)=cte.

Figura 1.13: Esquema do célculo de diregao viavel do FDIPA

portanto podemos escrever o sistema de Newton para resolver as duas primeiras

equacoes do sistema KKT, obtendo o seguinte sistema linear

H(zk, \F)  Vg(ak)! gkt — b _ V f(x*) + Vg (a*) Nk
A*Vg(z®)  G(2") AT — AP G (xF) \F '

substituimos a matriz hessiana H por uma matriz definida positiva B¥, que serd
definida pela regra BFGS em cada iteracao. Operando podemos definir dois sistemas

de equagoes lineares

AV g(2*)  G(2) At

B* vm’vt} [ df ]__[vmﬂ]
0

k+1 _ gk Agora consideramos o sistema perturbado

B¥ Vg(x*) di | 0
AVg(zb)t G(zb) VI N U

onde B* ¢ uma matriz definida positiva que aproxima a hessiana, atualizada

onde di = x

utilizando a regra BFGS ja vista. Fazendo a combinagao linear sistema dj + sistema

dy p obtemos

AV g(2F)t G(2F) A —p AP

wer o ][5

—V f (k) ]

Este célculo de dire¢ao pode ser visto graficamente na Figura [1.13] onde vemos que

a direcao que o algoritmo escolhe é efetivamente uma combinacao das dy e d;. Para
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a escolha do « considero que desejamos um p tal que d'Vf < a e djVf(z) < 0,

portanto !
p<la-n Pty
1
Como vimos, a busca linear utilizada é uma versao modificada da busca de Wolfe,
e o diagrama de fluxo correspondente foi apresentado na Figura [[.12] A regra da
atualizagdo do A devera ser tal que sejam definidos novos valores A positivos.
Finalmente podemos resumir todo o processo do algoritmo através do diagrama

de fluxo apresentado na Figura [1.14]
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Figura 1.14: Fluxograma do algoritmo FDIPA
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Capitulo 2

Método de caracterizacao de

propriedades mecanicas

Neste capitulo aplicaremos os conceitos introduzidos no Capitulo para
propor uma formulagao matematica do problema da caracterizagao de propriedades
mecanicas. Este problema estd associado & diagnose da Aterosclerose, e aqui se
pretende apresentar a conexao entre o problema médico e o modelo matematico
formulado. E necessario que fique claro que o modelo matemdtico apresentado é
uma aproximacao do problema real, e outros modelos de maior complexidade podem
ser necessarios para uma melhor caracterizacao.

Na primeira secdo comegaremos apresentando a conexao entre o problema da
diagnose da Aterosclerose e o problema geral de caracterizacao de propriedades de
materiais. A seguir, formularemos matematicamente o problema de caracterizagao
de propriedades, portanto, veremos como a problematica médica pode ser atacada
através da resolucado de um problema matematico equivalente. Na Secao

proporemos um método numérico para resolver o problema matematico formulado.

2.1 Da diagnose médica ao problema inverso

Antes de comecar o processo da modelagem matemédtica é importante deixar
claro ao leitor que nenhuma ferramenta informéatica sera capaz de substituir o
trabalho dos profissionais e médicos especialistas na disciplina. O objetivo deste
tipo de formulagoes matematicas é utilizar os conceitos de outras ciéncias para
obter o maximo proveito possivel da informacao que os médicos ja podem obter com
ferramentas que utilizam no dia a dia. Nesta secao se pretende que o leitor entenda
os passos feitos para passar do problema da diagnose ao modelo matematico, tendo

em conta as aproximacoes que serao feitas e as limitacoes do modelo.
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Algumas limitagoes da diagnose atual Como foi dito na Se¢ao [1.1.2] uma
das perguntas mais importantes que o médico deve responder na hora da diagnose
¢ se a parede arterial falhard ou nao. Posteriormente, na Secao vimos
que através de técnicas de ultra-som, é possivel ver mapeamentos de densidades
dos materiais, dos quais os médicos determinam, empiricamente, a constituicao
da parede arterial. Desta forma, estimam se a parede serd capaz de suportar a
pressao do sangue ou nao. Este processo é dificil de realizar empiricamente, visto
que involucra estados tensionais complexos que se desenvolvem dentro do tecido
arterial. Estas tensoes, podem variar de forma importante para pequenas mudancas
nas propriedades mecanicas dos materiais da parede, desta forma as técnicas de
diagnose atuais tem um alto grau de incerteza, o qual é comunicado ao paciente
previamente ao tratamento.

Podemos dizer que a diagnose ideal ¢ aquela na qual o médico conhece a
composicao exata da parede arterial no local estudado. Além disso, no caso que
fosse introduzida uma analise numérica ao processo, seria possivel simular os efeitos
que teriam diferentes tratamentos previamente a aplicagdo, visto que os técnicos
poderiam achar os valores das tensoes internas do tecido, para qualquer valor de

pressao do sangue e assim simular os resultados antes da operacao.

Identificagao de propriedades Como vimos, para que seja possivel quantificar
se algum local da parede arterial vai falhar ou nao (e uma possivel saida do trombo
ao sangue), deve-se poder calcular as tensdes produzidas no tecido para o valor da
pressao maxima do sangue. Para poder calcular essas tensoes é necessario resolver
o problema de elasticidade linear, para o qual devemos conhecer as propriedades
mecanicas do material. Desta forma chegamos a que é necessario identificar as
propriedades mecanicas de todos os pontos da parede arterial para poder fazer uma
anslise numérica precisa. B importante entender que valores diferentes de médulo
de Young, representam tratamentos diferentes, portanto, o erro nos valores obtidos
através de qualquer método numérico debe ser o minimo possivel em todas as regioes
da artéria. Nao é admissivel obter um erro de 100% em alguma regido e zero erro em
todas as outras, ja que o tratamento pode ser totalmente diferente devido esse erro
local. Este eventual mal diagnéstico pode produzir resultados negativos na evolugao

do paciente.

2.2 Um exemplo

Nesta sec¢ao formularemos e resolveremos um problema simples de caracterizacao
de propriedades mecanicas, com o objetivo de apresentar a problematica associada

aos problemas direto e inverso, os quais serao formulados posteriormente. Também
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serao realizadas andalises tedrico-numéricas que posteriormente serdao repetidas para

problemas de maior complexidade.

2.2.1 Problema continuo

Seja uma barra de comprimento L e se¢ao transversal constante de area A,
formada por um material eldstico linear com mddulo de Young varidvel E : [0, L] —

R, e um carregamento F' como vemos na Figura2.1] O problema direto consistird em

u(x) F
I—

—X L

Figura 2.1: Exemplo unidimensional continuo

calcular a funcao deslocamento u em cada ponto x. A seguir, obteremos um operador
P. associado a este problema continuo, onde a cada funcdo F(z) corresponde uma
funcao u(z).

Aplicando a formulacdo pontual do problema obtemos a seguinte equacao

diferencial de primeira ordem,

du F
&% = T

a qual podemos resolver integrando, obtendo assim, para cada distribuicao de
propriedades E(z), o campo de deslocamentos solu¢cdo do problema direto de

clasticidade linear u(z) dado por

L |
u(x):/o A50) ds.

Se introduzimos a mudanga de varidvel R(z) = 1/E(x) e também a funcdo de

Heaviside H, obtemos uma nova expressao para a funcao deslocamento u em funcao

de R, com a qual definimos novamente operador P, : R — u

ue) = (PR =y [ H@ ) Ry H) =

1 sexz>0
0 se z<0

utilizando o resultado obtido no Exemplo (1.1 concluimos que a solu¢ao R nao sempre
existe, e que, quando existe, um erro pequeno em u pode gerar grandes erros em
R, e portanto também em FE. Aplicando os resultados da Secao [1.3.1] concluimos

entao que o problema inverso associado ao problema de elasticidade linear continuo
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unidimensional é mal-posto. Este fenomeno também ocorre para problemas de

dimensao maior, os resultados analiticos podem ser generalizados para estes casos.

2.2.2 Problema discreto

Para procurar achar uma solucao ao fato de que o problema continuo é mal-
posto, aplicaremos o Método dos Elementos Finitos e formularemos o problema
direto discretizado.

Seja uma barra de comprimento L e secao constante de area A, formada por n
segmentos de materiais elastico lineares com modulo de Young E;, como vemos na

Figura 2.2l O problema direto consiste em calcular os deslocamentos nodais u; a

i n—1 n
E, E, E, F

Figura 2.2: Exemplo unidimensional simplificado

partir dos valores dos modulos de Young E;. A seguir, obteremos o operador P; que
realiza esta operacao.
Para resolver o problema direto aplicamos o MEF, realizando uma discretizagao

em n elementos finitos, obtendo o seguinte sistema de equagoes

_ FL 1
Up = MEn+un—1
FL 1
Up—1 = MEn_1+un—2
FL 1
Uy = ME—FUO

Este sistema de n equagoes e n+1 incognitas pode ser resolvido aplicando a condigao
de contorno ug = 0. Para apresentar a solu¢do da mesma forma que no caso continuo
realizamos a mudanga de variavel R; = 1/F;, e substituimos de forma recursiva u;,

obtendo o deslocamento para qualquer no i como:

FL &
;=— S R =1,...,
u nAjz::I j 7 n
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deslocamentos U, da seguinte forma

Desta forma, podemos definir o operador P;, que leva o vetor R ao vetor de

FL FL

P,-R—U U=PR=—- R=—TR.
nA nA
FL

Vemos que o operador Py é linear e estd dado pela matriz Py = 1 T, sendo T
n

uma matriz triangular inferior. O Teorema nao pode ser aplicado visto que os

espacos de partida e chegada sao de dimensao finita. Embora, o sistema de equagoes

de n x n pode ser resolvido ao utilizar U como dados, obtendo o vetor R dado por

Ri_nA

= ﬁ (UZ — ui_l).

Fica demonstrado assim que o operador P, é invertivel, é portanto, o problema

inverso é bem-posto e pode ser escrito matricialmente da seguinte forma

1 0 ... 0 0
-1 1 0 i

R:PC,*U:;’;1 0 . . 10 U:%TlU
0 1 0
0 ... 0 -1 1]

Em vista de estes resultados concluimos que o problema de elasticidade
linear unidimensional discreto é bem-posto, portanto existe solucao e ¢é estavel.
Lamentavelmente esta resolucdo invertendo o operador é possivel neste caso
particular, onde o operador é linear e a geometria do problema é simples. Esta
inversao pode nao ser possivel para casos de maior complexidade ao considerar
modelos viscoelasticos, ou grandes deslocamentos, pelo que é 1util realizar outras

formulagoes, obtendo um método de maior aplicabilidade.

2.2.3 Formulacao de otimizacao

Como foi dito, ja que nao sempre sera possivel encontrar uma expressao explicita
do inverso do operador de um problema, é necessario utilizar outros métodos. A
seguir, formularemos o problema inverso anterior como um problema de otimizacao e
posteriormente veremos que para este caso simples a solucao obtida ¢ igual a obtida

invertendo o operador.
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Problema 2.1. Seja uma barra de comprimento L, secao constante de area A,
formada por n segmentos de materiais elastico lineares, submetida a uma forca F'
em um extremo e apoiada no outro. Sejam conhecidos os deslocamentos nodais da
barra, dados pelo vetor U. O problema consiste em achar o vetor dos valores dos

inversos dos médulos de Young R* que verificam:

R* = argmin HU(R) — UH;U (2.1)

ReR"t

onde U(R) é o campo de deslocamentos obtidos da resolugdo do problema de
elasticidade linear, o qual é obtido utilizando o operador P;, U = P;R. A norma
|| - |Im, serd uma norma induzida por algum produto interno do espago das fungoes

deslocamento.

Para definir o produto interno ||-||n, discretizaremos o produto interno do espago
L

das fungoes, dado por (f,g) = / f(s) g(s) ds, substituindo o deslocamento dado
0

pela expressao de elementos finitos © = N U.

/OL (u(s) — @) ds = /OL (N(U — U))2ds
_ /OL(U—U)NtN(U—U))dQ
_ (U—U‘)t/OLNtNdQ (U-U)
= (U_I_J)tMu(U_I_J)

= |U-UlR,,

onde M, pode ser calculada a partir das matrizes elementares:

l—x

! = L21
Mg = [ NUNdo= [T [ g dr= = .
0 o | ¢ 6n |1 2

Concatenando estas matrizes obtemos a matriz My, a qual é simétrica e tri-diagonal:

2 1 0 0
PR
M, = —
-0 1 0
P 4
0 ... 0 1 2

Antes de ser utilizada para a norma devem ser aplicadas as condigdes de contorno

do problema, eliminando filas e colunas correspondentes.
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Também devemos definir uma norma no espaco da funcdo R, para isto,
lembramos que o valor de E é constante em cada elemento, portanto o valor de

R também, entdo se verifica R(z)] = R, para todo elemento i. Realizando o

et
razonamento analogo a norma U, obtemos que para a norma M, pode ser utilizada

a funcao constante 1, obtendo a seguinte matriz elementar

! L
N¢ =1, ;:/Oﬂlds:n

e concatenando obtemos a matriz Mg que define a norma do espago das fungoes R

L
Mg = —1,
n

onde também devem ser aplicadas condi¢oes de contorno do problema de elasticidade
linear.

As matrizes M, e Mg sao simétricas e pode ser demonstrado que tém valores
proprios positivos, portanto as normas definidas sao efetivamente normas. A seguir,
resolveremos analiticamente o problema de otimizac¢ao formulado.

No caso geral o problema de otimizacao é resolvido impondo as condi¢bes de
otimalidade: gradiente zero e Hessiana definida positiva. Neste caso simples,
a Hessiana é constante, portanto somente impomos a condicao do gradiente e
posteriormente verificaremos que a Hessiana seja definida positiva. A condic¢ao do

gradiente ¢ equivalente ao seguinte sistema de equagoes lineares,
PiM, (PyR*-U) =0
portanto o candidato a solugdo do problema é R* dado por
* t -1
R' = (PiMyP;)  PiM,U.

Para provar a existéncia desta solu¢do demonstraremos que P;M, P; é invertivel
ao provar que o ponto é um minimo a continuacao. Para verificar que este ponto
critico é un minimo, devemos ver se a hessiana é definida positiva, portanto, devemos

provar que a matriz Pj M, P, é definida positiva. Seja v um vetor de R™ vemos que
EPEMy Pyv = ||Pyvl)3, >0
vt Py My Pyv = [Pyl 2
e também vemos ja que a matriz P; é nao singular, podemos afirmar que

|Piv|lm, =0 <= PFPov=0 <= v=0
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portanto a matriz P! M, P; é definida positiva, e portanto, o ponto R* é o tinico

minimo do funcional.

Verificagao da solugao Finalmente devemos verificar que a solucao obtida
utilizando esta formulagao é igual a que foi obtida diretamente invertendo o operador

P;. Vemos que se verifica a seguinte identidade

((P;Mu R P§Mu> P=1d = P'= ((P;Mu R) P Mu>

portanto a solucao obtida através da minimizacao do funcional ¢é idéntica a obtida
invertendo o operador P;.

Ao resolver o problema de elasticidade linear em situagoes mais gerais, nao é
possivel obter um operador P; linear através da mudanga de varidvel R = 1/F,
portanto durante esta dissertacdo utilizaremos como variavel de projeto a definir, o

valor de F e portanto, outros funcionais a minimizar serao utilizados na equacao (2.1

2
E* = argmin HU(E) - UH
EecRrt
onde U(E) é a fungao que relaciona cada vetor de médulos de Young com a respectiva

solugao do problema de elasticidade correspondente.

2.2.4 Andlise de sensibilidade

Como vimos, os valores dos deslocamentos medidos estdo dados pelo vetor U,
e nas aplicacdes reais, os deslocamentos conterdao um certo erro 6U = U — U. Ao
resolver o problema de otimizacao utilizando os dados com erro, obteremos um vetor
de médulos R com um certo erro dR = R — R. A seguir, procuraremos estimar
uma cota para este erro para o exemplo da barra com dominio discretizado.

Consideremos as condicoes de otimalidade para os resultados utilizando dados

sem ruido e com ruido:

PiM, (P;R-T) =0,

subtraindo as equagoes e utilizando a definicao de R e U, obtemos a equacao ([2.2))

que define o erro no inverso dos médulos, para cada erro nos deslocamentos,

SR = (PyMyP;)  PjM,6U. (2.2)
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Mudanca de base Os vetores 0R e 0U pertencem a espagos R™ com produtos
internos respectivos de cada espaco definidos pelas matrizes M, e Mgr. Em cada um
destes espacos escolhemos uma base ortonormal de vetores segundo o correspondente
produto interno. Os vetores da base do espago dos inversos dos moédulos serdao
colocados como colunas de uma matriz BMR e os vetores da base do espaco dos
deslocamentos como colunas de uma matriz BMu. J4 que as colunas de estas

matrizes sao vetores ortonormais, se deve verificar
t t
(BM=) Mg BM® =T (BM+) M, BM =1
portanto, podemos escolher as seguintes matrizes

1
: u _
R BMv=M,".

N

BMr =M

Ja definida a base, podemos escrever os vetores 0R e dU como combinacao linear

dos elementos de cada base obtendo a seguinte expressao
SR= BMrgr e 6U= BMsu

passando assim ao espago R™ das coordenadas dos vetores com o produto interno
Euclideano. Podemos aplicar esta mudanca de base na expressao 60U = P,;J0R,
obtendo

BMugu=PyBMRGr = Su= (BM) ' P BMmgy

-1
assim concluimos que o operador (BM“) P; BM= ¢ o que leva elementos de r em
u no espago das coordenadas com produto interno Euclideano.

Agora aplicamos a mudanga de base na equagao (2.2)) obtendo:
or = (BM=) " (P{MLP)) PyM, BM bu. (2.3)

Definigao 2.1 (Norma de operador). Seja um operador K : R" — R™ dado por
K(z) =y e onde R" e R™ sdo espagos Euclideanos. A norma de K é definida da
seguinte forma:
K — e L@
zekr |||
Para analisar a sensibilidade da solugao, devemos estimar a norma do vetor or,

portanto tomaremos norma euclideana a ambos lados da equacao obtida do dr e
aplicando a Definicao obtemos

67| = H(BMR)_l (PAM, Py) ' PyM, BM: 5uH

< H(BMR)_l (PiM Pi) " PiM, B [|ou
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Vemos entdo que para estimar a norma do erro em r devemos estimar a norma
. -1 -1 . -

da matriz (BMR) (PtM, P;)” PiM, BMu. Para isto utilizaremos o teorema

da descomposi¢ao em valores singulares apresentado em [38] que apresentamos a

continuacao.

Teorema 2.1 (Descomposigao em valores singulares). Seja a matriz A € M, de

entradas reais com m filas e n colunas. Existem trés matrizes W, S,V que verificam
A=W SV?

onde as matrizes W € Myxm €V € My, sao unitdrias (portanto verificam
WIW =TeV'V =1) e amatriz S é diagonal com os valores singulares de A (o;)

na sua diagonal

o1 0 0
x 0 IR
S = |— Y= o2 g; = Al(AtA)
0 L 0]
0 0 on,

onde \;(A" A) é o valor préprio i-ésimo da matriz A* A.
—1
Aplicando o Teorema [2.1{ & matriz <BM“) P; BM®r obtemos:
(BM:) ' Py BMr =W SV,

A matriz S é quadrada e diagonal e serd chamada D. Podemos agora, a partir da

equacao anterior, obter a expressao de Py
—1
Py=BMW DV' (BM=) .
Lembramos agora a expressao da norma que desejamos calcular

H(BMR)1 (PiMuP)) " PyM, BM»

e substituimos a nova expressao da matriz P; obtida aplicando o teorema, obtendo

-1

(BM=)™" [((BMR)l)t VDW!M, W DV BMs ]

. ((BMR)l)t VDW! (BM:)' M, BM:

44



simplificando e aplicando que as matrizes B estao formadas por bases ortonormais,

chegamos a que

H(BMR)l (PiM,F)) ' PyM, BM»

-

-1
A matriz D contém os valores singulares da matriz (BM“) P;BMr em sua
diagonal, portanto sua inversa contém os inversos destes valores. Utilizando a
definicdo de norma para matrizes, calculamos a norma de D~}

T R e

oF min{o;}  Gmin

e concluimos assim que a norma sera igual ao inverso do minimo valor singular.
Calculemos agora aproximadamente os valores singulares da matriz

-1
(BM“) P;BMr_ Analisando a expressio M;Y? vemos que consiste de

~1
uma matriz constante multiplicada por um fator %, portanto a matriz (BM“) ,

serd uma matriz constante por um fator \/% Por outra parte, raciocinando da

mesma forma, a matriz BM® consiste de uma matriz constante multiplicada por um

fator v/n. Finalmente podemos ver na expressao da matriz P, que esta tem valores

singulares de ordem %, portanto os fatores das matrizes B se cancelam obtendo a

estimacao da ordem dos valores singulares seguinte:

[P = 5. = sy =

Omin 0(%)

concluindo que a cota do erro R é da forma
[0R[[mp < o(n) [[0U ]|y,

sendo n o nimero de elementos da discretizacao do exemplo. Por causa do problema
continuo ser mal-posto, ao discretizar e aumentar n a cota do erro aumenta, obtendo
problemas bem-postos mas mal-condicionados. Este problema no condicionamento
¢ equivalente a ter solucoes menos estaveis, e por causa do aumento da quantidade
de elementos utilizados n, a solucao discretizada converge a solucao analitica do
problema, portanto, quando n tende a infinito, o problema inverso discreto tende a

ser mal-posto.

Regularizacgao

Para evitar o problema do mal condicionamento para discretizagoes de niimero
de elementos elevado, poderiam ser utilizados métodos de regularizagdo como os

apresentados na Secao [1.3.2] onde sdo introduzidas modificagoes ao problema a
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resolver, obtendo uma solu¢ao com menor erro a que seria obtida sem aplicar estas
técnicas.

Utilizaremos o método de Tikhonov procurando penalizar solugoes com elevada
norma do vetor de deformacao unitaria €. Comecamos por adicionar ao funcional

da equacao ([2.1)) a norma da deformagao obtendo o seguinte novo funcional

R 2
R = argmin [UR) - U| + 7 e

R Rt
sendo v um coeficiente real. O vetor de deformagdes pode ser escrito em func¢ao do
vetor de deslocamentos nodais aplicando novamente o método dos elementos finitos

obtendo uma nova identidade entre € e R

n F
=-T'U=—R

*TI A

substituindo no funcional de Tikhonov, obtemos o funcional do problema com

regularizacdo que vamos a utilizar na resolucao analitica

R — argmin |[UR) - U[ + 2 |R

R eRnt

2
onde w? = 2 (%) . Aplicando as condigbes de otimalidade e realizando as mesmas
operacoes que antes escolhendo alguma norma apropriada podemos obter que a cota

do erro R verifica
A O-Z
0By, < max =t 1 10Uy
Mg o; +w v
o maximo pode ser calculado de forma aproximada como segue

T

_ % Lo —~ _|VzeR r_14
max max T — - e
o+ — x? + 2 2w 29 F

portanto obtemos a nova cota do erro

1 A
< - I3 16U ag,,

2], < =

O vetor obtido R é diferente ao vetor solucdo R que obteriamos sem aplicar este
método, e o erro obtido é menor. Este resultado é importante, ja que nas aplicagoes
reais os dados sempre terao ruido, e serd necessario aplicar regularizacao para

diminuir o erro ainda se o nimero de elementos é elevado.
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2.2.5 Analise das condigoes de contorno

Para finalizar a analise do problema inverso, apresentaremos outras formulagoes
onde diferentes condigdes de contorno sao utilizadas. Analisaremos os resultados
obtidos ao considerar trés diferentes condigoes de contorno para o problema da
barra.

Em um problema inverso de caracterizacao de propriedades mecanicas de
uma barra poderiamos dispor da informacao de deslocamentos e forcas como é

apresentado na Figura[2.3] Sem perder generalidade foi considerado que néao existem

Figura 2.3: Exemplo unidimensional

forcas externas aplicadas nos nos interiores da barra e ja que a barra deve estar em
equilibrio suporemos que se verifica Iy = F, = F. Por outro lado, é possivel restar
o valor do deslocamento 1y a todos os deslocamentos nodais sem introduzir tensoes
na barra, portanto, consideraremos que o deslocamento do né 0 sera sempre 1y = 0.

As possiveis condig¢oes de contorno para o exemplo estao dadas pela Figura [2.4]

A situacao a da figura, por exemplo, foi a utilizada para resolver o problema

a.
U, u, U U, U,
[ | —
El EZ En F
b.
ul u2 ul unfl
— — — — un
[ | —
E, L, E
C. uO ul uz ul un—l un
— [ | | | —
F El EZ En F
L

Figura 2.4: Diferentes condi¢oes de contorno para exemplo de barra

anteriormente, onde no né n o valor da forga é utilizado como condicao para resolver
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o problema de elasticidade linear e posteriormente o valor do u, ¢ incluido no

funcional a otimizar. A seguir, descreveremos cada situacao.

Condicoes de contorno caso a Nesta situagdo impomos a condicdo de
deslocamentos zero (apoio) no extremo esquerdo e o valor da forca F no extremo
direito. Isto equivale a eliminar o grau de liberdade uy no sistema de equacoes e
desta forma resolver o problema direto a partir de um sistema de equagoes lineares
nao singular para cada conjunto de valores F; em cada iteracao da otimizacao. Estas
condicoes foram aplicadas na resolucao deste exemplo nas se¢oes anteriores, obtendo

a expressao para a solugao do problema inverso

_FL 1
N nA (ﬂz — ﬂi—l)

E;

Condigoes de contorno caso b No caso das condi¢oes b comecamos calculando
a forga F' para a qual o né n tem um deslocamento u,. Para isso calculamos o
deslocamento u, por uma forca F' qualquer. Apos colocada esta forca podemos
resolver o problema da mesma forma que nas condigdes a obtendo a fungao u(z) e

em particular o valor do deslocamento em = = L, e a partir dai obtemos o valor de

F.
FL X1 _ _nA 1
un:—zf:un F:unTin T
; i i=1 T,
substituindo na expressao do deslocamento obtemos a solucao dos deslocamentos de
qualquer né ¢ o
(2
=1 (2.4)
Jj=1 E;
desta forma vemos que o problema direto esta bem formulado e que os deslocamentos
obtidos sao proporcionais ao deslocamento u,. Por enquanto, para resolver o
problema inverso consideraremos novamente que os deslocamentos u; sao dados e
impondo as condigoes vemos que os modulos de Young sdo obtidos resolvendo um
sistema de equagoes de n incognitas e n — 1 equacgoes dado pela equacao , ja que
a equacao u, = u, fica trivial, portanto existem infinitas solu¢oes de moédulos de
Young que verificam as condi¢bes de contorno e sdo compativeis com os valores
de deslocamentos dados. Concluimos que estas condi¢oes de contorno nao sao
apropriadas para resolver o problema inverso utilizando o funcional definido por
diferenca de deslocamentos. Embora isto, se dispomos da informacao do valor de

forca F' no extremo direito podemos considerar um funcional da forma

2

|[um) -0, +|(Ea zzx _F
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No caso que a solucao seja exata e o funcional atinga o valor zero, entao é verificada

a identidade F A ?T;L L= I a qual é a equacao adicional que era necessaria.
Tr=

Condigoes de contorno caso ¢ Neste caso nao estd bem definido o problema
direto ja que para um campo de deslocamentos solucao pode ser adicionada uma
traslacao verificando assim também as condi¢oes de contorno. Portanto o problema

direto é mal-posto. Ainda assim o problema inverso pode ser bem posto, poderiamos
considerar um funcional modificado da seguinte forma

)-r )-r
=0 r=L

Logo de ter realizada a analise concluimos que para poder formular um problema

2

d7u
dx

HU(R)—I‘JH;H+‘<EA 2+‘<EA fl“

T

inverso de forma correta é conveniente prover tanto condi¢bes de contorno em
deslocamentos como em forgas. Embora, os métodos para andalise de sensibilidade
sao baseados no fato de que o problema direto é bem-posto, portanto, esta
formulagao nao é a adequada para este trabalho.

Nas aplicagbes reais geralmente nao é possivel fazer a escolha no tipo de condig¢oes

de contorno ja que a informagao disponivel ¢é limitada.

2.3 O método de caracterizacao de propriedades

Na resolugao do problema de identificacdo de médulos de Young da barra foram
obtidas conclustes importantes sobre as caracteristicas tedricas do problema inverso
associado. Nesta secao aplicaremos esses resultados para formular o problema
inverso geral de caracterizacao de propriedades mecanicas para situagoes de maior
complexidade. Posteriormente formularemos um método numérico para a resolugao

do problema.

2.3.1 O problema inverso

Comecaremos do problema de elasticidade linear apresentado na Secao [1.2.2
e utilizaremos os resultados vistos no exemplo da barra para definir o problema

inverso.

Discretizacdo Uma das conclusoes mais interessantes do exemplo anterior é sobre
a estabilidade da solucao. Foi visto que o problema continuo nao sempre tem
solugao, e quando esta existe nao sempre ¢ estavel. Por outro lado vimos que ao
aplicar o Método dos Elementos Finitos, o problema tem solugao tinica e estavel, e

é possivel em alguns casos obter uma cota do erro da solugao obtida. Na defini¢ao
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do problema inverso a resolver nesta dissertagao consideraremos uma discretizacao
de nejem elementos finitos. Como vimos, ao aplicar o MEF, o problema direto passa

a ser um problema de resolucao do seguinte sistema de equagoes lineares
KE)U=F K(E)= )Y EK;

onde K; é a matriz de rigidez correspondente ao elemento .

Formulacao como problema de otimizagcao Também vimos que o problema
inverso pode, em alguns casos simples, ser resolvido invertendo o operador associado
ao problema direto. Esta inversao nao é possivel nos exemplos que serao considerados
neste trabalho, portanto, a formulagao utilizada nesta dissertacao sera a do problema
inverso através da minimizagdo de um funcional, onde sempre existe solu¢ao (em

alguns casos aproximada) ao problema.
Normalizacao dos médulos de Young Durante todo o trabalho de dissertagao

trabalharemos com valores x; em lugar de E;, definidos pela expressao:

E;
Eref

€T; =

1
Vi=1,...,Nem ou x:E<> x,E € R",
Eref

’

onde Nge,m € a quantidade de elementos da discretizagao do dominio utilizada e
E,ef € R é um valor de médulo de Young de referéncia considerado constante
em cada aplicacao do método. O valor FE,.; dependerd dos valores dos médulos
considerados normais para o tipo de tecido que se deseje caracterizar. Através desta
mudanca passamos a trabalhar com uma variavel adimensional e normalizamos os
valores a otimizar reduzindo possiveis problemas numéricos devidos a altos valores
da variavel de projeto.

A seguir, é definido o problema direto associado ao problema de elasticidade

linear, para um solido.

Problema 2.2 (Direto discreto). Dado um sélido eldstico-lineal, homogéneo,
isétropo com coeficiente de Poisson v ocupando a regiao 0 C R? discretizada em
Netem €lementos finitos, e submetido a condig¢oes de contorno conhecidas de estado
plano de deformacdes. Sejam conhecidos os modulos de Young em todos os elementos
da malha, dados pelo vetor x e o mddulo de referéncia E,.;. O problema direto

discreto consiste em achar o vetor dos deslocamentos nodais U que verificam:

Kx)U=F
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sendo K a matriz de rigidez com as condi¢oes de contorno essenciais aplicadas, e F o

vetor de carregamentos nodais também levando em conta as condi¢oes de contorno.

E possivel demonstrar que quando as condicdes de contorno sio apropriadas o
sistema de equagoes lineares a resolver tem solugao. Desta forma podemos dizer que
existe um operador que associa vetores x com vetores de deslocamentos U.

Ja que somente conhecemos os deslocamentos da artéria U e um valor de pressao
(que é levado a um vetor de forgas nodais F), é necessario formular o problema de

forma inversa, como faremos a continuagao.

Problema 2.3 (Inverso discreto). Dado um solido eldstico linear, homogéneo,
isétropo com coeficiente de Poisson v ocupando a regiao 2 C R? discretizada em
Netem €lementos finitos, e submetido a condigoes de contorno conhecidas de estado
plano de deformagoes. Sejam conhecidos os deslocamentos dos nés da malha U, o
problema inverso consiste em achar o vetor x de médulos de Young normalizados

que satisfaz:

Kx)U=F

sendo K a matriz de rigidez com as condig¢oes de contorno aplicadas, e F o vetor de

carregamentos nodais.

Considerando que existe o operador P definido pelo Problema seria
interessante saber se existe solucao para o Problema [2.3] e se esta solucao é tinica
e estavel. Ja que o operador P esta definido em espacgos de dimensao finita nao é
possivel aplicar o Teorema [1.1. Embora, podemos considerar o problema continuo
e supor que ao igual que no exemplo da barra, o problema continuo é mal-posto e o
problema discreto é bem-posto, isto serd verificado resolvendo alguns exemplos.

A seguir, formularemos o problema de caracterizagdo como um problema
de minimizagdo e posteriormente, proporemos um método para resolvé-lo.

Consideremos o seguinte problema de minimizac¢ao de um funcional.

Problema 2.4 (Identificacdo de propriedades mecénicas). Dado um sélido de
material elastico linear de modulo de Poisson v, ocupando a regiao 2 C R"
discretizada em ng.,, elementos, submetido a condi¢oes de contorno dadas, sejam
conhecidos os deslocamentos nodais dados pelo vetor U e seja g : R* — R* algum
funcional convexo com valor zero no ponto nulo. O problema de identificagao consiste

em achar o vetor de médulos de Young normalizados x* que verifica:

x* = argmin g(U(x) — U)

xeRnt

onde U(x) é o campo de deslocamentos obtidos da resolucao do Problema

utilizando o vetor de médulos de Young x.
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Se g(U(x*) — U) = 0, entdo encontramos x tal que U = U(x), portanto, temos
resolvido o problema inverso 2.3 De aqui em diante utilizaremos a formulagao
do Problema [2.4] para falar do problema inverso de identificacio de propriedades

mecanicas.

2.3.2 O método

Como vemos, o Problema [2.4] é um problema de otimizagdo nao linear, onde
o objetivo é minimizar um funcional g, para o qual utilizaremos algum método
de otimizagao iterativo, o qual em cada iteragdo deve avaliar o operador U(x),
resolvendo o Problema[2.2] Na Figura[2.5|podemos ver um esquema geral do método,
onde vemos duas grandes etapas definidas: Obtencao dos dados e Caracterizagao.

Na etapa da obtencao dos dados, sao utilizadas técnicas de processamento numérico

Obtengéo de dados

Procedimentos
medicos

Propriedades Deslocamentos
Iniciais: Dados:
0 U L
X Caracterizagao
Y L
[’."'E -
Problema de - Funcional
Equilibrio g =g(T-U(x"))
[y
_'('E:_r'hl k=k+1

Propriedades _
solugéo B

Figura 2.5: Método de resolucao do problema inverso

para obter o campo de deslocamentos U. Posteriormente utilizando um vetor inicial
de médulos, junto com os deslocamentos dados, ¢ avaliado o funcional a minimizar,
e o algoritmo de otimizacao inicia o processo de minimizacao. Na otimizacao deve
ser resolvido um problema nao linear com restri¢oes de desigualdade e sera utilizado
o FDIPA, apresentado na Secao Ao verificar o critério de parada, dado por
alguma tolerancia tol, o algoritmo obtém o ponto candidato a solucao.

A seguir, apresentaremos possiveis funcionais ¢ a utilizar e finalmente
formularemos o problema de otimizagao, adicionando restrigoes de desigualdade ao

problema para a posterior aplicacao do algoritmo de otimizacao.
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2.3.3 Analise das condigoes de contorno

Como vimos, ao resolver o problema inverso de caracterizacdo na barra, as
condicoes de contorno utilizadas no problema de elasticidade linear, determinam se
o problema direto e o inverso sdo bem postos ou nao. Concluimos que para resolver o
problema inverso através da minimizacdo de um funcional do tipo do Problema
é necessario aplicar condigoes de deslocamentos e de forcas para que o problema
inverso seja bem-posto. A seguir, discutiremos como aplicar estas condigdes ao
problema inverso na geometria de uma artéria, e também assim definir qual serd o
tipo de funcional a utilizar.

Para escolher as condigdes de contorno devemos saber qual é a informagao que
estard disponivel na hora de resolver o problema. Assumiremos que serao conhecidos
os deslocamentos em todos os nés e as pressoes interior e exterior do anel da artéria.
Uma das hipoteses realizadas é a de pressao uniforme no contorno, em particular,
pressao zero no contorno exterior, e para o contorno interior um valor que deve

ser medido ou estimado pelos técnicos antes da aplicacdo do método. Respeito as

T A

e e

- : “:w:__ ~
*-f#ihrms‘*wg; X

Il{rombus

Figura 2.6: esq: imagem artéria real | dir: esquema com condi¢bes de contorno
cinematicas

condigoes em deslocamentos, consideraremos dois apoios como é representado na
Figura Desta forma sao fornecidas informagoes de forgas (o valor de pressao e
dado) e também sao incluidas informagoes de deslocamentos, ja que no funcional
¢ utilizado o vetor U, por tanto, assim como foi concluido no exemplo da barra
podemos dizer que o problema direto é bem posto. E importante destacar que os
apoios utilizados nao introduzem novas forcas exteriores, ja que os carregamentos
externos tem resultante zero e nao produzem reagoes nos apoios. Os deslocamentos
medidos deverao satisfazer as condigoes de contorno utilizadas, no casso contrario

podem ser modificadas as condig¢oes de contorno.
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Possiveis modificagbes no funcional No caso que se quisesse resolver o
problema de elasticidade linear aplicando condi¢oes puramente cinematicas, existem
formas de incluir a informacao das forcas dentro do funcional a otimizar. Por
exemplo no caso que exista boa precisao na medicao dos deslocamentos e um erro
maior na medicao das forgas, poderia ser conveniente utilizar condi¢oes de contorno
somente de deslocamentos para ambas paredes da artéria e adicionar algum termo
ao funcional como foi visto no exemplo da barra. Neste caso poderiamos modificar
o funcional a otimizar adicionando um termo no qual se pretende que o campo
de tensoes obtido em utilizando o método tenha tensoes similares as medidas no
contorno.

F'(x) = F(x) +p [C(x)en —p|"

onde p é o vetor tensao nas fronteiras consideradas e os parametros p e ¢ devem ser

determinados previamente a aplicagao do método.

2.3.4 O funcional

Uma das chaves do método de caracterizacdo é o funcional g a utilizar no
Problema[2.4] Existem muitos funcionais g possiveis, neste trabalho consideraremos

um grupo particular que deve satisfazer as seguintes condigoes:

e derivada continua,
e convexa,

e valor zero no ponto nulo.

No caso teérico onde os valores de deslocamentos medidos U néo tém ruido, e se o
modelo constitutivo representa perfeitamente a situacao em que foram gerados esses
deslocamentos, entao a diferenca entre os vetores deslocamentos é zero, e portanto,
o funcional deveria chegar ao zero. Nesta dissertacao consideraremos o funcional g
como alguma norma do espaco ao qual pertence U.

Para avaliar a diferenga entre os campos de deslocamento (ou seu gradiente)
consideraremos trés funcionais ou medidas, as quais podemos demonstrar que sao

normas no espaco das fungoes quadrado integraveis em €:

e medida entre deslocamentos:

() = 0l ) = [ fuGo) — 0 d0
e medida entre deformacoes:

o) = &l = [ lex) — 20
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e diferenca de tensoes:
/Q<c<x) (e(x) — &) - (e(x) — &) dS.

No primeiro funcional consideramos a diferenga nos deslocamentos, no segundo nas
deformagoes e no terceiro multiplicamos pela matriz constitutiva um dos fatores
da diferenca de deformacoes. Serd ttil compor os diferentes funcionais somando
os valores, e portanto, é importante normalizar eles de forma de evitar diferencas
importantes na ordem da magnitude. Assim obtemos as expressoes dos trés
funcionais normalizados,

_ lle®) —elli, o

Fe(x) =

~u) —ufLe

Fu(x) =

a7, o) €112, 0

/Q C(x) (e(x) — &) - (e(x) — &) dQ
/Q C(x)& - d)

Para poder analisar a influenga de cada um destes termos no desempenho do método

Fo(x) =

consideraremos um funcional como uma combinacao linear dos trés termos
F(X) = cu Fu(x) + ce Fo(x) + o Fo(x) (2.5)
onde ¢y, ¢ € ¢, sa0 0s coeficientes dessa combinacao.

Discretizacao

Para poder avaliar numericamente o funcional apresentado no Problema [2.4]
é necessario discretizar o dominio, e portanto o campos de deslocamentos u e
deformagoes . Utilizaremos uma malha de ng.,, elementos lineares triangulares

e comecgaremos o calculo por F,. Lembramos as expressoes dos deslocamentos
u(x) = NU(x) a=NU

e deformacoes
e(x)=BU(x) &e=BU

onde U(x) é o vetor de deslocamentos nodais solu¢ao o Problema utilizando os

moédulos de Young definidos por x. Aplicando estas expressoes podemos reescrever
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os funcionais

[ —upae = [ NU-0)Pa

- /Q(U—I‘J)tNtN(U—I‘J)dQ
- (U-U) [ N'Nd2(U-T)

= (U_I_J)tMu(U_U)
= U~ Uiy,

onde M, pode ser calculada ensamblando as matrizes elementares M. Estas

matrizes elementares estao dadas por

M;, = N¢' N¢dQ

u Qe

para calcular as integrais utilizaremos a seguinte féormula, valida para elementos

lineares triangulares com numeracgao de nés anti-horaria:

2A k!'l! m!
2+k+1+m)!

/ NENIND dA =
A

obtendo por exemplo a primeira entrada da matriz:

. . 2021000 QF
Mu,n:/ﬂe]\ﬂ2 ds2 =1 ~ %

analogamente podemos calcular todas as componentes, obtendo a matriz completa:

201010
020101

Mizg 102010
1210 10 2 01
101020

01 010 2

Finalmente, ensamblando as matrizes obtemos a matriz global M,. Esta matriz
é simétrica e podemos demonstrar que tem valores préprios positivos distintos de
zero. Assim podemos concluir que a fungao || - [|m, é uma norma. Obtemos, desta

forma, a expressao do funcional F, discretizado

(U(x) = 0) Ma (U) - 0) _ [U(x) ~ UJy,
U'M,U 104,

Fu(x) = (2.6)
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Analogamente obtemos os funcionais para os outros termos do funcional

[ e —ePag = [ [BU-T)Pd0
= /Q(U—I‘J)BtB(U—I‘J)dQ
= U -TUlj.-

A matriz M, também é simétrica definida positiva portanto a funcao || - [[m, é uma

norma. Finalmente chegamos a expressao do funcional F. discretizado

(U - 0) M, (Ux) - 0)  [Ux) - T,

Fe(x) = £ - =
(x) UM.U 10Re

(2.7)

Realizando o mesmo procedimento para o terceiro funcional obtemos:

/QC(X) (e(x) — &) - (e(x) —&)dQ = /Q(CB(U—fJ) . (B(U — U)) dQ

_ /Q(U—I‘J) - (B'CB(U - U)) a0

= (U-UK(U-U))
= |[U-TUl},

obtendo assim uma nova matriz definida positiva M, que define uma nova norma

|| - [[m,, com a qual definimos a expressao discretizada do terceiro funcional:

Fo(x) = (U_ﬁ)tM" (U_ﬁ) _ HUTI_JH%/IU (2.8)
i U'M, U 10134, '

Finalmente, substituindo as equagoes (2.6, (2.7) e (2.8) na expressdao ([2.5)

obtemos a expressao explicita do funcional discretizado

_ U&) - Ul

P — o, 1UX) [UG0) - Ulis,
IO1Rs,

IU1Rs,

[U(x) ~ UlRs,
101,

+ ce

+ Co

(2.9)

onde os coeficientes ¢y, ¢ € ¢, serao variados ao realizar a analise do desempenho
do método de caracterizacao.

Na hora de decidir qual serd o algoritmo a aplicar, teremos que levar em conta
uma condic¢ao importante: podemos calcular analiticamente o gradiente do funcional
F, portanto, neste trabalho escolheremos o algoritmo FDIPA o qual utiliza a
informagao do gradiente do funcional em cada iteragao. Por este motivo, a seguir,
calcularemos o gradiente para ser utilizado na aplicacao do algoritmo de otimizagao

posteriormente.
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Calculo do gradiente

Para o célculo analitico do gradiente utilizaremos a expressao discretizada do
funcional dada pela equagao (2.9)) e realizaremos as operagoes para um dos trés

termos, considerando o caso geral onde M depende de x.

(Ux) - U,M(x) (U(x) - U))
(U,M(x)U)

F(x) =

a matriz M somente depende de x quando ¢ M,, os gradientes para as matrizes
M., M. serao derivados como casos particulares da expressao geral.

Calculemos a derivada parcial respeito a variavel z;, e aplicando a regra da
derivada do produto interno, do quociente, e usando que M(x) é simétrica obtemos

a formula geral da derivada parcial de um termo do funcional F:

8—]:(x) _ ) <§%(x),M(x) (U(x) —I_J)> + <(U(x) —I_J) M (x) (U(x) _[j)>
ox; <G,M(X)B 2
(U(x) - UM(x) (Ux) - 1)) (U,2M0)
S = = = (2.10)
(U.Mx)TU) (U.M(x)U)

Vemos que ¢é necessario calcular a derivada de U respeito a x, portanto, lembramos
a relagao entre U e os parametros constitutivos x, através da matriz K. Sabemos
que ambos verificam a relacdo dada pelo sistema linear de equacoes do problema
direto discretizado 2.2

0K

— =E. K, Vx eR""
a(Ei f X €

Kx)U=F = K(x)=)Y z,E.K,
i=1
onde K(x) é a matriz de rigidez, é K; a sub matriz da regido i e z; o fator do médulo
de Young da regidao. Portanto podemos obter a seguinte expressao da derivada do
vetor U

ou ~ -
s (x) = -Kx) ' E,.; K;U

Substituiremos agora esta férmula na expressao geral do gradiente dada por [2.10] e

consideramos o caso da matriz M igual a My, a qual ndao depende de x portanto a

derivada sera nula, obtendo assim

0F, —2(K'E.KUM,(U-U))

dx; <U, M, ﬁ>
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Da mesma forma para o caso da matriz M igual a M., que tampouco depende de

X, obtemos a expressao da derivada parcial do funcional F;

0F. —2(K'E.; K UM, (U-10))
Ox; (U, M. U)

Quando a matriz M seja igual a M, temos a seguinte derivada parcial

OM,,
aﬂfz‘

(x) = F,;K; V¥x € R™

portanto obtemos a seguinte derivada do funcional F,

85%( . 2 (K ' B,y K; UM, (U-TU))+((U-TU) , By K; (U-T))
ow; (UM, U)
(U, By K; 0)

(UM, U)

—Fo(x)

A seguir, adicionaremos restrigoes de desigualdade ao problema de otimizacao.

2.3.5 O problema de otimizacao com restrigoes

Na Segao foram introduzidos os conceitos matematicos relacionados com a
otimizacao com restri¢oes, nesta secdo modificaremos o problema de minimizagao
adicionando restricbes que devem ser verificadas pelas variaveis. Apresentaremos
trés das possiveis formulagoes do problema, todas com a mesma solugao, embora
possivelmente com diferente desempenho numérico ao aplicar o método.

Sabemos que existem faixas de valores admissiveis para os médulos de Young de
materiais que podem ser encontrados dentro de uma artéria. Esta restricao fisica
serda levada em conta considerando uma cota inferior para os médulos de Young
normalizados x. A cota minima serda dada por um vetor x;, portanto obteremos um

conjunto restri¢oes lineares de desigualdade nos valores de x.

Formulacao 1

Nesta formulagao o funcional a minimizar sera F(x) dado pela equagao (2.9), e

adicionamos a restri¢ao inferior nos valores de x. Obtendo o Problema [2.5]
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Problema 2.5 (Formulacao 1). Dado o Problema e o funcional achar x*
como solugao de:
min F(x)
(F1) s.a.
0<x <x
x € R".

sendo x; € R™ dado.

O gradiente do funcional foi calculado, e o gradiente das restrigoes esta dado
simplesmente por uma matriz identidade. A cota inferior é colocada utilizando
valores suficientemente baixos , portanto o ponto x* obtido nao deveria ser igual a
x; em nenhuma componente portanto, utilizando esta formulacdo o 6timo nao deve

ter restricoes ativas.

Formulacao 2

Nesta formulagao introduziremos uma nova variavel auxiliar escalar z € R a
qual serd diretamente o funcional a minimizar, e estara relacionada indiretamente

problema de otimizacao desta formulagao fica dado pelo Problema [2.6]

com a varidvel x através da restricao z = HU(X) - I_JH = max;{
oo

Problema 2.6 (Formulagao 2). Dado o Problema e o funcional achar x*

como solugao de

rgcliznz
5.
(F2) 2> U(x)=Ti| i=1,...,n0a
O<zy; <z t1=1,...,n
(x,2) € R" x R.

onde ngg ¢ o nimero de graus de liberdade do problema apds aplicadas as
condic¢oes de contorno.

Se o vetor de dados U ndo tem erros, a solucdo teérica desta formulacio tem
todas as restrigoes relativas a U; verificando a igualdade. Por causa disso, um dos
problema desta formulacao é a nao diferenciabilidade das restrigoes no 6timo. Isto
pode ser solucionado adicionando alguma restricio que mantenha o signo de U; — U;
constante desde o inicio. Isto afeta de forma negativa ao desempenho do método

pelo que nao foi considerado aqui.
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Formulagao 3

Nesta formulagao, (inspirada en técnicas chamadas SAND), os deslocamentos
U serao considerados variaveis de projeto a otimizar ao igual que x, portanto o
funcional F estara definido no espaco R™ x R"s sendo escrito sempre com U como

variavel explicita, como segue

IU - Ui, IU - Uy, IU - UlRs, o

F(x,U) = ¢y — - — - —
10|31, U3, U3, )

podemos ver que a dependéncia em x neste funcional aparece unicamente na matriz
M,. Para impor a relagao entre U e x serd adicionada uma restricao de igualdade

h como vemos a continuagao.

Problema 2.7 (Formula¢do 3). Dado o Problema [2.3e o funcional 2.9 achar x* a

solucao de

1)1(1%1 F(x,U)
S.a.
(F3) hx, U)=Kx)U-F =0
O<ax; <z 2=1,....,n
(x,U) € R x Rnoa,

A funcao h : R™ x R"4 — R™d é chamada equacao de estado e determina
neste caso um conjunto de ngq equagoes nao lineares, equivalentes a resolver o
Problema em cada iteracdo. Uma das vantagens desta formulacao é que o
Problema é resolvido de forma indireta ao impor a restricio de igualdade.
Entretanto, isso pode trazer outros problemas numéricos devido ao aumento de
equacgoes dos sistemas a resolver.

Pode ser necessario utilizar o gradiente da funcao h, o qual é simples de calcular

utilizando os céalculos realizados para o V.F.

EcK\U EyK,U ... EyKyuqU | K

Vh:[th\VhU}:

E simples ver que todas as formulagdes sao equivalentes ja que no 6timo obtemos

U = U, que na formulacio 2 corresponde a z = 0 e nas formulacoes 1 e 3 provém
F=0.

2.3.6 Andlise de sensibilidade

Ao aplicar o método de caracterizagao e obter um vetor de médulos de Young

candidato x*, podemos desejar ter alguma estimacgao do erro acometido, portanto
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sera necessario ter uma estimagao de x* — x,,;. Como foi visto, é possivel obter esta
estimacgao para o problema da barra discretizada, e a continuagao realizaremos um
desenvolvimento similar para o problema geral. Ja que nos exemplos considerados os
pontos obtidos pelo método nao tém restrigoes ativas, podemos realizar a seguintes
operacoes com a condi¢ao de otimalidade de gradiente zero. No caso que algum
ponto 6timo tenha restrigoes ativas, as operagoes realizadas podem ser modificadas,
adicionando o multiplicador de Lagrange e a restri¢do ativa correspondente (ver
Secao , e obtendo um resultado similar. Neste trabalho, esta analise sera
realizada somente para a formulacdo 1, apresentada no Problema [2.5] mas pode
ser estendida para as outras formulagoes.

Ao igual que no exemplo da barra, devemos considerar uma norma para medir
a distancia entre diferentes campos de médulos de Young no espago das fungoes F

ou z. Consideramos a norma || - ||mg,

IEl; = | B(s)ds
— /Q(NE,NE> ds
— Et/QNtNdQE
— E'MgE

= |ElRe

onde a matriz Mg estd definida integrando as fungoes de forma em cada elemento
€.

(MEg) 12dQ = A° A° = area do elemento e

@) = Joe
A matriz Mg também é simétrica e obviamente tem valores proprios positivos
distintos de zero, portanto a norma || - ||mg; ¢ uma norma bem definida. Além
de ter realizado as operagoes para uma fungdo E esta norma é aplicavel de igual

forma para as fungoes v = E/E,.;.

Linearizacao Para procurar estimar o erro em x tentaremos linearizar o operador
de deslocamentos U = U(E") através de um desenvolvimento de Taylor de primeira

ordem

U-U = VUK (x-x)+o(x—x|
Vﬂ[x](

bl

Q

—x)

a matriz VU ndo pode ser calculada no ponto X ja que numa aplicacao real nao é
dado, portanto calculamos VIAJ[X} a qual chamaremos A nas seguintes operagoes.

Considerando que a diferenga nos deslocamentos seja uma variagdo pequena 0U e
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portanto, sob a hipdtese de que a diferenca em x seja pequena, podemos aproximar

esta expressao por

o0U = Adx.

J& que o nimero de graus de liberdade é geralmente diferente a quantidade de
modulos incégnita (geralmente maior), a matriz A nao é quadrada, portanto nao é
invertivel diretamente, e portanto nao serd possivel obter uma aproximacao de dx
desta forma.

Podemos aplicar a mudanca de base obtendo os vetores respetivos das

coordenadas
—1
ey = (BM“) A BME §¢,

Para procurar obter outra aproximacao consideraremos os critérios de
otimalidade nos pontos obtidos pelo algoritmo utilizando o vetor de deslocamentos

sem erro U e outro U tal que a diferenca seja oU.

=1}

A'EIM, (U(x)-U) =
A'RIM, (U(x)-T) =

=1

Considerando que dx é pequeno, podemos dizer que Vﬂ[i] = Vﬂ[f{] = A
-1
e = (B) (A0, A M B,
portanto, podemos estimar a cota superior do erro x como

I6exl < H(BME)1 (A My A)~" A My BM| [[Scl|

portanto devemos estimar a norma , a qual

(BM=) ™ (A M, A)~! A'M,, BM-

pode ser calculada como o maximo valor singular, portanto, procuraremos aplicar o

teorema da descomposicao em valores singulares.
Aplicamos o teorema de descomposicdo em valores singulares a matriz
~1
(BM“) A BME obtendo
-1
(BM+) " ABM= =W SV

substituindo e aplicando que (BMu)! M, BM» = [ obtemos

s = (1) () vstsve () ) () v
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aplicamos que S*S = X2, e invertendo obtemos
be, = (BMe) " ((BM=) vyt (BMe)) (BM=) VS b,

portanto obtemos
E_l

Sc, =V S'Wtse, S = -

portanto,

H (BME>_1 (A'M, A)~' A" M, BM|| = max {1 | o; = val. sing. ((BMu)_1 A BME>}

0;

reescrevemos as matrizes de mudanga de base como

BM» = Mg?  BME - M

e finalmente obtemos a cota do erro em x

1
[oca|l <
g

min

[l

1 _1
sendo 0y, = min{o;} e o; os valores singulares da matriz (MﬁA ME2>. Utilizando
esta expressao poderemos estimar a variacao dos resultados ao incluir erros nos

dados, estimacao que sera realizada no seguinte capitulo.

64



Capitulo 3

Validacao numeérica do método de

caracterizacao

No Capitulo (1] foi apresentado o problema de elasticidade linear para materiais
sob certas hipoteses procurando reproduzir propriedades do tecido arterial.
Posteriormente, no Capitulo [2] foi formulado um método numérico para a resolugao
de problemas inversos associados a caracterizacdo de propriedades mecénicas de
solidos. Neste capitulo apresentaremos e aplicaremos um procedimento para avaliar
a eficacia do método proposto, através da andlise de resultados numéricos obtidos
para diferentes exemplos com soluc¢ao conhecida. Na secdo final é realizada uma
analise de sensibilidade do problema procurando obter uma estimacao da variagao
dos resultados ao introduzir erros de nivel conhecido aos dados. Esta estimagao
servira finalmente como ferramenta para decidir se utilizar técnicas de regularizagao

ou nao.

3.1 Descricao do processo de validacao

Em todo resultado de um modelo matematico numérico ou analitico, existem
diferencas entre este e a realidade fisica modelada. Estas diferencas ou erros nos
resultados, sdo devidos a aproximacgoes e hipoteses consideradas no processo de
modelagem, e eventuais erros introduzidos na resolu¢ao do modelo. No caso que
o modelo forme parte de uma diagnose médica, estes erros, poderiam modificar o
resultado da diagnose de forma critica. Por isso, é de suma importancia a validagao
de todo método numérico, previamente a sua aplicagdo em problemas de maior
contato com a realidade, onde os riscos comecam a ser importantes, sobretudo
quando falamos de vidas humanas.

Para lembrar o método de caracterizacao proposto, vejamos o fluxograma da

Figura do Capitulo 2] no qual sdo apresentadas as duas etapas que ocorreriam
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na aplicagdo do método: a obtencdo dos dados (verde) e a caracterizagdo de
propriedades (azul). Visto que para este trabalho nao utilizaremos dados médicos
experimentais, deveremos substituir a etapa da obtencao dos dados, por uma etapa
de geracao dos mesmos. Durante esta nova etapa é resolvido o problema direto
discreto associado ao problema de elasticidade linear utilizando como dados os
modulos de Young solucgao, e resolvendo pelo Método dos Elementos Finitos. Esta
etapa é chamada de Geragdo de dados e corresponde & cor verde na Figura 3.1 A
etapa de caracterizacao fica sem modificagoes importantes respeito a apresentada
anteriormente, e finalmente, logo da caracterizacao, os resultados sao comparados
com a soluc¢ao conhecida, decidindo se o algoritmo foi capaz ou nao de caracterizar
o material.

O processo de validagao, esquematizado na Figura 3.1, comeca pela definicao da

geometria, condi¢oes de contorno e propriedades mecanicas a utilizar. Estas tultimas

Geragao de dados

Propiedades
Solugéo:
X

Solver
Elementos finitos

'

Propriedades Deslocamentos
Iniciais: Dados:
0 L . =
X Caracterizagao
1 .
Llr.k :
Solver _ Funcional

Elementos finitos - F'=F(T-U"
[

_'rki-_rkﬂ kek+1

Validagéo OK

Validacéo

Figura 3.1: Fluxograma do processo de validacao do método de caracterizagao.

serao os modulos de Young de todos os elementos da malha, representados pelo
vetor X definido anteriormente. Posteriormente é resolvido o problema de elementos

finitos com os médulos X E,.¢, e obtemos os deslocamentos da malha, dados pelo
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vetor U. Este vetor de deslocamentos ¢ ingressado ao método de caracterizacio
apresentado anteriormente e, quando o critério de parada do algoritmo de otimizagao
for satisfeito, obteremos os modulos de Young finais x*. Finalmente esses modulos
de Young serao comparados com os valores solucao, segundo alguma norma a definir,
aceitando o método no caso que o erro seja inferior a uma tolerancia previamente
definida tolg,,,. Para medir este erro, sera apresentado um critério particular para
o problema.

E importante levar em conta que esta validacio é possivel somente quando é
conhecida a solucao, para poder avaliar o erro exato dos valores obtidos pelo método
numeérico.

Previamente a resolucao dos exemplos poderiamos pensar que o desempenho
do método pode variar ao modificar os parametros do problema como: geometria,
malha, valor do mddulo de Poisson, diferentes condigbes de contorno. Nos
exemplos a ser resolvidos serao consideradas geometrias simples assim como também
geometrias irregulares, inspiradas em formas de artérias reais, e também sera
variado o valor do médulo de Poisson assim como a quantidade de elementos das
malhas. Desta forma poderemos concluir se a eficicia do método depende destas
caracteristicas ou nao para o tipo de problema estudado. Ainda superando as
validacoes que serao feitas aqui, no caso que este método seja aplicado a problemas
reais com humanos, se devera fazer validagoes previas com dados reais, aplicando o
método em animais ou artérias in-vitro (de acordo com a regulamentagao adequada)
para assim obter resultados com tecidos com comportamento similar ao das artérias

humanas n-vivo.

Programa de elementos finitos Como vimos é necesséria a utilizacao de um
programa de elementos finitos tanto dentro do método de caracterizacao, como
no processo de geracao de dados na validacao. Foi desenvolvido um software que
utiliza elementos finitos triangulares lineares para resolver problemas de estado plano
de tensoes (E.P.T.) e deformagoes (E.P.D.) para materiais eldstico lineares, para
pequenos deslocamentos e deformagoes. Foram utilizadas nogoes tedricas de [39], e
o codigo foi desenvolvido na linguagem de programacao GNU-Octave v.3.2.3 [40].
O programa de elementos finitos foi validado numericamente e os resultados obtidos

sao apresentados no Apéndice [A]

Deslocamentos dados Em uma primeira etapa resolveremos exemplos onde os
deslocamentos solucao serao gerados com o mesmo programa de elementos finitos e
os mesmos parametros da malha que foram usados para calcular os deslocamentos
do modelo em cada iteragao. Desta forma saberemos que o funcional pode atingir o

valor zero, e portanto, poderemos centrar nossa analise no algoritmo de otimizacao.

67



Além disso, como foi descrito na Se¢ao [1.1.3] os processos de obtencao de dados dos
deslocamentos e sua adaptacao para ser utilizados pelo método, introduzem erros nos
valores medidos, portanto, ¢ importante analisar a sensibilidade da solucao obtida
na apari¢ao de erros nos dados. Um dos efeitos que analisaremos ¢ o erro introduzido
ao modificar o quantidade de dados, esta é uma situacao que pode aparecer com alta
frequéncia ja que a resolucao dos dispositivos de obtencao de dados pode ser superior
ou inferior & maxima resolugao possivel definida pela malha com maxima quantidade
de elementos. Em particular na Secao [3.3| geraremos dados com malhas com elevado
nimero de elementos e posteriormente interpolaremos estes valores a malhas de
menor quantidade de elementos a ser utilizados na caracterizagao. Finalmente na
Secao[3.4]analisaremos o erro obtida na solu¢ao ao adicionar um erro nos dados. Este
erro nos dados pode ser simulado como aleatério com média zero, ja que existem
varias etapas do processo onde podem ser introduzidos.

No caso de realizar uma validagao previa a aplicacao com deslocamentos obtidos
com imagens médicas, sera necessario conhecer o tipo de erros introduzidos pelos
dispositivos médicos e procedimentos para poder estimar, aplicando a analise de

sensibilidade, qual serd o erro na solucgao.

Geometria Nos exemplos considerados utilizaremos duas geometrias, uma
primeira aproximacao simples anular, e outra de maior complexidade procurando
representar uma geometria similar a uma secao transversal de uma artéria real, com
um importante avanco de Aterosclerose. Na imagem a) da Figura vemos uma
segao transversal de uma artéria real obtida utilizando ultra-som (ver [20]), onde
podemos diferenciar quatro distintos tipos de tecidos: tecido sao, camada fibrosa,
ateroma e trombo. Na imagem b) da Figura vemos uma malha de elementos
finitos para uma geometria aproximada a geometria da artéria real, onde definimos
as mesmas regioes de tecidos: uma parede exterior (tecido sdo), uma regido de
ateroma, uma camada de tecido entre a camada exterior e o limen, e o material
que formara o trombo (em cor preta). Existem também métodos de processamento
de imagens que sao capazes de identificar o tamanho das membranas que separam
as diferentes camadas da parede arterial [41], portanto em uma aplicacao real é
possivel utilizar uma geometria com dimensoes definidas. Ao ter esta informagao de
dimensoes precisa poderemos incluir as interfaces entre regices de possiveis diferentes

materiais, utilizando uma maior quantidade de elementos.
Parametros numeéricos Para a resolucdo numérica destes problemas deveremos

definir valores para os parametros do nosso modelo. Estas sdo as hipdteses

consideradas na resolucao dos exemplos:
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Figura 3.2: a) Secao transversal de artéria com Aterosclerose | b) malha de elementos
finitos de geometria aproximada.

e Pressao interna: Como foi apresentado na Segao [I.1.3] é possivel obter os
deslocamentos entre dois instantes de tempo a partir das correspondentes
imagens obtidas utilizando o IVUS. Para poder formular o Problema
de forma completa devemos conhecer as condigdes de contorno, portanto é
necessario conhecer o valor da pressao interna do sangue em cada um destes
instantes, para assim calcular sua variacdo. Vamos a considerar valores
promédio de pressoes diastolica 80 mmHg e sistolica 120 mmHg, portanto,
existird uma variacdo de pressio ¢ = (120 — 80) mmHg = 40 mmHg =
5.33 kPa = 5.33 x 107® MPa = 5.33 x 1073 N/mm”.

e Modulo de Young : diversos estudos tém mostrado que o valor do médulo
de Young do tecido de artérias saudaveis é aproximadamente 300 kPa =
0.3 MPa = 0.3 N/mm” (ver [3]). Este valor E,.; seré utilizado como referéncia

para os valores de modulo de Young dos elementos e regides, valor que foi

E,
Eref ’

utilizado para definir o valor = através de x; =

e Coeficiente de Poisson: na Secao foi introduzida a propriedade da
quase incompressibilidade do material. Nos exemplos numéricos utilizaremos o
valor v = 0.49 procurando considerar um material com v elevado e evitando os
problemas numéricos que existem ao usar 0.5 com a formulagao de elementos
finitos implementada. Este valor é utilizado em alguns artigos da bibliografia,
por exemplo em [28]. Na Secao variaremos o valor deste parametro para
analisar o efeito que este pardametro produz nos resultados, ja que estamos

utilizando um modelo de elementos finitos.
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Medida do erro das propriedades Para poder validar o método é necessario
contar com alguma forma de medir o erro da solugao obtida. Em cada um dos
exemplos a resolver, o valor do médulo de Young da solucio E serd conhecido,
portanto, poderemos diretamente calcular a diferenca com os valores obtidos através
do método E*. Para comparar estes valores introduziremos uma forma particular de
calcular o erro. Calcularemos o erro relativo na regiao ou elemento com o maior erro
de todo o dominio. Este tipo de medida ¢é razoavel ja que, na diagnose, nao seria
suficiente dar os valores E* e dizer qual é o erro relativo médio. Seria necessario dar
uma cota superior do erro cometido pelo método em todo 2. Definimos, portanto,

o erro relativo dx nas propriedades mecanicas da regido ¢ da seguinte forma:
* n n * = =
O, = |EF — Ei|/ B = |a7 — &l /2.

Como foi dito desejamos obter o maximo de todos estes erros, portanto definiremos

a funcao ErroMax que nos dara o valor do maximo erro relativo em todas as regioes
ErroMax(x) : R" — RT  ErroMax(x) = ||0x||ec = max{|z; — Z;|/Z;}.
(2

sendo n,., 0 nimero de regioes utilizadas. Para avaliar o método calcularemos o
valor do ErroMax para as propriedades obtidas pelo método e veremos se é menor

do que a tolerancia admissivel considerada tolg,,.:
ErroMax(x*) = max{|z] — z;|/2;} < tolgrro.
(]

no caso que a condigao for satisfeita, diremos que o método funciona, segundo o

critério tolg, -

Analise do funcional Na Secao foram apresentados trés funcionais que
podem ser utilizados como fungao objetivo a minimizar pelo algoritmo de otimizagao,
para resolver o problema inverso formulado. Os funcionais estdo associados a
deslocamentos (Fy), deformacoes (F.) e tensdes (F,), e estdo definidos pelas

seguintes expressoes:

_U() - O,
[01Rs,

_U) - O3y,
™

_|UG) ~ O,

]'_u(x> =
|U]1%4,

Fe(x) Fo(x)
Desejamos ver se existem diferencas na eficicia do método ao utilizar diferentes
funcionais, portanto, em cada exemplo apresentaremos os resultados obtidos
para combinagoes dos trés funcionais mencionados. Comecaremos por analisar

o desempenho do método para os funcionais F, e F., considerando o funcional
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combinagao convexa J, dado por:
Fo(x) = aFu(x) + (1 — o) Fe(x) ae€{0,0.5,1}.

posteriormente analisaremos os resultados para os funcionais F, e F, considerando

o funcional F3 dado por:
Fa(x) = BFu(x)+ (1= B) F,(x) Be€{0,05,1}.

Em cada um dos exemplos resolvidos a continuagao serao apresentados os resultados

para estes funcionais.

3.2 Validacao do método usando dados sem erro

Nesta secao aplicaremos o método de validagao sob a hipétese de que os dados

nao incluem erros. Serao resolvidos trés exemplos numeéricos.

3.2.1 Exemplo 1

A resolugao de este primeiro exemplo tem como objetivo dar uma primeira
aproximacao ao problema, e verificar que o método funciona para condigoes de
baixa complexidade.

A geometria considerada é simples em comparagao com uma situacao real, e
a quantidade de regides ou variaveis do problema de otimizagao é baixa para a
capacidade do algoritmo de otimizacao que sera utilizado. A geometria é definida
por um anel com didmetros interior e exterior, ¢; = 1.2 mm e ¢, = 2.0 mm
respetivamente.

As condigoes de contorno estao dadas pela pressao interna, constante no contorno
interior ¢ = 5.33 x 1072 N/ me, e restricoes cinematicas segundo o esquema da
imagem esquerda da Figura A justificacao para a utilizacao desde tipo de apoio
foi realizada na Secao [2.3.3] Para a andlise de elementos finitos consideramos uma
discretizacao de 448 elementos triangulares lineares. Esta malha é dividida em dez
regides de elementos segundo a imagem da direita na Figura [3.3] onde vemos as
regioes identificadas por diferentes cores. Os elementos de uma mesma regiao ¢
terao um valor de modulo de Young solugao E;, = E,cf, e um valor E = 1¥ E,cy
para iniciar o algoritmo de otimizacao, onde E,.; é o valor referéncia apresentado
anteriormente. Na Tabela podemos ver os valores iniciais e finais de x, assim

como a quantidade de elementos finitos por cada regiao.
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Figura 3.3: esq: Esquema de geometria e condi¢oes de contorno de exemplo 1 - dir:
Malha e regioes de exemplo 1.

parametro regiao

1 2 31 4|5 6 7 | 8 9 |10
Z; (solugdo) || 1.0 1.0 [1.2 1.6 22| 1.8 14| 1.1]1.0]1.0
2Y (inicial) || 1.1 [ 1.1 | 1.1 [ 1.1 1.1 | 1.1 | 1.1 | 1.1 |1.1]1.1

)

# elemen. 46 | 44 | 44 | 46 | 44 | 46 | 44 | 44 | 46 | 44

Tabela 3.1: Parametros do exemplo 1

Resultados numéricos

Comegaremos apresentando os resultados para a formulagao 1 (ver Segao ,
utilizando os funcionais definidos pela variacdo dos parametros a e [ indicados
anteriormente. Posteriormente veremos os resultados da formulacao 2 e realizaremos
alguns comentéarios sobre resultados da formulacao 3. Os critérios de parada
utilizados no FDIPA foram: decréscimo do funcional e norma de gradiente com

tolerdncia zero e norma da direcdo de descida menor ou igual a toly = 1.0 x 10719,

Formulagao 1 Comegaremos por analisar os resultados numéricos para os
funcionais F, e Fjp, analisando o erro obtido em cada iteracdo. Lembramos a

expressao da formulacao 1,

min F(x)
(F1) s.a.
0<x <x

x € R".

onde n = 10 sera a quantidade de regioes, e x o vetor de modulos de Young e x;

a cota inferior de x: Na Figura [3.4] vemos na esquerda a evoluc¢ao do funcional e
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na direita o ErroMax em cada iteragao. O critério de parada satisfeito no fim do
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Figura 3.4: esq: F, em escala logaritmica | dir: ErroMax em escala logaritmica.

método para os trés casos foi ||d¥|| < toly. Vemos que para os trés valores de «
o algoritmo chega a minimizar o funcional e o Erromax atinge valores inferiores a
1.0 x 1071°, portanto podemos dizer que, para estas condicoes, foi possivel fazer a
caracterizagao. Também podemos ver que a velocidade de convergéncia é diferente
para cada funcional, j& que o funcional F. (a = 0) necessita menos da metade de
iteragoes que JF, (a = 1) para finalizar a caracterizagao segundo o critério de parada
utilizado.

A seguir, apresentaremos uma andalise similar para o funcional F3, combinacao de
Fu € Fo, utilizando os mesmos critérios de parada da anélise de F,. Na Figura [3.5]

vemos os resultados do funcional e o ErroMax. Ao igual que na anélise do funcional
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Figura 3.5: esq: evolugdo de Fz em escala logaritmica | dir: evolugdo de ErroMax
em escala logaritmica.

F., obtemos que, para todos os valores de 3, o método é capaz de caracterizar
o material, e em particular para o valor § = 0 o desempenho é melhor que para
B = 1, por tanto o funcional F, é mais apropriado do que F,. Também vemos
que ao utilizar F, o método é mais rapido que para F., portanto neste exemplo o
funcional F3 tem um melhor desempenho do que F,. Veremos esta diferenca em

maior medida no exemplo 3.
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Formulacao 2 Previamente a apresentar os resultados numéricos obtidos para a

formulacao 2, lembraremos sua expressao vista na Secao [2.3.5)]

(F2) z > ‘UAX)-[];‘ izl,...,ngdl
O<a; <z 1=1,....n
(x,2) € R* x R.

onde ngyq ¢ o numero de graus de liberdade permitidos na malha apds aplicar as
condigoes de contorno cinematicas. Neste caso nao utilizaremos os funcionais F,
portanto nao sera necessario analisar a variacao de a e 5. Os critérios de parada
utilizados sdo os mesmos da formulagdo 1, e na Figura [3.6] vemos os resultados

numéricos obtidos. O critério de parada pelo qual o algoritmo finalizou foi a
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Figura 3.6: esq: Evolucao de z em escala logaritmica | dir: ErroMax em escala
logaritmica.

tolerancia respeito a dire¢io de descida ||d*|| < toly. O ErroMax obtido finalmente
é 0.025, pelo que podemos concluir que o método foi capaz de caracterizar com erro
maximo de 2.5%. Este valor é aceitavel, embora, vemos que é superior ao obtido na
formulacao 1 em varios ordens de magnitude.

E importante destacar que esta formulacdo tem importantes diferencas em
complexidade para o algoritmo de otimizacdo ja que sdo utilizadas restri¢coes nao
lineares em maior quantidade do que variaveis do problema, e considerando os
tamanhos dos sistemas lineares formados pelo algoritmo, supomos que estas afetam
negativamente o condicionamento numérico na solucao.

A formulacao poderia ser modificada mudando o valor absoluto por alguma das

normas utilizadas no funcional da formulacao 1.
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Formulacao 3 A terceira formulacao apresentada, representa um aumento de
complexidade ja que existem restrigoes nao lineares e também ¢ utilizado o funcional
F.

Ao resolver o exemplo 1 utilizando esta formulacao, foi visto que os resultados sao
de menor nivel que os obtidos utilizando a formulagao 2. Devemos levar em conta
que o algoritmo FDIPA ¢é apropriado para problemas de mediano porte, portanto a
inclusao de restri¢coes de igualdade aumenta também o tamanho do sistema linear a
resolver, adicionando novas dificuldades numéricas na implementacao. Para evitar
este resultado negativo pode ser utilizadas variacoes do FDIPA apropriadas para
formulagoes do tipo SAND.

Nos seguintes exemplos utilizaremos somente a formulagdo 1 para realizar a

caracterizacao.

Mapeamentos de propriedades

Para poder apresentar os resultados claramente, introduzimos graficos de
mapeamento das propriedades mecanicas no dominio. Nestes gréaficos sao
desenhados todos os elementos da malha com cores associadas ao valor e médulo
de Young correspondente a cada elemento em certa iteracdo. A cor branca
correspondera ao minimo valor do modulo de Young atingido em qualquer iteragao
ou regiao durante todo o processo de caracterizagao, e o preto correspondera ao
maximo valor atingido. Este mapeamento sera realizado para a formulagao e
funcional com o melhor desempenho, portanto, escolhemos a formulacao 1 e o
funcional F com 8 = 0 que corresponde ao funcional F,.

Na Figura|3.7|sao apresentados os mapeamentos das propriedades mecanicas. Na
imagem esquerda-superior vemos os modulos de Young da solugdo do exemplo, na
imagem direita-superior vemos o mapeamento dos valores iniciais com os quais foi
iniciado o processo de caracterizacao e as duas imagens inferiores correspondem aos
mapeamentos nas iteracoes 2 e 19. Podemos ver que na segunda iteracao o algoritmo
identifica a direcao no qual debe modificar as propriedades para decrementar o
funcional, mas os valores nao sao ainda os corretos. Na iteragao final obtemos um
mapeamento igual ao mapeamento da solugao, embora existe um erro na ordem de

1071 0 qual nao podemos ver devido & escala de cores utilizada.

3.2.2 Exemplo 2

Neste exemplo consideraremos uma geometria procurando modelar o dominio
de uma artéria real. As condi¢bes de contorno utilizadas serdo iguais das
consideradas no exemplo 1, com um ponto fixo e outro com um deslocamento

permitido horizontalmente. Nesta geometria o didmetro interior e o exterior sao
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Figura 3.7: 1. Propriedades solucao, 2. Propriedades iniciais, 3. Propriedades na
iteragao 2, 4. Propriedades na iteragao final

aproximadamente ¢; = 2mm e ¢, = 2.8 mm respetivamente. As condigbes
de contorno de pressao estao dadas pela pressao interna constante ¢ = 5.33 X
1073 N/ mm? ao igual que no exemplo anterior.

Na imagem da esquerda da Figura[3.8| podemos ver uma secao transversal arterial
com componentes definidos como foram descritos na Segdao [3.I] Na imagem da
direita da Figura vemos o modelo discretizado com as condigoes de contorno em
deslocamentos representadas e as quatro regides identificadas claramente como os
quatro tipos de tecidos descritos: 1 tecido sao, 2 camada fibrosa, 3 ateroma e 4
trombo.

Todos os elementos de cada uma de estas regioes terao os mesmos valores do
modulo de Young , sendo z; E,.; para a regiao ¢. Na Tabela podemos ver os
parametros do exemplo 2, entre os quais estao os modulos de Young solucao e inicial
para o algoritmo. Além de que os modulos de Young dos materiais reais existentes
dentro das artérias podem variar respeito aos considerados neste exemplo, podemos
dizer que sao representativos, por exemplo, o ateroma ¢ mais rigido que o tecido sao

e o tecido que formara o trombo é menos rigido que o tecido sdo. O tecido sao terd
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Figura 3.8: esq: imagem artéria real | dir: esquema exemplo 2

parametro regiao

1 2 3 4
7; (solugdo) || 1.1 | 1.2 | 1.6 | 0.7
2% (inicial) || 1.1 | 1.1 | 1.1 | 1.1

3

# elementos || 213 | 104 | 36 | 58

Tabela 3.2: Parametros do exemplo 2

modulo 1.1 F,.¢, representado pela regiao 1, na regiao 2 vemos outro tipo de tecido

sao com valor 1.2 E,.; e em 3 vemos a camada de ateroma com moddulo 1.6 F,.;.

Finalmente em 4 vemos um potencial de tipo trombo com moédulo 0.7 E,..¢.

Resultados

Na resolucao de este exemplo consideraremos os mesmos valores numéricos

considerados no exemplo anterior para os critérios de parada do algoritmo.

Na Figura [3.9) podemos ver os resultados para o funcional F,. Vemos um

Funcional
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Figura 3.9: esq: F, em escala logaritmica | dir: ErroMax em escala logaritmica.
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comportamento similar para valores de a 0 e 0.5, em tanto que para « = 1 o
algoritmo requer um maior nimero de iteragoes. Além disso, nos trés casos o método
atinge um ErroMax menor a 107%, pelo que podemos concluir que ¢ realizada a

caracterizagao.
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Figura 3.10: esq: Fp em escala logaritmica | dir: ErroMax em escala logaritmica.

Na Figura @ podemos ver os resultados para o funcional F3, onde novamente
concluimos que o comportamento é similar ao exemplo 1, assim como também vemos
uma maior rapidez para o valor § =1 do que para a = 1.

Novamente vemos que o funcional JF,, necessita uma quantidade
consideravelmente superior aos outros para cumprir os critérios de parada.
Embora seja obtido o mesmo resultado nesse sentido, vemos que encontramos uma
diferenca com os resultados do exemplo 1 no desempenho dos funcionais Fz para

£ =0 e 0.5. Os resultados sao similares.

Mapeamentos de propriedades mecanicas

Na Figura [3.11] vemos os mapeamentos dos médulos de Young no dominio do
exemplo, obtidos utilizando o funcional F,. Podemos ver que na segunda iteragao
o método ja reconhece que a regiao 4 tem um modulo menor que os médulos em
redor e na iteracao final o método atinge as propriedades solugdo do problema.
Além de poder ver as cores neste diagrama e estimar aproximadamente o médulo,
é necessario introduzir algum tipo de informacao adicional para saber exatamente o
nivel de erro em cada elemento em cada iteracao. Isso sera visto na seguinte sec¢ao,

onde introduziremos um novo mapeamento para visualizar os resultados.

3.2.3 Exemplo 3

Neste exemplo aumentaremos o nivel de complexidade, eliminando as restri¢oes
dos elementos das regioes, portanto, considerando que cada elemento da malha

tera um modulo de Young diferente a ser identificado, procurando assim dar maior
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Figura 3.11: (esq-sup): distribuigao de propriedades solugao | (dir-sup) propriedades
iniciais | (esq-inf) propriedades na iteracao 2 | dir-inf: propriedades na iteragao final

liberdade ao problema e obrigando ao método a reconhecer as regides de forma
automatica. Utilizaremos a mesma geometria do exemplo 2 e a mesma discretizagao
de elementos finitos. Os pardmetros da malha e as distribui¢des de propriedades
mecanicas na solucao estao dadas pela Tabela |3.2] ao igual que no exemplo 2.
Dado que neste exemplo a dificuldade numérica é maior a dos anteriores,
consideraremos um critério de parada menor, mais apropriado para a precisao
desejada no valor das propriedades. Consideraremos que a obtengdo de um erro
relativo de ordem 107! no valor de cada x; é aceitdvel, portanto utilizaremos uma
tolerancia para a norma da direcdo de descida toly = 107, com a qual pretendemos
seja suficiente para o algoritmo. Os outros critérios de parada do algoritmo serdo

considerados zero ao igual que nos exemplos anteriores.

Resultados

Na imagem esquerda da Figura [3.12] podemos ver a evolug¢ao do funcional F,
em escala logaritmica durante a otimizacgdo, e no grafico da direita podemos ver a

evolucao o valor ErroMax. Sao apresentados os resultados para os casos de a = 0,0.5
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e 1, e os valores do gréfico cada 50 iteragoes. O funcional com valor o = 1 tem valores
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Figura 3.12: esq: Evolucao F, em escala logaritmica | dir: Evolugdo ErroMax em
escala logaritmica.

inferiores aos de valores 0.5 e 0, embora o ErroMax nao obtém o decrescimento
esperado. O funcional o = 0 produz decrescimento no funcional de menor ordem
mais um decrescimento importante no ErroMax, que é o que é importante para
caracterizar todo o dominio.

Na Figura vemos a evolucao do funcional Fj3, e ErroMax o correspondente,
ambos em escala logaritmica, durante o processo de caracterizacao e para os valores

B =0, 0.5 e 1. Nos graficos podemos ver que todos os funcionais com melhor
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Figura 3.13: esq: Fp em escala logaritmica | dir: ErroMax em escala logaritmica.

desempenho foram os associados aos valores @« = 0 e § = 0. Analisaremos a
continuagao os resultados numéricos detalhadamente.

Devemos definir um critério de aceitagao para as propriedades obtidas em funcao
de seu erro. Sejam os valores de propriedades mecéanicas consideradas como solugao
e as diferencas entre os diferentes valores de cada regiao, diremos que se o ErroMax
¢ da ordem de 5% ou menor serd possivel identificar o material, e portanto diremos
que o método foi capaz de resolver o problema. No caso contrario diremos que
o método nao foi capaz de resolver, e que deve ser considerada uma tolerancia

de maior exigéncia embora nao serd possivel assegurar resultados positivos. Os
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erros das propriedades obtidas ao aplicar o método para os diferentes funcionais

considerados podem ser vistos na Tabela Concluimos que, como vimos nos

parametro « || ErroMax(x*) | ErroMedio(x*) | its.
0 2.89% 0.31% 706

0.5 4.58% 0.46% 915

1 60.17% 6.81% 805
parametro § || ErroMax(x*) | ErroMedio(x*) | its.
0 4.35% 0.36% 665

0.5 5.29% 0.40% 914

1 60.17% 6.81% 805

Tabela 3.3: Resultados numéricos exemplo 3 funcionais F, e Fp

graficos os funcionais associados a deformagoes (o = 0) e tensoes (5 = 0) s@o os
mais apropriados. Enquanto que no funcional associado a deslocamentos produz um
erro nao é aceitavel segundo o critério estabelecido. Se comparamos os funcionais
respectivos a @« = 0 e § = 0 vemos que sao similares em desempenho, ja que o

primeiro obtém um erro menor, enquanto que necessita mais iteragoes para finalizar.

Mapeamentos de propriedades mecanicas

Na Figura vemos os mapeamentos dos médulos de Young obtidos ao aplicar
o método utilizando o funcional F,. Lembramos que na barra da direita vemos os
valores da variaveis x que representam os modulos de Young divididos por um valor
de referéncia Fy = E,.;. Podemos ver que na iteracao 25 ja é possivel identificar
a regiao 4 e que na iteracao final parece estar caracterizados completamente os
materiais. Esta representacao nao é capaz de mostrar os erros que ja vimos que
existem na solugao obtida |3.3] portanto a continuagao introduziremos um novo

mapeamento onde os erros de cada elementos sao apresentados.

Mapeamentos de erros

Da mesma forma que foi desenhado o mapeamento de modulos de Young
podemos mapear os erros relativos para cada elemento para qualquer iteragao. Cada
elemento sera associado a uma cor onde a cor branca representara o erro relativo zero,
enquanto que a preta definird o maior erro relativo atingido por qualquer elemento
ou regiao em todas as iteragoes do método. Na Figura vemos 0s mapeamentos
dos erros obtidos para algumas iteragdes importantes, com a barra de referéncia do
valor de erro correspondente a cada cor. Os mapeamentos sao realizados para: a
iteracdo solugdo (erro zero), iteragdo inicial, iteragao 25 e iteracdo 650 préxima ao

final. Vendo a imagem dos erros dos modulos iniciais podemos verificar que nessa
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Figura 3.14: 1. Propriedades em solugao - 2. Propriedades iniciais - 3. Mapeamento
de propriedades na iteracao 25 - 4. Mapeamento de propriedades na iteracao 650.

iteracao existia um erro de aproximadamente 50% nos elementos da regiao 4, o qual
é correto lembrando os valores utilizados como ponto inicial e os valores solugao,
apresentados na Tabela : M“&# ~ (0.5. Na imagem dos mapeamentos finais
podemos ver que existe um tom de cor diferente a branco dentro da regiao 4 portanto,

confirmamos que o erro ErroMax obtido sé existe em uma quantidade pequena de

elementos da discretizacao.

No Apéndice [B| podemos ver os mapeamentos dos erros para um maior nimero

de iteragoes e apreciar a evolugdo do erro produzida pelo método. Também sao

Eropriedades iqiciais

0 2 4 6 .8 10
X (mm)

12

12F‘ropri‘edades dga iteracao #650

apresentados ali os mapeamentos dos erros para os exemplos 1 e 2.
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Figura 3.15: 1.mapeamento de erros em solugao - 2. mapeamento de erros iniciais -
3. mapeamento de erros na iteragao 25 - 4. mapeamento de erros na iteracao 100 -
5. mapeamento de erros na iteracao 350 - 6. mapeamento de erros na iteracao final

(650)
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3.3 Validacao do método usando dados com erro

de discretizacao

Analisando os resultados dos exemplos anteriores podemos concluir que, ao
aumentar o nimero variaveis do funcional a otimizar para uma mesma geometria,
aumenta a quantidade de iteragoes que o método necessita para resolver o problema
de caracterizacao formulado. Em uma eventual aplicacdo real do método, se
pretendera resolver a diagnose em um tempo menor a um tempo maximo, dado
por processos médicos, portanto é introduzida uma limitagao para a quantidade
de iteragoes que o método pode empregar. Devido a isto e utilizando a conclusao
anterior, vemos que indiretamente ¢ imposta uma limitagdo no niimero de variaveis
do problema, e portanto no niimero de elementos da discretizagdo do dominio.

Por outro lado, nessa aplicagao médica, os deslocamentos dados seriam obtidos
através de procedimentos de obtengdo de imagens e posterior processamento (ver
Figura , obtendo assim um campo de vetores de uma resolucao possivelmente
superior ou inferior a definida pelo conjunto de noés da discretizacgao maxima
considerada. Para poder aplicar o método seria necessario levar os deslocamentos
dados com alta resolugao aos ndés da malha de elementos finitos utilizada no método,
portanto deve ser realizada alguma interpolagdo provocando a perda de dados ou
introducao de erro nestes. Este erro de interpolagao entre deslocamentos de distintas
malhas serda chamado de erro de discretizagao.

Nesta se¢do analisaremos a variagdo da eficicia do método ao utilizar dados
com maior resolucao que as malhas utilizada para & andlise de elementos finitos
realizada em cada iteracao do método. Resolveremos trés exemplos utilizando como
deslocamentos dados, os obtidos através da analise de elementos finitos utilizando
uma malha de elevado ntimero de elementos. Posteriormente estes deslocamentos
serao interpolados a malha utilizada no método com um nimero menor de elementos.
Para analisar de forma mais completa o erro devido a discretizacao, consideraremos
também uma variagao no valor do coeficiente de Poisson v. Assim, veremos se o fato

de considerar valores cercanos a 0.49 pode modificar o erro de discretizagao obtido.

3.3.1 Exemplo 4

Neste problema utilizaremos a geometria, condi¢oes de contorno e parametros

0 e solucdo X

fisicos do exemplo 1, com os mesmos valores de propriedades inciais x
definidos pela Tabela [3.1] Ao igual que no exemplo, cada regido terd uma décima
parte da quantidade de elementos total da discretizacao. Para emular os dados
obtidos através de algum processo médico com alta resolucao, realizaremos & analise

de elementos finitos com uma malha de 2054 elementos, obtendo assim um campo de
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deslocamentos de alta resolucdo que seré considerado o “real” Ul,..q;. Posteriormente
estes deslocamentos serao interpolados a trés malhas diferentes utilizadas no método
de caracterizacao de 110, 240 e 530 elementos, o deslocamento obtido através da
interpolacéo que serd o dado U. Além de comparar os deslocamentos ao variar o
tamanho do elemento da malha, consideraremos uma variacao no valor do médulo
de Poisson v.

Comecamos analisando o nivel de erro introduzido ao interpolar os deslocamentos
reais a malha de menor quantidade de elementos. Utilizaremos como medida o erro

relativo na norma, definido pelo quociente

||Ureal - Uint ||
| | Ureal | |

Na imagem esquerda da Figura [3.16| podemos ver os resultados para as trés malhas

utilizadas e considerando uma variacao no médulo de Poisson v. Como esperavamos

Erro relativo deslocamentos interpolados ErroMax de propriedades obtidas x*
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Figura 3.16: Resultados exemplo 4

vemos que ao aumentos a quantidade de elementos da malha o erro da interpolacao
diminui e também ao utilizar valores maiores de v o erro aumenta.

Na imagem da direita da Figura [3.16] vemos os ErroMax na tultima iteracao
do método para diferentes valores de v, utilizando como dados os trés campos
de deslocamentos interpolados e com tolerancia tol; = 1073 para a direcdo de
descida. J4 que este exemplo tem uma complexidade de nivel baixo o erro obtido
é insignificante para todos os valores de v, embora, existe importante aumento ao

utilizar valores cercanos a 0.49.

3.3.2 Exemplo 5

Neste problema utilizaremos a geometria do exemplo 2 com as 4 regioes definidas

no mesmo. Para obter os deslocamentos dados U,y realizaremos uma analise de
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elementos finitos com uma malha de 2095 elementos e, ao igual que no exemplo
anterior, interpolaremos estes campos de deslocamentos aos nos definidos por trés
malhas de 264, 546 e 1087 elementos.

Na Figura podemos ver os resultados obtidos ao realizar a caracterizagao.
Lembramos que a tolerancia utilizada é tol; = 1073, a qual é maior & que foi utilizada

no exemplo 2 portanto os erros obtidos serao maiores. Nos resultados vemos que

Erro relativo deslocamentos interpolados ErroMax de propriedades obtidas x*
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Figura 3.17: Resultados exemplo 5

existe um salto importante no erro ao passar da malha de 546 a 264 elementos.
Também vemos que a diminui¢do ao duplicar os elementos de 564 a 1087 nao é do
nivel de melhora que poderiamos esperar, portanto podemos concluir que a malha da
ordem de 500 elementos parece ser uma op¢ao razoavel. No exemplo 2 foi considerada
uma malha desta ordem de elementos.

Estes graficos também permitem concluir que considerar o valor v = 0.49 provoca
um aumento no erro notavelmente maior para a malha de 264 elementos, tanto no
erro nos deslocamentos como no ErroMazx, este efeito ndo é tdo marcado na malha

de 564 elementos.

3.3.3 Exemplo 6

Neste problema utilizaremos a geometria do exemplo 3, com os valores iniciais
e solugao utilizados para as 4 regioes definidas da mesma forma. Para obter os
deslocamentos dados realizaremos & analise de elementos finitos com uma malha de
2095 elementos. Neste caso consideraremos duas malhas sobre as quais realizaremos
a interpolacao dos deslocamentos dados, por um lado a malha de 264 elementos
utilizada no exemplo anterior e uma segunda malha que serd obtida a partir do
refinamento desta. No refinamento cada elemento triangular sera dividido em quatro
novos triangulos formados pelos pontos meios dos lados do triangulo original, como

vemos no esquema apresentado na Figura [3.18] Ao aplicar este simples processo de
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Refinamento

—>

Elemento Elementos

I Jij+3

Figura 3.18: Esquema refinamento

refinamento a malha de 264 elementos obtemos uma nova malha de 1056 elementos.
Além do aumento na quantidade de elementos consideraremos que o mesmo nimero
de variaveis, portanto para a caracterizagao com a malha de 264 elementos cada
elementos terd uma variavel, enquanto na malha de 1056 elementos decidimos manter
a restricao de que cada grupo de quatro elementos obtidos a partir de um triangulo
7 na malha de 264 tera um valor variavel a definir x;.

Através destas novas caracteristicas da andlise procuramos ver se é possivel
melhorar o desempenho do método sem aumentar o niimero de variaveis de uma
forma que ao mesmo tempo colabora com a reducao do erro de interpolacao ou erro
de discretizagao.

Na Figura podemos ver os resultados para as malhas. Vemos que

Erro relativo deslocamentos interpolados ErroMax de propriedades obtidas x*
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Figura 3.19: Resultados exemplo 6

efetivamente ao considerar um a malha com mais elementos, o erro diminui de
forma importante e vemos novamente que o aumento de v afeta negativamente os
resultados.

Os resultados dos Erromax poderiam ser melhores se for utilizada uma tolerancia

toly; menor, como no exemplo 4.
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3.4 Analise de sensibilidade

Na Secao foi apresentada uma andlise da variacao dos resultados do método
ao introduzir erros nos dados de entrada U. Nesta secéo serd realizada uma andlise
tedrica para estimar o erro que é produzido na solugao ao introduzir um erro de tipo
geral nos dados. Nesta andlise, estes erros sao considerados aleatorios ja que podem
ser gerados devido a erros de representacao e calculo numérico, erros na medigao,
as hipdteses consideradas nos modelos, etc.

Para medir o nivel de erro nos dados utilizamos o quociente de normas respeito

a matriz My, e diremos que o erro, ou ruido, tem valor relativo r se verifica

|90]y,, _

O,

Mu

Se a técnica numérica de obtenc¢ao dos deslocamentos é conhecida de forma tedrica, é
possivel estimar o nivel de ruido r introduzido nos dados. Posteriormente, ao aplicar
o método ¢é obtido o candidato a solugao x* e podemos estimar o erro relativo respeito
a solucao real x. Neste trabalho acharemos o erro na solucao para um ruido r.
Lembrando a expressao obtida na Secao e supondo que 0x é pequeno,

obtemos a seguinte expressao para a cota do erro relativo em x

10%[lpg,  10%[yy, 1

R ™ Tl = ommn T n, 1O,

r

1 1
sendo o, = min{o;} e o; os valores singulares da matriz (MﬁA ME2>. Esta

desigualdade pode ser reescrita como

M<C’r C:L 1

o T, [

Vemos assim que para analisar a variacdo da cota do erro relativo de x devemos
estudar a variagao do parametro C', ao variar o nimero de elementos da discretizacao
n. Na Figura [3.20] vemos o grafico do parametro C, em fun¢do de n o nimero de
elementos da malha. Podemos concluir que a cota é aproximadamente 2n, o qual é
verificado ao realizar os cdlculos numéricos. Também verificamos assim o resultados
tedrico obtido na Secao de que o pardmetro C, é de ordem n. Finalmente

obtemos um estimador simples para o erro em x dado por
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Figura 3.20: Anaélise de sensibilidade cota do erro

Consideremos que podemos aceitar um erro relativo meio da ordem de um 5% em
X, portanto para uma malha de 250 elementos, o maximo ruido r que o método

poderia incluir nos dados e da ordem de

0.05

— = 0.01%.
2.250 0.01%

Isto quer dizer que, se o erro relativo introduzido pelo método de obtencao de dados
¢ maior a 0.1 por mil, entdo nao é recomendavel aplicar o método diretamente,
portanto, serd necessario aplicar métodos de regularizacao. Este comportamento foi
verificado experimentalmente ao executar o método com dados com erros da ordem
de 1 por mil, e foi aplicado o método utilizando como ponto inicial a solugao real.
O método obteve um 6timo diferente ao solugdo com um erro nao aceitavel para o
critério definido.

Além de parecer razoavel a utilizacao de regularizacdao, a decisao final deve
ser tomada somente quando é conhecido ou estimado o erro introduzido pelo
procedimento de obtencao de dados utilizado na aplicacao real. Um dos métodos
de regularizacao que pode ser aplicado foi apresentado brevemente no Capitulo (1}, e
como vimos na resolucao do exemplo da barra, efetivamente ajuda a reduzir o erro

da solucao.
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Conclusoes

Neste trabalho foi desenvolvido um método numérico para a caracterizagao de
propriedades mecanicas de modelos de artérias. O método foi baseado na utilizagao
do Método dos Elementos Finitos para a resolugao do problema de elasticidade
linear; na formulacao do problema inverso de caracterizacdo como um problema
de otimizacgao; e na utilizacdo de um algoritmo de ponto interior para resolver
o problema de otimizacao formulado. Para ilustrar o desempenho do método,
foram resolvidos exemplos numéricos com solugdo conhecida, utilizando dados sem
erros, com erros de discretizacao e também finalmente realizando uma anélise de
sensibilidade teérica ao considerar erros de tipo geral nos dados.

No Capitulo foram descritos conceitos da medicina necessarios para
compreender o problema, em particular: o funcionamento do sistema cardiovascular
e as propriedades das artérias. Posteriormente foi introduzida a doenca
Aterosclerose, e sua importancia como causa de morte em humanos. Também
foi introduzido um modelo constitutivo para a modelagem do tecido arterial, sob
um conjunto de hipéteses utilizadas em parte da bibliografia. Finalmente, foram
apresentados conceitos da teoria matematica dos problemas inversos e a otimizacao,
utilizados na correta andlise tedrica-numérica do problema. Em particular na
Secao foi apresentado o algoritmo de ponto interior de dire¢oes vidveis FDIPA.
Este algoritmo foi apropriado para o método sob as hipdteses realizadas, obtendo
resultados aceitdveis segundo os critérios definidos. Algumas modificagoes no
algoritmo podem ser realizadas para melhorar o desempenho para os funcionais
do tipo considerado nestes exemplos, por exemplo, incluindo técnicas de minimos
quadrados na construcao dos sistemas. Também pode ser possivel procurar resolver
os problemas numéricos que existiram na implementacao neste trabalho, obtendo
assim melhoras na formulacao 2 e 3, pudendo talvez, aproveitar as vantagens de
formulagoes como as do tipo SAND.

No Capitulo [2| foi formulado um problema matematico através do qual é possivel
realizar a caracterizacao de propriedades mecanicas de sélidos, e posteriormente foi
proposto um método para sua resolucao. Para introduzir o mesmo, foi descrito
um exemplo de caracterizacdo de modulos de Young de uma barra, mostrando

que o problema inverso continuo é mal-posto, enquanto que o problema discreto
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¢ bem-posto, sendo possivel achar uma cota tedrica para o erro acometido na
solugao. Foi também visto que ao considerar uma maior quantidade de elementos,
o problema fica mal condicionado, e portanto, foi descrito o processo para aplicar
algumas técnicas de regularizacao para obter resultados com menor efeito dos erros.
Posteriormente foi formulado o problema geral de caracterizagao para sélidos em
espacos de dimensao maior a um, sendo introduzidas também formulagoes deste
como problemas de otimizacdo ndo linear. Durante esta fase do trabalho, foram
considerados varios tipos de funcionais objetivo a minimizar, inicialmente utilizando
funcionais de diferenca entre deslocamentos, posteriormente incluindo informagao
sobre deformagoes e tensoes e finalmente, logo da andlise de resultados, foi sugerido
normalizar pela norma dos deslocamentos dados facilitando a comparacao dos
diferentes funcionais. Para melhorar o desempenho do algoritmo de otimizagao,
foi dividido o funcional pela norma do gradiente no ponto inicial.

No Capitulo|3|foi validado o método através da resolucao de exemplos numéricos
com solugao conhecida. A partir das propriedades solucao, foi resolvido o problema
de elasticidade linear para gerar assim os deslocamentos dados de forma artificial.
Estes deslocamentos foram gerados através da utilizacao do programa de elementos
finitos implementado para este trabalho. Para analisar os resultados foi utilizada
uma medida proposta de forma de considerar o maior erro relativo de todas as
propriedades dos elementos em cada iteracao, esta medida foi chamada ErroMazx.
Através da analise dos resultados numéricos foi concluido que o método é capaz de
obter as propriedades mecanicas solugao para os funcionais associados a deformagoes
e tensoes, nao sendo assim para o funcional de deslocamentos. No caso dos exemplos
1 e 2 o algoritmo é capaz de resolver o problema em menos de 30 iteragoes, obtendo
um erro insignificante para os trés funcionais. Enquanto no exemplo 3 foi obtido
ErroMax da ordem de 2% para os funcionais tensoes e deformagoes. Embora
de ser uma porcentagem nao desprezivel, foi possivel caracterizar o material e
portanto no caso da aplicagao real pode ser um resultado que aporte informagao.
No caso do funcional associado aos deslocamentos o desempenho nao foi satisfatério,
obtendo um ErroMax da ordem de até 60%. Também foi realizada uma andlise
da variagdo do erro ao modificar o tamanho da malha e o médulo de Poisson
v, vendo que para valores v proximos a 0.49 e malhas com menor nimero de
elementos se geram resultados com maiores erros. Isto pode ser devido a que o
programa foi implementado para resolver problemas utilizando elementos lineares
triangulares, portanto parte dos erros gerados sao devidos a pouca capacidade
destes elementos de representar campos de deslocamentos quase incompressiveis.
Finalmente, foi realizado o desenvolvimento teérico da analise de sensibilidade com

o qual concluimos que para dados com erros maiores a 0.1 %o, é necessario aplicar
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técnicas de regularizagio, modificando o funcional como foi descrito no Capitulo [1}

Testes numéricos devem ser realizados para verificar estes resultados.

Futuras linhas de trabalho

Durante o processo da modelagem computacional do problema médico estudado,
foram feitas varias aproximacoes e hipoteses, e cada uma delas representa uma futura

linha de trabalho a desenvolver.

Hipoéteses de elasticidade No modelo mecanico utilizado foram formuladas
hipoteses sobre o problema de elasticidade linear, sendo as seguintes as mais
importantes: quase incompressibilidade, pequenas deformacgoes e deslocamentos,
elasticidade-linear. A primeira hipdtese tem mostrado ser importante ja que o erro
aumenta ao considerar modulos cercanos a 0.49. Novas formulagoes do problema,
levando en conta a incompressibilidade devem ser testadas para assim evitar o
fendbmeno visto ao aumentar o valor de v. A hipétese de pequenas deformagoes
e deslocamentos é sem duvida a proxima modificacdo a realizar no modelo, a qual
serd feita na proxima instancia de estudo. Na tltima hipétese também existe uma
nova linha de trabalho, ja foi visto que segundo a bibliografia recente, o tecido
arterial é modelado de forma mais precisa utilizando modelos viscoelasticos (com

analise dindmica) do que com modelos eldstico-lineares [24].

Regularizacdo Como foi dito no Capitulo[3] sob certas condiges a solu¢ao obtida
pelo método tem erro de nivel aceitavel, e ndo é necessario realizar regularizagao.
Entretanto, em uma aplicagao real, serao utilizados mais elementos dos considerados
na Secao [3.4] e os erros existentes nos dados serao superiores ao valor com um erro
nao aceitavel segundo os critérios estabelecidos. Nesta dissertagao foi colocado o
caminho que deve ser seguido para realizar a regularizacao dos dados. A introdugao
da regularizacao no método deve ser uma das seguintes tarefas a realizar para
desenvolver métodos de maior complexidade que procurem resolver problemas de

maior proximidade aos da realidade.

Formulacgoes de otimizagcdo Como vimos, existem varias formas de formular
o problema de otimizacgao, e os resultados apresentaram uma importante variacao
para diferentes funcionais utilizados, incluso para uma mesma formulacao. Além
disso, podem ser utilizados algoritmos apropriados para outras formulagoes como
por exemplo o FATPA-SAND, uma variacao do FDIPA, ideado para a resolucao de
problemas de otimizacao do tipo SAND, como a formulac¢ao 3. Com estas mudancas
pode ser possivel aproveitar a potencialidade do algoritmo de otimizagao e melhorar

o desempenho do método.
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Processamento de imagens Uma das partes mais importantes do método ¢é a
obtencao dos deslocamentos da artéria a partir das imagens do IVUS. Durante este
processamento sao introduzidos erros, portanto, uma das perguntas abertas é se
utilizando deslocamentos com erros serd possivel ou nao realizar a caracterizagao.
Para poder dar resposta a essa pergunta é necessario validar o método resolvendo
um exemplo do tipo resolvido no Capitulo [3 utilizando, como entrada, campos
de deslocamentos que logrem reproduzir os erros introduzidos pelo processamento
de imagens. Existe uma vasta area de trabalho em ultra-som onde ¢ analisada a
natureza dos erros introduzidos pelo IVUS e como esses erros sao transmitido aos

campos de deslocamentos ao aplicar métodos como o Fluxo Otico.

Programa de elementos finitos Através das conclusdes sobre o modelo
constitutivo, vemos que programa deve ser modificado, realizando uma
implementagao em Fortran ou C para poder resolver problemas de maior porte,
incluir elementos com maior capacidade para representar solucdes de modelos

constitutivos mais gerais.

Condigoes de contorno Como foi visto no Capitulo a modelagem das
condicoes de contorno reais as quais se encontra submetida a artéria, estd em suas
etapas de desenvolvimento iniciais. Existe muito trabalho a ser desenvolvido nesta
area, como propor novas possiveis condigdes de contorno que junto com a opiniao
dos médicos possam modelar de melhor forma o comportamento real das artérias
no espaco tridimensional. Como vimos, este tipo de andlises entre engenheiros e
médicos é recente, portanto, com certeza existirda um gram avanco neste tipo de

temas no futuro.
Tensoes residuais Como foi dito, na bibliografia podemos ver que em artérias

humanas existem tensoes residuais nao despreziveis, portanto esta deve ser outra

caracteristica a considerar em futuros modelos.
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Apéndice A

Validacao do programa de

elementos finitos

Neste Capitulo validaremos o programa de elementos finitos desenvolvido,
através da resolucdo de trés problemas da mecanica dos soélidos, com solugao
analitica conhecida disponivel na bibliografia [42, 43]. Compararemos os resultados
obtidos com as solugoes tedricas, determinando finalmente se o programa proposto
é apropriado para a resolucao do tipo dos problemas proposto nesta dissertagao.

Brevemente enumeramos os problemas a ser resolvidos:

e Problema 1: chapa quadrada com tragao no contorno superior e apoios

deslizantes no contorno inferior.
e Problema 2: viga homogénea engastada com carga pontual no extremo livre.
e Problema 3: viga heterogénea engastada com carga pontual no extremo livre

Nos problemas 1 e 2 consideraremos como critério para aceitar os resultados, a
comparacao dos deslocamentos e a analise do erro do valor de energia de deformagao

numeérico com o valor tedrico.
Ui = / o £dQ
Q

escrita em componentes, considerando problemas de estado plano de tensoes ou

deformacgodes, pode ser simplificada a:

ueoz/ e, / 0 / D
t Qae + Qaygy + Qaygy

contra a energia de deformagao obtida pelo método dos elementos finitos

Nelem

Unir = Z _UB*CB°U“Q = f'U
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Problema A.1 (Chapa). Neste exemplo consideramos uma chapa como vemos na

figura Submetida a um estado plano de tensoes.

TTTTTTT?TTTTTTT

g

Figura A.1: Esquema do Problema A.1

)

X

Consideraremos que:

e [, =1, = 1m e que a espessura e unitaria 1m.
e O médulo de elasticidade serd E = 100,000 N/m? = 100 kPa.

e O valor do carregamento ¢ = 10,000 N/m? = 10 kPa

Calculamos a energia de deformacao teérica. A partir do equilibrio obtemos que
Oy = ( szamyzoa

e aplicando a equacao constitutiva obtemos as deformagoes

obtendo o valor analitico de energia:
Ureo = /qu qzzz ~ INm

Resultados

Na Figura é apresentada a malha deformada, e na Figura vemos a

validacao do campo de deslocamentos u, no conjunto de nés da linha x = 0.
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Deslocamentos para malha de 32 elementos - g=10
T T T T
1

0.8

0.6

0.4

0.2

I I
0.2 0.4

0.6 0.8 1
X

Figura A.2: Malha deformada por tensao ¢ = 10 kPa.

Validacao da solucao do MEF sobre o dislocamento u, em x=0 para:32 elementos.

T
0.1

Sol MEF —x—
Sol Teorica --{>--

0.08

/ g
: ) //

N
.

1 1.5

3

3.5 4 4.5
y (m)

Figura A.3: Malha deformada por tensao ¢ = 50.

A energia de deformacao tedrica é 1 e a obtida pelo programa do MEF também,e

o valor de g, também ¢ igual ao valor exato 0.1. Concluimos portanto que o programa
resolve de forma exata o problema 1.
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Problema A.2. Neste segundo exemplo consideramos uma viga esbelta engastada

no extremo esquerdo e livre no direito com uma carga P, como vemos na Figura[A.4]

i

| In

Figura A.4: Esquema do Problema A.2

Para resolver este problema consideraremos um estado plano de tensoes e sera
comparado com a solugao analitica do problema da viga com largura unitaria (b =
Im). Para os outros valores consideraremos: L = 10m, h = lm, P = IN e F =
200, OOON/mQ, portanto a inércia de segunda ordem serd I = 1/12m*.

Consideraremos também as hipoteses de teoria de vigas, onde se¢oes transversais
permanecem planas e perpendiculares ao eixo da deformada. Considerando o critério
normal para sinal do momento M, onde do lado direito do ponto o momento interno
e positivo se e anti-horario. Também lembrando que trabalhamos com pequenos
deslocamentos, entao ¢ valida a equacao de Navier para vigas:

d?u, M
i = g1

As propriedades [ e E sao constantes em toda a viga. Utilizando que o momento
é dado pela equagao M(x) = P (z — L), obtemos a expressao para o deslocamento

vertical em qualquer coordenada x:

uy(x) = u,(0) + Cgf(()) + /Ox /Ox P(gE_IL)dfdx

J& que nosso problema ¢ um engastamento, aplicamos as condi¢oes de contorno

duy

u, (0) + dr (0)

e calculando a integral obtemos a expressao do deslocamento solugao
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Resultados

Na Figura vemos o diagrama de tensoes o, para uma malha de 1280

elementos Na Figura [A.6] vemos o esquema da deformada da viga, a linha no meio

40

0-)(

-20

-40

Figura A.5: Diagrama de o, do Problema A.2.

formada por circulos é a solugao analitica do problema, entretanto que os elementos
triangulares amostram a deformada da viga segundo a solucao de elementos finitos.

Na Figura [A.7 podemos ver o gréifico do erro relativo da energia de deformagao

Validacao para malha de 1280 elementos - P=1

0.5

-0.5

25 I I I I I

Figura A.6: Deformada de viga do Problema A.2.

elastica para diferentes tamanhos dos elementos da malha. Vemos que é quase linear
e que efetivamente ao utilizar mais elementos o erro diminui, portanto o programa

funciona corretamente.
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0.25

02 -

Erro relativo em energia de deformacao

0.15 |-

0.1 -

1
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

tamanho do elemento (m)

Figura A.7: Grafico de erro relativo de energia de deformacao do Problema A.2.

Problema A.3 (Viga heterogénea). Neste exemplo consideramos a mesma viga do
problema 2 e a mesma carga P, mais consideramos que o médulo de elasticidade
E e uniforme para todos os pontos x < a igual a F; e desde a a L o valor sera
Ey=aF,. Coma=5ea=L/2.

A viga é formada por um material com um moédulo de elasticidade fixo na
primeira metade do comprimento da viga (de esquerda a direita na ﬁgura, e um
valor cinco vezes inferior na outra metade, portanto devemos ver uma deformacao
maior na segunda metade e valores de tensao inferiores.

Na Figura vemos o deslocamento da malha de elementos finitos utilizada
em azul e uma linha vermelha com circulos no centro representando o deslocamento

da linha neutra da solugao analitica. Na Figura vemos o diagrama de tensoes

Wal B aopar maha o 7O ulRmLnks - P et
05

|
(TR T E
o %; .

05

45 F i

25| i

Bl 4

Figura A.8: Deslocamentos do Problema A.3.
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0, para o exemplo resolvido. Vemos que o resultado verifica os valores esperados

40

Ox

KRRRRRRRK

0 2 4 6 8 10
-20

-40

Figura A.9: Diagrama o, Problema A.3.

inicialmente e o programa ¢é portanto apropriado para resolver problemas de estado

plano de deformagoes o tensoes.
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Apéndice B
Mapeamentos de Erros

Neste Capitulo serdao apresentadas figuras com maior detalhe sobre a evolucao
dos mapeamentos dos erros obtidos para os trés primeiros exemplos resolvidos no
Capitulo [3} J4 que os funcionais Fj produziram os melhores resultados, serao os
que amostraremos aqui. Na Figura vemos os mapeamentos dos erros obtidos ao
resolver o exemplo 1 utilizando o funcional F3 para 3 = 0. Na Figura Vemos 0s
mapeamentos dos erros obtidos ao resolver o exemplo 2 utilizando o funcional Fp
com 3 = 0. Na Figura vemos os mapeamentos dos erros obtidos ao resolver o

exemplo 3 utilizando o funcional F3 com g = 0.
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Propriedades solucao
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Figura B.1: Evolucdo do mapeamento de erros - Exemplo 1
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Propriedades solucao Propriedades iniciais
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Figura B.2: Evolucdo do mapeamento de erros - Exemplo 2
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Propriedades solucao Propriedades iniciais
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Figura B.3: Evolucdo do mapeamento de erros - Exemplo 3
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